ANALISI

Soluzione esercizi
18 novembre 2011
6.1. Esercizio.
Usando la definizione, verificare la validita dei sequenti limiti :

lim3z+2=38, limz?=d?, a=1,2
r—2 r—a

calcolando per ogni € > 0 il relativo o..

SOLUZIONE:

|3z +2 — 8| = |3z — 6| = 3|z — 2|
Pertanto
|a:—2]§%€ S PBet2-8<e
Se a = 0 allora
o] <vEe = |2 <e

se a > 0 allora per = € (a/2,3a/2) riesce

5a
|22 —a®| = |z — a|]|x +a|] < 7]:1; — al
da cui
|z — a] < min = —  |2?—ad?|<¢
— 5a7 2 i
2

6.2. Esercizio.
Ricordati © limiti notevoli:

. sinz . 1 —coszx 1 et —1 o o In(1+2

lim =1, lm——F—=-, lim =1, hm¥

z—0 g x—0 €T z—0 x z—0 x
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calcolare, se esistono, i limiti che sequono oppure discutere se esistono
almeno 1 limiti sinistro e destro:

. 2P +8 .|
@ g i
tan(2 1 —v1-=
© lig(l) an(2z) (d) 1 Vitar—y1—z
T €T x—0 xXr
. 1P+t . VT —1
(6) J:E]Eil-loo 3—=x 91&1—>H% /3 — 1
. 1—e" . In(cos(z))
(9) lim Sin(7) () lim ————=
20 — 1| — |2 1 v 2
(Z,)hi%\x | — |2z + 1] (i) lim e3—|—x
x T z—+oo 3 + 1
1 r—1
li tan(— 1 .
(m) lim arc an(x) (n) lim Sn(ra)
3 +38

lim
5232 — 4

Tenuto conto che

?+8 (2+2)(2?—-2z+4) 2?—22+4

2 —4  (z+2@x-2) -2
riesce
. 2
2+ 8 o 2 —2x+414 xlin_lgw 2z +4)
1 = lim = : =-3
ev—232 —4  z5-2 1 —2 lim (z —2)
T——2

lim m
x—0




Non esiste pertanto il limite nel punto xq = 0.

tan(2
li t20(27)
x—0 x

Tenuto conto che
tan(2z)  sin(2z) 2sin(2ac) 1

r  xcos(2x) 2r  cos(2x)

riesce

lim tan(2z) — olim sin(2x)
x—0 xX

lim =2
=0 2x 20 cos(2x)

Vit —V1—x
lim

x—0 x

Tenuto conto che

Viter—v1i-2z (1+z—vVi-z)Vi+az+VI-1z) 2
x r(V1+z++v1—1) Vitzrz+V1—2x
Ne segue
o Vltr—V1—-a . 2
lim = lim =1
20 T e=0\/1+x++1—x
. 4+
lim
x——+00 3—3}

Tenuto conto che

1
172+x_ 1+E
33—z 3
——1
T
ne segue
1
2+ L+
lim = lim z lim L — o
r—r—+00 — r—r—+00 Tr——+00 § . 1

T

—1
lim \/E

=1 pl/3 — 1

Tenuto conto che

9 a®—1
a*~1=(a-1)(+a+1) — a—1l=———+



1 (V) + Vo +1

_) —=

Jr—1 x—1

si ha pertanto

V-1 (Va)P+da+1)(z-1) Va+l

g3 —1 r—1 T+l
Ne segue
Vi—1  (Yx)+ Jr+1
g3 —1 VT +1
da cui
. WJr—1 3
alcl—rﬁxl/:”—l_ﬁ
1—e"

250 sin(x)

Tenuto conto che

e’ —1
l—e* =1 =z T
sin(z) r sin(z)  sin(x)
x
ne segue che
i e’ —1
T 1171
liII(l) 1'_6 _ 30 x( ) 1
z— sin(x
sin(z) lim
z—0 xT
1
lim n(cos(x))
x—0 :L‘2

Tenuto conto che

In(cos(z))  log (1 + [cos(x) — 1]) cos(x) — 1
x? B cos(z) — 1 x?
Tenuto conto che
lim log(1+t) 1 lim log (1 + [cos(x) — 1])
t—0 t z—0 cos(x) —1

=1

e che -
lim cos(z) — 1
x—0 LE2 2



si ricava

lim In(cos(x)) 1
z—0 [Ez 2
. 2z =1 =22+ 1]
lim
x—0 x
Tenuto conto che
~0 20 — 1| =1-2z
v 22+ 1] =1+ 2z

si ha

22— 1| -2z +1] 1-2z—-1-2x

z =0
T

e quindi, naturalmente

.2z =1 — |22 + 1
lim - _

x—0 €T
et 4 2?
lim
zo4o0 23 +1
Tenuto conto che .
T
X
>0 — e'> 1
si ha
xt e
L TR A
> 41

4+1 = 2341
da cui tenuto conto che
4

X 2
a "
1m 4a +00
z—4o0 3 4+ 1
ne segue
e + 1z
1m = 400
z—4oo0 3+ 1
) 1
lim arctan(—)
x—0 x
Tenuto conto che
.1 o1
lim — = —o0, lim — = 400
=0~ T z—0t T
ne segue
: 1 @ :
lim arctan(—) = ——, lim arctan(
z—0~ T 2 z—0t

2



.ox—1
lim e
z—1 sin(mx)

Tenuto conto che

sin(rx = — sin(mw(x — 1))
si ha
r—1 1 w(z-1)
sin(rz) 7 sin(m(z — 1))
da cui
. or—1 L m(x —1) 1
Iim ——=——lim ——F—~ = ——
z—1 sin(mx) 7 a—1sin(w(z — 1)) T

6.3. Esercizio.
Al variare di a € R calcolare:

2
. r—x
lim , a>0.
z—+oo ¥
SOLUZIONE:
x — x? ) R
eag=1 — =r—z — lim = —00
a” z—+o0 %
. . w—a? :
e < 1 — a® < 1 — lim < lim (z —
T—+00 a’® T—+00
2
. T —x
r?) —  lim = —00
T—+00 a*
x — 2

ea>1 — a=1+h — a">(5h* — lim
0 z—t+oo ¥

6.4. Esercizio.

Determinare a,b € R in modo che le sequenti funzioni siano continue
mn R:

ax’+b x>0
_f 2sin(mz) <1
9(x) {aw—l—b x>1

Determinare il grafico di f e di g in corrispondenza di una delle coppie
lecite, a scelta.

SOLUZIONE:

La funzione f(z) é continua, qualunque siano a e b in ogni punto xy # 0.

f(x):{ 2cos(r) <0




Tenuto presente che

lim f(z) = 2, li%1+ flx)=10

z—0~

la funzione f é continua anche nell’origine se e solo se b = 2.
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La funzione g(z) é continua, qualunque siano a e b in ogni punto xy # 1.
Tenuto presente che

lim g(x) =0, lim g(x)=a+0b

z—1— z—1t

la funzione g é continua anche nell’origine se e solo se 0 = a + b.

6.5. Esercizio.
Determinare b € R in modo che la sequente funzione sia continua in
R:
beos(z) =<0
r) =< sin(z
o) =1 sinl@)
x

Disegnare il grafico di g.

SOLUZIONE:
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Inserimento
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Tenuto presente che
li =b li =1
Jlim f (x) =0, Jim. f (x)

ne segue che la funzione g(z) é continua se e solo se b = 1.

6.6. Esercizio. Assegnati n numert xy, o, ...x, diversi tra loro
sia
f(x) =min{|z — z1], |z — 2|, ... |z — z,|}
e determinare gli estremi inferiore e superiore di f,
e csaminare se f(x) é continua,

\

e csaminare se f(z) é lipschitziana.

SOLUZIONE:

La funzione f(x) é non negativa e nulla in ciascuno degli n punti
assegnati, quindi:

inf f(z) =0 = min f(x)
pensando ai limiti per x — =oo si riconosce che f(z) é illimitata
superiormente:
sup f(z) = +o00
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x
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0

FIicura 3. Es.5 g(x)

Le funzioni
giz)=|lz—a;] i=1,..,n

sono continue.

E possibile riconoscere che se f(z) e g(x) sono due funzioni continue
(naturalmente definite sullo stesso insieme) anche le funzioni

m(x) = min{f(z), g(x)},  M(zx) = max{f(z), g(z)}

sono continue.

Quindi la funzione f(z) = min{|z — 1|, | — z2|,... |z — x,|}, minimo
di un numero finito di funzioni continue ¢ continua.

La differenza f(a)— f(b) é sempre minore o uguale della distanza tra a

e b, come si riconosce pensando al grafico, una poligonale con pendenze
fisse a 459,

[f(a) = f(b)] < |a —b|

quindi f é lipschitziana con costante L = 1.
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6.7. Esercizio. Assegnata la funzione
x3 sexr <0
€Tr) = A
f(x) sex >0
1+z
esaminare se e limitata,
esaminare se € continua,

determinare l’immagine,
determinare l'inversa.

SOLUZIONE:

e La funzione non é limitata inferiormente: basta riconoscere
che lim f(z)= lim 23 = —oc.
Tr—r—00

Tr——00
e E ovviamente continua in ogni xy # 0 ed é anche continua in
zo = 0 in quanto
lim f(x) =0, lim f(z)=0

z—0~ z—07t
e [’immagine é un intervallo:
— illimitato inferiormente,
— limitato superiormente da 1, valore mai raggiunto.
ne discende che I'immagine é la semiretta aperta (—oo, 1).
e L’inversa corrisponde alla risolubilita dell’equazione

f(x) =y
—sey<0 — y=2> = r=yy
xXr
—sey>0 — y= S or=—7
se y Y Tz x Ty

6.8. Esercizio. Assegnata la funzione

oy loal Iz

|z]
e determinare l'insieme di definizione,
e csaminare se e prolungabile per continuita a tutto R
e determinare l'immagine.

SOLUZIONE:

La funzione ¢é definita per x # 0, riesce inoltre

z—0t z—0t T z—0~ z—0t —T

=1

La funzione quindi é prolungabile per continuita su x = 0 attribuendole
il valore f(0) = 1.
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L’immagine di f(z) é I'intervallo I = (0, 1].

6.9. Esercizio. (a) Dimostrare che 'equazione
32° —81* + 2 +3=0
ha tre radici reali.

(b) Dimostrare che le seguenti equazioni ammettono almeno una soluzio-
ne positiva:

(i) e —e™® _1=0; (ii) = +sin(z)cos(z)—1=0.

SOLUZIONE:

32% —82° + o +3=0]

Considerato che la funzione f(x) = 323 — 82* + z + 3 vale

f(=1)==9, f(0)=3, f(1) =-1, f(3) =15
se ne deduce, per il teorema d’esistenza degli zeri che esistono tre punti
(almeno)
51 S [_170]7 52 S [07 1]7 63 S [173}
in cui la funzione vale zero.
et — esin(a:) —1= O‘

Stesso ragionamento del caso precedente osservando che nel punto x =
0 la funzione ¢é negativa e in punti x > 0 abbastanza grandi é positiva.

‘x + sin(z) cos(x) — 1 = O‘

Stesso ragionamento del caso precedente osservando che nel punto x =
0 la funzione é negativa e nel punto 7/2 é positiva.

6.10. Esercizio. Sia f:R — Q, continua, essendo Q i razionali:
dimostrare che se f(1) =1 allora f € costante.

SOLUZIONE:

Se f non fosse costante allora ci sarebbero almeno due punti a e b in
cui riesce f(a) # f(b): ma allora, per il teorema dei valori intermedi f
dovrebbe prendere tutti i valori n € [f(a), f(b)] e quindi....

....anche valori non razionali !



