CoORsI DI LAUREA IN FISICA, FISICA E ASTROFISICA

PROVA IN ITINERE DEL 2.11.2011

Lo studente svolga quanti piu esercizi riesce.

Esercizio 1. Data la funzione
flx)=+vV2z—4-1,

a) determinare 'insieme di definizione;
b) determinare linsieme immagine;

c) dire se f ¢ invertibile. In caso affermativo, determinare f=1.

SOLUZIONE:

La funzione é definita per
20 —4>0 — x>2
Tenuto conto che ’addendo v/2z — 4 produce al variare di > 2 tutti
1 numeri reali positivi, I'insieme immagine é y > —1.
f é monotona crescente
a<b — 20-4<20-4 — V2a—4-1<V20—4-1 —  f(a) < f(b)

quindi é invertibile.

V2r—d4-1=y — V2r—4d=y+l — 2u-4=(y+1)> - == 2+%(y+1)2
da cui
Vg2 —1: ) =24 gy + 1)
Esercizio 2. Sia
A={reR:2?-1<0}U{reR:z4—-2)5-2)>0}
a) Verificare se A é limitato.

b) Verificare se A ¢é intervallo.

¢) Determinare ’estremo inferiore di A e dire se é minimo di A.

SOLUZIONE:

L’insieme A é unione di pit intervalli:

1



e l'intervallo [—1, 1] estremi inclusi,

e due dei quattro intervalli determinati dai tre valori 0,4, 5: 1'in-
tervallo (0,4) estremi esclusi e l'intervallo (5, +00) anch’esso
estremi esclusi.

Pertanto
A=[-1,11U(0,4) U (5, +00)
e non ¢ limitato,

e non é un intervallo, manca il tratto [4, 5],
e A ha minimo: inf A =min A = —1

Esercizio 3. Sia (a,), la successione
3n? —5
ay, =
n?+1

a) Provare che é limitata.
b) Determinarne il limite (.

c¢) Posto € = 3, determinare per quali n € N risulta

la, — | <e.
La successione é limitata:
2 3 5
3n“—5 < + .z <34 i <3
n?+1|7 143 2
La successione é convergente
S osp?—5 . 3— 5 lim (3-3%)
lim = lim T = = ~ =3
nsoo n? 41 moeol4 5 lim (1+ %)
n—oo
La distanza di a,, dal limite:
3n?—5 8 5 9
— 3| = <3 — =<n
n?+1 n2+1— 3~

disuguaglianza soddisfatta da tutti gli n > 2.
Esercizio 4. Sia
x+1 ‘ <1 } ‘

r—1

A:{xER:

a) Determinare l'insieme A.

b) Esaminare se A e limitato.



¢) Determinare l’estremo superiore di A e dire se é massimo di A.

SOLUZIONE:

1
v ’§1 e e+l <lz—1
r—1
ovVvero
distanza{z, —1} < distanza{zx, 1}
da cui

o A ¢ la semiretta A := {z <0}
e A non ¢ limitato,
e supA=maxA=0

Esercizio 5. Calcolare i sequenti limaiti:

3(=1)" 1 4
lim (=1)"n + log(n’) lim vn?+4+n—n.
n——400 n3 + log n-+1 n——+o0

SOLUZIONE:

3(=1)"n+log(n')  n3(=1)"+ _4105(71) -
n?+log(n)+1 — nd 1yl 1

n3

_n2 1_|_10ign)+$

ne segue
—1) 1 4
lim 3(—=1)"n+ log(n*)

=0
n—+oo 3 +4logn+1

(\/W—n)(\/W—irn) n 1

Vi Fnen = _ -
vn?+n+n vn?+n-+n 1+

ne segue

tim (Vi# v —n) =

n—-+4o00



Esercizio 6. Si consideri la successione (ay,), definita come
3
1+ n?

log (n i 1) sen dispari.

sen part

Ay =

a) Calcolarne estremo superiore ed estremo inferiore e dire se
sono rispettivamente massimo e minimo.

b) Calcolare, se esiste, lim a,.

n—-+oo
SOLUZIONE:

Le due successioni, quella dei termini pari e quella dei dispari sono
entrambe monotone:
e quella dei pari, fatta di numeri positivi, é decrescente e inizia
con ay = 3/5,
e quella dei dispari, fatta di numeri negativi é crescente e inizia

con — log(2) ~ —0.69314.

E evidente quindi che

Vn: —log(2) <a, <

Ut w

Da cui
inf{a,} = min{a,} = —log(2), sup{a,} = max{a,} = g

Tenuto conto che
. 3 . n
am e = 0 i log (m) =0

se ne deduce che

lim a, =0
n—oo



