ANALISI

Soluzione esercizi
9 dicembre 2011

9.1. Esercizio.
Data la funzione
wtg(Za)| se |z <1
. 4
flz) = a se x| =1
bz’ +c  selx|>1

e determinare a,b e ¢ in modo che f sia continua in R,
e determinare a,b e ¢ in modo che f sia anche derivabile in R

SOLUZIONE:

Tenuto conto che la funzione assegnata é pari basta controllare per
quali valori di a, b, ¢ la funzione sia continua e/o derivabile in z = 1.
E utile osservare anche che

Voo fetan (Go)| = wtan (o)
z: |ztan|—-x)| = ztan -2z

4 4
Continuita:

lim f(z) =a= lim f(z) — b4+c=a=1

z—1— z—1t

Derivabilita:
Tenuto conto che

(o5 — iy () e ) 1
m (rtan | —x = 11m an |\ — ML — = —
z—1 4 x—1 4 4 COSZ(%) 2

lim (bz? + ¢)' = lim 2bx = 2b
z—1 z—1
f(z) é derivabile in x = 1 se e solo se

us
1+ -=2b
+2

Pertanto f(z) ¢ continua e derivabile in tutto R se e solo se

T
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9.2. Esercizio.
Data la funzione
\/2_7
flz) = %
x4 — 21+ 2
e determinare l'insieme di definizione,
e determinare i limiti per x — o0
e determinare il grafico.

SOLUZIONE:

Tenuto conto che 2 — 2z + 1 = (z — 1)? si ha

—1)2 -1
fy - VETE e
(x—=12%241 Jz—12+1
Il denominatore non si annulla mai, quindi la funzione é definita in
tutto R.
Inoltre riesce f(x) > 0.
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FIGURA 1. f(z) = ——————
2 —2x + 2

La funzione é simmetrica rispetto ad x = 1, cioé f(1 + h) = f(1 — h):
basta pertanto determinarne il grafico per x > 1



r—1 1—(z—1)
2 f/(f]:) = ( ) 2
(x—1)2+1 (z—1)24+1)
Da cui, limitatamente alla semiretta x > 1, f'(x) é positiva in (1,2) e

negativa dopo: quindi f(x) é crescente in (1,2) e decrescente dopo.
Tenuto presente che

F)=0, f2)=1/2, lim f(z)=0

fz) =

si riconosce, vedi figura 1, che
minimo =0 = f(1), massimo= f(2) = =
Nel punto z = 1 la funzione non é derivabile.

9.3. Esercizio.
Assegnata la funzione f(x) = e |1 — 22|

determinare i limiti per x — o0

calcolare il minimo,

determinare 1 punti di massimo o di minimo relativ,
calcolare l'immagine di f.

SOLUZIONE:

La funzione assegnata ¢é pari, cioé é simmetrica rispetto a x = 0 cioé
f(x) = f(—).

Basta quindi studiarla per z > 0.

Tenuto conto che f(z) > 0, e tenuto conto che f(1) = 0 si riconosce
che

minimo = 0 = f(1)
La nota disuguaglianza
1 1 1 1
Vi>0: e >1+t+ 2+ +...=t">1+ ="
2! 3! n! n!

implica

da cui



= f'(x) >0 f(x)
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FIGURA 2. f(z) = e *°|1 — 22|
ze(0,1) = fl@)=e(1-2%) — f(z)=—-20e"(2—22 — fl(z)<0 f(z)
re(1,v2) = fla)y=e(22—=1) — f'(z) =2ze ¥ (2 —2?)
T > 2 — f(z)=e (22 —1) — f(z) =2ze (2 — 2?)

Riesce quindi

massimo = e~ /% = f(£V/?2)

9.4. Esercizio.
Sia
f(z)

e determinare ['insieme di definizione ed eventuali asintoti,

_x2+2x

r—1

= fl(x) <0 f(z)

e determinare gli intervalli in cui f é crescente e quelli in cui é

decrescente,

e determinare gli intervalli di concavita e convessita,

e disegnare il grafico di f.

SOLUZIONE:

La divisione fra polinomi permette di riconoscere che

_:c2+23:
=1

()

=xr+3+

r—1

v N
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FIGURA 3. f(z) = £i22

r—1

Si riconosce pertanto che la funzione é definita per x # 1 e che possiede
I’asintoto obliquo y = x + 3.

N4 3 fl(x)>0 |z —1>+3
o) =1 (x —1)2 - {f’(z)<0 r—1] <3

Si ha quindi

r<1—+/3 - fllz)>0 —  f(x) ~
re(1-+/3,1) -  fllx) <0 - flz) N\
z e (1,14 /3) -  fl(x) <0 - flz) Ny
r>1++3 - f(z)>0 =  f(z) ~
Tenuto conto che
—6

Ve#£1: f"(z)= m

si riconosce che f(z) é concava per x < 1, convessa per z > 1.

[ punti zpy =1 — V3 ez, =1+ /3 sono punti rispettivamente di
massimo e di minimo relativo.

9.5. Esercizio. Cualcolare i sequenti limiti

. xlog(l+x) . z%cosz — sin(z?)
lim lim 5
=0 e* — xcosx — 1 a—0  x?(e* —1)
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SOLUZIONE:

. xlog(l+x)
lim
z=0e? —xcosxy — 1

Prepariamo i polinomi di Taylor di punto iniziale zo = 0 per i vari

termini che compaiono nell’espressione:

log(1 + z) <—>x—§ — xlog(1+x)f—>x2—%3
e’ <—>1—|—x+%2

2 3
cos(x) —1-% —  weos(w) = x — %

2 3
e —weos(w) =1 — &+ %

Ne segue

vlog(l+a) _ 22 — 2 4 o(z?)
e —wcosr —1 T4 2 4 p(z2)

da cui

lim 7 cos(x)z— sin(z?)
e=0  z?(e” — 1)

Con la stessa tecnica precedente:

c'os(x) =1- %23 + o(xi) - a2? COSQ(I‘) :2962 —6%4 + 5
sin(x) :x:f,)—!+o(x) 7 sin(z?) = 2 — % + o(2°)
z?cos(z) —sin(z?) = —Z + o(2®) + & — o(z®)
e’ —1 ::L’+%2+o(x3) — x2<e“2—1):x4+§
Semplificando riesce
2 (02 ! 5 2 ( a? 4 5
x* cos(z) — sin(z ):—§+o(a: ), (ez —1) =" + o(z°)
Da cui
22 cos(z) — sin(x?) —Z 4 o(2P) 1

li = 2 M/ __Z
250 z2(e”® — 1) 20 x4 + o(xd) 2




9.6. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti

V1+ad— 302 —1+2?

alclg(l) 3

V1l —da? 4+t -1+ 22
lim
x—0 :):4

sin(2?) — sin®(x)

I
ps0 1 cos(x?)

V1423 — 322 — 1+ 22

. 1
lim S
x—0 {173 3

ooVl —Adx2 4+t — 1422 5
lim = —-
x—0 ;L’4 4

lim sin(x?) — sin?(x) _2
=0 1 — cos(x?) 3

9.7. Esercizio.

e Stabilire per quali x € R la seguente serie é assolutamente

convergente
E\x+1

< 1
e Determinare la somma della serie )

=1 (k+2)(k+1)

+oo3k( z )k

k=1 "k \z+1

Perché la serie sia assolutamente convergente occorre che

k
1 x
lim — (3 =0 < 3 <1
kl—>rgok x+1 x—f—l‘
OVVEero
1 1<1 & _1< <1
1+a 3 1 S5




e 1

,;::1 (k+2)(k+1)

Tenuto presente che
1 1 1
k+2)(k+1) k+1 k42

le somme parziali S,, sono

Gosprs it sk sl

che semplificando portano a

1 1
S, == —
2 n+3

da cui .
S im S, 5

n—oo
9.8. Esercizio.

< k+2

e Determinare per quali x la serie —
=0k +1

mente convergente

e Determinare la somma della serie > (1 + z)*

k=2
SOLUZIONE:

k+2
s =0 & |z/<1
k—>ook‘+1
N (1+2)?
L4al<1 —» S (+ap=—1"2
1+ x| (14 ) "

k=2

9.9. Esercizio.

e Stabilire il comportamento della serie

+o00
Z k(eVF — 1)
k=1

al variare di o > 0.

é assoluta-



o Calcolare la somma della serie

> (-5
ok 9k
k:12 3
Tenuto conto che
e —1 1 3
li =1 = 0 trxr<ef—1<=
I — re0.9); grse Ty
si riconosce che
11 1 31
VE> Ky =— <er@ —1 < ——
=R 5 ST TS Gk

da cui

Disuguaglianza che implica che la serie sia convergente se e solo se
a > 2.

=1 1 =1 .1 4
Zﬁ(“@)zzﬂ—zﬁzg

9.10. Esercizio.
Data la funzione
_ cosT
- 24sinx

()

e scrivere il polinomio di Taylor Ty(x) di centro xg = 0 e ordine
2 e il resto Ry(x) nella forma di Lagrange;
e calcolare f(55) con un errore minore di 1072

SOLUZIONE:
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-~
FIGURA 4. f(z) = 55%— in blu e Ty(z) in rosso
( _ cos(x)
) = sin(x) + 2 .
o) = - 2sin(z) + 1 10 =3
~ (sin(x) +2)2 1
' — ) = 1
fila) = 2(sin(z) — 1) cos(x)
sin(z) + 2)3
() +2) o
mipy - (sin(z) — 1)(10sin(z) + cos(2z) +9)
0 [ = (sin(z) 4+ 2)*
da cui

1

1 1

Th(z) ==+ -z — =2°

2

L’espressione di Lagrange del resto ¢é

RQ(JZ) = ——

4 8

1 (sin(§) — 1)(10sin(§) + cos(2€) + 9)953

3] (sin(€) + 2)*

Le note stime del modulo di sin(t) e cos(t) permettono quindi di ri-
conoscere la disuguaglianza

|Ra(z)| < 3 T

12(10+149)

20
3\1’13

jz]* =
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Riesce pertanto

1 1 20
)Ty (=) < 21078 < 1072
£(:5) 2<1O>]_3 07 < 10

9.11. Esercizio.
Assegnata la funzione f(x) = log(1 + x)
e calcolare i polinomi di Taylor Ti(x) e To(x) di punto iniziale
ro=0eordini 1 e 2
e provare che riesce Vx € [0,1] : To(z) < f(x) < Ti(x).

SOLUZIONE:

1
Ti(x) =2z, Ty(z)=x-— §x2

Per provare la disuguaglianza richiesta:

e log(l + z) < z si ricava dal fatto che la y = = é tangente al
grafico in corrispondenza dell’origine e la funzione log(1 + x)
é concava,

e posto d(z) = log(1 + z) — x + x?/2 é facile riconoscere che
d(0) = 0 e che per = € [0, 1] riesce d’'(z) > 0, per cui

Veel0,1]: 0=d(0) <d(z) — Ta(z)<log(l+z)

9.12. Esercizio.

Assegnata la funzione
f(z) =sin(z) +cos(x), xR

e determinare 'immagine di f,

e determinare il polinomio di Taylor T3(x) di punto iniziale xy =
/2 e ordine 3,

e calcolare f(m/2 4 15) con un errore minore di 1073

SOLUZIONE:

I punti di massimo o minimo di f(x) sono punti in cui si annulla la
derivata prima

f(z) = cos(x)—sin(z) — f(z)=0 — x1=m/4, xo=1m+7/4,...

Quindi
massimo = f(7/4) = V2, minimo = f(n +n/4) = =2

L’immagine di f ¢é pertanto l'intervallo

24
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f(x)  =sin(x) + cos(z)

f'(x) = cos(x) — sin(z) f"(g;//22>) - 1—1
f”([L’) P sm(x) — COS(ZL’) — " 2 = -1
f"(x) = —cos(x)+ sin(x) ;’”((W//Q)) = 1_
fU(z) = sin(x) + cos(x) '

da cui segue

Il resto é pertanto
™

R3(x) = % [sin(x) + cos(z)] (:c — §>4

Le note maggiorazioni di |sin(¢)| e |cos(t)| consentono di riconoscere
che

‘f(ﬁ/“ 11 )~ Talm/2 110>‘ S

1
Rs(m/2 + 10)’ 2 1o

9.13. Esercizio.
Assegnata la funzione
flx)=€e"+4e® z€R

e determinare 'immagine di f,

e determinare per quali k € R 'equazione f(x) = k non ha
soluzioni, ha una soluzione, ha due soluzioni,

e determinare in quanti punti la tangente al grafico di f € par-
allela alla retta y = 3z

SOLUZIONE:

L’immagine di f é un intervallo determinato dall’inf e dal sup di f:

lim f(z) =400 — supf(zr)=+o0
z—+oo zER

Per determinare il minimo
flx)=e"—4e™: fllz) =0 — e*=4 — €"=2 — z=Ilog(?2)
Ne segue
minimo = f(log(2)) =4
L’immagine di f é pertanto l'intervallo [4, +00).

Tenuto conto che

{:U<log(2) - fllr)<0 —  fla)\
r>log(2) — fl(z)>0 — f(x)
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si riconosce che il grafico di f(x) somiglia a quello di una parabola con
la concavité rivolta verso l'alto e il vertice nel punto V' = (log(2),4).
Pertanto I'equazione f(x) = k:

e non ha soluzioni se k < 4
e ha una sola soluzione se k = 4
e ha due soluzioni se k£ > 4.

Osservazione 9.1. La funzione
et +e’ "
2

simmetrica rispetto all’origine ha il nome di coseno iperbolico e il suo
grafico, simile a quello di una parabola, ha il nome di catenaria.

= cosh(x)

9.14. Esercizio.

Sia f(z) = ze™™
e Determinare 1 limiti per v — 400,
e determinare l'immagine di f,
o determinare per quali k € R [equazione f(x) = k non ha
radici, ne ha una o ne ha pii di una.

SOLUZIONE:

rir=ctacay < {fE)2g

I punti
1
T =+—

V2

sono punti di massimo e di minimo:

. 1 : 1
minimo = r = f(=1/v2), massimo = Nors = f(1/V2)

L’immagine é pertanto l'intervallo chiuso e limitato
1 1
7 ]
L’equazione f(x) = k pertanto

1
e non ha radici se |k| > —

V2e
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1
e ha una sola radice se |[k| = —

V2e

1
e ha due radici se 0 < k| < ——
il V2e

e ha una sola radice se k£ = 0.

9.15. Esercizio.

Sia f(x) =2x +sin(2x), =z € [0,7]
e verificare che f(x) é monotona,

o determinare il dominio della sua inversa =1
e determinare la derivata della funzione inversa nei punti

Y1 =Tm, Yy =2T

SOLUZIONE:

f'(x) =2(1 +cos(2x)) : Va: f(x)>0,f(r/2)=0

f(z) risulta pertanto strettamente crescente in [0, 7], quindi dotata di
inversa.
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Tenuto conto che

si riconosce che

Osservato che
fl(m/2)=0, fi(m)=4
si riconosce, vedi figura 5, che la funzione inversa non é derivabile in g
mentre é derivabile in y e riesce
1 1 1
fil 27‘(‘ ! = = = -
Uem) = Fen) ~ F




