DETERMINANTI (PRIMA PARTE). NOTE DI ALGEBRA LINEARE 2010-11

MARCO MANETTI: 10 DICEMBRE 2010

1. UNA FORMULA PER IL DETERMINANTE

Iniziamo con il definire, per ogni n > 0 e per ogni matrice A € M, ,(K) un scalare |4] € K
detto determinante di A; scriveremo talvolta det(A) per indicare |A].

Sen=0eAe Myo(K) ¢ la matrice vuota poniamo per convenzione [A| = 1. Sen =1 ed
A = (a), con a € K poniamo |A| = a. Se n > 1 definiamo |A| in maniera ricorsiva, come una
funzione polinomiale dei coefficienti di A e dei determinanti di oppurtune sottomatrici di A di
ordine minore di n. Data una matrice A = (a;;) € M, »(K) indichiamo con A;; € My _1 5—1(K)
la sottomatrice ottenuta cancellando la riga i e la colonna j; definiamo poi

(1.1) Al = an1|An| = ara|Arz] + asg|Ars| = - = D (=1 ay|Ayl.
j=1
Esempio 1.1. Per n =2 si ha
i 2 = a11G22 — Q12021
az; as '
Esempio 1.2.
1 2 3
45 6 =2 9ot Ol 3% 5 _ (45 _48)— 2(36 — 42) +3(32— 35) = 0.
78 9 8 9 79 7 8

Definizione 1.3. Sia V uno spazio vettoriale sul campo K, un’applicazione

P: Vx---xV->K
—_——
n fattori

si dice multilineare, o anche separatamente lineare, se ¢ lineare in ognuna delle n variabili,
quando le rimanenti n — 1 sono lasciate fisse.

In altri termini, ® & multilineare se per ogni indice i vale
D(v1,. ., AU,y ) = AD(V1, ., 0, ),
D(vy,. . v+ Wiy ooy Uy) = P(V1, .., 0, Un) + P(V1, e, Wiy e, V).

Esempio 1.4. Se f,g: V — K sono due applicazioni lineari, allora

O:VxV =K, O(v,w) = f(v)g(w),
€ multilineare. Infatti
(w0, w) = FA0)g(w) = M(v)g(w) = Ab(v,w), (v, Mw) = f(v)g(Aw) = Af(v)g(w) = Ab(v, w),
O+ v,w) = flu+v)g(w) = (F(u) + F©))g(w) = Fu)g(w) + F()g(w) = S(u, w) + (v, w),

(v, w+2) = f(v)g(w + 2) = f(v)(g(w) + 9(2)) = f(v)g(w) + f(v)g(z) = D(v,w) + (v, 2).

Q

Teorema 1.5. L’applicazione A — |A| definita in (1.1) ha le sequenti proprieta:
(1) L’applicazione A — |A| é multilineare sulle colonne.
(2) Se la matrice A ha due colonne adiacenti uguali, allora |A| = 0.
(3) |I| =1, dove I é la matrice identita.
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Per essere precisi, la condizione (1) equivale a dire che 'applicazione

K" x --- x K® - K, (A', .. A™) i |AY, .. AT,
S ——
n fattori
¢ multilineare, dove ogni A’ & un vettore colonna e |Al,... A"| & il determinante della matrice
che ha come colonne A',..., A™.

Dimostrazione. Dimostriamo la multilinearita per induzione sull’ordine delle matrici. Per sempli-
cita espositiva mostriamo che il determinante e lineare rispetto alla prima colonna: la linearita ri-
spetto alle altre colonne & del tutto simile. Consideriamo quindi una matrice A = (A!,... A") =
(ai;), uno scalare A € K ed un vettore colonna B' = (by1,...,b,1)7. Considerando le matrici

C=(\AYA?%, ... A"), D= (B' A% ... A"), E=(A'"'4B' A% ... A"),
occorre dimostrare che
|C] = AlA] |E| = [A] +[DI.
Si ha Ci1 = Ay, mentre per ogni j > 1 la matrice C'y; ¢ ottenura da A;; moltiplicando la prima
riga per A; per U'ipotesi induttiva |C4;| = A|A1;| per ogni j > 1 e quindi per la formula (1.1) si
ha
|C| = Aa11|C11| — a12]|Cra| + -+ - = Aa11|A11] — a2\ |A12] + - - = AA].

Similmente si ha E1y = Ay = Dy e per induzione |Eyj| = |A;]| 4+ | Dy | per ogni j > 1. Quindi

|E| = (a11 + b11)|Evi| — ar2| Era| + - -+
= (an]Au1]| — a1a]Aso| + -+ ) 4 (b11|D11| — ar2|Dio| +---) = |A| + |D].
Supponiamo adesso che la matrice A = (Al,...  A™) abbia due colonne adiacenti uguali, diciamo
A" = A" Allora per ogni j # i,i + 1 la matrice A;; ha due colonne adiacenti uguali. Per
induzione |A;;| = 0 per ogni j # 4,7 + 1 e quindi la formula (1.1) si riduce a
Al = (=) ar s Avi| + (1) 2a1i41[Ari
e basta osservare che a;,; = a1,+1 € A1 = Ai141 per avere |A| = 0. Il determinante della

matrice identita si calcola facilemnet per induzione. Infatti |I| = |I11]| e la sottomatrice I &
ancora una matrice identita. O

Osservazione 1.6. Per calcolare il determinante di una matrice abbiamo usato solo le opera-
zioni di somma e prodotto: non abbiamo mai dovuto dividere per alcun coefficiente. Se A =
(a;j(x)) € una matrice i cui coefficienti sono polinomi a;;(x) € K[z] possiamo ancora calcolare il
determinante, che continuera ad essere un polinomio. Ad esempio

T 2

2w ral =x(x+1)—22® —z) = —2® 4 3z € K[z].

Inoltre per ogni @ € K il valore del determinante di A calcolato per z = «a coincide con il
determinante della matrice (a;;(a)) € M, »(K).

Esercizi.

1.1. Calcolare i determinanti:

11 2 2 0 2 01 1 (1)(1)(1)(1)
001 2 |, fo L2 |, 101, | 4 |,
301 00 1 2 1 1 0 -1 o0 1

1.2. Dimostrare per induzione su n che il determinante di una matrice diagonale n x n & uguale
al prodotto degli elementi sulla diagonale.

1.3. Dimostrare che il determinante di una matrice triangolare inferiore ¢ uguale al prodotto
degli elementi sulla diagonale.
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1.4. Dimostrare per induzione su n che il determinante di una matrice n X n con una colonna
nulla € uguale a 0. Provare anche che lo stessa conclusione vale se la matrice ha una riga nulla.

1.5. Sia
z 22 2z 3z
1 22 4 23
p(l‘) -1 1.3 A 5 EK[]I]
1 2% 16 2°
Calcolare p(0), p(1) e p(2).
1.6. Calcolare il determinante
1 a a® o
01 a a°
b 0 1 a
c d 0 1
dove a = gli anni del rettore, b = le sorelle di Antani, ¢ = il peso atomico del Cirillio e d = il

numero di emeriti.

2. PERMUTAZIONI, SEGNATURA ED UNICITA DEL DETERMINANTE

Definizione 2.1. Diremo che un’applicazione d: M, ,(K) — K ¢ multilineare alternante
sulle colonne se soddisfa le seguenti due condizioni:

D1: L’applicazione d ¢ multilineare sulle colonne.
D2: Se la matrice A ha due colonne adiacenti uguali, allora d(A) = 0.

Esempio 2.2. Per il Teorema 1.5 il determinante ¢ multilineare alternante sulle colonne. Lo
stesso vale per I'applicazione d(A) = A|A|, dove A € K & uno scalare qualsiasi.

Esempio 2.3. Fissata una matrice B € M, ,(K) lapplicazione
d: M, ,(K) = K, d(A) = |BA4|,

¢ multilineare alternante sulle colonne. Questo segue facilmente dal fatto che la i-esima colonna
di BA & uguale a BA*, dove A" ¢ la i-esima colonna di A.

Lemma 2.4. Sia d: M, »,(K) — K multilineare alternante sulle colonne. Allora si ha:
D3: Se una matrice B ¢ ottenuta da A scambiando tra loro le posizioni di due colonne vale
d(B) = —d(A).
D4: Se la matrice A ha due colonne uguali, allora d(A) = 0.
D5: Se A contiene una colonna nulla allora d(A) = 0.
D6: Se le colonne di A sono linearmente dipendenti allora d(A) = 0.

Dimostrazione. Sia B la matrice ottenuta da A scambiando tra di loro due colonne adiacenti,
diciamo o ‘ ‘
A= (.. AL AT ), B= (..., AT Al ).
Per la proprieta D1 si ha I'uguaglianza
d..., AV AT AT L AT )y =d( AL AR AT ) pd( AT AT AT ) =
=d(...,ALA ) Fd( AL ATT ) d( AT AT ) Fd(L L AT AT ),
che per la proprieta D2 si riduce a
0=d(..., A AT ) 4d(... AT AT ),

e cioe d(B) = —d(A4).

Se adesso la matrice A ha due colonne uguali, diciamo A’ ed A7 con i < j possiamo scambiare
la colonna 4 con la colonna i + 1, poi la colonna i 4+ 1 con la ¢ + 2 e si prosegue fino a quando
la colonna i si trova nella posizione j — 1. Si ha quindi d(A) = (—=1)7~*"1d(B) dove B & una
matrice con le colonne j — 1 e j uguali. Dunque d(B) = 0, d(A) = 0 e questo prova D4.
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Chiamiano scambio elementare lo scambio di due colonne adiacenti; per provare D3 e suf-
ficiente dimostrare che ogni scambio di due colonne si pud ottenere come composizione di un
numero dispari di scambi elementari. Indichiamo con

Tit My o (K) = M, »(K)

I’applicazione che scambia la colonna i con la colonna ¢ + 1. Se i < j si vede facilmente che la
composizione di 2(j — i) — 1 scambi elementari

Ti OTj4+10"+0Tj—20Tj—10T;20T;_30---0T;

indici crescenti indici decrescenti
scambia le colonne i, j e lascia le altre al loro posto.
Sia adesso A = (A%, ..., A™) una matrice con una colonna nulla, che per semplicitd notazionale
supporremo essere la prima. Allora 0 = A' = 0A! e quindi

d(A) = d(AY, ..., A") = d(0A",..., A") = 0d(A",..., A") = 0.

Resta da dimostrare la proprieta D6: supponiamo che le colonne A, ..., A" siano linearmente
dipendenti e, per fissare le idee che 'ultima colonna sia combinazione lineare delle precedenti:
A" = A+ - -+ a,_1 A" L. Allora si ha

n—1 n—1
d(AY, A =d [ AL AT AT ) = ad(AN, L AT AT =0,
i=1 i=1

Esempio 2.5. Consideriamo una matrice A € M, ,(K) che sia della forma
B C
(0 )
con B € M, (K), C € My ,,—s(K)e D € My_,,,—s(K). Se r < s allora [A] = 0 in quanto le
prime s colonne di A sono linearmente dipendenti.

Indichiamo con ¥, 'insieme di tutte le permutazioni di {1,...,n}, ossia 'insieme di tutte
le applicazioni bigettive o: {1,...,n} — {1,...,n}. Una trasposizione ¢ una permutazione
che scembia due elementi e lascia fissi i rimanenti: & facile vedere, oltre che intuitivo, che ogni
permutazione si puo scrivere come composizione di trasposizioni. Va osservato che non c’¢ un
modo unico di scrivere una permutazione come composizione di trasposizioni: ad esempio se o, T
sono due trasposizioni allora 7 =700 00

Data una matrice A € M, ,,(K) ed una permutazione o € ¥,, denotiamo con A la matrice
ottenuta da A permutando le colonne secondo quanto dettato da o: piu precisamente se A =
(A',..., A") si definisce A7 = (A°(M) ... A°(™). Si noti che se o,7 sono due permutazioni,
allora vale la formula A°°7 = (A“)7.!

Definizione 2.6. La segnatura (—1)7 di una permutazione o € %, ¢ definita tramite la formula
(=17 = [I7],
dove I € M,, ,(Q) ¢ la matrice identita.

Se la permutazione o & ottenuta come composizione di k trasposizioni, allora la matrice 17 &
ottenuta dall’identita con k scambi di colonne e quindi

k k

(=17 = [I7] = (=) = (=1)".
Ne consegue in particolare che se una permutazione o & scritta come composizione di k trasposi-
zioni, allora (—1)* dipende solo da o e non dalla scelta delle trasposizioni. Una permutazione si

dice pari se ha segnatura 1, o equivalentemente se puo essere scritta come composizione di un
numero pari di trasposizioni. Si dice dispari se ha segnatura —1.

1Se pensiamo una matrice A4 = (Al,..., A™) come l'applicazione A: {1,...,n} — K7, i v~ A% allora A°
equivale alla composizione A oo e quindi A°°" = Ao(co7)=(Aoc)oT=(A%)7).
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Lemma 2.7. Sia d: M, ,,(K) — K multilineare alternante sulle colonne. Allora si ha:
D7: Per ogni matrice A ed ogni permutazione o vale d(A%) = (—1)?d(A).

Dimostrazione. Scriviamo o come composizione di k trasposizioni. Per D3 ogni trasposizione fa
cambiare segno e quindi d(A%) = (—1)kd(A) = (=1)7d(A). O

Siamo adesso in grado di dimostrare il teorema di unicita del determinante.

Teorema 2.8. Sia d: M, ,(K) — K multilineare alternante sulle colonne. Allora per ogni
matrice A si ha

d(A) = |Ald(I).
In particolare se d(I) = 1 allora d ¢é uguale al determinante.
Dimostrazione. Se A = (A',...,A") = (a;;) allora per ogni i vale A" = Z;-lzl aj;ej, dove

€1,...,en € la base canonica di K". Per linearita rispetto alla prima colonna si ha

n n
_ d(z ajej, A% .. A") = Z ajd(e;, A% ... A™).
Jj=1 j=1

Ripetendo la procedura per la seconda colonna

n n n n
§ : § : 3 E :E : 3

= ajld(ej, akgej,14 gee ajlakgd €J,6j714 ,...,14”)
j=1 k=1

j=1k=1

e procedendo fino alla n-esima si ottiene

d(A) Z Z i1 Gjnd(eg,, ... e,

Jji=1 Jn=1

Siccome d(ej,, ..., e;,) = 0 quando due indici jj, coincidono la precedente formula si riduce a
d(A) = Z Ag(1),1 " Ao(n)n@(€a(1)s - -+ s €o(n))-
oES,

e tenendo presente che
d(ea(l)a ) 6<7(n)) = d(IU) = (_l)ad(l)
arriviamo alla formula
(2.1) d(A) = > (1) as)1 - to(n)nd(d),
oEX,

che per d uguale al determinante diventa

(22) |A‘ = Z (_1)00’0(1),1 © Qg (n)n-
oEYX,
dal confronto delle equazioni (2.1) e (2.2) si arriva alla conclusione. O

Teorema 2.9 (Binet). Date due matrici A, B € M, »,(K) si ha
|AB| = |BA| = |A||B].
Dimostrazione. Abbiamo gia osservato che 'applicazione
d: M, ,(K) =K, d(A) = |BA4|,
¢ multilineare alternante sulle colonne e quindi vale
|BA| = d(A) = [Ald(I) = [A||BI| = |A[|B|.
Per simmetria |AB| = |B||A| = |A||B| = |BA|. O
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Esercizi.

2.1. Provare che
1 2 3 4 5
2 3 45 6
1 0 0 0 5/=0.
2 0 0 0 5
10 0 0 2

2.2. Siano f1,..., fn: K" — K applicazioni lineari. Provare che I'applicazione

d: Mypn(K) = K, d(A' . A" = D (=17 fo) (A fo2)(A%) - form) (A™),
o€,

¢ multilineare alternante sulle colonne.

3. PERMUTAZIONI ED INCROCI

Un modo conveniente di rappresentare una permutazione o di {1,...,n} elementi & mediante
una matrice 2 X n in cui la prima riga contiene i numeri da 1 a n e la seconda riga le rispettive

immagini, ossia . 5 ..
(0(1) o(2) - Jm)

Ricordiamo che le trasposizioni sono permutazioni che scambiano di posizione due elementi e
lasciano invariati i rimanenti. Ad esempio, la permutazione

1 2 3 4
3 2 1 4
€ una trasposizione. Per ogni ¢ < n, denotiamo con 7; € ¥, la trasposizione che scambia ¢ con
1+ 1:
(1) =i+1, (i +1) =1, Ti(a)=a Va#ii+]1.
Definizione 3.1. Diremo che un sottoinsieme A C {1,...,n} di due elementi & un incrocio
della permutazione o se la restrizione di o ad A ¢ decrescente; in altri termini, un sottoinsieme

A={i,j}, con i<j,
¢ un incrocio di o se o(i) > o(j).
Indichiamo con ¢(c) il numero di incroci di o. Ad esempio, I'identitd ha zero incroci, le
trasposizioni 7; hanno un solo incrocio, mentre la permutazione
o(t)=n+1—1
ha n(n—1)/2 incroci. In un certo senso, il numero di incroci € una misura della complessita della
permutazione.

Osservazione 3.2. Una maniera di contare il numero di incroci di o ¢ la seguente. Per ogni
i = 1,...,n si disegna nel piano il segmento che unisce il punto di coordinate (¢,0) con il
punto di coordinate (o(i),1) e poi si conta il numero di punti di intersezione dei vari segmenti.
Bisogna pero fare attenzione al fatto che, se per un punto passano i segmenti, con i > 2, allora
ci troviamo di fronte ad una intersezione multipla ed a tale punto corrispondono h(h — 1)/2
incroci. Ad esempio, le due permutazioni

o e e e o
1 2 3 4 5
2 3 4 5 1
o & & & T
o e e o

hanno entrambe 4 incroci.
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Esempio 3.3. Siano i < j e sia o la trasposizione che scambia i e j. Un sottoinsieme
A={a,b}, con a<b,

& un incrocio se e solo se a =i e b < j, oppure se a > i e b = j; quindi 6(0) = 2(5 —4) — 1.
Ne consegue che ogni trasposizione ha segnatura uguale a —1.

Le permutazioni, in quanto applicazioni di un insieme in sé, possono essere composte tra loro.
Se o,n € ¥, definiamo il prodotto on € ¥, come

on(i) = o(n(i)), i=1,...,n.

1 2 3 4\(1 2 3 4\ (1 2 3 4
3 21 4)\2 3 4 1) \2 1 4 3)°
Notiamo che il prodotto di ogni trasposizione con sé stessa & uguale all’identita; in particolare
7,75 = identita per ogni .

Ad esempio

Teorema 3.4. Date due permutazioni o,mn € X, indichiamo con a il numero di sottoinsiems
A CH{1,...,n} di due elementi che soddisfano le due condizioni:

(1) A ¢é un incrocio di 7.
(2) n(A) é un incrocio di o.
Allora vale la formula

d(on) =d(o) +d(n) — 2a

Dimostrazione. Per ogni insieme finito X indichiamo con | X| la sua cardinalita, ossia il numero
di elementi che contiene. Indichiamo con P la collezione di tutti i sottoinsiemi di {1,...,n} di
cardinalita 2.

Notiamo che A € P & un incrocio di o7 se e soltanto se vale una delle seguenti due condizioni:

(1) A & un incrocio di 5 e n(A) non & un incrocio di o.
(2) A non & un incrocio di e n(A) & un incrocio di o.
Indichiamo adesso con
C={Ae€P : Ae¢incrocio di n}.
D={Ae€P : n(A) ¢ incrocio di c}.
Chiaramente |C| = §(n) e, siccome n: P — P & bigettiva, vale anche |D| = (o).
Per definizione a € il numero di elementi di C ND. Denotiamo con c¢ il numero di elementi di C

che non appartengono a D e con d il numero di elementi di D che non appartengono a C.
Abbiamo visto che valgono le uguaglianze

atc=0(n), at+d=d(0), ct+d=0d(on).

Da tali uguaglianze segue che
d(on) = d(o) +6(n) — 2a.

Definiamo I’applicazione e: ¥,, — {+1} mediante la formula
o) = (~1)°.
Corollario 3.5. Per ogni o,n € %, vale
e(on) = e(0)e(n).
In particolare e(o) = (o™ 1).

Dimostrazione. La prima uguaglianza segue immediatamente dal Teorema 3.4. Per la seconda
basta osservare che

e(a)e(o™h) = e(oo™!) = e(identita) = 1.
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Corollario 3.6. Se una permutazione o ¢ uguale al prodotto di k trasposizioni, allora e(o) =

(=1)* e quindi (o) ¢ uguale alla segnatura (—1)7.

Dimostrazione. Ogni trasposizione ha segnatura —1. (I
Corollario 3.7. Ogni permutazione o si pud scrivere come prodotto di §(o) trasposizioni ;.

Dimostrazione. Induzione su §(c). Se o non ha incroci, allora o ¢ I'identita. Se invece o ¢ diversa
dall’identita, allora ’applicazione bigettiva

o:{1,...,n} = {1,...,n}

non puod essere crescente e dunque esiste almeno un indice h < n tale che o(h) > o(h + 1).
Dimostriamo adesso che

0(omy) =6(0) — 1.
Infatti la trasposizione 75 ha un unico incrocio {h,h + 1} che, per come abbiamo scelto h, &
anche un incrocio di o. Quindi per il Teorema 3.4

d(omh) =6(0) +6(mh) —2=46(0) — 1.
Per l'ipotesi induttiva la permutazione o7y, € prodotto di 6(c) — 1 trasposizioni 7; e quindi
o=o(mnmh) = (oTh)Th
¢ prodotto di §(o) trasposizioni ;. O
Supponiamo adesso di avere un insieme finito X e di considerare una permutazione di X, ossia
un’applicazione bigettiva f: X — X. In questo caso non possiamo definire il numero di incroci

(per fare cio bisognerebbe che X fosse ordinato) ma possiamo ugualmente definire la segnatura
nel modo seguente:

Supponiamo che X abbia esattamente n elementi e scegliamo un’applicazione bigettiva
h:{1,...,n} = X.
Allora I’applicazione
R=Yfh:{1,... 0} = {1,...,n}
¢ bigettiva e possiamo definire la segnatura come
e(f) =e(h™"fh).
Bisogna dimostrare che si tratta di una buona definizione, ossia che (f) non dipende dalla
scelta di h. Se prendiamo un’altra applicazione bigettiva

k:{1,...,n} = X,
allora o = k~'h & una permutazione di {1,...,n} con inversa o0 ~! = h='k e quindi
(R fh) = (o k  fko) = (o™ Ne(k™ fk)e(o) = e(k~ fE).

Esercizi.
3.1. Siano r < n e o € ¥, la permutazione
. i+ ser1<n-—r
oi) =9, .
i—(n—r) sei>n-—r

Calcolare la segnatura di o.



