ENDOMORFISMI. NOTE DI ALGEBRA LINEARE 2010-11

MARCO MANETTI: 15 GENNAIO 2011

1. ENDOMORFISMI E SOTTOSPAZI INVARIANTI

Definizione 1.1. Sia V uno spazio vettoriale su K. Un endomorfismo di V' & una qualsiasi
applicazione lineare
ffV—Ww

In questo capitolo supporremo, salvo avviso contrario, che tutti gli spazi vettoriali abbiano
dimensione finita. Ricordiamo che gli endomorfismi di V' formano uno spazio vettoriale £L(V, V)
di dimensione (dim V))2. La composizione di due endomorfismi di V' & ancora un endomorfismo
di V.

Se f,g: V — V chiameremo semplicemente prodotto il prodotto di composizione e scrivere-
mo fg per indicare f o g, ossia fg(v) = f(g(v)) per ogni vettore v € V. Naturalmente, sono
endomorfismi tutte le potenze di f:

fFov—v, k>0,
dove si pone per convenzione f° = I il morfismo identita, ossia f(v) = v per ogni v € V; con

tale convenzione vale la formula f"f* = f*** per ogni h, k > 0.

Definizione 1.2. Siano f: V' — V un endomorfismo e U C V un sottospazio vettoriale. Diremo
che U ¢ un sottospazio f-invariante se f(U) C U.

Esempio 1.3. Sia f: V — V un endomorfismo, allora per ogni k > 0 i sottospazi Ker(f*) e
fE(V) sono f-invarianti. Sia infatti v € Ker(f*), allora la formula

PR @) = [ w) = F(fF(v) = f(0) =0
prova che anche f(v) € Ker(f*). Similmente se v € f*(V) vuol dire che esiste w € V tale che
v = f¥(w) e quindi
f) = f(ff(w)) = fH(f(w)) € fH(V).
Per uso futuro, enunciamo sotto forma di lemma una semplice generalizzazione dell’esempio
precedente.

Lemma 1.4. Siano f,g: V — V due endomorfismi che commutano tra loro, ossia tali che
fg=gf. Allora Ker(g) e g(V') sono sottospazi f-invarianti.

Dimostrazione. Se g(v) = 0 allora g(f(v)) = f(g(v)) = f(0) =0 e se v = g(w) allora f(v) =
flg(w)) = g(f(w)) € g(V). O

Proposizione 1.5. Sia f: V — V un endomorfismo lineare. Allora:
(1) Per ogni h > 0 wvale

Ker(f") C Ker(f*1), ALy C .

(2) Si ha Ker(f") = Ker(f"*1) se e solo se fA1(V) C fH(V).

(3) La successione di numeri naturali oy, = dim f*(V) — dim f**+1 (V) ¢ decrescente, ossia
Qg2 Q1 2 Qg2 .

(4) Sia k < dimV il pit piccolo numero naturale tale che Ker(f*) = Ker(f**+1). Allora
Ker(f*) = Ker(f") per ogni h > k.
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Dimostrazione. [1] Se v € Ker(f"), allora f"*1(v) = f(f"(v)) = f(0) = 0 e quindi v €
Ker(f"*1). Se v € fi*1(V), allora esiste u € V tale che v = fh"*1(u) = f*(f(u)) e quindi

ve V).
[2] Poiché nucleo ed immagine sono sottospazi vettoriali di dimensione finita si ha
Ker(f") = Ker(f"*1) se esolose dimKer(f") = dimKer(f"*1),
Y V) = (V) seesolose dim f"TH(V) = dim (V).
E adesso sufficiente applicare la formula delle dimensioni di nucleo ed immagine
dim Ker(f") + dim f*(V) = dim Ker(f"*!) + dim f"*1(V) = dim V.
[3] Consideriamo la restrizione di f al sottospazio f"(V):
fiprery: FHV) = V.

L’immagine di tale applicazione & il sottospazio f(f"(V)) = f+1(V), mentre il nucleo & uguale a
Ker(f)N f*(V). Per la formula delle dimensioni di nucleo ed immagine si ha aj, = dim(Ker(f) N
(V) e siccome fP+1(V) C f*(V) si ha
Ker(f) N f"*1(V) C Ker(f) N f*(V)
e dunque ap41 < ay,.
[4] Dato che ag + -+ ap, = dimV — dim f41(V) < dim V deve esistere un k& < n tale che

ay = 0. Per il punto precedente ay, = 0 per ogni h > k e quindi dim f5 (V) = dim fx (V') per ogni
h>k. O

Definizione 1.6. Il radicale di un endomorfismo f: V — V ¢ il sottospazio vettoriale

Rad(f) = {v € V| f*(v) = 0 per qualche h > 0} = U Ker(f").
h>0

Abbiamo visto che i nuclei delle potenze di f si stabilizzano e quindi esiste un intero k < dimV,
dipendente da f, tale che Rad(f) = Ker(f*).

Definizione 1.7. Un endomorfismo f : V' — V si dice nilpotente se f™ = 0, per qualche
m > 1. Il pit piccolo intero positivo s tale che f° = 0 viene detto indice di nilpotenza.

Esempio 1.8. Sia A una matrice triangolare con tutti zeri sulla diagonale. Allora A & nilpotente
(vedi Esercizio 1.1).

In base alle osservazioni precedenti possiamo affermare che f ¢ nilpotente se e solo se Rad(f) =
Ve che l'indice di nilpotenza ¢ sempre minore od uguale alla dimensione di V. Per ’'Esempio 1.3
il radicale di f & un sottospazio f-invariante e la restrizione

f+ Rad(f) — Rad(f)
¢ nilpotente.

Teorema 1.9. Sia f: V — V un endomorfismo e sia k > 1 un intero che stabilizza la filtrazione
dei nuclei, ossia tale che Rad(F) = Ker(f*). Denotiamo con U = Rad(f) = Ker(F*) e W =
fF(V). Allora:

(L fO)cU, fW)cw.

(2) fiw: W — W ¢ un isomorfismo.

(3) fiu: U — U e nilpotente.

W UNW=0eV=UaW.

Dimostrazione. 1l primo punto & dimostrato nell’Esempio 1.3. Essendo I'applicazione f: f*(V) —
fETH(V) surgettiva e f5(V) = f*+1(V) = W, si ha che fijr: W — W & surgettiva e quindi an-
che un isomorfismo. Per costruzione f*(U) = 0 e quindi fiu & nilpotente. Sia v € U N W, allora
f¥(v) = 0 poiché v € U. D’altronde f*: W — W & invertibile e questo implica v = 0. Dalla
formula di Grassmann segue che dim(U + W) =dimV e quindi V =U & W. ]
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Lemma 1.10. Sia f: V — V un endomorfismo nilpotente. Allora esiste una base di V' rispet-
to alla quale f si rappresenta con una matrice triangolare strettamente superiore (triangolare
superiore con diagonale principale nulla).

Dimostrazione. Dimostriamo il teorema per induzione su n = dim V', essendo banalmente vero
per n = 1. Dato che f non & invertibile si ha dim f(V) < n, la restrizione f: f(V) — f(V) &
nilpotente e per l'ipotesi induttiva possiamo trovare una base vy,...,v, di f(V) rispetto alla
quale la restrizione di f a f(V) si rappresenta con una matrice A triangolare strettamente
superiore. Estendiamo v, ..., v, ad una base vy,...,v, di V; siccome f(v;) € f(V) per ogni i,
la matrice che rappresenta f nella base vq,...,v, & una matrice a blocchi

A %

0 0
che risulta essere quindi triangolare strettamente superiore. O
Corollario 1.11 (Teoremino di struttura per gli endomorfismi). Siano V uno spazio vettoriale

di dimensione n, f: V. — V un endomorfismo e r = dimRad(f). Allora esiste una base di V
rispetto alla quale f si rappresenta con una matrice diagonale a blocchi

(© »)

con A matrice r X r triangolare strettamente superiore e B matrice (n — 1) X (n —r) invertibile.

Dimostrazione. Nelle notazioni del Teorema 1.9 e sufficiente prendere una base vy, ..., v, tale
che v,41,...,v, € W ewv,...,v,. ¢ una base di U rispetto alla quale I’endomorfismo nilpotente
fiu si rappresenta con una matrice triangolare strettamente superiore. [l
Esercizi.

1.1. Sia A = (a;;) una matrice n x n e sia k un intero tale che 0 < k < n e a;; = 0 ogniqualvolta
j —i < k. Dimostrare che A% = 0.

1.2. Sia f: V — V un endomorfismo. Mostrare con un esempio che in generale V # Ker(f) @
fv).

1.8. Sia f: V — V nilpotente. Dimostrare che I — f & invertibile (sugg.: se non si vuole utilizzare
il Lemma 1.10 pensare a cosa & uguale (I — f)(I + f + f2+---+ f")).

1.4. Sia f: V — V nilpotente. Dimostrare che I + f + f? & invertibile.

1.5. Sia f: V — V nilpotente. Dimostrare che per ogni a,b € V esistono due vettori z,y € V
tali che

f@)+r+y=a fly)+y—z=0
1.6. Sia f: V — V endomorfismo nilpotente con indice di nilpotenza o e sia v € V un vettore
tale che f7~1(v) # 0. Dimostrare che il sottospazio

U= L(v, f(v),.... f7}(v))
¢ f-invariante di dimensione o. Calcolare inoltre le dimensioni di U N Ker(f?) e U N f(V) per
ogni intero 7 > 0.
1.7. Sia f: V — V endomorfismo nilpotente con indice di nilpotenza o. Provare che
dimV
dim Ker(f)

e che vale 0 = dim V se e solo se esiste una base in cui f si rappresenta con la matrice

A= (aig),  a= {

<o <dimV

1 sei=j5+1,

0 altrimenti.
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2. DETERMINANTE, TRACCIA E POLINOMIO CARATTERISTICO

Sia f: V — V un endomorfismo; fissata una base vy, ...,v, di V possiamo rappresentare f
con la matrice A tale che

(f(v1)y..o, flon)) = (v1,...,0,)A.
Se wy,...,w, ¢ un’altra base e se scriviamo
(wi,...,wp) = (V1,...,0,)C
con C matrice invertibile n x n, allora si ha
(01,...,0n) = (wy,...,w,)C 7Y,
(fwr),..., flwn)) = (f(v1),..., fF(0p)C = (v1,...,v,)AC = (wy, ..., w,)C TAC.
Dunque cambiando base, la matrice che rappresenta f si trasforma in una sua coniugata. Dunque

qualunque attributo delle matrici quadrate che sia invariante per coniugio defini-
sce un attributo degli endomorfismi.

Ad esempio, possiamo definire il determinante det(f) di un endomorfismo f: V — V tramite
la formula det(f) = |A|, dove A & la matrice che rappresenta f in una qualunque base. Siccome
il determinante & invariante per coniugio, il determinante di A non dipende dalla scelta della
base.

Similmente si definiscono la traccia Tr(f) ed il polinomio caratteristico ps(¢) di un endomorfi-
smo f: V — V tramite le formule Tr(f) = Tr(A) e ps(t) = pa(t) = |A—tI], dove A & la matrice
che rappresenta f in una qualunque base.

Esempio 2.1. Sia f: V — V nilpotente, allora ps(t) = (—¢)4™ V. Infatti in una base opportuna
f si rappresenta con una matrice triangolare streattamente superiore.

Lemma 2.2. Sia v la dimensione del radicale di un endomorfismo f: V. — V. Allora wvale
pr(t) =t"q(t), dove q(t) é un polinomio tale che ¢(0) # 0.

Dimostrazione. Per il teoremino di struttura, in una opportuna base di V 'applicazione f &
rappresentata da una matrice a blocchi

A 0

0 B

con A matrice r X r triangolare strettamente superiore e B matrice (n —r) x (n — r) invertibile.
Dunque p¢(t) = pa(t)pp(t) = (—t)"pp(t). Siccome B ¢ invertibile si ha pp(0) = det(B) #0. O

Esempio 2.3. Sia vg,...,v,_1 una base di uno spazio vettoriale V' e consideriamo 1’endomor-
fismo f: V — V definito dalle relazioni

f(vi) = viga 0<i<n—1,

f(vn—1) = @1Vp—1 + -+ + an_1v1 + anvo,

dove ay,...,a, € K sono numeri qualunque. Tale endomorfismo & rappresentato dalla matrice
(detta di Frobenius)
00 -+ 0 a,
1 0 --- 0 Ap—1
A=10 1 0 ap_o
o0 --- 1 ay

Dimostriamo per induzione su n che il suo polinomio caratteristico ¢ uguale a

pr(t) =pa(t) = (=1)"(t" —art" ™ — - = ap 1t —ay).
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Si ha
—t O e 0 an,
1 -t - 0 ap_
pa(t) = 0 1 -+ 0 apn_o
0 0 1 ay —t

Dallo sviluppo di Laplace rispetto alla prima riga si ottiene

—t 0 - 0 an_ 1 =t 0 0
1 —t -+ 0 an_o 0o 1 -t 0
pat)=(=)| 0 1 o 0 an—a|y (Cpyntig, (00 01 0
0 0 - 1 a—t o o o --- 1
e per 'ipotesi induttiva
pat) = (=)(=D)" 1" —at" = —ap 1) — (—=1)"ay.

Proposizione 2.4. Siano f: V. — V un endomorfismo e U C V un sottospazio f-invariante,
ossia tale che f(U) C U. Si consideri l'applicazione lineare fiy: U — U ottenuta restringendo f
al sottospazio U. Allora il polinomio caratteristico di fiy divide il polinomio caratteristico di f:

pr(t) =pg, (t)a(t).

Dimostrazione. Sia u1,...,u, una base di U e la si completi a una base uy, ..., Un, V1, ..,V
di V. Poiché f(U) C U, la matrice di f in questa base & del tipo

(2.1) A= <§ g)

dove B ¢ la matrice di fiy nella base uy, ..., up. Dunque:

ps(t) = det(A —tI) = det(B — tI)det(D — tI) = py,, (t) det(D —tI).

Esercizi.

2.1. Sia V C K* il sottospazio di equazione z +y — z —t = 0 e sia f: K* — K* I’applicazione
lineare tale che f(x,y,2,t) = (x + 2,y + x, 2 + z,t + x). Dimostrare che f(V) C V e calcolare il
polinomio caratteristico della restrizione fjy: V. — V.

2.2. Siano f: V — V un endomorfismo ed U C V un sottospazio vettoriale tale che f(V) C U.
Dimostrare che U ¢ un sottospazio f-invariante e che la traccia di f e uguale alla traccia della
restrizione fjy: U — U.

2.3. Mostrare che ogni polinomio di grado n € un multiplo scalare del polinomio caratteristico
di una matrice n X n.
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3. IL TEOREMA DI CAYLEY-HAMILTON

Per un endomorfismo f: V' — V ha senso considerare le combinazioni lineari delle potenze di
f, ossia gli endomorfismi della forma

aof* +arff M faoff 4 rapafta i V-V
Dunque, dato un qualsiasi polinomio
p(t) € K[t], p(t) =ag + art + - -+ + ant™,
ha senso considerare I’endomorfismo
p(f): V=V, p(f)=aol+arf+ - +anf".
E importante osservare che ’applicazione
K[t] = £(V,V),  p(t) = p(f),

commuta con le operazioni di somma e prodotto. Cioe, per ogni coppia di polinomi p,q € K]t]
vale

e+ a)(f) =p(f) +a(f).  pa(f) =p(f)a(f).
Teorema 3.1 (Cayley-Hamilton). Sia f: V — V un endomorfismo. Allora

ps(f)=0.

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che per ogni vettore v € V vale p¢(f)(v) = 0; non &
restrittivo supporre v # 0. Indichiamo con k& > 0 il piu grande intero tale che i k vetto-

ri v, f(v),..., fF"1(v) siano linearmente indipendenti. Dunque il vettore f*(v) appartiene alla
chiusura lineare di v, ..., f¥~1(v), ossia esistono ay,...,a, € K tali che
) =arfF 1) + aof*2(0) + - +ap_1 f(v) + apv .
Sia vq,...,v, una base di V tale che
vy =v, vy=f(), ...,vp=fF"1).

Allora vale f(v;) = vi41 peri < ke

f(og) = a1vg + agvp—1 + -+ + ap—1v2 + axvs .

(0 %)

La matrice di f in questa base € del tipo

dove A ¢ la matrice di Frobenius

0 0 0 ay
1 0 --- 0 ap_1
A= 01 -+ 0 ap_o
oo 1
Dunque
pr(t) = pp(t)pa(t) = £pp(t)(t* — art* =t — .. —ay)
pf(f)(v) = ipB(f)(fk<’l)) — alfk_l(v> . — akv) — ipB(f)a)) —0.

O

Lemma 3.2. Sia B € M, ,,(K) una matrice invertibile. Allora esiste un esponente i con 1 <
i <n tale che Tr(B%) # 0.
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Dimostrazione. Per Cayley-Hamilton si ha
0=pp(B)=det(B)I+a1B+ -+ a,B"
per opportuni coefficienti a1, ..., a, € K. Quindi
det(B)I = —a1B— -+ —a,B"
e per la linearita della traccia
0 # det(B) Tr(I) = —aq Tr(B) — - - - — a,, Tr(B™).
O

Corollario 3.3. Sia f un endomorfismo di uno spazio vettoriale V' di dimensione n. Allora le
segquenti condizioni sono equivalenti:

(1) f é nilpotente;

(2) in una base opportuna f si rappresenta con una matrice triangolare strettamente supe-

(3) pylt) = +t7;
(4) Te(f) = Ta(f?) = -+ = Te(f") = 0,

Dimostrazione. Abbiamo gia dimostrato che (1) implica (2) e che (2) implica (3). Se pf(t) = £t"
allora per Cayley-Hamilton p,(f) = £f™ = 0 e quindi f & nilpotente; abbiamo quindi dimostrato
Pequivalenza di (1), (2) e (3).

Per (2) ogni nilpotente ha traccia nulla, siccome f nilpotente implica f¢ nilpotente per ogni
1 > 0, si ha che le prime tre condizioni implicano la quarta.

Sia infine f un endomorfismo tale che Tr(f) = Tr(f?) = --- = Tr(f") = 0; per il teoremino
di struttura possiamo rappresentare f con una matrice diagonale a blocchi

(0 »)

con A nilpotente e B invertibile. Dunque f* & rappresentata dalla matrice

Ak 0
0 B+

Dunque Tr(B*) = Tr(f*) — Tr(A*) = 0 e basta applicare il lemma precedente per dedurre che
B deve essere la matrice vuota. O

Esercizi.
3.1. Siano f,g: V — V due endomorfismi che commutano tra loro, ossia tali che fg = gf.
Dimostrare che:
(1) Per ogni h > 0 vale f"g = gf" (sugg.: induzione su h).
(2) Per ogni h,k > 0 vale fgF = gk f (sugg.: induzione su k).
(3) Per ogni coppia di polinomi p, g € K[t] vale p(f)q(g) = q(g)p(f).
3.2. Trovare una matrice invertibile B € M,, ,(K) tale che Tr(B") = 0 per ogni 1 < i < n.

3.3. Si consideri la matrice

0 00 0O
1 0 0 0 a
B=]1]0 1 0 0 O
0 01 0O
0 0010

Determinare i valori di a € K per cui A ¢ nilpotente.



