CAPITOLO 1

Spazi vettoriali euclidei ed hermitiani

Per svariati motivi di natura matematica, fisica e scientifica, e interessante studiare
la geometria degli spazi R™ e C" dove, oltre alle usuali strutture lineari, consideriamo
anche le strutture metriche indotte da quelli che gli anglofoni chiamano i “dot products”

R"xR* 3R, z-y=2Ty=Y zy
C"xC"—C, x-yszgzzﬁi%

e che noi chiameremo prodotto scalare canonico (nel caso reale) e prodotto hermitiano
canonico (nel caso complesso).

Il primo problema che dobbiamo affrontare e che tali prodotti non sono invarianti
per cambio di coordinate; questa considerazione ci conduce in maniera naturale alle
nozioni di spazio vettoriale euclideo e spazio vettoriale hermitiano, che introdurremo
nelle prossime sezioni.

1.1. Spazi vettoriali euclidei

Iniziamo introducendo una classe particolare di applicazioni bilineari (Definizio-
ne ?77) a valori reali.

DEeFINIZIONE 1.1.1. Sia V uno spazio vettoriale reale. Un’applicazione
(,): VXV =R, (u,v) — (u,v),

si dice una forma bilineare simmetrica se e bilineare, ossia separatamente lineare
in ogni variabile, e (u,v) = (v,u) (simmetria) per ogni u,v € V.

DEFINIZIONE 1.1.2. Siano V uno spazio vettoriale reale. Una forma bilineare sim-
metrica (-,-): V' x V' — R si dice definita positiva se (v,v) > 0 per ogni vettore
non nullo 0 # v € V. Le forme bilineari simmetriche definite positive sono anche dette
prodotti scalari (non canonici).

Ad esempio, il dot product (z,z) = zTx & un prodotto scalare su R™: infatti per

ogni vettore = si ha (x,z) = > 1" | a7 e, siccome siamo sui numeri reali, si ha (z,z) > 0
e vale (x,z) = 0 se e solo se x = 0.

DEeriNIzIONE 1.1.3. Uno spazio vettoriale euclideo ¢ uno spazio vettoriale reale
di dimensione finita corredato di un prodotto scalare.

Abbiamo visto che R™ con il prodotto scalare canonico € uno spazio vettoriale eu-
clideo. Pit1 in generale, per ogni n-upla di numeri reali positivi aq, ..., a, > 0, lo spazio
R™ equipaggiato con il prodotto scalare (z,y) = > ", a;z;y; ¢ uno spazio vettoriale
euclideo.

Convenzione. Da ora in poi, salvo avviso contrario, intenderemo R" come spazio vet-

toriale euclideo dotato del prodotto scalare canonico z-y = x”y. Inoltre, riprendendo la
notazione introdotta nella dimostrazione del Corollario 7?7, per ogni z € R™ denotiamo

ol = Vi 7 = /307
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EsemMP1o 1.1.4. Ogni sottospazio di uno spazio vettoriale euclideo, dotato della
naturale restrizione del prodotto scalare, e ancora uno spazio vettoriale euclideo. Piu
in generale, se (V, (-,-)) & uno spazio vettoriale euclideo e f: U — V & un’applicazione
lineare iniettiva, allora (uq,us) = (f(u1), f(u2)) € un prodotto scalare su U.

EsEMmPIO 1.1.5. Sia V' uno spazio vettoriale reale di dimensione n e sia x: V' — R”
il sistema di coordinate associato ad una base vy,...,v, € V. Allora ’applicazione

(,): VXV =R, (u,v) = z(u) - z(v),
¢ un prodotto scalare e la coppia (V, (-, -)) ¢ uno spazio vettoriale euclideo. Si noti che
(vi,v;) =1 per ogni ¢ e (v;,v;) = 0 per ogni 7 # j.
Diremo che due vettori v,w in uno spazio vettoriale euclideo sono ortogonali o
perpendicolari, e scriveremo v L w, se (v, w) = 0. Per capire il senso di tale definizio-

ne basta osservare che in R? tale nozione coincide con quella usuale di perpendicolarita
(Figura 1.1).

FIGURA 1.1. InR?, w L <;§> se e solo se w ¢ un multiplo di (;y)

TEOREMA 1.1.6 (disuguaglianza di Cauchy—Schwarz). Per ogni coppia di vettori
v, w tn uno spazio vettoriale euclideo si ha

2
(0, 0)? < (0,0) (w, w),
con l'uguaglianza vera se e solo se v,w sono linearmente dipendents.

DiMOSTRAZIONE. Il risultato € banale se almeno uno tra v e w ¢ il vettore nullo,
non e quindi restrittivo supporre v e w entrambi diversi da 0. Se v, w sono linearmente
dipendenti esiste uno scalare a € R tale che w = av; in tal caso (v,w) = a(v,v),
(w,w) = a*(v,v), da cui segue 'uguaglianza (v, w)? = (v, v)(w, w).

Se v, w sono linearmente indipendenti allora (w,w) > 0 ed il vettore r = (w, w)v —
(v,w)w ¢ diverso da 0. Quindi (r,r) > 0 e si ha

{rr)

(w, w)

= (v, v)(w,w) — (v, w)%

0J

Dimostriamo adesso che tutti gli spazi vettoriali euclidei si ottengono come nel-
I’Esempio 1.1.5 per un opportuno sistema di coordinate; di conseguenza, la geometria
di un qualunque spazio vettoriale euclideo si riconduce mediante un’opportuna scelta
della base a quella di R™ con il prodotto scalare canonico. Il punto chiave e che negli
spazi vettoriali euclidei il prodotto scalare consente di stratificare la collezione delle
basi in varie caste, dove la piu elevata in gerarchia e quella dalle basi ortonormali.

DEFINIZIONE 1.1.7. Una successione di vettori uq,...,u, in uno spazio vettoriale
euclideo si dice:
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(1) ortonormale, se (u;,u;) = 1 per ogni i e (u;,u;) = 0 per ogni i # j;
(2) ortogonale se (u;,u;) # 0 per ogni i e (u;, u;) = 0 per ogni i # j.
Una base che ¢ anche una successione ortonormale (risp.: ortogonale) si dice una
base ortonormale (risp.: base ortogonale).

Il termine ortonormale ¢ la forma contratta di normale ortogonale; le condizioni
(ui,u;) = 1 sono quelle di normalita, mentre le condizioni (u;,u;) = 0 per i # j sono
quelle di ortogonalita.

Ad esempio: la base canonica di R™ ¢ una base ortonormale rispetto al prodotto
scalare canonico; i vettori
-1 1 —1
w=—1|1 Uy = — uz=—= | —1

1 — 9 - ) -
V2 0 V3 1 V6 9
sono una base ortonormale di R? rispetto al prodotto scalare canonico.

LEMMA 1.1.8. Ogni successione ortogonale € formata da vettori linearmente indi-
pendenti.

DIMOSTRAZIONE. Si abbia ajuy + - -+ + a,u, = 0 con uy,...,u, successione orto-
gonale. Allora per ogni indice ¢ si ha

0=1(0,u) = auj,u) = aj(uj, u;) = ai{u;, us),
J J
e siccome (u;, u;) # 0 ne consegue a; = 0. O

LEMMA 1.1.9. Una base vy, ..., v, di uno spazio vettoriale euclideo V & ortonormale
se e solo se per ogniv € V vale v =" (v, v;)v;.

DIMOSTRAZIONE. Se v1,...,v, € V & una base ortonormale e v € V si puo scrivere
v=>.a;v; con a; € R. Ma allora (v,v;) = >, a;(v;,v;) = a; per ogni j.

Viceversa, se v = »_.(v,v;)v; per ogni v, in particolare si ha v; = > (v, v;)v; per
ogni j, e siccome i vettori v; sono linearmente indipendenti, questo € possibile solo se
la base vy, ...,v, € ortonormale. Il

Segue dal Lemma 1.1.9 che in uno spazio vettoriale euclideo le coordinate di un vet-

tore v rispetto ad una base ortonormale uy, . . ., u, sono gli n numeri reali (v, uy), ..., (v, uy).
TEOREMA 1.1.10 (di ortogonalizzazione). Sia vq,...,v, una successione di vet-
tori linearmente indipendenti in uno spazio vettoriale euclideo (V,{(,)). Allora esiste
un’unica successione ortogonale wy, ..., w, in V tale che
Span(vy, ..., v;) = Span(wi, ..., w;) e (wi,v;) = (wi, w;) >0
per ogni i =1,...,n.

DIMOSTRAZIONE. (Esistenza.) Dimostriamo per induzione su n che la successione
wy,...,w, €V, definita dalle formule ricorsive,

k-1

_ . <v1€7wi>
w1 = U1, Wy = Vg — E <—w1;7
i—1 wi7wi>

soddisfa le condizioni richieste. Per n = 1 tutto segue dal fatto che w; = v; # 0.
Possiamo supporre per induzione che wy, ..., w,_; sia una successione ortogonale tale

che
Span(vi, ..., v;) = Span(wy, ..., w;) e (w;,v;) = (w;,w;) >0
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perogni i =1,...,n — 1. Allora & ben definito il vettore
n—1
Un7 wx
L wwr)
ed ¢ immediato osservare che Span(wi,...,w,) = Span(vi,...,v,). Siccome v, &
Span(vy, ..., v,_1) si haw, & Span(wy,...,w,_1); amaggior ragione w,, # 0 e (w,, w,) >

0. Per ogni k£ < n si ha

n—1

Un7 wz . <Un7 U)k) _
(W, wg) = (Vp, W) wiawk> = (Up, wg) — 7——(wy, wy) =0
i—1 wz7 wl <wk7 wk>
e questo prova che la successione wy, ..., w, ¢ ortogonale. Per finire,
n—1
Un7 wz o
<wn7wn> vnawn wiawn> - <Un7wn>-
— wz, wz
i=1
(Unicita.) Data un’altra successione ortogonale z1, .. ., z, con le proprieta richieste,
possiamo supporre per induzione che z; = w; perognii =1,...,n—1.Siano ay,...,a, €

R tali che 2z, = a,v, — Z;:ll a;w;, allora (z,, z,) = a,(zp,v,) da cui segue a, = 1.
Inoltre, per ogni k < n si ha

0= (2n, 2k) = (2n, Wk) = (Vp, W) — ag (W, 2x)

da cui segue ay = (v, wi) /{(w, wy,).

O
TEOREMA 1.1.11 (di ortonormalizzazione). Sia vy, ...,v, una successione di vet-
tori linearmente indipendenti in uno spazio vettoriale euclideo (V,(,)). Allora esiste
un’unica successione ortonormale uq, ..., u, in V tale che
Span(vy,...,v;) = Span(uy,...,u;) e (u;v;) >0
per ogni v = 1,...,n. Inoltre, se per qualche k < n la sottosuccessione vy,...,v; €
ortonormale, allora u; = v; per ogni 1 =1,..., k.

DIMOSTRAZIONE. Per provare l’esistenza basta prendere una successione ortogo-
nale wy, ..., w, come nel Teorema 1.1.10 e definire u; = w;/+/(w;, w;) per ogni i.

Viceversa, se uq,...,u, € una successione ortonormale con le proprieta richieste,
allora la successione w; = (v;, u;)u;, @ = 1,...,n, soddisfa le condizioni del Teore-
ma 1.1.10.

Dunque, se x1,...,x, € V e una successione ortonormale con le stesse caratteristi-
che, allora (v;, u;)u; = (v;, x;)z; per ogni indice i e quindi esistono ay, ..., a, > 0 tali

che x; = a;u; per ogni i, e dalle condizioni di normalitd 1 = (x;, z;) = a?(u;, u;) = a?
segue a; = 1 per ogni i. L’ultima affermazione del teorema segue immediatamente
dall'unicita. OJ

Riepilogando, nelle precedenti procedure (ortogonalizzazione e ortonormalizzazio-
ne), le successioni ortogonale ed ortonormale sono state costruite in maniera esplicita
e ricorsiva usando il cosiddetto processo di Gram-Schmidt, da ora in poi abbreviato,
con licenza eufonica, in POGS:

vettori successione successione
POGS: indipendenti ~» ortogonale ~» ortonormale
VU1y...,Up Wiy ..., Wy Uy ..oy Up
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w v
wy = Vi, Uy = - = - )
<w1; U)1> <U17 Ul>
k-1 <U w‘> k—1
(111) Wg = VU — Z by W; = Vi — Z(vk,ui)ui,
i—1 <wl7wz> i=1
w
Uk:ﬁ, Wy = (Uk,uk>uk, kzl,...,n.
ky Wk

ESEMPIO 1.1.12. Vogliamo trovare una base ortonormale u;,us del piano V C R3
di equazione x; + r9 — x3 = 0. Prendiamo una base qualunque di V', ad esempio
vy = (1,0, 1)T, vy = (0,1,1)T. Applicando il POGS si ottiene

1
1
0fr,

S Ve V2 0\
(03, 1) —1/2 W NG —1/2

V1 = 1 s U9 1

(v1,01) 1/2 B V (wa, wa) B ﬁ 1/2

COROLLARIO 1.1.13. Ogni spazio vettoriale euclideo (V, (,)) possiede basi ortonor-
mali ed esistono isomorfismi lineari f: V — R™ tali che

w1 = U, Uy

W9 = Vg —

(vi,v2) = f(v1) - f(v2),  per ognivi,vs € V.

DIMOSTRAZIONE. Per l'esistenza delle basi ortonormali basta applicare il POGS
ad una qualunque base. Sia f: V — R" il sistema di coordinate associato ad una base
ortonormale vy, ..., v,, ossia

flagvy + -+ apvy) = (ay, ..., a,)

Per ogni coppia di vettori u =), av; e w = Zj bjv; si ha

(u, w) = Zaibj@i,vj} = Zaibi = f(u) - f(w).

T per ogni ay,...,a, € R.

g

COROLLARIO 1.1.14. In uno spazio vettoriale euclideo ogni successione ortonormale
si estende ad una base ortonormale.

DiMOSTRAZIONE. Basta estendere ad una base qualunque e poi POGS. U

Esercizi.

1. Dati due vettori v, w in uno spazio vettoriale euclideo, provare che v L w se e
solo se (v + w,v +w) = (v,v) + (w, w).

2. Trovare una base ortonormale del sottospazio V' C R* di equazione z; — x5 =
T3 — x4 = 0.

3. Trovare una base v;, vy per il sottospazio U C R? definito dall’equazione x — 3 +
3z = 0 tale che vTvy, =0 e (0,0,1)v; = 1.

4 (Identita di Parseval). Sia uq, ..., u, una base ortonormale di uno spazio vettoriale
euclideo V. Provare che per ogni v,w € V vale

n

(v, w) = Z(v,uiﬂui,w}.

=1
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5. Siano uq, ..., Uy, V1,...,V, € Wi,...,Ww, tre basi ortonormali di uno spazio vet-
toriale euclideo. Dimostrare che
t; = g (ui, vj)wy, i=1,...,n,
J
€ ancora una base ortonormale.

6. Trovare una base ortonormale dello spazio delle matrici reali 2 X 2 a traccia nulla
rispetto al prodotto scalare (A, B) = Tr(AT B).

1.2. Proiezioni e riflessioni ortogonali

Dato un qualsiasi sottoinsieme S di uno spazio vettoriale euclideo V' denotiamo con
S+ C V T'insieme dei vettori ortogonali a tutti gli elementi di S:

S+t ={veV|(v,s)=0 perognis¢c S}

E evidente che se R C S allora S+ C R* e si verifica facilmente che S+ & un sottospazio
vettoriale; pitl precisamente, S+ & 'intersezione di tutti i nuclei delle applicazioni lineari

(wy: V—R, v (v, s), seS.

Per i nostri obiettivi ¢ fondamentale osservare che se S ¢ un sottoinsieme finito di V'
e W = Span(S), allora S+ = W+: infatti, siccome S C W vale W+ C S*. Viceversa,
se S = {s1,...,5,}, allora per per ogni v € St ed ogni w = > t;s; € W si ha
(v,w)y =" ti{v,s;) =0 e quindi v € W.

DEerINIZIONE 1.2.1. Dato un sottospazio vettoriale W di uno spazio vettoriale
euclideo, il sottospazio W+ viene chiamato I’ortogonale di .

LEMMA 1.2.2. Per ogni sottospazio W di uno spazio vettoriale euclideo V' si ha
V=WaWte (W)t =W. In particolare, dim W + dim W+ = dim V.

DIMOSTRAZIONE. Siano n = dimV, m = dim W e prendiamo una qualunque base
v1,...,0, di V tale che W = Span(vy, ..., v,). Applicando I'ortonormalizzazione a tale
base troviamo una base ortonormale wuy,...,u, di V tale che W = Span(uy, ..., uy).
Per dimostrare che V = W @ W+ basta quindi provare che W+ = Span(u,1,. .., u,).
Sia v = >_"" | a;u; un generico vettore di V, abbiamo gia osservato che v € W= se e

solo se (v,u;) = 0 per ogni i = 1,...,m e, siccome (v,u;) = a; si ha v € W+ se e solo
se a; =+ = ay, =0, ossia se e solo se v € Span(Up11, - .., Up)-

Dalla simmetria del prodotto scalare segue subito che W C (W1)+ ed i due
sottospazi hanno la stessa dimensione. 0

Fissato un sottospazio W C V', ogni vettore v € V si scrive in modo unico come
(1.2.1) v=uvw +uvwL, con vy €W, vy €W
Possiamo quindi definire, tra le altre, le applicazioni lineari
Py, Ryw:V =V, Py (v) =vw, Rw)=vw —vpL =v— 20y,

chiamate rispettivamente proiezione ortogonale e riflessione ortogonale rispetto
ad W. Notiamo che Py ¢ la composizione della proiezione sul primo fattore V =
W @W+L — W con il morfismo di inclusione W — V| e si puo scrivere Ry = 2Py — 1.

Osserviamo che Py (v) = v se e solo se v € W e Py (v) = 0 se e solo se v € W,
Quindi V = W @®W+ coincide con la decomposizione di V in autospazi per entrambi gli
operatori Py ; pitl precisamente, W e I’autospazio relativo all’autovalore 1 per Py, Ry,
mentre e W+ & autospazio relativo all’autovalore 0 per Py e —1 per Ryy. In particolare,
det(Ry ) = (—1)dimWL.
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Il calcolo esplicito della proiezione ortogonale Py e dei suoi parenti stretti
Py =1— Py, Ry =2Py — I, Ry =1-2Py,

risulta particolarmente facile quando conosciamo una base ortogonale di W. Infatti,
per quanto gia visto nella dimostrazione del Lemma 1.2.2, se wq,...,w; € una base
ortogonale di W, allora:

k

(v, wi) (v, w;)

122 P - 75 P == — is

( ) W(v) ; <wi7 wl>w wit (U) v ; <wi; wz>w
~ (v, w) ~ (v, w)

1.2.3 R =—v+2 2wy, R =v—2 T w;.

( ) W(U> v+ ; <wz’7 wz>w w (U> v — <wz’7 wz>
Se invece wy, ..., w € una base qualunque di W, che non vogliamo ortogonalizzare,

possiamo calcolare Py (v) scrivendo Py (v) = ajwy + - - - + agwy, e risolvendo il sistema
di k equazioni lineari (v — Py (v),w;) = 0,7 = 1,..., k, nelle incognite ay, ... ag; il fatto

che tale sistema abbia soluzione unica ¢ sostanzialmente equivalente all’Esercizio 11.

Esercizi.

7. Sia U C R* il piano generato dai vettori (1,1,0,0)7 e (1,2,3,4)T. Trovare un
piano V C R* tale che Py Py = Py Py = 0, dove Py e Py sono le proiezioni ortogonali
su U e V rispettivamente.

8. Scrivere le matrici che rappresentano nella base canonica le proiezioni ortogonali
di R? sui piani di equazione

20 +y—32 =0, r+2y—z=0, r+y+z=0.

9. Determinare I'immagine del vettore v = (—2,0,1)7 nella riflessione ortogonale
f: R® — R? rispetto alla retta generata dal vettore u = (1,2,1)7.

10. Sia f = Ry Ry : R® — R? la composizione delle riflessioni ortogonali rispetto
al piani V = {x +y =0} e W = {y + z = 0}. Trovare la matrice che rappresenta f
nella base canonica.

11. Sia vy,...,v, una successione di vettori in uno spazio vettoriale euclideo V.
Dimostrare che la matrice simmetrica A € M, ,(R) di coeflicienti a;; = (v;,v;) €
invertibile se e solo se i vettori v; sono linearmente indipendenti.

12 (#). Siano uy,...,u, € wy,...,w, due successioni di vettori in uno spazio
vettoriale euclideo V. Dimostrare che il rango della matrice n xm di coefficienti (u;, w;)
¢ uguale al rango della restrizione a Span(ug,...,u,) della proiezione ortogonale su
Span(wy, . .., Wpy,).

1.3. Il teorema spettrale reale

Come preannunciato, in questo capitolo useremo spesso il termine operatore lineare
come sinonimo di applicazione lineare.

LEMMA 1.3.1. Siano U spazio vettoriale reale non nullo di dimensione finita e
f: U — U un operatore lineare. Esistono allora due vettori u,v € U e due numeri
a,b € R tali che

u#0, flu)=au—bv, f(v)=0bu+ av.
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DiMOSTRAZIONE. Non e restrittivo supporre U = R" e di conseguenza f = L4 per
una matrice A € M, ,(R). Possiamo pensare A come una matrice a coefficienti comples-
si e quindi estendere nel modo canonico L4 ad un’applicazione lineare L4: C" — C™:
se scriviamo i vettori di C” nella forma z + iy, con z,y € R" ed ¢ unita immaginaria,
allora si ha Ly(x + iy) = La(x) +iLa(y).

Sia u + iv € C" un autovettore per L, con autovalore a + ib € C; a meno di
moltiplicare 'autovettore per i non e restrittivo supporre u # 0. Dunque

La(u) +iLa(v) = (a+ib)(u + iv) = (au — bv) + i(av + bu),
che equivale a L4(u) = au —bv e La(v) = bu + av. O

DEFINIZIONE 1.3.2. Un operatore lineare f: V' — V di uno spazio vettoriale eu-
clideo si dice simmetrico, o autoaggiunto, se (f(u),v) = (u, f(v)) per ogni u,v €
V.

Una possibile motivazione del termine simmetrico e contenuta nella seguente pro-
posizione.

PROPOSIZIONE 1.3.3. Per un operatore lineare f: V — V di uno spazio vettoriale
euclideo sono equivalenti:
(1) f e simmetrico;
(2) f sirappresenta con una matrice simmetrica rispetto ad ogni base ortonormale;
(3) esiste una base ortonormale nella quale f si rappresenta con una matrice
simmetrica.

In particolare, se dimV = n, allora gli operatori simmetrici formano un sottospazio
vettoriale di Homg(V, V) di dimensione n(n + 1)/2.

DIMOSTRAZIONE. Sia uyq,...,u, una qualunque base ortonormale di V e sia A =
(a;j) la matrice che rappresenta f in tale base, ossia f(u;) = Z]. ujaj; per ogni i. Se f
e simmetrico, allora per ogni 7,7 =1,...,n si ha

Aj; = <f(uz)7u]> = (u;, f(uj)> = Q5.
Viceversa, se A ¢ simmetrica, allora per ogni z = ), z;u; ed ogni y = Y. yyu; in V si
ha
(f(z),y) = Z%%(f(ui), uj) = inyjaki<ukyuj> = Z%yj@ju
i i.4k ij
(w, f () = > way(ui, f(wy)) = D wgjang(wi, we) = Y wiyjaig,
i igik ij
e dalla simmetria di A segue 'uguaglianza delle due espressioni. 0

TEOREMA 1.3.4 (teorema spettrale reale). Sia f: V. — V un operatore lineare
di uno spazio vettoriale euclideo. Allora f & simmetrico se e solo se esiste una base
ortonormale di V' formata da autovettor: per f.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo prima l'implicazione piu semplice; in una base or-
tonormale di autovettori 'operatore f si rappresenta con una matrice diagonale e quindi
f e simmetrico per la Proposizione 1.3.3.

Supponiamo adesso che f sia simmetrico e dimostriamo, come passo intermedio,
che ogni sottospazio f-invariante 0 # U C V possiede autovettori. Per il Lemma 1.3.1
esistono w,v € U, con u # 0, e due numeri reali a,b € R tali che f(u) = au — bv,
f(v) = bu + av. Siccome f ¢ simmetrico si ha

0= (u, f(v)) = (f(u),v)
= (a(u,v) + b{u,u)) — (a(u,v) — b{v,v)) = b({u,u) + (v,v)).
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Siccome u # 0 si ha (u,u) + (v,v) > 0, quindi b = 0 ed u & un autovettore per f.
Per il Teorema 7?7 I'endomorfismo f e triangolabile ed esiste una base uq, ..., u, tale
che f(Span(uy,...,u;)) C Span(uy,...,u;) per ognii =1,...,n; per il Teorema 1.1.11
possiamo supporre che uq, ..., u, sia una base ortonormale e dimostriamo che questo
implica necessariamente che gli u; sono tutti autovettori. Supponiamo di aver dimo-
strato per un certo 1 < m < n che uy, ..., uy,_1 sono autovettori. Se f(u,,) = > 1" a;u;
si ottiene

a; = (f(um), ;) = (U, f(u;)) =0 per ogni i < m.
U

Nel caso di R™ con il prodotto scalare canonico, il teorema spettrale e del tutto
equivalente al seguente risultato, che estende e migliora il Corollario ?77.

COROLLARIO 1.3.5. Una matrice A € M, ,(R) é simmetrica se e solo se possiede
una base di autovettori ortonormale rispetto al prodotto scalare canonico.

EseMPIO 1.3.6. Tutte le proiezioni e le riflessioni ortogonali sono operatori simme-
trici.

Sia W un sottospazio di R™ e proviamo che (Py (u),v) = (Pw(u), Pw(v)) per ogni
u,v € V. Segue dalla definizione di proiezione che Py (u) € W e v — Py (v) € W.
Quindi (Pw(u),v — Py (v)) =0e

(Pw(u),v) = (Pw(u), Pw(v) + (v — Py (v)))
= (Pw (u), Pw(v)) + (Pw(u), v — Pw(v)) = (Pw(u), Py (v)).
Scambiando u con v si ottiene (Pw(u), Py (v)) = (u, Pw(v)) e, di conseguenza, la
simmetria di Py . Per dimostrare che Ry, € un operatore simmetrico basta osservare

che Ry = 2Py — I e ricordare che gli operatori simmetrici formano un sottospazio
vettoriale.

Esercizi.

13. Sia A = (a;;) € M,,(R) e si assuma che esistano by,...,b, > 0 tali che
ba;; = bja;; per ogni 4, j. Dimostrare che A ¢ diagonalizzabile.

14. Calcolare una base ortonormale di autovettori per la matrice simmetrica reale

— =
— o
W =

15. Sia f: V' — V un operatore simmetrico di uno spazio vettoriale euclideo e siano
u,v € V autovettori corrispondenti ad autovalori distinti. Provare che v L v.

16 (). Sia A € M, ,(R) simmetrica con tutti gli autovalori distinti. Provare che

per ogni matrice antisimmetrica E € Mnn(]R) esiste unica una matrice simmetrica
B € M, ,(R) tale che E = AB — BA e Tr(A'B) =0 per ogni ¢ =0,...,n— 1.
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1.4. Criterio di Sylvester e regola dei segni di Cartesio

In questa sezione affronteremo il problema di come fare a capire se una forma
bilineare simmetrica reale €, oppure non ¢, definita positiva, e quindi a saper distinguere
gli spazi vettoriali euclidei dalle patacche.

DEFINIZIONE 1.4.1. Diremo che una matrice simmetrica reale A € M, ,(R) ¢
definita positiva se 27 Az > 0 per ogni vettore x € R" diverso da 0.

Notiamo che in una matrice simmetrica definita positiva A = (a;;) 1 coefficienti
sulla diagonale principale sono tutti positivi: infatti si ha a; = e! Ae; dove, come al
solito ey, ..., e, indica la base canonica di R™. Il viceversa ¢ generalmente falso per

matrici di ordine n > 2. Ad esempio la matrice non ¢ definita positiva in

quanto (1,—1) G f) (_11) _ 9

PROPOSIZIONE 1.4.2. Siano vy,...,v, una base di uno spazio vettoriale reale V' e
(-,): VXV — R una forma bilineare simmetrica. Allora (-,-) € definitia positiva, ossia
¢ un prodotto scalare, se e solo se la matrice simmetrica A € M, ,,(R) di coefficienti
a;; = (v;,v;) € definita positiva nel senso della Definizione 1.4.1.

1 2
2 1

DIMOSTRAZIONE. Sia Ly: R" — V| Ly(z) = ). x;v;, l'isomorfismo lineare defi-
nito dalla base vy, ...,v,. Chiaramente la forma (-,-) & definita positiva se e solo se
(Ly(z), Ly(x)) > 0 per ogni 0 # x € R™. Per concludere basta osservare che

(Ly(x), Ly(z)) = inxj(vi,vj) = Z:EZ Zaijxj =zl Az,

OJ

TEOREMA 1.4.3. Una matrice simmetrica reale é definita positiva se e solo se i suoi
autovalori sono tutti positivi.

DIMOSTRAZIONE. Sia A € M, ,(R) simmetrica, per il teorema spettrale esiste una
base uq,...,u, di R” ortonormale rispetto al prodotto scalare canonico tale che Au; =
Aiti;, A; € R, per ogni indice i. Se A e definita positiva, allora per ogni autovalore A; si
ha 0 < ul Au; = \ul'u; = \;. Viceversa, se \; > 0 per ogni i, allora per ogni vettore
0#z=> au; €R"siha

v Ax = ZaiajuiTAuj = Zaiaj/\juiTuj = Z az); > 0.
irj irj i

O

Il criterio di Sylvester. Per ogni matrice A € M, ,(R) e per ogni k =1,...,n
denotiamo con A[k] € M, (R) il minore principale formato dai coefficienti contenuti
nelle prime k righe e k colonne. Ad esempio, se

1 2 3
A=14 5 6
78 9
allora
1 9 1 2 3
A=, aE= (3. ap=(45
7 89
Alcuni autori chiamano le sottomatrici A[k] i minori principali di nord—ovest.
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TEOREMA 1.4.4 (Criterio di Sylvester). Per una matrice simmetrica reale A €
M, »(R) le sequenti condizioni sono equivalenti:
(1) A é definita positiva;
(2) det(A[k]) > 0 per ogni k =1,...,n.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che A sia definita positiva; per il Teorema 1.4.3
tutti gli autovalori di A sono positivi e quindi det(A) = det(A[n]) > 0. Per ogni
1 < k < nsiai: R¥ — R” l'applicazione i(zy,...,2x)7 = (21,...,2%,0,...,0)T; in
particolare il sottospazio i(R¥) ¢ quello dei vettori con le ultime n — k coordinate
uguali a 0. Notiamo che i(z)T Ai(z) = zT Alk]z per ogni x € R*. Dunque se A &
definita positiva, anche le matrici A[k] sono definite positive e di conseguenza i loro
determinanti sono tutti positivi.

Supponiamo adesso det(A[k]) > 0 per ogni k e proviamo che gli autovalori di
A sono tutti positivi; per induzione su n possiamo assumere gia dimostrato che il
minore principale A[n — 1] sia definito positivo. Siano adesso A\; < Ay < --- < A, gli
autovalori di A contati con molteplicita e scegliamo una base ortonormale uq, ..., u,
tale che Au; = A\u; per ogni 7. Supponiamo per assurdo A; < 0; siccome per ipotesi
det(A) = det(Aln]) = MAg--- A, > 0 deve essere necessariamente A\; < Ay < 0, ossia
A1 e Ay entrambi negativi. Per la formula di Grassmann ¢(R"~1) N Span(uy, up) # 0 ed
esistono x € R"™! x # 0, a,b € R tali che i(x) = au; + buy. La contraddizione segue
dalle disuguaglianze

0 < 2TAln — 1)z = (auy + buy)"A(au; + buy)
= (CL'LLl + b’LLQ)T(CL)\l'LLl -+ b)\2u2) = CLQ)\l + b2>\2 S 0.
U

Il criterio di Sylvester si presta ad un approccio algoritmico per stabilire se una
matrice simmetrica reale A e definita positiva. Infatti, se ad una riga aggiungiamo dei
multipli scalari delle righe precedenti, i determinanti dei minori A[k] non cambiano. Di
conseguenza si puo procedere nel modo seguente:

(1) si guarda il coefficiente ajq; se a;; < 0 allora la matrice non ¢ definita positiva
ed il processo si ferma;

(2) se aj; > 0, aggiungendo alle righe 2,3, ... opportuni multipli della prima riga
si annullano i coefficienti a;; per ogni ¢ > 1;

(3) nella matrice ottenuta si guarda il coefficiente agy; se ¢ < 0 allora la matrice
A non e definita positiva;

(4) se age > 0, aggiungendo alle righe 3,4, ... opportuni multipli della seconda
riga si annullano i coefficienti a;y per ogni i > 2;

(5) e cosl via, mutatis mutandis, con le righe dalla tre in poi.

Se il processo non si interrompe prematuramente e si arriva alla fine ad una matrice
triangolare con tutti i coefficienti sulla diagonale principale positivi, allora la matrice
di partenza ¢ definita positiva.

OSSERVAZIONE 1.4.5. Il Teorema 1.4.4 contiene solo la prima parte del criterio
di Sylvester. La seconda parte, che dimostreremo nel Corollario 2.6.12, afferma che
se 1 determinanti delle sottomatrici A[k] sono tutti diversi da 0, allora il numero di
autovalori negativi della matrice A ¢ uguale al numero dei cambiamenti di segno della
successione di n + 1 numeri reali

1, det(A[l]), det(A[2]), ..., det(A[n]).
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La regola dei segni di Cartesio. Sappiamo che ogni polinomio a coefficienti
reali di grado n possiede al piu n radici reali. In questa sezione illustreremo un semplice
criterio per determinare quante radici reali positive e quante radici reali negative puo
avere al massimo un determinato polinomio a coefficienti reali.

DEFINIZIONE 1.4.6. Per ogni p(t) € R[t] denotiamo con s(p(t)) il numero dei
cambiamenti di segno nella successione ordinata dei coefficienti non nulli di p(t).

Ad esempio, la successione dei coefficienti non nulli di ¢? + 2t5 — 3t* + 4¢3 — 5 ¢
1,2,-3,4,—5 ed il numero dei cambiamenti di segno e 3; similmente

s(t®) =0, s+ —t+1)=2, s(t*+t*+2)=0.

E chiaro che s(p(t)) non cambia se ordiniamo coefficienti non nulli da quello di grado
piu basso a quello di grado piu alto; inoltre, il numero dei cambiamenti di segno non
cambia se moltiplichiamo il polinomio per un qualunque monomio at* con a # 0.

LEMMA 1.4.7. Sia p(t) € R[t] un polinomio non nullo di grado n. Allora s(p(t)) +
s(p(=t)) <n.

DIMOSTRAZIONE. Il risultato e chiaro se p(t) = at™ per qualche 0 # a € R. Non
¢ quindi restrittivo supporre p(t) = at™ + ¢(t) dove ¢(t) = bt™ + --- & un polinomio
di grado m < n, e a,b # 0. Allora s(p(t)) < s(q(t)) + 1 e I'uguaglianza vale se e solo
se a,b hanno diverso segno; similmente s(p(—t)) < s(¢(—t)) + 1 e 'uguaglianza vale
se e solo se (—1)"a, (—1)™b hanno diverso segno. Per induzione sul grado possiamo
supporre s(q(t)) + s(g(—t)) < m. Se m < n — 2 abbiamo finito; se invece m =n — 1
allora a,b hanno lo stesso segno se e solo se (—1)"a, (—1)""'b hanno segno diverso e
quindi s(p(t)) + s(p(—t)) = s(q(t)) + s(q(=t)) + L. O

TEOREMA 1.4.8. Sia p(t) un polinomio di grado positivo a coefficienti reali. Allora
il numero di radici reali positive di p(t), contate con molteplicita, é minore od uguale
al numero s(p(t)) dei cambiamenti di segno.

Ad esempio, il polinomio p(t) = t* — > — 1 ha un solo cambiamento di segno, e
dunque possiede al pitt una radice reale positiva.

DIMOSTRAZIONE. Per dimostrare il teorema ¢ sufficiente dimostrare la formula
(1.4.1) s((t —c)p(t)) > s(p(t)), per ogni 0 # p(t) € R[t], c€ R, ¢ > 0.

Infatti se ci,...,cx sono le radici reali positive, contate con molteplicita, di p(t), e
possibile scrivere

p(t) = (t —c)(t —ca) -+ (t — cx)q(?)

e quindi s(p(t)) > k + s(q(t)) > k.

Per dimostrare la formula (1.4.1) supponiamo il polinomio p(t) di grado n, con t = 0
radice di molteplicita m > 0, e scriviamo

p(t) = ant™ + ap_1t" -+ apt™, Ay Ay 7 0.
Denotiamo s = s(p(t)) e consideriamo la successione strettamente decrescente n = iy >
i1 > -+ > 1, > m definita ricorsivamente come
i = n, k1 = max{j | j <ig, aja;, <0}, 0<k<s.
Scrivendo (t—c)p(t) = by1t" T+ - +b,,t™, per concludere la dimostrazione ¢ sufficiente
dimostrare che
bp1 = big+15 birg1s -5 bigyr, b,

¢ una successione di numeri reali a segni alterni. Dato che, per ogni £ = 0,...,s, il
coefficiente a;, 1 ¢ nullo oppure di segno opposto a a;, , ne segue che b;, 11 = a;, —ca;, +1
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ha lo stesso segno di a;, . Infine, siccome a;, ha lo stesso segno di a,, ne segue che b; ;4
e b,, = —ca,, hanno segni opposti. U

COROLLARIO 1.4.9 (Regola dei segni di Cartesio). Sia p(t) un polinomio di grado
positivo a coefficienti reali. Se tutte le radici di p(t) sono reali, allora il numero di radici
positive, contate con molteplicita, ¢ uguale al numero dei cambiament: di segno della
successione ordinata dei coefficienti non nulli di p(t).

DIMOSTRAZIONE. Se t = 0 € una radice di molteplicita «, dividendo il polinomio
per t¢ il numero dei cambi di segno resta invariato; non e quindi restrittivo supporre
p(0) # 0 e quindi che tutte le radici siano reali e non nulle.

Sia n il grado di p(t) e denotiamo con ¢y, . .., ¢ le radici positive e —dyy1, ..., —d,
quelle negative, contate con molteplicita. Le radici del polinomio p(—t) sono pertan-
to —c1, ..., —Ck,dgy1, ..., d, e quindi per il Teorema 1.4.8 si hanno le disuguaglianze
s(p(t)) = k, s(p(—=t)) =n — k.

Per il Lemma 1.4.7 si ha s(p(t)) + s(p(—t)) < n e quindi I'unica possibilita e che
s(p(t)) =k, s(p(—t)) =n — k.

Notiamo incidentalmente che se v & la molteplicita della radice ¢t = 0, allora s(p(t))+
s(p(—t))+v < deg(p(t)) € una condizione sufficiente per l'esistenza di radici complesse
non reali; 'esempio p(t) = t2 + ¢ + 1 mostra che tale condizione non & necessaria. [

Tornando all’algebra lineare, se sappiamo che una matrice A € M, ,(R) ¢ trian-
golabile, o meglio ancora diagonalizzabile, e p4(t) ¢ il suo polinomio caratteristico,
allora:

(1) la molteplicita algebrica dell’autovalore 0 ¢ la piu piccola potenza di ¢ che
compare in py(t) con coefficiente non nullo;

(2) la somma delle molteplicita algebriche degli autovalori positivi ¢ uguale al
numero dei cambiamenti di segno della successione ordinata dei coefficienti
non nulli di pa(t);

(3) la somma delle molteplicita algebriche degli autovalori negativi e la differenza
tra n e la somma dei due numeri precedenti.

Ad esempio, se sappiamo che il polinomio caratteristico di una matrice triangolabile
reale & t* — 2 — Tt? +t + 6, allora tale matrice ha zero autovalori nulli, due autovalori
positivi e due autovalori negativi, tutti contati con molteplicita.

COROLLARIO 1.4.10. Una matrice simmetrica reale € definita positiva se e solo se
il coefficiente di t* nel polinomio caratteristico ¢ positivo per ogni i pari, e negativo per
ogni v dispart.

Esercizi.

17. Siano Ay < Ay < --- < A\ gli autovalori, ordinati in ordine crescente, di una
matrice simmetrica reale A = (a;;) € M, ,(R). Provare che per ogni vettore z € R"
valgono le disuguaglianze

Mal® < 2% Az < el

Dedurre che \y < a;; < A\ perognit=1,...,n.

18. Dedurre dal criterio di Sylvester che

1 1 a
1 2 b|<0
a b =3

per ogni a,b € R.
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19 (Decomposizione LU). Sia A € M, ,,(K), non necessariamente simmetrica, che
abbia tutti i minori principali di nord-ovest A[k| invertibili. Sia ej,...,e, la base
canonica di K" e denotiamo con 7;: K® — K’ la proiezione sulle prime coordinate.
Provare che per ogni ¢ = 0,...,n — 1 esiste unico un vettore v; € Span(ey,...,e¢;) tale
che m;La(e; 41 +v;) = 0. Dedurre che A si fattorizza in modo unico come A = LU, con
L triangolare inferiore ed U triangolare superiore con tutti i coefficienti sulla diagonale
principale uguali a 1.

20. Siano A, B € M, 5(R) matrici simmetriche definite positive. Mostrare con un
esempio che la matrice simmetrica AB + BA non e in generale definita positiva.
(Suggerimento: prendere A diagonale con autovalori molto diversi tra loro.)

21. Mostrare con un esempio che il Corollario 1.4.9 e in generale falso se il polinomio
p(t) possiede alcune radici complesse non reali.

22. Sia p(t) = Y., a;t" un polinomio di grado n con tutte le radici reali non nulle.
Provare che se a; = 0 allora a;_; e a;11 sono # 0 ed hanno segni opposti. (Suggerimento:
guardare alla dimostrazione del Corollario 1.4.9.)

23. Mostrare che:

(1) Vequazione ' =10 + 39 22 possiede una sola soluzione reale;
(2) il polinomio t" + t% + ¢* + t? possiede esattamente 3 radici reali contate con
molteplicita.

24. Sia p(t) un polinomio avente tutte le radici reali e siano a < b € R tali che
p(a),p(b) # 0. Determinare una formula per il numero di radici comprese tra a e b.

25. Provare che, nella dimostrazione del Teorema 1.4.8 la differenza s((t —c)p(t)) —
s(p(t)) e dispari. Trovare un esempio con p(t) di grado 2 e s((t — ¢)p(t)) — s(p(t)) = 3.
26 (®). Provare che la matrice simmetrica reale di coefficienti
1 L
Q= —— = / t =t gt 1<i4,5<n.
1+7—1 0
¢ definita positiva, per ogni n > 0. Suggerimento:

1 n n
2T Ay :/ (Z a:iti_1> (Z yjtj_1> dt.
0 \i=1 j=1

27. Sia t > 1 un numero reale. Dimostrare che la matrice simmetrica di coefficienti
a;j = tG=D0-1 4 5 =1,...,n, & definita positiva.

28. Sia A € M, ,(R) una matrice simmetrica definita positiva. Mostrare che se A?
¢ un multiplo scalare dell’identita, allora anche A ¢ un multiplo scalare dell’identita.

29. Sia A € M, ,,(R) simmetrica e definita positiva. Si dimostri che per ogni € € R
di valore assoluto sufficientemente piccolo, la matrice A + eI ¢ definita positiva.

1.5. Matrici ortogonali ed isometrie

Dato che il prodotto scalare canonico in R™ & sostanzialmente un prodotto righe
per colonne, si vede facilmente che le m colonne di una matrice A € M,, ,,(R) formano
una successione ortonormale in R” se e solo se AT A ¢ la matrice identita di ordine m.

DEFINIZIONE 1.5.1. Una matrice £ € M,, ,(R) si dice ortogonale se le colonne di
E sono una base ortonormale o, equivalentemente, se ETE = I, ossia £~ = ET.
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Per ogni n > 1 si denota con
O,(R)={E € M, ,(R) | ETE = I}

I'insieme di tutte le matrici ortogonali di ordine n. Si osserva che:

(1) le matrici identita sono ortogonali;

(2) se E,F € O,(R), allora anche EF € O,(R); infatti si ha (EF)"(EF) =
FTETEF = FTF =T,

(3) se E € O,(R) allora det(F) = £1 ed E~' = ET € 0,(R); infatti det(ET) =
det(E) e quindi 1 = det(ETE) = det(E)?. Siccome le operazioni di inversa e
trasposta commutano tra loro, si ha (ET)™' = (E~H)T = (ET)T = E e questo
implica che ET € O, (R).

Possiamo usare le matrici ortogonali per dare un enunciato equivalente al Corolla-
rio 1.3.5.

COROLLARIO 1.5.2. Una matrice A € M, ,(R) é simmetrica se e solo se é diago-
nalizzabile con matrici ortogonali, ossia se e solo se esiste E € O,(R) tale che E~'AE
sia diagonale.

DIMOSTRAZIONE. Se per qualche FE € O,(R) la matrice D = E~'AFE ¢ diagonale,
allora A= EDE~' = EDET = EDTE" = (EDE™)T = AT, Viceversa, se A & simme-
trica, per il teorema spettrale esiste uq, ..., u, € R™ base ortonormale di autovettori per
A. Se indichiamo con E € M, ,(R) la matrice che ha wuy, ..., u, come vettori colonna,
allora £ & una matrice ortogonale e la matrice E~'AE & diagonale. U

DEFINIZIONE 1.5.3. Sia f: V — W un’applicazione lineare tra spazi vettoriali
euclidei. Diremo che f ¢ una isometria, o ortogonale, se ¢ bigettiva e preserva i
prodotti scalari, ossia se (f(v1), f(ve)) = (v1,v2) per ogni vy, vy € V.

Ad esempio, se uq, ..., u, € una qualunque base ortonormale di uno spazio vettoriale
euclideo V, allora I'applicazione Ly: R* — V, Ly(z) = >, z;u;, € una isometria. E
chiaro che composizione ed inverse di isometrie sono ancora isometrie.

TEOREMA 1.5.4. Per un’applicazione lineare f: V. — W tra spazi vettoriali euclides
le sequenti condiziont sono equivalenti:
(1) f & una isometria;
(2) f trasforma ogni base ortonormale di V' in una base ortonormale di W ;
(3) esiste una base ortonormale di V' trasformata da f in una base ortonormale

di W.

DIMOSTRAZIONE. Se f: V — W e una isometria e vy,...,v, € una base orto-
normale di V, allora dalle uguaglianze (f(v;), f(v;)) = (v;,v;) per ogni i, j, segue che
f(v1), ..., f(v,) & una successione ortonormale. Per ipotesi f ¢ lineare bigettiva e quindi
trasforma basi in basi.

Viceversa se per una qualunque base ortonormale vy, ..., v, di V accade che f(vy),...

¢ una base ortonormale di W, allora f ¢ un isomorfismo lineare dato che per ogni
r =Y mv,y =y yv; €V siha:

(w,y) =Y wy(vivy) = Y @y,
%,J %

(f(x), f(y)) = Z vy (f (0i), f(vg)) = Z Y.
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Per definizione, una matrice £ € M, ,(R) ¢ ortogonale se e solo se trasforma la
base canonica in una base ortonormale di R™. Allora, una conseguenza immediata del
Teorema 1.5.4 ¢ che 'applicazione lineare Lg: R®™ — R"™ e una isometria se e solo se

E € O,(R).
LEMMA 1.5.5. Siano vy,...,v, €euq,...,u, due basi di uno spazio vettoriale Eucli-
deo e sia B € M, ,(R) la corrispondente matrice di cambio di base:
(V1 ...y 0n) = (ug,...,u,)B.
Se due delle sequenti condizioni sono vere, allora é vera anche la terza:

(1) la base uy, ..., u, & ortonormale;
(2) la base vy, ..., v, € ortonormale;
(3) la matrice B ¢é ortogonale.

DIMOSTRAZIONE. Come tutte le matrici di cambiamento di base, B e invertibile.
Dato che B ¢ ortogonale se e solo se B~! & ortogonale, basta dimostare che se vale (1)
allora le condizioni (2) e (3) sono equivalenti. Si ha

<Ui7 Uj> = Z bhibkj (uh, Uk) = Z bhibhja
hk h
e la sommatoria pilt a destra non ¢ altro che il coefficiente (i, j) del prodotto BT B.

Quindi BT B = I se e solo se la base vy, ..., v, ¢ ortonormale. O

Per ogni 0 # u € V denotiamo S, = R,,1 la riflessione ortogonale rispetto all’iper-
piano ut; dunque, per (1.2.3) si ha:

Su(x) =2 — 2<x’u>u
(u,u)
Si noti che S, = Sy, per ogni numero reale A # 0 e quindi € sempre possibile supporre
(u,uy = 1.
Il prossimo teorema implica in particolare che ogni isometria di uno spazio vettoriale
euclideo ¢ composizione di riflessioni rispetto ad iperpiani.

TEOREMA 1.5.6. Sia f: V — V una isometria di uno spazio vettoriale euclideo e
denotiamo con Fix(f) = {v € V | f(v) = v} = Ker(f — I) il sottospazio vettoriale dei
punti fissi di f. Esiste allora una base uy, ..., uy di Fix(f)* tale che f = Sy, -+ Sy,
In particolare, det(f) = (—1)(=1),

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo prima per induzione su k = dim Fix(f)* che pos-
siamo scrivere f = Sy, -+ S, con r < k e u; € Fix(f)* per ogni i.

Se k = 0 vuol dire che Fix(f) = V, ossia f = I. Supponiamo k > 0 e sia v € Fix(f)*
un qualunque vettore non nullo. Allora f(v) € Fix(f)* dato che per ogni u € Fix(f)

siha 0 = (u,v) = (f(u), f(v)) = (u, f()).
Siccome v ¢ Fix(f), il vettore u; = f(v) — v € Fix(f)* & diverso da 0 e possiamo
considerare l'isometria g = S, f. Se z € Fix(f), allora (u;,x) =0, g(z) = Sy, () ==

e questo prova Fix(f) C Fix(g). Inoltre
{(f (), f(v) =)

g(v) = Sy, (f(v)) = f(v) — 2<f(1)) -, f(v) —v)

Usando di nuovo il fatto che f ¢ una isometria si ottiene
(f() = v, f(v) =v) = {f(v), f(v)) = 2(f(v),v) + (v, v)
=2(f(v), f(v)) = 2(f(v), v)

(f(v) — ).
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e quindi g(v) = f(v) — (f(v) —v) = v. Ma allora v € Fix(g), Fix(f) & un sottospazio
proprio di Fix(g) e quindi Fix(g)* & un sottospazio proprio di Fix(f)*.

Per induzione si ha g = S, - - S, con r—1 < dim Fix(¢)* e uy, ..., u, € Fix(g)* C
Fix(f)*. In conclusione abbiamo dimostrato che f = S,, -+ S, con r < dim Fix(f)*
e u; € Fix(f)* per ogni 4. Sia W = Span(uy, .. .,u,), allora W+ C Fix(S,,) per ogni
i e quindi Wt C Fix(f), W = W+t D Fix(f)* e questo ¢ possibile solo se r = k e
W = Fix(f)*. O

ESEMPIO 1.5.7. Sul piano euclideo R? esistono molti esempi non banali di isometrie
lineari.

(1) Rotazioni: per ogni numero reale «, la rotazione attorno all’origine in R? di
angolo a ¢ data dalla matrice ortogonale

R (cos(a) —sin(a))‘

sin(a)  cos(«)

(2) Riflessioni: dato u = (Zl) = (Z?Sgg;) = vettore unitario di R? (unitario
2

significa ||ul|? = u} + u3 = 1), la riflessione associata ¢ data dalla matrice

5 ujy —ui —2ugug)  [—cos(28) —sin(20)
v (—2u1u2 u? —u%) B <—sin(25) cos(203) ) '

PROPOSIZIONE 1.5.8. Ogni isometria di R? in sé ¢ una rotazione oppure una ri-
flessione: il primo caso accade se e solo se il determinante € +1, il secondo se e solo
se il determinante ¢ —1.

DIMOSTRAZIONE. E immediato osservare che det(R,) = 1 e det(S,) = —1. Vice-
versa, sia A € Oo(R) una matrice ortogonale, ossia AAT = I, siccome |A| = |AT], per
il teorema di Binet si ha |[A[*> =1 e quindi |A| = £1.

Se |A| = 1, poiché i vettori colonna di A sono una base ortonormale si puo scrivere

cos(ar) sin(p)
sin(a) cos(f)
dove «, 8 € R devono soddisfare le condizioni
1 = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B) = cos(a + ),
0 = cos(a) sin(f) + sin(«) cos(5) = sin(a + ),

da cui segue o + 8 = 2km, e quindi cos(f) = cos(«), sin(fB) = — sin(a).

Se |A| = —1 la matrice possiede due autovalori distinti, uno negativo A ed uno
positivo p. Dato che A & ortogonale ne segue che A2 = 2 =1, A\ = —1, p = +1. Se u
e un autovettore relativo a A, allora Au = —u e AS, e l'identita, in quanto isometria
di determinante 1 e con punti fissi diversi dal vettore nullo. U

Esercizi.

30. Provare che O,(R) e SO,(R) = {E € O,(R) | det(E) = 1} sono gruppi di
matrici, vedi Osservazione ?77.

31 (Decomposizione QR). Sia A € M,, ,(R) invertibile. Provare che esiste unica una
decomposizione A = QR con () matrice ortogonale e R matrice triangolare superiore
con elementi sulla diagonale principale positivi. (Sugg.: POGS alle colonne di A).
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32. Un’applicazione lineare f: V' — W tra spazi vettoriali euclidei si dice una simi-
litudine se & bigettiva e preserva le perpendicolarita, ossia se f(v;) L f(vq) ogniqual-
volta v; L vy. Dimostrare che ogni similitudine ¢ un multiplo scalare di una isometria,
ossia che ogni similitudine ¢ composizione di una isometria ed una omotetia. (Suggeri-
mento: fissata una base ortonormale uy, ..., u,, utilizzare le perpendicolarita u; L u; e
(u; —uj) L (u; + uj) pwer ogni i # j.)

33. Sia E € O, (R) con n dispari. Dimostrare che esiste v # 0 € V tale che E*v = v.

34. Per ogni vettore non nullo v € R" indichiamo con S, la riflessione ortogonale
rispetto all’iperpiano perpendicolare a u. Dimostrare che:

(1) se u,v,w sono vettori linearmente indipendenti, allora la composizione S,S,,
non e l'identita e la composizione 5,.5,5,, non e una riflessione rispetto ad un
iperpiano;

(2) per ogni isometria f: R™ — R™ vale fS,f~! = Syw);

(3) siano u,v,w,z € R3 vettori non nulli, allora esistono a,b € R3 tali che
SuSySwS, = SuSp.

35. Dimostrare che un’applicazione lineare L4: R™ — R" e:

1) una proiezione ortogonale se e solo se A2 = A = AT
g
(2) una riflessione ortogonale se e solo se A2 =T = AAT,

36. Sia A € M, ,(R) antisimmetrica. Dimostrare che:

(1) I — A? & simmetrica e definita positiva;

(2) I — A ¢ invertibile;

(3) (I +A)I = A)~h = (I = A)"H(I + A);

(4) la matrice £ = (I — A" (I + A) = (I — A)7%(I — A?) ¢ ortogonale, con
determinante +1 e tutti gli autovalori diversi da —1.

Viceversa, provare che se £ ¢ una matrice ortogonale con det(E + I) # 0 (e quindi con

det(E) = 1, vedi Esercizio ?77), allora la matrice A = (E—1I)(E+1)~! ¢ antisimmetrica.
L’applicazione A — FE| dalle matrici antisimmetriche reali alle matrici ortogonali

con autovalori # —1, viene detta trasformazione di Cayley.

37. Provare che, in uno spazio vettoriale euclideo, le riflessioni ortogonali sono le
uniche isometrie triangolabili.

1.6. Regressione lineare e valori singolari

Diremo che una matrice simmetrica reale e semidefinita positiva se tutti i suoi
autovalori sono non negativi; lo stesso argomento usato nella dimostrazione del Teo-
rema 1.4.3, con < al posto di <, mostra che una matrice simmetrica A € M, ,(R) &
semidefinita positiva se e solo se 7 Az > 0 per ogni z € R™.

Se A € M,, »,(R) & simmetrica e semidefinita positiva, allora per ogni B € M, ,,(R)
la matrice BT AB € M,,,,(R) & ancora simmetrica e semidefinita positiva; infatti, per
ogni y € R™ si ha y" BT ABy = (By)" A(By) > 0. In particolare, se E € M,,(R) &
ortogonale, allora E7 = E~! e quindi E~'AE & simmetrica semidefinita positiva.

LEMMA 1.6.1. Per ogni A € M, ,(R) la matrici simmetriche ATA € M, »(R) e
AAT € M, ,,(R) sono semidefinite positive ed hanno lo stesso rango di A.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni # € R™, si ha AT Az = (Ax)T(Az) > 0 e questo prova
che AT A ¢ semidefinita positiva. Per dimostrare che rg(A) = rg(AT A) proviamo che
Ax = 0 se e solo se ATAxr = 0. Se Axr = 0 a maggior ragione AT Ax = 0; viceversa,
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se ATAx = 0 allora (Az)T(Az) = 27(AT Az) = 0 e questo & possibile solo se Az = 0.
Considerando AT al posto di A, troviamo che AAT & definita positiva dello stesso rango
di AT, che gia sappiamo uguale al rango di A. O

TEOREMA 1.6.2. Sia A € M, »(R), allora per ogni vettore b € R"™ l’equazione
(1.6.1) AT Az = ATb, r € R™,
possiede soluzioni, che sono tutti e soli i punti di minimo assoluto della funzione
[ R™ >R, f(z) = ||Az — b||.
DiMOSTRAZIONE. Consideriamo le due applicazioni lineari:
Lyr: R" — R™, Lyrg: R™ — R™.

Siccome Ljry = LyrL,, 'immagine di LT, € contenuta nell'immagine di L 4r; per
il Lemma 1.6.1 le matrici AT e ATA hanno lo stesso rango e questo prova che le
applicazioni Lyr4 e Lar hanno la stessa immagine. In particolare, per ogni b € R™
il vettore ATh appartiene all'immagine di L,r4 e quindi I'equazione AT Ax = ATb &
risolubile. Per concludere resta da provare che vale AT Az = ATb se e solo se || Ay—b||* >
| Az — b||? per ogni y € R™,

Dati 2,y € R™, denotando z = AT(Ax —b) € R™ si ha

(Ay — Az)" (Az = b) = (y —2)" AT(Az =) = (y — )"z
e quindi
[ Ay —b]|* = [|(Ay — Az) + (Az — b)|]®
= || Ay — Ax|]* + 2(Ay — Az)T(Az — b) + || Az — b||?
= Ay — Az|* + 2(y — 2)"z + || Az — 0||*.
Se z = 0 allora
|[Ay — bl]* = [[Ay — Az||* + || Az — b]|* > || Az — b]|* per ogni y.
Se invece z # 0, prendendo y = x + tz con t € R si ottiene
[ Ay = bl|* = ]| Az||* + 2t[|* + || Az — b]”

e quindi |[Az — b||> > |JA(z + tz) — b||* per ogni ¢ negativo e di valore assoluto
sufficientemente piccolo. O

COROLLARIO 1.6.3 (Formule di regressione lineare).
1) Per ogni matrice A € M, ,(R) ed ogni vettore b € R™ wvale l'uguaglianza

ATAz = AT,  z € R™,

se e solo se Az e la proiezione ortogonale di b sull’immagine di L 4.
2) Per ogni matrice B € My, (R) ed ogni vettore ¢ € R"™ vale l'uguaglianza

BBTz = Be, z € RF,
se e solo se c — BTx ¢ la proiezione ortogonale di ¢ sul nucleo di Lg.

DIMOSTRAZIONE. Sappiamo, per il Teorema 1.6.2 che entrambe le equazioni A7 Ax =
ATb e BBTx = Bc nell’incognita x ammettono soluzioni.
Vale AT Az — ATb = 0 se e solo se se per ogni v € R™ vale

0 = vl (AT Ax — ATb) = (Av)" (Az — b),

ossia se e solo se Ax e la proiezione ortogonale di b sull'immagine di L 4.
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Vale BBTx = Be se e solo se ¢ — BTx appartiene al nucleo di Lg; in aggiunta, se
BBTz = Bc allora per ogni y € Ker Ly si ha

y'(c—(c—B'x)) =y"(B"z) = (By)'z =0
e questo significa che ¢ — BTz ¢ la proiezione ortogonale di ¢ su Ker Lp. 0

Possiamo interpretare i due punti del Corollario 1.6.3 come metodi costruttivi per
calcolare le proiezioni ortogonali su un sottospazio H C R™; il primo per i sottospazi
definiti in forma parametrica, il secondo per quelli in forma cartesiana.

Ricordiamo che avere un sottospazio H C R" di dimensione m descritto in forma
parametrica significa avere una matrice A € M,, ,,,(R) tale che H = {Az | x € R™}. In
tal caso A ha rango massimo m e quindi la matrice AT A € M, ,(R) ¢ invertibile. Per
il Corollario 1.6.3 la matrice che rappresenta la proiezione ortogonale su H e quindi
A(ATA)~LAT,

Ricordiamo anche che avere un sottospazio H C R™ di dimensione n — m descritto
in forma cartesiana significa avere una matrice B € M,,,(R) di rango m tale che
H = {z € R" | Bx = 0}. In questo caso ¢ la matrice BBT € M,, ,, ad essere invertibile
Per il Corollario 1.6.3 la matrice che rappresenta la proiezione ortogonale su H e quindi
I - BY(BBT)"'B.

ESEMPIO 1.6.4. Vogliamo calcolare la proiezione ortogonale del vettore v = (1,1,1)T €
R? sul sottospazio H di equazione 1 + 225 + 3z3 = 0. Scrivendo 1'equazione del sotto-
spazio come Bz = 0, dove B = (1,2, 3) € M, 3(R), abbiamo visto che py(v) = v— BTy,
dove BBTy = Bv. Siccome BBT =14 ¢ Bv = 6 si ha y = 3/7 e quindi

pH(U):U—§BT: (4 1 _Q)T.

7 T
LEMMA 1.6.5. Siano A € M, »(R) e uy,...,uy, € R™ una base ortonormale di
autovettori per la matrice simmetrica ATA € M, n(R). Allora i vettori Auy, . .., Auy,

sono tra loro perpendicolari.

DIMOSTRAZIONE. Denotiamo con )\; € R 'autovalore di AT A corrispondente al-
I’autovettore u;. Per ogni i # j si ha

(Aw;) - (Auy) = (Aui)T(Auj) = uiTATAuj = )\juiTuj =0.

Giova sottolineare che il lemma si applica ad ogni base ortonormale di autovettori, che
esiste per il teorema spettrale, ma che non ¢ unica in generale. 0

TEOREMA 1.6.6 (decomposizione a valori singolari). Sia A € M, ,(R) di ran-

go r. Allora esistono due basi ortonormali uy,...,u,, € R™, v,...,v, € R" ed una
successione monotona Ay > --- > \. > 0 di numeri reali positivi tali che
Av;  sei <r
A’U/,L — (2 ' —
0 se > r.
Inoltre, la successione Ay, ..., N\, ¢ unica e A2, ..., \2 sono gli autovalori positivi, contati
con molteplicita, della matrice AT A.

DIMOSTRAZIONE. Sia p1 > ps > -+ > p, > 0 la successione, ordinata in senso
decrescente, degli autovalori della matrice simmetrica semidefinita positiva ATA €
M (R) e sia uq, ..., u, € R™ una base ortonormale tale che AT Au; = pu; per ogni
i. Siccome le matrici AT A ed A hanno lo stesso nucleo e stesso rango, si ha p; > 0 per
i <7, u; =0peri>reKer(A) = Span(t,11, -, Up).

Dunque, 'immagine di L 4, che ha dimensione r, & generata dai vettori Aug, ..., Au,

che pertanto sono linearmente indipendenti e tra loro perpendicolari per il Lemma 1.6.5.
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Se poniamo \; = || Au;||, i vettori
Aul AUT
V] = —, ... — ,
' /\1 " /\7‘

sono una successione ortonormale che puo essere estesa ad una base ortonormale
vy, ..., v, di R". Si ha dunque

NU;  sei < r
Aui_{ll g

0 se i >T.
Per ogni ¢ = 1,...,r abbiamo
X = [ Au? = (Au)" (Awi) = uf AT Auy = il |* = s

e questo prova sia le disuguaglianze \; > \; per ogni ¢ < j, sia I'unicita della successione
Ayeeoy A 0

DEFINIZIONE 1.6.7. I numeri Ay, ..., A\, introdotti nel Teorema 1.6.6 sono detti i
valori singolari della matrice A. Equivalentemente, i valori singolari di A sono le
radici quadrate degli autovalori positivi della matrice AT A.

EsEMPIO 1.6.8. I valori singolari delle matrici

Lo
=) ()
11

sono v/3 e 1, dato che gli autovalori di AT A sono 3,1,0 e gli autovalori di AA” sono
3.1.

PROPOSIZIONE 1.6.9. Una matrice A € M, ,,(R) e la sua trasposta AT € M, ,(R)
hanno gli stessi valori singolari. Consequentemente, la matrici ATA e AAT hanno gli
stessi autovalori positivi.

DiMOSTRAZIONE. Nella stesse notazioni del Teorema 1.6.6, grazie all’unicita dei
valori singolari, basta dimostrare che

ATU~ _ )\zuz se ¢ S r
’ 0 se 1 > 7.

Per il Lemma 1.1.9, applicato al prodotto scalare canonico, si ha

n n r

ATUi = Z(AT’UZ' . uj)uj = Z(UL . AUj)Uj = Z(’UZ . )\jvj)uj
j=1 j=1 j=1
e tutto segue dal fatto che la base vy,...,v,, € ortonormale. O

Esercizi.

38. Determinare le proiezioni ortogonali del vettore (1,1,1,1)T € R* sugli iperpiani
H, K di equazioni 1 + x5+ 23+ x4 =0, 1 — x5 — 3+ x4 = 0 e sulla loro intersezione.

39 (©). Dire se esiste una matrice A € My 4(R) take che
1 2
ATA =

— N OO

0
2
3
2

S O N

3
2
0



22 1. SPAZI VETTORIALI EUCLIDEI ED HERMITIANI

40. Abbiamo visto che ogni matrice reale B ha lo stesso rango di BT B. Trovare
una matrice 2 x 2 a coefficienti complessi per cui la precedente proprieta non vale.

41. Data la matrice

X=-
2

_ O O =
O = = O
O = = O
_ o O =

dire se Lx e una proiezione ortogonale.

42. Sia A € M,, ,(R) una matrice simmetrica semidefinita positiva. Dimostrare che:
(1) det(f + A) > 1;
(2) se 27 Ax = 0, allora Az = 0;
(3) serg(A) < 1, allora esiste B € M, 1(R) tale che A= BBT.

43. Sia A una matrice antisimmetrica reale. Dimostrare che —A? & una matrice
simmetrica semidefinita positiva.

44. Se gli autovalori di una matrice simmetrica A € M;s3(R) sono 1,0, —2, quali
sono i suoi valori singolari?

45 (radici quadrate). Siano A € M, ,,(R) simmetrica semidefinita positiva ed r un
intero positivo. Dimostrare che:

(1) esiste una matrice P simmetrica e semidefinita positiva tale che P" = A (usare
il teorema spettrale per ridursi al caso diagonale);

(2) ogni base di autovettori per A ¢ anche una base di autovettori di P (dal fatto
che P ¢ diagonalizzabile con tutti gli autovalori non negativi, dedurre che per
ogni A > 0 il nucleo di P — AI & uguale al nucleo di A — \"[);

(3) la matrice P ¢ unica.

In particolare esiste unica una matrice P tale che P? = A.

46 (w). Sia A € M, ,(R) simmetrica definita positiva. Si dimostri che vi ¢ una
matrice triangolare superiore B tale che A = BT B.

47 (decomposizione polare). Sia A € M, ,,(R) invertibile. Dimostrare che esistono
uniche una matrice P simmetrica definita positiva ed una matrice E ortogonale tali
che A = EP. (Per l'esistenza usare la decomposizione a valori singolari, per 1'unicita
osservare che P? = ATA))

48 (#). Siano A, B € M, ,(R) matrici simmetriche semidefinite positive. Dimo-
strare che la matrice AB + I ¢ invertibile e che ogni autovalore di AB ¢ non negativo.

1.7. Spazi vettoriali hermitiani

Le stesse considerazioni che hanno portato alla nozione di spazio vettoriale euclideo,
trasportate nel caso complesso, portano alla definizione di spazio vettoriale hermitiano.

DEFINIZIONE 1.7.1. Una forma hermitiana su uno spazio vettoriale complesso V'
€ un’applicazione
(,): VxV—=C
che soddisfa le seguenti condizioni:
(1) (-,-) @ lineare sulla prima variabile, e cioe, per ogni u € V D'applicazione
(,u)y: V— C, v (v,u), ¢ lineare;
(2) (u,v) = (v, u) per ogni u,v € V.
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Segue dalla definizione che ogni forma hermitiana (-, -) & R-lineare ma non C-lineare
sulla seconda variabile. Infatti, per ogni u,v € V' ed ogni a € C si ha

(u,av) = (av,u) = a{v,u) = a(v,u) = alu,v).
Inoltre, per ogni v € V si ha (v,v) = (v,v) e quindi (v,v) € R.
DEFINIZIONE 1.7.2. Un prodotto hermitiano su uno spazio vettoriale complesso
V' & una forma hermitiana
(,):VxV—=C
tale che (v,v) > 0 per ogni 0 £ v € V.

Ad esempio, il prodotto hermitiano canonico (z,y) = 27y = Yoy su C" e un
prodotto hermitiano.

EseEmPIO 1.7.3 (Matrici hermitiane). Ricordiamo dalla Definizione ?7 che una ma-
trice H € M, ,(C) si dice hermitiana se HY = H, dove H & la matrice ottenuta
coniugando tutti i coefficienti di H. Separando le parti reali e immaginarie dei coef-
ficienti si puo scrivere H = A + iB, con A,B € M, ,(R). Allora H = AT + BT,
H = A—iB e quindi H ¢ hermitiana se e solo se A ¢ simmetrica e B ¢ antisimmetrica.

Data una matrice H = (h;;) € M, ,(C), 'applicazione

(,):C"xC" = C,  (xy)=a"Hy =Y mihyy;
.3
¢ una forma hermitiana se e solo se H & hermitiana. Se H ¢ hermitiana e (v,v) =

v’ Hv > 0 per ogni v # 0 diremo che H ¢ definita positiva.

DEFINIZIONE 1.7.4. Uno spazio vettoriale hermitiano ¢ uno spazio vettoriale
complesso di dimensione finita corredato di un prodotto hermitiano.

In letteratura sono frequenti i termini spazio vettoriale unitario e spazio vet-
toriale metrico complesso con lo stesso significato di spazio vettoriale hermitiano.

La nozione di successione ortonormale si estende naturalmente al caso hermitiano,
cambiando pero nome:

DEFINIZIONE 1.7.5. Una successione di vettori uq,...,u, in uno spazio vettoriale
hermitiano si dice un successione unitaria se (u;,u;) = 1 per ogni i e (u;, u;) = 0 per
ogni ¢ # j. Una base che ¢ anche una successione unitaria si dice una base unitaria.

Ad esempio, la base canonica di C" & unitaria rispetto al prodotto hermitiano

canonico. I vettori
B 1 (/3 B 1 /1
w=71) =5

sono una base unitaria di C? rispetto al prodotto hermitiano canonico.
Ogni successione unitaria € formata da vettori linearmente indipendenti; la dimo-
strazione e identica al caso ortonormale e viene lasciata come esercizio per il lettore.

PROPOSIZIONE 1.7.6 ((dis)uguaglianza di Bessel). Sia uy,...,u, una successione
unitaria in uno spazio vettoriale hermitiano V. Allora per ogni v € V' si ha

(v.0) 2 3 o, u)

e vale l'uguaglianza se e solo se v € Span(uy, ..., Uy).
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DIMOSTRAZIONE. Consideriamo il vettore w = v — Y1 (v, u;)u;. Allora

n

(ug, w) = (ug,v) — Z (v, ui) (ug, u;) = (ug, v) — (v, uE) =0

=1

per ogni k e quindi

n

0< <w7w> = <U7w> = <va> - Z |<U7ui>|27

i=1
con l'uguaglianza che vale se e solo se w = 0. Se w = 0 & chiaro che v € Span(uy, . .., uy,).
Viceversa, se v € Span(uy, ..., u,), diciamo v = ) a;u;, allora (v, w;) = a; per ogni i e

(w.0) = Y et ) = Y laf = 3 [(w. ).

i,J

Anche il POGS vale, con lievissime modifiche, negli spazi vettoriali hermitiani.

TEOREMA 1.7.7. Sia vy,...,v, una successione di vettori linearmente indipendenti
in uno spazio vettoriale hermitiano (V, (-, -)). Allora esiste un’unica successione unitaria
Uy, ..., U, in'V tale che

(1) Span(vla cee 7vi) = Spa‘n(ula s ,Ui),’

(2) (us,v;) & un numero reale positivo;
perognii =1,...,n. Sevy,..., v, €una successione unitaria per qualche k < n, allora
u; =v; perogni i =1,....k.

DIMOSTRAZIONE. Anche qui la dimostrazione e quasi identica al caso euclideo e ne
diamo solo un accenno. Per l'esistenza, si pone

U1
U = —F———
<U1,?J1>’
e poi per ricorrenza
1.7.1) . 3 :
(1.7. U dove w; = Z(UZ,UJ>UJ, i1=1,...,n
<wi7 wz) j=1

Segnaliamo che, a differenza del caso euclideo, qui occorre fare attenzione all’ordine dei
vettori nella Formula (1.7.1), dato che in generale (v;, u;) # (u;, v;).

Per T'unicita, se x1,...,x, € V € una successione unitaria con le stesse caratteri-
stiche, dimostriamo per induzione su n che u; = x; per ogni 7. Per I'ipotesi induttiva
x; = w; per ogni i < n e x, € Span(uy,...,u,), diciamo z, = ). a;u;.

Ma allora 0 = (z,,,z;) = (xp,u;) = a; per ogni j < n e quindi z,, = a,u,. Dalla
condizione 0 < (z,,,v,) = a,(un,v,) segue che a, € un numero reale positivo, e dalla
condizione 1 = (x,, T,) = |a,|*(un, u,) segue a, = 1, ossia z,, = u,. O

COROLLARIO 1.7.8. In uno spazio vettoriale hermitiano ogni successione unitaria
si estende ad una base unitaria.

Su C™, dotato del prodotto hermitiano canonico, la condizione che i vettori colonna
di una matrice U € M, ,,(C) formino una base unitaria puo essere scritta nella forma

UTU = I, o equivalentemente, U~! = T

DEFINIZIONE 1.7.9. Una matrice U € M,, ,(C) si dice unitaria se ¢ invertibile e se
U-'=T". Si denota con Un(C) € M, ,(C) il sottoinsieme delle matrici unitarie.
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Equivalentemente, una matrice e unitaria se trasforma i vettori della base canonica
in una base unitaria per il prodotto hermitiano canonico. Un’altra caratterizzazione
delle matrici unitarie e stata data nella Sezione ?77?.

PROPOSIZIONE 1.7.10. Gli autovalori ed i coefficienti del polinomio caratteristico
di una matrice hermitiana sono numeri reali. Gli autovalori ed il determinante di una
matrice unitaria sono numert complessi di modulo 1.

DIMOSTRAZIONE. Sia H una matrice hermitiana, allora
det(H —tI) = det(H" —tI) = det(H — tI) = det(H — tI),

e quindi tutti i coefficienti del polinomio caratteristico sono reali. Se A € un autovalore
con autovettore v € C" si ha

M = (Hv)'v = v Ho = v" (Hv) = W',

da cui segue A = \.
Se U ¢ unitaria, allora det(U)™! = det(U™!) = det(UT) = det(U) = det(U) da cui

segue che det(U) ha modulo 1. Se A ¢ un autovalore con autovettore v € C" si ha
M =0"Uv =0"U0 = (Uv)"0 = (U)o =1"""D

da cui segue A~! = \. O

Esercizi.

49. Determinare per quali valori di ¢ € R la matrice hermitiana

1 it
(—z’t 1) € Mz2(C)

e definita positiva.
50. Trovare una base unitaria del sottospazio H C C? di equazione
x—1y+z=0, 1 =+v—1.

51. Siano V' uno spazio vettoriale hermitiano e W C V un sottospazio vettoriale.
Definiamo 'ortogonale di W come

Wt={veV|{(wv)=0 YweW}.
Dimostrare che W+ & un sottospazio vettoriale e che W @ W+ = V.

52. Sia H = A+ 1B € M, ,(C) con A, B € M, ,(R). Provare che H ¢ hermitiana
definita positiva se e solo se la matrice a blocchi

A B
(_B A> € M2n,2n(R)
e simmetrica e definita positiva.

53. Siano A, B € M, ,(C) matrici hermitiane. Provare che Tr(AB) € R e mostrare
con un esempio che i coefficienti sulla diagonale principale di AB non sono, in generale,
numeri reali.

54. Dimostrare che ogni matrice L € M, ,(C) si decompone in modo unico nella
forma L = H +iK con H, K hermitiane.
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55 (disuguaglianza di Cauchy—Schwarz). Dimostrare che per ogni coppia di vettori
v, w in uno spazio vettoriale hermitiano si ha

(v, w)|* < (v, v){w, w),
ed il segno di uguaglianza vale se e solo se v, w sono linearmente dipendenti.

56. Provare che U,(C) e SU,(C) = {F € U,(C) | det(E) = 1} sono gruppi di

matrici, vedi Osservazione ?77.

1.8. Il teorema spettrale complesso

Prima di enunciare il teorema spettrale complesso abbiamo bisogno di introdurre
la nozione di operatore aggiunto.

TEOREMA 1.8.1. Sia f: V — W un’applicazione lineare tra spazi vettoriali her-
mitiani. Esiste allora un’unica applicazione lineare f*: W — V tale che (f(v),w) =
(v, f*(w)) per ogniv € V ed ogni w € W.

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo una base unitaria vy,...,v, di V, una base unitaria
wy, ..., Wy, di W esia A = (a;;) la matrice che rappresenta f in tali basi, ossia

fli) = azw;.
J
Dimostriamo prima l'unicita di f*; se B = (b;;) € la matrice che rappresenta f* nelle
basi suddette, ossia
fr(wy) = bijw,
i

si hanno le relazioni
<f(vl)7wj> = Qys, <Uz7f*<wj)> :E'jﬁ 27]: 17"‘7”7

. . _ o . —T
da cui segue necessariamente b;; = @;; per ogni i, j, ossia B = A" .
Per la prova dell’esistenza basta provare che la formula appena trovata per f* ¢
consistente con le proprieta richieste. Per ogni v = . 2,0, € V ed ogni w = Zj Yjw;
si ha

(f(v),w) = Zflfiy_j<f(vi)a w;) = Zaﬂ%y_j’
(v, f*(w)) = Zl’iy_j@u [H(wy)) = ZEW/_J,

e 'uguaglianza tra le due espressioni segue immediatamente da B = a’. U

DEFINIZIONE 1.8.2. Nelle notazioni del Teorema 1.8.1, 'applicazione f* viene detta
operatore aggiunto di f.

Nel caso in cui f: V — V e un endomorfismo di uno spazio vettoriale hermitiano, se
A & la matrice che rappresenta f in una base unitaria, abbiamo visto nella dimostrazione
del Teorema 1.8.1 che f* & rappresentato, nella stessa base, dalla matrice trasposta

. —T
coniugata A" .

Esempio 1.8.3. Sia f: V' — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale hermitia-
no. Allora:

1) Dato un numero complesso A, si ha (f — A)* = f* — AL

2) Il doppio aggiunto f** & uguale all’operatore di partenza f; in particolare (f*(u),v) =
(u, f(v)). Questo & chiaro sia guardando le matrici che rappresentano f, f* in una base
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unitaria, sia utilizzando I'unicita dell’operatore aggiunto, dato che per ogni v,w € V
si ha

(u, [7(v)) = (" (), v) = (v, [*(u)) = {f(v),u) = (u, f(v)).

DEFINIZIONE 1.8.4. Un endomorfismo f: V — V di uno spazio vettoriale her-
mitiano si dice un operatore normale se commuta con il suo aggiunto, ossia se

fre=rif.
I due principali esempi di operatori normali f: V' — V sono:

(1) gli operatori, detti autoaggiunti o hermitiani, tali che f = f*; sono quelli
che in una base unitaria sono rappresentati da una matrice hermitiana;

(2) gli operatori, detti unitari o isometrie, tali che f~! = f*; sono quelli che in
una base unitaria sono rappresentati da una matrice unitaria.

LEMMA 1.8.5. Sia f: V — V un operatore normale. Allora f ed f* hanno gli stessi
autovettori. Inoltre, se f(u) = Au con X\ € C, allora f*(u) = Au.

DIMOSTRAZIONE. Sia u € V' un autovettore per f, con autovalore A e consideriamo
I’endomorfismo g = f — AI. Abbiamo visto che ¢g* = f* — Al e siccome

99" = g"g=(f = AD(f* = A) = (f* = M)(f = M) =0

anche g ¢ un operatore normale. Dato che g(u) = 0 si ha

0= {g"g(u),u) = (99" (u),u) = (g"(v), g"(u))
e questo ¢ possibile solo se g*(u) = 0, ossia se f*(u) = Au. O

TEOREMA 1.8.6 (teorema spettrale complesso). Sia f: V — V un operatore nor-
male in uno spazio hermitiano. Allora esiste una base unitaria di autovettori per

f.

Come potete osservare i teoremi spettrali reale e complesso si assomigliano molto, ed
infatti sarebbe possibile, molti lo fanno, inglobarli in un unico teorema. Tuttavia, data
la notevole varieta di dimostrazioni, tutte istruttive ed interessanti, non solo abbiamo
separato i teoremi ma forniremo anche delle prove basate su diversi approcci.

DIMOSTRAZIONE. Diamo due diverse dimostrazioni del teorema: la prima utilizza
il Lemma 1.8.5, la seconda la (dis)uguaglianza di Bessel.

Prima dimostrazione. Dato che sui complessi ogni endomorfismo possiede autovettori,
per il Lemma 1.8.5 (o se preferite per I'Esercizio ??7) gli operatori f, f* possiedono
un autovettore comune, ossia esistono 0 # u; € V e A € C tali che f(u;) = Auy e
f*(u1) = Aup. A meno di moltiplicare u per una costante possiamo supporre (uy, u;) =
1. Consideriamo adesso 'iperpiano ortogonale a wu;:

W=ur={veV|(vu) =0}

Siccome u; € W si ha V = Span(u;) @ W; dimostriamo che W & un sottospazio
invariante per f ed f*. Per ogni v € W si ha

(f(v),ur) = (v, [*(w1)) = Mo, u1) = 0,
() wn) = (u, f*(0) = (f(w),v) = Mur, v) = Mo, ur) = 0.

E chiaro che in tali condizioni la restrizione di f* a W coincide con 'aggiunto della
restrizione di f a W. Per induzione sulla dimensione esiste una base unitaria us, . . . , U,
di W formata da autovettori per f ed f*. In conclusione uy, us, ..., u, € la base cercata.
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Seconda dimostrazione. Sappiamo che f & triangolabile e, come nella dimostrazione
del teorema spettrale reale, esiste una base unitaria w,...,u, di V tale che f(u;) €
Span(ui, ..., u;) per ogni j. In particolare, per la (dis)uguaglianza di Bessel si ha

([ (ug), f2(ug)) = (fF(ug),uz) = (Ff(ug),uy) = (f (), f(u)
= Z [(f (), ug)[* = Z [(f (u), ua)|* = Z [ (us), us)]?

per ogni 1 < j <k <n e quindi

k k k
(1.8.1) D), £ () =Y () o)) = Y 1 () ) P
i=1 j=1 i,5=1
per ogni k = 1,...,n. Ancora per la (dis)uguaglianza di Bessel si hanno le disugua-
glianze
k
(1.82) (f*(ue), [ () = Z [(f* (ui), ug)

Il
—

J

—~

per ogni 1 < i < k < n, che confrontate con (1.8.1) si rivelano uguaglianze, ossia

Q) £ () = > 1 (un) )]

M-

1

J
per ogni i < k. Ancora Bessel ci dice quindi che f*(u;) € Span(uy,...,ux) per ogni
i < k; in particolare f*(uj) € Span(ui,...,u;) per ogni k e quindi f, f* si rappre-
sentano entrambe con matrici triangolari superiori nella base unitaria uy, ..., u,. Per
concludere, basta ricordare che se una matrice A rappresenta f in una base unita-
ria, allora nella stessa base la matrice A rappresenta f*. Pero le matrici A,ZT SONo
entrambe triangolari superiori se e solo se sono entrambe diagonali. 0

COROLLARIO 1.8.7. Sia H € M, ,(C) una matrice hermitiana. Allora esiste una
matrice unitaria U tale che U"YHU ¢ diagonale reale.

DIMOSTRAZIONE. Si prenda come U la matrice cha ha come vettori colonna una
base unitaria di autovettori per H. Allora U 'HU ¢ diagonale e gia sappiamo che gli
autovalori di H sono numeri reali. O

COROLLARIO 1.8.8. Sia E € U,(C) una matrice unitaria. Allora esiste una matrice
unitaria U tale che U"EU ¢ diagonale con i coefficienti principali di modulo 1.

DIMOSTRAZIONE. Si prenda come U la matrice cha ha come vettori colonna una
base unitaria di autovettori per E. Allora U 'EU ¢ diagonale e gid sappiamo che gli
autovalori di £ hanno modulo 1. 0J

Esercizi.

57. Trovare una base unitaria di autovettori per la matrice hermitiana

1 62
—6: 4 )

58. Siano H, K matrici hermitiane non nulle dello stesso ordine. Provare che:
(1) |det(I +iK)| > 1;
(2) (%) se H ¢ definita positiva, allora | det(H + iK)| > det(H).
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59. Provare che le matrici unitarie di ordine 2 e determinante 1 sono tutte e sole
quelle del tipo

con a,b € C tali che |a|* + [b]* = 1.

60. Provare che una matrice diagonale & unitaria se e solo se tutti i coefficienti
principali hanno modulo 1.

61. Sia U una matrice unitaria. Dimostrare che esiste una matrice unitaria S tale

che S?2 =U.

62 (Matrici di Pauli). Per definizione, le matrici di Pauli sono:

0 1 0 —i 1 0
= o) =) =)

(1) Provare che le matrici di Pauli sono una base ortonormale del sottospazio (rea-
le) V' C M;5(C) delle matrici hermitiane a traccia nulla, dotato del prodotto
scalare 1

(,): VXV =R, (A, B) = éTr(AB).

(2) Per ogni matrice unitaria U € Uy(C), provare che I'applicazione ¢y: V — V,
¢y (A) = UAU™! & una isometria.

(3) Provare che ¢y ¢ l'identita se e solo se U ¢ un multiplo scalare dell’identita.

(4) Provare che per ogni coppia di matrici unitarie U, S € Us(C) si ha ¢ps = duos
e dedurre dall’Esercizio 61 che le isometrie ¢y hanno tutte determinante +1.

63. Descrivere tutte le matrici U € My 5(C) che sono al tempo stesso unitarie ed
hermitiane (come ad esempio le matrici di Pauli).

Note. Dal punto di vista computazionale, la decomposizione QR (Esercizio 31) vie-
ne spesso preferita a Gauss—Jordan nel calcolo dellinverse di matrici reali: appurato che
det(A) # 0, si applica il POGS alle colonne di A e si ottiene @ = AS con ) matrice or-
togonale ed S triangolare, e quindi A~' = SQT. Argomenti quali la regressione lineare e le
decomposizioni LU, QR, polare ed a valori singolari, tipicamente relegati ai testi di meto-
di numerici e ottimizzazione, stanno recentemente trovando spazio nei testi base di algebra
lineare per effetto del loro fondamentale utilizzo in intelligenza artificiale.

L’aggettivo hermitiano deriva da Charles Hermite (1822-1901) e pertanto si puo anche
scrivere “spazio Hermitiano” e “matrice Hermitiana” senza violare alcuna regola grammati-
cale.






CAPITOLO 2

Forme bilineari e quadratiche

In questo capitolo tratteremo la teoria delle forme bilineari e quadratiche. Pre-
senteremo i concetti in ordine di generalita decrescente del campo base e degli spazi
vettoriali coinvolti: inizieremo con spazi vettoriali definiti su campi arbitrari, per poi
passare ai campi dei numeri reali e complessi; parallelamente, inizieremo con spazi
vettoriali qualunque, per poi passare a quelli numerici.

2.1. Nozioni base

Anche se svilupperemo in dettaglio la teoria solamente in dimensione finita e ca-
ratteristica # 2, ¢ comunque interessante dare alcune definizioni generali, senza alcuna
restrizione sugli spazi vettoriali coinvolti.

Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K. Ricordiamo che un’applicazione

p: VxV =K
si dice una forma bilineare se per ogni vettore v € V' le due applicazioni
o(—,v): V=K, w = @(w,v),
ov,—): V=K, w = (v, w),
sono lineari.

EsemPio 2.1.1. Se f,g: V — K sono due applicazioni lineari, allora le applicazioni
01, Po: VXV =K,

o1(z,y) = f(x)g(y) + 9() f(y), walz,y) = f(x)g(y) — g9(x)f (),

sono bilineari. Piti in generale, per ogni intero n > 0 ed ogni successione di 2n
applicazioni lineari fi,..., fu,91,.-.,9,: V — K, 'applicazione

p:VxV =K, plry) = Zfi(x)gi(y),

e bilineare.
La seguente definizione e una ripetizione, si spera utile, di concetti gia introdotti.

DEFINIZIONE 2.1.2. Una forma bilineare ¢: V x V — K si dice:
(1) simmetrica se p(z,y) = ¢(y,x) per ogni z,y € V;
(2) alternante se p(z,z) = 0 per ogni z € V.

Ad esempio, il prodotto scalare canonico ¢ una forma bilineare simmetrica su R”,
mentre il determinante di matrici 2 X 2 ¢ una forma bilineare alternante sullo spazio
dei vettori colonna K2. Nell” Esempio 2.1.1, la forma bilineare ¢, ¢ simmetrica, mentre
9 € alternante; usando il prodotto esterno (Sezione ?77) si puo scrivere o = f A g.

Gli stessi argomenti usati nello studio del determinante mostrano che ogni forma
alternante ¢ € antisimmetrica, ossia p(z,y) = —p(y, ) per ogni x, y.

Abbiamo visto nella Sezione 7?7 che le forme bilineari su uno spazio V' formano
uno spazio vettoriale ed ¢ immediato osservare che se ¢, sono simmetriche (risp.:

31
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alternanti), allora anche ogni loro combinazione lineare ag + by & simmetrica (risp.:
alternante).

DEFINIZIONE 2.1.3. Sia V' uno spazio vettoriale su di un campo K. Un’applicazione
®: V — K si dice una forma quadratica se:
(1) ®(tz) = t*®(x) per ogni t € K ed ogni z € V;
(2) Iapplicazione
e VxV =K, gy =2 +y) - d(z) - 2(y),

¢ una forma bilineare.
EsEMPIO 2.1.4. Se f,g: V — K sono due applicazioni lineari, allora I’applicazione
o: V=K @)= flx)g(x),
¢ una forma quadratica. Infatti, per quanto visto nell’Esempio 2.1.1 ’applicazione

(z,y) = ®(z +y) — (z) — ®(2) = f(x)g(y) + f(Y)g(x)
e una forma bilineare simmetrica.
Alla stessa maniera delle forme bilineari, anche le forme quadratiche possono essere

sommate e moltiplicate per scalare. In particolare, ogni espressione del tipo > | i1 Qi Ty,
con a;; € K, definisce una forma quadratica su K".

DEFINIZIONE 2.1.5. Sia ¢: V' x V — K una forma bilineare. Chiameremo 1’appli-
cazione
(2.1.1) oV - K, O(x) = p(z,x),
forma quadratica associata, o indotta, da ¢.

Per mostrare che la precedente definizione abbia senso, verifichiamo che ® & ef-

fettivamente una forma quadratica: si ha ®(tx) = o(tz,txr) = t*¢(z,z) = t*®(x),
e

(z,y) = ®(z +y) — &(x) — O(y)
= +y,z+y) —olr,z)—oy,y) =@y + oy, )

¢ una forma bilineare. E chiaro che due forme bilineari inducono la stessa forma
quadratica se e solo se la loro differenza e alternante.

OSSERVAZIONE 2.1.6 (&). In dimensione finita non ¢ difficile dimostrare che ogni
forma quadratica e indotta da una forma bilineare (Esercizio 74) e quindi che esiste
un isomorfismo naturale tra lo spazio vettoriale delle forme quadratiche ed il quoziente
dello spazio vettoriale delle forme bilineari per il sottospazio delle forme alternanti.

DEFINIZIONE 2.1.7 (pull-back di forme). Siano ¢: V' x V' — K una forma bilineare
ed f: W — V un’applicazione lineare. La forma bilineare

ffoWxW =K, ffo(r,y) =o(f(z), f(v)),

viene detta il pull-back di ¢ tramite f. Similmente, se ®: V — K ¢ una forma
quadratica, il suo pull-back tramite f e la forma quadratica

FOW K, frb) = B(f(2)).
La Definizione 2.1.7 ¢ ben posta: segue immediatamente dalle definizioni e dalla

linearita di f che f*p € una forma bilineare e f*® ¢ una forma quadratica. Inoltre, se
® e indotta da ¢, allora f*® e indotta da f*ip.
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Esercizi.

64 (legge del parallelogramma). Data una forma quadratica ®: V' — K, provare
che:

O(x+y)+ P(x —y) =20(x) +2®(y), per ogniz,y e V.
65. Provare che se K = [y allora ogni funzionale lineare ¢ anche una forma quadra-

tica ed esistono forme quadratiche che non sono lineari. Viceversa, se K # Ty, allora
I'unico funzionale lineare che € anche una forma quadratica e quello nullo.

66. Dimostrare o confutare le seguenti affermazioni:

(1) sia ¢: V x V — K una forma bilineare. Allora il sottoinsieme
{veV|e(v,u) =0 per ogniue V}

e un sottospazio vettoriale;
(2) siano ¢: V x V — K una forma bilineare e uy,u; € V vettori linearmente
indipendenti. Allora il sottoinsieme

{veV o u)e(v,u) =0}
¢ un sottospazio vettoriale;
(3) sia : V — K una forma quadratica. Allora il sottoinsieme
{veV|®(w)=0}
€ un sottospazio vettoriale.

67. Siano V uno spazio vettoriale e f,g: V — K applicazioni lineari. Provare che
la forma bilineare

e VxV =K, oy = flr)gy),

¢ simmetrica se e solo se Ker fUKer g ¢ un sottospazio vettoriale di V'; equivalentemente,
© & simmetrica se e solo se f e g sono linearmente dipendenti (nota: se V' ha dimensione
infinita occorre usare i risultati della Sezione ?7).

68 (®). Sia V lo spazio vettoriale reale delle funzioni continue sull’intervallo [0, 1]
dimostrare che 'applicazione

p: VXV =R ofg) = /0 f(t)g(t)dt,

e una forma bilineare.

2.2. Rango e nucleo

Siano V' uno spazio vettoriale di dimensione finita n e ¢: V x V — K una forma
bilineare; ogni base vy,...,v, di V permette di associare alla forma ¢ la matrice

B e M, ,(K), B = (bi), bij = ¢(vi, v)),

i cui coefficienti sono i valori di ¢ calcolati nelle n? coppie di elementi della base; chia-
meremo B matrice associata alla forma bilineare ¢ nella base vy, ..., v,. Nel prossimo
lemma proveremo che la precedente costruzione e reversibile, ossia che la matrice B
determina univocamente la forma ¢, e possiamo quindi dire che ¢ ¢ la forma bilineare
associata alla matrice B nella base vy, ..., v,.

LEMMA 2.2.1. Sia vy,...,v, una base fissata di uno spazio vettoriale V. Per ogni
matrice B = (b;;) € M, ,(K) esiste un’unica forma bilineare p: V x V — K tale che

(v, v;) = by per ogni i, .
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DIMOSTRAZIONE. Unicita. Se ¢ € una forma bilineare su V', data una qualunque
coppia di vettori u =Y x;v; e w = > y;v;, x4, y; € K, per bilinearita si ha

(2.2.1) p(u,w) = oY wwi, > yvy) = Y wiyy (v, v5) = Y wiysbis
i,j 2%

ossia ¢(u,w) = 2T By, dove x,y € K" sono i vettori delle coordinate di u,v rispetto
alla base vi,...,v, e 7 By denota 'usuale prodotto righe per colonne. In particolare
¢ ¢ univocamente definita dagli scalari b;; = ¢(v;, v;).

Esistenza. Basta definire ¢ usando la formula

o(u,w) = Zbijxiyj = 2" By, u = Zl‘ﬂ)z’, w = Zyi%
1,]

trovata nella dimostrazione dell’unicita. O

Il Lemma 2.2.1 applicato agli spazi vettoriali numerici ed alle loro basi canoniche ci
dice in particolare che ogni applicazione bilineare ¢: K" x K® — K si scrive in maniera
unica come

o(z,y) = 2’ By, Be M, ,(K), zyeK"

La matrice associata ad una forma bilineare dipende fortemente dalla scelta della
base: cambiando base anche la matrice B cambia. Sia ¢4, ...,, un’altra base di V, e
sia A = (a;;) € M,,»(K) la corrispondente matrice di cambiamento di base:

(€1, yen) = (V1,...,un)A & g = Zaﬂvj

Sia C' = (¢;;) la matrice associata a ¢ nella base ¢;, allora
Cij = o(es, 5] E QApiVh, E Clkﬂ)k E apibpiay;
h.k

e quindi C' = AT BA. Lo stesso conto dimostra anche che se partiamo da una qualunque
matrice invertibile A € GL,,(KK), allora la matrice A7 BA rappresenta la forma blineare
¢ nella base (vy,...,v,)A.

DEFINIZIONE 2.2.2. Due matrici B,C € M, ,(K) si dicono congruenti se esiste
una matrice invertibile A € GL,(K) tale che C' = AT BA.

Anche se a prima vista la nozione di congruenza appare quasi identica alla simi-
litudine, le due relazioni hanno significati geometrici e comportamenti molto diversi.
Infatti:

e delle matrici sono congruenti se e solo se rappresentano la medesima forma
bilineare, in altrettante basi;

e delle matrici sono simili se e solo se rappresentano lo stesso endomorfismo, in
altrettanti basi.

Ad esempio, per ogni scalare a tale che a? # 0,1 le due matrici

B9 (08666

sono congruenti ma non sono simili, mentre le due matrici

10 11
0 0/’ 00
sono simili ma non congruenti (esercizio: perché?). Inoltre, la congruenza non & inva-

riante per estensione degli scalari: le matrici (1), (2) € M;1(Q) sono congruenti su R
ma non su Q; le matrici (1), (—1) € M;1(R) sono congruenti su C ma non su R.



2.2. RANGO E NUCLEO 35

Matrici congruenti hanno lo stesso rango: infatti se C' = AT BA per qualche matrice
invertibile A, allora anche AT & invertibile e sappiamo che il rango & invariante per
moltiplicazione, sia a destra che a sinistra, con matrici invertibili. Questo prova in
particolare che la prossima definizione e ben posta.

DEFINIZIONE 2.2.3. Il rango rg(¢y), di una forma bilineare ¢ su uno spazio vettoria-
le di dimensione finita V', ¢ il rango della matrice che rappresenta ¢ in una (qualunque)

base di V.

Ad esempio, il rango della forma bilineare (z,y) — 27 By su K" & uguale al rango
della matrice B € M,, ,(K) (basta prendere come base quella canonica).

Poiché una matrice e la sua trasposta hanno lo stesso rango, segue immediatamente
che una forma bilineare ¢ ha il medesimo rango della forma bilineare ¢’ ottenuta scam-
biando I'ordine delle variabili: ¢ (u,v) = (v, u). Il prossimo risultato & I'equivalente
bilineare del teorema del rango 77.

TEOREMA 2.2.4. Sia ¢ una forma bilineare di rango r su uno spazio vettoriale V'
di dimensione finita n. Allora:
(1) il sottospazio vettoriale (nucleo destro)
RKer(p) ={v e V | p(u,v) =0 per ogni u € V'}
ha dimensione n —r;
(2) il sottospazio vettoriale (nucleo sinistro)
LKer(p) ={v eV | o(v,u) =0 per ogniu € V}
ha dimensione n — r.

DIMOSTRAZIONE. Siccome LKer(p) = RKer(¢7) e le forme ¢, ¢! hanno lo stesso
rango, basta dimostrare ’enunciato sul nucleo destro. Fissiamo una base di V', ossia
un isomorfismo di spazi vettoriali L, : K® — V e sia B la matrice associata a ¢ in tale
base. Per costruzione ¢(Ly(z), Lv(y)) = 27 By e

L7 (RKer(p)) = {y € K" | 27 By = 0 per ogni = € K"}.
Se, come al solito, denotiano con ey, .. ., e, € K" la base canonica, allora el By coincide
con la i-esima coordinata di By; dunque e] By = 0 per ogni i se e solo se By =0 e, a
maggior ragione,
L;*(RKer(p)) = {y € K" | By = 0} = Ker Lg.
Basta adesso applicare il teorema del rango all’applicazione lineare Lg per concludere
la dimostrazione. O

Le stesse considerazioni fatte all’inizio della Sezione 1.2 sui sottospazi ortogonali ci
portano a dire che per ogni base vy, ..., v, di V si ha:

RKer(p) ={u eV | o(v;,u) =0 perognii=1,...,n}k;
LKer(p) ={u eV | p(u,v;) =0 per ogni i =1,...,n}.

DEFINIZIONE 2.2.5. Una forma bilineare si dice non degenere se ha rango massi-

mo, ossia se e rappresentata da una matrice invertibile.

Ad esempio, la forma 2?7 By su K" & non degenere se e solo det(B) # 0. Segue dal
Teorema 2.2.4 che per una forma bilineare ¢ le seguenti condizioni sono equivalenti:
(1) ¢ & non degenere;
(2) LKer(y) = 0, ossia ¢(u,v) = 0 per ogni v se e solo se u = 0;
(3) RKer(y) =0, ossia ¢(u,v) = 0 per ogni u se e solo se v = 0.
In letteratura si usa spesso le seguente terminologia:
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(1) un prodotto interno ¢ una forma bilineare simmetrica non degenere;
(2) una forma simplettica ¢ una forma bilineare alternante non degenere.
Vediamo due esempi tipici di prodotti interni:

EsEmMPIO 2.2.6. 1l prodotto interno canonico sugli spazi vettoriali numerici K" e
definito come I’applicazione bilineare simmetrica

K" x K" — K, :c-y::va:inyi.
i=1

La matrice associata nella base canonica e l'identita ed e quindi non degenere.

Negli spazi R™ il prodotto interno canonico coincide con il prodotto scalare canonico;
su C™ il prodotto interno canonico ¢ ben diverso dal prodotto hermitiano canonico.

EseEMPIO 2.2.7. Nella teoria delle forme bilineari simmetriche gioca un ruolo impor-
tante il cosiddetto piano iperbolico su di un campo K, definito come lo spazio vettoriale
K2 dotato della forma bilineare simmetrica non degenere

0 1
Ulx,y) = 1y2 + 2oy1 = x’ (1 ()) Y.

Esercizi.

69. Sia B la matrice associata ad una forma bilineare ¢ rispetto ad una base.
Dimostrare che ¢ & una forma simmetrica (risp.: alternante) se e solo se B ¢ una
matrice simmetrica (risp.: alternante).

70. Sia U € My 5(C) fissata e si consideri la forma bilineare alternante
Q. M272(C) X MQQ((C) — C, QO(A, B) = TI'(UAB — UBA)

Dimostrare che ¢ = 0 se U ¢ un multiplo scalare della matrice identita e che il rango
di ¢ ¢ uguale a 2 in tutti gli altri casi. (Suggerimento: provare che non ¢ restrittivo
supporre che la matrice U abbia la seconda riga nulla).

71 (s, ©). Siano V uno spazio vettoriale di dimensione finita e p: V' xV — K una
forma bilineare con la proprieta che

o(x,y) =0 seesolose ¢(y,x)=0.
Dimostrare che ¢ e simmetrica oppure alternante.
72 (©). Siano V uno spazio vettoriale di dimensione finita, ¢: V x V — R una
forma bilineare e f: V' — V lineare tale che f*p = . Dimostrare che:
(1) se ¢ & non degenere allora f ¢ iniettiva;

(2) il rango di f e maggiore od uguale al rango di ¢.

73. Siano ¢, 1 forme bilineari sul medesimo spazio vettoriale V' di dimensione fi-
nita. Dimostrare che se ¢ € non degenere esiste f: V' — V lineare tale che ¢ (x,y) =
o(z, f(y)). (Sugg.: se B & una matrice invertibile, allora 7 Ay = 2T BB~ Ay.)

74 (©). Sia ey, ..., e, una base fissata di uno spazio vettoriale V. Dimostrare che
per ogni forma quadratica ®: V' — K vi ¢ un’unica forma bilineare ¢: V xV — K tale
che ®(z) = p(x,x) per ogni x e ¢(e;,e;) = 0 per ogni 7 > j.
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75. Siano W uno spazio vettoriale di dimensione finita sul campo K con spazio duale
WY = Homg (W, K). Si considerino le seguenti forme bilineari sullo spazio V.= W xW":

g,w: VxV =K,
g((w1, 1), (w2, p2)) = @1(w2) + Pa(wr)

w((wi, 1), (w2, ¥2)) = p1(w2) — p2(w1)
Provare che g ¢ un prodotto interno e w una forma simplettica.

w1, We € VV, Y1, P2 € wV.

76. Sia ¢: V x V — K una forma bilineare su uno spazio vettoriale di dimensione
finita. Dimostrare che, per un intero fissato r, le seguenti condizioni sono equivalenti:
(1) ¢ ha rango r;
(2) l'applicazione lineare h: V' — V'V, h(u)(v) = ¢(u,v), ha rango ;
(3) esistono due succesioni fi,...,f, € V¥ e gy,...,g, € VY, ciascuna formata da
r funzionali lineari linearmente indipendenti tali che

pluv) = 3 filu)gi(v):

(4) r & il minimo intero per cui esistono due succesioni fi,..., f. € VVegqy,..., 9, €
VY tali che

pluv) = 3 (o).

2.3. Forme bilineari simmetriche

Da questo punto, e fino alla fine del capitolo, tutti gli spazi vettoriali saranno
assunti, salvo avviso contrario, di dimensione finita su campi di caratteristica diversa
da 2.

Iniziamo osservando che se 2 # 0 in K, allora una forma bilineare & contempo-
raneamente simmetrica ed alternante se e solo se e identicamente nulla: infatti, se
e(x,y) = ¢(y,x) e p(z,x) = 0 per ogni z,y si ha

20(x,y) = p(z,y) + oy, ) = p(@ +y,z +y) —p(x,2) — ¢y, y) = 0.

Inoltre, ogni forma bilineare ¢ si puo scrivere in modo unico come somma di una forma
simmetrica e di una alternante:

M%w+w@wk+ﬂ%w—w@w)
2 2 ’

DEFINIZIONE 2.3.1. Data una forma quadratica ®: V' — K, con K di caratteristica
# 2, la forma bilineare simmetrica

p(r,y) =

1
p:VxV =Ko plzy)=5(0+y) - 2(z) - 2(y)),
si dice forma polare di .

Se ¢ ¢ la polare di una forma quadratica ®, allora ® ¢ indotta da ¢, ossia ®(z) =
©(x, z) per ogni x; infatti
1 1
B(x) = 5 (1B(x) — B(x) — D(x)) = 5((x + 1) — B(x) — B(x) = plx,2)
Dato che in caratteristica # 2 I'unica forma bilineare contemporaneamente simme-

trica ed alternante e quella nulla, ne segue che la polare di una forma quadratica ® e
I'unica forma bilineare simmetrica ¢ tale che ®(z) = ¢(x, x).
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Riepilogando, abbiamo provato che esiste un isomorfismo naturale tra lo spazio
vettoriale delle forme quadratiche ®: V' — K e lo spazio vettoriale delle forme bilineari
simmetriche ¢: V x V — K. Tale isomorfismo ed il suo inverso sono definiti dalle
formule
(231)  0@)=plea).  eley) = 5@ +y) - D) — By)).

Deduciamo in particolare che la restrizione di ¢ ad un sottospazio vettoriale W C V &
identicamente nulla se e solo se la restrizione di ¢ a W x W e identicamente nulla.

Nel linguaggio algebrico la prima formula in (2.3.1) viene detta formula di resti-
tuzione, e la seconda formula di polarizzazione. Noi utilizzeremo un linguaggio meno
tecnico e diremo semplicemente che ¢ e ® sono associate se sono legate I'una all’altra
dalle relazioni (2.3.1). Inoltre, useremo solitamente la stessa lettera greca per indicare
due forme associate: minuscola per la bilineare, maiuscola per la quadratica.

Abbiamo visto che in un sistema di coordinate xi,...,z,, ogni forma bilineare
simmetrica ¢ si scrive come

pla,y) =Y bywiy;
i

con la matrice (b;;) simmetrica ed univocamente determinata. Come conseguenza, ogni
forma quadratica ® si esprime come un polinomio omogeneo di secondo grado nelle

variabili xq,...,x,. Lasciamo per esercizio al lettore la semplice verifica del fatto che
se
@(ZL‘) = E Qi X325
i<j

allora la forma polare e uguale a

1
p(z,y) = Z Qi Ty + B Z aij (T:y; + ;).
i i<j
Ad esempio la forma polare e la matrice associate alla forma quadratica ®(z) = 22 —

1179 — 225 su K? sono rispettivamente:

1 1 L
o(z,y) = 191 — §(m1y2 + Toy1) — 229y, (_1 _5) :

Nelle forme simmetriche i nuclei destro e sinistro coincidono e quindi possiamo
parlare di nucleo senza ulteriori specifiche.

DEFINIZIONE 2.3.2. Il nucleo di una forma bilineare simmetrica ¢ e il sottospazio
vettoriale

Kerop={veV|pvw)=0VweVi={veV|pwv)=0VweV}

e I'indice di nullita di ¢ & la dimensione di Ker ¢. Il nucleo Ker ® ed il rango rg(®) di
una forma quadratica ® si definiscono rispettivamente come il nucleo ed il rango della
forma bilineare associata.

Per il Teorema 2.2.4 vale la formula rg(¢) = dim V' — dim Ker ¢; dunque ¢ & non
degenere se e solo se per ogni v # 0 esiste w € V tale che ¢(v,w) # 0.

OSSERVAZIONE 2.3.3. Bisogna fare attenzione alla reale possibilita che la restrizione
di una forma non degenere ad un sottospazio vettoriale proprio possa essere degenere.
Ad esempio il prodotto interno canonico x7-y ¢ non degenere su C?, ma la sua restrizione
al sottospazio {x € C? | z3 = ix1} ¢ identicamente nulla e quindi degenere.

DEFINIZIONE 2.3.4. Un vettore x € V si dice isotropo rispetto ad una forma
quadratica ®: V — K se &(x) = 0.
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In generale, i vettori isotropi non formano un sottospazio vettoriale. Ad esempio
se ®(z) = f(z)g(x) con f,g: V — K lineari, allora i vettori isotropi di ® sono dati
dall’'unione del nucleo di f e del nucleo di g. Ogni vettore appartenente al nucleo di
una forma quadratica e isotropo, ma il viveversa ¢ generalmente falso.

DEFINIZIONE 2.3.5. Sia ¢ una forma bilineare simmetrica sullo spazio vettoriale V;
due vettori x,y € V si dicono g-ortogonali se p(z,y) = 0. Una base vy,...,v, di V
si dice g-ortogonale se ¢(v;,v;) = 0 per ogni ¢ # j.

Quando la forma bilineare ¢ chiara dal contesto parleremo piu semplicemente di
ortogonalita anziché di (p-ortogonalita. In una base @-ortogonale vy, ..., v,, per due
vettori generici x = ), z;v; € y = >, y;v; si ha

ng quj TiY; = ZA TiYi, A = @(%’,%’) e K,

e la forma quadratica associata diventa
=> Naf, N =2(w) €K
i

Dato che la matrice ¢(v;,v;) € diagonale abbiamo dimostrato il seguente utile
criterio.

PROPOSIZIONE 2.3.6. [l rango di una forma bilineare simmetrica ¢ € uguale al
numero di indici i tali che p(v;,v;) # 0, calcolati rispetto ad una qualunque base -
ortogonale vy, ..., vy,.

I possibili dubbi sull’esistenza di basi p-ortogonale li cancelliamo immediatamente
grazie al prossimo risultato fondamentale.

TEOREMA 2.3.7. Ogni forma bilineare simmetrica ¢ su di uno spazio vettoriale di
dimensione finita su di un campo di caratteristica # 2 ammette basi p-ortogonali.

DiMOSTRAZIONE. Diamo due distinte dimostrazioni; la prima, breve ed elegante,
mostrera solamente 1’esistenza mentre la seconda dara anche un metodo di costruzione
della base che potra essere usato negli esercizi.

Prima dimostrazione. Dimostriamo il teorema per induzione su n = dimV; se

= 1 qualsiasi vettore non nullo ¢ una base @p-ortogonale. Supponiamo n > 1; se
¢ ¢ identicamente nulla ogni base ¢ ¢-ortogonale; se ¢ # 0 allora anche la forma
quadratica associata ¢ diversa da 0 ed esiste un vettore v; € V' tale che p(vy,v1) # 0.
Denotiamo W = {w € V | ¢(v;,w) = 0} e poiché W & il nucleo dell’applicazione
lineare p(vy, —): V — K si ha dim W > n — 1; siccome vy ¢ W si ha dimW =n — 1
e V = Kuv; & W. Per induzione esiste una base vs,...,v, € W che ¢ p-ortogonale. B
allora chiaro che vy, vs,...,v, ¢ una base (p-ortogonale di V.

Seconda dimostrazione. Sia n = dim V; diremo che una base e1,...,e, di V e k-
ortogonale se (e;, e;) = 0 per ogni ¢ < k e per ogni j # i. Notiamo che per stabilire
se una base ey, ..., e, € k-ortogonale basta verificare che ¢(e;,e;) = 0 per ogni i < k e
per ogni j > i: infatti se j < i allora j < k, i > j e quindi ¢(e;, e;) = ¢(e;, ;) = 0.

Ogni base e l-ortogonale, mentre le basi n-ortogonali sono esattamente le basi
p-ortogonali. [llustriamo adesso un algoritmo in 4 passi che permette, a partire da
una base k-ortogonale, con 1 < k£ < n, di costruire esplicitamente una nuova base
(k + 1)-ortogonale.

Passo 1). Sia ey, ..., e, una base k-ortogonale, con k < n. Se p(ey, e;) = 0 per ogni
j > k, ossia se la base & gia (k + 1)-ortogonale, andate al passo 4. Altrimenti, sia [l < n
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il minimo indice tale che (e, e;) # 0: per la k-ortogonalita della base si ha [ > k. Se
k = [ andate al passo 3; se [ > k andate passo 2.

Passo 2). Se siete arrivati qui € perché ¢(e,ex) = 0 e p(ex,e;) # 0 per qualche
[ > k. Dalla formula ¢(ey + e, ex + €;) — p(er — e, ex — €;) = 4p(ex, e;) # 0 segue che
i due addendi al primo membro non possono essere entrambi nulli e possiamo trovare
a € {1, —1} tale che p(e+aey, e +ae;) # 0. Sostituite e, con ey, +ae;, lasciate invariati
gli altri elementi della base e andate al passo 3.

Passo 3). Se siete arrivati qui ¢ perché avete una base ey, ..., e, k-ortogonale tale
che p(ex, ex) # 0. Poniamo v; = e; per ogni ¢ < k, mentre se i > k poniamo
Qp(ei’ ek‘)
v =€ — ———=€p,
90(619 ek)
Si verifica facilmente che vy,...,v, ¢ una base (k + 1)-ortogonale: adesso andate al
passo 4.

Passo 4). Se k+1 < n si aumenta k di una unita e si torna al passo 1). Se k+1=n
abbiamo trovato una base n-ortogonale che, per definizione, ¢ @p-ortogonale. 0

La relazione di congruenza tra matrici si estende immediatamente alle forme bili-
neari e quadratiche.

DEFINIZIONE 2.3.8. Due forme bilineari simmetriche p,¢: V x V — K si dicono
congruenti se esiste un’applicazione lineare invertibile f: V' — V tale che ¢ = f*1,
ossia

p(z,y) = ¢(f(x), f(y)),  perogniz,yeV
Similmente, diremo che due forme quadratiche ®, ¥: IV — K sono congruenti se esiste
un’applicazione lineare invertibile f: V' — V tale che & = f*W, ossia ®(z) = U(f(x))
per ogni z € V.

LEMMA 2.3.9.

(1) Due forme bilineari simmetriche sono congruenti se e solo se le forme quadra-
tiche associate sono congruenti.

(2) La congruenza é una relazione di equivalenza sullo spazio delle forme quadra-
tiche.

DIMOSTRAZIONE. Siano @,V le forme quadratiche associate a due forme bilineari
simmetriche @, 1. Se ,1 sono congruenti esiste f: V' — V lineare invertibile tale
che p(x,y) = ¥(f(x), f(y)) per ogni x,y. In particolare, per ogni x € V vale ®(z) =
oz, z) =Y(f(z), f(x)) = ¥(f(z)) e quindi anche ®, ¥ sono congruenti.

Viceversa se @, ¥ sono congruenti, diciamo ®(z) = V(f(z)), allora per ogni z,y € V'
vale

1

pla,y) = 5(B(z +y) - &z) — &(y)) = %(‘If(f(fr +y) = U(f(2) — ¥ (f ()

1

= 5 (P(f(@) + f(y) = U(f(2)) = U(f(y)) = ¥(f(2). f(y)

e quindi ¢, ¥ sono congruenti.
Se f,g: V — V sono due applicazioni lineari, allora

(fg) ®(x) = (fg(x)) = [*P(g(x)) = g" [ P(x)
da cui segue che (fg)*® = ¢g*f*®. La congruenza di forme quadratiche ¢ una relazione
di equivalenza dato che soddisfa le proprieta:
(1) riflessiva, poiché I*® = ®, dove I e I'identita su V;
(2) simmetrica, poiché se ® = f*U allora (f~1)*® = (f~1)*f*U = (ff~1)*V =¥,
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(3) transitiva, poiché se & = f*W¥ e ¥ = ¢*T" allora ® = f*¢*T = (¢f)*T.
Il

Segue immediatamente dal Lemma 2.3.9 che la congruenza ¢ una relazione di
equivalenza anche sullo spazio delle forme bilineari simmetriche.

TEOREMA 2.3.10. Per due forme bilineari ssmmetriche ¢, in uno spazio vettoriale
V' di dimensione finita n, le sequenti condizioni sono equivalenti:

(1) ¢ e sono congruenti;

(2) per ogni baseey, ..., e, di'V esiste un’altra base €y, . .., €, di'V tale che p(e;,e;) =
iﬂ(% €j> per ogni i, j;

(3) esistono due basi ey, ..., e, e €,...,€6, di V tali che @(e;,e;) = (e, €;) per
ogni i, J.

DIMOSTRAZIONE. (1)=>(2) Se ¢ = f*1) per un endomorfismo invertibile f, e
e1,...,e, € una base qualunque di V, allora ¢; = f(eq),..., ¢, = f(e,) & ancora una
base di V' e vale ¢(e;, e;) = (e, €;) per ogni 4, j.

L’implicazione (2)=-(3) non ¢ altro che il teorema di esistenza delle basi.

(8)=(1) Siano ey, ..., e, € €y,..., €, due basi di V' tali che ¢(e;, e;) = (e, €;) per
ogni 7, j, e denotiamo con f I'endomorfismo invertibile tale che f(e;) = ¢; per ogni ; per
concludere basta dimostrare che ¢ = f*i. Dati due vettori = ) . xie; e y = >, yie;
in V si ha

frb(z,y) =0(f(2), f(y) = Z%yﬂﬂ(f(@i)a fle;)) = inyj@b(ei, €)
che ¢ uguale a | |
o(r,y) = inyj%?(@uej)-

g

DEFINIZIONE 2.3.11. Sia ¢: V x V — K una forma bilineare simmetrica. Per ogni
sottospazio vettoriale W C V' definiamo il suo ¢-ortogonale come

W ={veV|p,w)=0 perogni weW}
In particolare, 0¥ = Ker(y), W N W= coincide con il nucleo delle restrizione di ¢ a
W e W C (W+#)1# Un sottospazio vettoriale W C V si dice:

(1) anisotropo se W NWL¥ = 0, ossia se la restrizione di ¢ a W & non degenere;
(2) isotropo se W N W= £ 0, ossia se la restrizione di ¢ a W ¢ degenere;
(3) totalmente isotropo se W C W<¢, ossia se ¢(z,y) = 0 per ogni x,y € W.

E utile osservare che se w1, ..., W, ¢ una base di W, allora v € W% se e solo se
o(w;,v) = 0 per ogni i = 1,..., m. Una implicazione ¢ ovvia; viceversa, se p(w;,v) = 0
per ogni ¢, allora per ogni w =), a;w; € W si ha p(w,v) = >, a;o(w;,v) = 0.

LEMMA 2.3.12. Sia ¢: V x V — K una forma bilineare simmetrica non degenere.
Per ogni sottospazio vettoriale W C V' walgono le formule

dim W¢ 4+ dim W = dim V, (WHe)e = Ww.

DIMOSTRAZIONE. Sia wy,...,w,, una base di W, allora v € W¢ se e solo se
@(w;,v) = 0 per ognii = 1,..., m; dunque W% coincide con il nucleo dell’applicazione
lineare

Qp(wlv U)
V —- K™, v : ,

(Wi, v)
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e questo prova che dimW+¢ > dimV — m = dimV — dim W. Lo stesso argomento
applicato ad un sottospazio complementare H di W in V', ossia tale che H @ W =V,
prova che dim H+¢ > dim V — dim H = dim W.

Ogni elemento x € W% N HL¥ appartiene al nucleo di : infatti per ogni vettore
v € V possiamo scrivere v = w+ h con w € W e h € H ed allora si ha ¢(z,v) =
o(z,w) + o(x,h) = 0. Siccome ¢ & non degenere si ha W% N H+? = 0 e quindi
dimV > dim W*¢ 4 dim H*¥ per la formula di Grassmann; ma questo e possibile
solo se dimW+¢ = dimV — dim W e dim H*¥ = dim W. La medesima uguaglianza
dimensionale applicata a W% ci dice che dim(W+%)+% = dim W e siccome W C
(W#)L per ovvii motivi si ha W = (W1¢)1¥, O

Il lettore deve fare attenzione al fatto che, a differenza di quanto accade negli spazi
vettoriali euclidei, in generale W 4+ W=% £ V; per la precisione, vale W + W+¢ =V
se e solo se il sottospazio W & anisotropo.

Esercizi.

77. Determinare tutti i vettori isotropi del piano iperbolico (Esempio 2.2.7) e del
prodotto interno canonico su C2.

78. Data una forma quadratica ®: V' — K, dimostrare che
Kerd ={x eV |P(x+v)=>(v) perogniveV}.

79. Dimostrare che una forma bilineare simmetrica ¢: V' x V' — K e non degenere
se e solo se per ogni successione uq, ..., u, di vettori linearmente indipendenti di V,
I’applicazione
(p(uh 2))
V — K™, v : ,
(U, v)
¢ surgettiva.

80. Sia W un sottospazio totalmente isotropo rispetto ad una forma bilineare
simmetrica non degenere su V. Provare che dim V' > 2dim W.

81. Sia 0 # z un vettore isotropo rispetto ad una forma bilineare simmetrica non
degenere ¢ su V. Provare che esiste un altro vettore isotropo 0 # y € V' tale che

90(1', y) = 17 V= Span(m, y) S Span(x, y)L‘p‘

82. Sia ¢: V x V — K una forma bilineare simmetrica. Dimostrare che per ogni
sottospazio vettoriale W C V si ha dim W% = dim V — dim W + dim(W N Ker ¢).

83. Sia B = (b;;) una matrice n X n simmetrica a coefficienti in un campo K di
caratteristica # 2 e definiamo un’applicazione ¢: K" x K" — K mediante la formula

bii ... bin w1
T,y) = = det :
rT ... Tp 0

Dimostrare che ¢ e bilineare simmetrica. Determinare una relazione tra ’aggiunta
classica adj(B) e la matrice associata alla forma ¢, nonché una relazione tra il rango
di B ed il rango di ¢.
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2.4. Eliminazione di Gauss simmetrica

Abbiamo visto nel Lemma 2.2.1 che per ogni forma bilineare simmetrica ¢ su K",
vi ¢ un’unica matrice simmetrica B = (b;;) € M, ,(K) tale che ¢(z,y) = z' By,
determinata dalla regola b;; = ¢(e;, e;). Questo ci permette di trasportare la relazione
di congruenza dalle forme bilineari simmetriche alle matrici simmetriche. Due forme
bilineari simmetriche ¢(z,y) = 27 By e ¢(z,y) = 27 Cy sono per definizione congruenti
se esiste una matrice invertibile A tale che

@' By = ¢(x,y) = ¢(La(z), La(y)) = (Az)"C(Ay) = 2" (ATCA)y

per ogni z,y € K". Ne deduciamo che le matrici B, C' sono congruenti se e solo se esiste
A € GL,(K) tale che B = ATCA, in totale accordo con la precedente Definizione 2.2.2.

TEOREMA 2.4.1. Su di un qualunque campo di caratteristica # 2, ogni matrice
simmetrica e congruente ad una matrice diagonale.

DIMOSTRAZIONE. Sia A una matrice simmetrica, per il Teorema 2.3.7 esiste una
base v1,...,v, di K" che ¢ ortogonale per la forma bilineare 27 Ay. Se C' ¢ la matrice
(invertibile) le cui colonne sono vy, . .., vy, i coefficienti della matrice CT AC' coincidono
con i valori v} Avj, che si annullano per ogni i # j. O

Tra le conseguenze della riduzione a scala vi € la prova che due matrici, dello stesso
ordine, hanno lo stesso nucleo se e solo se sono equivalenti per operazioni sulle righe.
Possiamo dimostrare un risultato analogo per la relazione di congruenza sulle matrici
simmetriche e che potremmo riassumere, in maniera breve, come: due matrici quadrate,
dello stesso ordine, sono congruenti se e solo se sono equivalenti per operazioni sim-
metriche su righe e colonne. Cerchiamo di spiegare meglio la situazione, senza fare una
trattazione esaustiva, ma dando solamente alcune indicazioni utili per lo svolgimento
di alcuni esercizi delle prossime sezioni.

Abbiamo visto che due matrici simmetriche sono congruenti se e solo se rappresen-
tano la stessa forma bilineare ¢: V x V' — K rispetto a due basi dello spazio vettoriale
V.Sia ey, ..., e, una base di V sulla quale agiamo con una successione finita delle delle
seguenti operazioni elementari:

(1) moltiplicare un vettore della base per uno scalare non nullo;
(2) aggiungere ad un vettore della base un multiplo scalare di un altro vettore
della base;

(3) scambiare tra di loro due vettori della base.

Analizziamo come cambia la matrice A = (a;;) = (p(e;, €;)) in clascuno dei tre casi:
(1) se moltiplichiamo ej, per A # 0, ossia se consideriamo la nuova base
En = ey, €, =e€; periF#h,

allora la matrice B = (b;;) = (¢(e4,€;)) che rappresenta ¢ nella nuova base soddisfa le
uguaglianze

brn = Nap,

bhi = Aapi,  Abip = Aag,  per i # h,

bij = aij per i,j # h,
e dunque B si ottiene da A moltiplicando prima la h-esima riga per A e poi moltipli-
cando per A la colonna h-esima della matrice cosl ottenuta.

(2) cambiamo adesso la base aggiungendo a e, un multiplo scalare di eg, con h # k,
ossia consideriamo una nuova base €1, ..., &, dove

en = en + ey, g, =e€; peri=h.
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La matrice B = (b;;) = (p(ei,€;)) che rappresenta ¢ nella nuova base soddisfa le
uguaglianze

b = app + Napg + Mg, + N2age
bri = api + Nagi, bin = aip + Aa,  per i # h,
bij = a;j per i,j # h.
Dunque la matrice B si ottiene da A mediante due operazioni elementari tra loro

simmetriche: nella prima si somma alla riga h la riga k moltiplicata per A; nella seconda
si somma alla colonna h la colonna k della nuova matrice moltiplicata per A.

(3) se scambiamo e, con e, la nuova matrice si ottiene scambiando prima le righe h e
k di A e poi scambiando le colonne h e k della matrice cosi ottenuta.

Vediamo un esempio numerico in cui le precedenti tre operazioni elementari sim-
metriche sono eseguite sulla matrice

(pleire;)) =

O =
—_ = =
__ o

Come nella Sezione ?? useremo le abbreviazioni R; <+ R;, aR; e R; + aR; per indicare
le operazioni elementari sulle righe, e C; <+ Cj, aC; e C;+aC}; per quelle corrispondenti
sulle colonne.

Se moltiplichiamo il secondo vettore della base per 2 otteniamo

110 110 120
11 1) 22 2 2252 4 2
01 1 01 1 02 1

Se aggiungiamo al primo vettore della base il triplo del secondo otteniamo

110 4 4 3 16 4 3
101 1| B3Ry o 1] &8 1y 1
01 1 01 1 31 1

Se scambiamo tra di loro il primo ed il secondo vettore della base otteniamo

110 111 111
11 1) Bt 1 o 2% (11 0
01 1 01 1 101

Con il termine di eliminazione di Gauss simmetrica intenderemo la trasforma-
zione in forma diagonale di una matrice simmetrica mediante una successione finita di
operazioni elementari sulle rigonne (righe-colonne) descritte sopra ai punti (1),(2), (3).

Ribadiamo che, in questa procedura, ogni operazione elementare sulle righe deve
essere immediatamente seguita dalla medesima operazione elementare sulle colonne.

EseEmp1O 2.4.2. Un caso dove la seconda rigonna viene moltiplicata per 2:

01 1 01 1 02 1
11 2] 202242524 4
1 2 3 1 2 3 1 4 3

EsEMPI1O 2.4.3. Cerchiamo una matrice diagonale congruente a

11 1
1 0 1
11 =3
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Possiamo applicare ’eliminazione di Gauss simmetrica con I'obiettivo di annullare tutti
i coefficienti esterni alla diagonale principale. Come primo passo annulliamo il coeffi-
ciente di riga 2 e colonna 1, sottraendo alla seconda rigonna (riga-colonna) la prima
rigonna:

11 1 1 1 1 1 0 1
B=1|{10 1|10 -1 o) 2% |0 -1 o0
11 -3 1 1 -3 1 0 -3

Come secondo passo sottraiamo alla terza rigonna la prima rigonna:

1 0 1 1 0 1 1 0 0
0 —1 o0 | o -1 0] &% o -1 o0
1 0 -3 0 0 —4 0 0 —4

EsEmMPIO 2.4.4. Eseguiamo 'eliminazione di Gauss simmetrica della matrice

011
11 2
1 2 3

Iniziamo scambiando tra loro prima e seconda rigonna:

011 11 2 11 2
11 2)—=1011]—>(101
1 2 3 1 2 3 21 3
Poi togliamo alla seconda rigonna la prima ed alla terza il doppio della prima:
11 2 1 1 2 1 0 0
101}—-(0 -1 -1)—=10 -1 —1
21 3 0 -1 —1 0 -1 -1

Si noti che, per i fissato, tutte le operazioni del tipo R; + aRy, C; + bCy, commutano
tra loro. Per finire togliamo la seconda rigonna alla terza:

1 0 0 10 0 1 0 0
O -1 -1}—-10 -1 -1} —=10 =1 0
0 -1 -1 0 0 0 0 0 0

Il fatto che sia sempre possibile, su campi di caratteristica diversa da 2, trasformare
una matrice simmetrica in una matrice diagonale mediante operazioni sulle rigonne e del
tutto equivalente al Teorema 2.4.1. Un eventuale approccio algoritmico dovrebbe quindi
seguire la seconda dimostrazione del Teorema 2.3.7 e risulterebbe alquanto complicato.
Alternativamente, possiamo, guidati dall’esperienza maturata nella riduzione a scala
tradizionale, procedere per tentativi, ben sapendo che andra spesso bene ma anche che
ci si puo infilare in un vicolo cieco; in tal caso, niente panico, ritentiamo e saremo piu
fortunati.

Esercizi.
84. Provare che ogni matrice simmetrica a scala ¢ diagonale.
85. Dimostrare che su ogni campo di caratteristica 2 la matrice
(1 0)
10

non e congruente ad alcuna matrice diagonale.
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86. Mediante operazioni elementari sulle rigonne, mettere in forma diagonale le
seguenti matrici a coefficienti razionali:

11 1 00 1 111 1 2 3
12 0], [o1o], [111], [245
10 -3 100 111 35 6

2.5. Applicazioni ortogonali e riflessioni

In tutta la sezione denoteremo ¢ una forma bilineare simmetrica non degenere su di
uno spazio vettoriale V' di dimensione finita su di un campo K di caratteristica diversa
da 2.

DEFINIZIONE 2.5.1. Un’applicazione lineare f: V — V si dice ortogonale rispetto
ad una forma bilineare simmetrica non degenere p: V x V — K, o pitt semplicemente
p-ortogonale, se

fre=v < o(f(2), f(y) = ¢(z,y) perogni z,yeV.
Denoteremo con O(V, ¢) € Homg (V, V') 'insieme delle applicazioni ¢-ortogonali.

Dall’ipotesi che ¢ sia non degenere segue che ogni applicazione ¢-ortogonale &
invertibile: infatti se f(x) = 0, allora per ogni y vale

oz, y) = o(f(x), f(y)) =0

e quindi x € Kerp = 0. E immediato osservare che O(V,¢) & un gruppo di matri-
ci: infatti ¢ non vuoto (contiene I'identitd) e se f,g € O(V, ), allora anche f™1, fg €
O(V, ¢). In linea di principio possiamo considerare la precedente definizione anche quan-
do ¢ e degenere; in tal caso occorre pero imporre la condizione, non piu automatica,
che ogni applicazione y-ortogonale sia invertibile.

EseMPIo 2.5.2. Sia W C V un sottospazio anisotropo per la forma ¢, ossia tale
che V =W @ W'#, e consideriamo I'applicazione lineare

Ry (v) =wv seveW,

Ry :V — V tale che
Ry(v) =—v seveE Wt#,

chiamata riflessione ortogonale rispetto a . E facile dimostrare che Ry & ortogonale
rispetto a ¢: dati x1, 25 € V possiamo scrivere z; = w; +v; con w; € W e v; € W9 e
quindi, siccome ¢ (w;,v;) = 0 per ogni 7, j si ha
o(Rw (1), Rw(72)) = o(w1 — v1, we — v2) = p(wi, wz) + ¢(v1, v2)
= (w1 +v1,wy + v2) = p(T1, T2).

DEFINIZIONE 2.5.3. Sia ¢: V xV — K bilineare simmetrica non degenere. Per ogni
vettore v € V tale che ¢(v,v) # 0 si definisce 'applicazione lineare

T,V
Sy: V=V, Sv(x):x—ng( )U
p(v,v)
Come per gli spazi euclidei, mostriamo che ’applicazione S, & g-ortogonale e, piu
precisamente, che coincide con la riflessione ortogonale Ry rispetto al sottospazio W =
Span(v)*?. Dal fatto che p(v,v) # 0 segue che Span(v) "W = 0 e quindi V =
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Span(v) @ W; inoltre, v € W¢ e siccome dim W% = 1 si ha W¥ = Span(v).
Dunque, per ogni w € W ed ogni a € K si ha

p(w, v)
Sy(w) =w —2 v=w= Ry (w),
¢(v,v)
plav,v)
e(v,v)
OSSERVAZIONE 2.5.4. Nelle notazioni precedenti, se x,y € V sono tali che se
o(x,x) = p(y,y) e p(r —y,x —y) # 0, allora S,_,(z) =y e Sy—,(z) = y. Infatti:

Sy(av) = av — 2 = —av = Ry (av).

p(z,x —y) = p(x,r) —p(z,y) = 0(y,y) — ¢y, ) = —p(y,z — y),
ol —y,x—y) =2p(z,z —y),
e quindi
plz,z —y)
plz—y,xz—y

Infine, siccome S,_, € uguale al suo inverso, S,_,(y) = .

Sp—ylx) =2—2

>@—y%:m—@—y%:y

Possiamo generalizzare parzialmente il risultato del Teorema 1.5.6.

LEMMA 2.5.5. Siano K un campo di caratteristica diversa da 2, V uno spazio vet-
toriale di dimensione finita su K, @: V xV — K una forma bilineare simmetrica non
degenere, W C V' un sottospazio vettoriale anisotropo e g: W — V un’applicazione
lineare tale che

©(g(r),9(y)) = ¢(x,y)  perogni x,y € W.

Allora esiste un’applicazione f: V. — V, composizione di al piv 2dim W riflessioni
del tipo S, tale che f(x) = g(x) per ogni x € W. In particolare, ogni f € O(V,p) &
composizione di al piv 2dim V' riflessioni del tipo S, .

DIMOSTRAZIONE. Siano m =dimW e eq,..., e, € W una base p-ortogonale. Per
ipotesi la restrizione ¢: W x W — K & non degenere e quindi ®(e;) # 0 per ogni
1=1,...,m, dove ® ¢ la forma quadratica associata a (.

Denotiamo v; = g(e;) e dimostriamo per induzione su k = 0,...,m che esiste

un’applicazione f; € O(V, ¢), composizione di al piu 2k riflessioni S, e tale che f(e;) =
v; per ogni i < k; per k = 0 il risultato e vero per vacuita di condizioni.

Sia adesso 0 < & < m e supponiamo che esista h: V' — V', composizione di al piu
2(k — 1) riflessioni di tipo S, e tale che h(e;) = v; per ogni i < k. Ponendo uy = h(ey),
per le ipotesi fatte su g ed h si ha

D(u) = ©(vk) # 0, p(vi,ur) = p(vi,v) = p(ei,ex) =0 Vi <k,

Dalla formula ®(uy + vi) + $(up — vi) = 2(P(ug) + P(vg)) = 4P (vg) # 0 segue che
O (ug,+vy) e ®(ur—vy) non sono entrambi nulli. Se ®(uy —vy) # 0 allora Sy, .y, (v;) = v;
per ogni ¢ < k, per I’Ossevazione 2.5.4

20(ug, up — vg)
(g, — Vg, up — vg)

Sukka (uk) = Uk — (uk - Uk) = Uk,

e per dimostrare il passo induttivo basta considerare f = S, ., h. Se invece ®(uy +
vi) # 0 allora Sy, Sy, 4+, (Vi) = v; per ogni i < k, Sy, Su, 4+, (Uk) = vi € per dimostrare
il passo induttivo basta quindi considerare ’applicazione f = S,, Sy, +4, h- U
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TEOREMA 2.5.6 (teorema di Witt). Siano K di caratteristica diversa da 2, V uno
spazio vettoriale di dimensione finita su K, ¢: V x V. — K una forma bilineare sim-
metrica non degenere, W C V' un sottospazio vettoriale e g: W — V' un’applicazione
lineare iniettiva tale che

o(g(x),9(y) = ¢(x,y)  perogni x,y € W.

Allora esiste un’applicazione f: V. — V| composizione di al piv 2dim V' riflessioni del
tipo S,, tale che f(x) = g(x) per ogni x € W. In particolare:

(1) (estensione di Witt) esiste un’applicazione f: V — V lineare bigettiva e p-
ortogonale che estende g,

(2) (cancellazione di Witt) esiste un’applicazione f: W+ — g(W)L¢ lineare bi-
gettiva e p-ortogonale.

DIMOSTRAZIONE. Per il Lemma 2.5.5 basta dimostrare che esiste un sottospazio
anisotropo U C V ed un’applicazione lineare iniettiva f: U — V tali che W C U,
fiw =g e o(f(x), fly) = ¢(x,y) per ogni z,y € U. Ragioniamo per induzione sulla
dimensione di WNW*¢. Se WNW ¥ = 0 basta porre U = W e f = ¢g. Supponiamo W N
WLe £ 0esiae,...,e, €W una base p-ortogonale: siccome la restrizione di ¢ a W x
W & degenere, si ha W # V' ed esiste almeno un indice 7 tale che ¢(e;, e;) = 0; a meno
di permutazioni degli indici possiamo supporre ¢(e,, €,,) = 0. Per il Lemma 2.3.12, o
meglio per quanto visto nella sua dimostrazione, 1’applicazione

V —- K™, T (gp(x,el),...,go(x,em))T,

¢ surgettiva e quindi possiamo trovare un vettore e,, 1 € V tale che ¢(en,€mi1) =1
e o(es, emy1) = 0 per ogni i < m; siccome e,, € W N W+ si ha e, € W. Per ogni
s € Ksiha
90<€m+1 + sem, Em+1 + Sem) = <P(6m+1, em—f—l) + 23a

e quindi, a meno di aggiungere ad e,,;; un opportuno multiplo scalare di e,,, possiamo
anche supporre ¢(€,41,€m+1) = 0. Siccome g(ey), ..., g(e,) € una base g-ortogonale
di g(W) tale che ¢(g(en),g(en)) = 0, ripetendo la precedente costruzione possiamo
trovare v, 11 € V—g(W) tale che ¢(g(em), vmi1) = 1, @(g(€i), vm41) = 0 per ognii < m
e P(Vm11, Umy1) = 0. Se denotiamo con U il sottospazio generato da ey, . .., e,.41, allora
possiamo estendere g ad un’applicazione iniettiva f: U — V ponendo f(€,41) = Ui
e f(e;) = g(e;) per i < m.

Per concludere resta da dimostrare che la dimensione di U N U*¥ ¢ strettamente
minore di quella di WNW=%. Siha UNU+% C W: infattise x = z1€1+- - -+ Tmi1€me1 €
UNU*%, allora p(x, e,,) = Tpp1 = 0 e quindi 2 € W. Siccome W C U si ha U+ C WL
e quindi U NUL? C W NWL¥. Daltra parte ¢(em, emy1) = 1 # 0, il vettore e, non
appartiene a UL? e quindi U N UL? £ W N W+, O

COROLLARIO 2.5.7. Siano U, W due sottospazi totalmente isotropi rispetto ad una

forma bilineare simmetrica non degenere p: V xV — K. Se dimU < dim W, allora
esiste f € O(V,p) tale che f(U) CW.

DIMOSTRAZIONE. Basta applicare il teorema di Witt ad una qualunque applica-
zione lineare iniettiva g: U — W. OJ

Esercizi.
87. Determinare tutte le applicazioni ortogonali del piano iperbolico in sé.

88. Provare che l'applicazione indotta da una matrice A € M, ,(K) ¢ ortogonale
rispetto al prodotto interno canonico su K” se e solo se AT = A7,
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89. Sia B = (b;;) una matrice n x n simmetrica a coefficienti in un campo K di
caratteristica # 2. Per ogni vettore riga a = (ay, ..., a,) € K™ sia H, C K" I'iperpiano
di equazione > " | a;x; = 0. Provare che:

(1) H, ¢ isotropo per la forma 27 By se e solo se esiste x € H, tale che Bz = a™.

(2) H, ¢ isotropo per la forma x” By se e soltanto se

b11 e bln aq

det P : =0.
bnl c. bnn Qyp,
a ... Qp 0

Dedurre che rg(B) < n — 2 se e solo se ogni iperpiano di K" & isotropo.

2.6. Forme quadratiche reali e complesse

In un campo arbitrario, capire quando due forme quadratiche sono congruenti e in
generale arduo. Fortunatamente, nei campi dei numeri reali e complessi la situazione
¢ molto piu semplice, dove le classi di congruenza sono univocamente determinate da
pochi invarianti numerici. Abbiamo gia dimostrato che avere lo stesso rango ¢ condi-
zione necessaria affinché due forme quadratiche siano congruenti. Sui numeri complessi
tale condizione ¢ anche sufficiente.

TEOREMA 2.6.1. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita su C. Due forme
quadratiche ®,¥: V — C sono congruenti se e solo se hanno lo stesso rango.

DIMOSTRAZIONE. Sia z1, ..., 2, un sistema di coordinate su V. Mostriamo che ogni
forma quadratica ® di rango r € congruente alla forma quadratica standard

i=1
Sia ¢ la forma bilineare associata a ® e consideriamo una base g-ortogonale €1, ..., €,.
Abbiamo visto che il rango di ¢ (=rango di ®) e uguale al numero di indici 7 tali che
®(e;) # 0; a meno di permutazioni di indici possiamo supporre ®(¢;) = 0se i > r e
D(e;)) = A\ # 0 se i < r. Scegliamo per ogni ¢ < r una radice quadrata p; di \; e
consideriamo la nuova base

=
Hi
Per costruzione vale ®(v;) =0sei > r e ®(v;) = 1sei < r e quindi ¢ ¢ congruente
alla forma I.. O

V; =€ Se 1>, v; = se1 <r.

Sui numeri reali due forme quadratiche possono avere lo stesso rango senza tuttavia
essere congruenti ed e necessario introdurre ulteriori invarianti.

DEFINIZIONE 2.6.2. Una forma quadratica ®: V' — R su di uno spazio vettoriale
reale V si dice:

(1) definita positiva (e talvolta scriveremo ® > 0) se ®(x) > 0 per ogni 0 # x €
Vi

(2) definita negativa (¢ < 0) se ®(x) < 0 per ogni 0 # = € V, o equivalente-
mente se —® ¢ definita positiva;

(3) semidefinita positiva (¢ > 0) se &(z) > 0 per ogni z € V;

(4) semidefinita negativa (¢ < 0) se ®(z) < 0 per ogni z € V, o equivalente-
mente se —® e semidefinita positiva;
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(5) indefinita in tutti gli altri casi, ossia se esistono v, w € V tali che ®(v) >0 e
d(w) < 0.
Le stesse denominazioni si applicano alle forme bilineari considerando le forme quadra-
tiche associate.

Sia ¢ e una forma bilineare simmetrica; in un sistema di coordinate xi,...,xz,
corrispondente ad una base p-ortogonale, la forma quadratica associata si scrive

i=1

E immediato osservare che ® > 0 (risp.: & >0, P < 0, P <0) se esolose \; > 0 (risp.:
Ai >0, <0, A\ <0)perognii=1,...,n.

DEFINIZIONE 2.6.3. Per ogni forma quadratica reale ®: V' — R, definiamo:
(1) l'indice di positivita ¢, = massima dimensione di un sottospazio W C V
tale che la restrizione di ® a W sia definita positiva;
(2) l'indice di negativita ®_ = (—®), = massima dimensione di un sottospazio
W C V tale che la restrizione di ® a W sia definita negativa;
(3) la segnatura come la coppia ordinata (®,,®_) € N2

Il prossimo lemma implica che la segnatura di una forma quadratica reale e inva-
riante per congruenza.

LEMMA 2.6.4. Siano ®: V — R una forma quadratica, f: V — V lineare invertibile
e W CV un sottospazio vettoriale. Allora la restrizione di f*® a W é definita positiva
se e solo se lo ¢ anche la restrizione di ® a f(W).

Identico risultato si ottiene sostituendo il termine definita con semidefinita e/o
positiva con negativa.

DIMOSTRAZIONE. Per definizione di pull-back, per ogni w € W vale f*®(w) =

O(f(w)). O
TEOREMA 2.6.5 (Teorema di Sylvester). Data una forma quadratica reale in forma
diagonale (ossia in un sistema di coordinate xy, . .., x, relativo ad una base ortogonale)

O(x) = Z N2, Ai € R,
i=1

st considerino i numeri:
e p = numero di indici t tali che \; > 0;
e g = numero di indici v tali che \; < 0.
Allora vale @, = p e ®_ = q. In particolare, il rango di ¢ € uguale alla somma ®,+P_,

gli interi p e g non dipendono dalla particolare base ortogonale scelta e sono invarianti
PET CONGruenza.

DIMOSTRAZIONE. E sufficiente dimostrare che p = ®,: infatti considerando la
forma quadratica opposta —® i coefficienti \; cambiano tutti di segno e (—®), = ®_.

A meno di permutazione di indici possiamo supporre A, ..., A, >0, Apiq, ..., Apyg <0
€ >\p+q+17 RN 7)\n =0.

Sia L C V il sottospazio definito dalle equazioni z,;; = -+ = z,, = 0 e denotiamo con
m: V — L la proiezione sulle prime p coordinate 7 (z1,...,2,) = (z1,...,2,,0,...,0).

La restrizione di ® al sottospazio L e definita positiva e quindi, per definizione di ¢,
sihap < ®,.
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Viceversa, sempre per definizione di @, , esiste un sottospazio vettoriale W C V di
dimensione @, tale che ®(z) > 0 per ogni x € W, x # 0. Dimostriamo che I'applica-
zione lineare 7: W — L e iniettiva; da questo seguira che &, = dimW < dim L =
.

Sia dunque x = (z1,...,x,) € W tale che m(z) = 0, cio significa che x; = ... =
z, = 0 e quindi che ®(z) =, \ix? < 0. D’altra parte ® ¢ definita positiva su W e
la condizione ®(z) < 0 implica necessariamente x = 0. O

ESEMPIO 2.6.6. Calcoliamo rango e segnatura della forma quadratica
d:R* > R, &(x) =22 + 22 — 23 — 22 + 781114 — 362923 + 87173.

La forma ¢ definita positiva sul sottospazio x3 = x4 = 0 generato dai primi due vettori

.....

negativa sul sottospazio x1 = xo = 0 generato dagli ultimi due vettori della base
canonica, quindi l'indice di negativita ¢ > 2. Dunque la forma bilineare ¢ obbligata ad
avere rango 4 (il massimo possibile) e segnatura (2, 2).

COROLLARIO 2.6.7. Due forme quadratiche definite su di uno spazio vettoriale reale
V' sono congruenti se e solo se hanno la stessa segnatura.

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo un isomorfismo V' = R" (cioe fissiamo una base); con-
sideriamo poi, per ogni coppia di interi positivi p,q tali che p + ¢ < n, la forma
quadratica

Ly q(@) :xf+x§+-~-+x§—x§+l—~--—w§+q.

e dimostriamo che ogni forma quadratica e congruente ad I,, per opportuni p,q.
Notiamo poi che, per il teorema di Sylvester la coppia (p, q) € uguale alla segnatura.

Sia dunque ¢ una forma quadratica; sappiamo che esiste un sistema di coordinate

lineari vy, ..., ¥y, su R” rispetto al quale
P(y) = Z Ay
i=1

A meno di permutazioni di indici possiamo assumere:
(1) Ai >0sei<p;
(2) iy <0sep<i<p+g;
(3) i =0sei>p+q.
Nel sistema di coordinate
zi = VA Ui se1<p
Zi:\/_)\iyi sep<z§p+q
Zi =Y sep+q<t

P22 =3P 22 che ¢ congruente a I,,. O

la forma quadratica diventa ®(z) = > | 2 impt1 Zi s

EsEMPIO 2.6.8. Calcoliamo, al variare del parametro A € R, il rango e la segnatura
della forma quadratica:
: R* - R, O(x) = 22 + 2 \z 129 — 23.

Nella base canonica e, es la matrice simmetrica corrispondente ¢

1A
me (3 4)

Osserviamo che ®(e;) > 0, da cui deduciamo &, > 1, e che ®(e2) < 0 da cui deduciamo
®_ > 1. Siccome &, + &_ < 2 dovra necessariamente essere &, = &_ = 1. Dunque ¢
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ha rango 2 e segnatura (1, 1), indipendentemente dal valore di A, e le matrici By sono
tutte congruenti tra loro.

Il segno del determinante di una matrice simmetrica ¢ invariante per congruenza.

Infatti se B, sono matrici reali simmetriche congruenti, allora esiste una matrice
invertibile A tale che ATBA = C e quindi

det C' = det(AT) det(B) det(A) = det(B) det(A)>

Siccome ogni matrice simmetrica ¢ congruente ad una matrice diagonale (Teore-
ma 2.4.1), segue immediatamente dal teorema di Sylvester che, per una forma quadra-
tica

d: R" — R, ®(z) = 2" Bz,
vale:

(1) det(B) = 0 se e solo se rg(P) < n;
(2) det(B) > 0 se e solo se rg(®) =n e d_ pari;
(3) det(B) < 0 se e solo se rg(®) =n e $_ dispari.

ESEMPIO 2.6.9. Segue dal teorema di Sylvester che la segnatura di una matrice
simmetrica diagonale a blocchi ¢ la somma (in N?) delle segnature dei singoli blocchi.
Ad esempio, la segnatura della matrice

1
1000 i 0 1 0 1
000 1] “\\10)\1o0
0010
e (1,1)+(1,1) = (2,2).
EsEMPIO 2.6.10. Calcoliamo rango e segnatura della forma quadratica

D R4 — R, CI)(ZE) = T1Xo + ToX3 + T3T4.

Mettendo in evidenza x5 si ha ®(x) = (1 +23)x2 + 2324 € nelle coordinate y; = 1 +x3,
y; = x; per ¢ > 1, la matrice associata ¢ la meta di quella dell’Esempio 2.6.9. Quindi il
rango ¢ 4 e la segnatura ¢ (2,2).

COROLLARIO 2.6.11. Per una matrice simmetrica reale A € M, ,(R), il nume-
ro di autalori positivi (risp.: negativi), contati con molteplicita, ¢ uguale all’indice di
positivita (risp.: negativita) della forma quadratica ®(z) = x* Aw.

DIMOSTRAZIONE. Siano Ay, ..., A, gli autovalori di A contati con molteplicita. Per
il teorema spettrale esiste una matrice ortogonale F tale che E~'AE = diag(A1, ..., A\y);
siccome E~! = ET, la matrice diag(Ai,...,\,) & al tempo stesso simile ad A (e
quindi con gli stessi autovalori) e congruente ad A (e quindi con gli stessi indici di
positivita/negativita). Basta adesso applicare il teorema di Sylvester 2.6.5. O

Riprendendo le notazioni della Sezione 1.4, per ogni matrice A € M, ,,(R) ed ogni
k < n denotiamo con A[k] il minore principale formata dalle prime £ righe e k colonne.

COROLLARIO 2.6.12 (Criterio di Sylvester). Sia A € M,, ,(R) una matrice simme-
trica tale che det(A[k]) # 0 per ogni k = 1,...,n. Allora Uindice di negativita delle
forma bilineare o(z,y) = 2T Ay, e quindi anche il numero di autovalori negativi di A, ¢
uguale al numero di cambiamenti di segno della successione 1,det(A[1]),...,det(Aln]).
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DIMOSTRAZIONE. Indichiamo come al solito con eq,...,e, la base canonica di
R™ e con R*! C R” il sottospazio dei vettori con ultima coordinata nulla, ossia
R™ ! = Span(ey,...,e, 1). Sia vy,...,v,_1 una base p-ortogonale di R"~! poniamo
v, = A7 te, e proviamo che vy, ..., v, & una base p-ortogonale di R™. Per ogni i < n si
ha o(v;,v,) = v} Av, = vle, = 0 dato che v; € R""!. Siccome A[n — 1] & invertibile,
la restrizione di ¢ a R"~! & nondegenere, quindi R*~! N (R"~1)+¥ = 0; questo implica
v, € R"1 e quindi vy, . ..,v, ¢ una base di R".

Denotiamo \; = ¢(v;, v;); per il teorema di Sylvester ed induzione su n, il numero
dei \; negativi con i < n e uguale al numero di cambiamenti di segno della successione
1,det(A[1]),...,det(A[n — 1]). Poiché il segno del determinante & invariante per con-
gruenza, si ha che det(A[n — 1]) ha lo stesso segno del prodotto A; - -+ A, _1, e det(A[n])
ha lo stesso segno del prodotto A; - - - \,. Questo equivale a dire che \,, < 0 se e solo se
det(Aln — 1]) e det(A[n]) hanno diverso segno. O

Dunque, il linea di principio, possiamo calcolare gli autovalori di una matrice sim-
metrica reale per determinare la segnatura di una forma quadratica, anche se questo
comporta il calcolo e la scomposizione in fattori di primo grado del polinomio carat-
teristico. Uno studente masochista potrebbe adottare questa tattica come procedura
standard, ignorando le altre pitt semplici a disposizione (criterio di Sylvester, studio geo-
metrico degli indici di positivita/negativita, eliminazione di Gauss simmetrica e, nella
peggiore delle ipotesi, regola dei segni di Cartesio). Per non incentivare gli studenti a
comportamenti perniciosi per se stessi ed irritanti per i docenti, in questo testo non
faremo alcun calcolo di autovalori ai fini dello studio degli invarianti per congruenza.

EsEMPIO 2.6.13. Calcoliamo, in funzione di A € R, rango e segnatura della matrice

simmetrica
11
B)\ - (1 )\) )

ossia rango e segnatura della forma quadratica associata ®. Nella base canonica e, ey
sa ha ®(e;) =1 e quindi 1 < &, < 2 per ogni \. Il determinante ¢ uguale a A — 1 e
quindi:
(1) per A =11l rango ¢ 1 e la segnatura ¢ (1,0);
(2) per t > 1 il rango ¢ 2, |B,| > 0 e quindi ®_ ¢& pari. Necessariamente ®_ =0 e
la segnatura e (2,0);
(3) per A < lilrango ¢ 2, |By| < 0 e quindi ®_ ¢ dispari. Necessariamente ®_ = 1
e la segnatura ¢ (1,1).

Notiamo anche che per 0 < A\ < 1 tutti i coefficienti di By sono positivi, e tuttavia
la forma quadratica associata non e definita positiva.

EsemMPio 2.6.14. Calcoliamo il rango e la segnatura della forma quadratica &
associata alla matrice simmetrica

11 1
12 0
1 0 =3
La diagonale contiene sia valori positivi che negativi e quindi &, > 1, &_ > 1. 1l

determinante della matrice ¢ —5 < 0, quindi ®_ ¢ dispari e di conseguenza &, = 2,
o =1.

EsEMPIO 2.6.15. Calcoliamo la segnatura della forma quadratica ® associata alla

matrice simmetrica
1 1 350!

1 2 7
3500w —3
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La diagonale contiene sia valori positivi che negativi e quindi &, > 1, &_ > 1. La
restrizione della forma quadratica al sottospazio U generato dai primi due vettori della
base canonica e rappresentata dal minore principale

11
1 2
e quindi ¢ definita positiva per quanto visto nell’Esempio 2.6.13. Quindi &, > 2 e

dunque ¢, =2e d_ =1.

OSSERVAZIONE 2.6.16. Quando la forma quadratica su K" e scritta in forma di
polinomio omogeneo di secondo grado nelle coordinate, la regola pratica per passare
dalla forma quadratica alla matrice associata ¢ mettere sulla diagonale i coefficienti dei
quadrati 2? e fuori dalla diagonale le meta dei coefficienti di x;x;, con i < j.

EsEMPIO 2.6.17. Calcoliamo rango e segnatura della forma quadratica
d:R* - R, &(x)=2?—2x,19 — 21173,
eseguendo 'eliminazione di Gauss simmetrica della matrice associata
1 -1 -1

-1 0 0
-1 0 0

Aggiungiamo la prima rigonna alla seconda

1 -1 -1 1 -1 -1 1 0 -1
—1 0 o | o -1 1| &% o0 -1 -1,

-1 0 0 -1 0 0 -1 -1 0

poi la prima alla terza

1 0 -1 1 0 -1 1 0 0
0 —1 —1| & o -1 -1 &% (o -1 -1,
1 -1 0 0 -1 —1 0 -1 —1

e per finire togliamo la seconda alla terza

1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 —1 —1 ) B2 o 1 -1 &=% |0 -1 0
0 -1 —1 0 0 0 0 0 0

Quindi, per il teorema di Sylvester, la forma ® ha rango 2 e segnatura (1,1).
EseEMPIO 2.6.18. Determiniamo rango e segnatura della forma quadratica
d: R* - R, () :x1x2+x§+2x2$4—x§.

La matrice associata alla forma quadratica ® e

0 1/2 0 0
12 1 0 1
=10 o -1 0
0 1 0 0

e lasciamo al lettore il compito di provare che rg(Q)) = 3. Per il criterio di Sylvester, la
restrizione di ® al sottospazio di equazione z; = 0, ha segnatura (1,2) e quindi &, > 1,
®_ > 2. Siccome 1+ 2 = rg(P) deve necessariamente essere ¢, =1e &_ = 2.
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Esercizi.

90 (V). Ricalcolare rango e segnatura della forma quadratica dell’Esempio 2.6.18,
utilizzando la regola dei segni di Cartesio.

91. Calcolare rango e segnatura delle forme quadratiche reali
O, U: Mys(R) — R, P(A) =det(A), V(A) = Tr(4?).

92. Sia (a;j) € M, ,(R) simmetrica e semidefinita positiva. Provare che max; ; |a;;| =
max; Qi;.

93. Siintroduce I'indice di una forma quadratica reale ® come la differenza &, —®_;
¢ immediato osservare che la segnatura e univocamente determinata da rango e indice.
Sia ® una forma quadratica simmetrica reale di rango r e indice o. Provare che:

(1) r — o & pari;

(2) ® ¢ semidefinita positiva se e solo se r = o;

(3) @ ¢ semidefinita negativa se e solo se r = —o;

(4) ® e semidefinita se e solo se ogni vettore isotropo appartiene a Ker ®.

(5) Usare i punti 1, 2 e 4 per trovare, senza bisogno di far calcoli, rango e indice
della forma quadratica dell’Esempio 2.6.17.

94. Sia 0 < t < 1 un numero reale e sia ®: R” — R la forma quadratica associata
alla matrice simmetrica di coefficienti a;; = t¢~DU=D 4 j = 1,... n. Mostrare che
I'indice &, — ®_ della forma quadratica dipende solo dalla parita n.

95. Provare che una forma quadratica reale ¢ definita, positiva o negativa, se e solo
se non possiede vettori isotropi diversi da 0.

96. Dimostrare che per una matrice reale, simmetrica e ortogonale, 'indice della
forma quadratica associata e uguale alla traccia.

97. Sia H C Mj33(R) il sottospazio vettoriale delle matrici simmetriche a traccia
nulla. Calcolare rango e segnatura della forma quadratica ®: H — R, ®(A) = Tr(A4?).

98. Per ogni n > 3 sia B,, € M, ,(R) la matrice simmetrica di coefficienti
b--—{ 0 se2<i<n-—-1e2<j<n-1
Y 1 altrimenti
Determinare rango e segnatura di Bs, By.

99. Determinare rango e segnatura delle matrici B,, introdotte nell’Esercizio 98, per
ogni n > 4.

100. Siano f,g: V — R lineari e linearmente indipendenti come vettori di Homg (V) R).
Mostrare che ®(z) = f(z)g(z) ¢ una forma quadratica di rango 2 e segnatura (1,1).
Cosa si puo dire se f e g sono linearmente dipendenti?

101. Calcolare rango e segnatura delle forme quadratiche ®, ¥: R3° — R:
350

O(x) = Z(lexi +a3), U(z)= (w1 + 2wy + 323+ - - + 350w350)° — 7.
i=2

102. Determinare, al variare di ¢ € R, rango e segnatura della matrice simmetrica

11000
12100
01 210
001 21
000 1¢
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103. Si consideri la forma quadratica in R?® definita da O(x) = 2x119 + 6x273.
Calcolare rango, segnatura e si trovi una base di R? in cui ® & scritta in forma canonica.

104. Nell’Esercizio 83, se K = R e det B # 0, determinare, in funzione della
segnatura di B, la segnatura di ¢.

105 (Disuguaglianze di Cauchy—Schwarz). Siano ¢ una forma bilineare su uno spa-
zio vettoriale reale V' di dimensione 2 e si denoti con ® la forma quadratica associata.
Provare che, dati due vettori u,v € V si ha:

(1) ¢(u,v)* = ®(u)®(v) se ® ¢ degenere oppure se u,v sono linearmente dipen-
denti;

(2) p(u,v)? < ®(u)®(v) se @ ¢ definita e u, v sono linearmente indipendenti;

(3) ¢(u,v)* > ®(u)®(v) se ® ¢ indefinita e u, v sono linearmente indipendenti.

106. Calcolare rango e segnatura della forma quadratica
P: R® - R, O(z) = 2% + x5 — 25 + 127123 + 78973
107. Calcolare rango e segnatura della forma quadratica
d: R™™ - R, ®(z) = (v1 + 29 + T3+ - + T600)* — 7.
108. Calcolare rango e segnatura delle forme quadratiche ®;: R* — R:

(I)l([)?) = T1%2 + Tox3 + T34,

®y(z) = 27 — :L‘g — 22+ 4x79 — 22125 + 42975 + 20974 — 6131y,
®3(z) = 23 — 25 — 22 + 2w9w3 + 22471,

dy(x) = 22 — 22 — 2% + dwywy — 20125 + 4aow3 + 2091y — 6314,
Os(x) = 27 — 3 — ] + 42120 + 22173 — 4193 + 20074 — 6374,
Og(x) = 23 + 25 + 73 + 75 + 4(0172 + 1173 + ToT3 + ToTy + T3T4),

7 (x) = 23 + 25 + 25 + 75 + 23174 — 22179 — 27974 — 27374,
109. Calcolare rango e segnatura della forma quadratica
d: R° - R, O(r) = 23 + 223 — xg — mg + 2x179 + 47123 + Tox3 — 2T574.
110 (V). Per ogni n > 0 sia B, € M,, ,(R) la matrice simmetrica di coefficienti
bij =14 j— 2, ihwj=1,...,n.
Determinare rango e segnatura di By, By e Bs.

111 (e, ©). Determinare rango e segnatura della matrice B, introdotta nell’Eser-
cizio 110 per ogni n > 4.

112 (w0, ©). Sia A = (a;;) una matrice simmetrica reale di ordine n tale che 2a;; >
> i1 lai;| per ogni indice i. Provare che A & semidefinita positiva.

2.7. Complementi: prodotti scalari di Minkowski

In relativita ristretta si introduce il cosiddetto prodotto scalare di Minkowski in R*.
Pitt in generale, un prodotto scalare di Minkowski su uno spazio vettoriale reale V' ¢
definito come una forma bilineare simmetrica

(,): VXV =R
non degenere di segnatura (1,dimV — 1).

La prossima proposizione illustra alcune interessanti proprieta matematiche dell’in-
sieme, denotato T', dei vettori ‘di tipo tempo’.
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PROPOSIZIONE 2.7.1. Sia (-,-) un prodotto scalare di Minkowski in uno spazio
vettoriale reale V' di dimensione n+ 1. Si considerino i due sottoinsiems

T={veV]|(v,v) >0}, T={veV|v#0, (v,v) >0}
Allora:

(1) per un sottospazio vettoriale W C V' di dimensione m + 1, la restrizione di
(-,-) a W ha segnatura (1,m) se e solo se WNT # 0;
(2) per ogniv € T ed ogni w € T wvale {(v,w) # 0;
(3) per ogniu € T, v,w € T tali che (u,v) >0 e (u,w) >0 si ha {(v,w) > 0.
In particolare, la relazione ~ sull’insieme T definita come u ~ v se (u,v) > 0, é di
equivalenza.

DIMOSTRAZIONE. Dato che la segnatura e (1,n) si ha T # () ed esiste un iperpiano
N C V in cui la forma bilineare e definita negativa.

(1) Dato W di dimensione m+1, se la restrizione di (-, -) ha segnatura (1, m) allora
W contiene almeno un vettore v con (v,v) > 0 e quindi TNW # (. Viceversa, se esiste
v e T NW allora Span(v) ¢ un sottospazio di dimensione 1 in cui la forma ¢ definita
positiva, mentre N N W e un sottospazio di dimensione > m in cui la forma e definita
negativa.

(2) Se fosse per assurdo (v, w) = 0,conv € T e w € T allora v, w devono necessaria-
mente essere linearmente indipendenti, e la forma bilineare ristretta a W = Span(v, w)
sarebbe semidefinita positiva, in contraddizione con il fatto che W N N # 0.

(3) Se per assurdo esistessero u € T, v,w € T tali che (u,v) > 0, (u,w) > 0 e
(v,w) < 0, allora per ogni numero reale non negativo ¢ > 0 si ha u+tw € T e tuttavia
(v,u + tw) = (v,u) + t{v,w) si annullerebbe per t = — (v, u)/(v,w) in contraddizione
con il punto precedente. O

La relazione ~ introdotta nella precedente proposizione possiede esattamemte due
classi di equivalenza. Infatti, sia v € T un vettore fissato e siano u,w € T non equi-
valenti a v, ossia tali che (v,u) < 0 e (v,w) < 0. Per il punto (2) si ha (v,u) < 0e
(v,w) <0, quindi v ~ —u, v ~ —w e per la proprieta transitiva —u ~ —w, che implica
immediatamente u ~ w.

Si ha dunque una partizione in classi di equivalenza T'= T, UT_, dove

T, ={ueT|(v,uy >0}, T-={ueT|(-v,u)>0}.

Se u,w € Ty allora tu+ (1 —t)w € T, per ogni 0 < t < 1: infatti siccome (v,u) > 0
e (v,w) > 0 si ha (v,tu + (1 — t)w) = t{v,u) + (1 — t)(v,w) > 0. Abbiamo quindi
dimostrato che ogni classe di equivalenza ¢ un sottoinsieme convesso di V.

Inoltre, dato v € T, il punto (2) implica
(2.7.1) {fweT| (v,w) >0} ={weT]| (v,w) >0},
ed il punto (&) implica che 'insieme (2.7.1) dipende solo dalla classe di equivalenza di
v.

Esercizi.

113. Siano p > 2, ¢ > 1 e ¢ una forma bilineare simmetrica su R’ di segnatura
(p, q). Provare che la relazione u ~ v se p(u,v) > 0, sull’insieme T = {u | p(u,u) > 0},
non e di equivalenza.

114 (#,9). Sia ®: V' — R una forma quadratica indefinita. Dimostrare che esiste
una base di V' formata da vettori isotropi per ®.
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Note. La teoria delle forme quadratiche cambia notevolmente a seconda se lo scalare 2
¢ invertibile o no. Ad esempio, sui campi di caratteristica 2 il teorema di estensione di Witt
e falso in generale.

L’aggettivo simpléttico (o simplectico), dal greco cvumekTikds “relativo all’intreccio”,
e stato introdotto in matematica da Hermann Weyl nel 1939.

Per una forma quadratica ® con indici di positivita e negativita &, e ®_, alcuni au-
tori chiamano segnatura la differenza ®;, — ®_; altri autori chiamano segnatura la terna
(®g, D4, P_) dove Dy, detto indice di nullita, & la dimensione del nucleo.

L’interesse dell’autore per la Proposizione 2.7.1 non ha nulla a che fare con la relativita,
ma semmai con la teoria di Hodge sulle superfici K3.



