1

I teoremi di Hilbert

Nello studio delle soluzioni di un sistema di equazioni algebriche
filzy, ..., 2,) =0, i=1,....m, fi €Klz,...,2,],

¢ naturale adottare alcune manipolazioni algebriche in modo da ottenere nuove equazioni
di piu facile comprensione; un caso tipico € il metodo di riduzione a forma trapezoidale
dei sistemi di equazioni lineari (eliminazione di Gauss). E generalmente utile considera-
re delle espressioni g; = > hj; f; nelle quali alcune delle variabili z4,...,z, non com-
paiono. Le ricette per esplicitare, se esistono, dei polinomi g; come sopra fanno parte
della teoria dell’eliminazione. In termini un po’ piu astratti possiamo dire che la teoria
dell’eliminazione si occupa del seguente problema.

Dato un anello A ed un ideale I C Alxy,...,x,], determinare quando ’ideale IN A ¢
diverso da 0, ed in tal caso esplicitarne elementi non banali.

Lo strumento “basic” per eccellenza in teoria dell’eliminazione é il risultante, con il
quale si riesce a dare una risposta piu che soddisfacente al suddetto problema nel caso
n = 1. Il risultante sara inoltre uno degli strumenti tecnici pit1 usati nel resto di queste
note. Il risultato di maggior rilievo teorico in teoria dell’eliminazione e invece il teorema
degli zeri di Hilbert, del quale daremo una dimostrazione nella Sezione 1.5.

1.1 Il risultante di due polinomi

Sia A un anello, per ogni intero non negativo n indichiamo con A[z],, il sottomodulo
libero dei polinomi di grado minore di n. Possiamo identificare A[z]<, con A™ tramite
Iisomorfismo di A-moduli che associa ad ogni vettore riga p = (ag,...,an-1) € A™ il
polinomio p = Y a;2"1=% € M. Ricordiamo che il grado del polinomio nullo & posto per
convenzione uguale a —oo.

Definizione 1.1.1. Siano A un anello e
f(z) = apx"™ + az" Vo +a, g(x) = boz™ + bt by, ag, by # 0,

due polinomi in Alx] di gradi n e m rispettivamente, con n,m > 0. La matrice di
Sylvester della coppia (f,g) € la matrice quadrata di ordine n + m
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2 1 I teoremi di Hilbert

ao al... . . . e . an
a’O .. . . . DR . . an
aO al az DR . . . ... an
bo by -+ - b
by -+ + - bm
S(f.9) = o (1.1)
bo by by -+ b
b() bl el bm
b -+ - -+ bm
bo by by -+ by

Osservazione 1.1.2. Rispetto alle identificazioni A[z]<,, = A™ descritte precedentemente,
la trasposta della matrice di Sylvester e la matrice che rappresenta ’applicazione A-lineare

Alz]<m @ Alz]<n = Al2]<ngm, (p.q) — fr+9q.

Definizione 1.1.3. Il risultante R(f,g) di due polinomi f,g € A[z] ¢é il determinante
della matrice di Sylvester della coppia (f,g), ossia R(f,g) = det S(f, g).

Ad esempio il risultante dei polinomi z2 — 2 e 222 — 2 & uguale a:
10 -20
01 0 -2
2-10 0] 14
02 -10

Se f, g hanno entrambi grado 0, ossia se sono costanti diverse da 0, allora S(f,g) € la
matrice vuota e R(f,g) = 1.

Osservazione 1.1.4. La matrice di Sylvester (1.1) ha senso anche se g ha grado minore di
m, ossia se bg = 0. In tal caso, se ag # 0 segue dallo sviluppo di Laplace rispetto alla
prima colonna, e dall’induzione su m — deg(g), che il determinante di (1.1) & uguale a

—d
ag "V R(f.g).
Proposizione 1.1.5. Nelle notazioni precedenti vale:

1. R(f.9) = (~1)"™R(g, ).

2. R(1,9) =1, R(a", g) = g(0)" e R(zf,g) = g(0)R(f,g)-

3. R(af,bg) = a™b"R(f,g) per ogni a,b € A tali che aag # 0, bby # 0.

4. Esistono F,G € Alz] polinomi tali che deg(F) <n —1, deg(G) <m —1 e R(f,9) =
Gf+ Fyg; in particolare R(f,g) appartiene all’intersezione di A con lideale generato
da f eg.

Dimostrazione. Le proprieta 1, 2 e 3 seguono da 1.1 e dalle proprieta elementari del
determinante. Al fine di dimostrare il punto 4 calcoliamo il determinante della matrice di
Sylvester nell’anello A[z]. Tale determinante non cambia se all’ultima colonna sommiamo
la penultima colonna moltiplicata per , la terzultima moltiplicata per z2 e cosi via. Alla

fine I'ultima colonna diventa
Stl’m_lf
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1.1 1l risultante di due polinomi 3

e lo sviluppo di Laplace rispetto all’ultima colonna fornisce il risultante come una
combinazione linere a coefficienti in A dei polinomi

-1 -2 -1
z™ f»xm fu"'?fvmn g,---59:

O

Lemma 1.1.6. Siano f,g € Alx] e sia q un ideale primo di A tale che R(f,g) € q. Allora
esistono F,G € Alx] non entrambi in q[z] tali che deg(F') < deg(f), deg(G) < deg(g) e
Gf + Fg € qlz].

Dimostrazione. Siano n,m i gradi di f e g. Per ipotesi la riduzione della matrice di Syl-
vester nel dominio di integrita — ha determinante nullo e quindi le sue righe sono linear-
mente dipendenti nel campo delle frazioni. Moltiplicando per un denominatore comune
possiamo dire che le righe sono linearmente dipendenti in —. Sollevando i coefficienti ad

q
A troviamo n + m elementi ¢y, ..., ¢y, dy, ..., d, € A, non tutti appartenenti all’ideale q
e tali che tali che
ax™ 4o Fdiz" g+ dng

€ un polinomio a coefficienti in q. O

Teorema 1.1.7. Siano f,g € Alz] con f polinomio monico di grado n.

1. Sia (ai;) € la matrice quadrata di ordine n a coefficienti in A tale che per ogni i =
0,...,n—1 vale

n—1
zlg=hif + Z aijxj, con h; € Alz].
7=0

Allora R(f,g) = det(ai;). In particolare per ogni polinomio monico f il risultante
R(f,g) dipende solo dalla classe di g in Alz]/(f).
2. Sia ¢: A[x] — Blx] un omomorfismo di anelli tale che ¢(x) = x e ¢p(A) C B, allora

vale R(6(f), ¢(9)) = ¢(R(f,9))-

Dimostrazione. Se m e il grado di g, allora ogni polinomio h; f & una combinazione lineare
a coefficientiin Adi f,zf,..., 2™ 1 f. E dunque possibile sommare ad ognuna delle ultime
n righe della matrice S(f,g) dei multipli delle prime m righe in modo tale che diventi
una matrice della forma
T x
( 0 %‘) ’

dove T' ¢ una matrice triangolare superiore di ordine m con i coeflicienti della diagonale
tutti uguali a 1.
Il secondo item segue immediatamente dal primo. a

Proposizione 1.1.8 (Invarianza per traslazione). Per ogni f,g € Alzx] e per ogni
a € A vale

R(f(z —a),9(x — a)) = R(f(x), 9(x)).

Dimostrazione. Sia My C Alz] il modulo dei polinomi di grado < d — 1; Il modulo
M, & libero ed ha come una base canonica 1,z,...,z% 1. Il risultante ¢ esattamente il
determinante dell’applicazione
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Mm 2] Mn — Mn+m7 (pu CI) — fp+g(Ja

calcolato rispetto alle basi canoniche. Basta quindi osservare che 'isomorfismo di tra-
slazione Ty, : A[z] — Alz], dove T, (z) = © —a e T,(b) = b per ogni b € A, preserva i
sottomoduli My e su ciascuno di essi si rappresenta nella base canonica con una matrice
triangolare con tutti 1 sulla diagonale ed ha quindi determinante 1. a

Corollario 1.1.9. Siano f,g € Alz] polinomi. Se f = ag [[;—,(z — o), allora

nm f7 —(IO Hgaz

e quindi se g = by [~ (z — f;), allora vale

Rn,m(fv - aO bO H H

1=17=1

In particolare valgono le relazioni di bilinearita:

Rn+n’,m(ff/7 g) :Rn,m(fa g)Rn’,m(f/a g)a Rn,m+m’(f; 99/) :Rn,m(f7 g)Rn,m’ (fa g/)

Dimostrazione. Per la Proposizione 1.1.5 non é restrittivo supporre ag = 1; dimostriamo
che vale R, (f,9) = af'[Ii—, 9(ca;) per induzione su n: se n = 0 non c¢’¢ nulla da
dimostrare. Sia dunque n > 0 e scriviamo f = (z — 1) f’; I'invarianza per traslazione da

Rn’m(fa g) = Rn,m((ﬂj - al)f/(x),g(x)) = Rn,m(mf/(x +a1),9(x + Ch)),
e per 1.1.5 si ha dunque

Ry (f,9) = g(a1) Rn—1.m(f'(x + 1), g(x + 1)) = g(e1) Bn1.m (f(2), g(2))-

Le relazioni di bilinearita sono chiaramente funtoriali, si pu¢ quindi assumere senza per-
dita di generalitd che A = Z[a;, a}, b;] dove a;, a},b; sono indeterminate che rappresenta-
no i coefficienti di f, f/ e g. Dunque non @& restrittivo assumere A dominio di integrita.
Basta adesso immergere A in una chiusura algebrica del suo campo delle frazioni per
avere la completa riducibilita di f, f’ e g. La dimostrazione della bilinearita ¢ allora una
conseguenza immediata della rappresentazione di R come funzione della differenza delle
radici. O

Corollario 1.1.10. Sia A un dominio a fattorizzazione unica e f,g € Alzx]. Allora f e g
possiedono un fattore comune di grado positivo se e solo se R(f,g) = 0.

Dimostrazione. Sia K la chiusura algebrica del campo delle frazioni di A, ¢ allora ben
noto che f e g hanno un fattore comune di grado positivo se e solo se hanno una radice
comune in K. La tesi segue immediatamente da 1.1.9. a

Teorema 1.1.11. Siano A un anello, p C Alz] un ideale primo e ¢ = ANp. Supponiamo
p # q[z] e sia f un polinomio di grado minimo in p — q[x]. Allora vale R(f,q) & q per

ogni g & p.

Dimostrazione. Sia g ¢ p e supponiamo per assurdo R(f,g) € q. Per il Lemma 1.1.6
esistono F,G € A[z], non entrambi in g[x] e tali che

Gf+Fgeqlr],  deg(F) < deg(f).

Siccome f € p si ha Fg € p e siccome g € p si ha F € p. Dato che f ha grado minimo
in p — q[z] si ha F € q[z] e di conseguenza G ¢ q[z] e Gf € q[z] in contraddizione con il
fatto che g[z] ¢ un ideale primo. O
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Corollario 1.1.12. Siano p; C pa C Alx] ideali primi tali che 1 & py e py contenga un
polinomio monico. Allora p1 N A =pa N A se e solo se p1 = ps.

Dimostrazione. Sia ¢ = p1 N A = pa N A, siccome q ¢ un ideale proprio di A, g[z] non
contiene polinomi monici e quindi g[z] # p;1. Se per assurdo esistesse g € pa — p1, allora
per il Teorema 1.1.11 esisterebbe f € p; tale che R(f,g) € q in contraddizione con il fatto

che R(fag) € (f?g) C p2. O

Esercizi

1.1 (k-risultanti). Sia A un dominio a fattorizzazione unica, f,g € A[z] polinomi,
deg(f) = n, deg(g) = m. Per ogni k > 0 si definisce il k-risultante Ry (f,g) co-
me il determinante della matrice quadrata di ordine n + m — 2k ricavata eliminando
dalla matrice di Sylvester S, ..(f,g) le righe 1,2,...,k,m +1,...,m + k e le colonne
L2,....kkn+mn+m-—1,... n+m—k—+1.

Dimostrare che f e g hanno un fattore comune di grado > k& se e solo se Ro(f,g) =
Ri(f,9) =--- = Ri(f,g) =0. (Sugg.: induzione su k: la condizione Ry(f,g) = 0 equivale
all’esistenza di due polinomi Ay, By di grado < m — k,n — k rispettivamente tali che
A f + Brg ha grado < k.)

1.2. Calcolare esplicitamente il risultante di due polinomi di secondo grado.

1.3. Sia A un dominio di integrita, f,g € Alz] e s € (f, g)NA. Provare che s € (f2,¢g?)NA
e che R(f% ¢?) = R(f,g)*. Dedurre che, in generale, il risultante non genera l’ideale
contratto (f,g) N A.

1.2 Il discriminante

Per semplicita espositiva consideriamo esclusivamente il caso in cui A ¢ un dominio
di integrita perfetto oppure di caratteristica sufficientemente alta, lasciando le possibili
generalizzazioni per esercizio al lettore interessato.

Dato un polinomio f(x) = agx™ +a1z"~t+---+a, € Alz], con ag # 0, e considerando
la sua derivata formale f’(x) = nagx™ ! + --- + a,_1 si osserva che la prima colonna
della matrice di Sylvester della coppia (f, f) & divisibile per ag. Esiste dunque unico un
elemento A(f) € A detto discriminante di f, tale che

A(f) = aiomf, £)= R D).

Se A & un dominio a fattorizzazione unica, segue dal Corollario 1.1.10 che f possiede un
fattore multiplo di grado positivo se e solo se A(f) = 0. Dato che la derivazione rispetto
ad z ed il risultante commutano con le traslazioni  — x —a, si ha A(f(x)) = A(f(z—a))
per ogni a € A; se

n

f=a][x—a), f=a) [[@-a)

i=1 i=1 ji
allora f'(a;) = ao [[;4;(ci — ;) e, per il Corollario 1.1.9, si ha

A(f) = ag ' R(f. f1) = ag [T £(ei) = ag" * [ [ (e — ay).-

i=1 i#£]

Naturalmente, se 1, ..., 8,_1 sono le radici della derivata f’, allora vale anche la formula

A(f) = n"ag " TTF(Ba)-
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6 1 I teoremi di Hilbert

b
Esempio 1.2.1. (caratteristica# 2) Se f = az? + bx + ¢, allora ~5a ¢ la radice di f/ e vale
a
A(f) = 2%af L P
2a '

Esempio 1.2.2. (caratteristica # 2,3) Se f = 2% — px — g, allora le radici di f’ sono :I:\/g

e quindi il discriminante vale

A(f) = 27f <\/§) f (— g) = 2747 — 4p°.

Esempio 1.2.3. Per la Proposizione 1.1.5, vale A(z" + a) = n"a™ 1.

Un utile trucco per calcolare A(f) quando f € un polinomio monico, consiste nell’ap-
plicare ’algoritmo euclideo per determinare il massimo comune divisore fra f e f’ e poi
moltiplicare per uno scalare in modo da avere la relazione dell’Esempio 1.2.3 soddisfatta.
Ad esempio se f = x* + cax? + br +a si ha 2TA(f) = 4(c® + 12a)® — (2¢® — T2ac + 27b%)2.

Esercizi

1.4. Siano K un campo perfetto e f, g € K[z] polinomi senza fattori comuni. Dimostrare
che vale una delle seguenti possibilita:

1. 1 polinomio ¢f(z) + g(x) ha radici multiple per al piti finiti valori di ¢ € K.
2. La caratteristica di K & p > 0 ed esistono f, g € K|[z] tali che f = fP, g = gP.

1.5. (caratteristica 0) Sia A un dominio di integrita di caratteristica 0 e f € Afz] un
polinomio di grado n. Provare che

Rn—l,n—l(nf - If/a f/) )

nn—l

A(f) =

1.3 Anelli Noetheriani

In questa sezione dimostreremo il teorema della base di Hilbert. Per future applicazio-
ni & conveniente inquadrare il teorema in un ambito piu astratto di quello considerato
precedentemente.

Definizione 1.3.1. Un anello in cui ogni ideale é finitamente generato si dice Noethe-
riano.

Lemma 1.3.2. Per un anello A le sequenti condizioni sono equivalenti:

1. A ¢ Noetheriano.

2. Ogni catena ascendente di ideali in A é stazionaria.

3. Ogni catena ascendente numerabile di ideali in A & stazionaria.
4. Ogni famiglia di ideali di A contiene un elemento massimale.

Dimostrazione. [1 = 2] Sia {I, | v € V} una catena ascendente di ideali e sia I =
U{I, | v € V}. L’ideale I & finitamente generato, diciamo da aq,...,a,. Se a; € I, per
i =1,...,n, allora detto w il massimo di vy,...,v, si ha che I C I, C I, C I per ogni
v > w e quindi la catena € stazionaria.

[2 = 3] ¢ ovvio e [3 = 4] ¢ una immediata applicazione del Lemma ?7.
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1.3 Anelli Noetheriani 7

[4 = 1] Sia I un ideale e sia J C I un elemento massimale della famiglia degli
ideali finitamente generati contenuti in I, dimostriamo che J = I. Sia a € I allora l'ideale
J+(a) C I & ancora finitamente generato e per la massimalita di J si deve avere a € J. O

Emmy Noether & stata la prima a introdurre nel 1923 la nozione di catena ascendente
di ideali ed a studiare la classe degli anelli, oggi chiamati in suo onore, Noetheriani. I
campi e gli anelli ad ideali principali sono tutti Noetheriani.

Teorema 1.3.3 (Della base di Hilbert). Se A é un anello Noetheriano, allora anche
Alz] é Noetheriano.

Dimostrazione. Dato un polinomio f € Afx] di grado » > 0 chiameremo coefficiente
direttore di f il coefficiente di z” in f; ¢ utile osservare che i polinomi f,zf,2%f,...
hanno tutti lo stesso coefficiente direttore.

Sia I C Alx] un ideale e, per ogni m > 0, denotiamo con J,,, C A l'insieme formato
dallo 0 e dai coefficienti direttori dei polinomi di grado m contenuti in I. Si osserva
immediatamente che J,,, ¢ un ideale e che J,,, C J,, 11 per ogni m. Per ipotesi 'anello A &
Noetheriano, dunque gli ideali J,,, sono tutti finitamente generati e la catena ascendente
{Jm | m € N} & stazionaria. Sia N > 0 tale che J,, = Jy per ogni m > N e, per
ogni i = 0,...,N, siano f{,...,f; € I polinomi di grado i i cui coefficienti direttori
generano J;. Sia H C I l'ideale generato dai polinomi f;, per i = 0,...,N, e proviamo
che H = I. Infatti, sia f € I e scriviamo f = h+ g con h € H, g di grado minimo e
si assuma per assurdo g # 0. Sia r = min(deg(g), V), allora il coefficiente direttore di g

appartiene a J, e quindi esistono aq, ..., a; € A tali che, detto s = deg(g) —r, il polinomio
g— (a1 f{ +---+a; f7)z* ha grado minore del grado di g. Dato che ) a; f € H I'assurdo
& servito. 0

Proposizione 1.3.4. Sia A un anello Noetheriano e I un ideale. Allora ’anello quoziente
A/I ¢é Noetheriano.

Dimostrazione. Sia m: A — A/I la proiezione al quoziente, una catena ascendente di

ideali {J,} C A/I ¢ stazionaria se e solo se la catena {7 ~!(J,)} C A & stazionaria. O
Corollario 1.3.5. Per ogni campo K e per ogni ideale I C Klx1,...,x,], Uanello
quoziente K[x1,...,x,]/I & Noetheriano.

Dimostrazione. 11 campo K e Noetheriano, per il teorema della base di Hilbert e
per induzione su n si ha che K[zy,...,z,] ¢ Noetheriano. Basta adesso applicare la
Proposizione 1.3.4. O

Teorema 1.3.6 (Lemma di Artin-Rees). Sia A un anello Noetheriano e siano I, M C
A ideali. Allora esiste un intero k > 0 tale che, per ogni n > k vale

INM" = M"" 1InMF
e quindi M™I Cc INM™ cC M™*].

Dimostrazione. L’inclusione D e evidente per ogni n, k, proviamo che vale C. Fissiamo
un insieme di generatori ay,...,a, dell’ideale M e consideriamo I’omomorfismo di anelli
f:Altr,...,t,] = A tale che f(t;) = a; peri = 1,...,r e f(a) = a per ogni a € A.
Notiamo che M™ & 'immagine tramite f dell’insieme dei polinomi omogenei di grado n.

Per ogni n > 0 sia J,, C Alt,...,t,] I'ideale generato dai polinomi omogenei p di grado
< n tali che f(p) € I; per il teorema della base anello Aty ...,t,] & Noetheriano e la
catena Jy C J; C --- & stazionaria.
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8 1 I teoremi di Hilbert

Fissiamo un intero k£ tale che J, = J, per ognin > k. Daton > kea c INM"
esiste p € J, polinomio omogeneo di grado n tale che a = f(p); siccome J,, = Ji vale
p =Y piq;, dove ogni p; € Ji & omogeneo di grado k e ogni ¢; & omogeneo di grado n — k;
quindi f(p;) € INM*, f(g;) € M"F e la tesi ¢ dimostrata. O

Corollario 1.3.7. Sia A un anello Noetheriano e M C A un ideale. Se 1 + M non
contiene divisori di 0 allora
(M =0

n>0

Dimostrazione. Sia J = Np>oM™; per il lemma di Artin-Rees 1.3.6 esiste k > 0 tale che
J=JN MY = M(JNMF) = MJ. Per il lemma di Nakayama esiste a € M tale che
(1 —-a)J =0equindi J =0. O

Corollario 1.3.8. Sia A un anello locale Noetheriano con ideale massimale m. Allora per
ogni ideale I C m vale

T +m") =1

n>0

Dimostrazione. Basta applicare il Corollario 1.3.7 all’anello quoziente A/I ed al suo ideale
massimale. O

Esercizi
1.6. Provare che I’anello delle funzioni continue f: [0,1] — R non & Noetheriano.

1.7. Siano A un anello Noetheriano ed E C A un sottoinsieme. Provare che esiste un
sottoinsieme finito Ey C E tale che (E) = (Ep).

1.8. Siano A un anello Noetheriano e f: A — A un endomorfismo surgettivo di anelli.
Provare che f & un isomorfismo.

1.9 (Moduli Noetheriani). Un modulo si dice Noetheriano se ogni suo sottomodulo
¢ finitamente generato. Si provi:

1. Sia M un modulo e N C M un sottomodulo. Allora M ¢ Noetheriano se e solo se N
e M /N sono Noetheriani.

2. Se M, N sono Noetheriani, allora M & N & Noetheriano.

3. Se A & un anello Noetheriano, allora ogni A-modulo finitamente generato ¢ Noethe-
riano. (Sugg.: ogni modulo finitamente generato & quoziente di un modulo libero di
rango finito.)

1.10. Sia A un anello locale Noetheriano con ideale massimale m tale che m” = m™*! per
qualche intero n > 0. Provare che m"™ = 0 (Sugg.: Nakayama) e che ogni catena discendente
di ideali ¢ stazionaria (Sugg.: induzione su n). Un anello con queste caratteristiche si dice
locale Artiniano.

1.11. Sia A un anello e denotiamo con V la famiglia degli ideali di A che non sono
finitamente generati. Provare che se V # (), cioe se A non ¢ Noetheriano, allora V contiene
elementi massimali rispetto all’inclusione. Dimostrare inoltre gli elementi massimali di
V sono ideali primi di A. (Sugg.: se I ¢ un ideale, zy € I ¢ J C I un ideale tale che
I+ (x)=J+ (z),alloravale I = J+x(I :z),dove (I :2)={ye€ A|zy € I}.)
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1.4 La topologia di Zariski 9

1.4 La topologia di Zariski

Sia K un campo (infinito) fissato e A™ = K™ lo spazio affine su K di dimensione n.
L’anello K [z1, ..., x,] & un’algebra di funzioni su A™ a valori in K ed ¢ naturale pensare
ogni sottoinsieme di K [z1,...,x,]| come un insieme di equazioni algebriche nelle variabili
T1ye.oy,Tn.

11 luogo di zeri di un sottoinsieme E C K[z1,...,x,] & definito come

V(E)={(a1,...,an) € A" | f(a1,...,a,) =0 per ogni f € E}.

Dalla definizione appare chiaro che, se (E) ¢ I'ideale generato da E, allora E ed (E) hanno
lo stesso luogo di zeri, cioe V(E) = V((E)). Ne segue che non ¢ restrittivo considerare
esclusivamente luoghi di zeri di ideali di K [z1,...,z,].

Definizione 1.4.1. Un sottoinsieme X C A" si dice algebrico se ¢ X = V(I) per
qualche ideale I C K[z1,...,z,].

Non tutti i sottoinsiemi di A™ sono algebrici: ad esempio un sottoinsieme proprio di
Al & algebrico se e solo se @ finito. Le seguenti proprietd sono di immediata verifica:

V(0)=A" e V(K[z1,...,z,]) = 0.
Se I C J sono ideali, allora V(J) c V().

Per ogni ideale I, vale V(I) = V/(V/T).

Dati I, J ideali, vale V(IJ) = V(I) UV (J).

5. Data una famiglia qualsiasi {I,} di ideali, vale V(> I,) = NV (I,).

N

Le proprieta 1), 4) e 5) mostrano che i sottoinsiemi algebrici di A™ sono i chiusi di una
topologia, detta topologia di Zariski.

6. Se K = K ¢ algebricamente chiuso e I C K [t] & un ideale proprio, allora il luogo di
zeri V(I) C Al & non vuoto (poiché K [t] ¢ un anello ad ideali principali ogni ideale
proprio & della forma (f), con f polinomio di grado positivo e V() & I'insieme delle
radici di f).

7. Se K =K ¢ algebricamente chiuso, n > 2 e f € K[z1,...,2,] & un polinomio di grado
positivo, allora V(f) C A™ ¢ infinito. Infatti se, tanto per fissare le idee, f ha grado
d > 0 nella variabile z,,, allora f = fo(z1,..., 2, 1)z +--- e per ogni a € A"~ ! tale
che fo(a) # 0 esiste a,, € K tale che f(a,ay) =0.

Lemma 1.4.2 (di preparazione). Siano K un campo infinito e f € K[z1,...,z,] un
polinomio non nullo di grado d > 0. Allora:

1. L'aperto A%} = {a € A™ | f(a) # 0} ¢ non vuoto.
2. Esiste un cambio lineare di coordinate x; =) a;;y; ed una costante ¢ € K tale che il
polinomio cf €& monico di grado d rispetto alla variabile y.,.

Dimostrazione. [1] Lavoriamo per induzione su n, assumiamo l’enunciato vero per poli-
nomi in K[z1,...,2,_1] e scriviamo f = > fiz®, con i polinomi f; € K[zy,..., 7, 1]
non tutti nulli. Sia a € A"~ tale che i valori fo(a), fi(a),... non siano tutti nulli. Allora
il polinomio f(a,z,) non & nullo in K [z,] ed ha al pitt un numero finito di radici.

[2] Sia f4q la componente omogenea di grado d di f. Per il punto 1) esiste un punto

a € A™ tale che fy(a) # 0; scegliamo un sistema di coordinate yi, ..., y, tale che il punto
a corrisponda a (0,0, ...,0,1). Nel nuovo sistema di coordinate il polinomio f(0,...,0,y,)
ha grado d e basta quindi prendere come costante ¢ = 1/f4(0,...,0,1). O

Le proiezioni affini non sono applicazioni chiuse; consideriamo ad esempio l'iperbole
X = V(ry —1) C A% e sia m: A2 — Al la proiezione sulla prima coordinata. Si vede
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10 1 I teoremi di Hilbert

immediatamente che (X ) non & un chiuso di Zariski. Similmente se facciamo la proiezione
sulla seconda coordinata. Pero, se prima si effettua un cambio lineare di coordinate x =
au+bv, y = cu+ dv, con ad — bc # 0, si trova che X = V (bdv? + vu(ad + bc) + acu® — 1)
e, se bd # 0, allora la proiezione di X sul primo asse coordinato ¢ A!, che & quindi chiuso.
Abbiamo quindi sperimentato che la generica proiezione di X su di un sottospazio affine
e un chiuso. Quanto appena visto € un caso particolare di un fatto molto piu generale che
viene detto Lemma di normalizzazione di Noether.

Lemma 1.4.3 (di proiezione). Siano K = K un campo algebricamente chiuso, J C
K[z1,...,2,] un ideale, J¢ = JNK[z1,...,2p_1] e m: A® — A1 la proiezione sulle
prime coordinate. Se esiste un polinomio F' € J monico rispetto a x,, (e.g. se deg, F =
deg F'), allora w: V(J) = V(J¢) é chiusa e surgettiva.

Dimostrazione. Se (a1,...,a,) € V(J), allora f(ai,...,a,) =0 per ogni f € J¢ e quindi
(a'lv s 7an—1) S V(JC)

Proviamo adesso la surgettivita: si consideri un punto (ai,...,a,—1) € V(J°) e sia
M C K|[xy,...,x,] 'ideale generato da z1 — ay,...,Tp_1 — ap_1. Siccome

VIJ+M)=V(()NV(M)CV(M)=7""ay,...,an1),

basta dimostrare che V(J 4+ M) & non vuoto. Mostriamo come primo passo che 1 ¢
J + M: infatti, se per assurdo 1 = f + > (x; — a;)g; per qualche f € J e g1,...,gn-1 €

K[z1,...,2,], allora f(ay,...,an—1,t) =1 per ogni t € K e quindi, se
f(.%‘l, e ,xn_l,t) = Z fi($1, . ,xn_l)ti,
deve essere fyo(ai,...,an—1) = 1 e fi(ai,...,an—1) = 0 per ogni ¢ > 0. Si consideri

adesso il risultante R = R(F, f) € J¢ dell’eliminazione della variabile z, da F e f.
Vale R = det S(F, f), dove S(F, f) & la matrice di Sylvester della coppia F, f. Siccome

S(F, f)(a1,...,a,—1) & una matrice triangolare superiore con tutti 1 sulla diagonale si ha
R(F, f)(a1,...,an,—1) =1 in contraddizione con 'appartenenza a J¢, dunque 1 ¢ J + M.
Si consideri adesso 'omomorfismo surgettivo ¢: K[xy,...,2,] — K]Jt] definito da

d(xn) = t e ¢(x;) = a;; & chiaro che M = Ker(¢) (cfr. Esercizio ??) e quindi che
¢ Y (p(J)) = J+ M. Dato che 1 ¢ J + M ne segue che ¢(J) ¢ un ideale proprio e
quindi esiste a,, € K tale che per ogni f € J vale f(a1,...,a,) = ¢(f)(a,) = 0.

Sia X C V(J) un chiuso di Zariski, allora X = V(I)NV(J) = V(I + J); a meno di
sostituire I con I 4+ J non & restrittivo supporre J C I: in particolare F € I e n(X) =
V(I°). O

Due dimostrazioni alternative del lemma di proiezione saranno presentate negli
Esercizi 1.16 e 1.40.

Esercizi

1.12. Provare che la topologia di Zariski non ¢ di Hausdorff.

1.13. Provare che i sottoinsiemi A} = {a € A" | f(a) # 0} formano, al variare di
f €Klxy,...,z,], una base di aperti della topologia di Zariski.

1.14. Sia I C K[z1,...,z,] unideale e X C A™ un sottoinsieme finito tale che XNV (I) =
(). Provare che esiste un polinomio f € T tale che f(z) # 0 per ogni x € X . Provare inoltre
che se I ¢ un ideale omogeneo, allora & possibile scegliere f omogeneo. (Sugg.: poiché X &
finito esistono f1,..., fs € I tali che, per ogni x € X, esiste un indice ¢ per cui f;(x) # 0.
Ne segue che l'insieme dei vettori a = (ag,...,as) € K® per cui V(> a;fi) N X # 0 &
unione di un numero finito di iperpiani.)
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1.5 1l teorema degli zeri di Hilbert 11

1.15. Sia 7: A™ — A" ! la proiezione sulle prime coordinate. Mostrare che, nella topolo-
gia di Zariski, 7 & aperta. (Sugg.: se f(z1,...,2n) = >, fi(z1,...,Tp_1)z’, mostrare che
m(A}) = UAT L)

1.16. Prima dimostrazione alternativa del lemma di proiezione 1.4.3. Questa dimostra-
zione e interamente basata sulle proprieta del risultante. Nelle notazioni del Lemma 1.4.3
sia a = (a1,...,a,-1) € V(J) e denotiamo X = V(F) N m~!(a). Mostrare che X & un
insieme finito. Supponiamo quindi per assurdo che XNV (I) = §); per ’Esercizio 1.14 esiste
f € I tale che XNV (f) = (): questo significa che i due polinomi F(a, ), f(a,z,) € K[z,]
non hanno zeri comuni ed il loro risultante R(F, f) non si annulla in a.

1.5 Il teorema degli zeri di Hilbert

Dato un qualsiasi sottoinsieme X C A" si definisce
IX)={feKx1,...,z,] | f(a) =0 per ognia € X}.

L’insieme V(I(X)) & uguale alla chiusura di X nella topologia di Zariski. Infatti si ha X C
V(I(X))e,seV(J) e un chiuso che contiene X, allora J C I(X) e quindi V(I(X)) C V(J).
L’applicazione X — I(X) soddisfa inoltre le proprieta:

1. I(0) =K[z1,...,2,) e I(A™) = 0.
2. Se X C Y, allora I(Y) C I(X).
3. Per ogni sottoinsieme chiuso X C A", vale I(X) = /I(X) e X = V(I(X)).
4. Per ogni ideale J C K [z1,...,2,], vale VJ C I(V(J)).
L’inclusione del punto 4) & in generale propria: ad esempio, se K = R, n = 1 e

J= (24 1), allora V(J) =0 e I(V(J)) = R[z] # V.

Teorema 1.5.1 (degli zeri di Hilbert (1892), forma debole). Se il campo K ¢
algebricamente chiuso e J C K[x1,...,2y,] € un ideale, allora vale V(J) =0 se e solo se
lelJ.

Dimostrazione. L’enunciato € ovvio se 1 € J oppure se J = 0. Supponiamo quindi 0 #
J #K[z1,...,x,] e proviamo che V(J) & non vuoto.

Se n = 1, allora 'ideale J & principale, diciamo J = (f), e quindi V(J) & l'insieme
delle radici di f. Siccome f non e invertibile deve avere grado positivo e quindi possiede
radici.

Se n > 1, ragioniamo per induzione e supponiamo il teorema vero in A"~!. Sia F € J
un polinomio di grado m > 0. Per il lemma di preparazione 1.4.2, a meno di un cambio
lineare di coordinate e di moltiplicazione per una costante, possiamo supporre che F
sia un polinomio monico di grado m rispetto a x,. Consideriamo lideale J¢ = J N
K[z1,...,7,_1]; per lipotesi induttiva V(J¢) # 0. Denotando con 7: A" — A1 Ia
proiezione sulle prime n — 1 coordinate, per il Lemma 1.4.3, vale 7(V(J)) = V(J¢) e
percio V(J) # 0. 0

Corollario 1.5.2. Se il campo K ¢ algebricamente chiuso, allora gli ideali massimali di
Kz1,...,2,] sono tutti e soli gli ideali del tipo I1(p), per p € A™. Esiste dunque una
bigezione naturale fra A™ e linsieme degli ideali massimali di K[xq, ..., 2,].

Dimostrazione. Sia m C Klzy,...,2,] massimale e p € V(m); allora m C I(p) da cui
segue m = I(p). Viceversa se p € A™ e I(p) C m, con m massimale, allora esiste ¢ € A"
tale che I(p) C m = I(q), da cui {¢} C {p} e quindi p = q. O
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12 1 I teoremi di Hilbert

Teorema 1.5.3 (degli zeri di Hilbert (1892), forma forte). Se il campo K ¢é
algebricamente chiuso, allora per ogni ideale J C K [zy,. .., x,] vale vV J = I(V(J)).

Dimostrazione. Siccome X =V (J) = V(\/j ) si puo supporre senza perdita di generalita
che J = +/J, cio¢ che S = K[z1,...,%,]/J non possieda elementi nilpotenti. Dobbiamo
dimostrare che se F' ¢ J allora esiste z € X tale che F(x) # 0. Sia F come sopra

fissato, a: K[x1,...,2,] — S la proiezione al quoziente, f = a(F'). Si noti che 1 —¢f &
o0

invertibile in S[[t]] con inverso Zti f" e quindi 1 — tf ¢ invertibile in S[t] se e solo se

=0
f & nilpotente. Per ipotesi S ¢ ridotto e quindi (1 — ¢f) ¢ un ideale proprio di S[t] e di
conseguenza J e 1 —tF generano un ideale proprio di K [x1, ..., Z,, t]. Per la forma debole
del teorema degli zeri esistono ao, ..., an,to tali che g(ag,...,a,) = 0 per ogni g € J e
1 —toF(ao,-..,a,) = 0. Dunque z = (ag,...,an) € X e F(z) #0. O

Corollario 1.5.4. Supponiamo K algebricamente chiuso e siano f,g € Klz1,...,2,] con
f irriducibile. Se V(f) C V(g), allora f divide g.

Dimostrazione. Per il teorema degli zeri vale g € I(V(f)) = +/(f) = (f). O

Ricordiamo che un ideale I C K [z1,...,x,] si dice omogeneo se & generato da polinomi
omogenei; se Sq C K[zy,...,x,] & il sottospazio dei polinomi omogenei di grado d si
verifica facilmente che I & omogeneo se e solo se I = (I NSy). Sia infine 0 = (0,...,0) €
A™; notiamo che se I ¢ omogeneo e V(I) # (), allora 0 € V(I).

Corollario 1.5.5 (Teorema degli zeri omogeneo). Se il campo K ¢é algebricamente
chiuso e I C K[z1,...,xy,] € un ideale omogeneo proprio, allora V(I) = {0} se e solo se
esiste d > 0 tale che Sq C I.

d

Dimostrazione. Se Sq C I, allora per ogni ¢ si ha z{ € I, quindi z; € VT e percid
V({I) =V (I)={0}.
Viceversa, se V (I) = {0}, allora per il teorema degli zeri I = I({0}) = (z1,...,x,).

Esiste dunque d > 0 tale che z¢ € I per ogni i e quindi Sg,_n+1 C I. |

Un risultato collegato al teorema degli zeri omogeneo, che riportiamo senza dimostra-
zione ¢ il seguente.

Teorema 1.5.6. Sia I C K{zg,...,z,] un ideale generato da n + 1 polinomi omogenei
di gradi dy, ..., dy,. Se VI = (zo,...,2n), allora la dimensione di Sy, NI dipende solo dai
numeri hyn,dy, ...,d, e non dall’ideale I. In particolare Sq C I se e solo sed > > d; —n.

Dimostreremo pill avanti tale risultato come semplice corollario del Teorema ?? (vedi
Esercizio 77).
Esercizi

1.17. Sia Y C A3 I'unione dei tre piani coordinati e X C A3 I'unione dei tre assi coordi-
nati. Provare che I(Y) = (xyz) e che I(X) = (zy, yz, zz). (Sugg.: se f € I(X) considerare
f(wvyaz) - f(oayvz) - f(CC,O,Z) - f(xvyao))

1.18.Sia J C S = K|zy,...,2,] un ideale ¢ X = V(J). Provare che se f € I(X) allora
1+ f & invertibile in S/J.

1.19. Dimostrare che ogni ideale primo di C[zy,...,z,] & intersezione di ideali massimali.
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1.6 Esercizi complementari

1.20. Sia f € A[z] un polinomio monico. Provare che per ogni coppia di polinomi g, h €
Alz] vale R(f,g) = R(f, g9+ hf).

1.21. Sia A un dominio a fattorizzazione unica e siano f,¢g € A[z] polinomi di gradi
deg(f) = n, deg(g) = m. Dimostrare che f e g hanno un fattore comune di grado > k,
con 0 < k < min(n,m), se e solo se la matrice

xmfkflf

k1 eMn+m-—2kn+m-—k,A)

non ha rango massimo.

1.22 (Sistemi risultanti). Siano A un dominio a fattorizzazione unica, f,¢1,...,9r €
Alz] polinomi, ay,...,a, indeterminate e sia R € Alay,...,a,] il risultante dell’elimina-
zione di « dai polinomi f e ayg; + -+ + a,g,. Provare che R = 0 se e solo se gli r + 1
polinomi f,g1,...,g, hanno un fattore comune di grado positivo. Provare inoltre che i
coefficienti di R(ay,...,a,) appartengono a AN (f,g1,...,9r)-

1.23. Dato un polinomio monico f a coefficienti reali, senza radici multiple, determinare
la relazione tra il segno del discriminante, il grado del polinomio e la classe di resto modulo
4 del numero di radici reali. In particolare si provi che se il grado di f & 3 allora f possiede
tre radici reali distinte se e solo se A(f) < 0.

1.24. Provare che se f, g € K[z] hanno gradi n, m allora vale la formula di polarizzazione

A(fg)

A(H)Ag)

1.25. Sia f = > a;2" %y’ un polinomio omogeneo di grado n a coefficienti in un campo
di caratteristica 0 e siano f,, f, le derivate di f rispetto a x e y rispettivamente. Provare
che:

R(f,9)* = (-1)""

= %Rn—l,n—l(.fxa fy)v A(f) = LR”_Ln_Ifo’ fy)

nn72

Rn,n—l(fa fx)

1.26. Siano f,g,q € K|[z] polinomi senza fattori comuni di gradi n,n, m rispettivamente,
con m < n. Provare che R(f + A\q, g+ pq) € K[\, u] & un polinomio di grado < n. (Sugg.:
non e restrittivo supporre K algebricamente chiuso, si considerino allora gli omomorfismi
K[\ p] — K[t] dati da A — at, u — bt, al variare di a,b € K.)

1.27 (Implicitizzazione delle curve razionali nel piano). Dati f,g,q € K[t] poli-
nomi senza fattori comuni, provare che esiste F' € K[z, 23] polinomio irriducibile tale

che {(Z((g’%HtGK,q(t)#o}cV(F).

(Sugg.: Esercizio 1.26.)

1.28 (*). Un anello si dice Artiniano se ogni catena discendente di ideali & stazionaria.
Dimostrare che ogni anello Artiniano ¢ anche Noetheriano ma che non vale il viceversa.
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14 1 I teoremi di Hilbert

1.29. Sia I C K[z1,...,2,] un ideale proprio, K C L una estensione di campi e I¢ =
IL[zq,...,x,] Pestensione di I. Mostrare che 1 & I°.
Pil in generale mostrare che I° NK [z1,...,2,] = I. (Sugg.: teorema di Rouché-Capelli.)

1.30. Sia I C K[zy,...,z,] un ideale proprio. Dimostrare che esiste una estensione finita
di campi K C L tale che V(I¢) # (), dove I¢ denota l'ideale esteso I¢ = IL[x1,. .., zy].

1.31. Dimostrare che se K C L & una estensione di campi e L & una K -algebra finitamente

generata, allora L ¢ una estensione algebrica finita di K. (Sugg.: sia L = K[zy,...,2,]/I;
mostrare che esiste un omomorfismo di K algebre ¢: K{[z1,...,z,] — K tale che ¢(I) =
0.)

1.32 (caso particolare del Teorema 1.5.6, *). Siano f, g € K[z, y] omogenei di grado
d senza fattori comuni. Provare che S, C (f,g) se e solo se n > 2d — 1. (Sugg.: usare
1.1.5.4)

1.33. Dimostrare che nel Teorema 1.5.6 non & restrittivo supporre K campo algebrica-
mente chiuso.

1.34 (Lemma di Gieseker). Sia I C K|z,y] un ideale omogeneo e scriviamo I =
@a>0l4, dove Iy = I N S4. Dimostrare che se dim g1 < dim /g + 1, allora esistono
h <de f € Sq_p tale che Iy = fSy. (Sugg.: sia fo,..., fn una base di I; tale che

fi = a"g; con ¢;(0,1) = 1 e r; < rigq per ogni i = 0,...,n. Si consideri l'insie-
me A ={i| gofgi}U{i| rix1 > ri+2}; se A # () sia s = max(A) e si provi che
yfo,Zfos- -, fssYfst1, Tfs+1s - -, T frn sono linearmente indipendenti.)

1.35. Nelle notazioni di 1.5.6, siano V C S,, W C .S, sottospazi vettorialie pu: VW —
Sa+p la mappa di moltiplicazione u(f ® g) = fg. Provare che il rango di p € almeno
dimV + dim W — 1. (Sugg.: usare la fattorizzazione unica in K[z1, ..., x,].)

1.36 (Teorema di Hopf). Siano A, B,C spazi vettoriali di dimensione finita su un
campo algebricamente chiuso e sia y: A® B — C un’applicazione lineare e separatamente
iniettiva, cioe tale che p(a ® b) = 0se esolose a®b=0.

1. (%) Provare che se dim A = 2, allora dim C' > dim B. (Sugg.: sia per assurdo u: A ®
B — B come sopra, ej,es una base di A, f;(b) = u(e; ® b) e si considerino gli
endomorfismi A f; + 7 f2, con [\, 7] € PL.)

2. (x*?) Provare che dim C' > dim A + dim B — 1 (vedi Esercizio 77?).

1.37. Sia K un campo sul quale vale il teorema di Hopf (punto 2 dell’Esercizio 1.37) e
siano A, B,C, u come in 1.37. Mostrare che, se vale dimC = dim A + dim B — 1, allora
per ogni ¢ € C esistono a,b tali che ¢ = pu(a ®b). Utilizzare questo fatto per mostrare che
ogni forma binaria di grado > 2 a coeflicienti in K non ¢ irriducibile e quindi che K &
algebricamente chiuso.

1.38. Sia A un anello, I C Alx] un ideale e B = A[z]/I. Provare che I contiene un
polinomio monico se e solo se B &€ un A-modulo finitamente generato.

1.39 (Seconda dimostrazione alternativa del lemma di proiezione 1.4.3). Questa
dimostrazione sostituisce, grazie all’Esercizio 1.39, 'utilizzo del risultante con il lemma di
Nakayama ?? (cfr. [?, Esercizio I1.3.15]).

Per dimostrare che (ai,...,an,—1) € V(J¢) appartiene alla proiezione di V(J) oc-
corre dimostrare, come in 1.4.3, che 1 ¢ ¢(J). Considerare, nelle notazioni di ?7?,
A=Klz1,...,2n-1], M =Kz1,...,2,]/J,N=0el = (x1—0a1,...,Zn-1—an_1) C A.
Se per assurdo 1 € J+ IK [z1,...,2,] allora TM = M e applicare ?? per arrivare ad una
contraddizione.
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1.40. Siano A C B anelli Noetheriani con B finitamente generato come A-modulo.
Provare:

1. Ogni 2 € B ¢ radice di un polinomio monico a coefficienti in A. (Sugg.: polinomio
caratteristico della moltiplicazione per x.)

2. Se I C A & un ideale proprio, allora IB # B. (Sugg. Nakayama.)

3. Se K & un campo algebricamente chiuso, allora ogni morfismo A — K si estende ad
un morfismo B — K. (Sugg.: usare il lemma di Zorn ed il punto 2 per ricondursi al
caso A campo e B = A[z], con z algebrico su A.)

1.7 Un lungo esercizio: il teorema di Liiroth

Gli esercizi di questa sezione, svolti nella sequenza proposta forniranno una dimostrazione
del seguente celebre teorema.

Teorema 1.7.1 (Liiroth (1875)). Sia K un campo algebricamente chiuso e L C K (x)
un sottocampo. Se K é strettamente contenuto in L, allora L é una estensione puramente
trascendente di K .

Esercizi

1.41 (versione geometrica, ). Sia K un campo algebricamente chiuso e F(z,y) €
K [z, y] un polinomio con le seguenti proprieta:

1. La relazione ~ cosi definita:
a~b seesolose (a,b) € V(F)CK?
¢ una relazione di equivalenza su K.
2. F' & combinazione lineare di monomi z%y®, con a,b < n.
3. Esiste 29 € K tale che il polinomio F(xg,y) € K [y] possiede n radici semplici distinte.

Provare che esistono f,g € K|[t] di grado < n tali che F(z,y) = f(z)g(y) — f(y)g(z).
(Sugg.: svolgere nell’ordine i seguenti punti:

1. Non é restrittivo supporre che F' non contenga fattori del tipo z — a, y — b.

2. 1l polinomio F ¢ ridotto e F(x,y) = §F(y,z), con § € K tale che 6% = 1.

3. Esistono n punti distinti ay,...,a, € K tali che F(a;,y) = ¢;F(a1,y) per opportune
costanti co,...,c, € K.

4. Sia V' C K|y] il sottospazio vettoriale dei polinomi di grado < n; dimostrare che
I'immagine dell’applicazione K — V, a — F(a,y), & contenuta in un piano P C V.

5. Sia f,g una base di P. Per ogni a € K esistono costanti «, 5 tali che F(a,y) =
af(y)—PBg(y). Se g(a) f(a) # 0 esiste una costante ¢, tale che F(a,y) = cqa(g(a)f(y)—
f(a)g(y))-

6. Utilizzare la simmetria di F' (punto 2) per mostrare che ¢, = ¢ non dipende da a.)
1.42 (*). Siano p, q € K|[z] senza fattori comuni e sia n il massimo dei gradi di p e ¢. Si
p
ponga ¢ = € K(z), F(z,y) = p(x)a(y) — p(y)e(z) e
r(x)

2(6) = { 52| Flowy) aivide r(a)s(n) = rw)s) .

Provare che X(F) = K(¢) e che X(F) C K(x) & una estensione algebrica finita di grado
n. Si noti che n ¢ il grado di F rispetto alla variabile y. (Sugg.: provare nell’ordine i
seguenti punti:
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16 1 I teoremi di Hilbert

1. X' & un campo contenente K (¢).

2. L’estensione K (¢) C K(x) ha grado < n.

3. Siano r,s € K|[z] senza fattori comuni, se r(z)s(y) — r(y)s(x) non & ridotto, allora
charK =p > 0er,s € K[z]? = K[2P]; dedurre che in caratteristica p vale X (FP) =
Y(F)P e quindi che le estensioni X(F?) C K(2P) e X(F) C K(x) hanno lo stesso
grado.

4. Se F ¢ ridotto, allora l'estensione X(F') C K (z) ha grado > n: se

S i)
g(t,z) =th + Zti ¢
= i)

¢ il polinomio minimo di z su X (F), e se a € K ¢ tale che s;(a) # 0 e F(x,a) possiede
n radici distinte @ = ay, ..., ay, allora g(a;,a) =0 per ogni i =1,...,n.)

1.43 (versione algebrica effettiva, x). Sia K algebricamente chiuso e siano fi, ..., f4 €
K (z); scriviamo f; = &, con p;,q; € K[x] senza fattori comuni. Poniamo F;(x,y) =

pi(x)qi(y) — pi(y)qi(zx) ez sia F' il massimo comune divisore di Fiy, ..., Fy. Se il polino-
mio F; soddisfa le ipotesi della versione geometrica (Esercizio 1.42), allora anche F' le
soddisfa e, nelle notazioni dell’Esercizio 1.43, vale K(f1,...,f4) = X(F) = K(¢) per
qualche ¢ € K (z). (Sugg.: basta dimostrare che K (f1,..., fa) = X(F), essendo le rima-
nenti asserzioni conseguenze immediate della versione geometrica del teorema di Liiroth.
Dall’Esercizio 1.43 segue che K (f;) = X(F;) C X(F) e quindi K(f1,..., fa) C X(F). Per
il lemma di Gauss (?7?) F coincide con il massimo comune divisore di Fi, ..., Fy nell’a-
nello K (z)[y]. Sia g(y) € K(f1,..., fa)[y] il polinomio minimo di x; dato che g divide i
polinomi p;(y) — fiq:(y) in K (2)[y], ne segue che g divide F in K (z)[y] e quindi il gra-
do dell’estensione K (f1, ..., fqa) C K(x) & minore o uguale al grado di F rispetto ad y.
Applicare adesso I'Esercizio 1.43.)

1.44 (versione nazionalpopolare). Sia K un campo algebricamente chiuso e L C K ()
un sottocampo. Provare che se K ¢ strettamente contenuto in L, allora L ¢ una estensione
puramente trascendente di K. (Sugg.: sia f1 € L — K, allora K(f;) € K(z) ¢ una
estensione finita; a maggior ragione K (f1) C L ¢ finita e quindi L = K (f1,..., f4). Se K
ha caratteristica p > 0, allora a meno di sostituire 2 con P per un opportuno e > 0, si
puo prendere f; € K (2?).)
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2

La topologia di Zariski

In tutto il capitolo K denotera un campo algebricamente chiuso. Chiameremo quasi-
compatto uno spazio topologico tale che ogni ricoprimento aperto ammette un sottorico-
primento finito: riserveremo il termine compatto agli spazi quasicompatti di Hausdorff.
Diremo che un’applicazione continua f: X — Y tra spazi topologici ¢ una immersione
topologica se f: X — f(X) & un omeomorfismo, dove f(X) ha la topologia di sottospa-
zio. Notiamo che una applicazione continua f: X — Y e iniettiva e chiusa se e solo se e
una immersione topologica e f(X) & chiuso in Y. Similmente f ¢ iniettiva ed aperta se e
solo se & una immersione topologica e f(X) ¢ aperto in Y.

2.1 Esempi di spazi topologici
Ricordiamo che il luogo di zeri di un ideale I C K[z1,...,z,] & definito come

V(I)={ac A" | f(a) =0 perogni fel}

N

e che l'ideale di un sottoinsieme X C A" ¢
I(X)={feK[z1,...,z,] | f(a) =0 per ogni a € X}.

Il Teorema degli Zeri di Hilbert 1.5.3 afferma che per ogni ideale J C K[z1,...,z,] vale
I(V(J)) = v/J. Abbiamo inoltre gia osservato che gli insiemi V (I) = V(v/T) formano, al
variare di I tra gli ideali di K[zy,...,2y,], la famiglia dei chiusi di una topologia su A™
detta topologia di Zariski.

Definizione 2.1.1. Un sottoinsieme non vuoto X C A™ si dice una ipersuperfice affine
se X = V/(f) per qualche polinomio f di grado positivo.

Siccome ogni ideale di K[zy,...,2,] & finitamente generato, si ha che ogni chiuso
di Zariski e intersezione finita di ipersuperfici. Inoltre gli aperti A’} = A" — V(f), con
f €Klzy,...,z,], formano una base della topologia di Zariski.

In modo analogo & possibile definire la topologia di Zariski anche nello spazio
proiettivo. Sia xg, ..., z, un sistema di coordinate omogenee su P" e denotiamo

S =@5s=K|zg,..., 2],

dove Sy denota lo spazio vettoriale dei polinomi omogenei di grado d. Dato un polinomio
omogeneo f € S & ben definita ’ipersuperfice proiettiva

Ve(f) = {l=] € P" | f(z) = 0}
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18 2 La topologia di Zariski

e si definiscono i chiusi di Zariski come i sottoinsiemi che sono intersezione di ipersuperfici.
Se I C S & un ideale omogeneo si definisce Vp(I) come 'intersezione di tutte le ipersuperfici
Ve(f) al variare di f tra gli elementi omogenei di I. Per definizione gli insiemi Vp(I), al
variare di I tra gli ideali omogenei, sono tutti e soli i chiusi di Zariski. la verifica che i
chiusi di Zariski sono realmente i chiusi di una topologia ¢ lasciata per esercizio.

Da ora in poi, salvo avviso contrario, qualsiasi affermazione riguardante la topologia
dello spazio affine e/o proiettivo si intende relativa alla topologia di Zariski.

Denotiamo con m: A" —{0} — P", 7w(xg,...,2,) = [Z0,--.,Tn], la proiezione al
quoziente. Per ogni sottoinsieme X C P™ si definisce il cono affine di X come

C(X) =7 "1(X)U{0}.

Si verifica immediatamente che se I C Sy = @®g>05¢ € un ideale omogeneo allora
C(Vp(I)) = V(I). Viceversa se X C P" si definisce I(X) C S4 come 'ideale generato dai
polinomi omogenei di grado positivo che si annullano su X.

Lemma 2.1.2. Nelle notazioni precedenti, per ogni sottoinsieme X C P™ wvale I(X) =

1(C(X)).

Dimostrazione. Segue immediatamente dalla definizione che I(X) e I(C(X)) contengono
gli stessi polinomi omogenei, basta quindi dimostrare che I'ideale I(C'(X)) & omogeneo. Sia
feI(C(X))digradome f = fi+---+ fim la decomposizione di f nelle sue componenti
omogenee; bisogna dimostrare che f; € I(C(X)) per ogni i = 1,...,m. Dato che C(X)
¢ un cono di centro 0, per ogni ¢ € K il polinomio fi(xg,...,x,) = f(tzo,...,tx,)
appartiene ancora allideale I(C'(X)). Dato che f; = tfi +...4+t™ fy,, prendendo m valori
distinti ¢1,...,t, € K — {0} e invertendo la matrice di Vandermonde (¢!) si puo scrivere
fi,-.., fm come combinazione lineare dei polinomi f,,..., fi, . O

Teorema 2.1.3 (Teorema degli zeri proiettivo). Per ogni ideale omogeneo J C Sy

vale I(Vp(J)) = V/J.

Dimostrazione. Segue immediatamente dal Lemma 2.1.2 ed dal teorema degli zeri affi-
ne. O

Si osservi che I’enunciato del teorema degli zeri proiettivo sarebbe falso senza 'ipotesi
J C S;: ad esempio Vip(S) = Vp(Sy) = 0.

Corollario 2.1.4. Sia J = ®Jy C St = ®y>0S5q un ideale omogeneo. Allora vale Vp(J) =
(0 se e solo se esiste k tale che Sq = Jy per ogni d > k.

Dimostrazione. Se Sq = Jy per qualche d allora V(J) = (). Viceversa se V(J) = (), allora
per il teorema degli zeri v/J = S, e dato che S & finitamente generato esiste k > 0 tale
che S C J. O

Corollario 2.1.5. Nelle notazioni precedenti, siano fo,..., fr € S+ polinomi omogenei
di gradi dg > dy > --- > d. > 0 e, per ogni intero d > 0, si consideri l’applicazione lineare

ba: Si—dy © - D Sa—a, — Su, ®a(90,---,9r) = gofo+ -+ grfr-
Allora vale V(fo)N---NV(f) =0 se e solo se ¢pq & surgettiva per qualche d > 0.
Dimostrazione. Ovvia conseguenza di 2.1.4. O
Osservazione 2.1.6. B possibile dimostrare (Esercizio ??) che, nelle notazioni del Co-

rollario 2.1.5, se V(fo,...,fr) = 0, allora r > n e ¢q ¢ surgettiva per ogni d >
d0+d1++dn7ﬂ
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2.1 Esempi di spazi topologici 19
Molto utili per le applicazioni sono gli spazi misti affino-multiproiettivi
P™ x ... x P x A™

sui quali si definisce la topologia di Zariski come 'unica topologia avente la seguente
proprieta: per ogni scelta di iperpiani Hy C P™ ... Hy C P™, la topologia indotta sul
sottospazio (P™* — Hy) x --- x (P — Hy) x A™ coincide con la topologia di Zariski su
Am-i-z ni

In analogia con il caso di P", possiamo definire una ipersuperfice in P™ x - - - x P™s x A™
come il luogo di zeri di un polinomio separatamente omogeneo nelle coordinate omoge-
nee di ciascun fattore P™ e quindi definire i chiusi come intersezioni di ipersuperfici.
Consideriamo per esempio il caso P* x A™. Un polinomio f € Kzo,...,Zn, Y1, Ym]
risulta essere omogeneo rispetto alle variabili xg,...,x, se e solo se si puo scrivere
f(z,y) = hi(x)ki(y), con i polinomi h; omogenei dello stesso grado. Per un tale poli-
nomio ¢ ben definita la corrispondente ipersuperfice V(f) C P x A™. Ricordiamo (vedi
il Capitolo ??) che ogni fattore irriducibile di f & ancora omogeneo rispetto alle variabili
Zo, ..., &, € quindi, se f = gh, allora V(f) =V (g) UV (h).

Teorema 2.1.7. La proiezione sul secondo fattore w: P™ x A™ — A™ ¢é un’applicazione
chiusa.

Dimostrazione. Sia X C P™ x A™ un chiuso e siano xg, ..., z, coordinate omogenee su
P™. Allora X ¢ intersezione di un numero finito di ipersuperfici V(fo),...,V(f.), con i
polinomi f;(x,y) omogenei nelle variabili zy, ..., z,. Un punto a € A™ appartiene a 7(X)
se e solo se i polinomi omogenei fo(z,a),..., fr(xz,a) € K[zg,...,x,] hanno uno zero
comune in P" e questo equivale a dire che per ogni intero positivo d I’applicazione lineare
¢q(a), definita nel Corollario 2.1.5, non ¢ surgettiva. Se Yy denota l'insieme dei punti a
tali che ¢q(a) non & surgettiva, allora vale X = NyYy e quindi ¢ sufficiente dimostrare
che Y, & chiuso per ogni d. L’applicazione lineare ¢4(a) & rappresentata da una matrice i
cui coefficienti dipendono in modo polinomiale da a e la condizione ¢4(a) non surgettiva
equivale all’annullarsi dei determinanti minori di ordine uguale alla dimensione di Sy.
Questo prova la chiusura di Yj. O

Corollario 2.1.8. La proiezione
P x P™ x - x P x A™ -5 P™ x - x P x A™
e un’applicazione chiusa.

Dimostrazione. Basta osservare che P™ x --- x P™s x A™ & ricoperto da un numero finito
di spazi affini A™+2ni, O

Esercizi

2.1. Provare che A", inteso come spazio topologico, & quasicompatto.

2.2. Dimostrare che per ogni scelta di py,...,ps € K[x1,...,2,], Vapplicazione A™ — A%,
definita da a — (p1(a),...,ps(a)) € continua: in particolare le affinita di A™ in sé sono
omeomorfismi.

2.3. Mostrare che l'applicazione A" — A"l (ay,...,a,) ~ (ai,...,a,,0), & una

immersione topologica chiusa.
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20 2 La topologia di Zariski

2.4. Utilizzando la bigezione naturale A"T™ = A™ x A™, confrontare la topologia di
Zariski su A™t™ con la topologia prodotto su A™ x A™ e provare che se X C A" e
Y C A™ sono chiusi, allora X x Y C A"™ ¢& chiuso.

Osservazione 2.1.9. 11 fatto che la topologia di Zariski su A"t™ ¢ strettamente pill fine
della topologia prodotto permette di supplire a certi inconvenienti tipici delle topolo-
gie non-Hausdorff. Ad esempio il grafico dell’applicazione definita nell’Esercizio 2.2 ¢ un
sottoinsieme chiuso di A™"S.

2.5. Dimostrare che le proiettivita P® — P™ sono omeomorfismi e che 'applicazione
A" — P™ definita da (aq,...,a,) — [1,a1,...,a,] € una immersione topologica aperta.

2.6. Provare che la proiezione sul secondo fattore P™ x A™ — A" & aperta. (Sugg.:
applicare I’Esercizio 1.15 ad un opportuno ricoprimento aperto di P™ x A™.)

2.7. Siano X C A™ un chiuso, I = I(X) il suo ideale, f € K|[zy,...,z,] un polinomio e
I € X x At ¢ A" il grafico dell’applicazione f: X — A'. Dimostrare che I" & chiuso e
che I(I') & 'ideale generato da I e da @1 — f(21,...,25).

2.2 L’immersione di Veronese

Siano fo, ..., fs € K[zo,...,x,] polinomi omogenei dello stesso grado d senza zeri comuni,
cioe tali che V(fo,..., fs) = (). Possiamo definire un’applicazione

[Pt =P f([z]) = [fol@), ..., fu(2)],
che si verifica immediatamente essere continua.
Definizione 2.2.1. La d-esima immersione di Veronese
vg: P* — PN
e Uapplicazione definita in coordinate omogenee da
va([zos ..y xn)) =[... 2, .. ],

al variare di I = (ig, ..., i) € Nt tra tutti i multiindici di grado |I| =ig+---+ip, =d
e dove glioin) = zg - xln. Il numero N + 1 & percio uguale al numero di monomi di

d
grado d nelle variabili g, . ..,z, e quindi N = (n;r ) —1.

. . . . B\
Ad esempio la seconda immersione di Veronese vy: P? — P° & data da
2 2 2
[z0, 21, x2] = [27, ToT1, ToT2, TT, T1T2, T3)-

Proposizione 2.2.2. Per ogni coppia di interi positivi n e d, la d-esima immersione di
Veronese vg: P* — PN ¢ una immersione topologica chiusa e la sua immagine vg(P™) &
intersezione finita di quadriche proiettive.

Dimostrazione. Iniziamo con l'osservare che per ogni proiettivita ¢ di P™ esiste una pro-
iettivita indotta 1 su PV tale che vy¢ = 1pvy. Dato che vy non & costante ed il gruppo
delle proiettivita di P™ agisce in modo doppiamente transitivo (significa che PGL(n + 1)
agisce transitivamente su P x P"—Diagonale) ne segue immediatamente che vy ¢ iniet-
tiva. Il fatto che vg4 € una applicazione chiusa puo essere dedotto da un risultato generale
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2.3 Componenti irriducibili 21

non costruttivo che dimostreremo in seguito. Per motivi didattici preferiamo dare qui una
dimostrazione costruttiva della chiusura di vy.

Sia Y1y, - - -, Y1, un sistema di coordinate omogenee su P tale che I'equazioni y;, = s
definiscono 'immersione di Veronese. Poniamo X = v4(P™) dotato della topologia di sot-
tospazio e proviamo prima che vg: P* — X & un omeomorfismo e poi che X & intersezione
finita di quadriche in PV. Dato che ogni chiuso di P™ & intersezione di ipersuperfici, & suf-
ficiente provare che v4(V(g)) & chiuso in X per ogni polinomio omogeneo g. A meno di
sostituire g con una sua potenza non e restrittivo supporre che il grado di g sia un multiplo
di d. Esiste allora un polinomio P € K [y, ...,yn]| tale che P(zfo,... 2/¥) =g. E allora
evidente che v4(V(g)) = X NV (P). Consideriamo il chiuso di PV, intersezione di (finite)
quadriche

Y = ﬂ{v(yhylz - yJ1yJ2> | Lh+1L=J+ JQ}

E chiaro che X C Y; proviamo che vale X = Y. Sia [y € Y esial = (ig,...,0,) un
multiindice tale che y; # 0. A meno di permutazioni degli indici si puo supporre ig > 0;

se ip < d possiamo trovare due multiindici J = (jo,...,4n) e H, di grado d, tali che
21 = J+ H e jo > ig. Siccome y7 = yyyu si ha y; # 0. Non & quindi restrittivo supporre
I = (d,0,0,...,0) e se definiamo xo = y4,0,0,...00 = 1 € Tj = Ya—1,0,..,1,...,0) dove 1 &
posto alla j-esima posizione si verifica facilmente che f([zo,...,z,]) = [y] (si noti che lo
stesso argomento mostra che vg: P — Y & bigettiva). a
Esercizi

2.8 (Definizione intrinseca dell’immersione di Veronese). Sia V uno spazio vetto-
riale e denotiamo con Vj lo spazio vettoriale delle forme f: V' — K omogenee di grado d
(cioe f si rappresenta con un polinomio omogeneo di grado d in ogni sistema di coordinate
su V). Per ogni p € P(V') denotiamo con L(—p) C Vy il sottospazio vettoriale delle forme
che si annullano in p. Dimostrare che L(—p) ¢ un iperpiano e che, in opportuni sistemi di
coordinate, ’applicazione

P(V) — P(Vy"), p+— L(—p),
¢ la d-esima immersione di Veronese. (Sugg.: isomorfismi canonici (V¥)g = (Vy)Y.)

2.9. Il complementare in P™ di una ipersuperfice proiettiva & omeomorfo ad un chiuso di
uno spazio affine. (Sugg.: immersione di Veronese.)

2.10. Provare che 'immagine della n-esima immersione di Veronese
1 n n n
Pt —P s [1‘0,$1]—>[I0,...,ZE1]

¢ il chiuso determinantale di equazione

rank(yo Yy - yn1> <1.
Yr Y2 -+ Yn

2.3 Componenti irriducibili

In questa sezione svilupperemo alcune nozioni di topologia generale che ben si adattano
alla topologia di Zariski.

Sia X uno spazio topologico, un sottoinsieme Z C X si dice localmente chiuso se
per ogni z € Z esiste un aperto U C X tale che z € U e ZNU ¢ chiuso in U. Ad esempio
i sottoinsiemi aperti ed i sottoinsiemi chiusi sono anche localmente chiusi.
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22 2 La topologia di Zariski

Lemma 2.3.1. Siano X wuno spazio topologico e Z C X wun sottoinsieme. Allora sono
fatti equivalenti:

1. Z ¢ localmente chiuso.
2. Z ¢& aperto in Z (rispetto alla topologia di sottospazio).
3. Z é intersezione di un chiuso e di un aperto di X.

Dimostrazione. [1 = 2] Per ogni punto z € Z esiste un aperto z € U C X tale che ZNU &
chiuso in U e quindi esiste un chiuso C' C X tale che CNU = ZNU; a meno di sostituire C
con CU(X —U) non @& restrittivo supporre Z C C. Quindi ZNU C ZNU C CNU = ZNU
che implica ZNU C Z.

Le implicazioni [2 = 3] e [3 = 1] sono banali. O

Definizione 2.3.2. Un sottoinsieme di uno spazio topologico si dice costruibile se é
unione finita di sottoinsiemi localmente chiusi.

Lemma 2.3.3. (7?) Sia Z un sottoinsieme costruibile di uno spazio topologico. Allora Z
contiene un aperto denso di Z.

Dimostrazione. Sara vero?

2.11. Sia Z un sottoinsieme costruibile di uno spazio topologico. Provare che Z contiene
un aperto di Z.

O

Definizione 2.3.4. Uno spazio topologico si dice irriducibile se ogni coppia di aperti
non vuoti ha intersezione non vuota. Equivalentemente uno spazio ¢ irriducibile se non é
unione finita di chiusi propri. Un sottospazio di uno spazio topologico si dice irriducibile
se e irriducibile per la topologia indotta.

Ad esempio l'insieme vuoto, i punti e, piu in generale, qualsiasi spazio topologico
dotato della topologia indiscreta & irriducibile.

Lemma 2.3.5. Siano X uno spazio topologico e Y C X wun sottospazio irriducibile.
Allora:

1. La chiusura topologica Y ¢& srriducibile.
2. 8e U C X ¢& un aperto, allora’Y NU ¢ irriducibile.
3. 8e f: X = Z ¢& continua, allora f(Y) é irriducibile.

Dimostrazione. [1] Siano U,V due aperti non vuoti di Y, siccome Y & denso nella sua
chiusura si ha UNY # 0, VNY # (; siccome Y & irriducibile si ha UNV NY # 0 ed a
maggior ragione U NV # 0.

[2] Ogni aperto di UNY & aperto anche in Y. Se Vi, V5 sono aperti non vuoti di Y NU
allora V7 e V5 sono aperti non vuoti di Y e quindi hanno intersezione non vuota.

[3] Basta osservare che se U C f(Y') & un aperto non vuoto, allora f~1(U) & un aperto
non vuoto di X. 0O

Lemma 2.3.6. Sia U un aperto in uno spazio topologico X . Esiste una bigezione naturale
tra linsieme A dei chiusi irriducibili non vuoti di U e Uinsieme B dei chiusi irriducibili
di X che intersecano U. Piu precisamente, le applicazioni

A— B, W= W,
B — A, Z—= ZNU,

sono una linversa dell’altra.
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2.3 Componenti irriducibili 23

Dimostrazione. Per ogni chiuso C' di X vale C = (C —U)U (CNU) e quindi se C &
irriducibile e CNU # @ si ha C = (CNU). Viceversa, se B & un chiuso di U, esiste un
chiuso D di X tale che B=DNU, dunque B C D e quindi B = BN U. Per concludere
basta applicare i punti 1 e 2 del Lemma 2.3.5.

O

Lemma 2.3.7. Siano dati due spazi topologici irriducibili X,Y ed una topologia sul
prodotto cartesiano X X Y tale che per ogni (xo,y0) € X X Y le inclusioni

X_>XXYY7 xH(xvy())v

Y—>XXK yH(x07y)7

stano continue. Allora anche X XY ¢& irriducibile.

Dimostrazione. Siano Uy,Us C X x Y aperti non vuoti, (z1,y1) € Uy, (22,y2) € Us. Per
ipotesi i sottoinsiemi Vi = {y € Y | (z1,y) € U1} e Vo = {y € Y | (x2,y) € Uz} sono
aperti non vuoti di Y e quindi esiste yo € Y tale che (z1,y0) € Uy e (x2,y0) € Us. Ne
segue che W1 = {z € X | (z,y0) € U1} e Wo = {z € X | (z,y0) € Uz} sono aperti non
vuoti di X e quindi esiste zg € X tale che (xg,y0) € Uy N Us. O

Definizione 2.3.8. Le componenti irriducibili di uno spazio topologico sono gli ele-
menti massimali della famiglia dei chiusi irriducibili, ordinata rispetto all’inclusione.

Definizione 2.3.9. Uno spazio topologico X si dice Noetheriano se ogni famiglia di
aperti possiede un elemento massimale rispetto all’inclusione.

Per il Lemma ?7? uno spazio topologico € Noetheriano se e solo se ogni catena nume-
rabile ascendente di aperti e stazionaria: per passaggio al complementare si ha che uno
spazio topologico € Noetheriano se e solo se ogni catena numerabile discendente di chiusi
e stazionaria. Tutti gli spazi considerati nella Sezione 2.1 sono Noetheriani: infatti, ad una
catena discendente di chiusi X; dello spazio affine A™ corrisponde una catena ascendente
di ideali I(X;) che, per il teorema della base di Hilbert, & stazionaria.

Lemma 2.3.10. Sia X uno spazio topologico Noetheriano. Allora:

1. X ¢ quasicompatto.
2. Ogni immagine continua di X & Noetheriana.
3. Ogni sottospazio topologico di X é Noetheriano.

Dimostrazione. [1] Sia U un ricoprimento di X; per trovare un sottoricoprimento finito
basta prendere un elemento massimale nella famiglia delle unioni finite di aperti di U.

[2] E banale.

[3] Sia Y C X un sottospazio. Denotiamo con 7(X) e T(Y)={UNY | U € T(X)} le
famiglie di aperti di X e Y rispettivamente e con r: T(X) — T (Y) la naturale mappa di
restrizione. Sia F C T (Y') una collezione di aperti e sia U € T(X) un elemento massimale
della famiglia r~!(F); proviamo che r(U) = U NY & massimale in F. Se 7(U) C (V)
er(V) e Fallora UUV € r~}(F) e per la massimalita di U vale V C U e quindi
r(U) =rV). O

Teorema 2.3.11. Sia X wuno spazio topologico Noetheriano. Allora:

1. X possiede un numero finito di componenti irriducibili X1, ..., X,.
2.X=X1U---UX,.
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3. Per ogni indice i, la componente X; non é contenuta nell’unione delle componenti
X;, per j #i.

Dimostrazione. Dimostriamo per cominciare che ogni chiuso di X si puo scrivere come
unione finita di chiusi irriducibili; a tal fine consideriamo la famiglia C di tutti i chiusi
di X e la sottofamiglia & C C dei chiusi che sono unioni finite di chiusi irriducibili. Se
per assurdo F # C, allora esiste Z € C — F minimale; poiché Z ¢ F, il chiuso Z non
e irriducibile e quindi esistono due chiusi propri Z;,Z; tali che Z = Z; U Z5. Per la
minimalita di Z si ha che Z;,Z, € F e quindi anche Z € F. Possiamo quindi scrivere
X =X,U---UX,, dove ogni X; & un chiuso irriducibile ed in modo tale che la condizione
3) sia soddisfatta. Dimostriamo che X7, ..., X, sono tutte e sole le componenti irriducibili
di X. Sia Z C X un chiuso irriducibile, allora Z = (Z N X;)U---U(ZNX,) e quindi i
chiusi ZNX; non possono essere tutti propri, ovvero esiste un indice ¢ tale che Z C X;. Lo
stesso vale se Z ¢ una componente irriducibile e quindi, tenendo presente la massimalita
deduciamo che ogni componente irriducibile di X & uguale ad un Xj.

Viceversa se X; non ¢ massimale esiste una inclusione propria X; C Z con Z irridu-
cibile; per I'argomento precedente Z ¢ contenuto in qualche X; in contraddizione con la
condizione 3). O

Esercizi

2.12. Dimostrare che 'intersezione finita di sottoinsiemi localmente chiusi ¢ localmente
chiusa.

2.13. Quali dei seguenti sottoinsiemi di A% sono localmente chiusi?

X ={zy 70y U{(0,0)}, Y =({axy=1tn{z#y}H) V{1, D}
Z = {(az,y) € A? | (;j 2;) e diagonalizzabile} .

2.14. Dimostrare che la famiglia dei sottoinsiemi costruibili & la piu piccola famiglia di
sottoinsiemi che contiene gli aperti ed & chiusa per le operazioni di complemento e di
unione finita.

2.15. Dimostrare che unione finita di spazi topologici Noetheriani & Noetheriana.

2.16. Dimostrare che in uno spazio topologico di Hausdorff ogni sottospazio irriducibile
non vuoto ¢ formato da un solo punto.

2.17. Sia f: X — Y un’applicazione continua ed aperta. Se le fibre di f sono irriducibili
e Z C Y ¢ irriducibile, provare che f~1(Z) ¢ irriducibile.

2.18. Sia {Y;} una catena ascendente di sottospazi irriducibili di uno spazio topologico
(non necessariamente Noetheriano). Dimostrare che UY; e UY; sono irriducibili. Utilizzare
il Lemma di Zorn per dedurre che ogni chiuso irriducibile ¢ contenuto in una componente
irriducibile e che ogni spazio topologico ¢ unione delle sue componenti irriducibili.

2.19. Sia X = X; U X5 con X, Xy aperti irriducibili non vuoti. Dimostrare che X ¢
irriducibile se e solo se X1 N Xy # 0.

2.20. Provare che ogni spazio topologico Noetheriano di Hausdorff & finito.
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2.4 La dimensione combinatoria di uno spazio topologico

Definizione 2.4.1. La dimensione combinatoria di uno spazio topologico
dimX € {-1,0,1,2,...} U {400}

e l’estremo superiore dell’insieme dei numeri interi n > —1 per i quali esiste una catena
Z_ 1 CZyC--CZ,CX, dove gli Z; sono chiusi irriducibili e Z; # Z;_1 per ogni i.

Lemma 2.4.2. L’insieme vuoto ha dimensione —1. La dimesione di uno spazio topologico
non vuoto X € maggiore od oguale a 0 ed é uguale all’estremo superiore dell’insieme dei
numeri interi n > 0 per ¢ quali esiste una catena Zy C --- C Z, C X, dove gli Z; sono
chiusi irriducibili non vuoti e Z; # Z;_1 per ogni i.

Dimostrazione. Siccome il vuoto e irriducibile, che la dimensione dell’insieme vuoto sia
—1 segue immediatamente dalla definizione. Se X non & vuoto, allora per ogni punto
p € X la sua chiusura p & un chiuso irriducibile e ) C p & una inclusione propria di chiusi
irriducibili; questo prova che dim X > 0. a

Definizione 2.4.3. La dimensione combinatoria di uno spazio topologico X in un punto
p € X é lestremo inferiore delle dimensioni degli aperti di X contenenti p, ossia

dim, X = inf{dimU |pe U e U C X aperto }.

Da ora in poi, quando non ci sara rischio di confusione, scriveremo semplicemente
dimensione intendendo la dimensione combinatoria. Conveniamo inoltre che se p & X,
allora dim, X = —1.

Lemma 2.4.4. Siano X uno spazio topologico e Y C X un sottospazio. Allora
dimY <dim X

e per ogni punto p € Y wvale
dim, Y < dim, X.

Dimostrazione. Sia Z C Y chiuso irriducibile e Z la chiusura di Z in X. Dalla formula
Z =Y N Z segue che la chiusura in X trasforma inclusioni proprie di chiusi irriducibili di
Y in inclusioni proprie di chiusi irriducibili di X. Questo prova che dimY < dim X. Lo
stesso argomento mostra che per ogni aperto U di X vale dim(Y NU) < dim U e quindi
che dim, ¥ < dim,, X. O

Segue immediatamente dalla definizione e dal Lemma 2.4.4 che la dimensione in un
punto € un invariante locale cioe¢, se U C X ¢ un aperto contenente un punto p, allora
dim, U = dim, X.

Lemma 2.4.5. Sia Z,, C Z,_1 C --- C Zy C X una catena di inclusioni proprie di chiusi
irriducibili di uno spazio topologico X, allora dim, X > n per ogni p € Z,. In particolare
vale

dim X = sup dim, X.
peX

Dimostrazione. Sia U un aperto che contiene p. Per il Lemma 2.3.6 la restrizione ad U
trasforma inclusioni proprie di chiusi irriducibili di X contenenti p in inclusioni proprie
di chiusi irriducibili di U. Quindi dim U > n e quindi dim, X > n. O

Uno spazio avente la stessa dimensione in tutti i suoi punti & detto equidimensionale
o di dimensione pura.
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Lemma 2.4.6. Sia X uno spazio topologico irriducibile di dimensione finita. Allora per
ogni chiuso proprio Y C X wale dimY < dim X.

Dimostrazione. Sia n < 400 la dimensione di X e si assuma per assurdo che esista una

catena di n inclusioni proprie di chiusi irriducibili di Y, diciamo Z, C Z,,_1 C --- C
Zy C Y. Poiché X #£Y si avrebbe che la catena di chiusi irriducibili Z,, C --- C Zyg € X
sarebbe propria e quindi dim X > n + 1. a

Lemma 2.4.7. Sia 7: X — Y wun’applicazione continua, chiusa e surgettiva tra spazi
topologici Noetheriani. Allora:

1. dim X > dimY;
2.sey €Y ela fibraw(y) ¢ formata da un sol punto x, allora dim, X > dim, Y.

Dimostrazione. [1] E sufficiente dimostrare che per ogni catena finita Z, C --- C Zy di
chiusi irriducibili di Y esiste una catena H,, C --- C Hy di chiusi irriducibili di X tali
che 7(H;) = Z;. Essendo m~1(Zy) un chiuso in uno spazio Noetheriano esso ¢ unione di
un numero finito di componenti irriducibili, diciamo 7=1(Zy) = W; U --- U W,. I chiusi
7 (W;) ricoprono Zy e per lirriducibilita esiste un indice j tale che #(W;) = Z,. Poniamo
Hy = Wj e ripetiamo il ragionamento con Hj al posto di X e Z; al posto di Zj.

[2] Se dim, X = 400 non c’¢ nulla da dimostrare; se dim, X < 400 scegliamo un
aperto p € U C X tale che dim, X =dimU. SiaV =Y —7(X —U), allora V & un aperto
che contiene y e x € 7~ 1(V) C U. Siccome 7= 1(V) — V & continua, chiusa e surgettiva,
per la prima parte del lemma si ha

dim, Y < dimV < dim7r (V) < dimU = dim, X.

O

Lemma 2.4.8. Siano {X; | i € I} le componenti irriducibili di uno spazio topologico
Noetheriano X. Allora
dim X = sup{dim X, | ¢ € I}

e per ogni punto p € X wvale
dim, X = sup{dim, X; | p € X;}.

Dimostrazione. Lasciata per esercizio. a

Esercizi

2.21. Trovare una topologia su N che lo rende uno spazio topologico Noetheriano di
dimensione infinita.

2.22. Dato uno spazio topologico X, un’applicazione f: X — N U {+oo} si dice se-
micontinua superiormente se per ogni p € X esiste un aperto U C X tale che p € U e
f(q) < f(p) per ogni ¢ € U. Equivalentemente f & semicontinua superiormente se per ogni
n € NU{+o0} il sottoinsieme {p € X | f(p) > n} & chiuso. Dimostrare che ’applicazione
p — dim, X ¢ semicontinua superiormente.
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2.5 La dimensione dello spazio affine

Dimostriamo adesso che la dimensione di A™ & uguale a n. Tale risultato, associato al-
I’esistenza delle proiezioni normalizzate, permettera di trovare un’utile caratterizzazione
della dimensione dei chiusi affini e proiettivi.

Lemma 2.5.1. Un sottoinsieme chiuso X C A™ ¢& irriducibile se e solo se I(X) & un
ideale primo.

Dimostrazione. Se X = X7 U X3 con X; chiusi propri, allora esistono f; € I(X;) — I(X),
i = 1,2. Chiaramente f;f2 € I(X) e quindi I(X) non & primo.

Viceversa se f1, fa & I(X) e f1fa € I(X) allora possiamo scrivere X = X; U X5 dove
X; = XNV(f;) & un chiuso proprio e dunque X non ¢ irriducibile. O

\

Corollario 2.5.2. Lo spazio affine A™ é uno spazio topologico Noetheriano irriducibile.

Dimostrazione. L’ideale I(A™) = 0 & primo. O

Definizione 2.5.3. Sia X C A™ un chiuso di Zariski. Diremo che la proiezione lineare
sulle prime n — 1 coordinate A™ — A" ! ¢ normalizzata rispetto a X se esiste un
polinomio f € I(X) che é monico di grado positivo rispetto alla variabile x.,.

Segue dal Lemma di Proiezione 1.4.3 che, se m: A" — A"~ ! & normalizzata rispetto a
X, allora m: X — A"~ & un’applicazione chiusa e I(7(X)) = I(X) NK [z1,...,2Zp_1].

Lemma 2.5.4. Supponiamo che la proiezione sulle prime n—1 coordinate w: A™ — A"~1
sia normalizzata rispetto ad un chiuso irriducibile non vuoto X C A™. Allora per ogni
chiuso proprio Z C X wvale n(Z) # w(X).

Dimostrazione. Per il Lemma 1.4.3, la proiezione 7: X — A"~! & un applicazione chiusa,
I(m(X)=1(X)NK|[z1,...,2q-1] e I(x(2)) = I(Z)NK[x1,...,2y_1]. Dato che m(X) &
irriducibile e Z ¢ unione finita di irriducibili, non ¢ restrittivo supporre Z irriducibile e non
vuoto. Siccome I(X) C I(Z) sono ideali primi, 1 € I(Z) e I(X) contiene un polinomio
monico in x,,, per il Corollario 1.1.12 si ha I(X)NK [x1, ..., zp—1] # I(Z)NK [21, ..., Tn_1]
e quindi 7(X) # n(Z2). O

Proposizione 2.5.5. Se la proiezione sulle prime coordinate w: A™ — A" 1 ¢ normaliz-
zata rispetto ad un chiuso irriducibile non vuoto X C A", allora dim X = dim7(X).

Dimostrazione. Per il Lemma 2.5.4, la proiezione 7 trasforma inclusioni proprie di chiusi
irriducibili di X in inclusioni proprie di chiusi irriducibili di 7(X) contenenti m(p): questo
prova che dim X < dim 7 (X). D’altronde per il Lemma 2.4.7 dim X > dim7(X) e quindi
dim X = dim 7 (X). O

Teorema 2.5.6. Per ogni intero n > 0 lo spazio affine A™ ha dimensione pura n. Se
X C A™ e Y C A™ sono chiusi irriducibili, allora X xY C A" ¢ irriducibile di
dimensione dim(X xY) =dim X +dimY.

Dimostrazione. Lo spazio affine ha dimensione pura in quanto il gruppo degli omeomorfi-
smi agisce transitivamente. Proviamo inizialmente, per induzione su n che dim A™ = n. Gli
unici chiusi propri irriducibili di A! sono i punti, quindi il teorema & vero per n = 1; per
induzione possiamo supporre il teorema vero per A"~ !. Esiste una ovvia catena di chiusi
irriducibii 0 = Z,, C --- C Zy C Zp = A", dove Z; = {z; = --- = x; = 0}, dalla quale se-
gue che dim A™ > n. Per ogni chiuso proprio irriducibile X C A” si ha dim X < n; infatti

Page: 27 job: Geometria Algebrica light author: Marco Manetti date/time: 5-Apr-2011/17:03



28 2 La topologia di Zariski

a meno di un cambio lineare di coordinate la proiezione 7: A® — A™~! & normalizzata
rispetto a X e per la Proposizione 2.5.5 si ha dim X = dim 7(X) < dim A"~! = n—1. Que-
sto prova che dim A™ = n. Consideriamo adesso due chiusi irriducibili X C A™ Y C A™;
dal Lemma 2.3.7 segue che anche X x Y e irriducibile. Se X = A" e Y = A™, allora
X xY = A"™ ¢ la formula dim(X X Y) = dim X + dimY. Altrimenti, supponiamo
per fissare le idee che X # A™; a meno di un generico cambio di coordinate la proiezione
m: A" — A"~! & normalizzata rispetto a X e quindi anche la proiezione

7 x Id: A" x A™ — A" x A™

¢ normalizzata rispetto a X x Y e quindi dim(X x Y) = dim(w(X) x Y). La conclusione
segue per induzione.
O

La dimostrazione di 2.5.5 fornisce, assieme al Teorema 2.5.6, una ricetta per il calco-
lo della dimensione di un chiuso affine X; basta infatti eseguire una serie di proiezioni
s A" — APL o AT — A® normalizzate rispetto a X, m,(X) ecc...in modo
tale che ms417g12 T, (X) = A®. La dimensione di X sara quindi uguale a s.

Concludiamo il paragrafo analizzando in dettaglio il caso delle ipersuperfici. Abbiamo
gid osservato che V(f) & irriducibile se f & irriducibile. In generale se f1,..., f; sono i
fattori irriducibili di f vale V(f) = V(f1) U---UV(f) e i chiusi V(f;) sono esattamente
le componenti irriducibili di V(f).

Proposizione 2.5.7. Sia X C A" una ipersuperfice, allora dim, X = n — 1 per ogni
p € X. Viceversa se X C A™ ¢é un chiuso irriducibile di dimensione n — 1 allora X é
un’ipersuperfice.

Dimostrazione. Dimostriamo la proposizione per induzione su n, essendo il risultato ba-
nalmente vero per n = 1; possiamo quindi supporre n > 1 ed assumere il teorema vero
per ipersuperfici in A"~!. Sia p € X un punto qualsiasi, poiché ogni componente di X
¢ infinita, possiamo trovare un iperpiano affine H passante per p tale che H N X non
contiene alcuna componente irriducibile di X U H. L’intersezione X N H ¢ un chiuso di X
ed una ipersuperfice in H = A™!; per induzione

n—2=dim,(X NH) <dim, X <n=dimA".

Viceversa, se X C A™ ¢ irriducibile di dimensione n — 1, allora 'ideale I(X) # 0 & primo
e contiene un polinomio irriducibile f. Dunque X C V(f) e dimX = dimV (f) < +
Dato che V(f) & irriducibile, il Lemma 2.4.6 implica che X = V(f). D

Esercizi

2.23 (Lemma di normalizzazione di E. Noether). Sia X C A™ un chiuso di Zariski.

Diremo che la proiezione lineare sulle prime s coordinate A" — A® & normalizzata

rispetto a X se per ogni indice i = s+ 1,5+ 2,...,n esiste un polinomio f; € I(X) N

Klz1,...,zs][z;] C Klz1,...,z,] che & monico di grado positivo rispetto alla variabile z;.
Dimostrare:

1. Siano m1: A™ — A® m9: A® — A" proiezioni normalizzate rispetto a X e m(X)
rispettivamente. Allora 9 o 71 & normalizzata rispetto a X. (Sugg.: estensioni intere
per gli esperti, induzione su s — r e risultante per gli inesperti.)

2. Sia X C A™ un chiuso di dimensione s. Allora, a meno di un cambio lineare di
coordinate, la proiezione sulle prime s coordinate ¢ normalizzata rispetto a X.
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2.6 La dimensione delle intersezioni

Una delle caratteristiche fondamentali degli spazi considerati nella geometria algebrica
classica (pre teoria degli schemi) & che ogni punto possiede un sistema fondamentale di
intorni omeomorfi a chiusi affini. D’altra parte ogni chiuso affine puo essere pensato come
un aperto di un chiuso proiettivo; € quindi possibile studiare le proprieta locali, come ad
esempio la dimensione in un punto, restringendo la nostra attenzione alla classe dei chiusi
proiettivi.

Teorema 2.6.1. Lo spazio proiettivo P™, dotato della topologia di Zariski, € uno spazio
irriducibile Noetheriano di dimensione pura n.

Dimostrazione. Siccome ogni punto possiede un intorno omeomorfo ad A" si deduce
immediatamente che dim, P" = n per ogni p € P". O

Uno dei vantaggi dei chiusi proiettivi ¢ la mancanza di asintoti e quindi la normaliz-
zazione automatica delle proiezioni.

Lemma 2.6.2. Sia X C P" un chiuso, o ¢ X un punto e 7: (P"—{o}) — P! la
proiezione di centro o. Allora:

1. Ogni fibra di w: X — 7(X) ha cardinalita finita.

2. w(X) ¢ chiuso in P"7! e dim X = dim 7 (X).

3.8e p € X e la retta op interseca X solamente nel punto p, allora dim, X =
dimﬂ(p) 7T(X)

Dimostrazione. Siano xg, ..., %, coordinate omogenee su P" tali che o = [1,0,...,0], al-
lora la proiezione si esprime in coordinate omogenee come 7([zo, ..., z]) = [21,..., 2]
Dato che o ¢ X, esiste un polinomio omogeneo f € I(X) tale che f(0) # 0. Necessa-
riamente f € un multiplo scalare di un polinomio monico in zg, basta quindi applicare
i risultati del paragrafo precedente alle restrizioni m;: X NA? — H N A? = A"~! dove
A ={x; #0} perognii=1,...,n. O

Corollario 2.6.3. Sia X C P" un chiuso e sia F la famiglia dei sottospazi proiettivi di
P™ che non intersecano X. Se K € F ¢ un elemento massimale rispetto all’inclusione,
allora dim X +dim K =n — 1.

Dimostrazione. 1l risultato ¢ banalmente vero se X = (), P" oppure n = 1. Se X # (), P",
allora prendiamo un punto o € K e denotiamo con 7: X — P"! la proiezione di centro
o. Per il Lemma 2.6.2, i chiusi X e 7(X) hanno la stessa dimensione, mentre dim 7(K) =
dim K — 1. Dato che m(K) ¢ chiaramente massimale tra i sottospazi di P"~! che non
intersecano 7(X), 'induzione su n conclude la dimostrazione. O

Lemma 2.6.4. Siano X C P™ un chiuso di dimensione < n—2 e p € X un punto
qualsiasi. Allora esiste un punto o # p tale che la retta op interseca X solamente nel
punto p.

Dimostrazione. Per il Corollario 2.6.3 esiste una retta L C P" che non interseca X;
indichiamo con P il piano proiettivo generato dalla retta L e dal punto p. Dato che
(XN P)NL =0, per il Corollario 2.6.3 la dimensione di X N P & uguale a 0. Dunque
X NP ¢ un insieme finito di punti ed esistono al piu finiti punti o € L che non soddisfano
la condizione richiesta. O

Teorema 2.6.5. Siano X C P™ un chiuso, H un iperpiano e p € X N H un punto:
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1. Sep € Z C X e un sottoinsieme chiuso irriducibile, allora dim, X > dim Z.

2. Se X é irriducibile, allora dim, X = dim X.

3. dim, (X N H) > dim, X — 1. In particolare se X é irriducibile tutte le componenti di
X N H hanno la stessa dimensione.

Dimostrazione. Se n = 1 il teorema ¢ evidente, per induzione su n possiamo assumere
vero il teorema per chiusi di P"~!. Osserviamo che se il teorema vale per ogni componente
irriducibile di X allora vale anche per X, non e quindi restrittivo assumere X chiuso
proprio irriducibile e Z = X.

Se X e una ipersuperfice abbiamo gia dimostrato che dim, X = dimX =n—-1e
X N H ¢ ancora una ipersuperfice e quindi dim,(X N H) > n — 2.

Se X non ¢ una ipersuperfice allora dim X < n — 1 e per il Lemma 2.6.4 esiste una
proiezione m: X — P"~! tale che 7~ 1(7(p)) = p; per induzione su n si ricava

dim, X = dimz ) 7(X) = dim 7(X) = dim X.

SiaY = XN H;se X =Y, allora il punto 3) & banale; se Y ¢ un chiuso proprio di
X, allora dimY < dim X e quindi dimY < dim H — 2. Per 2.6.4 esiste una proiezione
m: X — P"~! di centro 0 € H tale che 7! (n(p)) = p. Dunque dim, Y = dim,,) n(Y) e
la conclusione segue osservando che 7(Y') & una sezione iperpiana di 7(X). O

Corollario 2.6.6. Sia U C P" un sottoinsieme localmente chiuso irriducibile, allora U é
equidimensionale.

Dimostrazione. Sia X = U la chiusura proiettiva di U. Poiché U & aperto in X vale
dim, U = dim, X; se U ¢ irriducibile anche X ¢ irriducibile e se X ¢ equidimensionale
anche U & equidimensionale. O

Grazie all’immersione di Veronese, che sappiamo essere una immersione topologica
chiusa, possiamo generalizzare immediatamente e senza fatica i precedenti risultati alle
intersezioni di chiusi di P" con ipersuperfici.

Corollario 2.6.7. Sia X C P" chiuso e H C P" ipersuperfice, allora se dim X > 0 wvale
XNH# 0 eperognipe XNH si ha dim,(X N H) > dim, X — 1. In particolare n
ipersuperfici in P hanno intersezione non vuota.

Dimostrazione. Supponiamo H = V(f), con f polinomio omogeneo di grado d. Se
vg: P* — PY indica la d-esima immersione di Veronese, allora esiste un unico iperpiano
W C PN tale che v; ' (W) = H e quindi vg(X N H) & omeomorfo all’intersezione di vq(X)
con W. O

Corollario 2.6.8 (Versione geometrica del teorema dell’ideale principale di
Krull). Siano X C A™ un chiuso e H C A™ ipersuperfice affine. Allora per ognip € XNH
vale dim, (X N H) > dim, X — 1.

Dimostrazione. Immergiamo A™ in uno spazio proiettivo P” e prendiamo le chiusure di X
e H. Basta osservare adesso che la chiusura proiettiva di una ipersuperfice ¢ ancora una
ipersuperfice, pitt precisamente se f € Kz1,...,2,] ha grado d e H = V(f), la chiusura
di H in P" & lipersuperfice definita dall’omogeneizzato di f in K[z, z1,...,2x]. a

Teorema 2.6.9. Sia X C A™ un chiuso affine. Allora la dimensione di X in un suo punto
p € uguale al minimo intero s per il quale esistono s polinomi f1,..., fs € Klxy,..., 2]

ed un aperto U C X tali che UNV (f1,...,fs)=p
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Dimostrazione. Se U NV (f1,...,fs) = p, allora per il Corollario 2.6.8 0 = dim{p} >
dim, U — s e quindi dim, X < s. Viceversa se dim, X = d > 0, allora possiamo trovare un
iperpiano Hy = V(f1) passante per p e non contenente alcuna componente irriducibile di
X. Abbiamo dim, (X N Hy) = dim, X — 1 e, ripetendo d volte il ragionamento, possiamo
trovare d iperpiani Hy, ..., Hg tali che dim, X N Hy N---NHg =0 e quindi d > s. a

Osservazione 2.6.10. Il Teorema 2.6.9 ¢ la versione geometrica del teorema [?, 11.14] di
algebra commutativa secondo il quale la dimensione di un anello locale Noetheriano con
ideale massimale m & uguale al minimo numero di generatori di un ideale m-primario (vedi
Esercizio 77).

Corollario 2.6.11. Siano X, Y C A™ chiusi affini e p € X NY. Allora vale
dim,(X NY) > dim, X +dim, ¥ — n.

Dimostrazione. Non & restrittivo supporre p = (0,...,0) e i chiusi X, Y irriducibili.
L’applicazione diagonale A™ — A™ x A", x — (z,x), & un’immersione topologica chiusa
ed induce un omeomorfismo tra X NY e lintersezione di X x Y con la diagonale A. Per
Il Teorema 2.5.6 dimg X + dimp Y = dimg(X X Y) e, dato che A & data dall’intersezione
di n iperpiani, per il Corollario 2.6.8

dimg(X NY) = dimg(X x Y N A) > dimg X + dimg Y — n.

Esempio 2.6.12 (Il cono tangente ridotto). Consideriamo la moltiplicazione per scalare
$: Al x A" — A", o(t,x) =tz

e per ogni chiuso affine X C A™ denotiamo con X c A! x A" l'unione delle componenti
irriducibili di ¢~!(X) che non sono contenute in {0} x A™ e con Co(X) = X N ({0} x A™).
Notiamo che X ¢ la chiusura di Zariski dell'insieme delle coppie (t,xz) tali che t # 0 e
tr € X e di conseguenza che Co(X UY) = Cy(X)UCy(Y) per ogni coppia di chiusi X,Y.
Se f € K[z1,...,x,) scriviamo f = fy, + fm41+- -+ con f; omogeneo di grado i e fp, # 0;
chiameremo m = multy(f) la molteplicitd di f in 0 e f,;, la forma iniziale di f. Vogliamo
adesso dimostrare che:

1. Se X = V(I) per qualche ideale I C K{zy,...,z,], allora Cy(X) ¢ il luogo di zeri
delle forme iniziali degli elementi di 1.

2. Co(X) #Dseesolose € X.

3. dlmoX = dim C()(X)

Per dimostrare (1), osserviamo che se X = V(I), allora ¢~1(X) & il luogo di zeri dei
polinomi g(t,z) = f(tz) al variare di f € I e quindi X ¢ il luogo di zeri dei polinomi
f(t,z) = %, dove m = multo(f) e f varia in I. Ne segue che Cp(X) ¢ il luogo di
zeri dei polinomi f(0,z), con f € I. Basta adesso osservare che f(0,z) & esattamente
la forma iniziale di f. Per dimostrare (2) notiamo che 0 € X se e solo se ogni f € [
ha molteplicita in 0 positiva e questo € equivalente a dire che 0 annulla tutte le forme
iniziali degli elementi di I. Per dimostrare (3) possiamo assumere X irriducibile e 0 € X; in
particolare dimy X = dim X. Siano Y3, ..., Y} le componenti irriducibili di X , € chiaro che
nessuna delle Y; & contenuta in un iperpiano t =costante. Applicando il Corollario 2.6.8
all’intersezione di X con gli iperpiani ¢t = 1 e t = 0 otteniamo le uguaglianze dimX —1=
dim X e dim Cy(X) = dim X — 1. Tl cono Cy(X) si dice cono tangente ridotto a X nel
punto 0.

Page: 31 job: Geometria Algebrica light author: Marco Manetti date/time: 5-Apr-2011/17:03



32 2 La topologia di Zariski

Esempio 2.6.13 (Coni proiettivi). Sia X C P™ un chiuso: identifichiamo P™ con un iper-
piano di P"*! e prendiamo un punto o € P"*1 —P". L’insieme Cp(X) C P**! unione delle
rette op al variare di p € X si dice cono proiettivo di X. Possiamo trovare coordinate
omogenee g, . .., Ty.1 in PP tali che o = [1,0,...,0] e I'iperpiano P" abbia equazione
xo = 0. Per costruzione, un polinomio omogeneo f = ) . xd fi(z1,...,Tne1) si annulla
su Cp(X) se e solo se tutti i f; si annullano su X. Dunque Cp(X) ¢ il chiuso proiettivo
definito da tutti i polinomi omogenei in x1,...,Z,41 che si annullano in X.

Mostriamo adesso che se X & irriducibile, allora anche Cp(X) & irriducibile di dimen-
sione dim X + 1. Se U,V C Cp(X) sono aperti non vuoti, allora esiste un iperpiano H che
non contiene o e che li interseca entrambi; siccome la proiezione di centro o induce una
proiettivita tra X e Cp(X) N H, ne segue che UNV N H # (). 1l computo della dimensione
segue dal fatto che X & una sezione iperpiana propria di Cp(X). Si noti che la restrizione
di Cp(X) all’aperto affine xy # 0 & isomorfa al cono affine C(X).

Teorema 2.6.14. Siano X,Y C P™ chiusi irriducibili. Se dim X + dimY > n allora
XNY #0 e in ogni puntop € X NY wvale dimy, X NY > dim X + dimY — n.

Dimostrazione. Basta mostrare che X NY # (), essendo la stima sulla dimensione locale
di XNY conseguenza immediata del Corollario 2.6.11. Nelle notazioni dell’Esempio 2.6.13

dim,y (Cp(X) N Cp(Y)) > (dim X + 1) 4 (dimY + 1) — (n+1) > 0

e quindi Cp(X)NCp(Y) contiene almeno una retta passante per o che interseca l'iperpiano

P™ in un punto di X NY. o
Esercizi
2.24. Siano f,g € K[z1,...,2,] polinomi omogenei non nulli dello stesso grado d > 0 e

denotiamo X = V(zd + f, g) C P". Dimostrare che il chiuso X ha dimensione n — 2 e che
il numero delle sue componenti irriducibili non supera d volte il numero di componenti
irriducibili dell’ipersuperfice V(g). In caratteristica 0, trovare f e g come sopra tali che
X ha esattamente d?> componenti irriducibili.

2.25. Mostrare con un esempio che, se X, Y, Z sono chiusi irriducibili di P” con XUY C Z
e dim X + dimY > dim Z, ¢ generalmente falso che X NY # ().

2.26. Nelle notazioni dell’Esempio 2.6.12, mostrare che, se ¢i,...,g, sono generatori
dell’ideale I(X), allora in generale Cy(X) non & definito dalle parti iniziali di ¢1, ..., g,

2.7 La dimensione delle fibre

Il principale risultato di questa sezione € noto come teorema sulla dimensione delle fibre
ed e la versione moderna dell’ottocentesco principio di Pliicker-Clebsch sul quale
rimandiamo a [?, Libro I, p. 149] per maggiori informazioni.

Teorema 2.7.1. Sia X C A" xXP™ un chiuso, m: X — A™ la proiezione sul primo fattore
e per ogni ¢ € A™ denotiamo X, = 1~ '(q) = X N ({qg} x P*). Allora:

1. Per ogni p € X vale dim, X < dim, X, + dim, 7(X), dove ¢ = w(p).

2. Per ogni intero h, Uinsieme Y}, = {¢ € A" | dim X, > h} é un chiuso di Zariski.

3. Se X ¢ irriducibile, allora esiste un aperto denso U C w(X) tale che dim X, =
dim X — dim7(X) per ogni ¢ € U.

Page: 32 job: Geometria Algebrica light author: Marco Manetti date/time: 5-Apr-2011/17:03



2.7 La dimensione delle fibre 33

Dimostrazione. [1] Sia r = dim,n(X), esistono allora r iperpiani Hi,...,H, di A™
passanti per ¢ tali che ¢ & un punto isolato di #(X) N Hy N --- N H,; si ha quindi
dim, X, = dim,(X N (Hy xP")N---N(H, x P")) e, dato che H; x P" ¢ un iperpiano per
ogni i, si ha che dim, X; > dim, X — 7.

[2] Sappiamo che 7 & una applicazione chiusa: per ogni sottoinsieme Z C 7(X) deno-
tiamo con dz = min{dim X, | ¢ € Z} € N. Poniamo Xo = X, Zy = 7(X) e sia g € Zy
tale che dim X, = dz,. Sia H C P" un sottospazio proiettivo massimale che non interseca
X, e poniamo Z; = (X N (A™ x H)), X1 = 7 '(Z1). Segue immediatamente dalla
costruzione che, se Zy # (), allora Z; ¢ un chiuso proprio di Zy e valedim X, = dz, per
ogni q € Zy — Z;. Ripetiamo il procedimento con X;, Z; al posto di Xy, Zy e costruiamo
Xo, Z5 al posto di X, Z;. Iterando il procedimento troviamo una catena discendente di
chiusi Zyg D 21 D --- D Z; D --- con le proprieta che Z; 11 # Z;, eccetto il caso in cui
Z; =10, edim X, = dz, per ogni ¢ € Z; — Z; 1. Per Noetherianita Z; = () per i >> 0 e gli
insiemi Y}, corrispondono ai chiusi Z; tali che dz, > dz, ,.

[3] Segue da [1] e [2] che l'insieme U dei punti ¢ € m(X) tali che dim X, = dim X —
dim 7(X) € aperto; dato che 7(X) € irriducibile basta dimostrare che U non & vuoto. Siano
s =dim X, r = dim7(X) e dimostriamo il risultato per induzione su r. Se r = 0 allora
m(X) & un punto e I’asserto & banale. Si assuma r > 0, sia Z C 7(X) un chiuso irriducibile
di dimensione r — 1 e denotiamo W = X N7 1(Z). Osserviamo che W & un chiuso di
A" xP™ di dimensione strettamente minore di s e che la proiezione 7: W — Z € surgettiva.
Scriviamo W = X; U---UX,UY; U---UY,, dove X;,Y; sono le componenti irriducibili
divise in modo tale che m(X;) = Z e n(Y;) # Z. Dato che m & chiusa e Z ¢ irriducibile
necessariamente dovra aversi a > 0. Per I'ipotesi induttiva, per ognii =1, ..., a, esiste un
aperto non vuoto U; C Z tale che le fibre di X; sopra U; hanno dimensione esattamente
dim X; —r+1 < s —r. Per qualsiasi punto g € (UyN---NU,) — (w(Y1)U---Um(Y3)) vale
dim X, = s —r. O

Corollario 2.7.2. Nelle notazioni del Teorema 2.7.1, se w(X) é irriducibile e se, al va-
riare di ¢ € w(X), le fibre X, sono tutte irriducibili e della stessa dimensione, allora X é
wrriducibile.

Dimostrazione. Siano Zq,...,Zq, W1,..., W} le componenti irriducibili di X ordinate in
modo tale che 7(Z;) = w(X), m(W;) # n(X) e dim Z; > dim Z; per ogni i. Proviamo che
X = Z;. Dato che Y ¢ irriducibile e 7 ¢ chiusa deve essere a > 0, denotiamo con s e 7
le dimensioni di Z; e 7(X) rispettivamente. Per il Teorema 2.7.1 esiste un aperto denso
U C w(X) tale che, per ogni g € U, vale (W;), = 0 e dim(Z;), = dim Z; — r; ne segue
in particolare che se ¢ € U, allora la dimensione di X, ¢ esattamente s — r. Per ipotesi
le fibre X, sono tutte irriducibili di dimensione s — r e quindi per ogni ¢ € 7(X) vale
(Z1)q C Xy, dim(Z7)q > s —r = dim X, e di conseguenza (Z1), = X,. Questo implica
che 71 = X. O

Lo stesso argomento usato in 2.1.8 mostra che il Teorema 2.7.1 ed il suo Corollario 2.7.2
restano validi per sottoinsiemi chiusi X C P™0 x P™ x ... x P™ x A™ e per la proiezione
m: X = P™M x - x P x A™.

Vediamo adesso alcune applicazioni dei precedenti risultati.

Esempio 2.7.3 (Insiemi costruibili). Proviamo adesso che, nelle stesse notazioni di 2.7.1,
se Z C A™ xP" & costruibile allora anche 7(Z) & costruibile. Chiaramente non ¢ restrittivo
supporre Z localmente chiuso ed irriducibile, ovvero Z = X NV con X chiuso irriducibile
e V aperto. Se Z = () non c’¢ nulla da dimostrare; se Z # @ allora vale X = ZUC
con C chiuso di dimensione dim C < dim X. Per il Teorema 2.7.1 esiste un aperto non
vuoto U C 7(X) tale che per ogni ¢ € U vale dim X, = dim X — dim#7(X) e dimC;, <
dim X —dim Y. Dunque U C (%) e quindi 7(Z) = UUr(Z N7~ (x(X) — U)); siccome
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N

la chiusura di Z N 7~ (7(X) — U) ¢ strettamente contenuta in X basta ragionare per
induzione sulla dimensione di Z per dedurre che m(Z N7~ (7 (X) — U)) & costruibile e
quindi che anche 7(Z) & costruibile.

Esempio 2.7.4 (Curve piane singolari). Sia n un intero maggiore di 1 e sia PV, con N =
5n(n—|—3), lo spazio proiettivo delle curve piane di grado n. Dimostriamo che 'insieme Y C

PV delle curve singolari & una ipersuperfice irriducibile. Consideriamo infatti 1'insieme
X C P2 x PN formato dalle coppie (p,C) tali che p & un punto singolare di C. Si vede
facilmente che X ¢ un chiuso, infatti la coppia di punti di coordinate omogenee ([z], [F]),
con F equazione di C, appartiene a X se e solo se F(z) = Fo(z) = Fi(x) = Fa(z) =
0. Fissato un punto p € P? le curve piane singolari in p formano un sistema lineare
di dimensione N — 3, per i Teoremi 2.7.1 e 2.7.2 applicati alla proiezione X — P2, o
pitl precisamente alle restrizioni agli aperti affini di P2, abbiamo che X ¢ irriducibile di
dimensione N — 1. La fibra di 7: X — P sopra la curva C consiste nell'insieme dei punti
singolari di C, e siccome esiste almeno una curva di grado n con un punto singolare, per
il Teorema 2.7.1 ricaviamo che Y = 7(X) & un chiuso irriducibile di dimensione N — 1 e
quindi una ipersuperfice.

Esempio 2.7.5 (Luoghi determinantali, cfr. Esercizio 7?7 ). Sia n un intero positivo fissato:
per ogni coppia di interi m > k > max(0,m — n) denotiamo con M (n,m) lo spazio
vettoriale delle matrici n x m a coefficienti nel campo base K e con M,  C P(M(n,m))
I’insieme delle classi di omotetia di matrici il cui nucleo ha dimensione > k. Proviamo per
induzione su k che M,, j, ¢ un chiuso irriducibile di dimensione (m — k)(n + k) — 1.

Se k = max(0,m — n) allora My, = P(M(n,m)), (m —k)(n+k)—1=nm—1e
lasserto & banalmente verificato. Supponiamo quindi & > max(0, m — n) e consideriamo

X = {([4], [z]) € P(M(n,m)) x P" 1| [A] € My, x, Az = 0}.

Le fibre della proiezione X, — P™~1 sono tutte isomorfe a My—1,5,—1 € quindi per
I'ipotesi induttiva ed il Corollario 2.7.2 X, . ¢ irriducibile di dimensione (m —k)(n+k —
1) + (m — 1) — 1. La proiezione X, , — My, i € surgettiva e quindi M,, ; ¢ irriducibile.
Inoltre le fibre sui punti dell’aperto non vuoto My, j — My, k41 sono isomorfe a pk-1, per
il Teorema 2.7.1 vale dim M,,, , = dim X,y — (k—1) = (m —k)(n+ k) — L.

Altre significative applicazioni di 2.7.1 e 2.7.2 saranno esposte prossimamente utiliz-
zando il linguaggio delle varieta algebriche.

Esercizi
2.8 Esercizi complementari

2.27. Uno spazio topologico si dice Artiniano se ogni famiglia di aperti contiene un
elemento minimale. Sia X uno spazio topologico Artiniano, provare che:

1. X contiene un numero finito di punti chiusi.

2. Ogni chiuso di X & unione finita di componenti irriducibili.

3. Se X ¢ irriducibile, I'unione dei chiusi propri di X € un chiuso proprio.

4. (%) Se X ¢ anche Noetheriano allora contiene un numero finito di aperti. (Sugg.: uno
spazio Artiniano con infiniti chiusi contiene una catena discendente non stazionaria
di chiusi.)

2.28. Mostrare che esistono spazi topologici Artiniani di dimensione infinita.
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2.29. Sia X uno spazio topologico Noetheriano. Provare che un sottoinsieme A C X &
aperto se e solo se per ogni chiuso irriducibile £ C X esiste un sottoinsieme S C E aperto
in E tale che S ¢ ANE C S. (Sugg.: si consideri la famiglia dei chiusi C' di X tali che
C — A non ¢ chiuso.)

2.30. Descrivere I'immagine dell’applicazione f: A2 — A2, f(x,y) = (x,7y) e dire se &
chiusa, aperta, localmente chiusa, costruibile o niente di tutto cio.

2.31. (caratteristica # 2) Determinare le componenti irriducibili di
X={ 4+ +22 =22 +1-y* - 22 =0} C A>.

2.32. Nelle notazioni del Corollario 2.1.5, se n = 2,7 = 1 e fy, fi sono senza fattori
comuni, determinare la dimensione del conucleo di ¢4 per d >> 0. (Sugg.: descrivere il
nucleo di ¢q.)

2.33. Siano p,q € N senza fattori comuni, X = {2P = y9} C A? e ¢: A! — X definita
da ¢(t) = (t7,tP). Provare che ¢ & un omeomorfismo. (Sugg.: esistono interi n, m tali che
np+mg=1.)

2.34. Si consideri Papplicazione ¢: At — A3 ¢(t) = (¢,1%,t3); dimostrare che X = ¢(A)
e chiuso e si determini I(X).

2.35. Enunciare e dimostrare il teorema degli zeri di Hilbert per P™ x P™.

2.36. Dimostrare che:

1. Ogni sottoinsieme costruibile di A" & della forma 7(X), dove X C A"*! & un sottoin-
sieme chiuso e 7 ¢ la proiezione sulle prime n coordinate. (Sugg.: mostrare prima che
ogni sottoinsieme localmente chiuso di A™ & della forma 7w (X).)

2. Un sottoinsieme costruibile Z C A™ & chiuso se e solo se Z N C & chiuso per ogni
chiuso irriducibile C' C A™ di dimensione 1.

3. Il risultato di 2) & generalmente falso senza U'ipotesi che Z sia costruibile.

2.37. Nelle stesse notazioni del Teorema 2.7.1 si provi che la funzione
A" x P" — Z, p = dimy, Xy,

¢ semicontinua superiormente. (Sugg.: se 'asserzione & vera per due sottoinsiemi chiusi
di A™ x P™ allora e vera anche per la loro unione; non ¢ quindi restrittivo supporre X
irriducibile. Ragionare per induzione sulla dimensione di 7(X) utilizzando 2.7.1.)

2.38. Sia X C A™ un chiuso e m: A™ — A"~ ! la proiezione sulle prime n — 1 coordinate.
Provare che se f = 3.0, gi(z1,...,2n_1)z3"" € I(X), allora 7(X) — V(go) & chiuso in
A""! — V(go) e dedurne che 7(X) contiene un aperto di m(X). (Sugg.: si pud ripetere
sostanzialmente la dimostrazione del lemma di proiezione oppure si puo considerare il

chiuso X C A" x A definito da I(X) e 1 — tgo.)

2.39. Provare che A? e P2, dotati della topologia di Zariski, non sono omeomorfi. Piu in
generale se n > 2 e X C P" & chiuso di dimensione < n — 3, si provi che A" e P — X non
sono omeomorfi.

2.40. (caratteristica # 2) Sia X C A3 il chiuso definito dalle equazioni ry — 2% = y> —a° =
0. Provare che X ha due componenti irriducibili.
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36 2 La topologia di Zariski

2.41. (caratteristica 0) Sia F(x1,...,2,) un polinomio omogeneo di grado m > 0 senza
fattori multipli; poniamo C' = V(F) C A" e sia A l'insieme dei sottospazi affini di A"
contenuti in C. Definiamo infine Cy come lintersezione dei sottospazi in A che sono
massimali rispetto all’inclusione. Provare:

1. Cp & un sottospazio affine contenente lorigine (0, ..., 0).

2. A meno di un cambio lineare di coordinate si puod assumere che esista s < n tale che
oF OF

, — linearmente indipendenti su K.

0x; Ox1’ " O

3. (%) In un sistema di coordinate come al punto 2) vale Cyp = {1 = - - =z, = 0}.

= (0 per ogni 7 > s e i polinomi

2.42. Sia M = M(n,n,K) lo spazio affine delle matrici n x n e sia X C P(M) il
proiettivizzato dell’insieme delle matrici A che hanno un autovalore A # 0 tale che
A" + (=1)"det(A) = 0. Provare che X ¢ una ipersuperfice irriducibile.

2.43 (*). Dimostrare che ogni chiuso proprio in P™ & intersezione (insiemistica) di al pit
n + 1 ipersuperfici. (Sugg.: Esercizio 1.14.)

2.44. Sia Sy C K|zg,...,x,] lo spazio vettoriale dei polinomi omogenei di grado d e
Up i P — P” la n-esima immersione di Veronese. Determinare la dimensione dello spazio
vettoriale Vy = {f € Sq | vo(PY) C V(f)} per ogni d > 0.

2.45. (caratteristica 0) Sia X C M (4,4, K) = A6 il sottoinsieme delle matrici A tali che
I,A e A? sono vettori linearmente dipendenti in M (4,4, K ). Dimostrare:

1. X & chiuso.
2. X non ¢ irriducibile (Sugg.: polinomio caratteristico).

2.46 (Lo scoppiamento). Sia X C A" un chiuso e denotiamo con: ¥ = X — {0}, con
C (A"—{0})xP"! insieme dei punti {(y, [y])} al variare diy € Y, con X C A" xP"~*
la chiusura di Zariski di Y e con E = ({0} x P"~1)n X.

1. Dimostrare che Y & un chiuso di (A" —{0}) xP"*~* omeomorfo a Y. (Sugg.: considerare
dapprima il caso X = A™.)

2. Descrivere esplicitamente X ed E nei casi X = A™ e X ipersuperfice.

3. Se X & unione di due chiusi X7 e X5, provare che X = X'l U X'Q.

4. Mostrare che, se 0 € X, allora il cono affine di F coincide con il cono tangente ridotto
Co(X) e quindi dimg X = dim E + 1.

2.47 (Scoppiamento lungo sottospazi proiettivi). Sia K C P™ un sottospazio proiet-
tivo di codimensione h+1, con h > 0; denotiamo con P lo spazio proiettivo dei sottospazi
di P™ di codimensione h che contengono K e con

Blg P" = {(p, H) € P" x P" | pc H}.

(Si noti che K x P* C Blg P".) Indichiamo con 71 : Blg P® — P" e my: Blg P" — P le
proiezioni sui fattori.

1) Mostrare che per ogni sottospazio H di codimensione h vale 717, '(H) = H e che, se
p ¢ K allora oy H(p) = K + p.

2) Se K ¢ definito dalle h + 1 equazioni lineari indipendenti f;(xg,...,2,) = 0, con i =

h+1
0,...,h, provare che Bl P™ ¢ il chiuso definito dalle ( —2’_ ) equazioni y; f;(xo, ..., Tn) =

yifi(xo,...,xn), con 0 <i<j<h.
3) Sia X C PP un chiuso tale che alcuna componente irriducibile di X sia contenuta in K.
Allora si definisce Blg X C Blg P come 1'unione delle componenti irriducibili di ;1 (X)
che non sono contenute in 77 (K).
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Dimostrare che la proiezione m;: Blg X — X e surgettiva ed induce una bigezione tra le
rispettive famiglie di componenti irriducibili. Provare inoltre che dimBlxg X = dim X e
dim (7 (K) N Blg X) < dim X.

4) Provare che o Blg X = mx (X — K), dove mk indica la proiezione di centro K.

2.48 (Varieta secante). Si considerino due spazi proiettivi P2"T! e P" aventi rispet-
tivamente coordinate omogenee xq, ..., Tn, Yo, -+, Yn € Lo, ..., tn. Dati due chiusi irridu-
cibili non vuoti X,Y C P", sia V Dlinsieme delle coppie ([t], [z,y]) € P" x P2"+1 tali
che z € C(X), y € O(Y) e ti(x; —y;) = tj(x; — y;) per ogni 4,j. Siano p: V — P,
q: V — P2t e proiezioni sui fattori. Mostrare che V & un chiuso ed esiste una unica
componente irriducibile V € V tale che q(V) non & contenuta in H = {x; = y; Vi}. Detti
S(X,Y)=p(V), J(X,Y) = q(V), mostrare che J(X,Y), S(X,Y) sono chiusi irriducibili,
dimS(X,Y) <dimJ(X,Y) =dimV =dim X + dimY + 1 e che S(X,Y) contiene come
sottoinsieme denso 1'unione di tutte le rette ab al variare dia € X, b€ Y, a #b.

I chiusi S(X,Y) e J(X,Y) sono detti rispettivamente join e join astratto di X e Y,
mentre S(X, X) & detto varieta secante di X . Descrivere la varieta secante dell'immagine
della seconda immersione di Veronese vy: P2 — P2,
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