
1. SUCCESSIONI ESATTE

Una successione esatta corta di spazi vettoriali

(1) 0 → U
F→ V

G→ W → 0

è il dato di una applicazione lineare iniettiva F e di una suriettiva G tali che

ker G = Im F

In particolare si ha U ∼= Im F = kerG, W = Im G. Dunque, data una successione esatta
corta come sopra, si ha

dim V = dim U + dim W .

Un successione di applicazioni lineari

V1
F1→ V2

F2→ V3 → · · · Fn−1→ Vn

si dice esatta se

(2) Im Fi−1 = kerFi , i = 2, . . . , n− 1 .

Quando F1 è iniettiva e Fn−1 è suriettiva si scrive

(3) 0 → V1
F1→ V2

F2→ V3 → · · · Fn−1→ Vn → 0

Esempio 1.1. Consideriamo la successione esatta

0 → V1
F1→ V2

F2→ V3
F3→ V4 → 0 ;

indichiamo con U = kerF3 = Im F2 e con i : U → V3 il morfismo di inclusione. Allora la
precedente successione si spezza in due successioni esatte corte

0 → V1
F1→ V2

F2→ U → 0

0 → U
i→ V3

F3→ V4 → 0

e quindi

dim V3 = dim V4 + dim U, dim V2 = dim V1 + dim U,

da cui ricaviamo

dim V3 − dim V4 = dim V2 − dim V1.

Esercizio 1. Data la successione esatta (3) dimostrare che

n∑
i=1

(−1)i dim Vi = 0
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2. QUOZIENTI

Sia U un sottospazio di V . Si consideri in V la relazione

w ∼ v ⇐⇒ w − v ∈ U

È immediato verificare che∼ è una relazione di equivalenza. Si denota l’insieme quoziente
V/ ∼ con il simbolo V/U . Dato v ∈ V si denota con v la classe di equivalenza di v in
V/U e con

π :V −→ V/U

v 7→ π(v) = v

Spesso si dice che π è la proiezione di V su V/U . Si dota V/U della struttura di spazio
vettoriale ponendo, per w, v ∈ V e a ∈ K,

w + v = w + v , av = av , 0V/U = 0V .

Con questa struttura, π è una applicazione lineare (suriettiva). Le verifiche sono imme-
diate. Per costruzione si ha una successione esatta corta

0 → U
ι→ V

π→ V/U → 0

dove ι è l’inclusione. In particolare

dim V/U = dim V − dim U

Il quoziente V/U verifica la seguente proprietà universale. Data una qualsiasi applicazio-
ne lineare α : V → L tale che α(U) = 0, esiste un’unica applicazione lineare η : V/U → L
tale che ηπ = α:

V
π //

α
��>

>>
>>

>>
> V/U

∃ ! η}}{{
{{

{{
{{

L

Infatti basta porre η(v) = α(v) e verificare che la definizione è ben posta. Da questa
proprietà segue che, se F : V → W è una applicazione lineare, allora si ha un isomorfismo

F : V/ ker F
∼=→ Im F

Infatti, per la proprietà universale si ha un diagramma

V
π //

F !!DD
DD

DD
DD

D V/ ker F

Fyysssssssss

Im F

Essendo F suriettiva ed essendo la dimensione del suo dominio uguale a quella del
suo codominio, si ha che F è un isomorfismo. In particolare, se F è suriettiva, si ha
V/ ker F ∼= W .

Definizione 2.1. Data una applicazione lineare F : V → W si definisce il conucleo di
F ponendo

CokerF = W/ Im F

Si ha una successione esatta

0 → ker F
ι→ V

F→ W
p→ CokerF → 0

dove ι è l’inclusione e p è la proiezione. Si hanno inoltre le formule

dim kerF = dim V − rango F, dim CokerF = dim W − rango F.
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Esempio 2.2. Data una successione esatta corta

0 → U
F→ V

G→ W → 0

l’applicazione G si fattorizza ad una applicazione bigettiva

V/ ker G → W

e quindi, induce un isomorfismo
CokerF ∼= W.

Esercizio 2. Dati uno spazio vettoriale V e due sottospazi U ⊂ W ⊂ V , mostrare che
esiste una successione esatta

0 → W

U
→ V

U
→ V

W
→ 0

e dedurre che esiste un isomorfismo
V/U

W/U
∼= V/W.

Esercizio 3. Dati uno spazio vettoriale V e due sottospazi U,W ⊂ V , mostrare che
esiste una successione esatta

0 → W ∩ U → U → U + W

W
→ 0

e dedurre che esiste un isomorfismo
U + W

W
∼=

U

U ∩W
.

Esercizio 4. Data una successione esatta corta

0 → U
F→ V

G→ W → 0

ed un’applicazione lineare H : Z → W denotiamo

V ×W Z = {(v, z) ∈ V × Z | G(v) = H(z)},
con p : V ×W Z → Z la proiezione p(v, z) = z e con q : U → V ×W Z l’applicazione
q(u) = (u, 0). Dimostrare che

0 → U
q→ V ×W Z

p→ Z → 0

è una successione esatta.

Esercizio 5. Data una successione esatta corta

0 → U
F→ V

G→ W → 0

ed un’applicazione lineare H : U → Z denotiamo

Z qU V =
Z ⊕ V

K
,

dove K è il sottospazio vettoriale di Z ⊕ V formato dalle coppie (H(u),−F (u)), u ∈ U .
Dimostrare che esiste una successione esatta corta

0 → Z → Z qU V → W → 0.


