
Università di Roma “La Sapienza”; corso di Geometria Analitica, tutoraggio
del 2 ottobre 2007: E.A., M.M. e A.F.

Esercizio 1. Sia U un sottospazio di uno spazio vettoriale V di dimensione finita. Dimostrare
che (V/U)∗ può essere identificato al sottospazio Ann(U) ⊂ V ∗.

Esercizio 2. Data una successione esatta corta 0→ U
F−→ V

G−→W → 0 dimostrare che

0→W ∗ G∗

→ V ∗ F∗

→ U∗ → 0

è esatta corta. Estendere l’asserto al caso delle successioni esatte non necessariamente corte.

Esercizio 3. Data una applicazione lineare F : V → W dimostrare che vi sono isomorfismo
canonici

ker(F ∗) ∼= (Coker F )∗ , Coker(F ∗) ∼= (ker F )∗ .

Esercizio 4. Siano U e W sottospazi di V dimostrare che vi è un isomorfismo canonico

(U + W )/U ∼= W/U ∩W

dedurne la formula di Grassmann.

Esercizio 5. Siano U , V , U ′, V ′, W , E, sottospazi di uno spazio vettoriale. Si assuma che

U ′ + V ′ = W , U ′ ∩ V ′ = E , U ∩W ⊂ U ′ , V ∩W ⊂ V ′

Si dimostri che
((U + U ′) ∩ (V + V ′))/E ∼= ((U + W ) ∩ (V + W ))/W

Esercizio 6. Sia
0 −→ N −→ M −→ P −→ 0yα

yβ

yγ

0 −→ N −→ M −→ P −→ 0
un diagramma commutativo di applicazioni lineari tra spazi vettoriali di dimensione finita. Si
assuma che le righe siano esatte. Dimostrare che:

(1) Se α e γ sono isomorfismi, allora anche β è un isomorfismo.
(2) Se β è un isomorfismo, allora α è surgettiva se e solo se γ è iniettiva.
(3) La traccia di β è uguale alla somma delle tracce di α e γ.

Esercizio 7. Si consideri un diagramma commutativo di applicazioni lineari con le colonne
esatte

0 0 0y y y
0 −→ N1 −→ M1 −→ P1 −→ 0y y y
0 −→ N2 −→ M2 −→ P2 −→ 0y y y
0 −→ N3 −→ M3 −→ P3 −→ 0y y y

0 0 0
Provare che se due righe sono esatte allora è esatta anche la terza.
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