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Esercizio 1. Siano X uno spazio topologico, f: X — X continua e C' C X un sottoinsieme
chiuso. Dimostrare che {z € X | f"(x) € C per ognin > 0} & chiuso in X.

Esercizio 2. Siano X,Y spazi topologici e I' C X x Y il grafico di un’applicazione continua
[ X-Y:
I'={(z,y) e X XY [ f(z) = y}.

Dimostrare che la proiezione p: I' — X & un omeomorfismo.

Esercizio 3. Sia B l'insieme dei rettangoli semiaperti
Ropea={(r,y) €R? | a<z<b,c<y<d}
a) Dimostrare che B & base di una topologia 7 su R?
b) Siano
L={(v,y) eR?| 24y =0}, L'={(z,y) eR*| z —y=0}.
Descrivere la topologia indotta da 7 su L e su L'.

Esercizio 4. Provare che i seguenti sottoinsiemi del piano R? sono tutti omeomorfi tra loro.
(1) {(z,y) [0 <z, 0 <y}

(2) {(z,y)| 0 < x}.

(3) {(z,9) |0 <z <y}

4) {(z,y) |22 +y? <1,z # 1}

Esercizio 5. Sia
7={0,R}U{(g, o) | ¢ € Q}.
a) T ¢ una topologia su R?
b) 7 & base per una topologia su R?

Esercizio 6. Quante sono le topologie su un insieme di tre elementi? Quante tra di esse sono
topologicamente distinte (cio¢ non omeomorfe)?

Esercizio 7. Determinare i punti dove e continua la funzione f : R — R definita da

o, se zeR\Q,
f(w)_{u/qu se x=p/geQ, con (pg)=1.

Esercizio 8. Sia X = P(N) la famiglia di tutti i sottoinsiemi di N.
Per ogni coppia di sottoinsiemi finiti e disgiunti A, B C N definiamo

UAB)={SeX|ACS, SNB =0

(1) Dimostrare che gli U(A, B) formano, al variare di A e B, una base di aperti di una
topologia su X.
(2) Dimostrare che con tale topologia la funzione
1

nes
€ continua ed iniettiva.

(3) (*) Dimostrare che la funzione f & chiusa e quindi un omeomorfismo sull’immagine.
(Non attapiratevi troppo se non riuscite a risolvere questo esercizio utilizzando sola-
mente gli strumenti visti finora a lezione: a me (M.M.) & riuscito solo dopo molti tenta-
tivi. Vedrete nel corso di Topologia alcuni teoremi che faranno diventare banale questo
esercizio.)

Esercizio 9. Sia (X, d) uno spazio metrico e sia f: X — R un’applicazione continua. Dimostrare
che ’applicazione

6: X x X >R, 6(x,y) =d(z,y) + [f(x) - f(y)l
¢ una distanza che induce la stessa topologia.

Esercizio 10 (). Sia 7 la famiglia dei sottoinsiemi di R della forma A — N, dove A & un aperto
per la topologia euclidea e N € un insieme di cardinalita finita o numerabile. Provare che non
tutti gli elementi di 7 sono aperti nella topologia euclidea e che 7 & una topologia su R. (Sugg.:
ogni aperto di R puo essere scritto come & unione di intervalli ]a, b[, con a,b € Q.)



