1. ESERCIZI DEL 6 OTTOBRE 2008

Esercizio 1. Sia f € C°°(U) tale le cui derivate parziali si annullano tutte in un punto
p € U e quindi X(f)(p) =0 per ogni campo di vettori X € X(U).
Dimostrare che 'applicazione
U XxT,U =R, (vi,v2) = X1 (X2 f)(p),
dove X1, Xy € X(U) estendono i vettori tangenti vy, vy, € ben definita, bilineare e sim-
metrica.

Esercizio 2. Sia v: R — M, »(R) un’applicazione C*° tale che v(0) =1 e
dy
— =~(t)E(t
0B,
dove E(t) ¢ una matrice a traccia nulla. Dimostrare che dety(¢) = 1 per ogni ¢.
Esercizio 3. Mostrare che per ogni € > 0 esiste un’applicazione C'*°
f:10,1] — [0,1]
tale che |f(x) — x| < € per ogni z e
" f " f
Z 4= 2L
dac”( ) dx™
Esercizio 4. Mostrare che esiste un’applicazione iniettiva e di classe C* f: 1 — R?
la cui immagine ¢ il quadrato @ = {(z1, z2) | max{|z1]|, |z2|} = 1}.

(1)=0, Vn > 0.

Esercizio 5. Provare che esiste un’applicazione f: R — R? di classe C* la cui immagine
contiene tutti i punti a coordinate razionali.

Ricordiamo il seguente teorema di calcolo differenziale.

Teorema 1.1. Sia f, una successione di funzioni C' su un aperto U C R™. Se le

funzioni f,, e % sono tutte limitate in U e se

Ofn
anigg (Ifn(m)l + Z |@xi(x)|> < o0
allora la serie f =) fn € definita ed é di classe Ccl.

Esercizio 6. Sia f,: R™ — [0, 1] una successione di funzioni C*°. Dimostrare che esiste
una successione di numeri reali positivi a,, tale che ) anf, € di classe C* du R"™.

Esercizio 7. Dimostrare che ogni chiuso di R” e il luogo di zeri di una funzione C*°.

Esercizio 8. Sia f: R — [0,1] di classe C*° a supporto compatto che vale 1 in un
intorno di 0. Dimostrare che esiste una successione di numeri reali positivi ¢, tali che

Do fulent)t™ & di classe C°.

Esercizio 9. Dimostrare che per ogni successione a,, € R esiste una funzione f € C*°(R)
tale che
arf

T (0) = an, Vn > 0.
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