CURVE IN R3?: ESERCIZI E COMPLEMENTI

MARCO MANETTI

Dati tre vettori in R3

aq b1 c1
a=|az], b=|ba], c=|c],
as b3 c3
denoteremo
ap by ¢
la, b, c| = det(a,b,c) =det [ aa b2 c2
a3 by «c3

Ricordiamo la definizione del prodotto scalare
a-b=aiby + asby + asbs € R.
Il prodotto vettoriale a A b € R? & univocamente determinato dalla proprieta
(aAD)-c=la,b,c|, VeceR>

Notiamo che:

(1)

a2b3 — agbg
aNb= | agby —aib3
a1b2 — a2b1

(2) a Ab#0 se e solo se a,b sono linearmente indipendenti.

(3) anb=—-bAa

(4) (aAb)-a=(aAb)-b=0.

(5) (aAb)-c=(bAc)-a=(cAa)-b.

(6) lla A BlI? = Ja,bya A b = [lal?1B]12  (a - )2
Dunque a A b & un vettore perpendicolare ad a e b e di lunghezza uguale al prodotto
delle norme di a e b per il seno dell’angolo compreso.

I prodotti scalare e vettoriale sono entrambi bilineari, simmetrico il primo, alternante

il secondo. In particolare, se a, 3: ]r, s[— R? sono due applicazioni differenziabili, allora
vale

d da db
Salt) - b(t) = (1) b(t) + alt) - L 0)

d da db
—(alt) Ab(1) = S (0) A b(E) + alt) A S (8).

0.1. Esercizio. Siano a,b due vettori di norma 1. Provare che a A b = ¢ se e solo se la
matrice (a,b,c) é speciale ortogonale.

0.2. Esercizio. Sia E una matrice ortogonale. Provare che per ogni a,b € R? valgono
le formule

(Ea)- (Eb)=a-b, (Ea)A(Eb) = det(E)E(a Ab).
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0.3. Esercizio. Sia a: R — R3 una curva. Dimostrare che, per ogni k > 0, il sottospazio
vettoriale generato da o/, a”,...,a® & indipendente dalla parametrizzazione.
0.4. Definizione. Una curva a: I — R3 si dice sghemba se la matrice
(OZ/,O//,OZ”/)
¢ invertibile per ogni ¢ € I.

0.5. Esercizio. Dimostrare che la definizione di curva sghemba non dipende dalla
parametrizzazione scelta.

Supponiamo adesso che la curva o: I — R? sia parametrizzata in lunghezza d’arco.
Si definisce il versore tangente

t=a.
Derivando la relazione t - t = 1 si ottiene t' - t = 0 e quindi se t’ # 0 si puo scrivere
t' = kn

con k > 0 e n versore perpendicolare a t.

0.6. Definizione. Chiameremo n versore normale, k curvatura e b = t A n versore
binormale.
Derivando le relazioni n-n =1, n-t = 0 si ottiene
n-n=0, n-t=-n-t=—-k
e quindi si puo scrivere
n =—kt+7b
per qualche 7 € R detto torsione. Notiamo che 7 coincide con la componenente della

derivata di n perpendicolare al moto. Notiamo che, supponendo « parametrizzata in
lunghezza d’arco si ha

" = kn, o =kn+kn' = k'n— k*t+ krb,

e quindi
1 0 —k?
(o, ", a")=(t,n,b) |0 k K
0 0 k7

Infine derivando le relazioni b-b =1, b-n =0 e b-t = 0 si ottiene facilmente
b’ = —7n e quindi

0 -k 0
(t',n',b')=(t,n,b) |k 0 -7
0 = O

0.7. Esercizio (vettore di Darboux). Sia a: I — R3 una curva sghemba. Determinare
un’applicazione d: I — R3 tale che

t' =dAt, n'=dAn, b'=dAb.

Vogliamo adesso trovare la sfera di R? avente massimo contatto con la curva a nel punto
0. Possiamo supporre che « sia parametrizzata in lunghezza d’arco s, che «(0) = 0 e che
il riferimento mobile di Frenet coincida con gli assi coordinati nello 0. Abbiamo quindi

1 0 —k?
(O/, 0//, O/H) —lo & ¥
0 0 kr
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e quindi si ha lo svluppo di Taylor

L’equazione di una generica sfera passante per 0 ¢ f = 0, dove
f(z,y,2) =22 + % + 2% — 2ax — 2by — 2bz.

Se vogliamo che f(a(s)) = o(s3) deve ovviamente essere a = 0 e quindi

/
f(a(s)) = s* — bks* — %53 - chTT + o(s%)
da cui si deduce che
Ok k2

Il centro o = (a,b,c) ed il quadrato del raggio della sfera osculatrice sono dunque
n kb T R | K \?
o=a+— — —, r“=a"+b"+c" = — — | .
TE R LR Y
In particolare se a & contenuta in una sfera di raggio r allora la quantitd 72 = k—lz +

k' 2
( ) ¢ costante.

k21

2
. . . . . . / \
Dimostriamo adesso il (quasi) viceversa, ossia che se ¥’ # 0 e k—IQ =+ (—,!ZJ & costante,

allora « & contenuta in una sfera. Abbiamo gia dimostrato che le sfere osculatrici hanno
tutte lo stesso raggio; basta dimostrare che hanno tutte lo stesso centro, ossia che o’ = 0.

Si ha ) ) ) N
, n k kK, k
L Py (2 )y
Ot TR T R <k27)
ed usando le formule di Frenet n’ = —kt + 7b, b’ = —7n si ottiene

, T K\’
Ty (L) b
Tk <k27>

2
. / . .
Derivando la costante k% + (,{3’3—7) si ottiene

K K B\
2= 42— ) (—=—1) =0
k3 * <k27'> <k2T>

K\
<k2>:; = o =0.
-

0.8. Lemma. Per una curva sghemba a(s) in R3 parametrizzata in lunghezza d’arco le
sequenti condizioni sono equivalenti:

e quindi

(1) « é un’elica generale, ossia il versore tangente forma un angolo costante con una
determinata direzione.

(2) La curva ((s) = a(s) — st é piana.

(3) Il rapporto fra torsione e curvatura é costante.
Dimostrazione. [1 = 2] sia v un vettore non nullo tale che v - t sia costante. Allora
0=(t-v)=t-ve

B-v) =0 v=>(t—-t+st) - v=0

e quindi la curva 3 € contenuta nel piano = - v = cost.
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[2 = 1] Se 8 & contenuta nel piano x - v = cost, allora st’ - v =0 da cui segue che t - v
€ costante.
[1 = 3] Abbiamo gia visto che 0 = t'-v = kn - v; quindi n-v = 0 ed i vettori v e n
sono linearmente indipendenti. Derivando ancora
O=n"-v=—kt-v+7b- 0.

D’altra parte ||v||? = (t - v)? + (n - v)? + (b - v)? & costante e quindi b - v & costante e

T t-v

E b-w
[3 = 1] Se supponiamo 7 = ak con a costante, allora (b + at)’ = (=7 + ak)n = 0,
ossia il vettore v =b + at ¢ costante e t - v = a. g

0.9. Esercizio. Calcolare la curvatura nel punto (0,0,1) della curva di equazione
Pyl = (- 1)+ =1

0.10. Esercizio. Dimostrare che se tutte le rette normali passano per un punto fissato,
allora la curva e un cerchio.

0.11. Esercizio. Calcolare la curvatura della spirale logaritmica:
a(t) = (e™ cost,e™sint).
0.12. Esercizio. Data la curva piana

te(tf(t),  f>0,
dimostrare che, per t = 0, il centro del raggio di curvtura appartiene all’asse y = 0 se e
solo se 1+ f/(0)2 + f(0)f"(0) = 0.



