SUPERFICI IN R?

MARCO MANETTI (CON L’AIUTO DI SERENA MURRU)

1. IL PRODOTTO VETTORIALE

Dati tre vettori in R3

aq b1 c1
a = a9 y b= bg s C = C2 y
as b3 c3
denoteremo
ar b1 o
la, b, c| = det(a,b,c) =det [ az b2 c2
a3 by c3

Ricordiamo la definizione del prodotto scalare
a-b=aiby + asbs + agbs € R.
Il prodotto vettoriale a A b € R? & univocamente determinato dalla proprieta
(@Nb)-c=la,b,cl, Ve € R3.

Notiamo che:

(1)
azbs — azbs
aNb=|agby —aibs
aiby — az2by
(2) a Ab# 0 se e solo se a,b sono linearmente indipendenti.
(3) anb=—-bAa
(4) (aAb)-a=(aAb)-b=0.
(5) (@aAb)-c=(bAc)-a=(cAa)-b.
(6) Ha/\bH2 |a,b,a A B = [la]?[1B]]* — (a- b).

Dunque a A b € un vettore perpendicolare ad a e b e di lunghezza uguale al prodotto
delle norme di a e b per il seno dell’angolo compreso.

I prodotti scalare e vettoriale sono entrambi bilineari, simmetrico il primo, alternante
il secondo. In particolare, se a, 3: |r, s[— R? sono due applicazioni differenziabili, allora
vale

d da db
“alt) (1) = T (0)-b(t) +alt) - T (0)
d da db
S (alt) AB(0) = SO AB) +a(t) A L O)

Date: Versione preliminare, 7 gennaio 2009.
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Esercizi.

1. Siano a, b due vettori di norma 1. Provare che a Ab = ¢ se e solo se la matrice (a, b, ¢)
¢ speciale ortogonale.

2. Sia E una matrice ortogonale. Provare che per ogni a,b € R? valgono le formule
(Ea)- (Eb)=a-b,  (Fa)A(Eb)=det(E)E(aAb).

2. SUPERFICI IN R?

2.1. Definizione. Un sottoinsieme S C R? & una superficie regolare se per ogni punto
p € S esiste un intorno V di p in R?, un aperto U C R? ed una applicazione differenziabile
X :U — VNS tale che:

(1) X & un omeomorfismo;

(2) 1l differenziale dX ha rango massimo in ogni punto di U.

L’applicazione X si dice una parametrizzazione regolare in un intorno del punto p. V N
S = X(U) di dice una porzione di superficie parametrica regolare.

Siano u,v coordinate su U C R? e sia p = X (ug, vp); allora lo spazio tangente T,,S ad
S nel punto p & esattamente I'immagine di R? tramite ’applicazione lineare dX
Dalla regola di derivazione della funzione composta segue che:

U0,v0)*

d
(a,b) €ER?  dX(yyp)(a,b) = 73X (o + at, vo + bt)] 1—0 = aXu(uo, vo) + bXo (uo, vo),

dove

Xy

_ X _ (O Ory Owy
~Oou \ou’Ou’ ou)’

x, = 9% _ (9= Oy Oy
Y ov vl v ov )]

e dunque X, e X, sono una base per 7,S5.

FIGURA DA INSERIRE

3. APPLICAZIONI ISOMETRICHE

Consideriamo una superficie regolare S C R® ed un cammino differenziabile «a :

da
[a,b] — R3 contenuto in S. Siccome «(t) € S WVt, il vettore velocith of = —

appartiene allo spazio tangente a S in a(t). La lunghezza del cammino ¢ data dalla
formula

b
l(a) = / Va(s)-a(s)ds
a
Consideriamo adesso una superficie regolare S’ ed un’applicazione differenziabile f :
S — 9.
3.1. Definizione. f si dice una isometria se € un omeomorfismo e per ogni cammino

differenziabile « : [a,b] — S vale I(a) = I(f o «).

3.2. Proposizione. Un diffeomorfismo f: S — S’ & un’isometria se e soltanto se per
ogni punto p € S lapplicazione fi : T,S — Tf(p)S/ e un’isometria rispetto ai prodotti
scalari indotti dal prodotto scalare standard su R3.



SUPERFICI IN R3 3

Dimostrazione. Se f, € un’isometria Vp € S allora, se a : [a,b] — S & un cammino
differenziabile, allora (f o) = fid' e |[fod/| = ||o/|| da cui,

t/\mnw ‘/ I(f o a)|ldt = 1(f o a)

Viceversa, sia f isometria, p € S, v € T,,S, v # 0. Sia a : (—€,e) — S tale che
a(0) =p, /(0) =v e per 0 <t < € sia

t t
:1£|d@mﬁ:1£HUOM%W%

lim 6(t) = [[v]| = [’ (0)[| = [[(f 0 )" (O)]| = [| fuv]

Chiaramente,

e dunque
[fsvll = [l Vo € TS,

cioé f. conserva le norme. Siccome u - v = 1(|lu+v|> = ||ul|? — |[v]|*) ne consegue che
f« conserva anche i prodotti scalari. O

3.3. Corollario. f : S — S’ ¢ un’isometria se e soltanto se ¢ un diffeomorfismo e
un’isometria locale.

Dimostrazione. Evidente. O

Il nostro prossimo obiettivo ¢ studiare quando due superfici sono localmente isometri-
che; a tal fine possiamo limitarci a considerare porzioni di superfici parametriche regolari
e introdurre alcuni invarianti isometrici differenziali.

Consideriamo dunque una parametrizzazione regolare:

257 X 5 cR3

Siano u', u? le coordinate standard in R? e sia

0X

X?,:?U—>R3 Z:1,2
u
92X .

0= g U TR ni=12

3.4. Definizione. L’applicazione differenziabile g : U — gl(2,R) definita da g(u) =
(9i(u)), dove

gij(u) = Xi(u) - X;(u)
e detta prima forma fondamentale della parametrizzazione X.

3.5. Osservazione. La prima forma fondamentale & simmetrica e definita positiva, infatti
rappresenta il prodotto scalare in 7,5 nella base X7, X».

Consideriamo adesso una curva « : (—e,e) — S. Tale curva si rappresenta in U con
due funzioni u'(t), u?(t), e cioe
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La velocita di « é:

of = X 1),02(1)) = Xa(u'Y + Xo(u?)
e dunque
[0/1P = gua(@'Y)? + 20120 (12 + gonl (7))
Si noti che

det(g) = | X1[? - | X2? = (X1 - X2)? = [ X1 A Xaf* > 0.
Il prodotto scalare negli spazi tangenti a S € dunque univocamente determinato dalla

prima forma fondamentale. Sia X : U — S un’altra parametrizzazione di superficie
regolare esia f = X o X !:§—8

3.6. Teorema. Nelle notazioni precedenti, f : S —— 8 € una isometria se e soltanto se
X e X hanno la stessa prima forma fondamentale.

Dimostrazione. Abbiamo visto che f & una isometria se e soltanto se fi : Tx(y)S —
TX(u)S ¢ una isometria per ogni u € U. Siccome f(X;) = X; ed i vettori X; e X;
sono basi dei rispettivi spazi tangenti, I’applicazione f. ¢ una isometria se e soltanto se
X - Xj=X;-Xj. O
3.7. Esempio. Il piano & localmente isometrico al cilindro: siano infatti
S={a*=0}, S={@")?+ =1}
consideriamo U C R? un intorno sufficientemente piccolo di 0 e le due parametrizzazioni:
e X:U— 8, )f(ul,uz) = (ul,u?,0);
e X:U— S, X(u',u?)=(cosul,sinul,u?).
Il calcolo delle prime forme fondamentali € immediato: g11 = g11 = 1, g12 = g12 = 0,
g22 = g22 = 1.
3.8. Esempio (Superfici di rivoluzione). Consideriamo la parametrizzazione
X(u,v) = (f(v)cosu, f(v)sinu, g(v)), O<u<2m, a<v<b, f(v)>0.
Calcoliamo la prima forma fondamentale:
X1 = (—f(v)sinwu, f(v) cosu,0), Xo = (f'(v) cosu, f'(v)sinu, ¢'(v)).
g =(f(0)* g12=0, g2 =(f'(v)*+ (¢'(v))
In particolare la parametrizzazione & regolare se e solo se (f)? + (¢')? > 0.
3.9. Esempio. La catenaria ¢ la curva piana di parametrizzazione
v +— (av,acoshv), a>0, —oo<wv<o0.

La superficie ottenuta ruotando la catenaria attorno all’asse delle ordinate si chiama
catenoide. Una parametrizzazione del catenoide e

X (u,v) = (acoshvcosu,acoshvsinu,av).
Calcoliamo la prima forma fondamentale:
Xu(u,v) = (—acoshvsinu,acoshvcosu,0), X,(u,v)= (asinhvcosu,asinhvsinu,a),
g11 = a*(coshv)?,  g12 =0, g2 = a*(1 + (sinhv)?) = a*(coshv)?
L’elicoide retto € la superficie di parametrizzazione

X = (@,0) = (Dcos(), osind,atr)  0<a< 2.
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La prima forma fondamentale é:
Xa= (—vsina, U cosu, a), X; = (cosw,sin, 0),
gn=0a*+7, §12=0, Fo=1L
Consideriamo adesso il seguente cambio di parametro:
U = u, ¥ = asinhv.
Si tratta di un diffeomorfismo locale fra aperti di R?, infatti il determinante Jacobiano

e ggfﬁi; = acoshv > 0.

X (u,v) = (asinh v cosu, asinhvsinu, au).
La prima forma fondamentale diventa:
g11 = a*(coshv)?,  §12=0, goo = a*(coshv)?.

Dunque il catenoide e I’elicoide retto sono localmente isometrici.

4. IL VETTORE NORMALE E LA SECONDA FORMA FONDAMENTALE

Consideriamo una porzione di superficie in R3:
X:U—SCR.

I vettori X, X5 sono linearmente indipendenti e generano lo spazio tangente a S.
Dunque il vettore X1 A X2 € non nullo e ortogonale al piano tangente.
Possiamo considerare il versore normale

X1NAXo 1
1 N = - Xy A X
W) X1 A Xo| det(g)( 1A X2)

dove g ¢ la prima forma fondamentale.

4.1. Osservazione. In ogni punto della superficie esistono esattamente due versori nor-
mali.

4.2. Definizione. L’applicazione N : S — S? = {22 + 3% + 22 = 1} che ad ogni punto
della superficie associa il versore normale definito in (1) é differenziabile e viene detta
applicazione di Gauss.

4.3. Osservazione. Se 4,V € un nuovo sistema di coordinate su U, vale:
ou, v
01, U
e dunque N resta invariato o cambia segno a seconda se il determinante Jacobiano del
cambio di coordinate ¢ positivo o negativo.

Xﬂ/\Xf,:det< )Xu/\Xv.

4.4. Osservazione. Per ogni punto ¢ € S i vettori X1(q), X2(¢), N(g) sono una base di
R3.

4.5. Definizione. Denotiamo b;; = X;; - N, per 4,5 = 1,2. L’applicazione b : U —
gl(2,R), b(u) = (bij(u)) & detta seconda forma fondamentale della parametrizzazione X.
Per il Teorema di invertibilita dell’ordine di derivazione X;; = X;; e dunque la seconda
forma fondamentale ¢ simmetrica.
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4.6. Esempio. Consideriamo come superfice il grafico di un’applicazione differenziabile

f :R? — R tale che f(0) = %(O) = g—v
X :R?2—ScR? X(u,v) = (u,v, f(u,v)).

La prima e la seconda forma fondamentale sono:

Xu = (1707fu) Xv = (07 17fv)

1
N = ——=(—fu,—fu,1
det(g)( fus=fu: 1)

gu=1+(f)>  g2="fu-fo g=1+(f)
qu = (0707 fuu)7 Xuv = (0707 fuv)a va = (07O>fvv)-

(0) = 0. Consideriamo la parametrizzazione

Dunque:
bl1=M b12=% 1722:ﬂ bzﬂ?
Jdet(g) J/det(g) V/det(g) v/det(g)

dove H ¢ la matrice Hessiana. Nel punto u =v =0 vale g = Id, e B = H(f).

Fissiamo una porzione di superficie S C R? con applicazione di Gauss N : § — 2
ed un punto p € S. Vogliamo definire un’applicazione lineare F' : T,,S — T,S.
Consideriamo una curva « : (—¢,e) — S tale che «(0) = p. Per ogni t € (—¢,¢) vale
la relazione:
N(a(t)) - N(aft)) =1
Deriviamo rispetto a ¢ nel punto 0.

dN« dNa«
0=——(0)- N(a(0)) + N((0)) - ——(0)
dt dt
~ dN
Poniamo per definizione F(a) = —%(O). Dalla relazione precedente segue che

F(a)-N(p) =0 e dunque F(a) € T,S.

4.7. Proposizione. F(a)dipende solo dalla mappa di Gauss e dalla velocita o/ (0) € T,,S
di o nel punto 0.

Dimostrazione. Siano u,v coordinate locali su S di centro p: u(p) = v(p) = 0. Possiamo
scrivere a(t) = X (u(t),v(t)), dove u(t),v(t) sono funzioni differenzabili tali che v(0) =
u(0) = 0. Possiamo esprimere 'applicazione di Gauss in termini delle coordinate wu, v,
dunque Na(t) = N(u(t),v(t)), e derivando rispetto a t:

~ _dN (o) 0 ON du ON dv

F e = —— —_ PR — P

(@) = -0 g = IV W) - I L)

Siccome d—u(()) d—v(O) sono esattamente le coordinate di o/(0) nella base 9.9 di 7,5
dt " dt ' ou v T

la dimostrazione é terminata.

Definiamo dunque F(o/(0)) = F(a). Segue dalla formula precedente che F' & lineare
e ben definita. Inoltre per ogni vettore tangente 6 € 7,5 esiste una curva o tale che
a'(0) = 6.

4.8. Osservazione. Se cambiamo applicazione di Gauss, anziché ottenere F' otteniamo
—F.

4.9. Corollario. L’endomorfismo lineare F €&, a meno del segno, un invariante della
superficie S C R3.

4.10. Teorema. L’endomorfismo F :T,S — T,S ¢ autoaggiunto rispetto al prodotto
scalare indotto da R3.
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Dimostrazione. Consideriamo una parametrizzazione X : U — S tale che X(0,0) = p
e denotiamo con u',u? le coordinate su U. Siccome X7, X5 sono una base dello spazio
vettoriale T),S, per dimostrare che F' & autoaggiunto basta dimostrare che F'(X;) - X; =
F(X;) - X; per ogni i,j = 1,2. Consideriamo la curva a(t) = X(t,0): allora o/(0) =
X1 € T,S, e derivando rispetto a t la relazione X;(¢,0) - N(¢,0) = 0 si ottiene
Xj1-N—-X; -F(X1)=0

E dunque

X; - F(X1)=Xj1-N =bj1.
In modo analogo, considerando la curva X (0,¢) si dimostra

X F(X2) = Xjo- N = bjs.

O

Dunque, in una base ortonormale di 7},S, 'operatore F' é rappresentato da una matrice
simmetrica ed € dunque diagonalizzabile con matrici ortogonali. Gli autovalori k1, ko di
F si dicono le curvature principali di S nel punto p.

Se rappresentiamo F' nella base X7, Xo abbiamo:

(2) F(Xi) = b X1 + 0 Xa,  i=1,2.
Sostituendo la relazione (2) nelle equazioni b;; = X; - F/(X;) si ottengono le formule di
Weingarten:

F(X;) = Zk bi‘CXk
(3) .

bij = 3 Ui Gk
_det(h) _
 det(g)

4.11. Corollario. Vale la formula det(F) kiko.

Dimostrazione. Le formule di Weingarten dicono esattamente che b = (b;)g, dove (b;) e
la matrice di F' nella base X1, X2. Dunque det(F) = det(bg~!) = det(b) det(¢g~'). O

4.12. Definizione. Le funzioni
1 1
H= 5(/{:1 + ko) = §Traccia(F), K = k1ky = det(F),
si dicono rispettivamente curvatura media e curvatura gaussiana.

Siccome la matrice g & invertibile, i polinomi det(bg—! — tI) e det(b — tg) differiscono
per una costante moltiplicativa. Ne consegue che ki, ko coincidono con le radici del
polinomio di secondo grado det(b — tg).

4.13. Osservazione. La curvatura Gaussiana K dipende solamente da S C R3 e non
dalla scelta dell’applicazione di Gauss. I movimenti rigidi di R? agiscono per coniugio
su F e quindi le curvature principali k1 e ko sono invarianti per movimenti rigidi di R3.

4.14. Definizione. Una superfice si dice minimale se ha curvatura media identicamente
nulla.

Esercizi.
3. Verificare che il catenoide € una superfice minimale.

4. Calcolare prima e seconda forma fondamentale, curvatura media e Gaussiana delle
seguenti superfici:

(1) X(u,v) = (f(v)cosu, f(v)sinu, g(v)) rotazione;

(2) X (u,v) = (acosucosv,bsinucosv,csinv) ellissoide;
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(3) Sfera di raggio R;
(4) Superfice di equazione z = logz — logy in un intorno del punto (1,1,0);

5. GEOGRAFIA DEI PUNTI IN UNA SUPERFICIE

Siano k1, k9 e K = k1ko le curvature principali e Gaussiana di una superfice S in un

suo punto p. Diremo che il punto p é:
(1) planare se k1 = ko = 0;
(2) ombelicale se k1 = ko # 0;
(3) ellittico se k1 # ko e K > 0;
(4) parabolico se ki # ky e K = 0;
(5) iperbolico se K < 0.

Un vettore tangente 6 € T),S si dice una direzione principale se ¢ un autovettore di
F. Siccome F' ¢ autoaggiunto esiste una base ortonormale di 7},S formata da direzioni
principali.

Una curva « : (a,b) — S si dice una linea di curvatura se il vettore o/(t) & una
direzione principale per ogni valore del parametro .

5.1. Teorema. Sep € S non é un punto ombelicale, allora esiste un sistema di coordina-
te locali u,v su S, definite in un intorno di p, tali che le curve u =costante e v =costante
sono linee di curvatura.

Dimostrazione. Omessa. O

5.2. Esempio. Sia S C R? la sfera di centro 0 e raggio R. Il versore normale interno a

S é definito da ;
Z;

233

Consideriamo un cammino (—¢,€) >t — x( ) € S. Allora

3 /
F'(0) = -5 0) = %Z s

1

dunque, Vp € § F : T,S — T,S ¢ uguale a Eld In particolare, tutti i punti sono
1
ombelicali, le curvature principali sono uguali a = e la curvatura Gaussiana ¢ K = ok

Vale il Teorema Egregium di Gauss:

5.3. Teorema (Teorema Egregium). La curvatura Gaussiana di una superfice dipende
solamente dalla prima forma fondamentale. In particolare, superfici localmente isome-
triche hanno la stessa curvatura Gaussiana.

5.4. Corollario. La sfera non é localmente isometrica al piano; due sfere sono local-
mente isometriche se e soltanto se hanno lo stesso raggio.

5.5. Osservazione. Si pud dimostrare con un esempio che se due superfici hanno la stessa
curvatura Gaussiana esse non sono necessariamente localmente isometriche.
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6. STUDIO QUALITATIVO DEI PUNTI ELLITTICI, PARABOLICI ED IPERBOLICI

Sia p un punto in una porzione di superficie S C R? e indichiamo con K la curvatura
Gaussiana di S in p.
A meno di movimenti rigidi possiamo supporre p =0 e T,,S = {z3 = 0}.

Sullo spazio tangente 7,5 esistono comunque due direzioni principali ortogonali. A
meno di rotazioni attorno all’asse z3 possiamo dunque supporre che (1,0,0) e (0,1,0)
siano direzioni principali.

Per il teorema delle funzioni implicite, esiste una funzione differenziabile f, definita
in un intorno di 0 in R?, tale che S &, in un intorno di p, la superficie di equazione
x3 = f(x1,22). Una parametrizzazione per S ¢ data da

X(u'v?) = (u'u?, f(u',u?))

0
Siccome T,S = {x3 = 0} deve essere 8—{(0) = 0 per i = 1,2, e dunque, nel punto p
u
X; =(1,0,0), Xo=(0,1,0), N =(0,0,1),
X11 = (0,0, f11), X12=1(0,0, f12), X2 = (0,0, fo2).
Dunque F(X;) - X;j = bjj = fij. Siccome X; - X5 =0 e X1, Xy sono autovalori per F, si
ha bjy = F(X7) - X2 = 0 e dunque f12(0) = 0. Se f11(0) = a, e f22(0) = b, per Taylor
possiamo scrivere

vale

Fler,az) = 5ot + gxg +0(2)

Dove 0(2) ¢ un infinitesimo di ordine superiore a due. Chiaramente a e b sono le
curvature principali e dunque K = ab. Supponiamo a > 0.

Se K > 0 deve essere a > 0,b > 0 e dunque f ha in 0 un punto di minimo locale.
In un intorno di p, la superfice S & interamente contenuta in un semispazio definito dal
piano tangente.

Se K < 0, allora a > 0,b < 0 e S non ¢ contenuta né da una parte né dall’altra del
piano tangente.

Riepilogando:

- Se K > 0 allora S ha in p una forma a cucchiaio.
- Se K <0 allora S ha in p una forma a sella.

Se b =a = 0 allora S & approssimato a meno di infinitesimi di ordine 3 dal piano.

6.1. Corollario. Se S ¢ contenuta dentro una sfera S di raggio R passante per p e con
T,S =1T,S, allora K > i

Dimostrazione. I punti della sfera sono tutti ombelicali e dunque i vettori (1,0, 0)e(0, 1,0)
sono direzioni principali per S. Se 3 = f (z1,x2) € 'equazione di S, deve essere a meno
del segno .

flxy,29) = 3R 1+2Ra:2+0( )
Infatti, le curvature principali di S sono esattamente uguali a %. Se S & contenuta in
S, deve essere f > f in un intorno di p, dunque a > %,b > %,K > %. O
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6.2. Proposizione. Sia S C R una porzione di superficie i cui punti sono tutti planari
od ombelicali. Allora S é una porzione di piano o di sfera.

Dimostrazione. Sia X : U — S una parametrizzazione, fissiano un’applicazione di
Gauss N e denotiamo con H la funzione che ad ogni punto associa il valore della
curvatura media. Segue dalle ipotesi che in ogni punto vale la formula

dN

dut’

Se H =0, allora N = Ny = 0, ossia NV e costante ed S € contenuta in un piano.

Se H non ¢ identicamente nulla, esiste un aperto connesso V' C U dove H # 0.
Consideriamo le funzioni a: V — R e Y: V — R3 definite dalle formule

a:ﬁ7 Y:X+(IN

HX; = —N; = i=1,2.

Adesso deriviamo!

Yi=X1+aNy+a1N =arN, Yo = Xo +aNo + asN = asN,
Yo = iY2 = ai2N + as Ny, Yor = iYi =ai2N + a1 No.
oul ou?
Siccome Y7o = Y51 ed i tre vettori IV, N1, No sono linearmente indipendenti segue che
a1 = az = 0, dunque Y7 = Y5 = 0 e a = costante,Y = costante su V. Siccome U & per
ipotesi connesso segue a posteriori che H & costante su U. Ma allora || X — Y|? = a® e

S & contenuta nella sfera di centro Y e raggio ||a]|.
Esercizi.

5 (Superfici di rotazione). Sia «a : (a,b) — R2%, a(t) = (z(t), 2(t)), una curva piana
regolare. Supponiamo che « sia iniettiva e che z(¢f) > 0 Vt. Possiamo allora considerare
la superficie ottenuta ruotando la curva attorno all’asse z. Dimostrare:
(1) X(¢t,0) = (x(t) cos @, x(t)sin b, z(t)) & una parametrizzazione regolare.
(2) calcolare la prima e la seconda forma fondamentale, la curvatura principale e la
curvatura Gaussiana.
(3) Dire quali punti sono ellittici, iperbolici, parabolici, ombelicali.

7. DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA EGREGIUM DI GAUSS

Notazioni e convenzioni:

- X :U — S C R? porzione di superficie;

X _ 6kX 1,2 di .
- i1-ig — m, con u-,u” coor inate su []7
X1 A X "N

X1 A Xa|” "™ Quir - Quin
- 9ij = Xi - X, (97) = (9i) s
- bij :X”N:—NlXJ
Useremo la notazione di Einstein: se in una stessa formula compare lo stesso indice
in alto ed in basso s’intende che bisogna sommare su quell’indice. Ad esempio, (¢%/) &
la matrice inversa della prima forma fondamentale, e vale (in notazione di Einstein)
iji 1 se i=Fk;
979k = 0 se i #k;
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Per ogni punto u € U, i vettori Xq(u), X2(u), N(u) formano una base di R3. Quindi
se ¢ : U — R3 & una qualsiasi funzione differenziabile sono unicamente definite tre
funzioni &, €21 : U — R tali che:
¢ =EX; +IN

Le funzioni ¢!, €2 e [ sono ancora differenziabili: infatti, per il teorema di Cramer &' =
det(¢, Xa, N)
det(X1, Xo, N)
se poniamo ¢ = Xj;, si ha:

(4) Xij = Fijp +l;jN.

che & C*®. In modo analogo si prova che 2 e [ sono C*°. In particolare,

7.1. Proposizione. Nelle notazioni precedenti vale l;; = b;; e le funzioni F% dipendono
solo dalla prima forma fondamentale.

Dimostrazione. Per definizione della seconda forma fondamentale vale b;; = X;; - N =
Fijp N+ 1;;N - N =1;j.
Introduciamo le funzioni I';;, = Xj; - Xi. Siccome X;; = Xj; si ha chiaramente
Fijk = Fﬂk Vale inoltre
Ggij o 8(Xz . Xj)
ouk  Ouk
Da un semplice calcolo segue che

= Xik - Xj + Xi - Xji = Digg + D

r.. _ 1 (Ogir , Ogjx _ 9gij
k=9 \ w Oout  Ouk

e quindi le funzioni I';;, dipendono solo dalla prima forma fondamentale.
Segue inoltre dalle formule (4) che

Dijr = Xij - Xp = U} Xp - Xp + Ui N - Xy, = T gpk,

kh kh h h
Fz’jkg = Flz?jgpkg = ngjép = Fij
dove §7 indica il simbolo di Kronecher. Quindi anche le funzioni F% dipendono solo

dalla prima forma fondamentale. O
7.2. Definizione. Le funzioni I';;; e I‘fj si chiamano simboli di Christoffel rispettiva-
mente di 1¢ e 2¢ specie.
Calcoliamo adesso X,
0Xy;  OT% , Obi;
Xijh = uk T ouk Xp 1 X+ ouk
Usando le formule N}, = —biXp e X = kaXp + by N troviamo

N + biij.

ore b ;
_ ?, l . l %)
Xijk = < 8uk + Fljrlpk - bz]bZ) Xp + (Fijblk + Guk> N.

Scambiando gli indici j e k
Facciamo la differenza e scriviamo

o X =GP
Xijk Xlk]_Gijk

Xp + ngk:N
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Siccome X, = Xj;, mentre X7, X3 ed N sono linearmente indipendenti, si ha ijk =

Cijr = 0. Vogliamo adesso scrivere il termine Gf ;k; Come somma, di due addendi, il primo
dei quali dipendente solo dalla prima forma fondamentale. Possiamo scrivere

ore.  are

P _ pp . . p o g k

Gijk = Rz’jk; — (bijby — bz,kb?) dove Rijk = ouk aulj

7.3. Definizione. La funzioni Rfj ;. i dicono simboli di Riemann di 2% specie. Le funzioni

l l

_ pp
Rijkn = R 9ph
si dicono simboli di Riemann di 1 specie.

Dall’equazione ij = 0 segue che

Rijin = Rj.90n = (bijby, — birb) gpn
e siccome
by gpi = big
vale
Rijkn = bijben — birbjp.
In particolare
Ri122 = bi1baa — (b12)* = det(b)
e dunque
_det(b)  Riize
~ det(g)  det(g)
Abbiamo dunque provato che la curvatura Gaussiana dipende solo dalla prima forma
fondamentale.




