GEOMETRIA 2 - OTTAVO FOGLIO DI ESERCIZI

MARCO MANETTI - FRANCESCO MEAZZINI - GUIDO PEZZINI

Esercizio 0.1 (Elica circolare). Siano r, h € R, tali che r?+ h? = 1. Si consideri la curva differenziale
a:R— R
t — (rcos(t), rsin(t), ht)
Si determini ’apparato di Frenet per a.
Esercizio 0.2 (Apparato di Frenet per curve regolari in R?). Sia a: I — R® una curva differenziabile regolare e

sia 8: J — R® una riparametrizzazione (concorde) di velocita unitaria. Sia 8: I — J un diffeomorfismo tale
che a(t)=B(6(t)) per ogni t € I. Assumiamo che ”(s)# 0 per ogni s € J e denotiamo con

_ ﬂ//(s)
187 (sl

Tg(s)=P'(s)  Ng(s)

la base mobile di Frenet della curva f.

Bg(s)= Tp(s) A Np(s)

(1) Dimostrare che ||@’(t)||=6(t) per ogni t € I.
(2) Definiamo T,(¢) = T5(0(¢)). Dimostrare che

a'(1)=0'(1)T,(1)

a’(t)= H'Z(I)Tﬁ’(H(t))+9”(t)Ta(t).

(3) Dedurre dal punto precedente che l'ipotesi f”(s) # 0 per ogni s € J & equivalente a richiedere che
a’(t),a”(t) siano linearmente indipendenti per ogni ¢ € I.

Definiamo allora I'apparato di Frenet della curva ¢ come
To(t)=Tp(0(1)), Ng(t)=Np(0(1)), By(t)=Bg(0(r)), Kq(t)=rp(0(1)), 7Ta(t)=1p5(0(r)).

(4) Dimostrare che a”(t)=0"(t)T,(t)+Kk,(£)0"*(t)N,(1).

(5) Dedurre dal punto 4 che se un corpo materiale si muove con velocita costante in R? allora la sua
accelerazione ha direzione perpendicolare alla sua velocita ed & proporzionale alla curvatura e al
quadrato della velocita stessa.

(6) Dimostrare le seguenti relazioni:

T, (1) 0 ko)l (1)l 0 T, (1)
Ny (1) | = ra(Dll'(2)] 0 Ta(ONa (N | = | Na(t)
B,(1) 0 Ta(Olla (Ol 0 B, (1)
(7) Dimostrare che
() B _d(t)na’(r)
To(t)= a0l No(t)=Ba(t)AT,(t)  Ng(t)= IO ZOTE

(8) Dimostrare che

e’ () na”(o)ll

k1) o (1= QDA a()

lla’(2)I13 PTGV
Esercizio 0.3 (Cubica gobba). Consideriamo la curva differenziabile regolare
a:R—R’

t— (1,12, 1%)

Con riferimento all’Esercizio 0.2, si determini I’apparato di Frenet di a.

Esercizio 0.4. Sia a: I — R? una curva differenziabile regolare piana. Dimostrare che se k() =0 per ogni
t €I, allora 'immagine di @ € contenuta in una retta.

Esercizio 0.5 (Curve prive di torsione). Sia a: I — R3 una curva differenziabile regolare tale che o’(t) e a”(t)
siano linearmente indipendenti per ogni ¢ € I. Dimostrare che 'immagine di @ € contenuta in un piano se e
solose 7,(t)=0perogni t 1.
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Esercizio 0.6 (Elica su una curva piana). Sia : I — R? una curva piana regolare:
B(t)=(B(2), B2(1)) .
Lelica su B8 dipasso h > 0 & la curva regolare
a:1-R? t— (B1(1), (1), h1).
Determinare la curvatura e la torsione dell’elica di passo h sopra le seguenti curve piane:

e 5:R—R? definita da (1) =(2t, £?),
e 5:R — R? definita da 3(¢)=(cosh(r),sinh(r)).

Esercizio 0.7. Sia a: R — R3 una curva differenziale regolare tale che o/(#) e @”(t) siano linearmente indipen-
denti per ogni ¢ € I. Dimostrare che se 7,(t)=0 per ogni t €I e k,(t) =K € costante, allora 'immagine di a &
contenuta in una circonferenza.

Esercizio 0.8. Dimostrare che la curva a: R — R3 definita da
a(t)= (sing(t), cos3(t), 1+ sin(t)cos(t))

eé regolare. Calcolarne 'apparato di Frenet nel punto a(7/2).



