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1. PRELIMINARI DI TEORIA DEI GRUPPI

Inizia qui la prima parte delle dispense dedicata all’omologia simpliciale e
persistente.

Salvo avviso contrario tutti i gruppi sono considerati abeliani e scritti in notazione addi-
tiva, con elemento neutro 0, inverso —z e nx = x + - - - + & (n-volte) per n € Z.

Con Q" intenderemo lo spazio vettoriale numerico sul campo Q dei vettori colonna ad
n componenti e con Z"™ C Qm il sottogruppo dei vettori a coordinate intere. Quando cio
non creera problemi, per semplicita di scrittura in molte occasioni spianeremo le colonne,
scrivendo

aj
(a1,...,a,) € Z" con lo stesso significato di (a1,...,a,)" = | : | € Z".
an
Useremo i simboli C e C con lo stesso significato di inclusione non necessariamente propria.
Iniziamo con due semplicissimi risultati la cui evidenziatura ¢ motivata dal fatto che

entrano, mutatis mutandis', come assiomi in alcune teorie avanzate (non trattate in queste
note) e molto astratte come ad esempio I’omotopia algebrica.

Lemma 1.1 (Regola del 2 su 3). Siano A LB % ¢ due omomorfismi di gruppi. Se due
qualsiasi dei tre omomorfismi f, g, gf sono isomorfismi, allora lo & anche il terzo.

Dimostrazione. Consideriamo il caso in cui f e gf sono isomorfismi, lasciando gli altri due
per esercizio. Dato che gf ¢ surgettivo, anche g & surgettivo. Se g(b) = 0 con b € B, allora
possiamo scrivere b = f(a), dunque gf(a) = 0 e poiché gf & iniettivo ne consegue che a = 0
ed a maggior ragione b = f(0) = 0. O

Lemma 1.2 (Regola del 2 su 6). Dato un diagramma commutativo
A——B
| AL
“\
C——D

di 4 gruppi e 6 omomorfismi, se f e g sono isomorfismi, allora sono isomorfismi pure i
rimanenti quattro omomorfismi.

Dimostrazione. Per la regola del 2 su 3 ¢ sufficiente dimostrare che la freccia diagonale da
B a C ¢ un isomorfismo. Diamo un nome anche ai rimanenti omomorfismi, trascurando per
esigenze grafiche la freccia da A a D:

A—2>B
{7
c—~D

Si ha f = Ba e g = yf. Siccome f & surgettivo, anche [ & surgettivo; siccome ¢ € iniettivo,
anche 8 € iniettivo. Dunque [ & surgettivo e quindi un isomorfismo. O

IMutatis mutandis = cambiando quel che c’¢ da cambiare.
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Se A, B sono due sottogruppi di un gruppo abeliano G, allora anche AN B e
A+B={a+blac A, be B}
sono sottogruppi di G. Se G, H sono due gruppi abeliani, allora anche la loro somma diretta
GoH={(z,y)|z€G, ye H}

¢ un gruppo abeliano, con somma (z1,y1) + (2,y2) = (x1 + 2, y1 + y2) ed elemento neutro
(0,0). Ad esempio Z? = Z @ Z. Si noti che esistono due inclusioni naturali G C G © H,
H C G & H, dove ciascun ¢ € G viene identificato con (z,0) e ciascun y € H viene
identificato con (0, y).

L’insieme degli omomorfismi tra due gruppi abeliani € ancora un gruppo abeliano, dove
per f,g: G — H omomorfismi si definisce f +g: G — H, (f + g)z = f(x) + g(x).

Siano G un gruppo abeliano, H C G un sottogruppo e 7: G — G/H la proiezione al
quoziente.

1) Esiste una bigezione naturale tra i sottogruppi di G/H ed i sottogruppi di G che
contegono H. Secondo tale bigezione, ad un sottogruppo K C G/H si associa il sottogruppo

7N K)={z € G |n(z) € K}

mentre ad un sottogruppo H C M C G si associa il quoziente M/H C G/H.

2) Se f: G — P & un omomorfismo di gruppi, allora f si fattorizza al quoziente, ossia
esiste f: G/H — P tale che f = fr se e solo se H C ker(f). In tal caso, I'immagine di f &
uguale all'immagine di f ed il nucleo di f ¢ uguale a ker(f)/H. In particolare: f & surgettiva
se e solo se f & surgettiva; f & iniettiva se e solo se ker(f) = H.

3) Sia adesso A C G un sottogruppo. Dati x € G e y € A si ha 7(z) = 7(y) se e solo se
x —y € H, ossia se e solo se esiste h € H tale che x = y + h. Da cio segue che

' (m(A)=A+H={y+h|yeA heH}
CA+H

e di conseguenza che w(A) . E chiaro che il nucleo della restrizione 7: A — G/H &

AN H. In conclusione si ha:

(1) m: A — G/H iniettiva se e solo se AN H = 0;
(2) m: A — G/H surgettiva se e solo se A+ H=G.

Sono inoltre fatti ben noti:

(1) ogni gruppo abeliano finito G & somma diretta di gruppi ciclici:

7 Z
G=—&¢ - ——.
(n1) (k)
(2) se un primo p divide 'ordine di un gruppo finito G, allora esiste un elemento z € G
tale che = # 0, px = 0.

Sia G un gruppo abeliano. In analogia con il caso degli spazi vettoriali, diremo che un
sottoinsieme E C G forma una base di G se ogni z € G puo essere scritto in modo unico
come combinazione lineare finita a coefficienti interi di elementi di E. Piu dettagliatamente,
FE forma una base di G se:

(1) per ogni x € G esistono ey,...,e, € Eeay,...,a, €7Z tali che x = a;e;;
(2) se, per dati ey, ..., e, € E elementi distinti e a4, ...,a, € Z interi vale ) a;e; = 0,
allora a; = 0 per ogni i.
A differenza degli spazi vettoriali non tutti i gruppi abeliani possiedono una base. Ad

esempio in un gruppo finito G di ordine n > 0, per ciascun elemento e € F vale ne = 0 e
quindi la precedente condizione (2) & soddisfatta solo da F = {).

Definizione 1.3. Un gruppo abeliano che possiede una base viene detto gruppo abeliano
libero.
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Ad esempio, per ogni n > 0 il gruppo Z" & abeliano libero in quanto ogni suo elemento si
scrive in maniera unica come combinazione lineare a coefficienti interi della base canonica:

ai 1 0
: =a || +-Fan |
Qn, 0 1
Ovviamente esistono altre basi di Z™ oltre alla base canonica, completamente determinate

dal seguente lemma.

Lemma 1.4. Sia B € M,, ,(Z) una matrice n x n a coefficienti interi. Allora le colonne di
B formano una base di Z™ se e solo se det(B) = £1.

Dimostrazione. La condizione det(B) = £1 & del tutto equivalente a dire che B & invertibile
con inversa B~! a coefficienti interi. Infatti se det(B) = +1 allora

. ol . . . T
51 (aggiunta classica) _ (matrice dei cofattori) € M, . (2),
det(B) det(B) ’
mentre se B~1 € M,, ,(Z) allora det(B~!) € Z e siccome det(B~!) = det(B)~! deve essere
det(B) = det(B~!) = +1.
Dunque 'omomorfismo

B: 7" = 7", a — Ba (solito prodotto righe per colonne) ,

¢ un isomorfismo di gruppi se e solo se det(B) = +1. D’altra parte ¢ chiaro che un omomor-
fismo di gruppi abeliani liberi & un isomorfismo se e solo se trasforma basi in basi. (Il

Lemma 1.5. Siano G un gruppo abeliano ed E C G un suo sottoinsieme. Allora E forma
una base se e solo se per ogni gruppo abeliano H ed ogni applicazione (di insiemi) F: E — H
vi & un unico omomorfismo di gruppi f: G — H tale che F(e) = f(e) per ogni e € E.

Dimostrazione. Se E forma una base di G, allora ogni applicazione F: E — H a valori in
un gruppo abeliano H si estende ad un omomorfismo f: G — H tramite la formula

(1.1) flarer + -+ aney) =arF(er) + -+ + anFlen), a; €%, e €F,

ed il fatto per E di essere una base implica che f € ben definito.
L’implicazione inversa, essendo meno rilevante ai fini di queste note, viene lasciata per
esercizio al lettore. O

In particolare, se G1, G2 sono gruppi abeliani liberi con basi E1, F», allora ogni applica-
zione F': Ey — E5 si estende in maniera unica ad un omomorfismo di gruppi f: G; — Ga,
che quindi risulta determinato dalla formula di estensione lineare (1.1); & chiaro che F' &
iniettiva (risp.: surgettiva) se e solo se f & iniettiva (risp.: surgettiva).

In particolare, se Fi, Fo hanno la stessa cardinalita allora i due gruppi Gi,G2 sono
isomorfiZ.

Definizione 1.6. Dato un qualunque insieme E denotiamo con Z(¥) il gruppo abeliano di
tutte le combinazioni lineari formali finite a coefficienti interi di elementi di F.

Per le usuali regole distributive ogni elemento di Z(®) si scrive in maniera unica in forma
ridotta, ossia come aje; + -+ apep, con a; € Z, e; € E, a; # 0 ed e; # e; per ogni i # j
(unica a meno di permutazioni degli addendi a;e;, ovviamente):

ZE) = {0} U{ae |a € Z—{0}, e € E}U{are1 +ases | a; € Z—{0}, e, € E, e1 #ea}U--- .

Identificando ciascun e € E con le € Z(¥) & chiaro per costruzione che E ¢ una base di
Z'E) | Chiameremo Z(F) il gruppo abeliano libero generato da F. Ad esempio, il gruppo
Z" si identifica naturalmente con il gruppo abeliano libero generato dalla base canonica di
Q™.

Esercizi:

2E vero anche il viceversa [13, Esercizio 14.8], ma la dimostrazione non & affatto banale in quanto non &
detto che un ipotetico isomorfismo G; — G2 sia indotto da un’applicazione F1 — E».
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Esercizio 1 (retrazioni). Con il termine retrazione si intende un diagramma commutativo
di omomorfismi di gruppi
Ida

N

Y § —)
f g lf
B

—_—V —

W=

Idp

ed in tal caso diremo che f & un retratto di g.

(1) Dimostrare che la relazione di retrazione gode della proprieta transitiva, ossia che se
f & un retratto di g e se g & un retratto di h, allora f & un retratto di h.

(2) Sia f un retratto di g, dimostrare che se g & iniettiva (risp.: surgettiva), allora anche
f ¢ iniettiva (risp.: surgettiva).

(3) Sia e: G — G un’omomorfismo di gruppi tale che e = ¢ e si denoti

H={xeG|e(z) =1z}

Dimostrare che:

(a) H & un sottogruppo di G che coincide con I'immagine di e;

(b) siano i: H — G il morfismo di inclusione e p: G — H l'unico omomorfismo tale
che ip = e. Allora i e p sono entrambe dei retratti di e.

Esercizio 2. Siano A, B, C tre sottogruppi di un gruppo abeliano G, si assuma C C ANB in
modo tale che la composizione dell’inclusione A C G con la proiezione al quoziente G — G/B

A G
si fattorizza ad un omomorfismo di gruppi quoziente f: — — B Provare che f e surgettivo
se e solo se A+ B = GG e che f & iniettivo se e solo se C' = AN B.

Esercizio 3. Provare il gruppo Q non ¢ abeliano libero. Piu in generate provare che se G &
un gruppo abeliano libero allora I'unico omomorfismo @Q — G & quello banale.

Esercizio 4. Provare che un gruppo finito 7" non ¢ abeliano libero. Pil1 in generate provare
che se G & un gruppo abeliano libero allora I'unico omomorfismo T — G & quello banale.

Esercizio 5. Siano n un intero, p un numero primo e f: Z" — Z/(p) un omomorfismo
surgettivo. Provare che esistono due isomorfismi di gruppi a: Z™ — Z" e B: Z/(p) — Z/(p)
tali che

Bfalai,...,a,) =a1 (mod p),
e dedurre che ker(f) = Z". (Suggerimento: dimostrare preliminarmente che esistono due
isomorfismi di gruppi v: 2" — Z" e : Z/(p) — Z/(p) tali che Bf~v(1,0,...,0) = 1
(mod p).)

2. SUCCESSIONI ESATTE

Il periodo 1940-1955 ¢ stato caratterizzato da un forte sviluppo della topologia algebrica:
molte idee maturate in quel periodo hanno influenzato enormemente tutta quanta la ma-
tematica degli anni a seguire. Basta citare ad esempio i concetti di Categoria e Funtore e
l'utilizzo grafico delle frecce fino ad allora sconosciuto (sembra che il primo ad utilizzare una
freccia per indicare un morfismo sia stato Hurewicz nel 1940). Tra le nuove nozioni troviamo
anche quelle di complesso, successione esatta, nonché una tecnica di dimostrazione nota come
caccia al diagramma.

La caccia al diagramma, dove il termine caccia non ¢ inteso in senso venatorio ma allo
stesso modo di caccia al tesoro, € un utile metodo di dimostrazione usato specialmente in
algebra omologica. Dato un diagramma commutativo, la caccia al diagramma sfrutta in
maniera formale alcune proprieta del diagramma stesso come l'iniettivia o la surgettivita di
alcune applicazioni o come ’esattezza di alcune successioni.
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Sappiamo gia cosa sono le applicazioni iniettive e surgettive; introduciamo adesso il con-
cetto di successione esatta: fra i tanti possibili diagrammi di gruppi abeliani ed omomor-
fismi, particolarmente importanti sono quelli a forma di stringa, ossia i diagrammi con le
applicazioni disposte in serie:

(2.1) N B LN N e Ny M

Definizione 2.1. Un diagramma di omomorfismi di gruppi abeliani disposti in serie come in
(2.1) si dice un complesso se f,,_1 fn, = 0 per ogni n, ossia se la composizione di omomorfismi
contigui € sempre nulla.

Equivalentemente il diagramma (2.1) & un complesso se per ogni n l'immagine di f,, &
contenuta nel nucleo di f,,_1. Un complesso si dice finito o limitato se contiene solo un numero
finito di spazi vettoriali ed applicazioni lineari; tuttavia ¢ utile, in vista di future applicazioni,
considerare anche complessi infiniti o illimitati, nei quali gli indici n che compaiono nel
diagramma sono tutti gli interi contenuti in un intervallo della retta reale.

Naturalmente la scelta degli indici a pedice in (2.1) & puramente decorativa e possiamo
anche denotare complessi in altre forme, come ad esempio:

n f”b a
...%an_>Gn+1i>Gn+2%..., ~~%Gaf—>Gb£>Gc%~~,
0_>GAdamo _>GCaino — _>Gnonno _>Gbabbo _>Gme —0.

Definizione 2.2. Un diagramma di omomorfismi di gruppi abeliani disposti in serie come
in (2.1) si dice una successione esatta se per ogni n il nucleo di f,,_; & uguale all’immagine

di fo.

In particolare ogni successione esatta € anche un complesso, mentre il viceversa e gene-
ralmente falso: ad esempio, il diagramma

0—-+G—0
€ un complesso qualunque sia il gruppo G, mentre € una successione esatta se e solo se G = 0.

Esempio 2.3. Supponiamo che

Gs 6y a6y

sia una successione esatta. Allora le seguenti condizioni sono equivalenti:

(1) f3 & surgettiva;
(2) fa=0;

(3) fi ¢ iniettiva.
Infatti, per l'esattezza in G il nucleo di f; € uguale all'immagine di fo; in particolare fo
e nulla se e solo se ker fi = 0, ossia se e solo se f; € iniettiva. Similmente, per l'esattezza
in G il nucleo di fo ¢ uguale alllimmagine di f3 ed in particolare fo = 0 se e solo se f3 &
surgettiva.

Esempio 2.4. Supponiamo che
Go e B, B Iy ay

sia una successione esatta. Allora le seguenti condizioni sono equivalenti:

(1) fo & surgettiva e f3 ¢ iniettiva;
(2) fi=f2=0;
(3) G2 = 0.

I ragionamenti da fare sono analoghi a quelli dell’esempio precedente e lasciati per esercizio
al lettore.

Definizione 2.5. Una successione esatta corta ¢ una successione esatta del tipo

(2.2) 0-ULv Lwoo.
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Dunque, la (2.2) & una successione esatta corta se e solo se f ¢ iniettiva, g & surgettiva e
kerg = f(U).

In particolare, se (2.2) & una successione esatta si ha W = g(V) e f: U — kerg & un
isomorfismo.

Esempio 2.6. Consideriamo una successione esatta
(S VARELTNS 7L ING VAN LS VAN

indichiamo con U = ker f3 = fo(V3) e con i: U — V3 il morfismo di inclusione. Allora la
precedente successione si spezza in due successioni esatte corte

oI w U0 0-U Sy, o0

Teorema 2.7 (Lemma dei 5). Sia dato il sequente diagramma commutativo di gruppi
abeliani:

d d
E,—> Fy,—2

N
H e, gy g, M

con entrambe le righe esatte.

d3 d4

(1) se ay ¢ surgettiva e as, ay sono iniettive, allora 8 ¢ iniettiva;
(2) se ay ¢ iniettiva e ag, ay sono surgettive, allora B & surgettiva;
(3) se a1, as, aq, a5 sono bigettive, allora B ¢é bigettiva.

Dimostrazione. Dimostriamo solo il primo punto; la dimostrazione del secondo ¢ del tutto
simile ed e lasciata per esercizio. Il terzo punto segue banalmente dai primi due.

Sia © € Ej5 tale che (z) = 0, allora ayds(z) = h3f(z) = 0 ed essendo per ipotesi ay
iniettiva si ha dz(x) = 0. La prima riga ¢ esatta e quindi esiste y € Es tale che x = da(y);
siccome hoaa(y) = Bdz2(y) = B(x) = 0 e la riga inferiore ¢ esatta, esiste z € Hy tale che
hi1(z) = az(y). Adesso usiamo la surgettivita di oy per trovare w € E; tale che oy (w) = z,
quindi asd; (w) = hiag(w) = hy1(2) = as(y). Per Uiniettivitd di ag si ha y = dj (w) e quindi
T = dg(y) = d2d1 (w) =0. O

Data una successione esatta corta 0 - A — B — C' — 0 di gruppi abeliani, in generale i
due gruppi B e A ® C non sono isomorfi, come ad esempio nella successione esatta

0-2-%7-%57/2) —0.

Tuttavia, il lemma dei 5 permette di dimostrare in maniera rapidissima il seguente criterio
standard

Corollario 2.8. Sia 0 — A i> B <y C = 0 una successione esatta corta di gruppi abeliani.
Se esiste un omomorfismo h: C — B tale che gh = Id¢, allora esiste un isomorfismo

AeC=B.

Dimostrazione. Sia h: C — B un omomorfismo tale che gh = Id¢, allora I'applicazione
B: Ae C — B, B(a,c) = f(a) + h(c), & un omomorfismo di gruppi che si innesta nel
diagramma commutativo

-

0—=A B—2 -0—>0

dove 7 ed i sono la proiezione e l'inclusione naturale. Adesso il Teorema 2.7 implica che 3 ¢
un isomorfismo. O

Corollario 2.9. Sia g: G — Z™ un omomomorfismo surgettivo di gruppi abeliani. Allora
esiste un isomorfismo (non canonico) di gruppi abeliani G = ker(g) ® Z"™.
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Dimostrazione. Per ipotesi esiste una successione esatta corta 0 — ker(g) = G % Z" — 0
e per il Corollario 2.8 basta dimostrare che esiste un omomorfismo h: Z" — G tale che
gh =1Idzn.

Siano y1,...,Ym € G le cui immagini tramite g siano la base canonica; questo equivale a
dire che

glaryr + -+ amym) = (a1,...,am), per ogni ay,...,am €Z
e quindi che la composizione di g con ’'omomorfismo
h: Z™ — G, hiat,...,am) =a1yr + - + amYm,
¢ l'identita su Z". O

Esercizi:

Esercizio 6. Si consideri il diagramma commutativo di gruppi abeliani

0

i

N1‘>M1‘>P1

Vool

OHNQ%MQ%PQ

Do

N3 —= M3

|

0

in cui tutte le righe e tutte le colonne sono successioni esatte. Provare che ’applicazione f &
iniettiva.

Esercizio 7. Si consideri un diagramma commutativo di spazi vettoriali di dimensione finita
e applicazioni lineari

0 A B c 0
CR
0 A—l.p_ ¢ 0

Dimostrare che il polinomio caratteristico di 8 ¢ il prodotto dei polinomi caratteristici di «
en.

3. GRUPPI ABELIANI FINITAMENTE GENERATI

Definizione 3.1. Sia G gruppo abeliano. Un elemento x € G & detto:

(1) di torsione se esiste un intero n > 0 tale che nz = 0;

(2) divisibile se per ogni intero n > 0 esiste y € G tale che ny = x;

(3) primitivo se x # ny per ogni y € G ed ogni intero n > 1.
Il sottoinsieme degli elementi di torsione di G verra indicato con T'(G). Il gruppo G si dice
senza torsione se T(G) = 0. Il gruppo G si dice di torsione se T(G) = G.

Ad esempio, in un gruppo finito ogni elemento & di torsione. Il gruppo Q ¢ senza torsione ed
ogni suo elemento ¢ divisibile. La torsione commuta con le somme dirette, ossia T'(G® H) =
T(G)®T(H). Se HC G & un sottogruppo si ha T(H) = T(G) N H. Si noti che un elemento
non puo essere contemporaneamente primitivo e di torsione, infatti se nx = 0 per qualche
n > 0 allora (n 4 1)z = x e quindi = non & primitivo.

Lemma 3.2. Sia G un gruppo abeliano. Allora T(G) é un sottogruppo di G ed il quoziente
G/T(G) ¢ senza torsione.
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Dimostrazione. Chiaramente 0 € T'(G); se z,y € T(G) esistono due interi n,m > 0 tali che
nx =my =0 e quindi nm(z +y) = 0.

Dire che il quoziente G/T(G) & senza torsione equivale a dire che se z € G, n > 0 e
nx € T(Q), allora x € T(G). Ma se m(nz) = 0 per qualche m > 0 allora (nm)z = 0 e
dunque z € T(G). O

Ogni omomorfismo di gruppi f: G — H si restringe ad un omomorfismo f: T(G) — T(H)
tra i rispettivi sottogruppi di torsione. Infatti se x € T(G) e nx = 0 per qualche intero n > 0,
allora nf(z) = f(nz) = 0 e quindi anche f(x) ¢ di torsione. In particolare se G = T(G)
e T(H) = 0 l'unico omomorfismo f: G — H & quello nullo: in altri termini, non esistono
omomorfismi non banali da un gruppo di torsione ad un gruppo senza torsione.

Se S & un qualunque sottoinsieme di un gruppo abeliano G denoteremo con (S) C G il
sottogruppo generato da S. Equivalentemente (S) ¢ I'insieme di tutte le espressioni del tipo

nis+ -+ ngsy, k>0, n€Z, s €S.
Per definizione, un elemento z € G non ¢ di torsione se e solo se ’'omomorfismo di gruppi
7 — G, n — ne
¢ iniettivo, e dato che I'immagine di tale omomorfismo ¢ (x) si ha la seguente casistica:
(1) z & di torsione e (x) & un gruppo finito ciclico;
(2) x non & di torsione e (x) ~ Z & il gruppo ciclico infinito.

Lemma 3.3. Siano G gruppo abeliano senza torsione e x € G primitivo. Allora il gruppo
quoziente G/{x) é senza torsione.

Dimostrazione. Per ogni y € G indichiamo con § € G/(z) la sua immagine al quoziente.
Dire che 7 ¢ di torsione vuol dire che esiste un intero n > 0 tale che ny = 0, ossia ny € (x).
Sia y € G un elemento fissato tale che ny € {x) per qualche y € G e qualche n > 0; vogliamo
dimostrare che y € (x). Sia n il pill piccolo intero positivo tale che ny € () e sia m € Z tale
che ny = mz. I due numeri n, m non hanno fattori comuni. Infatti se p > 1 divide sia n che

m sl avrebbe
n m
p <y - ﬂc) =0
p p

e siccome G & senza torsione ne consegue %y — %l’ = 0 in contraddizione con la minimalita
di n. Dunque esistono due interi a, b tali che an + bm = 1 e quindi

x = (an + bm)x = anz + bny = n(ax + by)
e poiché z & primitivo deve essere n = 1. O

Definizione 3.4. Diremo che un gruppo abeliano G e finitamente generato se e generato
da un numero finito di elementi, ossia

G=(x1,...,2n) = {Zaixi | a; GZ} .
i=1

Ad esempio, ogni gruppo finito ¢ finitamente generato (basta prendere come generatori
tutti gli elementi). Il gruppo Z™ & senza torsione, & generato dalla “base canonica”

er=(1,0,...,0), ex=(0,1,...,0), ... ,en=1(0,0,...,1),

ed e quindi finitamente generato. Se G € un gruppo finitamente generato e f: G — H ¢
un omomorfismo surgettivo di gruppi, allora anche H & finitamente generato: se x1, ..., Ty
generano G allora f(x1),..., f(x,) generano H. In particolare ogni quoziente di un gruppo
finitamente generato e finitamente generato.

Lemma 3.5. Un gruppo abeliano ¢ finito se e solo se ¢ finitamente generato e di torsione.

Dimostrazione. Una implicazione & chiara, ogni gruppo finito ¢ finitamente generato ed & di
torsione. Viceversa, se un gruppo abeliano di torsione G & generato da x1,...,x, allora per
ogni indice ¢ esiste un intero r; > 0 tale che r;x; = 0. Presa una qualunque combinazione
lineare a coefficienti interi y = ayx1 + - - - + an Ty, sostituendo eventualmente ad ogni a; il
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resto della divisione per r; non é restrittivo supporre 0 < a; < r;. Ne segue che G possiede
al pitt r17r9 - - - 1, elementi distinti. O

Lemma 3.6. Sia f: G — H un omomorfismo di gruppi abeliani con nucleo K = ker f.

(1) Siano A C B C G due sottogruppi. Se f(A) = f(B) e ANK = BNK, allora A = B.
(2) Sia B C G un sottogruppo. Se BN K ¢ generato da n elementi e f(B) ¢ generato
da m elementi allora B é generato da n + m elementi.

Dimostrazione. (1) Sia x € B, siccome f(A) = f(B) esiste y € A tale che f(z) = f(y).
Quindi f(z—y) =0ex—y € KN B. Per ipotesi K N B C A e dunque x = y+ (z —y) € A.

(2) Siano x1,...,x, generatori di BN K e y1,...,ym € B tali che f(y1),...,f(ym)
generano f(B). Consideriamo il sottogruppo A C B generato da x1,...,Zn, Y1, ..., Ym. Per
costruzione A & generato da n +m elementi, AC B, ANK =BNK e f(A) = f(B). Per il
punto precedente A = B. a

Una delle differenze sostanziali tra il caso abeliano ed il caso generale & dato dal seguente
risultato.

Teorema 3.7. Sia G un gruppo abeliano generato da n elementi. Allora:

(1) ogni sottogruppo A C G é generato da al pit n elementi;
(2) ogni catena ascendente (= successione non decrescente infinita) di sottogruppi

A C A CA3C AL C -
¢ stazionaria, ossia esiste un intero N tale che A; = A;11 per ogni i > N.

Dimostrazione. Dimostriamo il teorema per induzione su n. Il caso n = 1 & ben noto dal
corso di Algebra 1. Infatti, per definizione i gruppi ciclici sono quelli generati da un solo
elemento e sono:
(1) il gruppo ciclico infinito Z, i cui sottogruppi sono 0 ed (n) ~ Z con n > 0;
(2) i gruppi ciclici finiti Z/(n) i cui sottogruppi sono Z/(m) con m che divide n.
I gruppi ciclici finiti contengono un numero finito di sottogruppi e quindi ogni catena
ascendente e ovviamente stazionaria. Ogni catena ascendente di sottogruppi di Z e del tipo

(n1) € (n2)---, n; >0, nalni, n3ng, ...

Se n; = 0 per ogni ¢ non c’¢ nulla da dimostrare. Se ng > 0 allora la successione non crescente
ng > Ng41 > --- di interi positivi € stazionaria.

Supponiamo quindi G = (z1,...,z,) con n > 1 ed il teorema vero per gruppi generati da
n — 1 elementi. Consideriamo allora la proiezione al quoziente

f:G— H= G .
(z1)
1l gruppo H & generato dagli n—1 elementi f(x3),..., f(x,), mentre il nucleo di f & generato
da z1. Se A C G & un sottogruppo, per l'ipotesi induttiva f(A) C H & generato da al piu
n — 1 elementi e ANker f C ker f & un gruppo ciclico. La conclusione segue dal Lemma 3.6.
Se A; C Ay C --- & una successione crescente di sottogruppi, per l'ipotesi induttiva le
due successioni

ker fNA; Cker fNAy C--- (A1) C f(A2) C -
sono stazionarie e per il Lemma 3.6 anche A; C Ay C --- & stazionaria. O

Corollario 3.8. Siano G un gruppo abeliano finitamente generato e x € G. Se x non é di
torsione, allora x ¢ un multiplo intero di un elemento primitivo.

Dimostrazione. Sia x non di torsione. Se x ¢ primitivo abbiamo finito, altrimenti possiamo
scrivere x = nix1; con ny > 1 e x7 € G. Se x1 & primitivo abbiamo finito, altrimenti si ha
1 =Moo con ng > 1 e xg € G. Se x9 € primitivo allora x = (nyng)ze, altrimenti si prosegue
con una successione

T =N1T, 1 = N2x2, ..., Thk—1 = NgTk, ...
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Se x, & primitivo per qualche k si ha = (nq - - - ng )z, altrimenti la successione non termina;
dimostriamo che questa ipotesi porta ad una contraddizione.

Si noti che siccome z non & di torsione, nessun xj ¢ di torsione. Per il Teorema 3.7 la
catena ascendente di sottogruppi

(1) C (z2) -~
¢ stazionaria. In particolare esiste k tale che (x;_1) = (z1). Dunque x), = axy_1 per qualche
a € Z, e quindi xy = angxy che implica (any — 1)xy = 0. Siccome z; non ¢ di torsione deve
essere any — 1 = 0 in contraddizione con il fatto che ng > 1. O

Dal Corollario 3.8 segue facilmente che un gruppo finitamente generato senza torsione non
possiede elementi divisibili diversi da 0 (esercizio: perché?).

Teorema 3.9. Ogni gruppo abeliano G finitamente generato senza torsione (ossia con
T(G) =0) é isomorfo a Z™ per qualche n.

Dimostrazione. Induzione sul numero n di generatori. Per n = 1 gia sappiamo che Z ¢ I'unico
gruppo ciclico senza torsione. Supponiamo n > 1 e GG generato da x1,...,x,. Se x1 = 0 allora
G ¢ generato da n— 1 elementi ed il teorema segue dall’ipotesi induttiva. Se 1 # 0, allora x;
non ¢ di torsione e per il Corollario 3.8 possiamo scrivere 1 = ny con y primitivo. A meno
di sostituire x7 con y non e restrittivo supporre x; primitivo e quindi il gruppo quoziente
H = G/{x1) senza torsione per il Lemma 3.3.

Siccome H ¢ generato dalle classi di xs, ..., x, si ha H ~ Z™ per qualche m. Esiste quindi
un omomorfismo surgettivo di gruppi f: G — Z™ con nucleo (z1) ~ Z. Per il Corollario 2.9
siha G2 Z@®Z™ =7m""

O

Corollario 3.10. Ogni sottogruppo A C Z"™ ¢ isomorfo a Z™ per qualche m < n. Inoltre
vale n = m se e solo se il quoziente Z"™ /A ¢é finito. In particolare Z™ = Z™ se e solo se
n=nm.

Dimostrazione. Siccome Z" & finitamente generato e senza torsione, anche A é finitamente
generato e senza torsione e quindi isomorfo a Z™ per qualche m. Componendo 'isomorfismo
A ~ Z™ con l'inclusione A C Z™ otteniamo un omomorfismo iniettivo di gruppi f: Z™ — Z"
che & descritto da una matrice n x m a coefficienti interi M (le colonne di M sono le immagini
tramite f dei vettori della base canonica).

Se m > n oppure se n = m e det(M) = 0, pensando M come una matrice a coefficienti
razionali, esiste un vettore non nullo v € Q™ tale che Mv = 0. A meno di moltiplicare v per
un denominatore comune possiamo supporre v € Z™, ma questo contraddice l'iniettivita di
f e quindi m < n, oppure n = m e det(M) # 0.

Se m < n oppure se esiste un vettore v € Q" non nullo e tale che v7' M = 0, come prima
non e restrittivo supporre v € Z™. Ma allora I'immagine di f & contenuta nel sottogruppo

B ={(a1,...,a,) €Z"| sz‘ai =0}
2

Siccome Y. v; > 0, ne segue che nv ¢ B per ogni n > 0 e quindi I'immagine di v nel
quoziente Z" /A non & di torsione.

Rimane da dimostrare che se n = m e det(M) # 0, allora il quoziente Z" /A & di torsione
(essendo finitamente generato ne consegue che ¢ finito), o equivalentemente che per ogni
x € Z'™ esiste un intero n > 0 tale che nz € A. Siccome M & invertibile su Q esiste un vettore
w € Q™ tale che x = Mw. Sia n > 0 un intero tale che nw € Z", allora nx = Mnw € A.

Nota: & possibile dimostrare (ma non lo faremo qui) che per n = m e det(M) # 0, il
valore assoluto | det(M)| & ben definito, ossia non dipende dalla scelta delle basi, e coincide
con il numero di elementi del gruppo quoziente Z"/A. O

Teorema 3.11. Sia G un gruppo abeliano finitamente generato. Allora esiste (non unico)
un sottogruppo A C G senza torsione tale che G = A®T(G). Se A ~Z" (vedi Teorema 3.9)
allora il numero n non dipende dalla scelta di A, viene detto rango di G e si scrive n =
rank(G).



12 M. MANETTI, SAPIENZA UNIVERSITA DI ROMA

Dimostrazione. Abbiamo visto che il quoziente G/T'(G) ¢ finitamente generato senza torsione
e quindi isomorfo a Z™ per un intero n che & ben definito per il Corollario 3.10. Esiste quindi
un omomorfismo surgettivo di gruppi f: G — Z"™ il cui nucleo & esattamente T(G). Per ogni
vettore ey, . .., e, della base canonica di Z"™ scegliamo un elemento z; € G tale che f(x;) = ¢;
e definiamo A come il sottogruppo generato da x1, ..., z,; equivalentemente A ¢ 'immagine
dell’omomorfismo di gruppi

g: 7" — G, g(al,...,an):Zaixi.
Siccome fg & uguale all’identita su Z™ per il Corollario 2.8 si ha G =2 A ® T(G). |

Esercizi:

Esercizio 8. Dimostrare che in un gruppo abeliano finitamente generato non esistono
elementi divisibili diversi da 0.

Esercizio 9. Sia f: Z™ — Z™ I'omomorfismo di gruppi descritto da una matrice M €
M,, »(Z). Dimostrare che f ¢ un isomorfismo se e solo se det(M) = +1.

4. ADDITIVITA DEL RANGO

Iniziamo con il richiamare la nozione di conucleo di un omomorfismo. Dato un omomor-
fismo di gruppi abeliani f: G — H, 'immagine f(G) & un sottogruppo (normale in quanto
H abeliano) di H e si definisce il conucleo di f come il gruppo quoziente

H
coker(f) = ——.
f(G)
Se denotiamo con 7w: H — coker(f) la proiezione al quoziente, per definizione si ha una
successione esatta

GL>Hi>coker(f)—>0.

. f P N . . .. R
Viceversa, se G — H — K — 0 ¢ una successione esatta, per i classici teoremi di
omomorfismo dei gruppi, essendo p surgettivo, si ha un isomorfismo di gruppi

H H
K= = ——— = coker(f).
kerp  7(G) )
Sempre dai classici teoremi di teoria dei gruppi segue la seguente proprieta universale del
conucleo:

Sia G I Hun omomorfismo di gruppi con proiezione sul conucleo H — coker(f). Per
ogni omomorfismo di gruppi q: H — K tale che qf = 0 esiste, ed é unico, un omomorfismo
di gruppi q: coker(f) — K tale che ¢ = gqr.

Infatti, dire che ¢f = 0 equivale a dire f(G) C kergq e questa & condizione necessaria
e sufficiente affinché ¢ si fattorizzi al quoziente H/f(G). L’unicita segue dal fatto che 7 &
surgettivo.

Consideriamo adesso un quadrato commutativo di gruppi abeliani, ossia un diagramma
commutativo del tipo

B

e

A B
Pl
C—~D

Se x € ker a, allora v3(x) = da(x) = 0 e quindi B(x) € ker+. Dunque il quadrato commuta-
tivo definisce per restrizione un omomorfismo §: ker(a) — ker(+). Si noti che se §: A — B
¢ iniettivo, allora anche §: ker(a) — ker(vy) € iniettivo.

Si consideri adesso la proiezione sul conucleo m: D — coker(y). Allora mda = 7y = 0
poiché my = 0 e per la proprieta universale del conucleo, ’'omomorfismo 7§ si fattorizza ad
un omomorfismo tra i conuclei §: coker(a) — coker(7):
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ker(a) £, ker(7)

ker(3) A B coker(S3)

ker(d) C D coker ()

coker(a) 2. coker(7)

Consideriamo adesso due quadrati commutativi con un lato in comune

le precedenti osservazioni ci forniscono gli omomorfismi

ker(a) LR ker(y) % ker(r), coker(a) LN coker(7) LN coker(7) .

Lemma 4.1 (Lemma del serpente, prima versione). Sia dato un diagramma commautativo
di gruppt abeliani

Ny L owmy % P — 0

E T
0 — N» — My, — P, )

con entrambe le righe successioni esatte. Allora esiste un morfismo (di bordo) §: ker(v) —
coker(«) tale che la successione

ker(a) ——— ker(8) —— ker ()

-

coker(a) — coker(3) —— coker(7)

¢ esatta.

Dimostrazione. (vedi anche https://www.youtube.com/watch?v=etbcKWEKnvg.) Sia p €
ker(+y), ossia un elemento p € P; tale che v(p) = 0, e sia m € M; tale che g(m) = p; siccome
il diagramma ¢ commutativo, k5(m) = 0 in P, e quindi 8(m) = h(x) per un unico z € Nj.
Definiamo §(p) come la classe di « nel conucleo di a.

Siccome ’elemento m non € unico, dobbiamo verificare che §(p) non dipende dalla scelta di
m: sia my € M; un altro elemento tale che g(m1) = p e sia 1 € N tale che h(x1) = B(mq):
bisogna dimostrare che le immagini di z, x; in coker(«) coincidono, ossia che 1 —z € a(Ny).
Poiché m; —m € ker(g) esiste z € Ny tale che f(z) = mj; —m. Siccome ha(z) = Bf(z) =
B(my) — B(m) = h(z1 — x). Dato che h ¢ iniettiva deve essere z; —x = a(z) € a(Ny).

Lasciamo per esercizio al lettore la verifica che la successione dei nuclei e conuclei &
esatta. ]


https://www.youtube.com/watch?v=etbcKWEKnvg
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Corollario 4.2 (Lemma del serpente, seconda versione). Sia dato un diagramma commau-
tativo di gruppi abeliani
0 — M i) M, i> P — 0
I
0 — N2 — MQ L) Pg — O,

con entrambe le righe successioni esatte. Allora esiste un morfismo (di bordo) §: ker(vy) —
coker(«) tale che la successione

0 — ker(a) —— ker(3) ——— ker(y)

-

coker(a) — coker(5) — coker(y) —=0

¢ esatta.

Dimostrazione. Immediata conseguenza del Lemma 4.1 e del fatto che liniettivita di f
implica liniettivita di ker(a) — ker(f) e la surgettivita di k implica la surgettivita di
coker(8) — coker(7). O

Usando il linguaggio delle successioni esatte possiamo riscrivere il Corollario 3.10 nel modo
seguente:

Lemma 4.3 (=Corollario 3.10). Sia 0 — Z"™ — Z™ — G — 0 una successione esatta corta
di gruppi abeliani. Alloran < m e vale n = m se e solo se G é un gruppo di torsione. In
particolare Z" ~ 7™ se e solo se n = m.

Va osservato che nel Lemma 4.3 essendo G un quoziente di un gruppo finitamente generato
€ anch’esso finitamente generato e quindi e di torsione se e solo se e finito.

Lemma 4.4. Sia
0—zr Lzm Lze 0
una successione esatta corta di gruppi abeliani. Allora n+p = m.
Dimostrazione. Per il Corollario 2.9 esiste un isomorfismo
7™ Zker(g) ®ZP 27" @ 7P = 7P
e quindi m =n + p. O
Siamo adesso in grado di applicare il lemma del serpente a due importanti risultati di

teoria dei gruppi.

Definizione 4.5. Un gruppo G si dice Hopfiano se ogni omomorfismo surgettivo G — G
¢ un isomorfismo.

Non tutti i gruppi sono Hopfiani: ad esempio I’omomorfismo

00 00
HZ%HZ, (01170,270,3,...)I—>(a2,a3,...)7
=1 =1

& surgettivo ma non iniettivo.
Teorema 4.6. Ogni gruppo abeliano finitamente generato ¢ Hopfiano.

Dimostrazione. Dimostriamo prima che i gruppi Z™ sono Hopfiani. Se g: Z™ — Z" e surget-
tivo, allora il suo nucleo & finitamente generato e senza torsione, quindi isomorfo a Z™ per
qualche m. Per il Lemma 4.4 si ha n = n+m e quindi ker(g) = Z°, ossia g & anche iniettivo.
I gruppi finiti sono Hopfiani per ovvii motivi di cardinalita.
Passiamo adesso al caso generale. Sia G un gruppo abeliano finitamente generato e sia
g: G — G un omomorfismo surgettivo. Se € T(G) ¢ di torsione allora anche g(z) ¢ di
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torsione e quindi g si restringe ad un omomorfismo gr: T(G) — T(G) e si fattorizza ad un
omomorfismo surgettivo §: G/T(G) — G/T(G).
Si ha quindi un diagramma commutativo con le righe esatte

0 T(G) T G/T(G) —=0
0 T(G) G G/T(G) —=0

1l gruppo G/T(G) ¢ Hopfiano in quanto senza torsione, quindi ker(g) = 0 e per il lemma
del serpente anche gr & surgettivo. Quindi gy € anche iniettivo e sempre per il lemma del
serpente ker(g) = 0. O

Osservazione 4.7. E possibile dare una diversa dimostrazione del precedente teorema che
utilizza la stazionarieta delle catene ascendenti di sottogruppi di un gruppo abeliano finita-
mente generato. Per ogni n > 0 denotiamo con K, il nucleo di ¢g" (composizione di g con
se stesso n volte). Allora K3 C Ko C K3--- ed esiste un indice n tale che K,, = K, 41. Sia
x € ker(g), siccome g" & surgettivo si ha z = g"(y) per qualche y € G. Ma allora g"*1(y) = 0
e quindi z = ¢"(y) = 0 poiché K,, = Kp+1.

Osservazione 4.8. La definizione di gruppo Hopfiano si applica anche ai gruppi non abeliani.
In tal caso e pero falso che ogni gruppo finitamente generato ¢ Hopfiano.

Teorema 4.9 (Additivita del rango). Sia

0= LaLGs—0
una successione esatta corta di gruppi abeliani finitamente generati. Allora
rank(G1) + rank(Gs) = rank(Gs) .
Dimostrazione. Per semplicita notazionale indichiamo T; = T(G;). Abbiamo gia dimostrato
il teorema in due casi particolari, ossia quando To = T35 = 0 (7% = 0 implica che anche

T1 =0) e quando T; = T» = 0, T3 = Gi3. In generale abbiamo un diagramma commutativo
con le righe esatte

0 Ty Go G2 /T 0
lgT lg lg
0 T3 Gs G3/Ts 0

Per definizione di rango si ha rank(G;) = rank(G,;/T;) e se denotiamo con H il nucleo di g
si ha

rank(H) = rank(G2/T2) — rank(G3/T3) = rank(Gs) — rank(G3) ,
e rimane da dimostrare che G; ha lo stesso rango di H. Identificando G; con la sua immagine
f(G1) si ha Gy = ker(g), Ty = G1 N Tz = ker(g) N T = ker(gr) e per il lemma del serpente
abbiamo una successione esatta

0— Ty - Gy — H — coker(gr) — 0

che si spezza in due successioni esatte corte
G

0—>T1—>G1—>&—>0, 0 - — — H — coker(gr) — 0.
T, T

Gy
Siccome T H sono senza torsione e coker(gr) ¢ di torsione si ha
1

rank(Gy) = rank(Gy/Ty) = rank(H) .
Si noti che in generale coker(gr) # 0 che equivale a dire G1 /T # H che equivale a dire che
Gr G2 G
Ty Ty T
non ¢ esatta. O

—0
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Corollario 4.10. Sia Z™ 5 77 l'omomorfismo indotto da una matrice M € My, ,(Z)
sia r il rango di M, pensata come matrice a coefficienti razionali. Allora ker M ~ Z™~"
M(Z™) ~7".

(&
€

Dimostrazione. Indichiamo com G = M (Z"™) I'immagine di M. Siccome G C Z™ e ker M C
Z™, entrambi i gruppi sono finitamente generati e senza torsione, dunque ker M ~ ZP,
G ~ 74 per opportuni interi p, g talei che p + ¢ = m; ci basta quindi dimostrare che ¢ = r.

Siano eq,...,e, € Z™ C Q™ i vettori della base canonica. A meno di permutazioni possia-
mo supporre che Mey, ..., Me, siano linearmente indipendenti in Q™. Siccome r = rank(M)
si ha che M(Q™) = Span(Mey, ..., Me,) e quindi per ogni x € G esistono ay,...,a, € Q
tali che x = Z:zl a;Me;. Equivalentemente, per ogni z € G esistono interi d > 0 (il
denominatore comune degli a;) € by,...,b,. € Z tali che nx = Zzzl b;Me;.

Ne segue che ’applicazione

f127 =G, f(br,.. b)) = biMe;,

¢ iniettiva e per ogni x € G esiste un intero n > 0 tale che nz appartiene all'immagine di f.
In conclusione il conucleo si f ¢ di torsione e per ’additivita del rango ¢ = r. O

Esempio 4.11 (I mulini a vento). Ad ogni omomorfismo di gruppi f: A — B possiamo
associare in maniera canonica una successione esatta corta

05A A0B B0, fa)=(a,f(a), falab)=b— f(a),

. . . .. . f g . N . .
mentre ad ogni coppia di omomorfismi in serie A — B = C' si puo associare un diagramma
commutativo con le righe esatte

0 AL aeB LB 0
l ; l“@ l_g p(a,b) = (b.gf(a)).
O B g1 BEBC g2 C O

E importante osservare che ¢ & diversa dall’applicazione “canonica” (a,b) — (f(a),g(b))
che farebbe commutare il diagramma qualora la freccia verticale a destra fosse g invece
di —g. Siccome g e —g hanno gli stessi nucleo e conucleo ed & immediato osservare che
I'inclusione A C A @ B e la proiezione B @ C — C inducono isomorfismi ker(p) = ker(gf),
coker(yp) = coker(gf). Applicando il lemma del serpente si ottiene quindi la successione
esatta lunga della Figura 1.

1 A B
A /.

coker coker (g f
<—

FiguraA 1. Il mulino vento, con la ruota esterna successione esatta.
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Esercizi:

Esercizio 10. Si consideri il seguente diagramma commutativo di gruppi abeliani:

0 0

R

0— N, —M; — P, —0

oo

00— Ng—> My — P, —=0

Voo

0— N3 —> M3 —P;—0

oo

0 0 0

Si assuma che le colonne siano esatte e che gf = 0. Provare che ogni riga € un complesso e
che se due righe sono esatte allora ¢ esatta anche la terza.

Esercizio 11. Siano G un gruppo abeliano finitamente generato di rango r e con sottogruppo
di torsione T(G) di cardinalitdk N. Dato un numero primo p > N, calcolare la cardinalita

del nucleo e del conucleo del’omomorfismo G £ = @ di moltiplicazione per p. Usare questo
fatto ed il lemma del serpente per una diversa dimostrazione del teorema di additivita del
rango.

Esercizio 12. Siano Z! % Z™ 25 7" omomorfismi tali che SR = 0 e siano r,s 1 ranghi
delle matrici R, S rispettivamente. Provare che

5. COMPLESSI DI CATENE E OMOLOGIA

F1GurA 2. Guglielmo il dentone (esercizio: perché?).

Iniziamo con la definizione di complesso di catene di gruppi abeliani, dove il termine catene
specifica una ben definita convenzione sugli indici.
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Definizione 5.1. Un complesso di catene di gruppi abeliani ¢ una successione {M,, },¢cz di
gruppi abeliani insieme a degli omomorfismi d = d,,: M,, — M, _1 detti differenziali, tali
che dod: M,, — M,,_o risulti essere il morfismo nullo.

dn+t1 dn dn—1
s My M, My My_o -

S~ 0 > o T

Per semplicita parleremo semplicemente di complessi omettendo il termine catene. Si noti
che nei complessi di catene il differenziale abbassa gli indici a pedice di 1.

Definizione 5.2. Un morfismo di complessi f: C' — D & una successione di omomorfi-
smi {f,: C, = Dy}nez che commutano coi differenziali d, ossia per ogni intero n vale
I'uguaglianza f,_1 od, = d, o f, cosi da rendere commutativo il seguente diagramma:

dy
Cn Cnfl
fnl lfn1
Dn a Dn—l

Diremo inoltre che un morfismo di complessi f: C' — D & un isomorfismo (risp.: iniettivo,
surgettivo) se f,: C,, — D,, & un isomorfismo (risp.: iniettivo, surgettivo) per ogni n.
Definizione 5.3. Dato un complesso C' possiamo definire:

e i cicli come gli elementi nei nuclei dei differenziali; per ogni n il nucleo Z,(C) :=
ker(d,) C C,, & detto gruppo degli n-cicli;

e i bordi come gli elementi immagine dei differenziali; per ogni n definiamo il gruppo
degli n-bordi B, (C) := dp+1(Cri1) C Cp.

Osserviamo inoltre che la proprieta dei differenziali d o d = 0 implica in particolar modo
I'inclusione B,,(C) C Z,(C) ed & quindi possibile considerare il quoziente tra cicli e bordi.
Definizione 5.4. Definiamo I'n-esimo gruppo di omologia come il quoziente:

Zy(C)

B (C)

Diremo che il complesso C' ¢ aciclico se per ogni n H,(C) = 0: ci0o equivale a dire che il
complesso C' & una successione esatta.

H,(C):=

Osservazione 5.5. Dato un complesso C, la condizione d? = 0 (ossia d,d,, .1 = 0 per ogni n)
implica che per ogni n il differenziale d,,: C,, — C,,_1 si fattorizza ad un morfismo

Cn 4
— Zn_1(C
B,(C) C)
e si verifica immediatamente che ker d,, = H,,(C), cokerd,, = H,_1(C).

Una verifica diretta mostra che un morfismo di complessi f: A — B porta cicli in cicli e
bordi in bordi, di conseguenza risultano ben definite a livello di omologia gli omomorfismi

Definizione 5.6. Un morfismo di complessi f: A — B & detto un quasi-isomorfismo se per
ogni n le applicazioni f,: H,(A) — H,(B) sono isomorfismi.

Ogni isomorfismo di complessi &€ anche un quasi-isomorfismo, mentre il viceversa e gene-
ralmente falso.

Definizione 5.7. Sia C ={---C, 4, Cp—1---} un complesso, un sottocomplesso D C C
¢ il dato di una successione di sottogruppi D,, C C,, tali che d(D,,) C D,,_1 per ogni n.

Se D C C' & un sottocomplesso, l'inclusione D — C' & un morfismo iniettivo di complessi.
Bisogna fare attenzione al fatto che in generale i morfismi indotti in omologia H, (D) —
H,(C) non sono iniettivi in generale. Similmente se D — E ¢ un morfismo surgettivo
di complessi, allora non & detto che i morfismi H,(D) — H,(F) siano surgettivi (vedi
Esempio 5.10).
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Esempio 5.8. Sia D un sottocomplesso di un complesso di catene C. Se per qualche intero
n si ha che D; = C; per i =n — 1,n,n+ 1, allora I'inclusione D C C induce un isomorfismo

H, (D) — H,(C): infatti H, (C) dipende solo dal segmento C, 41 LN Ch LN C),_1 che coincide
con il corrispondente segmento del sottocomplesso D.

Definizione 5.9. Un diagramma di morfismi di complessi

0-cL D% E SO

si dice una successione esatta corta di complessi se per ogni n si ha che

0= Cp I D, 2 E, -0

€ una successione esatta corta di gruppi abeliani.

Esempio 5.10. Possiamo interpretare il diagramma commutativo

0 0 7z M.7 0
Do
0 z-H.7 0 0

come una successione esatta corta di complessi 0 — C' . D % E - 0 concentrati nei gradi

0,1, ossia C,, = D,, = F, = 0 per ogni n eccetto Cy = Dy = Dy = E; = Z. Si noti che
D ¢ aciclico, mentre Hy(C) = H;(E) = Z; in particolare Hyo(C') — Ho(D) non ¢ iniettiva e
H,(D) — Hi(E) non & surgettiva.

Teorema 5.11. Data una successione esatta corta di complessi

0scLpshEo

sono canonicamente definiti degli omomorfismi 0,,: Hp(E) — H,_1(C) tali che si ottenga
la successione esatta (infinita):

(5.1) coo o Ho(C) L Hy(D) % Ho(B) 25 H,y 1(C) L Hy 1 (D) — -+
detta in gergo successione esatta lunga di omologia.

Dimostrazione. La dimostrazione si ottiene mediante un uso ripetuto del lemma del serpen-
te. Per semplicita notazionale indichiamo con il medesimo simbolo d i differenziali dei tre
complessi. Per ogni intero n si ha un diagramma commutativo con le righe esatte

0 Cn D, E, 0
N
0 Ch-1 Dy 1——FE,_ 1 —0

che per il lemma del serpente ci fornisce, per ogni n € Z, una successione esatta
Cnfl N anl N E’nfl
Bn—l(c) Bn—l(D) Bn—l(E)

0— 2Z,(C)— Z,(D) - Z,(E) — —0.

Poiché il differenziale d: C,, — C,,_; si fattorizza ad un omomorfismo d: BC(nC’) = Zn-1(C)

i cui nucleo e conucleo sono rispettivamente H,,(C) e H,,_1(C) (idem per i complessi D, E),
per ogni n si ha un diagramma commutativo con le righe esatte

Cn D, E,
Bn(C) B,(D) B, (E)

S

0——> Zn—l(C) I n—l(D) I n—l(E)

che per ’Osservazione 5.5 ed il lemma del serpente ci fornisce, per ogni n, una successione
esatta
H,(C)— H,(D)— H,(FE) - H,_1(C) - H,_1(D) —» H,_1(E).
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Mettendo assieme tutte queste successioni esatte si ottiene la successione esatta lunga di
omologia. (Il

Corollario 5.12. Sia
oschpsEo

una successione esatta corta di complessi. Allora f € un quasi-isomorfismo se e solo se E ¢
aciclico.

Dimostrazione. Consideriamo la successione esatta lunga di omologia
On
o Hoy1(E) = Ho(C) L Hy(D) % Hy(B) 2 H,_ () L H,_ (D) — -+
Se E ¢ aciclico allora per ogni n si ha Hy,+1(F) = H,(E) = 0 e dall’esattezza della successione

si deduce che H,,(C) EN H, (D) ¢ iniettiva e surgettiva. Viceversa, se f ¢ un quasi-isomorfismo

allora per ogni n il morfismo H,(C) ER H, (D) & surgettivo ed il morfismo H,_1(C) EN
H,_1(D) ¢ iniettivo. L’esattezza della successione implica allora che H,(E) = 0. O

Definizione 5.13. Una omotopia di complessi di catene, scritta h: C' — DJ[1], & il dato di
due complessi di catene C, D e di una successione h = {h,} di omomorfismi di gruppi

hnl Cn — Dn+1 y
(non si richiede alcuna regola di commutazione con i differenziali).

Definizione 5.14. Una contrazione di un complesso di catene C' € una omotopia h: C' —
C'[1] tale che dh + hd = Id: con cid intendiamo che per ogni n vale

dps1hn + hp_1d, =1d: C,, — C,, .
Un complesso che possiede una contrazione si dice contraibile.
Lemma 5.15. Ogni complesso contraibile é aciclico.

Dimostrazione. Sia C un complesso che possiede una contrazione h: C — C[1] e sia z €
Z,(C). Allora, siccome d(z) = 0 a maggior ragione hd(z) = 0 e quindi

z =1d(z) = dh(z) + hd(x) = dh(x) € B,(C).

E generalmente falso che i complessi aciclici sono contraibili: ad esempio il complesso
0572-572-57/2) -0

¢ aciclico ma non ¢ contraibile. Infatti Z/(2) ¢ di torsione, mentre Z ¢ senza torsione e
poiché ogni omomorfismo manda elementi di torsione in elementi di torsione, non esiste
alcun omomorfismo h: Z/(2) — Z tale che dh sia I'identita.

Definizione 5.16. Due morfismi di complessi f,g: (C,d) — (D,d) si dicono omotopi se
esiste una successione di omomorfismi h,,: C;, — D, 41 tali che

ffg:(5h+hd — fn,fgn:5n+1hn+hn—1dn vVn.

d d
C’n+1 Cn Cn—l —_— >
fgl h fgl h " lf
£ £
Dn+1 Dn anl —

In particolare un complesso C' & contraibile se e solo se Idg & omotopa all’applicazione
nulla.

Osservazione 5.17. L’omotopia sopra definita ¢ una relazione di equivalenza e per indicare
che f,g sono omotope scriveremo f ~ g. Infatti, prendendo h = 0 si ottiene f ~ f; se
f—g = dh+ hd allora ponendo k,, = —h,, per ogni n si ha g— f = dk+kd; se f—g = 0h+hd
eg—1=06k+kd, allora f —1=0(h+k)+ (h+k)d.
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Lemma 5.18. Due morfismi di complessi f,g: C — D omotopi, f ~ g, inducono gli stessi
morfismi in omologia f = g: Hy(C) — H,(D), per ogni n.

Dimostrazione. Bisogna dimostrare che se f ~ g e x € Z,(C), allora f(x) — g(z) € Bn(D).
Siccome dx = 0 si ha
f(z) — g(x) = 0h(z) + hd(x) = 6h(x) € 6(Dpt1) = Bn(D).
|
Definizione 5.19. Un morfismo di complessi f: C'— D si dice un’equivalenza omotopica

se esiste un morfismo di complessi g: D — C tale che la composizione gf: C' — C & omotopa
all’identita Id¢ e fg: D — D € omotopa all’identita Idp:

C omotopo a D < fg~Idp, gf~1Idc .
Lemma 5.20. Le equivalenze omotopiche sono quasi-isomorfismi.

Dimostrazione. Sia f: C'— D un’equivalenza omotopica. Per definizione esiste un morfismo
di complessi g: D — C tale che gf ~ Id¢ e fg ~ Idp. Per ogni n abbiamo un diagramma
commutativo

H,(C) —— H,(D)
e per il lemma precedente le due frecce verticali sono le identita. La conclusione segue dalla
regola del 2 su 6. ]

Un utile risultato che useremo spesso nel seguito eé:

Corollario 5.21. Siano C' un complesso di catene e D C C un sottocomplesso. Se esiste
una omotopia h: C — C[1] tale che:

(1) h(D) € D;

(2) Uimmagine di f :=1dc —dh — hd: C — C ¢ contenuta in D;
allora linclusione D C C & una equivalenza omotopica e quindi induce un isomorfismo in
omologia: H,(D) = H,(C) per ogni n.
Dimostrazione. Iniziamo dimostrando che f: C' — D e un morfismo di complessi: siccome
d?> =0siha
df = d(Id —dh — hd) = d — d*h — dhd = d — dhd = d — dhd — hd*> = (Id —dh — hd)d = fd.
Se denotiamo con i: D — C l’inclusione e con k la restrizione di h a D si ha

Idp —fi =kd+dk,  Idc—if = hd+dh.

Esercizi:

Esercizio 13. Sia f: C — D & un quasi-isomorfismo di complessi con f,: C,, — D,
surgettivo per ogni n. Dimostrare che f,,: Z,(C) — Z,(D) & surgettivo per ogni n.

Esercizio 14. Sia
oscLpsEo

una successione esatta corta di complessi. Provare che g € un quasi-isomorfismo se e solo se
C' & aciclico.

Esercizio 15. Sia C' = {C},} un complesso di catene di gruppi abeliani finitamente generati.
Si assuma che 2z = 0 per ogni n ed ogni = € C,,. Dimostrare che C' ¢ aciclico se e solo se &
contraibile.
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6. COMPLESSI SIMPLICIALI ASTRATTI

Iniziamo con il fissare alcune notazioni: se I ¢ un insieme scriveremo A’ per indicare la
famiglia di tutti i sottoinsiemi finiti e non vuoti di I. Nel caso in cui I = {0,1,...,n}
scriveremo pitl semplicemente A™ in luogo di A{%17} E chiaro che A? = (.

Definizione 6.1. Un complesso simpliciale astratto (CSA) ¢ una coppia (K, I), dove I
¢ un insieme, i cui elementi sono detti vertici, e K ¢ un sottoinsieme di A’ per cui valgano
le seguenti condizioni:

(1) {z} € K per ogni z € I;
(2) sesec K,tc Al etC s, alloratc K.

Giova osservare che la precedente condizione (2) equivale a dire che se s € K, allora
A* C K.

Se (K, I) & un CSA, chiameremo simplessi gli elementi di K. La dimensione di un sim-
plesso s € K & definita come il numero di elementi di s diminuito di 1: ogni vertice ha
dimensione 0. Chiameremo anche p-simplesso un simplesso di dimensione p. Se s € K et C s
diremo che t ¢ una faccia di s, se t C s e t # s diremo che ¢ & una faccia propria di s. Un
simplesso s € K si dice massimale se son ¢ faccia propria di alcun simplesso in K.

Segue dalla definizione che esiste una bigezione tautologica tra 'insieme dei vertici di un
CSA (K, I) e l'insieme degli O-simplessi. Dunque K determina univocamente I e nel seguito
useremo la notazione semplificata K = (K, I) quando non & necessario esplicitare I'insieme
dei vertici.

Esempio 6.2. Per ogni insieme I, la coppia (A, I) & un complesso simpliciale astratto che
viene detto completo.

Definizione 6.3. Dato un complesso simpliciale astratto K, chiamiamo p-scheletro di K,
denotato con K, la sottofamiglia di tutti i simplessi di K di dimensione minore o uguale
a p, ossia la famiglia dei simplessi di K con al piu p + 1 elementi.

Un complesso simpliciale astratto (K, I) si dice finito se I ¢ un insieme finito ( <= K &
finito). La dimensione dim K di un complesso simpliciale astratto K & l’estremo superiore
delle dimensioni dei suoi simplessi. In particolare: K = K® se e solo se dimK < p, Af
ha dimensione |I| — 1 e, coerentemente, definiamo uguale a —1 la dimensione del complesso
simpliciale vuoto ) = A®.

Ogni complesso simpliciale astratto finito ha dimensione finita, mentre il viceversa &
generalmente falso.

Prima di sviluppare la teoria dei complessi simpliciali astratti, illustriamo alcuni esempi
significativi.

Esempio 6.4. Se K ¢ un CSA, allora K & un CSA per ogni p > 0 (con gli stessi vertici
di K).

Esempio 6.5. Dati due complessi simpliciali astratti (K,I) e (H,J), la loro unione (K U
H,TUJ) e laloro intersezione (K N H,I N J) sono ancora complessi simpliciali astratti.

Esempio 6.6. Per ogni complesso simpliciale astratto K si ha K = (J,cx A% Se K ha
dimensione finita ogni simplesso & contenuto in un simplesso massimale e quindi

K = U a.
s€ K, s massimale

Esempio 6.7. Dati due complessi simpliciali astratti (K, I) e (H,J) la loro giunzione ¢ il
complesso simpliciale astratto (K * H,I U J), dove

K«H=KUHU{sUt|se K, te H}.
Ogni applicazione di insiemi f: I — J induce in modo naturale un’applicazione

f: Al 5 A7 f(s) = immagine del sottoinsieme s C I tramite f .
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Definizione 6.8. Un morfismo f: (K,I) — (H,J) di complessi simpliciali astratti & un’ap-
plicazione f: I — J tale che f(s) € H per ogni s € K. Un morfismo f: (K,I) — (H,J) si
dice un isomorfismo se entrambe le applicazioni f: I — J e f: K — H sono bigettive.

Definizione 6.9. Dato un complesso simpliciale astratto K e un sottoinsieme L C K, diremo
che L & un sottocomplesso di K se L ¢ a sua volta un complesso simpliciale astratto (i cui
vertici sono contenuti nei vertici di K).

Ad esempio, gli scheletri sono sottocomplessi. Ogni complesso simpliciale astratto (K, I)
¢ un sottocomplesso di Al e per ogni s € K si ha che A® & un sottocomplesso di K. Se L &
un sottocomplesso simpliciale astratto di K l'inclusione L < K € un morfismo di complessi
simpliciali.

Esempio 6.10. Sia (K,I) un complesso simpliciale astratto finito con I C R™. Per ogni
sottoinsieme finito s C R™ indichiamo con (s) C R™ I'inviluppo convesso di s:

<®>:®, <{$Q,...,$p}>:{zti$i€Rn‘tiZO,Ztizl}, pZO

Se accade che per ogni s,t € K si ha (s) N (t) = (sNt), allora possiamo rappresentare K
mediante la sua realizzazione geometrica

|K|::U<s>= U (s) CR™.
seK s€ K, s massimale

Ad esempio la figura

rappresenta il complesso simpliciale astratto

K ={{0,1,2},{0,1},{1,2},{0,2},{2,3}, {3,4},{2,4}, {4,5}, {0}, {1}, {2}, {3}, {4}, {5}},
i cui scheletri sono:
K = {{0}, {1}, {2}, {3}, {4}. {5}},
KW = ({0, 1},{1,2}, {0, 2}, {2, 3}, {3,4}. {2, 4}, {4,5}, {0}, {1}, {2}, {3}. {4}, {5}}.
K® = K per ogni p > 2.
Tratteremo in maggiori dettagli le realizzazioni geometriche nella Sezione 7.

Esempio 6.11 (Catene ascendenti). Sia (I, <) un insieme (parzialmente) ordinato. Il com-
plesso simpliciale astratto delle catene ascendenti di I ¢ (K, I), dove:

K={{zo,...,ap} €Al |zg <y < -+~ <}

E chiaro che ripetendo la stessa costruzione con le catene discendenti ritroviamo il medesimo
complesso simpliciale astratto:

K:{{xo,...,xp}eAI|x02x12~--2mp}.

Esempio 6.12 (Suddivisione baricentrica). Dato un qualunque complesso simpliciale astrat-
to (K,I), 'insieme K ¢ ordinato per inclusione e possiamo definire la sua suddivisione
baricentrica (b(K), K) come il complesso delle catene ascendenti di K:

b(K):{{an-”vxp}eAK|$0C$1C"'C$p}.
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a=1{0,1}
b={1,2}
c=1{0,2}
d=1{0,1,2}

FiGURA 3. Il complesso simpliciale astratto A? e la sua suddivisione
baricentrica b(A?).

Esempio 6.13 (Il nervo). Sia U = {U;}, ¢ € I, una famiglia di sottoinsiemi non vuoti di un
insieme fissato. Possiamo definire un complesso simpliciale astratto (N (i), I) ponendo

N(u>:{{i07"’7il7}€AI|Uz‘om"'ﬂUip7é®},

E chiaro che la coppia (N(U),I) & un complesso simpliciale astratto. E utile osservare che
se U; = U; per ogni 1, j allora il nervo coincide con il complesso simpliciale completo Al

Nel seguito, useremo i termini nuvola di punti e point cloud per indicare un sottoinsie-
me I C R™ con un numero finito ma molto grande di elementi, ossia n << |I| < oo. Inoltre
per ogni x € R™ ed ogni numero reale r denotiamo la

Us(r) ={y €eR" | lz —y[| < r}.
Ciascun U,(r) € un chiuso limitato che, per ogni r > 0 coincide con la chiusura della sua

parte interna (la palla aperta di raggio r). Chiameremo U,(r) il disco chiuso di centro = e
raggio r.

Esempio 6.14 (Complesso di Delaunay). Un caso particolare di nervo ¢ dato dal com-
plesso di Delaunay D; di un insieme I C R". Per ogni s € I definiamo la sua regione di
Voronoi® V, C R" come:

Vsi={zeR"|||lz—s||<|z—t||, Viel}.
Si noti che per una terna di punti z, s,t di R™ si ha (esercizio)
t
lz — s < |z — t] <x— 3‘; ) (s —1) >0,
(con u-v = > w;v; denotiamo il prodotto scalare canonico) e quindi Vs & intersezione di
semispazi chiusi. In particolare V5 & un chiuso convesso. E chiaro che V; # () per ogni s € I
e ha quindi perfettamente senso considerare il suo nervo Dy := (N ({V;}), I).

Equivalentemente un simplesso {sg,...,sp} € AT appartiene al complesso di Delaunay
D se e solo se esiste x € R” tale che

[z = soll = [lz =81l = --- = llz = spl| < lz =] perognitel.

In particolare, per ogni {sg,...,S,} € Dy ip+ 1 punti so,...,s, sono contenuti in una
sfera di dimensione n — 1 che non contiene al suo interno alcun punto di I. Dunque per un
sottoinsieme finito I di R™ ed in posizione generica il complesso di Delaunay Dj; ha al piu
dimensione n.

Esempio 6.15 (Complessi di Cech e Vietoris-Rips). Dato un qualsiasi sottoinsieme I C
R™ per ogni numero reale positivo r > 0 possiamo definire i complessi simpliciali astratti
(C(r),I) e (V(r),I) nel modo seguente:

C(r) = {{zo,...,ap} €A | Upy(r) N+ N Uy, (1) #0 }, (Cech),
V(r) = {{zo,...,zp} € AT | [|z; — 2;]| < 2r per ogni 7,5}, (Vietoris-Rips).

3Voronoi era un matematico russo, mentre Delaunay francese. Questo implica che il primo si pronuncia
pill 0 meno come si scrive, mentre il secondo richiede la pronuncia alla francese (all’incirca “delonaf 7).
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E evidente che se r < t allora V(r) C V(t) e C(r) C C(t) (vedi Figura 4). Una semplice
applicazione della disuguaglianza triangolare mostra che C(r) C V(r) C C(2r).
Cs

s

Co c Ch
FIGURA 4. Filtrazione di Cech. Credits: la figura & tratta da [15].

Esempio 6.16 (Complessi Alpha). Dato un qualsiasi sottoinsieme non vuoto I C R"™, per
ogni u € I ed ogni numero reale positivo r > 0 denotiamo R, (r) = U,(r) NV, dove U,(r))
¢ il disco di centro u e raggio r, e V,, € la regione di Voronoi di u, definita nell’Esempio 6.13.
11 complesso simpliciale Alpha(r) & definito come il nervo della famiglia {R, ()}, u € T (vedi
Figura 5).

Equivalentemente un simplesso {so,...,s,} € Al appartiene al complesso Alpha(r) se e
solo se esiste z € R™ tale che:

|z — sol| = [lx — s1]| =+ - = ||z — sp|| < min(r, ||z —t||) per ogni t € I.
Possiamo riscrivere le due condizioni precedenti dicendo che un simplesso {sg,...,sp} €
AT appartiene al complesso Alpha(r) se e solo se esiste un disco di raggio r la cui parte
interna non interseca I ma il cui bordo contiene s, ..., sp.

FIGURA 5. A sinistra una nuvola di punti in R? (i pallini o) e le intesezioni
R, (r) delle regioni di Voronoi V,, con le palle B(u,r) (in rosa chiaro). A
destra il complesso Alpha(r) (in rosa scuro). Credits: la figura € tratta da
[5]

Esempio 6.17. Un complesso simpliciale astratto di dimensione < 1 & detto un grafo
semplice. Possiamo interpretare un grafo semplice come un insieme di vertici in cui alcune
coppie di vertici distinti sono unite da un lato. Il termine semplice sta ad indicare che i lati
non sono orientati e che per due vertici esiste al pit un lato che li congiunge.
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Definiamo ora due particolari sottoclassi di complessi simpliciali astratti: i coni e le cricche.

Definizione 6.18. Sia (K,I) un complesso simpliciale astratto. Diremo che K & un cono
di vertice v € I se per ogni s € K si ha sU {v} € K.

Ad esempio, il complesso vuoto K = () non ¢ un cono (non esiste alcun vertice), mentre
per ogni v € I, il complesso completo Al & un cono di vertice v.

FI1GUuraA 6. Un cono di vertice 2.

Definizione 6.19. Sia (K, I) un complesso simpliciale astratto. Diremo che K & un com-
plesso di cricche se dato s = {xo,...,z,} € A7 tale che {x;,2,;} € K per ogni 0 <i < j <
p,sihase K.

L’osservazione fondamentale & che ogni complesso di cricche K & univocamente determina-
to dal suo 1-scheletro K(}). Possiamo riscrivere la definizione precedente dicendo che (K, I)
¢ di cricche se per ogni complesso simpliciale astratto (E,I) con gli stessi vertici e tale che
EMW = KM si ha E C K; dunque i complessi di cricche sono elementi massimali nelle classi
di CSA con 1-scheletro fissato.

Proponiamo alcuni esempi per chiarire meglio il concetto.

Esempio 6.20. Notiamo che il complesso simpliciale astratto descritto dalla figura nell’E-
sempio 6.10 non & un complesso di cricche. Questo perché si ha:

{2,3},{2,4},{3,4} e K ma {2,3,4} ¢ K .

Aggiungendo {2, 3,4} a K otteniamo ancora un complesso simpliciale astratto

4

che, applicando la definizione, si verifica essere un complesso di cricche.
Proposizione 6.21. La restrizione all’l-scheletro
K~ KW

induce una bigezione tra le classi di isomorfismo di complessi di cricche e le classi di
isomorfismo di grafi semplici.

Dimostrazione. Abbiamo visto che un complesso di cricche & univocamente determinato
dal suo 1-scheletro e questo prova che K +— KM ¢ iniettiva sulle classi di isomorfismo.
Viceversa, dato un grafo semplice (F = EM 1 ) possiamo definire un complesso di cricche
(K, I) ponendo

K = {{xo,...,2,} € A" | {x;,2,;} € F per ogni i, j}.
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Esercizi:

Esercizio 16. Denotiamo con b(K) la suddivisione baricentrica del complesso simpliciale
astratto K. Provare che:
(1) b(A%) = A?
(2) b(A™) & di tipo cono per ogni n > 0;
(3) se L & un sottocomplesso di K, allora b(L) & un sottocomplesso di b(K);
(4) se L, M sono sottocomplessi di K, allora b(L N M) = b(L) Nb(M) e b(LU M) =
b(L) Ub(M).

Esercizio 17. Sia I C R? I'insieme dei vertici di un esagono regolare di lato 1. Determinare
il complesso di Vietoris-Rips (Vz, I).

Esercizio 18. Dato un I C R"™ provare che Alpha(r) C DyNC(r) e mostrare con un esempio
che in generale Alpha(r) # Dy N C(r).

Esercizio 19. Sia I C R" un chiuso non vuoto. Provare che le regioni di Voronoi Vi, s € I,
ricoprono R”, ossia R"” = U Vs.

7. REALIZZAZIONI GEOMETRICHE

In questa sezione studieremo esistenza ed unicita topologica delle realizzazioni geometriche
dei complessi simpliciali astratti finiti. Per maggiori dettagli e per il caso dei complessi
simpliciali infiniti rimandiamo a [17, Sezione 3.1].

Usando le stesse notazioni dell’Esempio 6.10, per ogni sottoinsieme finito s C R™ indi-
chiamo con (s) C R™ il suo inviluppo convesso

<®>:@, ({xo,...,a:p}>:{2tim,;€R"\QZO,Ztizl}, p=>0,
e con {(s)) C R™ is suo inviluppo affine
(@) =0, ({eo..mph)) = {Ptai R [t € R, 3 ti=1}, p=0.

Infine, denotiamo con A C R il simplesso topologico standard di dimensione n, definito
come 'inviluppo convesso della base canonica, o equivalentemente come

AL = {(to,...,tn) eR™ | t; >0, Ztizl} .

Lemma 7.1. Sia {zo,...,2,} C R™ un sottoinsieme di p+ 1 punti distinti con la proprieta
che (s) N (t) =0 per ogni s,t C {xo,...,x,} tali che sNt =10. Allora:
(1) ¢ p vettori x1 — xo,..., Ty — o sono linearmente indipendenti;

(2) Uapplicazione

p
FrOR = (o, ap)), fltor . otn) = Dt
=0

€ un omeomorfismo.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che siano linearmente dipendenti, ossia
P
Z a;(z; —xo) =0, a; € R non tutti nulli.
i=1

a meno di moltiplicare gli scalari a; per —1 possiamo supporre > - _ja; > 0 ed a meno di
permutare x1,...,T, possiamo supporre a; > 0 e che esista 1 < r < p tale che:

(1) a; >0se 1 <i<r,
(2) a; <0ser+1<i<np.
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Ponendo b; = —a; si ha quindi
r P P
ZaiZ Z bi, Zaz x; — xo) Z bi(z; — x0),
i=1 i=r+1 i=r+1

ed a meno di dividere per Y ;_, a; > 0 possiamo supporre

0< Z b; <Za2—1

1=r+1
Ma allora, sommando z ad entrambi i membri di Y _._, a;(x; — x9) = f:TH bi(x; — x0) si
ha
s s
Y :$0+Zaz‘(fﬂi —1rg) = Zaixi €(ry..., 2,
i=1 i=1
S
=9C0+Zbi( x; — o) (1— Zb>$o+szz xo,xrﬂ...,xp),

i=r+1 1=r+1 1=r+1

in contraddizione con il fatto che (z1...,2,) N (@0, Trt1 ..., xp) = 0.

L’applicazione f & surgettiva per definizione di inviluppo convesso. Possiamo scrivere

ftoy .- tn Zt$1—$0+zt i — T0),

e dato che i vettori x; —xg sono hnearmente 1nd1pendent1 ne segue che f ¢ anche iniettiva. Dal
punto di vista topologico, lo spazio AF ¢ compatto di Hausdorff in quanto sottoinsieme chiuso
dell’ipercubo [0,1]P!; dunque f & continua e bigettiva da un compatto in un Hausdorff e
quindi un omeomorfismo. O

Proposizione 7.2. Sia (K,I) un complesso simpliciale astratto con I C R™ e tale che
(s) N (t) =0 per ogni s,t € K tali che sNt = 0. Allora (s) N (t) = (sNt) per ogni s,t € K.

Dimostrazione. L'inclusione (s) N (t) D (s Nt) & vera per ovvi motivi. Dimostriamo per
induzione su n = dim(s Nt) che vale I'inclusione opposta

(7.1) (s)yN(ty C (sNt).
Per n = —1, ossia se sNt¢ = (), la (7.1) & vera per ipotesi. Supponiamo quindi n > 0,
s={s0,...,sptet={to,...,tq} cons; # sj et; #t; per ognii # j; a meno di permutazioni

possiamo inoltre supporre so = to.
Sia dunque y € (s) N (). Si ha

y:iaisi:ibjtj, Ogaiabjglazaizzbj:]"
i=0 =0

Supponiamo per fissare le idee che ag < by (altrimenti sara sufficiente scambiare s con t). Se
ap =1 allora y = sg € (sNt). Se invece ag < 1, ponendo r = {s1,...,,} si ha

1—a 1-— Qg
i=1
D’altra parte, siccome ty = sg
by —
_ 9% — o € (t).
1-— ap
Per l'ipotesi induttiva z € (r Nt) e quindi y = apso + (1 — ag)z € (s N t). O

Definizione 7.3. Siano K = (K,I) un complesso simpliciale astratto finito e f: I — R™
un’applicazione tale che (f(s)) N {f(t)) = 0 per ogni coppia di sottoinsiemi disgiunti s,t C I.
Definiamo la realizzazione geometrica di K tramite f come

FU) = (F(s)) CR™,

sEK
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dotato della topologia di sottospazio. Se f € il morfismo di inclusione di un sottoinsieme
I C R™ scriveremo semplicemente | K| in luogo di | f(K)| (vedi Esempio 6.10).

Osserviamo che ogni f: I — R"™ come nella Definizione 7.3 € necessariamente iniettiva: se
u,v € I sono due vertici distinti, allora {u} N {v} = 0 e quindi f(u) # f(v). Ne segue che
(K, I) & isomorfo come complesso simpliciale astratto a (f(K), f(I)), dove f(K) = {f(s) |
s € K}. Inoltre, per il Lemma 7.1 per ogni simplesso {zo, ...,z,} € K di dimensione p > 0,
i vettori x; — xg, ¢ = 1,...,p sono linearmente indipendenti, quindi n > p da cui segue
n > dim K, mentre par la Proposizione 7.2 (f(s)) N {f(t)) = (f(s) N f(t)) per ogni s,t € K.

Teorema 7.4. Ogni complesso simpliciale astratto finito possiede realizzazioni geometriche,
tra loro tutte topologicamente equivalenti.

Dimostrazione. Sia (K, I) un complesso simpliciale astratto e sia V' lo spazio vettoriale reale
generato da I: ogni elemento di V' & una combinazione lineare del tipo > a;z;, con a; € R e
x; € I. Dato che gli elementi di I sono una base di V per ogni s,t € K tali che sNt = () si
ha (s) N (t) = 0 e questo ci consente di definire la realizzazione geometrica canonica

Klean = | J(s) CV
seK

Sia adesso |f(K)| una realizzazione geometrica indotta da f: I — R™. Siccome I & una base
di V, l’applicazione f si estende in modo unico ad un’applicazione lineare

V — R", Zaixi — Zaif(xl)

che per costruzione si restringe ad un’applicazione continua e surgettiva F': |K|can — | f(K)]-
Siccome |K |can € compatto (unione finita di compatti) e | f(K)| &€ compatto, basta dimostrare
che F' ¢ anche iniettiva. Ma questo segue facilmente dal Lemma 7.1 e dalla Proposizione 7.2:
i dettagli sono lasciati per esercizio. O

Non e difficile dimostrare che ogni complesso simpliciale astratto finito di dimensione k
possiede una realizzazione geometrica in R?**1. Per triangolazione di uno spazio topologico
X si intende una coppia (K, f) con K complesso simpliciale astratto e f: |[K| — X un
omeomorfismo.

Data una realizzazione geometrica di un complesso simpliciale astratto (K, I) indotta da
una inclusione I C R™ possiamo associare in maniera canonica una realizzazione geometrica
della suddivisione baricentrica (b(K), K) indotta dall’inclusione

f: K —-R", f{zo,. . 2p}) = erlel.

Per future applicazioni e utile avere una stima dall’alto del diametro dei simplessi della
realizzazione geometrica di b(K). Due simplessi a,b € K appartengono ad un simplesso di
b(K) se e solo se uno & contenuto nell’altro. Diciamo

a={xg,...,zp} Cb={xo,..., 24}, ;eI CR”, p<gq.

Vale allora la disuguaglianza

I£(@ = FO < =5 mas flo, =]
Infatti, possiamo scrivere
Pz CI L T —
a) — ) — (. i [ 7
fle) = 50) Z:Oerl Zqﬂ ZZ(}?+1)(61+1)
= 7=0 1=0 j=0
P q
DO D
1 1
= D+ 1)
L’ultima sommatoria ha esattamente (p+ 1)q addendi e se M denota il massimo delle norme
|lz; — ;|| al variare dii =0,...,pe j=0,...,q, per la disuguaglianza triangolare si ha
(p+1)g q
1f(a) = fB)] < M = M.

(p+1g+1) q+1
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8. OMOLOGIA DEI COMPLESSI SIMPLICIALI ASTRATTI

Definizione 8.1. Siano (K, I) un complesso simpliciale astratto e p > 0 un intero. Un p-
simplesso orientato di K & un’applicazione di insiemi z: {0,1,...,p} — I la cui immagine
appartiene a K. Denoteremo K, 'insieme dei p-simplessi orientati di K.

Dato che ogni applicazione z: {0,1,...,p} — I la possiamo rappresentare mediante una
(p + 1)-upla (xq,...,zp) di elementi di I (dove z; ¢ 'immagine di ¢ tramite x), possiamo
scrivere

K, ={(z0,...,7p) € IP™ | {z0,...,7,} € K}.

Osserviamo che, poiché sono ammesse ripetizioni, K, ¢ non vuoto per ogni p, anche nel
caso in cui K ¢ un complesso finito. Ad esempio, per ogni a € I si ha (a,...,a) € K, per
ogni p.

Se f:{0,...,¢} — {0,...,p} & una qualunque applicazione, dato z € K, possiamo
considerare la sua composizione con f ed ottenere un nuovo simplesso orientato f*z € Kg:

ffe=x0f:{0,1,...,q} = I.
Poiché 'immagine di f*z € contenuta nell’immagine di x, si ha che I'immagine di f*z & un
elemento di K. Equivalentemente possiamo definire f* come
f*(l'o, e ,xp) = (l‘f(o), N ,l‘f(q)) .
Ad esempio, se consideriamo le applicazioni
. . J se j <1,
52{077])71}4){07317}5 OS’LSPa 51(]): . . .
j+1 sej>i
allora

07 (@0, -y Tp) = (Toy -, Tiy oo s Tp) = (T0y -+, Tim1, Tik 1y - - -y Tp)-

Date due applicazioni {0,...,r} EN {0,...,q} ER {0,...,p}, per lassociativita del pro-
dotto di composizione si ha

g1 =97 Kp = K.

Definizione 8.2. Dato un complesso simpliciale astratto K ed un intero p, definiamo il
gruppo C,(K) delle p-catene in K come il gruppo abeliano libero generato da K,. In
altri termini, una p-catena in K & una combinazione lineare finita di p-simplessi orientati a
coefficienti interi:

Cp(K) = {Z a; S;

finita

Sierv aiGZ}.

Consideriamo adesso, per ogni p > 0, 'omomorfismo di gruppi d,: C,(K) — Cp_1(K)

definito sui generatori del gruppo libero dalla formula dpz = Y7 (—1)07z, ossia
p .
dp(z0, .- xp) = D (1) (Z0,- -, Fry o p)s (B0, 2p) € K.
i=0
In particolare, per p =1, 2:
di(wo, 1) = 21 — Zo, da(wo, 71, 22) = (T1,72) — (20, 22) + (T0,71) -

Lemma 8.3. Nelle notazioni precedenti si ha d,_1d, = 0 per ogni p e quindi

C(K)i= = Cy(K) 2 O5(K) L5 Co(K) 25 C1(K) L5 Co(K) — 0

¢ un complesso di catene.
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Dimostrazione. Non & restrittivo dimostrare d,_1d, = 0 per p > 2 e basta mostrare che per

ogni generatore (zo,...,z,) € K, vale d,_1dp(xo,...,2,) = 0. Qui bisogna fare un conto:
P . P .
dp_1dp(z0, ... 2p) = dp1 Y _(=1) (@0, ... Thyo oy mp) = 3 (=1)'dpr(@o, ... T,y 2p)
i=0 1=0
P i—1 P
=y (-1 (1o Bye s By )+ Y (T )
i=0 §=0 j=i+1

=D (D) E L E ) Y (DTN E, ).

J<i j>i
Scambiando ¢ con j nella seconda sommatoria ci accorgiamo che tutti gli addendi si cancellano
con quelli della prima sommatoria e quindi il totale ha somma nulla. O

Possiamo quindi definire ’'omologia del complesso simpliciale astratto K come ’omologia
del complesso di catene C'(K):

H,(K):=H,(C(K)).

Esempio 8.4. Il complesso vuoto ha omologia banale. Infatti K = () implica K, = () per
ogni p e quindi Cp(K) = 0 per ogni p.

Ai fini del calcolo dell’omologia ¢ utile introdurre un altro complesso di catene, detto
aumentato. A tal fine si considera "'omomorfismo dy: Co(K) — Z che vale 1 su ciascun
generatore z € Kg. In altri termini

do(z a; (.131)) = Zai, a; € Z, (Z‘l) € Ky.

Dato che per ogni (xg,21) € K si ha dody(xo,21) = do(x1 — 29) = 1 — 1 = 0, ha senso
definire il complesso di catene aumentato

CK) = = Ci(K) % C5(K) L Co(K) & C(K) 25 Cy(K) 27— 0,
in cui Z é posizionato in grado —1. Si definisce poi 'omologia aumentata del complesso

simpliciale K come
H,(K):=H,(C(K)).

Lemma 8.5. Per ogni complesso simpliciale astratto non vuoto K si ha H,(K) = H,(K)
per ognin > 0 ed esiste un isomorfismo (non canonico) di gruppi Ho(K) = Ho(K) @ Z.
Dimostrazione. L’ipotesi che K sia non vuoto implica che dg & surgettivo e quindi H_; (K) =
0. Siccome C(K) coincide con C(K) in tutti i gradi > 0 si ha H,(K) = H,(K) per ogni
n > 1 in quanto lo n-esimo gruppo di omologia di un complesso C dipende solo dal segmento
On+1 — Cp — Cp_1.

Dalla condizione dod; = 0 segue che il morfismo dj si fattorizza ad un omomorfismo
surgettivo 8: Ho(K) = Co(K)/Bo(K) — Z il cui nucleo & ker(dy)/Bo(K) = Ho(K): in altri
termini, si ha una successione esatta corta

0— Ho(K) % Ho(K) 5 Z 0.
Se x € Ho(K) ¢ tale che (x) =1 si verifica facilmente che I’'omomorfismo
Ho(K)&Z — Ho(K),  (y,a) — a(y) + az,

¢ un isomorfismo. Diverse scelte di x portano a diversi isomorfismi, il che mostra che
l'isomorfismo Hy(K) = Ho(K) @ Z esiste ma non & canonico. O

Teorema 8.6. Il complesso di catene aumentato di un complesso simpliciale astratto K di
tipo cono ¢ contraibile. Di consequenza Ho(K) =7 ¢ H,(K) =0 per ogni n > 0.
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Dimostrazione. Per ipotesi esiste un vertice v di K tale che per ogni s € K si ha sU{v} € K
e quindi per ogni (zg,...,zp) € K, si ha (v,z0,...,2p) € Kpt1. Consideriamo quindi gli
omomorfismi di gruppi

h_1:Z — Cy(K), hp: Cp(K) = Cpy1(K),
ponendo
h_1(1) = (v), hp(zo, ..., xp) = (v,20,...,2p),
e dimostriamo che la famiglia h = {h,,} & una contrazione, ossia che dh+ hd = Id. La verifica
che doh_; = Idz ¢ immediata, mentre se (x) ¢ uno 0-simplesso si ha
diho(x) + h_1dp(x) = di(v,2) + ho1 () = (x—v)+v==2x.

Consideriamo quindi un intero positivo p > 0 ed un simplesso orientato (zo,...,z,) € K.
Allora

(dh + hd)(xo, ..., zp) = d(v,x0,...,zp) + h (Z(l)i(xo, cey Ty ,zp)>

O

Esempio 8.7. Per ogni insieme non vuoto I si ha Ho(A!) = Z e H,(A!) = 0 per ogni
n # 0. Questo si applica in particolare al caso A, ossia al caso in cui esiste un solo vertice.

I complessi di catene, e quindi anche i gruppi di omologia, si comportano bene (gli esperti
direbbero in modo funtoriale) rispetto ai morfismi di complessi simpliciali astratti.

Sia f: (K,I) — (H,J) un morfismo di complessi simpliciali astratti. Allora per ogni
simplesso orientato (zo,...,x,) € K, si ha (f(zo),..., f(xp)) € Hp. E dunque definito un
morfismo di complessi di catene

f:C(K)— C(H)

definito sui generatori dalla formula

flzo, ..y xp) = (f(z0)s-- -, f2p)), (xoy...,2p) € Kp, p>0.

Che si tratti di un morfismo di complessi & quasi ovvio in quanto

fd(zo,...,x)) = f (Z(ni(:po, Ty ,xp)> =3 (=1 (f(@0)s - Tir- -, F(@p))
=0 =0

—

= (D (f@0)s - f(@i), - flwp) = df (x0, -, ).
1=0

Abbiamo quindi che f definisce dei morfismi in omologia f: H,,(K) — H,(H). Appare inoltre
evidente che tale costruzione commuta con i prodotti di composizione: dati due morfismi di
complessi simpliciali astratti (K, I) ER (H,J) % (8,T), il morfismo indotto gf: H,(K) —
H,,(S) ¢ uguale alla composizione di f: Hy,(K) — Hn(H) e g: Hy(H) = Hyp(S).

Le stesse considerazioni valgono anche per i gruppi di omologia aumentata H,,.

Corollario 8.8. Sia K wun complesso simpliciale astratto di tipo cono e sia L C K un
sottocomplesso di tipo cono. Allora il morfismo di inclusione L — K induce un isomorfismo
in omologia.
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Dimostrazione. Siccome H,(K) = H,(L) = 0 per ogni n # 0 basta verificare che Hyo(L) —
Hy(K) & un isomorfismo. A tale fine basta osservare che i morfismi di aggiunzione dg: Co(L) —
Z e do: Co(K) — Z si fattorizzano a due isomorfismi Hy(L) ~ Z, Ho(K) ~ Z e che
do: Co(L) — Z coincide con la restrizione di dy: Co(K) — Z a Co(L). O

Esercizi:

Esercizio 20. Siano K un complesso simpliciale astratto e b(K) la sua suddivisione bari-

centrica. Per ogni p-simplesso orientato x = (zo,...,2,) € K, ed ogni permutazione o di
{0,...,p} definiamo il p-simplesso orientato o(z) € b(K), come
o(2) = ({Zo(0)s -+ o }s {Zo)s -1 Tom }s -+ {Top-1): T > {To(m)})-

Dimostrare che esiste un morfismo di complessi di catene f: C(K) — C(b(K)) tale che

f(z) = Z(—l)"o(:lc)7 perognip >0, z € K,,

g

dove la sommatoria ¢ fatta su tutte le permutazioni di {0,...,p} e (—1) indica ls segna-
tura. (Suggerimento: dimostrare che la composizione di f con gli omomorfismi Cp(b(K)) —
Cp—1(b(K)) indotti dalle applicazioni

61: b(K)p — b(K)p_h ai(Io,... ,.Z‘p) = (JC(),...,fi,...,:lZp),

si annulla per ogni ¢ > 0.)

9. LA SUCCESSIONE ESATTA DI MAYER-VIETORIS

Dati due complessi di catene C, D possiamo considerare il complesso somma diretta

CoD= - —CyeD, VW,

Segue immediatamente dalla definizione del differenziale in C'® D che per ogni n si ha
Z,(C® D) =27,(C)® Z,(D), B,(C® D) = B,(C) ® Bn(D),

e quindi H,(C @ D) = H,(C) ® H,(D).
Ad un quadrato commutativo di morfismi di complessi di catene

On—l@Dn—lﬁ"' .

C—>D
bk
E—>F
possiamo associare un diagramma in serie
f . .
(9.1) 02CSDOESF =0,  f(o)=(i(2),j(@), g(y,2)=py) —a2),
con la proprieta che gf = 0.

Lemma 9.1. Nelle notazioni precedenti, se (9.1) é una successione esatta corta di complessi
di catene, allora esiste una successione esatta lunga di omologia

S Hy(O) L Hy(D) @ Hy(E) % Hy(F) — Hy_ i (C) — -+

Inoltre, se j e un quasi-isomorfismo, allora anche p € un quasi-isomorfismo. Se i € un
quasi-isomorfismo, allora q € un quasi-isomorfismo

Dimostrazione. La prima parte ¢ conseguenza immediata dalla successione esatta lunga di
omologia e dagli isomorfismi naturali H,,(D & E) = H, (D) & H,(E).

Supponiamo adesso che j: H,(C) — H,(F) sia bigettiva per ogni n, a maggior ragione
H,(C) F=(.4)
omologia segue che H, (D) ® H,(F) N H,(F) & surgettiva per ogni n. D’altra parte per
ogni (y,z) € Hy(D) ® H,(F) si ha

ply —ij " (2)) = p(y) — pij " (2) = ply) — aji~ ' (z) = p(y) — q(2) = g(y, 2)

H,(D)® H,(E) ¢ iniettiva per ogni n e dalla successione esatta lunga di
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e questo prova che p: Hy(D) — H,(F) ¢ surgettiva. Se y € H,(D) e p(y) = 0, allora
(y,0) € ker(g) = f(H,(C)) ed esiste x € H,(C) tale che i(z) =y, j(x) = 0. Ma j & iniettiva,
quindi z = 0 ed a maggior ragione y = 0.

Abbiamo quindi provato che se j € un quasi-isomorfismo allora anche p ¢ un quasi-
isomorfismo. Per ovvii motivi di simmetria, vale anche che se i ¢ un quasi-isomorfismo allora
anche ¢ € un quasi-isomorfismo.

|

Consideriamo adesso un insieme I e due sottocomplessi simpliciali astratti K, L C AT i
cui rispettivi insiemi di vertici possono essere strettamente contenuti in . Abbiamo visto che
le loro unione K U L ed intersezione K N L sono ancora sottocomplessi simpliciali astratti.

Teorema 9.2 (Mayer-Vietoris). Nella notazioni precedenti esiste una successione esatta
lunga di omologia

-— H,(KNL) - H,(K)®H,(L) - H,(KUL) - H,_1(KNL) = --- — Ho(KUL) — 0.

Se Uinclusione K N L C L induce un isomomorfismo in omologia, allora anche 'inclusione
K C K UL induce un isomorfismo in omologia.

Dimostrazione. Per un simplesso ordinato (zo, ..., ;) le seguenti condizioni sono equivalen-
ti:
(1) (zo,...,xp) € (KUL)p;
(2) {zo,...,2p} €e KUL;
(3) {zo,...,2p} € K oppure {xg,...,zp} € L;
4) (zo,...,xp) € K, oppure (zg,...,%p) € Ly;
e quindi (K UL), = K, U L,. Similmente (K N L), = K, N L,. Da cid segue che esiste una
successione esatta corta di complessi di catene

(9.2) 0= C(KNL) L c(K)s L)% C(KUL) — 0,
dove morfismi f e g sono definiti sui simplessi orientati come
f(zo, . zp) = (o, ..., 2p), (To, - .., Zp)),
9(zo,- -, 2p), Yo -+ Yp)) = (To, -+, 2p) — (Yo, - -, Yp) -
Basta adesso applicare il Lemma 9.1. O

Corollario 9.3. Nelle ipotesi del Teorema 9.2, se KNL =0, allora H,(KUL) = H,(K)®
H,(L).

Dimostrazione. H,()) = 0 per ogni n. O

Esempio 9.4. Se il complesso simpliciale astratto K & formato da n vertici senza alcun
simplesso di dimensione positiva, allora Ho(K) = Z" ¢ H,(K) = 0 per ogni p # 0.

10. POTATURE E BARICENTRI AGGIUNTI

Come prima applicazione della successione esatta di Mayer-Vietoris mostriamo che le
operazioni di potatura di un complesso simpliciale astratto non cambiano I'omologia.

Siano M un complesso simpliciale astratto ed s = (2o, ...,zp) € M, un simplesso orien-
tato non degenere di dimensione positiva (ossia x; # x; per ogni i # j e p > 0). Si assuma
che {zg,...,x,} sia un simplesso massimale (ossia non contenuto in alcun simplesso di di-
mensione maggiore) e che {xo, ..., z,} sia I'unico simplesso di M che contiene strettamente
{.1317. .. ,J,‘p}.

Sia K C P ottenuto togliendo i due simplessi {xo,...,zp} e {x1,...,2p,}; € chiaro per
costruzione che K & un sottocomplesso simpliciale, che viene detto una potatura di s da P.
Piu in generale, parleremo di potatura (di una successione di simplessi orientati) per intedere
una successione finita di operazioni come sopra, vedi Figura 7.

Consideriamo adesso il sottocomplesso L = Al#o-2p} allora P = K UL ed i due
sottocomplessi L, K N L sono entrambi coni di vertice xg.
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Per il Corollario 8.8 I'inclusione K N L C L induce un isomorfismo in omologia, e per il
teorema di Mayer-Vietoris anche I'inclusione K C P induce un isomorfismo in omologia.

4 : 4 4
: 4
3 3 3 ,
2 2 2 ; 3
0 0 0
. 2
1 1 1

FIGURA 7. La potatura dei simplessi orientati (4,5), (2,1,0), (2,1) e (2,0).

Per transitivita hanno la stessa omologia pure due complessi simpliciali astratti che si
ottengono come potature (di simplessi distinti) di un medesimo complesso simpliciale astratto
(vedi Figura 8).

3 2 3 2 3 2 3 2
— — —
0 1 0 1 0 1 0
FicurA 8. I bordi del quadrato e del triangolo si ottengono per potature
da un medesimo complesso simpliciale astratto (il secondo da sinistra).

Possiamo formalizzare la procedura di Figura 8 nel modo seguente. Siano (K, ) un com-
plesso simpliciale astratto {zo,...,z,} € K un simplesso massimale di dimensione p, v & I
e definiamo un nuovo complesso simpliciale

P =K UAweom} o AU}

E chiaro che K NA{v@o—2p} = Afzo.70} 6 quindi, per Mayer-Vietoris si ha che 'inclusione
K C P & un isomorfismo in omologia. A questo punto possiamo eseguire su P la potatura
del simplesso orientato (v, zg, ..., ;) ed ottenere un nuovo complesso simpliciale L che ha
la stessa omologia di K.

Diremo che per passare da K ad L abbiamo aggiunto il baricentro al simplesso mas-
simale {zo,...,x,}. In pratica, abbiamo prima eliminato da K il simplesso {zg,...,2p} €
poi abbiamo aggiunto tutti i 2Pt — 1 simplessi del tipo {v,2,...,2;,},con 0 < g<pe
0<ip <---<iqg <p (Figura 9).

5 5

FIGURA 9. Aggiunta del baricentro al simplesso massimale {0, 1,2}.
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Esempio 10.1. Il grafo semplice

2

si puo ricondurre per potatura al solo vertice 0 e pertanto ha la stessa omologia del punto.
Un grafo riconducibile per potature ad un punto si dice un albero.

Definizione 10.2. Un complesso simpliciale astratto si dice connesso se non ¢ unione di
due sottocomplessi simpliciali non vuoti e disgiunti.

Lemma 10.3. Un complesso simpliciale astratto K é connesso se e solo se ogni coppia di
vertici v,w € collegata da una successione finita di 1-simplessi

{v,ur}, {ur,us}, ..., {un,w}e K.
In particolare K ¢ connesso se e solo se K(Y) ¢ connesso.

Dimostrazione. Se K = () non ¢’¢ nulla da dimostrare. Se K ¢ sconnesso ¢ K = L U P con
L, P complessi simpliciali astratti non vuoti e disgiunti, allora {I,p} & K per ogni [ € LO),
p € PO): se per assurdo fosse {l,p} € K e, tanto per fissare le idee {l,p} € L, allorap € L
che ¢ assurdo. In particolare nessun vertice di L ¢ collegato ad un vertice di p.

Viceversa, sia (K, I) connesso e non vuoto, fissiamo un vertice v € I e scriviamo I =
JU(I—J) dove J & I'insieme dei vertici connessi a v mediante un numero finito di 1-simplessi;
vogliamo dimostrare che J = (. Se fosse J # () allora

L:=A'NK#0, P=A""nK+#0, LnP=40.

Se esistesse un simplesso {xo,...,zp} € K — (L U P) allora esistono j, h tali che z; € J,
xzp € I —J e quindi z;, 2, sono collegati da un 1-simplesso. Siccome x; ¢ collegato a v
mediante un numero finito di 1-simplessi, lo stesso vale anche per xj,. O

Teorema 10.4. Se (K,I) ¢ un complesso simpliciale astratto connesso e non vuoto. Allora
Hy(K)=12.

Dimostrazione. Abbiamo gia dimostrato che Hy(A!) = Z, basta quindi dimostrare che 'in-
clusione K C A’ induce un isomorfismo Hy(K) = Hy(A'). Siccome Cy(K) = Co(AT) = 7D
basta dimostrare che i due differenziali

d: C1(K) = Co(K),  d: C1(AT) = Co(AD),
hanno la stessa immagine. Siccome C1(K) C C1(Af) & chiaro che d(C;(K)) C d(Cy(AT)).
Siccome d(Cy(AT)) @ il sottogruppo generato dagli elementi d(v,w) = (w) — (v), v,w € I,
basta considerare una catena finita di 1-simplessi

{v,ur}, {ur,us}, ..., {us,w} € K,

e scrivere

d(v,w) = d(v,u1) + d(ur,u2) + - - + d(un, w) € d(C1(K)).

Esercizi:

Esercizio 21. Sia K un sottocomplesso proprio di A™. Provare che se K & un complesso di
cricche, allora K contiene al piu due simplessi di dimensione n — 1.



ISTITUZIONI DI GEOMETRIA SUPERIORE 2019-20 37

11. IL SOTTOCOMPLESSO DELLE CATENE ORDINATE

Se vogliamo calcolare esplicitamente i gruppi di omologia di un complesso simpliciale
astratto ci troviamo di fronte alla difficolta di lavorare con insiemi di simplessi orientati
K, molto grandi e mai vuoti anche per p molto maggiore della dimensione del complesso
simpliciale. Ad esempio, nel caso del triangolo vuoto

2

]

0

si ha che K, contiene esattamente 3(2P*!1 — 1) elementi (esercizio: dimostrare).

Per ovviare a tale inconveniente si possono considerare i sottocomplessi di catene ordinate.
Sia (K, I) un complesso simpliciale astratto e dotiamo I di una relazione di ordine totale
<. Ricordiamo che per ordine totale si intende una relazione di ordine < con la proprieta che
per ogni x,y si ha x < y oppure y < x. Le possibili relazioni di ordine totale su un insieme
sono tante, almeno quanto le permutazioni, e per i nostri scopi ne va bene una qualunque.

A questo punto, per ogni intero p > 0 possiamo considerare il sottoinsieme dei p-simplessi
ordinati

Ky ={(z0,...,mp) € Kp | mo < a1 < -+ <1}
Osserviamo con immenso piacere che se K ha dimensione n, allora K p< = () per ogni p > n, e
comunque che Kp< ¢ notevolmente pilt piccolo di K: ad esempio, per il complesso simpliciale

+1
Un’altra osservazione che ci riempie di gioia ¢ che se (zg,...,zp) € Kp< allora per ogni
indice 7 si ha (zo,..., T, ..., 2p) € K ;.
Indichiamo con Cy(K, <) C C,(K) il gruppo abeliano libero generato da K. Al variare
di p questi gruppi definiscono un sottocomplesso di catene C'(K, <) C C(K) in quanto chiuso
per il differenziale

- . . . n+1
astratto A", I'insieme K, contiene (n + 1)P*" elementi, mentre K ne contiene ( )
p

p

(o, ... xp) = 3 (=1 (@, .. Tir. .y 1)
i=0
Vogliamo dimostrare il seguente risultato

Teorema 11.1. Nelle notazioni precedenti Uinclusione di complessi di catene C(K,<) C
C(K) induce isomorfismi in omologia:
HH(C(Ka <)) = Hn(C(K)) = Hn(K)a per ogni n .

La dimostrazione & abbastanza lunga e laboriosa e per chiarezza espositiva viene spezzata
in una serie di lemmi. L’idea & la seguente: si introduce una successione di sottocomplessi

C(K,<)cc’ccC'c---CcC(K)
tali che:
(1) le inclusioni C(K, <) c C° e C* ¢ C**! inducono isomorfismi in omologia;
(2) H,(C*) = H,(C(K)) per ogni k > n.
Per ogni coppia di interi non negativi p, k > 0 consideriamo il seguente insieme di simplessi
ordinati:
K;f ={(z0,...,xp) € Kp |0 <1 < < Tp_yi}.
Osserviamo che:
(1) lef = K, per ogni k > p;
(2) ng{(xo,...,xp) €Kplag <z <---<ap}
(3) se (zg,...,zp) € KZ’f, allora (zo,..., T, ...,xp) € K}’;_l per ogni ¢ =0,...,p.
Definiamo quindi C* come il sottocomplesso di C(K) tale che C}’; C Cp(K) &il sottogruppo
generato da K]’;. Siccome ij = C,(K) per ogni k > p si ha che l'inclusione C* C C(K)
induce un isomorfismo H,(C*) = H,(C(K)) per ogni k > p.
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Lemma 11.2. L'inclusione i: C(K,<) — C° ¢ un’equivalenza omotopica e quindi un
isomorfismo in omologia.

Dimostrazione. Consideriamo la proiezione 7: C° — C(K, <) definita per estensione lineare

delle applicazioni 7: K — K definite come:
(xo,...,xp) se (wo,...,7p) € K,
0 se (zo,...,2p) € K — K.

m(zo,...,Tp) :{

E chiaro per definizione che mi = Id e vogliamo dimostrare che esiste un’omotopia h: C° —
C°[1] tale che dh + hd = Id —in. Dato (zo,...,z,) € K definiamo h(zo,...,z,) = 0; se

invece (zo,...,zp) € KS — Ky e 0 <k < peil pin piccolo indice tale che zp = 41
definiamo

h(zo,...,zp) = (=1)*(20, . . . Th1, Ty Thy T 1, - - - ,Zp) .
Si noti che (xo, ... 2x—1, Tk, Tk, Tht1, - - - , Tp) contiene, nelle posizioni k, k+1, k+2 tre vertici

consecutivi uguali. Se proviamo che

0 se (zg,...,x,) € K=,
(dh + hd)(zq, . .., x,) = { (o b €Ky
(z0,...,2p)  se (zo,...,2p) € K) — Ky,

allora l'estensione lineare di h a tutto C° soddisfa la condizione dh + hd = Id —in.
Se (o, ..., 2p) € K, si ha banalmente che (dh+ hd)(zo, ..., rp) = 0. Esaminiamo quindi

il caso (zg,...,zp) € K, — Kp< e sia 0 < k < p il piu piccolo indice tale che z;, = xg41. Per
definizione
k
h(a?o, N ,.Z‘p) = (—1) (SL'(), oy Ty Ty o1+« -y l‘p),
da cui

k—1
dh(l‘o, ce ,xp) = (—1)k Z(—l)j(xm . ,fj, ooy T, Ty Ty Thot-15 - - - ,wp)

j=0
+ (=) (x0, ..., 2p) + (1) (2o, .., xp) + (=1)2F D (2, 2p)
P
+(71)16 Z (71)J+1(1'0,'"axkvmk7mk+laxk+27"',:i'\ja"'vmp)
j=k+2
k-1
= (—1)k (—1)7(330,...,a?j,...,xk,l,xk,xk,karl,...,xp)
j=0
+ (o, ..., xp)
p .
+(_1)k Z (_1)J+1(x07"'7$k7$k7xk+laxk+27'"7@""axp)'
Jj=k+2

Usando il fatto che x = 41 possiamo scrivere

k—1 p
(o, .. ) = Y (1) (@0, Dy )+ Y (=1 (20,0, &y )
j=0 j=k+2
k—1
hd(zo, ... xp) =(=1)F Y (1) (@0, - Fjy oy Tkt Tk Ty Thg 1 - - - 5 )
j=0
p .
+(—1)k Z (—1)J(9507...,xk,kakﬂ,...,@7...,331,).
j=k+2

e sommando otteniamo

(dh + hd)(zo,. .., xp) = (T0,...,Tp) -
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Lemma 11.3. Per ogni k > 0 fissato Uinclusione di complessi di catene C*  C*+1 ¢ un
quasi-isomorfismo.

Dimostrazione. Consideriamo 'omotopia h: CkTt — C**+1[1] definita sui generatoti, ossia
sui simplessi (zo,...,zp) € K;f“ conxg < --- < Tp_g_1, COME
h(zo,...,xp) =0 se k>p,
mentre se k < p poniamo
h($07 B xp) = (_l)J(:EO? sy Lj—1, Tp—ky Ljy - - - 71'17)
dove 0 < j < p — k e il piu piccolo indice tale che x,_; < z;. L’omotopia h risulta ben
definita in quanto
o < <1'j71 <xp7k <x] S e <mp7k)71

Si osserva che h(C"”‘) cck »+1 € quindi, per il Corollario 5.21 basta dimostrare che

(11.1) (dh + hd —1d)(Cy ") C CF
per ogni p.
Se k > p linclusione (11.1) & ovvia in quanto C’}’; = C;f"’l; supponiamo quindi k < p.
Fissiamo (xo,...,zp) € Kj’;“ (quindi &g < --- < xp_p_1) esia 0 < j < p—Fkeil pin
piccolo indice tale che x,_;, < x;. Si ha
h(zo,...,zp) = (—1)7 (20, .. . L1, Tp—ks Ty o vy Tp),
(0, vy Bt Ty Ty ooy Thyee s Tp) EK;; perogni h>p—k,
e quindi
dh(zo, ..., z,) = (=1)7d(z0, ... VL1, Ty Ly ey Tp)
j—1
JZ xo,...,a?l,...,xj,l,xp,k,xj,...,a:p)—|—(—1)23(x0,...,mp)
1=0
p—k—1
J Z l+1 .’L'O, sy i1, Tp—ky Ly - - - 7@7 sy Tp—k—1,Tp—ky- - - axp) +v,

l=j

per un opportuno elemento y € C’]’,f. Similmente:

j—1
d(.’)ﬁo,...,l'p):Z(—l)l(l‘o,...,@,...,Z’j,h...,xp)
=0
p—k—1
+ Z N, . c Ty By L1, Tp) + 2,
=y
con z € C;f_l, da cui
j—1
hd(xo, ... ap) = (=1)77" (=120, o, &ty Tt Ty Ty - Tp)
=0
p—k—1
+ (—-1)? (—1)l(x0,...,a:j,xp,k,xj,...,@,...7xp,k,1,...7xp)+h(z).

Sommando si ottiene
(dh + hd)(zo, ..., xp) = (To, ..., Tp) + Y+ h(2).
O

Adesso il Teorema 11.1 segue immediatamente dai due lemmi precedenti e dal fatto che
H,(C*) = H,(C(K)) per ogni k > p.

Corollario 11.4. Per un complesso simpliciale astratto K si ha H,(K) = 0 per ogni n >
dim K.
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Dimostrazione. Ordinando i vertici, per costruzione C,, (K, <) =0 per ogni n > dim K. O

Usando il complesso C(K, <) delle catene ordinate possiamo calcolare direttamente, se
necessario con ’aiuto del computer, ’'omologia di alcuni complessi simpliciali astratti.

Esempio 11.5. Il complesso delle catene ordinate del triangolo vuoto

V2

e

Vo

& Bic; Z(v;,v5) 4 ®:Z(v;), dove:
d(a(vo,v1) + b(vo, v2) + c(v1,v2)) = (—a — b)(vo) + (a — ¢)(v1) + (c+ b)(v2),
Per connessione Hy = Z, mentre
Hy, =ker(d) ={(a,b,c) |la=c=-b} ={(n,—n,n) | n€eZ} =7Z.

Aggiungendo baricentri a simplessi massimali si ottengono i grafi

2
1 2 1
I:I , Q 3 eccetera,
0 3 0 4

che pertanto hanno la stessa omologia del triangolo.
Il precedente esempio € un caso particolare della seguente proposizione.
Proposizione 11.6. Sia K = A™ — {0,1,...,n}, n > 2. Allora
Ho(K)=H,_1(K) =2, H;(K)=0 per ogni i # 0,n—1.
Dimostrazione. Il caso n = 2 e gia stato analizzato nell’Esempio 11.5; possiamo quindi
considerare il caso n > 2. Si osservi che Cp(K, <) = Cp(A”, <) per ogni p # n e Cp, (A", <
) = Z(0,1,...,n) = Z. Sia E il complesso di catene che vale E,, = C,,(A™", <) e E, =0

per ogni p # n, allora l'inclusione C(K, <) C C(A", <) si estende in maniera ovvia ad una
successione esatta corta di complessi

0—C(K,<)—»C(A", <) - E—=0
e la successione esatta lunga di omologia ci fornisce le successioni esatte
Hp+l(E) - HP(K> - Hp<An) - Hp(E)
e siccome Hy,11(E) = H,(E) = 0 per ogni p # n — 1,n si ha che H,(K) = H,(A"™) per ogni
p < n — 1. Si ha poi una successione esatta
0=H,(A") - H,(E)=2Z— H,_1(K) = H,_1(A") =0

da cui segue H,_1(K) = Z. Infine se p > n si ha C,(K,<) = 0 ed a maggior ragione
H,(K)=0. O

La caratteristica di Eulero-Poincaré di un complesso simpliciale astratto finito K si

definisce mediante la formula
dim K

X(K) = Y (=1)"k,
n=0
dove k, = |[K™ — K™=1| & il numero di simplessi in K di dimensione n.
Ad esempio, per il complesso simpliciale K = A™ per ognin =0,...,msihak, = (’::11)
e quindi

wamy =3 (MY s S (M) s -

n=0 =0
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La caratteristica di Eulero-Poincaré ¢ quindi una quantita di facile calcolo la cui impor-
tanza si deve al fatto che dipende solo dall’omologia di K. Per un complesso simpliciale
astratto finito K i gruppi C,(K) sono tutti finitamente generati e quindi pure tutti i gruppi
di omologia H,,(K) sono finitamente generati. I loro ranghi vengono detti numeri di Betti
e sono denotati b, (K) = rank H, (K).

Teorema 11.7 (di Eulero-Poincaré). Dato un complesso simpliciale astratto finito K si ha

dim K dim K
X(E) =" (=1)"bp(K) = > (~1)"rank H,(K).
n=0 n=0

Dimostrazione. Sia d la dimensione di K, possiamo allora fissare un ordinamento totale sui
vertici e calcolare 'omologia usando il complesso delle catene ordinate:

0— Cy(K, <)L (K, <) S Co(K,<) = 0.

Per costruzione ciascun C), (K, <) & un gruppo abeliano libero di rango k,, ed il complesso di
catene ordinate si spezza in una serie di successioni esatte corte di gruppi abeliani finitamente
generati:

0—2,—CyK,<)—B,-1—0, 0—>B,—Z,— H,(K)—0.
Per ’additivita del rango si ha quindi per ogni n:
k, =rank C, (K, <) = rank Z,, + rank B,,_1, b, (K) =rank H,(K) = rank Z,, — rank B,,

e quindi

> (1) (kn = bp(K)) = > (~1)"(rank By, + rank By,)

n

= Z((—l)” +(=1D)" YYrank B, =0.

Esercizi:

Esercizio 22. Mediante potature, aggiunte di baricentri e loro operazioni inverse, trasfor-
mare 'uno nell’altro i seguenti grafi semplici:

Esercizio 23. Calcolare i gruppi di omologia del seguente grafo semplice (a sinistra) e del
corrispondente complesso di cricche (a destra):

7 6
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LI LIV

FicurA 10. Facce e degenerazioni

12. INSIEMI SIMPLICIALI

Se n > 0 ¢ un intero non negativo denotiamo [n] = {0,...,n} considerato come insieme
ordinato, ossia dotato della usuale relazione di ordine <. Scriveremo inoltre f: [n] — [m] per
indicare un’applicazione monotona

Lemma 12.1 (Fattorizzazione epi-moni). Ogni morfismo f: [n] — [m] si fattorizza in modo
unico come f = hg con g: [n] — [p] surgettiva e h: [p| — [m] iniettiva.

Dimostrazione. Se 'immagine f([n]) C [m] contiene p + 1 elementi, esiste un’unica applica-
zione bigettiva e monotona h: [p] — f([n]) e si definisce g come la composizione

g: ] L £(n) 25 ).

|
Particolare importanza hanno i morfismi faccia:
P sep <k
ok:[n—1] = [n],  d(p) = . k=0,...,n,
p+1 sep>k
ed i morfismi degenerazione:
P sep<k
ok [n+1] — [n], ox(p) = , k=0,...,n.
-1 sep>k

Si noti che i : [n — 1] — [n] ¢ Punica applicazione iniettiva monotona la cui immagine non
contiene k e che oy: [n + 1] — [n] & l'unica applicazione surgettiva monotona tale che il
bersaglio k & colpito due volte (da k e k + 1).

Le regole di commutazione di facce e degenerazioni sono regolate dal seguente lemma.

Lemma 12.2 (Identita cosimpliciali). Nelle notazioni precedenti si ha
0;0; = 6;410; per ogni 1 < j;
0i0; = 0041 per ogni 1t 2> j;
(12.1) dj—10; perognij>i+1
oi0; =< Id perj=1i,1+1
djoi-1 per ognij <i.

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ del tutto elementare ma decisamente noiosa. Pertanto ci
fidiamo dei tanti di libri di testo dove le identita cosimpliciali sono riportate (e quasi sempre
lasciate per esercizio). O

Osservazione 12.3. Possiamo raffinare ulteriormente la fattorizzazione epi-moni osservando
che ogni f: [n] — [m] possiede un’unica decomposizione del tipo
(12.2) F=0, 0050
con
m>ip >ig > >0 >0, 0<i <~ <jn<n.
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La dimostrazione e lasciata per esercizio.

Definizione 12.4. Un insieme simpliciale X, ¢ una collezione di insiemi ed applicazioni
cosi definita:

(1) per ogni intero n > 0 & dato un insieme X,,;
(2) per ogni applicazione monotona f: [n] — [m] & data un’applicazione f*: X, — X,,.

Le applicazioni f* devono soddisfare le seguenti condizioni di controvarianza:
(1) seId: [n] — [n] & I'identita allora anche 1d*: X,, — X,, & I'identita;
(2) dati comunque [n] ER [m] 2 [p] si ha (gf)* = f*g*: X, — X,
Dato un insieme simpliciale X,, per semplicita di notazione denotiamo
0 =07 X, = Xpn1, 1=0,...,n.
si=o0f: Xp— Xoga, 1=0,...,n.

Esempio 12.5. Ad ogni insieme U & associato in modo canonico un insieme simpliciale X,
ponendo X,, = U per ogni n e f* =Idy per ogni f: [n] — [m].

Esempio 12.6. Se K & un complesso simpliciale astratto, la famiglia K, degli insiemi K,
(p-simplessi orientati) ha una struttura di insieme simpliciale, dove per ogni f: [n] — [m] si
definisce

Ky — Ky, F (@0, om) = (Tp)s - Tpn)) -
Ad esempio se f: [3] — [2] e applicazione
FO) = f1) =1, F2)=F3)=2,
e K ¢ il complesso simpliciale astratto e completo dei supereroi si ha
/¥ (Batman, Superman, Superciuk) = (Superman, Superman, Superciuk, Superciuk) .
Si osservi che
0i(x0, . m) =07 (X0, oy ) = (Toy ooy Tiy o v oy T,
Si(Xoy ey Tm) =05 (Toy ooy ) = (TOy - ooy Ti 1y, Ty Tiy T 1y -+ -y o)«
Esempio 12.7. Per ogni intero p > 0 si definisce I'insieme simliciale A[p] ponendo
Alpl, = {z: [n] — [p] monotone }, n >0,
€ Alplm, fin]—=Im],  ffe=wzof:n]—[p].

Esempio 12.8. Dati due insiemi simpliciali X,, Y, la famiglia dei prodotti cartesiani X,, XY,
possiede una naturale struttura simpliciale dove, per ogni f: [n] — [m] si definisce

U0 X X Y = X x Yo, f(@y) = (fT2, [Ty).

Il corrispondente insieme simpliciale viene detto il prodotto di X,, Y, e si denota con il
simbolo X¢ X Y,.

Applicando le condizioni di controvarianza alle identita cosimpliciali otteniamo, per ogni
insieme simpliciale le identita simpliciali:
0j0; = 0;0j41 perogni i< j;
8;8; = 8;4+15; Pperogni i 2> j;
(12.3) s;0j_1 perognij>i+1
0jsi =< 1d per j=1d,i+1
si—10; perogni j <i.

Definizione 12.9. Un morfismo di insiemi simpliciali a: X, — Y, ¢ una successione
di applicazioni a,: X,, — Y, tali che per ogni f: [n] — [m] si ha f*a,, = a, f*.
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Ad esempio, ogni «a: [n] — [m] induce un morfismo di insiemi simpliciali
a: Aln] = Alm], ap(z) =aox, x:[p]—[n].
Similmente ogni morfismo 5: K — L di complessi simpliciali astratti induce un morfismo di
insiemi simpliciali
B: K¢ — Lo, Brn(xoy ...y 20n) = (B(z0), ..., B(zn)).
Ad esempio, dati due insiemi simpliciali X, e Y,, le proiezioni naturali sui fattori
Xo xYe = Xo,  Xox VeV,

sono morfismi simpliciali.

13. OMOLOGIA DEGLI INSIEMI SIMPLICIALI

Sia X, insieme simpliciale fissato; per ogni n denotiamo con C,,(X,) il gruppo abeliano
libero generato da X,,. Per ogni f: [n] — [m], l’applicazione indotta f*: X,, — X,, si estende
per linearitd ad un omomorfismo di gruppi f*: Cp,(Xe) = Cp(X,). In particolare le facce e
le degenerazioni inducono omomorfismi

0i: Cp(Xe) = Cro1(Xe),  si: Cn(Xe) = Cra1(Xe), i=0,...,n.

Lemma 13.1. Nelle notazioni precedenti, gli omomorfismi

9: Co(X) = Co1(Xs), 0= Xn:(—

n

5:Cn(Xe) = Crpa(Xs), 5= (—1)'s;,
i=0
soddisfano le sequenti identita:

0% =0, 2 =0, Jds+s0=0.

Dimostrazione. Sia n > 0 fissato e mostriamo le precedenti identita su C,,(X,). Per quanto
riguarda 02 = 0 non & restrittivo supporre n > 2.

n—1 n n—1 7 n—1 n
S I NI 3 SEIETES vh oy SILY:
j=0 i=0 7=0 3i=0 7j=01i=75+1

Nella prima sommatoria usiamo le identita simpliciali e nella seconda scambiamo ¢ con j

n—1 j n—1 n
= Z D =DH00+ ) D (—1)H90,
7=0 =0

i=0 j=i+1
Nella prima sommatoria sostituiamo j con j — 1 e nella seconda scambiamo i simboli di
sommatoria

n j—1 n j—1
=N (=D)TT00; + )Y (-1)9,0; = 0.
j=1i=0 j=1i=0
Proviamo adesso che s? = 0.
n+l n n n+l
:ZZ(— 1)itiss; = ZZ 1)its; SZ+Z Z 1) *is;s;
7=0 i=0 =0 j=0 =0 j=i+1

Nella prima sommatoria usiamo le identita simpliciali e nella seconda scambiamo ¢ con j

n 1 n n+1
= E E (-1) ﬂsHls] + E E Z+]Sz
1=0 5=0 J=01i=35+1

Nella prima sommatoria sostituiamo ¢ con 7 — 1 e nella seconda scambiamo i simboli di

sommatoria
n+li—1 n+li—1

s? = Z Z(*l)i+j715¢8j + Z Z(*l)i+j8i5j =0

i=1 j=0 i=1 j=0
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Rimane da dimostrare che 9s = —sd. Se n = 0 abbiamo s9 = 0 e 9s = Oysg — 0189 =
Id —Id = 0 e quindi per 'uguaglianza ds 4+ sd = 0 possiamo assumere n > 1.
n+l n
(95 = z Z(*l)ﬂrjaj&i
§=0 i=0

Siccome 0;s; = Id per j = 4,1 + 1 possiamo scrivere

n t—1 n—1 n+l
Os =" (~=1)dsi+ > Y (~1)Ho;s
i=1 j=0 =0 j=i+2

E usando le identita simpliciali

n i1—1 n—1 n+1
88 = ZZ(fl)iJrjsi—laj =+ Z Z (71)”3'52-8]4_1
i=1 j=0 =0 j=1+2

Scambiando i con i + 1 nella prima e j con j + 1 nella seconda si ottiene

n—1 1 n—1 n
Os = ZZ(_l)i+j+1siaj + Z Z (—1)i+j+181(9j

i=0 j=0 i=0 j=i+1
n—1 n
O0s = — Z Z(—l)”jsi@j = —s0.
i=0 j=0
|
In particolare
C(X): LX) D (X)L Co(X.) =0

¢ un complesso di catene ed ha quindi senso considerare i gruppi di omologia H,(X,.) =
H,(C(X,)). Segue immediatamente dalla definizione che se K, & I'insieme simpliciale dei
simplessi orientati di un complesso simpliciale astratto K, allora H, (K) = H, (K,) per ogni
n.

Esempio 13.2. Siccome ogni elemento di A[n], puo essere interpretato come una successione
(xo,...,xp) con 0 <z < 1 < --- <z, <n siha che C(A[n]s) coincide con il complesso
C(A™, <) delle catene debolmente ordinate del complesso simpliciale astratto A™ e quindi
H,(Alnls) = Hp(A™) per ogni p, ossia Hyo(A[nls) = Z e Hp(Alnls) = 0 per ogni p # 0.

Sia X, un insieme simpliciale; come nel caso dei complessi simpliciali astratti & possibile
trovare dei sottocomplessi molto pil piccoli di C'(X,) che calcolano la stessa omologia. A tal
fine osserviamo che per ogni 0 < k < n Poperatore 9si: C,(Xe) = Cp(X,e) ¢ uguale a

n+1 . k—1 . n+1 )
Osk =Y (=1)'0isk =D (=1)'disk + Y (—1)';si
=0 =0 i=k+2
(13.1) k-1 n+1
=3 (~'sk10i+ > (—1)'sp01,
i=0 i=k+2

e quindi se denotiamo con D, (X,) C C,(X,) il sottogruppo abeliano libero generato dagli
elementi del tipo sz, con 0 < k <n—1ex € X,_1, si ha 9(D,(X.)) C Dyp_1(X,) €
quindi tali sottogruppi definiscono un sottocomplesso D(X,) C C(X,), detto delle catene
degeneri e che pero non ¢ quello che cerchiamo dato che:

Lemma 13.3. Nelle notazioni precedenti il complesso D(X,) € aciclico.

Dimostrazione. La Formula (13.1) ci consente di definire una catena ascendente di sotto-
complessi

0=D'cD’cD'c- - D(X.),
dove DF ¢ il sottocomplesso generato da tutti gli elementi del tipo sz, con 0 < k < p. Pilt
precisamente, per ogni n > 0, D¥ C D,,(X,) ¢ il sottogruppo abeliano libero generato dagli
elementi del tipo s;x, con 0 < i < min(k,n — 1) e € X,,_1. Siccome D¥ = D,,(X,) per
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ogni k > n — 1, per dimostrare che D, (X,) € aciclico basta dimostrare che per ogni k > 0
Iinclusione D*~! ¢ D¥ & un quasi-isomorfismo.

A tal fine considerando 1'omotopia h = (—1)¥s;: D¥ — DF[1]; per un elemento del tipo
spr € DFL B <k, si ha

(—=1)*h(spx) = spspr = spsp_12 € D]n‘f_1 )

Ponendo ¢ = 0h + hd — 1Id, vogliamo dimostrare che per ogni generatore spz € DX n > 1,
h<k,z€X,_1,siha¢(spz) € DE~1. Se h < k abbiamo gia visto che h(s;,x) appartiene al
sottocomplesso D*~! e a maggior ragione ¢(s,z) € D¥~1. Se h = k, usando la Formula (13.1)
e le identita simpliciali si ha

k—1 n+1 n
(—1)k¢(skx) = Z(—l)’sk,l&-skx + Z (=1)"sk0;—1sKx + Z(—l)’skaiskx — (—1)kskx

i=0 i=k+2 i=0
k—1 n n

= Z(—l)lsk_laiskx - Z (=1)"sk0;spx + Z(—l)lsk&skx — (=Dkspa
i=0 i=k+1 i=0
k-1 k

= Z(—l)isk,l&»skx + Z(—l)isk@skx — (—1)kskx
i=0 i=0
k-1 k—1

= Z(—l)isk,l&skx + Z(—l)iskaiskx
i=0 =0
k-1 k—1

= Z(—l)zsk_l&»skx + Z(—l)lsksk_l&-x
i=0 i=0
k-1 k—1

= (—1)isk_18iskx + Z(—l)isk_lsk_laﬂf S Dﬁ_l .
i=0 =0

Sia X, un insieme simpliciale, definiamo Ny(X,) = Co(Xs) € per ogni n > 0
N, (Xe) ={a € C,(X,) | 9;a =0 per ogni 0 < i < n}.
Se a € N,,(X,) si ha da = dyga e per ogni i > 0 vale
0;0a = 0;0pa = Jp0;+1a = 0,

e quindi da € N,,_1(X,), ossia i sottogruppi N, (X, ) definiscono un sottocomplesso N(X,) C
C(X,) detto complesso di Moore dell’insieme simpliciale.

Teorema 13.4. Nella notazioni precedenti si ha C(Xe) = N(Xo) ® D(X,) e linclusione di
complessi di catene N(Xo) C C(X,) induce un isomorfismo in omologia.

Dimostrazione. Dato che Do(X,) = 0, No(X,) = Co(X,) basta provare che per ogni n > 0

si ha Cy,(Xe) = Np(Xe) ® D, (X,). Per provare che N, (Xo) N D, (X,) = 0 supponiamo per
assurdo che esista 0 # a € N, (Xe) N D, (X,) e sia 0 <p <n—1il pitt piccolo intero per cui
¢ possibile scrivere a = >°F_ s;(a;), con a; € Cp—1(X,). Allora

p—1

0=0p+1(a Z@I,Hsz a;) +ap, = 258 a;) + ap,
=0
p—1 p—1
splap) = — Z spsiOp(a;) = — Z sisp—10p(as),

i=0 i=0

da cui segue
p—1
Yy = si(a; — sp-10p(ai))

0
in contraddizione con la definizione di p.
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Per dimostrare che Cy,(Xe) = Np(Xe) + Dp(Xe) sia a € C,(X,) e sia —1 < p < n il pit
piccolo intero tale che 9;a = 0 per ogni 1 < i < n—p. Se p = —1 allora a € N,(X,). Se
p > 0 consideriamo la catena b = a — s,,—p0p—_pa. Allora

On—pb = On—pa — On—pSn—pOn—pa = Op—pa — Op—_pa = 0,
mentre se 1 <4 <n —psiha
0ib = 0ja — 0i8p—pOn—pa = —Sp_p_10i0p—pa = —Sp_p—10n—p—10;a = 0.
Per induzione su p si ha b € N, (X,) + D, (X,) e quindi
a="b+ 8$p_pOn_pa € Np(Xe) + Dp(Xs).

Per concludere, abbiamo dimostrato che il sottocomplesso D(X,) delle catene degeneri &
aciclico e quindi

Hy(C(X,)) = Hu(N(Xe)) @ Hn(D(Xe)) = Hn(N(Xe)) .
O

Osservazione 13.5. Per evitare un errore comune, se per ogni n definiamo M, C C,(X,)
come il sottogruppo abeliano libero generato dagli elementi di X,, — U;$;(X,,—1), & chiaro
che Cp,(Xe) = M, ® D, (X,) per ogni n, ma la successione degli M,, non & in generale un
sottocomplesso. Consideriamo ad esempio I'insieme simpliciale Al dei simplessi orientati del
complesso simpliciale astratto Al. Allora (0,1,0) € My ma

8(0,1,0) = (1,0) — (0,0) + (0,1) = (1,0) — 50(0) + (0,1) & M, .

14. OMOTOPIA SIMPLICIALE

Dato un morfismo di insiemi simpliciali a: X, — Y,, i morfismi o, : X,, — Y,, commutano
con le facce 9;; lo stesso vale per le loro estensioni lineari a, : Cp(Xe) — Cy(Ye) ed & quindi
definito un morfismo di complessi di catene a: C(X,) — C(Y,) che a sua volta induce
omomorfismi in omologia.

Teorema 14.1. Siano X, un insieme simpliciale e p > 0 un intero fissato. Allora la
protezione

Xo X Alple =& X
induce un isomorfismo in omologia.
Dimostrazione. Rappresentiamo gli elementi di A[p],, come n + 1-uple (yo,...,yn) tali che

0<yo <<y, <p:lan+l-upla (yo,...,yn) corrisponde all’applicazione [n] — [p],
i — y;. Per ogni coppia di interi n, k > 0 definiamo

TF = {(yo,--,yn) € Alp]n | sei <n—Fk allora y; = 0},

osservando che T contiene solo I'elemento (0, ...,0), T% C T*1 T* = A[p],, per ogni k > n
e 0;TF C TF_, per ognin > 0ed ogni 0 <i < n.
Definiamo 7% come 'unione dei T* al variare di n e consideriamo ’applicazione

T TF = Tk, T(Yoy -y Un) = (0,90, -+, Yn) -
Dato un qualunque elemento y € T, sono di immediata verifica le relazioni:
(1) do7(y) =y
(2) Oipat(y) =yse0<i<n-—k
(3) Oip1t(y) €Thtsei>n—ke0<i<m
(4) (

4) Oi417(y) =70;(y) sen>0e0< i <n.
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Per ogni k > 0 consideriamo il sottocomplesso C* C C(X, x A[p|s) generato in grado
n dagli elementi di X,, x T*. Siccome T contiene un solo elemento, il morfismo C(X, x
Alpls) — C(X,) indotto dalla proiezione stabilisce un isomorfismo C° ~ C(X,), quindi
H,(C% = H,(X,). Daltra parte C* = C,,(Xs x Alp]s) per ogni k > n e quindi H,(C*) =
H,(X¢ x Alple) per ogni k > n + 2.

Per dimostrare il teorema sara quindi sufficiente provare che ogni inclusione C* ¢ Ck+1
¢ un quasi-isomorfismo. Per il Corollarrio 5.21 basta trovare, per ogni k& > 0, un’omotopia
h: C* — C*[1] tale che:

(1) h(Ck1) c Ok
(2) se ¢ = Oh + hd — 1d, allora ¢(C*) c Ck—1.

Sia quindi k£ > 0 fissato e definiamo le applicazioni

(=) * (s, piz,Ty) sen+1>k,

R C’r]f — Oﬁ-{-la hn(x,y) = 0 1 i
sen < K.

La condizione h(C*~1) ¢ C*~! ¢ chiara; occupiamoci adesso di studiare, per ogni n > 0,
I'immagine dell’'operatore ¢ = Oh + hd — Id: C¥ — CF; trattiamo separatamente i tre casi
k>n+1,k=n+lek<n+1.
1) Se k > n + 1 allora C¥ = C*~1 e quindi I'immagine di ¢ & contenuta in CX~1,
2) Se k =n+1si ha ¢ = Oh —Id e per ogni (v,y) € X,, x T, siccome dyso = Id si ha
n+1 ) n+1
¢(x,y) =D (1) (Disox, iry) — (x,y) = >_(=1)" (950, i7y)
i=0 i=1
e ogni elemento nella sommatoria a destra appartiene a T*~! = T". Quindi anche in questo
caso l'immagine di ¢ & contenuta in CX~—1.
3)Sek <n+le(x,y) € X, xTF, usando le identitd simpliciali e le uguaglianze 9;7y = y
per ogni 0 <i <n—k+1, si ha:

n+1
Oh(x,y) = > (=) (s, g1, Oimy)
i=0
n—k n+1
= ()" sy kpamy)  (@y) + Y (D) (B, ez, BiTy)
i=0 i=n—k+2
n—k n+1
= (=) s i y) + (wy) + Y (D) (s ppaw, iTy)
i=0 i=n—k+2
n—k n
ho(z,y) = > (=1)" " (sp k0w, y)+ D> (=1 (s, 10w, T0y) .
i=0 i=n—k+1
Dunque
n+1 n
da,y)= Y (D" Oz, Oimy) + Y (1) (s kDiz, TOy)
i=n—k+2 i=n—k+1
ed ¢ chiaro che ogni addendo in ciascuna sommatoria appartiene a CF~1. (]

Per ogni insieme simpliciale X, possiamo considerare i due morfismi di insiemi simpliciali
io,ili X. — X. X A[l],
io(x) = (z,(0,0,...,0)), i1(z) = (z,(1,1,...,1)).

La verifica che si tratta di morfismi di insiemi simpliciali € immediata in quanto per ogni
f:[n] = [m] si ha
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Corollario 14.2. Nelle notazioni precedenti, per ogni insieme simpliciale Xo i due morfismi
di insiemi simpliciali
io,ili X. — X. X A[l]. :
inducono lo stesso isomorfismo in omologia
io =i1: Hy(Xe) — H,(Xe x All],).

Dimostrazione. Per il teorema precedente la proiezione m: X, x A[l]ls — X, induce un
isomorfismo in omologia e siccome mwig = 7i; = Id si ha che

i0,11: Hp(Xe) = Hp(Xe x All]s)
sono entrambi 'inverso dell’isomorfismo

m: Hy(Xe x All]le) — Hp(Xo) -
|
Definizione 14.3. Due morfismi di insiemi simpliciali o, 5: Xo¢ — Y, si dicono omotopi se
esiste una successione finita di morfismi di insiemi simpliciali
0;: Xo x All]e — Ya, i=1,...,p
tali che
a = 01ig, 01i1 =009, ..., Oh_1i1 =000, Opii=0.

La definizione ¢ analoga alla definizione di omotopia di applicazioni continue, dato che
A[1]s & 'analogo simpliciale dell’intervallo [0, 1]; la necessita di prendere pilt morfismi : Xq x
A[l]e — Y, serve a garantire la proprieta transitiva dell’omotopia.

Corollario 14.4. Due morfismi omotopi di insiemi simpliciali o, 5: Xo — Yo inducono lo
stesso morfismo in omologia.

Dimostrazione. Siano 01, ..., 60, come nella Definizione 14.3. Siccome g, 71 inducono lo stesso
morfismo in omologia, per ogni k pure i morfismi 0xig e 0xi; inducono lo stesso morfismo in
omologia. 0

15. BREVI CENNI DI OMOLOGIA SINGOLARE

Per ogni n > 0 consideriamo 1'applicazione “base canonica” e: [n] — R+

1 0 0

0 1 0
€o = . ) €1 = . ) €n =

0 0 1

Definiamo poi il simplesso topologico standard di dimensione n, denotato Ag, come
I'inviluppo convesso di e([n]):

Ag = (e([n])) = {Zn:te |20, > t; = 1} = {(to,...,tn) ER™L >0, ti= 1}
=0

(per semplicita di scrittura intendiamo il vettore riga (to, ..., ;) con lo stesso significato del
corrispondente vettore colonna). Per ogni morfismo f: [n] — [m] abbiamo un diagramma
commutativo

P

Rn+1 fr Rm—i—l

dove

fR (Zti€i> :Ztief(i) < fR(to,...,tn) = Z ti, ey Z ti
i=0 =0

{ilf(5)=0} {ilf(@)=m}
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In particolare:
((5i)R(to, e ,tn) = (to, ey tio1,00t, . ,tn) ,

(i)r(to, -+ stn) = (to,- -5 tim1,ti +tig1, tiya, oy tn) .

Sono evidenti sia la continuita di fgr sia le proprieta funtoriali della precedente costruzione,
ossia Idg = Id e (fg)r = frgr. Per ogni applicazione faccia d;: [n] — [n + 1] si ha un
omeomorfismo

(5,’)[@: Aﬁ — {(to, - atn+1) € AﬁJrl | t; = O} .

Definizione 15.1. Un n-simplesso singolare di uno spazio topologico X e un’applicazione
continua a: AR — X. L’insieme degli n-simplessi singolari di X viene denotato S, (X).

Per ogni morfismo f: [n] — [m] possiamo definire
f* S (X) = Sp(X), ffa=ao fg,
ed ¢ immediato osservare che tutto cio definisce un insieme simpliciale Se(X).
Definizione 15.2. Il complesso C'(Se(X)) viene detto complesso delle catene singolari di

X ed i gruppi

per definizione

Hy(X) Hp(Se(X))
sono detti gruppi di omologia singolare dello spazio topologico X.
Lo studio dell’omologia singolare & uno degli argomenti principali dei corsi di topologia al-
gebrica; in queste note ci limiteremo a dimostrare la loro invarianza omotopica ed a enunciare

(senza dimostrazioni) alcuni teoremi fondamentali. Per approfondimenti e maggiori dettagli
rimandiamo a [3, 4, 9, 10, 18].

Esempio 15.3. Se X =), allora S,,(X) = () per ogni n > 0 e quindi H, (@) = 0 per ogni n.

Esempio 15.4. Se X = x ¢ formato da un solo punto, allora S, (X) contiene solo il simplesso
singolare constante c,: Ag — * e quindi 9;c, = ¢,—1 per ogni n > 0 0 < ¢ < n. Per ogni
n > 0 si ha

- ) - ) Cn—1 Sen pari,
Oe, = —1)'0;¢,, = —1)'epq =
;( ) ;( ) ! {0 se n dispari.
Dunque il complesso delle catene singolari diventa
s =z2%c=-2%c0-2%c=2%Cc=2-0

che ha come omologia Hy = Z e H,, = 0 per ogni n > 0.

Alternativamente, si pud osservare che S, (*) coincide con I'insieme simpliciale dei simplessi
orientati di AY, di cui abbiamo gia calcolato ’omologia.

Alternativamente, siccome 9,,¢,, # 0 per ogni n > 0, il complesso di Moore N (*) si annulla
in tutti i gradi positivi.

Esempio 15.5. Sia X spazio topologico; per ogni cammino continuo «: [0,1] — X consi-
deriamo il simplesso singolare

o A%& —)X, Oé/(to,tl) :a(tl).
Se a: [0,1] = X & un cammino chiuso, diciamo «(0) = a(1) = z € X, allora il simplesso
singolare o’ & un ciclo in C(Se(X)): infatti
9a’ = 0pa’ — 01! =/ (60)r — ' (61)r = '(0,1) — a/(1,0) = (1) —a(0) =2 —x =0.
Se a, 8: [0,1] = X sono due cammini chiusi omotopi, allora la differenza o’ — 8’ & un
bordo in C(S¢(X)): sia z = a(0) = a(l) = B(0) = B(1) il punto base dei due cammini
chiusi a, § e denotiamo con 1,: [0,1] — X il cammino costante 1,(t) = x. Per ipotesi esiste
un’omotopia di cammini F': [0,1]? — X:
=

F(t,0)=at), F(,1) (t), F(0,s)=F(1,s) =u, s,t €[0,1].
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Consideriamo adesso il cammino “diagonale” v: [0,1] — X, v(¢t) = F(¢,t) ed i due simplessi
singolari (vedi Figura 11)
g, T: A]%{—)X, G(to,tl,tz):F(tl ~|—t2,t2), T(to,tl,tz):F(tQ,tl +t2),

le cui facce sono (ricordarsi che tg + t1 + to = 1):

Qoo (to,t1) = 0(0,t0,t1) = F(1,t1) = 1.(t1) = 1 (to,t1), = oo =1,,
1o (to,t1) = a(to,0,t1) = F(t1,t1) = v(t1) =7 (to, t1), = o=+,
oo (to, t1) = o(to, t1,0) = F(t1,0) = a(t;) = ' (to,t1), = Owo=0a,
A7 (to,t1) = 7(0,t0,t1) = F(t1,1) = B(t1) = B'(to, t1), = ot =0,
h1(to,t1) = 7(to,0,t1) = F(t1,t1) = v(t1) = (to, t1), = T =7,
0o (to, t1) = 7(to,t1,0) = F(0,t1) = 1,(t1) = 1, (to, t1), = 0O =1,

da cui segue
ANo—7)=(00 -0 +d)(c—T)=0a" —-p3".

FiGURA 11. I cammini chiusi a e 8 sono omologhi.

La costruzione dei simplessi singolari commuta con i prodotti: infatti, per ogni coppia di
spazi topologici X1, Xo, dare un’applicazione continua a: Ag — X x X3 € la stessa cosa che
dare le due componenti a;: Ag — X;, ¢ = 1,2. Ne segue che esiste un isomorfismo canonico

S.(X]_ X X2) = S,(Xl) X S.(XQ) .
Ogni applicazione continua ¢: X — Y induce per composizione un morfismo di insiemi
simpliciali e : Se(X) — Se(Y):
On: Sp(X) — S (Y), pna=cdoa, a:Ap—X.
Infatti, per ogni f: [n] = [m] ed ogni a € S, (X) si ha:
[ (¢na) = (¢na)o fr =doao fr=do(f'a)=du(f ).
E chiaro che se ¢ & un omeomorfismo, allora ¢, & un isomorfismo di insiemi simpliciali.
Di conseguenza ogni applicazione continua ¢: X — Y induce un morfismo di complessi
di catene ¢: C(Se(X)) = C(Se(Y)) e quindi dei morfismi tra gruppi di omologia singolare
¢: Hy(X) — H,(Y).
Esempio 15.6. Per ogni p > 0 ¢ definito in maniera canonica un morfismo di insiemi
simpliciali
(—)r: Alple = Se(AR),  fr fr.
Infatti, per ogni a € A[pl,, ed ogni f: [n] — [m] si ha
flar) = oo fr=(ao flr = (fTa)r.
Per future applicazioni & utile esplicitare il morfismo di insiemi simpliciali ¥e: A[l]e —
Se([0,1]) composizione di (—)g: A[l]le — Se(AL) con lisomofismo di insiemi simpliciali
be: Se(AL) — Se([0,1]) indotto dall’omeomorfismo

¢: Alllki> [07 1]a ¢(t0at1) =t (Zl—to)
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Dato un morfismo f: [n] — [1], siha fr(to,...,tn) = D tiep) e siccome ¢(eg) = 0, Pp(e1) =1
si ottiene:

Gal )ty tn) = 6 faltor - t)) = S i
{ilf(i)=1}

In particolare se f & costante, ossia se f(i) = ¢ per ogni 4, allora ¢ = 0 oppure ¢ = 1 ed in
entrambi i casi si ottiene ¥q(f)(to, ..., tn) = ¢ per ogni (to,...,t,) € AR.

Lemma 15.7. Per ogni spazio topologico X le due applicazioni continue

Jo,J1: X — X x [07 1}7 ]O(z) = (l’,O), jl(x) = (l‘, 1);
inducono lo stesso morfismo in omologia singolare
Jo=J1: Ho(X) = H (X x[0,1]).
(Nota: vedremo a posteriori che jo,j1 sono isomorfismi in omologia in quanto equivalenze

omotopiche).

Dimostrazione. Nell’Esempio 15.6 abbiamo definito un morfismo di insiemi simpliciali ¢: A[l]e —
Se([0,1]) tale che se f € A[l]e & applicazione monotona costante f = ¢ (¢ = 0, 1), allora
¥(f) e il simplesso singolare costante ¥ (f) = c¢. Definiamo il morfismo di insiemi simpliciali

H: Se(X) x All]e = Se(X) x Se([0,1]) = Se(X x [0,1]), H(z,y) = (z,¥(y)) .
Siano ig,41: Se(X) — Se(X) x All]e i morfismi di insiemi simpliciali definiti nel Corolla-
rio 14.2. E chiaro dalle definizioni che per a = 0,1 si ha

Ja=Hig: Se(X) = Se(X) X A[l]e = Se(X x [0,1])
e siccome g, i1 inducono lo stesso morfismo in omologia, a maggior ragione lo stesso vale per
Jos J1- 0
Ricordiamo che due applicazioni continue f,g: X — Y si dicono omotope se esiste
un’applicazione continua F': X x [0,1] — Y tale che f = Fjy e g = Fji, ossia
F(z,0) = f(z), F(z,1) = g(x), perogni z € X.

Teorema 15.8. Due applicazioni continue omotope f,g: X — Y inducono gli stessi morfi-
smi in omologia f = g: Hy(X) = H,(Y).

Dimostrazione. Sia F: X x [0,1] — Y continua tale che f = Fjo e g = Fj;. Siccome le
due immersioni jg, j1: X — X x [0,1] inducono gli stessi morfismi in omologia, a maggior
ragione lo stesso vale per le composizioni Fjg e Fj;. O

In particolare se f: X — X & omotopa all’identita, allora f induce i morfismi identici in
omologia.

Ricordiamo che un’applicazione continua f: X — Y si dice un’equivalenza omotopica
se esiste g: Y — X continua e tale che entrambe le composizioni gf e fg sono omotope
all’identita, su X e Y rispettivamente.

Corollario 15.9. Ogni equivalenza omotopica induce isomorfismi in omologia.

Dimostrazione. Siano f: X — Y e g: Y — X continue con entrambe le composizioni gf e
fg omotope all’identita. Allora entrambe le composizioni

Ho (X)L Hy (V) S Hy(X),  H.(Y)% H (X)L Hy(V),

sono le applicazioni identiche e quindi g e 'inversa di f in omologia. O

In particolare tutti gli spazi topologici contraibili (ad esempio i sottoinsiemi convessi di
R™) hanno la stessa omologia del punto.

Enunciamo adesso senza dimostrazione alcuni teoremi riguardanti ’omologia singolare.

Teorema 15.10. Per ogni spazio topologico X il gruppo Hy(X) ¢ il gruppo abeliano libero
generato da mo(X), Uinsieme delle componenti connesse per archi di X.
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Teorema 15.11 (Omologia delle sfere). Sia S™ = {z € R"" | |z|| = 1} la sfera di
dimensione n. Per ognin > 0 si ha:

Hy(S™) = H,(S") =1Z, H;(S™) =0 per ogni i #0,n.

In particolare S™ é omotopicamente equivalente a S™ se e solo se n = m. Piu in generale,
se X = 8™ x .-+ x S™ ¢ un prodotto di sfere, con n; > 0 per ogni i, allora per ogni m il
gruppo H,,(X) ¢é abeliano libero di rango uguale al numero di sottoinsiemi A C {1,...,k}
tali che m =%, o n;.

Ad esempio, se n; = 1 per ogni i, ossia X = (S')*, allora il gruppo H,,(X) & abeliano
libero di rango (7’;)

Teorema 15.12. Per ogni spazio topologico connesso per archi X st ha
™ (X)
[m1(X), m (X))

dove per ogni gruppo G si denota con [G,G] il sottogruppo dei commutatori, definito come
il sottogruppo generato da tutti gli elementi del tipo aba='b~1, al variare di a,b € G.

H{(X)

Lasciamo per esercizio la semplice dimostrazione che [G, G] & un sottogruppo normale di

G.

Teorema 15.13. Se X ¢ una varieta differenziabile compatta, i gruppi di omologia H;(X)
sono finitamente generati.

Teorema 15.14. Sia |K| C R" la realizzazione geometrica di un complesso simpliciale
astratto K. Allora H,(|K|) = H,(K) per ogni n.

Teorema 15.15 (Successione esatta di Mayer-Vietoris). Siano U,V C X due aperti tali che
X =UUV. Allora esiste una successione esatta lunga

= H,{UNV)=>H,(U)®H,(V) = H,(X) > H,1(UNV) = .-+ = Hy(X) — 0.

Se Uinclusione U NV CV induce un isomomorfismo in omologia, allora anche Uinclusione
U C X induce un isomorfismo in omologia.

16. OMOLOGIA CON COEFFICIENTI

Sia X, un insieme simpliciale. Abbiamo definito il gruppo delle p-catene C,(X,) come il
gruppo abeliano libero generato da X,,. Dato che i gruppi abeliani liberi sono anche detti Z-
moduli liberi, spesso si usa la notazione H,,(X,,Z) per indicare H, (X, ). La stessa notazione
si applica sia ai complessi simpliciali astratti, sia agli spazi topologici.

La stessa identica costruzione si puo fare considerando un qualsiasi campo K e definire
Cp(Xe,K) come lo spazio vettoriale su K generato da X,,. Tutta la teoria generale si com-
porta allo stesso modo (con spazi vettoriali al posto di gruppi abeliani ed applicazioni lineari
al posto degli omomorfismi) ed otteniamo un complesso di catene C'(X,,K) i cui spazi vet-
toriali di omologia sono denotati H,, (X, K ). Lo stesso si pud fare per complessi simpliciali
astratti e spazi topologici.

In linea teorica, lo studio dei gruppi H,, (X, K ) non ci fornisce alcuna ulteriore informazione
su X dato che per un teorema generale di algebra omologica (lo studio dei complessi di catene)
detto teorema dei coefficienti universali, i gruppi H,(X,Z) = H,(X) determinano
univocamente i gruppi H,(X,K). Ad esempio ¢ abbastanza facile dimostrare che se K & un
campo di caratteristica 0, allora H, (X,K) & uno spazio vettoriale di dimensione uguale al
rango di H,(X,Z). Se la caratteristica del campo & positiva allora la dimensione ¢ maggiore
od uguale al rango e la differenza dipende (in maniera ben definita ma di lunga e laboriosa
descrizione) dal sottogruppo di torsione di H,_1(X,Z).

Tuttavia, lo studio dei gruppi di omologia con coefficienti & importante per almeno tre
ordini di motivi:
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(1) i gruppi H,(X,K) sono generalmente pit semplici da calcolare rispetto ai gruppi
H,(X). Ad esempio in topologia computazionale, dove si ha a che fare con com-
plessi simpliciali astratti K con moltissimi vertici, il calcolo di H,(K,Z/(2)) richie-
de una potenza computazionale molto minore di quella necessaria per determinare
H,(K,Z).

(2) alcuni teoremi generali forniscono strumenti per calcolare i gruppi H,(X,K) per
opportuni campi K ma non i gruppi H,(X,Z). Ad esempio, per X varieta differen-
ziabile, il teorema di de Rham fornisce una ricetta per il calcolo degli spazi vettoriali
duali di H,,(X,R) in termini di forme differenziali su X.

(3) i gruppi H,(X,K) intervengono naturalmente in svariate teorie matematiche. Ad
esempio:
(a) con K =Z/(2) in omologia persistente e nella teoria delle classi caratteristiche;
(b) con K = Q in omotopia razionale e teoria di Hodge;
(c) con K =R, C in geometria algebrica e teoria di de Rham.

17. L’INCREDIBILE UBIQUITA DELLA TOPOLOGIA PERSISTENTE

Riportiamo in questa breve sezione un estratto dall’articolo di Massimo Ferri (Universita
di Bologna) pubblicato su Maddmaths il 12 agosto 2015 e recuperabile per intero al sito
maddmaths.simai.eu/divulgazione/focus/lincredibile-ubiquita-della-topologia-persistente/.

C’¢ una branca della matematica chiamata “Topologia persistente” che ha applicazioni
spesso sorprendenti all’analisi della forma e ai problemi di classificazione e recupero dei dati.
Cerchiamo di capire meglio di cosa si tratta.

La geometria offre ottimi strumenti alla visione artificiale e alla pattern recognition. I
problemi di classificazione, riconoscimento, ricerca di difetti, recupero in database estesi si
risolvono talvolta trovando una trasformazione (euclidea, affine o proiettiva) che sovrap-
ponga un’immagine a un’altra; qui ’algebra matriciale risulta vincente. Soprattutto, pero,
questi problemi si affrontano associando ad ogni immagine una stringa di misure geometriche
(descrittori di forma) compiute su di essa ed eseguendo classificazione, riconoscimento, ecc.
sulle stringhe invece che sulle immagini. Questa prassi funziona benissimo su pezzi meccanici,
veicoli, oggetti rigidi: per esempio Google riconosce un monumento anche se fotografato da
un’angolazione insolita. Pero le cose cambiano con immagini di origine naturale; la rigidita
della geometria diventa un ostacolo: riconoscere la somiglianza fra un uomo seduto e uno in
piedi & problematico.

B qui che la topologia, molto pit “libera” della geometria, sembra essere la carta giusta
da giocare. Invece che dalla sovrapponibilita mediante trasformazioni geometriche, ’equi-
valenza fra due spazi topologici X,Y & data dall’eventuale esistenza di un omeomorfismo
p: X — Y, cioé una funzione continua con inversa continua. L'uomo seduto e I'uomo in
piedi sono omeomorfi, cioe esiste fra loro un omeomorfismo, ma non una trasformazione
geometrica. Allora basta sostituire la geometria con la topologia, 1’algebra matriciale con
I’omeomorfismo? Purtroppo ci sono due problemi.

In genere e difficile capire se due spazi sono omeomorfi o no. Allora interviene la topologia
algebrica, che associa a uno spazio degli enti (invarianti) che risultano uguali per spazi
omeomorfi. Percio se due spazi X, Y hanno invarianti diversi sono sicuramente non omeomorfi
(purtroppo il viceversa non vale).

Invarianti di questo tipo sono i numeri di Betti: bg(X) ¢ il numero di componenti connesse
(o 0-cicli), in pratica il numero di pezzi separati da cui & composto X; by (X) conta i buchi
fatti “a circonferenza” di X; 1-cicli; come quello di una ciambella; bo(X) conta i vuoti
bidimensionali di X (come quelli di un pallone o di una camera d’aria; 2-cicli) e cosi via. Per
capire davvero il significato di questi concetti occorrono definizioni formali; non sono male
Particolo di Wikipedia Betti number e il piu generale Omologia.

C’¢ un secondo problema: la geometria & troppo rigida, ma la topologia & troppo libera.
La battuta “per un topologo una tazza con manico e una ciambella sono la stessa cosa” &
fondata: i due oggetti sono omeomorfi; i numeri di Betti naturalmente coincidono: by = 1,
by = 1, by = 0 eccetera per entrambi.
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L’idea base della topologia persistente ¢ di associare il concetto di forma non solo a uno
spazio topologico X, ma ad una coppia (X, f) dove f una funzione continua (che chiameremo
funzione filtrante) definita su X, a valori solitamente nei numeri reali. A questo punto la
topologia algebrica (in particolare il suo settore omologia, di cui fanno parte i numeri di
Betti) viene applicata ad ogni insieme di sottolivello X (u), costituito dai punti € X per
cui f(z) < u. Per esempio possiamo appoggiare una tazza X e una ciambella Y di eguale
altezza sul tavolo, e usare come funzione f la quota, ossia la distanza dal pavimento. Entrambi
gli oggetti hanno quota minima @ e massima c. Se ¢ — € ¢ un numero appena sotto ad a,
allora X (a —¢€) = Y(a — €) = 0; invece X(c) = X, Y(c) =Y. Se applichiamo "omologia agli
insiemi di sottolivello intermedi, ecco che possiamo distinguere tazza e ciambella! In realta
la teoria & pit complicata (e pil informativa) e si avvale di suoi specifici descrittori di forma:
numeri di Betti persistenti, diagrammi di persistenza, barcode.

18. COMPLESSI FILTRATI

In queste note ci occuperemo solamente della parte “algebro-geometrica” dell’omologia
persistente. Con riferimento alla Figura 12, studieremo nelle prossime sezioni con sufficiente
dettaglio i passaggi (b) e (c), mentre studieremo in questa sezione il passaggio (a) in alcuni
casi molto particolari. Per quanto riguarda I'interpretazione, che richiede strumenti di natura
analitica e statistica, rimandiamo alla letteratura sull’argomento: un buon punto di partenza

¢ dato dagli articoli [2, 6, 7, 19].
Interpretazione

Ficgura 12. La catena di montaggio dell’omologia persistente.

Introduciamo 'analogo di funzione filtrante per i complessi simpliciali astratti.

Definizione 18.1. Sia K un complesso simpliciale astratto. Una funzione filtrante su
K ¢ un’applicazione f: K — R limitata inferiormente e tale che se s € K e r C s allora

flr) < f(s).

Equivalentemente, un’applicazione f: K — R & una funzione filtrante se per ogni t € R il
sottoinsieme di livello

K(t)={se K| f(s) <t} =f""(] - o0,1])

¢ un sottocomplesso simpliciale, che risulta vuoto per ¢ tendente a —oo.

Per semplicita notazionale, quando non ci saranno rischi di ambiguita, chiameremo sem-
plicemente complesso filtrato una coppia (K, f) con K complesso simpliciale astratto e
f: K — R funzione filtrante.

Esempio 18.2. Dato un complesso simpliciale astratto (K, ), ogni applicazione f: I —
[0, 400 si estende ad una funzione filtrante

f: K = [0,400], f{zo,---,2p}) :miaxf(xi).
Esempio 18.3. Dato un complesso simpliciale astratto (K, I') ed una applicazione d: I xI —
R tale che d(z,y) = d(y,x) > 0 per ogni x,y € I, possiamo definire una funzione filtrante
Fi K 0,400l f({@o,. . ap)) = maxd(es, ;).
0.

Esempio 18.4. Sia K un complesso simpliciale astratto e sia K(0) C K(1) C K(2) C ---
una catena ascendente di sottocomplessi simpliciali tali che U, K (n) = K. Allora la funzione

f: K — [0, +00], f(z) =min{n |z € K(n)}
¢ una funzione filtrante tale che K(n) = {z € K | f(z) < n}.
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Dato un complesso filtrato (K, f), 'immagine f(K) C R viene detto luogo dei valori critici
di f. Segue dalla definizione dei sottocomplessi di livello che un numero reale ¢ & un valore
critico se e solo se K(s) # K (t) per ogni s < t.

Diremo che un complesso filtrato (K, f) ¢ di tipo finito se K ¢ un complesso simpliciale
astratto finito. In particolare ogni complesso filtrato di tipo finito possiede un numero finito
di valori critici.

Diremo che un complesso filtrato (K, f) ¢ localmente di tipo finito se K (t) & un sot-
tocomplesso finito per ogni ¢t € R. In tal caso per ogni t € R i valori critici < ¢ coincidono
con i valori critici della restrizione f: K(t) — R e questo implica che il luogo dei valori criti-
ci & chiuso e discreto (ossia ogni intervallo limitato contiene un numero finito di punti critici).

I prossimi esempi descrivono alcuni casi del passaggio (a) di Figura 12.

Esempio 18.5. Si consideri un ben definito insieme I di matematici, ad esempio l'insieme
dei docenti afferenti al Dipartimento di Matematica Guido Castelnuovo il 4 novembre 2019.
11 complesso simpliciale astratto (K, I) delle collaborazioni scientifiche di I & definito dalla
regola che un elemento {xzo,...,x,} € Al appartiene a K se e solo se esiste (almeno) una
pubblicazione in cui tra gli autori figurano z,. .., zp.

La funzione filtrante temporale f: K — R & definita ponendo f(s) come 'anno della
prima pubblicazione avente s come sottoinsieme di autori.

Esempio 18.6 (Cf. [16]). Si consideri I'insieme I dei personaggi di un film e per ogni coppia
(z,y) € I x I sia d(z,y) il numero di scene (o se preferite il numero fotogrammi) in cui
x,y compaiono simultaneamente. Si consideri adesso il complesso di cricche (K,T), dove

{zo,...,xp} € K se e solo se d(x;,z;) > 0 per ogni i, j.
Una possibile funzione filtrante f: K — R sensata in tale situazione ¢ data da
1
ZQy.-.,Tpr) =MAX ———— .
f({ 0 p}) i d(xi,:cj)

Costruzioni analoghe hanno senso quando I ¢ l'insieme dei cellulari agganciati ad un
insieme di antenne in corrispondenza di un attentato terroristico e d(z,y) il numero di
telefonate/messaggini intercorsi tra x e y.

Esempio 18.7. Consideriamo un sottoinsieme finito e non vuoto I C R™ come dato iniziale.
Allora i complessi di Vietoris-Rips, Cech ed Alpha possono essere descritti come sottocom-
plessi di livello per delle opportune funzioni filtranti, che denoteremo rispettivamente v, ¢, a.

1) 1l caso pilt semplice & dato dai complessi di Vietoris-Rips. Sia K = A’ e si consideri la
funzione filtrante

1
v: K — [0,400], v({zo,...,zp}) = inzlz;XHajz—zJH

)

E chiaro per definizione che K (t) = V (t) per ogni t.

2) Nel caso Cech si prende K = Al assieme alla funzione filtrante

c: K — [0,400], c{zo,...,xp}) =min{r e R | Uy, (r) N--- N U, () # 0},
ed ¢ chiaro per definizione che K (t) = C(t) per ogni t. Il fatto che ¢ sia ben definita richiede
un semplice ragionamento topologico: sia {zo,...,z,} € K fissato e scegliamo un numero

reale R > 0 sufficientemente grande e tale che Uy, (R)N- - -NU,, (R) # (). Adesso consideriamo
il sottoinsieme chiuso e limitato (quindi compatto):

Z ={(y,r) € Uz, (R) x [0, R] | [ly — ;|| <, Vi}.
Per le ipotesi su R l'insieme Z € non vuoto ed esiste quindi

c({xg,..., T = min r.
({ 0 p}) (y.r)ez

3) Nel caso dei complessi Alpha si prende K = D; (complesso di Delaunay). Per definizione
di Dy, dato un p-simplesso s = {xo,...,z,} € K il sottoinsieme

Z ={(y,r) € Ur(xo) x [0, R] | [[zo — yl| = r per ogni i}
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¢ un chiuso non vuoto per R sufficientemente grande (dipendente da s), e quindi e basta
prendere come funzione filtrante
a(s) = min r.
(y,m)EZ
In conclusione, ad ogni sottoinsieme finito e non vuoto I C R™ abbiamo associato tre
diversi complessi filtrati: (A?,v), (Al ¢c) e (Dy,a), nell’ordine dal pitt semplice (ma meno
informativo) al pilt complesso (ma anche con pit informazioni).

19. MODULI DI PERSISTENZA

Secondo alcuni la persistenza ¢ “semplice, naturale ed intuitiva”. Tuttavia per poterla
raccontare correttamente e in modo monosemantico ¢ necessario sviluppare un apposito
linguaggio.

Definizione 19.1. Un modulo di persistenza ¢ una successione di omomorfismi di gruppi
abeliani

(19.1) 0— P(to) 2% P(t1) 2% P(ty) 2 -+,
parametrizzati da una successione strettamente crescente di numeri reali ¢; € R, ¢; < ¢;41.

Attenzione: non si richiede che un modulo di persistenza sia un complesso, ossia le
composizioni p, ps_1 possono anche essere # 0.

Dal punto di vista astratto non e restrittivo supporre t; = ¢ € N, tuttavia in previsione del-
le applicazioni alla cosiddetta topologia computazionale € opportuno considerare le etichette
come numeri reali.

Esempio 19.2. Siano V' uno spazio vettoriale ed f: V' — V un endomorfismo nilpotente,
diciamo f™ = 0 per qualche n > 0. Se poniamo V(0) =V e V(i) = f*(V) per ogni i > 0, si
ha un modulo di persistenza

(19.2) oV LvayLve L. Lvm =o,

con le applicazioni ps = f surgettive per s > 0.
Esempio 19.3 (Freccia (b) della Figura 12). Sia (K, f) un complesso filtrato localmente di
tipo finito e sia tp < t; < --- la successione dei suoi valori critici in ordine crescente (abbiamo

gia dimostrato che ogni intervallo limitato contiene un numero finito di valori critici). Per
ogni n > 0 fissato, gli n-esimi gruppi di omologia della catena ascendente dei sottocomplessi

di livello K (to) € K(t1) C --- determinano un diagramma di persistenza
(19.3) 0= Ho(K(to)) 2% H,(K(t)) 25 Hy(K(ts)) 22 -+,

dove p, ¢ il morfismo indotto in omologia dall’inclusione K (t5) C K (ts41). Osserviamo inoltre
che, essendo per ipotesi K (t) un complesso simpliciale astratto finito per ogni ¢, i gruppi di
omologia H, (K (t;)) sono finitamente generati.

Il precedente esempio serve anche a motivare la seguente definizione:

Definizione 19.4. Un modulo di persistenza come in (19.1) si dice di tipo finito, o anche
tame, se la successione dei ¢; & finita e se ciascun gruppo P(t;) € finitamente generato. Si dice
invece localmente di tipo finito se ogni P(t;) & finitamente generato e se ogni intervallo
limitato di R contiene al pitt un numero finito di elementi ¢; della successione.

Definizione 19.5. Dato un modulo di persistenza come in (19.1), diremo che un elemento
x € P(t;) & primordiale se non appartiene all’immagine di p;_; (si intende che 'immagine
di p_1 ¢ nulla).

In particolare gli elementi primordiali non sono mai nulli. Per ogni ¢ < j denotiamo con
pij: P(t;) — P(t;) la composizione di p;, pit1, . ..,pj—1: si ha p;; = Id, p; ;41 = p; eccetera.
Se x € P(t;) ¢ primordiale, diremo anche che x nasce, oppure che & creato, in ¢;.



58 M. MANETTI, SAPIENZA UNIVERSITA DI ROMA

Definizione 19.6. Diremo che un elemento primordiale x € P(t;) muore, od anche che
viene distrutto, in t; se:

i>i, pij(@) =0,  pij-i(z)#0.
In tal caso chiameremo [t;, ;[ C R I'intervallo di vita di . Se « ¢ immortale il suo intervallo

di vita & [t;, +o0].

E chiaro dalle definizioni che un elemento puo nascere e morire solo su dei valori critici,
pertanto gli estremi degli intervalli di vita sono sempre dei valori critici.
Dato il modulo di persistenza (19.1), per ogni coppia di interi non negativi ¢ < j definiamo

ker(pi ;)
Dunque ciascun morfismo p; ; si fattorizza come composizione di un morfismo surgetti-

vo P(t;) — P%J ed un morfismo iniettivo P — P(t;). Informalmente, il gruppo P*J
rappresenta gli elementi di P(¢;) che sono ancora vivi in ¢;. Osserviamo inoltre che:

(1) se i < j < k allora ker(p; ;) C ker(p; ) ed & quindi definito un morfismo surgettivo
Pid — Pk,
(2) se i < h < j, siccome p; j = Dpj © Pi.p, Per un elemento x € P(t;) si ha

x € ker(p; ;) <= pin(x) € ker(pp ;)

e quindi p; 5 P(t;) — P(ty) si fattorizza ad un morfismo iniettivo p; ,: P — PhJ.

Dunque, per ogni quaterna i < h < k < j di numeri naturali si ha un quadrato
commutativo

(194) pik o phk
pii . phi

con le frecce orizzontali iniettive e le frecce verticali surgettive.
In particolare, per ogni i < j si ha un diagramma commutativo

. . (7'7‘,_]‘ C o
0 —— pi=ti-t pii—l coker(g; j) —=0

T

0—  pi-lj "7 pii coker(7; j) —0

con le righe esatte e le frecce verticali surgettive. Informalmente, il conucleo di o; ; (rispet-
tivamente: di 7; ;) rappresenta le classi primordiali di P(¢;) che sono ancora vive in P(t;_1)
(rispettivamente: di P(t;)). Da ci0 segue che il nucleo di v; ; € il gruppo che rappresenta le
classi primordiali di P(¢;) che muoiono in P(¢;).

Se il modulo di persistenza & localmente di tipo finito, per ipotesi i gruppi P(¢;) sono tutti
finitamente generati, e quindi lo sono anche i gruppi P*/: ed i loro ranghi

B = rank(Pi’j)
vengono detti numeri di Betti persistenti. Per le precedenti osservazioni, i numeri
9 = rank(ker(vi.;))
rappresentano.lla “misura dimensionale” degli elementi che nascono in ¢; e muoiono in t;;
chiameremo '’ la molteplicita dell’intervallo di vita [t;,t;].
Lemma 19.7. Sei < h <k <j, ossia se [tn, tx[C [t;,t;], allora:

(1) g% > B3, e cioé i numeri di Betti persistenti sono una funzione decrescente sugli
intervalli di vita;

(2) (B"F —BhT) > (BYF — BH).
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Dimostrazione. Dal fatto che nel quadrato commutativo (19.4) le frecce orizzontali sono
iniettive segue che 5% < "% mentre dal fatto le frecce verticali sono surgettive segue che
B < gk,

Ribaltando il quadrato (19.4) rispetto alla diagonale principale ed aggiungendo al diagram-
ma i nuclei dei morfismi orizzontali (che prima del ribaltamento erano verticali) otteniamo
un diagramma commutativo con le righe esatte

0 A pik P 0
0 B phik phi 0

e con il morfismo o iniettivo. A maggior ragione la restrizione 0j4: A — B ¢ iniettiva e
quindi per l'additivita del rango

Bh’k _ Bh,j _ rank(B) > rank(A) _ Bi,k _ 61‘,3‘ )

Per ’additivita del rango abbiamo:
p'7 = rank(ker(v; ;)) = rank(coker(o; ;)) — rank(coker(r; ;))
= rank(P“ 1) — rank(P"~"~1) — rank(P"?) 4 rank(P" 1)

_ Bi7'j_1 _ Bi—l,j—l o Bi,j _’_Bi—l,j _ (Bi,j—l o Bi,j) _ (ﬁi—lhj—l _ Bi—l,j) .

Le molteplicita g7 misurano solamente le classi mortali. Per “contare” le classi immortali
si introducono:

P(ti)

Pi,oo _ ,
Uj>i ker(p; ;)

ﬁi,oo _ rank(Pim), ui,oo _ Bipo o ﬁi—l,oo .

Il gruppo P%*° rappresenta le classi di P(t;) che non muoiono; dato che il morfismo P(t;_1) —
P(t;) si fattorizza ad un morfismo iniettivo P*~1:> 2 P»° il cui conucleo (di rango p»>)
rappresenta le classi di P(t;) che sono primordiali e immortali.

Quindi i numeri di Betti persistenti determinano le molteplicita; viceversa le molteplicia

determinano i numeri di Betti persistenti in virtu del seguente risultato.

Lemma 19.8 (Lemma fondamentale dell’omologia persistente). Dato un modulo di persi-
stenza localmente di tipo finito, per ogni i esiste un intero n; > i tale che pJ = 0 per ogni
Jj > mny, e wvalgolo la formule

h h oo
RO SRS ol PARSD o
i=0 k<j<oco i=0 j=k+1
Dimostrazione. Sia ¢ fissato, allora si ha una catena ascendente di sottogruppi

0C ker(pi7i+1) C ker(pi)HQ) C:-e

che & stazionaria poiché per ipotesi P(t;) ¢ finitamente generato. Dunque esiste un intero
N; > i tale che ker(p; j—1) = ker(p; ;) per ogni j > N;. In particolare per ogni j > n; :=
maX(Ni, Nifl) si ha

Bhi=1 = gid — giso, gi—Li=1 = gi=Lij — gi—loc, [ =0,

Le precedenti uguaglianze ci dicono inoltre che ha perfettamente senso scrivere

o0 o0 o0
[ 1 Z i = gie _ gimleo 4 Z (Bi,jq L - Z (ﬁiq,jq _ gim1a)
j=k+1 j=k+1 j=k+1

_ Bi,k _ gi-Lk
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Dato che 3~ 1% = 0 si ottiene finalmente

Z Z m i, Z Bz k Bi*l,k) — ﬁh’k ]

=0 k<j<oo

O

Quando il modulo di persistenza (19.1) ¢ formato da spazi vettoriali di dimensione finita
ed applicazioni lineari, possiamo rifare le stesse considerazioni con la dimensione al posto del
rango ed abbiamo

B = dim P* = dim P(t;) — dim ker(p; ;) = rank(p; ;),
(19.5) -
p'? = rank(p; j—1) — rank(p;—1,;—1) — rank(p; ;) + rank(p;—1;) .

Esempio 19.9. Lo studio delle molteplicitda numeri x*7 del modulo di persistenza dell’E-
sempio 19.2 ci restituisce quantita gia studiate nei corsi di algebra lineare. Infatti, in tal caso
per ogni ¢ < j si ha

rank(f7)  per i >0,
rank(p; ;) = .

0 per ¢ < 0,
da cui segue che p*/ = 0 per ogni 0 < i < j, mentre

p%9 = rank(f771) — rank(f’) = numero di blocchi di Jordan di ordine > j.

Attenzione: la ben nota catena di disuguaglianze ,u071 > uO’Q > ... che vale nel caso
specifico dell’Esempio 19.2, non vale per un generico modulo di persistenza. In aggiunta, non
¢ difficile dimostrare (esercizio per il lettore) che ogni successione u* € N, 0 < i < j, appare
come dato di molteplicita di un modulo di persistenza.

Esercizi:

Esercizio 24. Siano g: V — W un’applicazione lineare tra spazi vettoriali, v € V tale che
g(v) # 0 e HC W un sottospazio tale che W = Span(g(v)) & H. Provare che

V = Span(v) ® g~ (H), dove ¢ Y(H)={uecV|g(u)c H}.
Esercizio 25. Sia

Di
P;

Pij

un modulo di persistenza (di tipo finito) di spazi vettoriali di dimensione finita su di un
campo K e sia B; una base dello spazio vettoriale P; per ogni indice i. L’unione B = U;B;
viene detta una base di persistenza se per ogni i < k ed ogni e € B; si ha p;(e) = 0 oppure
pi(e) € Biy1. Dimostrare che esistono basi di persistenza (Suggerimento: non & restrittivo
supporre Py # 0 e sia n il massimo intero tale che py, # 0. Preso un qualunque vettore
e € Py tale che pgn(e) # 0, usare 'Esercizio 24 e induzione sulla somma delle dimensioni
degli spazi P;.)

Esercizio 26. Usare l'esistenza delle basi di persistenza per dimostrare che un modulo di
persistenza di tipo finito a valori spazi vettoriali & determinato, a meno di isomorfismo, dalla
successione delle molteplicita p*7.
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20. BARCODE E DIAGRAMMA DI PERSISTENZA (DP)

Fino agli inizi del XX secolo, i matematici parlavano senza imbarazzo di funzioni polidro-
me, ossia di funzioni che ad un punto del dominio associano piu punti del codominio. Tale
concetto, che sembrava scomparso, sta ritornando prepotentemente all’attenzione in teoria
della persistenza (ma non solo).

In accordo con quanto affermato da Jacobson ([12, p. 5]) per le funzioni monodrome
(quelle usuali), il miglior modo per formalizzare il concetto di funzione polidroma & definendo
in maniera rigorosa quello che puo essere considerato il suo grafo.

Definizione 20.1 (cf. [1, Defn. 2.2]). Siano S, X due insiemi. Una rappresentazione po-
lidroma* di base S e indici X & un sottoinsieme 7' C S x X. Per ogni s € S, la molteplicita
s di s in T & per definizione la cardinalitad di p~'(s), dove p: T — S & la restrizione a T'
della proiezione sul primo fattore. Equivalentemente

us =H{zre X |(s,z) e T}H.

Qualora X = N,Z,Q,R eccetera, diremo che la rappresentazione polidroma ¢ naturale,
intera, razionale, reale eccetera.

E chiaro come ad ogni funzione polidroma f: S ~» X, s — f(s) C X, corrisponde una
rappresentazione polidroma T = Ugeg{s} X f(s), e viceversa.

Definizione 20.2. Due rappresentazioni polidrome T'C S x X, R C S X Y sulla medesima
base S si dicono equivalenti per cambio di indici, od anche per reindicizzazione, se
esiste un’applicazione bigettiva f: T'— R che commuta con le proiezioni sulla base, ossia se
per ogni (s,z) € T vale f(s,z) = (s,y) per qualche y € Y.

Chiameremo multi-insieme®, od anche insieme con ripetizioni, una classe di equiva-
lenza di rappresentazioni polidrome per cambio di indici.

Ad esempio le due rappresentazioni polidrome di base N:
T={(s,z) e NxN|s<ax<2s}, R={(s,y) e NXZ]|3s <y <4s},

definiscono lo stesso multi-insieme: una possibile reindicizzazione ¢ data dall’applicazione
bigettiva T' — R, (s,z) — (s,z + 25).

E chiaro che la molteplicita di un elemento della base ¢ invariante per reindicizzazione,
ossia per cambio di indici e segue dall’assioma della scelta che due rappresentazioni polidrome
sulla medesima base S sono equivalenti per cambio di indici se e solo se hanno la stessa
molteplicita in ogni s € S. Quindi per ogni multi-insieme risultano bene definite sia la sua
base S sia le sue molteplicita per ogni s € S.

Definizione 20.3. Chiameremo barcode® un multi-insieme avente come base la famiglia
di tutti gli intervalli di R del tipo [a, [, con a < b < +o0.

Per comprendere il motivo del nome barcode, supponiamo che la somma di tutte le mol-
teplicia sia finita; allora esistono al pitt un numero finito di intervalli, diciamo I1,...,I, C R
di molteplicia positiva: puy, > 0. In tale situazione il barcode si puo rappresentare grafica-
mente a foggia di lasagna, ossia come unione di barre orizzontali in R? in numero uguale alla
somma delle molteplicita: in buona sostanza, per ogni j U'intervallo I; x {0} viene traslato
in verticale per yy; valori distinti (vedi Figura 13).

E adesso chiaro come ad ogni modulo di persistenza si associa un barcode (freccia (b) in
Figura 12): per ogni coppia di interi ¢ < j, I'intervallo [t;, ;[ viene contato con molteplicita
p7, mentre I'intervallo [t;, +o00[ viene contato con molteplicita u®°.

Esempio 20.4. Calcoliamo i barcode degli O-cicli e 1-cicli del complesso filtrato di Vietoris-
Rips della (micro)nuvola di punti I = {(0,0), (4,0), (0,4),(5,5)} C R2. I valori critici della

4n inglese multiset representation.
5In inglese multiset.
6Qui preferiamo mantenere il termine inglese (in attesa di traduzioni soddisfacenti).
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FiGgura 13. Un esempio di barcode, con gli intervalli [0,3[ e [1,4[ di mol-
teplicita 2, gli intervalli [1,2[ e [3,4[ di molteplicita 1 (e tutti gli altri di
molteplicita 0).

: L4 (] : :
‘ V(0) L V(2)
! V(\/g) I I
: :—: : —— Barcode degli 1-cicli
‘ : : : —— Barcode degli 0-cicli
0 2 VB 5/V2

FiGurA 14. Descrizione nell’Esempio 20.4.

funzione filtrante v: AT — R sono tutte e sole le semidistanze tra coppie di punti di I e sono
quindi

0<2</13/2<V8<5/V2.

La Figura 14 mostra i sottocomplessi di livello V (t) = {x € Al | v(x) <t} per ciascuno dei
5 valori critici (in celeste i 2-simplessi massimali ed in arancio i 3-simplessi massimali). La
stessa figura contiene i barcode degli O-cicli (intervalli di vita delle componenti connesse) e
degli 1-cicli (intervalli di vita dei buchi a circonferenza).
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Un altro modo di rappresentare un intervallo del tipo [a,b[ con a < b < oo & mediante

il punto nel piano esteso (a,b) € R = (R U {+00})2. Si noti che il punto (a,b) si colloca

sempre nel semipiano (esteso) S = {(a,b) | a < b < +00} dei punti al di sopra della diagonale
A ={(t,t) | t e RU{+o0}}.

Definizione 20.5. Sia x un numero cardinale infinito. Un diagramma di persitenza di
taglia £ & un multi-insieme con base il semipiano esteso S tale che:

(1) la molteplicita di ogni punto (a,b) € S & < k;

(2) la molteplicita di ogni punto (a,a) della diagonale & esattamente = .
Quando non viene fatto riferimento alla taglia si intende implicitamente che essa sia la piu
piccola possibile, kK = V.

La richiesta di infilare nei diagrammi di persistenza tutti i punti della diagonale (corri-
spondenti ad intervalli vuoti), ciascuno con molteplicita infinita, & uno stratagemma utile
(ma esteticamente orrendo!) per poter definire strutture metriche e topologiche sulla fami-
glia di tutti i diagrammi di persistenza. Se, con molta fantasia’, pensiamo ad un modulo
di persistenza come un’evoluzione temporale di un insieme di particelle, ed i tempi ¢; come
quelli in cui si crea o si distrugge una particella che abbia un tempo di vita positivo, stiamo
formalmente ipotizzando che ad ogni istante vengano create ed immediatamente distrutte
una infinita di particelle.

Esiste una ovvia bigezione tra barcode e diagrammi di persistenza, che per i moduli di
persistenza di tipo finito ci porta alla seguente definizione.

Definizione 20.6. Dato un modulo di persistenza localmente di tipo finito, il suo diagram-
ma di persistenza ¢ il multi-insieme con base il semipiano esteso S = {(a,b) | a < b < 400}
e con molteplicita:

(1) per ogni i < j il punto (¢;,¢;) ha molteplicita u7;
(2) per ogni i il punto (¢;, +00) ha molteplicita p*°°;
(3) ogni punto della diagonale ha molteplicita infinita numerabile;
(4)

3
4) in tutti gli altri casi la molteplicita ¢ uguale a 0.

21. UNA MOLTO VAGA INTERPRETAZIONE

Come detto non ci addentriamo in questa parte, a mio avviso non molto chiara neppure a
tanti che pubblicano lavori in omologia persistente (che la evitano accuratamente fornendo
discorsi vaghi, fumosi, generici e scopiazzati).

Abbiamo visto che prendendo una nuvola di punti I € R™ possiamo ad essa associare il
complesso filtrato di Vietoris-Rips (K,v), K = A. Se spostiamo anche di pochissimo i punti
di I, i valori critici di v cambiano e si ha una diversa filtrazione di sottocomplessi di livello.

Quello che succede nel barcode ci fa perod ben sperare. Infatti, si pud dimostrare che, a
seguito di una piccola perturbazione:

(1) le classi di omologia persistente che si creano (per effetto della perturbazione) hanno
una breve durata di vita;

(2) le classi di omologia persistente che si distruggono (per effetto della perturbazione)
avevano una breve durata di vita;

(3) ogni classe con intervallo di vita [a, b[ sufficientemente lungo® si “trasforma” in una
classe con intervallo di vita [a’, [, con a vicino ad a’ e b vicino ad ¥'.

Da cio traiamo il seguente insegnamento:

1) ha senso interpretare come significativi solo gli intervalli di vita lunghi, mentre quelli
corti devono essere considerati “rumore topologico” e quindi non significativi del dato che si
vuole interpretare.

“In mancanza di fantasia va bene anche I'arroganza da effetto Dunning-Kruger.
8(0ssia contenente un numero abbastanza alto, in senso statistico, di valori critici.
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2) Esistono delle funzioni distanza che rendono 'insieme dei barcode uno spazio metri-
co. Nella filtrazione di Vietoris-Rips, piccole perturbazioni del point cloud inducono piccole
perturbazioni (in senso metrico) del barcode. Questa proprieta viene detta stabilita ed &
Iingrediente senza il quale quello che abbiano sviluppato non sarebbe altro che un bell’eser-
cizio intellettuale senza alcuna applicazione pratica. In generale ogni tipo di passaggio (a)
dai dati ai complessi filtrati, per avere un qualche interesse applicativo, dovra soddisfare la
condizione di stabilita.

3) Recentemente si intravedono alcune applicazioni dell’omologia persistente anche in
ambiti della matematica pura, come ad esempio la geometria algebrica [14]. In tale ambito,
piu che come spazio metrico, I'insieme dei barcode ci interessa maggiormente come insieme
degli oggetti di una categoria tale che il passaggio da complessi filtrati a barcode sia un
funtore [1].

Qui termina la prima parte delle dispense

22. IL TEOREMA DI MENELAO

Inizia qui la seconda parte delle dispense dedicata a temi di geometria proiet-
tiva classica.

Indicheremo con K un campo non nullo, ossia con 1 # 0. Le figure si riferiscono alla
geometria proiettiva su R e sono un valido aiuto alla comprensione dei risultati, non solo
su R ma anche su campi di caratteristica # 2. Occorre fare attenzione che in caratteristica
2 accadono alcuni fenomeni decisamente controintuitivi (vedi Esempio 26.4) e per i quali il
disegno potrebbe essere fuorviante.

Per spazio vettoriale intenderemo uno spazio vettoriale di dimensione finita su K. Per
ogni spazio vettoriale V indicheremo con V'V il suo duale e con GL(V) il gruppo di tutti gli
endomorfismi lineari di V invertibili, dotato del prodotto di composizione.

Iniziamo con il concetto di dipendenza affine di un insieme finito di vettori. In questa
sezione la lettera V' indichera sempre uno spazio vettoriale su K.

Lemma 22.1. Sia V uno spazio vettoriale su K. Dati vy, ...,v, € K" le sequenti condizion:
sono equivalenti:
(1) esiste un indice i = 0,...,p tale che i p vettori v; —v;, j # i, sono linearmente
dipendenti;
(2) per ognii=0,...,p ip vettori v; — v;, j # i, sono linearmente dipendenti;

(3) ip+ 1 vettori w; = (v;,1) € V x K sono linearmente dipendenti.

Dimostrazione. Mostriamo che (1) implica (3). Per semplicita supponiamo ¢ = 0 (per i # 0

la dimostrazione ¢ sostanzialmente identica). Siano as,...,a, € K non tutti nulli e tali che
Y71 aj(v; — ;) = 0. Se poniamo ag = —>7_, a; si ha
P P P P P P
ZCLj(’Uﬁ].) = Zajvj,Zaj = Zajvj —Zajvo,o = Zaj(vj —’U()),O = (070)
j=0 j=0 j=0 j=1 j=1 j=1
Mostriamo adesso che (3) implica (2). Siano ag,...,a, € K non tutti nulli e tali che

> ajw; = 0. Siccome
Yo agwy = (Y au5. ) aj)
si ha che Y a; = 0 e quindi per ogni indice ¢ si ha
a; = — Z aj
J#i
e di conseguenza a; # 0 per qualche j # . Ma allora

Zaj(vj - Ui) = Zajvj - (Z aj)vi = Zajvj =0.
7=0

i i i
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O

Definizione 22.2. I vettori vy, ...,v, di uno spazio vettoriale si dicono affinemente di-
pendenti se soddisfano le condizioni del Lemma 22.1. Altrimenti si dicono affinemente
indipendenti.

In particolare: il massimo numero di vettori affinemente indipendenti in K™ & n + 1; ogni
vettore (anche nullo) ¢ affinemente indipendente; due vettori sono affinemente dipendenti se
e solo se sono uguali.

Tre vettori si dicono allineati se sono affinemente dipendenti.

Lemma 22.3. Siano V spazio vettoriale e p,q,7 € V con p # q. Allora p,q,r sono allineati
se e solo se esiste t € K tale che r = (1 — t)p + tq; in tal caso t & unico.

Dimostrazione. Per definzione p, ¢, r sono allineati se e solo se esistono a, b € K non entrambi
nulli e tali che a(r — p) + b(¢ — p) = 0. Siccome g — p # 0 si ha a # 0 (se fosse a = 0 allora
anche b = 0); dividendo per a si ottiene

b
r—p:—a(q—p) <~ r=(1—-t)p+tg dove t:—g.

Ser=(1—-t)p+tg=(1—3s)p+sqcont,se€K, facendo la differenza si ottiene
O=(s—thp+(t—s)g=(t—s)(qg—p)
da cui s =t. O

Dunque, per ogni p # ¢ 'applicazione
(22.1) frat K =V, f(t) = (1-t)p+1g,

induce una bigezione tra il campo K e I'insieme dei vettori allineati con p, g. Si noti che
fp.q(0) = p, fp4(1) = ¢ Chiameremo 'immagine di f,, retta affine passante per p, g, che
denoteremo pq.

Per ogni r € pg definiamo il rapporto semplice

(r,pyq) = fpq (7).
In altri termini
(npg) =t <= r=(1-t)pt+tqg < r—p=t(g—p).

11 perché del nome rapporto semplice si capisce bene quando V = K1; in tal caso si pud

dividere per ¢ —p € K e quindi (r,p,q) = (r — p)/(q — p).

Il rapporto semplice non & invariante per permutazioni: se p, ¢, 7 sono distinti e (r,p,q) = ¢
si ha

1 t—1
(Tvpaq):ta (p’q,r)zi, (qarap)zia
1—t t

1
t

t
(p7’l°, q) = tf ((Iapﬂ") = ’ (T7q7p) =1 _t7

1 )
dove le precedenti formule hanno senso poiché t # 0 (r # p) et # 1 (r # ¢). Mostriamo
solamente il calcolo di (p, g, r) lasciando le altre verifiche per esercizio. Se (r,p,q) = t allora
r=(1—1t)p+tqdacui

1

r o< (pv(LT):i'

t
(rp,q)=t <= r=(1—-thp+tq <= p=——q+ T

t—1 1-1¢

Lemma 22.4. Siano dati tre punti a,b,c € K™ non allineati e si considerino tre punti
c €ab, a €bc, b €ac. Presi i rapporti semplici

(c,b,a) =t, (a',c,b) = s, (b',a,c) =r,

vale Vuguaglianza tsr = (t — 1)(s — 1)(r — 1) se e solo se a’, b, ¢’ sono allineati.
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Fraura 15. Le applicazioni o, f: K — {0,1} — K — {0,1}, «ft) =
1
=3 B(t) = 1 —t, soddisfano le relazioni o® = 42 = Id, a8 = Ba? e defini-

scono la rappresentazione del gruppo simmetrico >3 determinata dall’azione
sui rapporti semplici.

Dimostrazione. Si considerino i vettori di K™ x K

=) 5-0) () #() #-() e-()

Allora i tre vettori A, B, C sono linearmente indipendenti e la matrice (4, B,C) € Mp4+1.3(K)
ha rango 3. Dato che

A'=sB+(1-s)C, B =(1-r)A+rC, C'=tA+(1-1)B,
si ha il prodotto righe per colonne

0 1—r t
(A',B',C") = (A, B,C) s 0 1-—t
1—s r 0

Per il Lemma 22.1 i vettori A’, B’,C" sono allineati se e solo se la matrice (A, B’,C") ha
rango < 3 e questo vale se e solo se la matrice 3 x 3 nella formula precedente ha rango < 3.
Adesso basta calcolare il determinante:

0 1—r t
s 0 1—-t|=1-r)(1-95)(1—1t)+rst.
1—s r 0

O

Teorema 22.5 (Teorema di Menelao, prima velgione). Siano dati tre punti a,b,c € V non
allineati e si considerino tre punti ¢’ € ab, a’ € be, b/ € ac. Se a’ #b,c, ¥ #a,c ec #a,b
allora a’,b',c sono allineati se e solo se
(a,c¢,b)(b,a’,c)(c,b',a) =1.
Dimostrazione. Se
(c,b,a) =t, (a',c,b) = s, (', a,c)=r,

allora

(am’,b)z%, (b,a’,c):sgl, (c,b’7a):T_1.

t—1s—1r—1

=1 e la conclusione

La formula (a,c’,b)(b,a’,c)(c,b',a) = 1 & equivalente a
s
segue dal Lemma 22.4. O
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Vediamo adesso l'interpretazione in geometria Euclidea del teorema di Menelao, con i
punti a,b,c,a’,b, ¢ considerati in R%. Per ogni p,q € R? denotiamo con |pg| = |[p — ¢| la
distanza Euclidea e osserviamo che se p, ¢, r sono allineati e distinti, allora

lpr|
lqr|
dove il segno — vale se e solo se r &€ compreso tra p e ¢, ossia se r appartiene al segmento di
estremi p, ¢. Infatti (p,r,q) =t € Rseesolosep=(1—t)r+tgseesolosep—r==t(qg—r)
lp—rl
llg =7l
se i vettori p — r e ¢ — r hanno direzioni opposte, ossia se e solo se r &€ compreso tra p, q.

Se a’, b, sono allineati, siccome una retta non passante per i vertici del triangolo abc
interseca i lati in 0 oppure 2 punti ne segue che

jac'| Iba'| Jel|

22.2 =1
( ) [bc!| |ca’| |ab!|

(p,rq) =+

da cui |t| =

Sempre dalla formula p — r = t(q — r) segue che ¢ & negativo se e solo

FiGura 16. I teorema di Menelao.

Viceversa, se vale (22.2) ed un numero pari di punti o/, b, ¢’ appartiene al perimetro del
triangolo allora (a, ¢, b)(b,a’,¢)(¢,b’,a) = 1 e tali punti risultano allineati.

Esiste una versione alternativa del Teorema di Menelao, molto celebre nella grafica com-
puterizzata, e nel cui enunciato intervengono alcune generalizzazioni delle funzioni f, 4(t) =
(1 —t)p + tq introdotte in (22.1).

Teorema 22.6 (Menelao, seconda versione). Per ogni terna di punti p,q,m € V' si consideri
Uapplicazione

Ioar: K? — V, fp7q,7‘(t7 5) =(1- S)fp,q(t) + quw(t) .
Allora fpgr(t,8) = fpqr(s,t) per ogni s,t € K.

La dimostrazione ¢ banale, mentre tutt’altro che evidente ¢ la relazione tra le due versioni
del teorema di Menalao. Infatti, sviluppando i conti si ha

Ipgr(t,s)=1—=8)1—=t)p+(1—9)tg+s(1—t)g+str=(1—s)(1—t)p+ (s+t—2st)g+ str

che risulta simmetrica nelle variabili s, t.

Qui mostriamo solamente come la seconda versione segue dalla prima. Si considerino tre
punti non allineati p, g, 7, due scalari ¢, s € K e si guardi alla Figura 17

Il Teorema 22.5 applicato ai triangoli di vertici fp, 4(S), ¢, fg.r(S) € fp.q(t), @, fq,r(t) rispet-
tivamente ci da le due uguaglianze:

(fp.a(8)s fp.a(8), (@, far(t), far(8))(far(5), 2, fp.q(s)) =1,
(fo.a)s f.0(8), (@, fa.r(8)s far (D) (g (), 2, frq(t)) = 1.

I quattro rapporti semplici dove non compare x si calcolano facilmente in funzione di s, t:

(fp.a(5), fpa(t),q) = i:fﬁ7 (fp.a(t), fp.a(8),0) = i:i’
(@ far @) far() = 0 (@ fars)s far() = =
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q

ar(t)

fr.q(8)
fr.a(t)

p
FIGURA 17. Il punto & = fp 4. (t,8) = fp.qr(s,t) per s # t.

da cui segue

(far(8),, frq(8)) = (I—t)(t—s) t—1

— (xvfp,q(s)qu,r(s)):t — x:fp,q,r(svt)a

(s—t)t  t
(1—8)(s—t) s—s
(far(t); @, fpq(t)) = (t—s)s R = (2, fp,q(t), for(t)) =5 = z= fpqr(ts).
Esercizio 27. Nella notazioni precedenti, e per K = R, mostrare che t — () = fp .- (¢, 1)
& una parametrizzazione della parabola passante per p,r e con derivate v/(p) = ¢ — p,
V(r)=r—q

23. SOTTOSPAZI E TRASFORMAZIONI AFFINI

Sia V uno spazio vettoriale. Una combinazione lineare agvg + - - - + a,v, di vettori v; € V
si dice una combinazione baricentrica se Y a; = 1. Un sottoinsieme di V si dice un
sottospazio affine se ¢ chiuso per combinazioni baricentriche. In altri termini, un sottoin-

sieme H C V & un sottospazio affine se per ogni successione finita vg,...,v, € H ed ogni
successione ag, . .., a, € K tale che > a; =1 si ha agvg + -+ + anv, € H.
Esempio 23.1. (1) il vuoto & un sottopazio affine;

(2) per ogni v € V, il sottoinsieme {v} ¢ un sottospazio affine;

(3) ogni sottospazio vettoriale ¢ anche un sottospazio affine;

(4) intersezione di una famiglia arbitaria di sottospazi affini & ancora un sottospazio
affine;

(5) 1l sottoinsieme di K™ formato dalle soluzioni (z1,...,z,)? di un sistema lineare

1121+ -+ Q1nTy = b1

Am1%1 + -+ A @p = bm

¢ un sottospazio affine;
(6) Se H CV e K C W sono sottospazi affini, il loro prodotto cartesiano H x K ¢ un
sottospazio affine di V' x W.

Lemma 23.2. Siano V uno spazio vettoriale e H C V — {0} un sottospazio affine che non
contiene il vettore nullo. Allora n + 1 vettori vy, ...,v, € H sono affinemente indipendenti
se e solo se sono linearmente indipendenti in V.

Dimostrazione. Una implicazione ¢ chiara: se vy, . .., v, sono linearmente indipendenti in V,

a maggior ragione i vettori (vg,1),..., (v,, 1) sono linearmente indipendenti in V' x K.
Supponiamo viceversa che i vettori v; siano linearmente dipendenti, ossia che si abbia

una combinazione lineare Y . a;v; = 0, con gli a; € K non tutti nulli. Siccome 0 ¢ H si
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ha vy # 0 e quindi esiste almeno un indice ¢ > 0 tale che a; # 0. Denotiamo b = > a; e
mostriamo che b = 0. Se per assurdo fosse b # 0 si avrebbe una combinazione baricentrica
0 n a
O = - = —V;
b 4~ b’
=0
in contraddizione con lipotesi che 0 ¢ H. Dunque Y a; = 0,

n n

0= Z a;v; = (Z a;)vg + Zai(vi —vg) = Z a;(v; — vg)
1=0 i=1

i=0 i=1
e quindi i vettori v1 — vg, ..., v, — vy sono linearmente dipendenti. O
Definizione 23.3 (Inviluppo affine). Per ogni insieme finito di vettori v, ..., v,, I'insieme
((voy .-y vn)) = {aovo + -+ - + apvy | a; € K, Zai =1}
di tutte le combinazioni baricentriche viene detto inviluppo affine di v, ..., v,.
L’inviluppo affine & un sottospazio affine. Infatti dati wo,...,w, € {({vo,...,v,)) per
definizione esiste una matrice a;j, ¢ = 0,...,n, j =0,...,m tale che

n n
wj = E a;j;, E a;;j =1, perogni j=0,...,m.
i=0 i=0

Allora per ogni by, ...,b, € K tali che )" b; =1 si ha
ijwj = Zaijiji = ZCﬂ}h ci = Z bjaij7
J 2] i j

e siccome
Zci :Zijaij :ijZaij :ij-lzl
i g J i J

ne consegue che > bjw; € ((vo, ..., vn)).

Segue immediatamente dalle definizioni che se un sottospazio affine contiene un nume-
ro finito di vettori, allora contiene anche il loro inviluppo affine; dunque l'inviluppo affine
{{vo, ..., vn)) coincide con 'intersezione dei sottospazi affini contenenti vy, ..., v,.

Lemma 23.4. Sia K un sottospazio affine di uno spazio vettoriale V. Allora per ogni vettore
u € V il sottoinsieme

u+ K :={u+z|zeK}
e ancora un sottospazio affine detto il traslato di K tramite u.

Dimostrazione. Dati vg,...,v, € u+ K e ag,...,a, € K tali che > a; = 1, per definizione
v; =u+x; con x; =v; —u € K e quindi

Zaivi :Zai(u—kzi) = (Zai)u—&—Zaixi :u—}—Zaixi cu+ K.

O

Dati due sottospazi affini H, K, scriveremo H ~ K se H & un traslato di K: & immediato
osservare che ~ ¢ una relazione di equivalenza.

Lemma 23.5. Sia K un sottospazio affine non vuoto di uno spazio vettoriale V. Allora il
sottoinsieme W = {u—v | u,v € K} CV ¢ un sottospazio vettoriale ed é l'unico sottospazio
vettoriale che risulta essere un traslato di K. In particolare K é un sottospazio vettoriale se
e solo se 0 € K.

Dimostrazione. Siccome K € non vuoto, pure W & non vuoto. Dati u,v,z,y € K e a,b € K
si ha

alu—v)+bx—y)=u—((1—a)ut+av—br+by) € W,
poiché (1—a)+a—b+b=1equindi (1 —a)u+av—bxr+by € K; quindi W & un sottospazio
vettoriale. Resta da provare che K ~ W, ossia che K ¢ un traslato di W e che se W ~ U con
U sottospazio vettoriale, allora U = W. Sia u € K un elemento qualsiasi e mostriamo che
K=u+W;seveKallorav—u€eW equindiv=u+ (v—u)€ K. Viceversa, se w € W



70 M. MANETTI, SAPIENZA UNIVERSITA DI ROMA

alloraw =z —yconz,y € Kequindiu+w=u+2z—y € K poiché 1+1—1=1. Per
finire, se v + W & un sottospazio vettoriale allora 0 € v + W, ossia —v € W, quindi v € W e
di conseguenza v+ W = W. O

Secondo il Lemma 23.5, per ogni sottospazio affine non vuoto K C V esiste un unico
sottospazio vettoriale W che & un traslato di K. Chiameremo W spazio tangente di K e
si definisce la dimensione di K come la dimensione di W come spazio vettoriale. Se K = ()
allora si pone per convenzione dim K = —1.

Dunque i punti sono tutti e soli i sottospazi affini di dimensione 0: sottospazi affini di
dimensione 1 e 2 sono detti rispettivamente rette e piani affini.

Diremo che due sottospazi affini H, K sono paralleli se i rispettivi spazi tangenti U, W
soddisfano una relazione di inclusione, ossia U C W oppure W C U. In particolare, due
sottospazi affini della stessa dimensione sono paralleli se e solo se hanno lo stesso spazio
tangente, ossia se e solo se sono uno il traslato dell’altro.

Per spazio affine su di un campo K intenderemo un sottospazio affine di uno spazio
vettoriale. Per rimarcare la differenza chiameremo punti (anziché vettori) gli elementi di
uno spazio affine; al di la della questione terminologica uno spazio affine puo anche essere
pensato come uno spazio vettoriale in cui il vettore nullo € un vettore come tutti gli altri ed
in cui le uniche combinazioni lineari consentite sono quelle baricentriche.

Definizione 23.6. Un’applicazione f: V — W tra spazi affini si dice affine se commuta con
le combinazioni baricentriche, cioe se per ogni vg,...,v, € V e per ogni ag,...,a, € K tali
che > a; = 1 vale f(O av;) = > a;f(v;). Le applicazioni affini invertibili (ossia bigettive)
vengono dette affinita.

E chiaro che composizione di applicazioni affini ¢ ancora affine.
Esempio 23.7. Ogni applicazione lineare tra spazi vettoriali ¢ anche affine.

Esempio 23.8. Siano V uno spazio vettoriale e v € V. Allora la traslazione
T,: V=V, Ty(z) =v+ua,

¢ un’affinita con inversa T_,. Infatti se Y a; = 1 si ha

Tv(z a;z;) =v+ Zaixi = (Z a;)v + Zaixi = Zai(v +x;) = Z a; Ty(z;) .

Lemma 23.9. Sia f: V — W un’applicazione affine tra spazi vettoriali. Allora esiste un’ap-
plicazione lineare g: V. — W tale che f = Tt)g. In particolare f ¢ lineare se e solo se

£(0) = 0.

Dimostrazione. Gia sappiamo che se f & lineare allora f(0) = 0. Viceversa, se f(0) = 0 allora
per ogni u,v € V ed ogni a,b € K si ha

flau+bv)=f(1—a—0)0+au+bv)=(1—a—>b)f(0)+af(u)+bf(v) =—+af(u) +bf(v)

e quindi f ¢ lineare. Dunque I'applicazione affine g = T_;(g)f ¢ lineare in quanto g(0) =
Ty (F(0)) = 0. 0

In generale, se f: V — W & un’applicazione affine tra spazi vettoriali non é detto che si
possa scrivere f = ¢T, per opportuni v € V e g lineare. Una condizione necessaria e che
0 = gT,(—v) appartenga all’immagine di f; tale condizione ¢ anche sufficiente in quanto se
esiste v € V tale che f(—v) = 0, allora I'applicazione g = fT_, risulta lineare in quanto

9(0) = 0.

Teorema 23.10. Siano K un campo con almeno tre elementi (ossia K £ Z/(2)) e f: H —
K un’applicazione tra due spazi affini definiti suK . Allora f & affine se e solo se per ogni
p,q € H ed ognit € K wvale

f(L=t)p+tq) =(1—1t)f(p) +tf(q).

In altri termini f ¢ affine se e solo se preserva gli allineamenti ed @ rapporti semplici.
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Dimostrazione. La condizione & chiaramente necessaria. Per quanto riguarda la sufficienza
dimostriamo per induzione su n > 1 che

(23.1) f(ztipi) = Ztif(pi)v pi€eH, t ek, Zti =1.
i=0 =0

Per n = 11a (23.1) & vera per ipotesi; supponiamo quindi n > 1 e scegliamo un b € K —{0, 1}.
Si puo scrivere
n

- to 1—b—t to+t+b—1 t;
;:o pi = ( )<1_bpo+ - p1>+ ( 5 p1+§ bp>

=2

e per 'ipotesi induttiva

thpz = 1—b)f<1t_0bpo+1_1b__btop1)+bf <t°+t1+b 1+prz>
1-b—- b—1 i
—a-n( (po)+1_bt0f(p1)>+b<t0+tlb+f(p1)+§tbf(p¢)>

= Z tif(pi) -
=0

O

Sia V uno spazio affine, denotiamo con £ 'insieme di tutte le rette affini in V' e con ~ la
relazione di parallelismo in £, ossia Ly ~ Ly se e solo se esiste v € V tale che Ly = v + L;.
Notiamo che, fissato un punto p € V, le rette affini passanti per p formano un insieme di
rappresentanti per la relazione di equivalenza ~, e cioe per ogni retta affine in L C V esiste
un’unica retta L’ passante per p e parallela a L. Chiameremo il quoziente £/ ~ iperpiano
all’infinito e 'unione

V=Vvu (L] ~)
completamento proiettivo di V.

Sia t1,...,t, un sistema di coordinate su V. Possiamo allora considerare ’applicazione

affine iniettiva

he Vs K™ fty, o t,) = (1t t).
L’applicazione h preserva la relazione di parallelismo e la sua immagine & il sottospazio affine
{zp = 1}. Possiamo quindi identificare il completamento proiettivo di V' con il completamento
proiettivo di {xg = 1}.

Ogni retta affine in {zp = 1} & parallela ad un unico sottospazio vettoriale di dimensione
1 di {xo = 0}. Ogni punto di {xy = 1} & contenuto in un unico sottospazio vettoriale
di dimensione 1 di K™*!. Esiste dunque una bigezione tra il completamento proiettivo di
{x¢ = 1} e 'insieme di tutte le rette per I'origine in K"+1.

Esercizi

Esercizio 28. Sia F un sottoinsieme di uno spazio vettoriale su di un campo diverso da
Z/2. Provare che E ¢ un sottospazio affine se e solo se per ogni u,v € FE e per ogni a € K
vale au+ (1 —a)v € E.

Esercizio 29. Sia V uno spazio vettoriale su di un campo F'. Provare che se F' possiede
almeno n + 1 elementi, allora V non puo essere unione di n sottospazi affini propri. In
particolare uno spazio vettoriale su di un campo infinito non pu® essere unione finita di
sottospazi affini propri. (Sugg.: induzione su n; sia per assurdo V = U, V;, allora a meno
di traslazioni possiamo supporre 0 € V,,. Se V,, C V; per qualche i < n abbiamo finito,
altrimenti scegliamo v € V,, — U'-'(V,, N Vi), h € V =V, e consideriamo la retta affine
L = {tv+ (1 —t)h |t € F}. Esiste allora un indice i tale che L interseca V; in almeno due
punti.)

Esercizio 30. Sia f: V — W una applicazione affine. Dimostrare che:
(1) Se E C V ¢ un sottospazio affine, allora f(F) ¢ un sottospazio affine.
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(2) Se H, K C V sono sottospazi affini della stessa dimensione e paralleli, allora f(H), f(K)
sono paralleli.

Esercizio 31. Sia f: K® — K™ un’applicazione affine e siano f(0) = (by,...,bn), f(§) —

f(0) = (a1sy- -, ami), dove 6%, ..., 6™ indica la base canonica di K". Provare che f manda il
punto (x1,...,2,) nel punto (y1,...,yn) che soddisfa la relazione
Y1 air ... Gin b1 1
Ym Gm1 -+ Gmn by LTn
1 0 e 0 1 1

Caratterizzare inoltre le matrici (n + 1) x (n + 1) corrispondenti alle traslazioni in K”.

Esercizio 32. Sia H C K" un sottospazio affine non contenente 0 e f: H — K™ un’appli-
cazione affine. Dimostrare che f & la restrizione ad H di un’applicazione lineare g: K" —
K™,

Esercizio 33. Siano P, = (1,2), P, = (3,1), P3 = (3,3), Q1 = (1,8), Q2 = (0,7) e
Q3 = (7,3). Si determini I'affinitd di R? in sé che trasforma P; in Q; per i = 1,2, 3.

24. SPAZI PROIETTIVI

Sia K un campo e V uno spazio vettoriale su K ; definiamo il proiettivizzato di V'
P(V) = (V—-{0})/ ~
come il quoziente di V' — {0} per la relazione di equivalenza
v~w seesolose v=Aw per qualche A € K—{0}.

L’insieme P(V') & in bigezione naturale con I'insieme dei sottospazi vettoriali di dimensione
1 (rette per 'origine) di V.

Dato un vettore v € V —{0} si & soliti denotare con [v] € P(V) la classe di equivalenza
corrispondente.

Chiameremo P = P(K"*!) spazio proiettivo di dimensione n sul campo K. In assenza
di ambiguita sul campo K scriveremo pitt semplicemente P in luogo di Pg . Diremo che un
sottoinsieme M C V & un cono se 0 € M e se v € M implica che Av € M per ogni A € K.
Se M C V ¢ un cono e S C P(V) & un sottoinsieme, si definisce

P(M) = {[v] |[ve M—{0}} CP(V) e C(S)={veV-{0}]|[]eS}u{o}.

11 sottoinsieme C(S) C V viene detto cono affine di S; ¢ immediato osservare che le
applicazioni
{coni in V}&{sottoinsiemi di P(V)}g{coni in V}

sono bigettive ed una ’inversa dell’altra.

Se W C V & un sottospazio vettoriale, chiameremo P(W) sottospazio proiettivo di
P(V). Si noti che ogni punto di uno spazio proiettivo & un sottospazio: [v] = P(K v).

Se W C V ¢ un iperpiano diremo che P(W) ¢ un iperpiano di P(V'). Poiché P(N;M;) =
N;P(M;) per ogni famiglia di coni {M;}, si ha in particolare che intersezione di sottospazi
proiettivi € ancora un sottospazio proiettivo.

Definizione 24.1 (Inviluppo di sottospazi proiettivi). Se Wi, Ws, ..., W,, C V sono sotto-
spazi vettoriali scriveremo
P(W1) +P(Wa) + -+ P(W,,) =P(Wy + Wa + - + W,).
In altri termini, se Hy, ..., H, C P(V) sono sottospazi proiettivi, allora Hy + -+ + H,, &
il pitt piccolo sottospazio proiettivo di P(V') che li contiene.
Dati due punti p,q € P(V') scriveremo anche pqg per indicare I'inviluppo proiettivo p + q.
Se vale py = [v1], p2 = [v2],. .., Dn = [Un], cOn v1,...,v, € V — {0}, allora

p1+p2+ -+ p, =P(Span(vy,...,v,)).
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Se lo spazio vettoriale V' ha dimensione finita, definiamo la dimensione di P(V') mediante
la formula dimP(V) = dim V' — 1: in particolare l'insieme vuoto ) = P(0) avra dimensione
—1 quando viene considerato come uno spazio proiettivo.

Spazi proiettivi di dimensione 1 e 2 si dicono rispettivamente rette e piani proiettivi.
Punti contenuti in una medesima retta vengono detti allineati, punti (o rette) contenuti in
un medesimo piano si dicono complanari, rette passanti per un medesimo punto si dicono
concorrenti.

Si noti che due punti p = [v] e ¢ = [w] in uno spazio proiettivo sono distinti se e solo se i
vettori v, w sono linearmente indipendenti. Tre punti p = [v], ¢ = [w] e r = [u] sono allineati
se e solo se in tre vettori u, v, w sono linearmente dipendenti, ossia se e solo se Span(u, v, w)
ha dimensione < 2.

Due sottospazi proiettivi H, K C P(V) si dicono incidenti se H N K # (), altrimenti
si dicono sghembi; poiché C(H + K) = C(H) + C(K) e dimH = dimC(H) — 1 vale la
formula di Grassmann

dim(H N K) + dim(H + K) = dim H + dim K

e quindi H e K sono sghembi se e solo se dim(H + K) = dim H 4+ dim K + 1.
Sia f: V — W un isomorfismo lineare di spazi vettoriali. In particolare f(v) = 0 se e solo
se v = 0 ed ¢ ben definita la fattorizzazione al quoziente

[f]: B(V) = BP(W),  [v] = [f(v)].

E chiaro che [f] & bigettiva, trasforma sottospazi proiettivi in sottospazi proiettivi della stessa
dimensione e preserva le relazioni di incidenza, concorrenza, allineamento, complanarita ecc.

Definizione 24.2. Un’applicazione ¢: P(V) — P(W) si dice un isomorfismo proiettivo
o proiettivita se e indotta per passaggio al quoziente da una applicazione lineare invertibile
f:V — W mediante la regola

o)) = [f(0)],  veV {0},

e scriveremo in tal caso ¢ = [f].

Ogni proiettivita e bigettiva e la sua inversa € ancora una proiettivita. Piu precisamente,
se ¢ = [f], allora ¢~ = [f~1].

La geometria proiettiva si occupa di studiare i luoghi geometrici (configurazioni, chiusi di
Zariski, varieta ecc.) contenuti in uno spazio proiettivo, a meno di isomorfismi proiettivi. Per
il momento ci occuperemo solamente di configurazioni, ossia di famiglie finite di sottospazi
proiettivi che soddisfano alcune relazioni di incidenza, allineamento eccetera.

Esempio 24.3. Siano V, W due spazi vettoriali della stessa dimensione e siano H C V e
K C W due sottospazi della stessa dimensione. Allora esiste una proiettivita ¢: P(V) —
P(W) tale che ¢(P(H)) = P(K). A tal fine basta considerare ) = [f], con f: V — W un
qualunque isomorfismo lineare tale che f(H) = K.

In particolare, se V ha dimensione n+1, la scelta di una base di V', ossia di un isomorfismo
K"+t — V induce un isomorfismo proiettivo P* ~ P(V). Lo stesso accade per qualunque
scelta di un sistema di coordinate, ossia di una base di V'V, ossia di un isomorfismo lineare
V — Kntl,

Esempio 24.4. Siano H C P(V) un iperpiano e W C P(V) un sottospazio proiettivo di
dimensione m. Se W non ¢ contenuto in H allora H + W = P(V) e per la formula di
Grassmann dimH "W =m — 1.

Per ogni punto p € W —H = {qg € W | ¢ € H} si ha p+ (HNW) = W. Infatti
p+ (HNW) C W (i due sottospazi p e W N H sono entrambi contenuti in W) e per
Grassmann dim(p+ (HNW)) =1+ (m —1) = dim W.

Sia K un campo finito con ¢ elementi se V' & uno spazio vettoriale di dimensione n + 1,
allora P(V') & isomorfo a P" e quindi il numero di punti di P(V'), e pilt in generale il numero di
sottospazi proiettivi di dimensione fissata, dipende solo da n e K. La prossima proposizione
fornisce un metodo di calcolo di tale quantita.
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Proposizione 24.5. Sia K un campo finito con q elementi e si consideri il polinomio
1 n n
; (Hu +tq') — 1) = ant € Z[t].
i=0 p=0

Allora per ogni 0 < p < n il numero s, dei sottospazi proiettivi di dimensione p contenuti in
n

a
o5 n _ p
Pg € uguale a s = —5——.
i=04

Dimostrazione. E istruttivo trattare prima il caso p = 0, ossia calcolare quanti punti contiene
lo spazio proiettivo di dimensione n. Siccome

1 (1 i ~
7 <H(1+tq)—1) :Zq Ft(--)
=0 =0
dimostriamo per induzione su n che Pg contiene 1+¢q+---+¢" punti. Per I'ipotesi induttiva
ogni iperpiano H di P% contiene 1+ ¢+ --+¢" ! punti; basta adesso osservare che P} — H
¢ lo spazio affine K" che contiene ¢" punti. Similmente la proposizione ¢ vera per p = n: si
verifica immediatamente che a? =[]}, ¢".

Consideriamo adesso il caso generale. Per ogni coppia di interi —1 < p < n indichiamo con
s, il numero di sottospazi proiettivi di P" di dimensione p. Vale allora la formula ricorsiva

sty =5, =1, 32:3;}’1+q"”’sgj, 0<p<n.

Infattise 0 < p < n—1 e scriviamo P* = K"UP"~! (parte affine unito iperpiano all’infinito),
i sottospazi di dimensione p si dividono in due classi disgiunte: quelli contenuti nell’iperpiano
all’infinito, che sono s;“l, e quelli del tipo a + H, con a € K™ e H C P*~! di dimensione
p—1.Tpuntia € K™ sono ¢", maa+H =b+ H seesolose b € (a+ H)NK™. Basta adesso
osservare che (a + H) N K™ ¢ il complementare di un iperpiano in PP e quindi contiene ¢?
punti.

D’altra parte, siccome

n n n—1
1 7 1 n 1 n— n
¥||(1+tq):z+g aptp<t+g a, 1tp>(1+tq)
=0 p=0 p=0

si hanno le formule ricorsive

n _ . n—1 n n—1
a, =a, +q¢'a, 7, 0<p,
. . p Z . .
e dividendo per [];_ ¢* si ottiene
n n—1 n—1
ap __p g P ap—1
P i D 7 p—1 "
i=04q i=0 4 IIico ¢
La conclusione segue dunque dal principio di definizione ricorsiva. O

Esercizi

Esercizio 34. Se H, K sono sottospazi non vuoti di uno spazio proiettivo allora
H+K= |J p
pEH,qe K
Esercizio 35. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n + 1. Provare che ogni sottospazio
proiettivo di P(V) di dimensione k & intersezione di n — k iperpiani proiettivi.
Esercizio 36. Nella situazione della Proposizione 24.5, provare che

sZzZqu:o‘“, dove S:{(ao,...,ap)eI\V’Jrl |a0§a1§--~§ap§n—p},
s

ed in particolare che il numero di rette in Pg € uguale a

S’iz _ Z qi-‘rj .

0<i<j<n—1
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Figura 18. 1l teorema di Desargues.

25. IL TEOREMA DI DESARGUES

Per la formula di Grassmann, due rette in P? sono sempre incidenti. Se p = [u] # ¢ = [v],

r=[w] #s=[z]siha
pq N7s = P(Span(u, v) N Span(w, 2)),
e quindi bisogna trovare le soluzioni non banali del sistema lineare (3 equazioni e 4 incognite)
ToU + T1V = YoWw + Y12 .
Ad esempio, se p = [1,0,0], ¢ =[0,1,0], r = [0,0,1] e s = [1,1, 1], siccome
(1,1,0) = (1,0,0) + (0,1,0) = —(0,0,1) + (1,1,1)

si ha che pgN7s = [1,1,0].

La comprensione del teorema di Pappo (III secolo D.C.) e di un teorema scoperto dal
matematico francese Girard Desargues nel 1639 e stata una delle principali motivazioni dello
sviluppo, nel XIX secolo, della geometria proiettiva.

Teorema 25.1 (Desargues). Siano dati 7 punti distinti o,p1,D2,D3,q1,q2,q3 € P? tali che
ciascuna delle tre terne (0,p1,q1), (0,02,q2) € (0,p3,q3) sia formata da tre punti allineati.
Allora i tre punti

1 =DP2P3 M G293, T2 =p1Pp3q1qs, T3 = DP1P2q1G2,

sono allineati (Figura 18).

Dimostrazione. Sia P? = P(V), con V spazio vettoriale di dimensione 3 e scegliamo 7 vettori
u, 1,02, V3, wi, w2, w3 € V — {0} tali che

o=[u], pi=[vi], q =][w]
Per ipotesi o appartiene alla retta p1q;. Questo equivale a dire che v € una combinazione
lineare di v, e wy: diciamo u = ayv1 + byw;. Similmente si ha

U= aiv + b1w1 = a2V9 + bQ'wg = a3v3 + bg’U]g.
Da tali uguaglianze deduciamo che
a1V — agVy = b2w2 - blwl, asV9 — A3V3 = b3w3 — bg’u}g, a1v1 — a3vs = b3w3 — blwl.
da cui segue
rs = [awl — (ZQ’UQ], r = [(ZQUQ — (131)3], To = [(111)1 — (L3’U3].
I tre punti 1,72 ed r3 sono allineati poiché
(a1v1 — agvg) + (CL2U2 — CL3U3) + (awl — CL3’U3) =0.

O

Osservazione 25.2. 11 teorema di Desargues ha senso anche se esiste un indice i tale che
pi = ¢;, ed in tal caso la sua validita e evidente perché se ad esempio p; = ¢ allora
r9 = r3 = p1 = q1, mentre ’ennunciato perde di significato se p; = ¢; per almeno due indici
1.
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26. SISTEMI DI RIFERIMENTO E COORDINATE OMOGENEE

Definizione 26.1. Diremo che s+ 1 punti po,...,ps € P(V) sono proiettivamente indi-
pendenti se il sottospazio (pg, ..., ps) da essi generato ha dimensione esattamente s.

Ad esempio, due punti in P! sono proiettivamente indipendenti se e solo se sono distinti;
tre punti in P? sono proiettivamente indipendenti se e solo se non sono allineati.

E fondamentale osservare che, se vg,...,vs € V —{0}, allora i punti [vo),...,[vs] sono
proiettivamente indipendenti se e solo se i vettori vy, ..., vs sono linearmente indipendenti.
Definizione 26.2. Diremo che n + 2 punti pg,...,ppt+1 € P(V) sono un sistema di ri-

ferimento se dimV = n 4 1 e se per ogni indice 7 fissato, i punti p;, per j # i, sono
proiettivamente indipendenti.

Sono esempi di sistemi di riferimento:
o Tre punti distinti di P*.
o Quattro punti di P?, tre dei quali non siano allineati.
e Cinque punti di P3, quattro dei quali non siano complanari.

Lemma 26.3. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n+1. Allora n+2 puntipg,...,Pnt+1 €
P(V) sono un sistema di riferimento se e solo se esiste una base eq,...,en, € V tale che
pi=lei] peri=0,...,n eppy1 =[eg+e1+ -+ epl

Dimostrazione. Se eg,...,e, € V & una base, allora ¢ facile osservare che i punti p; = [e;]
peri=0,...,nep,tr1 =[eo+ €1+ -+ e,] sono un sistema di riferimento.

Sia viceversa py,...,pp+1 Un sistema di riferimento e scegliamo vettori vg,...,v, € V
tali che p; = [v;] per ogni i = 0,...,n. Siccome po, ..., p, sono indipendenti, ne segue che
Vo, -..,Un € una base di V' e quindi esistono ay,...,a, € K tali che p,41 = [en41], dove
€n+1 = QoUg + -+ + anv,. Se fosse a; = 0 per qualche indice 4, allora gli n + 1 vettori

Voy- -3 Vi—1,€En4+1,Vi+1y--.,Un
sarebbero linearmente dipendenti e quindi pg,...,pn+1 non potrebbe essere un sistema di
riferimento. Quindi a; # 0 per ogni i ed ¢ sufficiente considerare la base e; = a;v;, i =
0,...,n. O

Per quadrilatero completo in P" si intende la configurazione di una quaterna di punti
a,b,c,d (i vertici) e delle 6 rette ab,ac,ad,bc,bd,cd (i lati). Il quadrilatero di dice non
degenere se tra i 4 punti non ne esistono 3 allineati.

Se n = 2, un quadrilatero completo ¢ non degenere se e solo se i vertici formano un sistema

di riferimento proiettivo.

Esempio 26.4. Siano a,b,c,d € P? i vertici di un quadrilatero completo non degenere.
Allora i tre punti di intersezione delle coppie di lati opposti
p:%ﬂa, q:ﬁﬂ@, r = adNbc
sono distinti. Inoltre p, g, r sono allineati se e solo se il campo K ha caratteristica 2.
Infatti possiamo trovare coordinate proiettive tali che
a=11,0,0,, b=10,1,0], ¢=][0,0,1], d=]1,1,1],
da cui segue
p=1[1,10], ¢=I[10,1], r=[0,1,1],
ed il determinante

1 1 0
1 0 1j=-2
0 1 1

si annulla se e solo se il campo & di caratteristica 2.

Chiameremo sistema di coordinate omogenee su P(V') un qualsiasi sistema di coor-
dinate lineari su V. Se P(V) ha dimensione finita n, la scelta di un sistema di coordinate
omogenee definisce un isomorfismo proiettivo P(V') = P e quindi permette di rappresentare
ogni punto p € P(V) nella forma p = [ag,...,a,], con i numeri a; € K non tutti nulli.
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Tale rappresentazione non & unica: infatti vale [ag,...,a,] = [bo,...,bs] se e solo se esiste
A € K —{0} tale che b; = Aa; per ogni i.

Lemma 26.5. Siano f,g: V — W due applicazioni lineari iniettive e consideriamo le
applicazioni

¢, P(V) = P(W), o)) =[f(w)], ¢([v]) = [g(v)].
Allora vale ¢ =1 se e solo se esiste A € K — {0} tale che f = Ag.

Dimostrazione. L’unica implicazione non banale € il “solo se”. Supponiamo quindi ¢ = ¥ e

fissiamo una base vy, . . ., v, di V. L’iniettivia di g implica allora che i vettori g(vg), . .., g(vy)
sono linearmente indipendenti.
Dalle relazioni [f(v;)] = [g(v;)] si ricava che esistono n + 1 scalari invertibili A; tali che
f(vi):)\ig(vi), ’iZO,...,n.
Siccome f, g sono univocamente determinate dai valori che assumono sulla base vy, ..., vy,

per concludere basta dimostrare che A\; = A; per ogni i, j. Dalla relazione

[f(vo+ -+ vn)] = [g(vo + -+ +vn)]
deduciamo che esiste un A € K — {0} tale che

f(v0+--~+vn)Z)\Q(UO+"'+Un>:Z/\g(Ui>'

D’altra parte

floo+-- o) = Zf(vi) = Z)\ig(vi)
e I'indipendenza lineare dei vettori g(vg), ..., g(v,) implica che A\; = X per ogni indice i. O

Si denota PGL(V) il gruppo delle proiettivitd di P(V) in sé. Per definizione esiste un
omomorfismo surgettivo di gruppi GL(V) — PGL(V') che, per il lemma precedente ha come
nucleo i multipli dell’identita. Si indica anche PGL,,(K) = PGL(K™), e quindi PGL,, 41 (K)
e il gruppo degli automorfismi proiettivi di Py .

Proposizione 26.6. Dati due sistemi di riferimento pg,...,Pnt1 €Go, - -, qn+1 di P™, esiste
un’unica proiettivita ¢ € PGL,4+1(K) tale che o(p;) = q; per ogni i.

Dimostrazione. L’esistenza segue immediatamente dal Lemma 26.3, mentre per I'unicita non
& restrittivo supporre p; = ¢; per ogni i. Sia eg, ..., e, una base di K”*! tale che p; = [e;]
con e,11 =Y e; e f: K" — K"+ lineare invertibile tale che [f]p; = p; per ogni 4. Allora
esistono costanti ao,...,an+1 € K tali che f(e;) = a;e; per ogni i. Poiché ey, ..., e, sono
una base segue necessariamente che a; = a,4+1 per ogni i =0,...,n e quindi f ¢ un multiplo
dell’identita. |

Per n = 1 possiamo scrivere P! = K U {oc}, dove K = {[1,#] | t € K} e 00 = [0,1]
(intuitivamente [0, 1] ¢ il limite per ¢ — oo di [1/¢,1] = [1,]). Ogni proiettivita ¢ di P! in sé
¢ rappresentata da ¢([zo, z1]) = [azg + bx1, cxo + da1], ad # be, che, nella coordinata affine
t = x1/xo diventa

crg+dry c+dt

t) = = d—2b .
o(t) ato+bxry a+bt’ con- @ c#0

Teorema 26.7 (Pappo). Siano p,...,ps punti distinti e non allineati di P?, divisi in due
terne allineate p1,p3, ps € p2,pa,ps (Figura 19).
Allora i tre punti

P1P2 N papPs, D2p3 N DPsPes  P3P4 N DeP1,

sono allineati.

Dimostrazione. Vediamo una prima dimostrazione che utilizza conteggi elementari ma piut-
tosto grezzi con le coordinate omogenee. Altre dimostrazioni pit concettuali saranno date in
seguito.
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Ficura 19. Il teorema di Pappo.

Siano L la retta contenente p1,ps3,ps € M la retta contenente po, ps, pg. A meno di per-

mutazioni cicliche degli indici non & restrittivo supporre che nessuno dei 4 punti pi,...,ps
sia uguale al punto o di intersezione di L e M.
Dunque py, ..., ps sono un sistema di riferimento proiettivo ed esiste un sistema di coor-

dinate omogenee tali che
p1=[1,0,0], p3=11,1,0], p2=1[0,0,1], ps=10,1,1].
Dunque
0=1[0,1,0], ps=1[a,1,0], ps=10,1,b], a,be K — {1},
e l'ipotesi p5 # pg implica che a e b non possono essere contemporaneamente nulli. Si ha:
a(1,0,0) — (0,0,1) = —(0,1,1) + (a, 1,0), Ppipz NPaps = [a,0,—1],
b(a —1)(0,0,1) 4+ a(1,1,0) = (a,1,0) + (a — 1)(0,1,b), D2p3 NDsps = [a, a,b(a — 1)],
(1-5)(1,1,0) +5(0,1,1) = (0,1,b) + (1 — b)(1,0,0), PsPa NDep1 = [1 —b,1,0],

e lallineamento dei tre punti segue, tenendo presente la commutativita del prodotto (ab =

ba), dalla relazione:
(a,a,b(a — 1)) = b(a,0,—1) + a(l — b,1,b).

Esercizi

Esercizio 37. Determinare le proiettivita di P*(C) = CU{oo} in sé che preservano i seguenti
sottoinsiemi di C:

R={z+iy|ly=0}, H={z+iyly>0}, H={z+iy|y>0},
A={z+iy|2®+y* <1}, A={z+iy|2®+y*<1}.

t—1
Provare inoltre che la proiettivita ¢(t) = P trasforma il semipiano H nel disco A.
i

27. PROIEZIONI E PROSPETTIVE

Iniziamo con 'osservare che per ogni proiettivita ¢: P* — P™ l'insieme dei suoi punti fissi
si decompone nella forma

Fix() ={p e P" | ¢(p) =p} = H1U---UH,

dove gli H; sono sottospazi proiettivi disgiunti e tali che E?:l(dim H; 4+ 1) <n+ 1. Infatti
se ¢ & indotta da un’applicazione lineare invertibile f: K"*! — K™*! allora i punti fissi
di 1 corrispondono agli autovettori di f. Se A1,...,Ap € K sono gli autovalori di f, allora
il luogo dei punti fissi di ¢ coincide con I'unione dei sottospazi H; = P(ker(f — A\;I)). Tale
unione ¢ disgiunta in quanto ad ogni autovettore corrisponde un unico autovalore.
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Lemma 27.1. Sia ¢: P" — P™ una proiettivita e H, K due sottospazi proiettivi contenuti
nel luogo dei punti fissi Fix(). Se HN K # 0, allora H+ K C Fix(¢)).

Dimostrazione. Siano U,V C K" i due sottospazi vettoriali tali che H = P(U), K = P(V),
esia f: K" — K”*! un automorfismo lineare che induce 1. Siccome ¥ g ¢ l'identita esiste
uno scalare non nullo h € K tale che f(u) = hu per ogni u € U; similmente esiste k¥ € K
tale che f(v) = kv per ogniv € V. Se HN K # () allora U NV contiene un vettore non nullo
e questo implica h = k ed allora f(x) = ha = ka per ogni x € U + V. a
Teorema 27.2. Per una protettivita ip: P™ — P™ le sequenti condizioni sono equivalenti:

(1) @ punti fissi di tp contengono un iperpiano H;

(2) esiste un punto o € P tale che 1¥(0) = o e ¥(p) € op per ogni p # o;

(3) esiste un sistema di riferimento proiettivo py, . .., pny1 tale che ¥(po) = po e Y(p;) €

Dop; perognii=1,...,n+ 1.

Inoltre, se n > 1 e ¢ #£ 1d soddisfa le precedenti condizioni, allora il punto o e l'iperpiano H
sono unici e Fix(y) = H U {o}.

Dimostrazione. Possiamo chiaramente supporre v diversa dall’identita.

[1 implica 2]: Osserviamo innanzitutto che la condizione 2) & del tutto equivalente a dire
che ¢(p) € o+ p per ogni p € P™. Sia ¢ = [f] e fissiamo una base vy, ..., v, tale che [v;] € H
perognii = 1,...,n. Larestrizione di ¢ ad H e I'identita, quindi a meno di moltiplicare f per
uno scalare possiamo supporre f(v;) = v; per ogni i > 0. Se f(vg) = > 1, a;v; consideriamo
il punto o = [f(vg) — vp]. Allora per ogni vettore w = > b;v; si ha

f(w) =bof(vo) + f(w — bovo) = bo f(vo) +w — bovo = bo(f(vo) —vo) +w,
ed in particolare f(w) € Span(f(vy) — vo, w).

[2 implica 3]: Basta estendere il punto o ad un sistema di riferimento proiettivo.

[8 implica 1]: Possiamo prendere una base vy, . .., v, di K™*! tale che p; = [v;] per ogni i
€ Pnt1 = [vo+ - +vy]. Siccome 9)(pg) = po esiste un unico isomorfismo lineare f che induce
¥ e tale che f(vg) = vo. Per ipotesi esistono a;,b; € K, i=1,...,n+ 1 tali che

f(vi) = azvo + byvy, i=1,...,n

f(z Vi) = Gp41v0 + by Z'Ui .

Ponendo, per semplicita notazionale b = b, 1 si ha

An+109 —+ bZ’Ul = f(z ?)1') = Zf(’l)z) = Vo —+ Z(aivo —+ bzvz)

e dato che vy, ..., v, sono linearmente indipendenti si ricava in particolare che b, = b # 0
per ogni i = 1,...,n. In definitiva, ponendo ag = 1 — b si ha:

f(vi) = a;vg + bv;, perogni i=0,...,n,

e siccome abbiamo assunto 1 diversa dall’identita i coefficienti a; non possono essere tutti
nulli. Consideriamo adesso il seguente iperpiano U = ker(h) C K"*1:

i: a;T; = O} .
i=0

h: K" S K, h(v) =a;; U:{wai

Allora per ogni w = > x;v; € U si ha

flw) = in(aivo + by;) = (Z x;a;)vo + meivi = bw,

ossia U ¢ contenuto nell’autospazio dell’endomorfismo f relativo all’autovalore b e H = P(U)
¢ un iperpiano contenuto in Fix(1)).

Mostriamo adesso che se n > 1 e ¥ # Id allora o ed H sono unici. L’unicita di H ¢ facile:
infatti se M & un altro iperpiano di punti fissi, siccome n > 1 si ha H N M # () e quindi
P" = H 4+ M C Fix(¢) per il Lemma 27.1.

Sia ¢ # o un punto tale che ¥(q) = ¢ e ¥(p) € Dq per ogni p # ¢. Allora possiamo
completare o0,q ad un sistema di riferimento proiettivo o, q,p1,...,py. Siccome n > 1, per
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ognii=1,...,nipuntio,q,p; non sono allineati e quindi le due rette op; e gp; si intersecano
nell’unico punto p;. Quindi

¥(pi) € opi Nqpi = {p:}
da cui segue che 1) lascia fisso un sistema di riferimento proiettivo, ma questo & possibile solo
se ¥ = Id.

Per finire, dimostriamo che se n > 1 e 1 # Id allora non esistono altri punti fissi oltre o ed
H, ossia Fix(1) = H U {o}. Sia ¢ un punto fisso di ¢; se ¢ ¢ H allora ogni retta L passante
per g viene trasformata in se stessa da . Infatti L ¢ H e quindi L interseca H in un unico
punto, diciamo r = LN H, r # q. Allora L = gr e ¥(L) = ¢¥(q)¥(r) = L, in contraddizione
con I'unicita del punto o. (I

Definizione 27.3. Una proiettivita ¢: P* — P™ che soddisfa le tre condizioni equivalenti
del Teorema 27.2 viene detta prospettiva.

Qualora n > 2 e % non sia l'identita, I'iperpiano H viene detto asse di prospettiva ed
il punto o centro di prospettiva.

Osservando con un pizzico di attenzione la dimostrazione del Teorema 27.2 si osserva
che entrambe le possibilita o ¢ H e o € H sono possibili. Pit precisamente, se 1 ¢ una
prospettiva indotta da un endomorfismo lineare f: V' — V, allora vale o ¢ H se e solo se
f & diagonalizzabile (1 autovalore di molteplicita geometrica n ed un altro di molteplicita
geometrica 1), mentre vale o € H se e solo se f non & diagonalizzabile (1 autovalore di
molteplicita algebrica n 4+ 1 e molteplicita geometrica n.)

Definizione 27.4. Una prospettiva di centro o ed asse H viene detta: omologia® se o ¢ H;
trasvezione od omologia speciale se 0 € H.

Osservazione 27.5. Per quanto dimostrato in precedenza le nozioni di omologia e trasvezio-
ne sono ben definite per prospettive diverse dall’identita su spazi proiettivi di dimensione
maggiore di 1. Tuttavia possiamo estendere in maniera ovvia tali nozioni anche a prospettive
diverse dall’identitd su P': omologia se ha due punti fissi, trasvezione se ha un solo punto
fisso. Siccome tre punti distinti di P! formano un sistema di riferimento, I'unica proiettivita
con piu di due punti fissi e 'identita.

Sia 9: P™ — P™ una prospettiva di centro o e siano L, M C P" due iperpiani tali che
o M e (L) C M. Allora la restrizione ¢|1,: L — M ha una evidente interpretazione
geometrica. Osserviamo innanzitutto che o ¢ L, altrimenti o = (o) € M, e quindi per ogni
p € L abbiamo una retta op che interseca M in un unico punto. Possiamo quindi definire
un’applicazione
6:L— M,  o(p)=0pnM,

detta proiezione di centro o (Figura 20). E quasi ovvio che ¢ = 11, dato che per ogni
p € L si ha ¥(p) =¢(LNop) =M Nop.

Mostreremo tra poco che che ogni proiezione ¢: L — M di centroo ¢ LUM C P™ (L, M
iperpiani), puo essere descritta come restrizione di una opportuna prospettiva di centro o.
Questo ha come immediata conseguenza il fatto che ¥: L. — M & un isomorfismo proiettivo.

Possiamo dimostrare direttamente e facilmente questo fatto usando le coordinate.

Infatti, a meno di un cambio di coordinate omogenee possiamo supporre o = [1,0,. .., 0]
e M =P({zo = 0}). Siccome o ¢ L I'equazione di L sara del tipo zg = Y., a;x; e possiamo
considerare l'isomorfismo proiettivo

¢: PP L, 1, yn] = D @i yis oyl
Ma allora la composizione ¢ coincide con l’isomorfismo proiettivo
P PP M, Wiy s yn] = 0,41,y Yn] -
Siano L, M C P™ due iperpiani, p,q ¢ L U M due punti e
Op, Oq: L — M

9Nulla a che vedere con I’analogo concetto in topologia algebrica.
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F1GurA 20. Proiezione ¢: L — M di centro o.

le proiezioni di centro p e ¢ rispettivamente. Allora I'applicazione
¥ =gp, s M — M
& una prospettiva di centro o = M Npg ed asse H = LN M. Infatti H & un iperpiano di M di

funti fissi di ¢ e per ogni r € M il punto ¢ (r) appartiene all’intersezione di M con il piano
p+q+r,ossia Y(r) € or (Figura 21).

M

FIGURA 21. Una prospettiva ©: M — M di centro o ed asse H = L N M,
composizione della proiezione M — L di centro p e della proiezione L — M di
centro q.

Lemma 27.6. Siano L, M C P" due iperpiani distinti ed o ¢ LUM . Esiste allora una unica
prospettiva : P — P™ di centro o e tale che (L) = M, (M) = L. Inoltre:

(1) la prospettiva ¢ & una involuzione, ossia ¥* = Id, ed ¢ una omologia se e solo se il

campo ha caratteristica # 2.
(2) le restrizioni¢: L — M ev: M — L coincidono con le proiezioni di centro o.

Dimostrazione. Fissiamo un sistema di coordinate omogenee zy, ..., z, tale che
02[1,0,...,0]7 LﬁMZ{CL‘():JJl:O}.
Le equazioni di L, M saranno allora del tipo

L ={xo =lz1}, M = {z¢g = ma1}, IL,mekK,
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mentre le prospettive di centro o sono tutte e sole le proiettivita rappresentate da una matrice

1 ar ax -+ ap
o b 0 --- 0

fe 0 0 b .- 0 , b#0, al,...,an € K.
o o0 o --- b

Si considerino i due punti p = [[,1,0,...,0] € L e ¢ = [m,1,0,...,0] € M. Poiché
L=(LNM)+p, M= (LNM)+q,
le due condizioni ¥(L) = M, ¢»(M) = L sono equivalenti alle tre condizioni
Y(LNM)C LNM, P(p) € M, ¥(q) € L.

La condizione ¢ (L N M) C LN M & equivalente all’annullamento ag = - -+ = a, = 0, mentre
le condizioni ¢(p) € M e ¢¥(q) € L equivalgono al sistema lineare nelle incognite a;,b

I+ ay = mb, m+a; =1b
che ha come unica soluzione b = —1 e a; = —I — m. La verifica che f2 = I & immediata. [

Corollario 27.7. Dati tre punti distinti o, p, q € P! esiste una prospettiva v di centro o tale
che (p) = q e ¢¥(q) = p.

Lemma 27.8. Sia U C P™ sottospazio proiettivo e p: U — U una prospettiva di centro o ed
asse H. Allora v si estende ad una prospettiva ¢: P — P™ di centro o il cui asse contiene
H.

Dimostrazione. Se U = P(V) con V. C K"+ possiamo scegliere una base vy, ..., v, tale
che vy, ...,v, sia una base di V e v1,...,v, base dell’asse di prospettiva. Possiamo allora
rappresentare la prospettiva con f: V — V lineare e tale che f(v;) = v; per 0 < i < p. Basta
allora estendere f ponendo f(v;) = v; per ogni i > 0.

O

Teorema 27.9. Sia ¥ una proiettivita di P* e sia H C Fix(¢) un sottospazio proiettivo di
dimensione v < n. Allora v é composizione di s < n—r prospettive i cui assi contengono H.

Dimostrazione. Se n —r < 1 non c¢’¢ nulla da dimostrare, per induzione su r basta provare
che esiste una prospettiva ¢ tale che ¢~ !4 contiene un sottospazio di punti fissi di dimensione
> r. Scegliamo p ¢ Fix(¢) e denotiamo g = (p) # p

Se H = {) per il Corollario 27.7 esiste una prospettiva ¢ della retta pq che tale che ¢(p) = q.
Possiamo estendere ¢ ad una prospettiva di P" e la proiettivita ¢ !4 possiede p come punto
fisso.

Se H # () denotiamo L = H+p, dim L = r+1. Se ¢ € L, allora 1)(L) = L e la restrizione di
1 a L & una prospettiva che si puo estendere ad una prospettiva ¢ di P™. Allora la proiettivita
¢~ 19 contiene L come luogo di punti fissi.

Se ¢ & L allorapgNH = () scegliamo un qualunque punto r € H, allora ¢ &€ 7p, ¥(Tp) = 7q,
le due rette 7p e 7q sono contenute nel piano P contenente i tre punti non allineati p, g, r.
Poniamo M = H+qge K = H+ P. L ed M sono iperpiani di K che si intersecano in H.

Scegliamo un punto s € 7p diverso da r,p e poniamo t = (s). Sia 0o € P il punto
di intersezione delle rette pg e st. Sia ¢: K — K una prospettiva di centro o e tale che
¢(L) = M ed estendiamola ad una prospettiva su P™ di centro o ed asse contenente H.
Necessariamente ¢(p) = q, ¢(s) = t e quindi p, s, sono punti fissi di ¢~1¢. Essendo p, s,r
un sistema di riferimento in p7, anche la retta pr & contenuta nel luogo fisso di ¢~ 1. Poiché
7p N H # () ne segue che anche L & contenuto nel luogo fisso di ¢~ '4p. O

Esempio 27.10. Siano a, b, ¢, d quattro punti distinti di una retta proiettiva L. Allora esiste
una proiettivita ¢: L — L tale che

abed 2 badc,

ossia p(a) = b, ¢(b) = a, p(c) = d e p(d) = c. Siccome a, b, ¢ a, b, d sono sistemi di riferimento
proiettivi, ne segue che ¢ & unica e che p? & uguale all’identita.
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Un modo particolarmente carino di dimostrare tale fatto & quello di scrivere esplicitamente

¢ come composizione di 3 proiezioni. A tal fine consideriamo L C P2, sia M # L una
qualunque retta passante per d e sia a: L — M una qualunque proiezione di centro o ¢ LUM:

abed S efgd,

Siano adesso B: M — oc¢ la proiezione di centro a e v: o¢ — L la proiezione di centro f.
Allora

efgd ﬁ>0hgc,

ohgc L bade.

In conclusione la proiettivita ¢ = vSa: L — L scambia a con b e ¢ con d. Per simmetria,
esistono altresi due proiettivita ¢, n: L — L tali che

abed s bade, abcdi)cdab, abed Lsdcba,

e vedremo piu avanti che altre permutazioni di a, b, ¢, d sono ottenute per restrizione di una
proiettivita solamente in casi molto particolari.

Teorema 27.11. Siav: L — M una proiettivita tra due rette distinte di P? e sia o = LNM
il loro punto di intersezione;

(1) se (o) = o, allora ¥ é una proiezione;
(2) se (o) # o, allora ¢ & composizione di due proiezioni.

Dimostrazione. Se 1(0) = o, estendiamo o ad un sistema di riferimento proiettivo o, z,y € L

di L e sia p il punto di intersezione delle rette zy(x) e y¥(y). Se pp: L — M ¢ la proiezione
di centro p, allora ¢p(0) = o, vp(z) = ¥(x), vp(y) = Y(y) e questo implica che ¢, = 1.

Se ¥(0) # o fissiamo un sistema di riferimento proiettivo z,y, z € L tale che ¥(z) ¢ LNM
e scegliamo una qualsiasi retta H C P2, diversa da M che contiene 9 (x). Sia poi p ¢ LU H
un punto allineato con z,1(x) e consideriamo la proiezione ¢,: L — H di centro p. Allora
p(x) = 9 (z) e per quanto visto prima esiste una proiezione ¢,: H — M tale che gqpp,(z) =
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Y(1), Pap(y) = ¥(Y) e papp(2) = ¥(2): quindi @ 0, = 1.

p

]

Corollario 27.12. Sia L C P? una retta proiettiva. Allora ogni proiettivita 1: L — L é
composizione di al piu tre proiezions.

Dimostrazione. Sia ¢: M — L una qualunque proiezione, con M # L. Per il teorema la
proiettivia ¢ ~11: L — M & composizione di al pit1 due proiezioni. O

Proposizione 27.13 (Steiner 1832). In P? si consideri un triangolo non degenere ABC' ed
un triangolo (non degenere) A'B’'C’ ad esso iscritto, ossia A’ € BC, B’ € CA, C' € AB.
Siano:

(1) pa: C'A" — A'B’ la proiezione di centro A;
(2) pp: A'B’ — B'C" la proiezione di centro B;
(3) pc: B'C" — C"A’ la proiezione di centro C.

Allora pcpppa = 1d.

Dimostrazione. Basta dimostrare che ¢ := popp: A’B’ — C'A’ ¢ la proiezione di centro A.
Siccome A’ = A’B'NC"A’ e A', B, C sono allineati, ne segue che pcpp(A’) = pc(P) = A’
e quindi pcwp € una proiezione.

A B Q
Inoltre se Q = ABN A’B’ si ha
W(B') = pcpp(B') = ¢c(B') € B'C = AB/,

Y(Q) = vcpr(Q) = pc(C') = C" € AB = AQ.

Ma le precedenti due relazioni impongono che il centro di prospettiva di i) deve necessaria-
mente essere A. O
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Possiamo ridimostrare il teorema di Pappo come conseguenza della Proposizione 27.13. A
tal fine riprendiamo la Figura 19 con i punti ridenominati nel modo seguente

Allora wopp(q) = pc(p) = r, quindi v4(q) = r ed in particolare A, g, r sono allineati.

Esercizi
Esercizio 38. Siano date n rette proiettive L1,..., L, C P" nessuna delle quali contenuta
nell’iperpiano Hy = {xg = 0}. Scriviamo P® = K™ U Hy, per ogni ¢ = 1,...,n esiste una

rappresentazione parametrica della retta affine L; N K™ che possiamo scrivere nella forma
L, = { [1,aﬂt+b¢1,...,ainterin] ‘ te K}

Provare che gli n punti di intersezione delle rette L1, ..., L, con I'iperpiano Hy sono proiet-
tivamente indipendenti se e solo se det(a;;) # 0.

Esercizio 39 (x). Siano date quattro rette Ly,..., Ly C P3(C). Provare che esiste almeno
una retta in P? che le interseca tutte e quattro. (Sugg.: se esiste un punto o appartenente
all'intersezione di due rette distinte L;, L; considerare la proiezione di centro o. Altrimenti
si prendano coordinate omogenee tali che Ly = {zg = 1 = 0}, L1 = {22 = z3 = 0} e si
consideri l'intersezione delle rette con i piani del fascio Fy = {z1 = tzo}, per t € K. Ad un
certo punto servira il risultato dell’Esercizio 38.)

28. IL BIRAPPORTO

Sia P(V') uno spazio proiettivo di dimensione 1. Abbiamo visto che per ogni terna di punti
distinti po, p3, ps di P(V) esiste un'unica proiettivita ¢: P(V) — P! tale che:

d(p2) =1=[1L1], ¢(ps) =0=[1,0] e ¢(ps) =00=10,1].

Nelle precedenti uguaglianze [0, 1] = co e [1,] = ¢, abbiamo identificato P! con K U {oco} nel
modo standard, ossia tramite il processo di disomogeneizzazione [xg, z1] <> 1 /Z0.

E allora chiaro che dati quattro punti distinti py,...,ps € P(V), esistono unici una
proiettivita ¢: P(V) — P! ed un elemento A € K — {0, 1} tali che

¢(p1) =A= [17/\]7 ¢(p2) =1= [L 1]7 ¢(p3) =0= [1’0] € ¢(p4) =00 = [Ov 1] :

Definizione 28.1. Nella situazione precedente, la quantitd A = [p1, p2; ps, p4] si dice birap-
porto'? della quaterna ordinata p1, ..., p4.

E immediato osservare che per ogni A € P! = K U{oo}, A # 0,1, 00, allora A = [\, 1;0, oo].
In particolare, il birapporto pud assumere qualsiasi valore in K — {0, 1}.

Proposizione 28.2. Siano P(V') e P(U) due rette proiettive ep1,...,ps EP(V), q1,...,q4 €
P(U) due quaterne di punti distinti. Allora esiste una proiettivita ¢: P(V) — P(U) tale che

#(pi) = qi per ogni i se e solo se [p1,p2;p3, pa] = [q1,42; G3, Ga)-

101 inglese cross ratio; in francese rapport anharmonique.
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yZ
q1 I
b1 g2 @

da
FIGURA 22. Le due quaterne pi, p2,ps3, ps € q1,q2,q3, g4 hanno lo stesso birapporto.

Dimostrazione. Siano n: P(V) — P! e u: P(U) — P! le uniche proiettivita tali che

np2) =u(e2) =1,  nps) =pulgs) =0,  n(ps) = p(gs) = .

Allora ¢ = p~1n: P(V) — P(U) coincide con I'unica proiettivita tale che ¢(p;) = ¢;, i =
2,3,4.

Ma allora ¢(p1) = ¢1 se e solo se n(p1) = u(q1), ossia se e solo se le due quaterne hanno
lo stesso birapporto. O

Dunque il birapporto ¢ invariante per proiettivita e quindi & invariante per prospettive e
proiezioni (Figura 22).

Il nome birapporto € motivato dalla formula

P3—DP1  P4—DP1
[Phpz;pg,m] = :
P3s — P2 P4 — P2

da interpretarsi come nella seguente proposizione.

Proposizione 28.3. Siano p1 = [x1,v1],. - . ,pa = [74,y4] punti distinti di P1. Allora vale la
formula

1 T3 T1 X4

Y1 Y3 Y1 Ya T1Ys — T3Y1  T1Y4 — T4Y1
(28.1) [p1,p2; 3, pal = = '

* )
T2 X3 T2Y3 — T3Y2 T2Yqs — T4Y2

Y2 Y3

T2 T4
Y2 Ya

che nelle coordinate affini t; = Yeru {0}, diventa
T4

tg—tl't4—t1
ts —ty tyg—tg

(28.2) [p1, P23 p3,pa] =

Dimostrazione. Osserviamo preliminarmente che la Formula (28.1) ¢ ben definita, ossia ¢
invariante per moltiplicazione della coppia x;,y; per uno scalare non nullo, ed applicata alla
quaterna

p1 = [LAL b2 = [171]7 b3 = [1’0]a P4 = [O’ 1]a
restituisce il valore [p1, p2; p3, p4] = A. Basta quindi provare che la Formula (28.1) & invariante
per proiettivita.
Sia ¢: P! — P! una proiettivita indotta da una matrice invertibile A € GLo(K ). Per ogni

indice 7 si ha
Ti\ [ %
o(p:) = [z, wi), con A (yz) = (wl) )
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Per il teorema di Binet, per ogni coppia di indici ¢, j si ha:

A <£L'7; l‘j) _ <Zl Zj) 7 det(A) Ty Ty _ Z; Zj ,
Yi Yj w; Wy Yi Yj w; Wy
e di conseguenza
z1 zZ3 Z1 Z4 Tr1 X3 1 X4
wyp w3 w1 W4 Yyr Y3 Y Y4
Z2 23 22 Z4 B T2 I3 T2 T4
w2 w3 Wa Wy Y2 Y3 Y2 Ya

O

Definizione 28.4. Denotiamo con ¥4 il gruppo delle permutazioni dell’insieme {1,2,3,4}.
Il gruppo trirettangolo'' T'; ¢ il sottogruppo di ¥4 formato dall’identitd e dalle tre
permutazioni'? di ordine 2

g1 = (27 1a473)7 02 = (3a4a 172)7 03 = (473727 1)

Il birapporto di una quaterna dipende dall’ordine in cui vengono presi i punti. Tuttavia
segue immediatamente dalle Formule (28.1) e (28.2) che per ogni quaterna di punti distinti
P1y--.,P4 si ha:

[P1, P25 3, pa] = [P2, P15 Pa, 3] = [P3,Pa; 01, D2] = [Pa, P3; P2, 1] -

Possiamo esprimere questo fatto dicendo che il birapporto € invariante per l’azione del gruppo
trirettangolo.

Pil in generale e naturale chiedersi come agisce ¥4 sul birapporto: in altri termini, data
una permutazione o € X4, siamo interessati alla relazione esistente tra i due birapporti
[p1,p2; p3,p4] € [pff(l)»pa(Z);p0(3)7p0(4)}'

Siccome ogni permutazione o si scrive in modo unico nella forma 7, con v € T'y, y(4) =
o(4) e 7(4) = 4, basta vedere come cambia il birapporto per effetto delle 6 permutazioni che
fissano il numero 4.

Lemma 28.5. Sia A\ = [p1,p2;p3,p4] il birapporto di una quaterna di punti distinti sulla
retta proiettiva. Allora si hanno le 6 uguaglianze:

A—1 1
[pr,p2ip3, pa] = A [p2,p3ip1,pal = —— [ps,p1sp2,pa] = 7
1 A
[p2,p1sp3,pal = [ps,p2ip1,pa] = = [P1,psip2,pa] = 1A

Dimostrazione. La dimostrazione non presenta alcuna difficolta, anche perché possiamo
sempre trovare un sistema di coordinate affini tali che

pr=2A, p2=1, p3=0, pg=o0.

Possiamo riassumere le precedenti considerazioni nel seguente risultato:

Lemma 28.6. I] birapporto di una quaterna di punti distinti di P ¢ invariante per l'azione
del gruppo trirettangolo. Se [p1,p2;ps3,pa] = A, allora sotto l'azione del gruppo simmetrico il
birapporto assume i valori

1 1 1 A
Soo1=N 1-o, — o
A ’ D e NP |
Per un generico A € K —{0, 1} le sei espressioni in (28.3) forniscono sei birapporti distinti;
si hanno tuttavia le seguenti eccezioni:

(28.3) A,

1
(1) Caratteristica #2 e A = —1,2, 3 In questo caso la quaterna ¢ detta armonica.

Hm inglese Klein fourgroup.
2 Con la notazione ¢ = (a1,...,as) si intende la permutazione tale che o (i) = a;.
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(2) Caratteristica # 3, €2 —¢+1=0e XA = & 71 In questo caso la quaterna ¢ detta
equianarmonica.

Lasciamo per esercizio la verifica delle seguenti affermazioni, la prima delle quali giustifica
il termine di quaterna armonica:

(1) In caratteristica # 2, dati tre valori distinti A1, A2, A3 € K —{0} si ha [0, A\1; A2, As] =
—1 se e solo se A\; ¢ la media armonica di A, A3, ossia se e solo se

= 2 _ 2X2 )3
e i_'_i _)\2+>\3.
A2 Az

In particolare per ogni z € K si ha

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0,7; 9 = 9 ,7a0 = 777;057 =-1.
' r—1"x+1 r+1'x2—1"x r+1 x—1 T

(2) In caratteristica 3 si hanno le uguaglianze €2 —¢+1 = (1+€)? = (1-2¢)% = (2—¢)2.

(3) Su C, rappresentato dal piano di Gauss, la quaterna formata dai vertici di un trian-
golo equilatero e dal suo baricentro € equianarmonica, mentre i vertici di un quadrato
formano una quaterna armonica.

Teorema 28.7 (Quadrilatero armonico). Sia P? il piano proiettivo su di un campo di carat-
teristica # 2, e siano a,b,c,d € P? i vertici di un quadrilatero completo non degenere, ossia
con nessuna terna allineata. Allora i sequenti 4 punti allineati (Figura 23):

p1r=abNed, ps=acnbd, ps=pipaNbc, ps=pipzNad.

formano una quaterna armonica, e pit precisamente [p1,pa; ps,pa) = —1.

P1 D4 D2 %}

FIiGUurA 23. 1l quadrilatero “armonico”.

Dimostrazione. Sia [p1,p2;p3,pa] = A # 1,0 e di conseguenza [pa,p1;p3,ps] = A~ 1. Si
considerino adesso le due prospettive pips — ad di centro b e ad — Ppips di centro c.
Se indichiamo con o il punto di intersezione di ad e be, dalla prima prospettiva ricavia-
mo che [p1,p2;ps,pa] = [a,d;0,p4] e dalla seconda che [a,d;0,ps] = [p2,p1;P3,pa). Quindi
[p1,D2; P3, Pa] = [P2,P1; P3, pa] € dunque A = A~! che ha come unica soluzione A = —1. O

Dati tre punti distinti p;, p2, ps di P!, possiamo applicare il il Teorema 28.7 per costruire
“con la sola riga” 1'unico punto py tale che [p1, pa;p3, pa] = —1. Si consideri infatti P! come
una retta proiettiva M C P? e per ogni i = 1,2, 3 si prenda una qualunque retta proiettiva
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Ficura 24. 1l punto z e uguale alla media armonica di x e y.

L; tale che L; " M = p;. Denotiamo a = L1y N Ly, b= Ly N L3 ec= LyN L3:

a

b1 b2 b3

Adesso si definisca d come il punto di intersezione delle rette pic e pob, allora il punto cercato
p4 € dato dall’intersezione di M con ad:

a
b
b1 2 b2 b3
La precedente costruzione si applica anche per calcolare graficamente la media armonica
2z
z= +y ossia 'unico numero tal che [z,y;0, 2] = —1 (Figura 24).
rry
Siccome [O, 1.1 ﬁ} = —1 per ogni intero positivo n, la precedente costruzione da un

1

metodo “con sola riga” per costruire la serie armonica partendo da 0, 1, 5, e ben raffigurato

dal seguente disegnino,

a

0 1

<=
(S
=
ol
N[

nel quale, ribadiamo, la scelta delle tre rette Oa, 5 e 1b & arbitraria, dopo di che tutte le altre
rette seguono in maniera univoca. Inoltre il disegno illustra la proiettivita ¢(z) = z/(z+1) di
P! (z=coordinata affine) come composizione di due proiezioni di centri b ed a rispettivamente.

Esercizi
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Esercizio 40. Sia K un campo infinito. Provare che per ogni n > 5 esiste un insieme S C P!
di n punti tale che, se ¢ € Aut(P!) e ¢(S) C S, allora ¢ = Id.

Esercizio 41. Sia p € P" e G C Aut(P") il sottogruppo delle proiettivita ¢ tali che ¢(H) C
H per ogni iperpiano H contenente p. Provare che G agisce transitivamente sull’insieme degli
iperpiani di P™ che non contengono p.

Esercizio 42. Sia A € K — {0, 1} fissato, L C P? una retta e 7: P2—{o} — L la proiezione
di centro o ¢ L. Definiamo un’applicazione ¢: P2 — P2 nel modo seguente:

@(0) =0 e ¢p(p) =p per ogni p € L; se p# o0 e p ¢ L, allora si pone r = m(p) e ¢(p) = ¢,
dove g € o + p & 'unico punto tale che [o,r;p,q] = A.
Provare che ¢ ¢ una proiettivitad. Provare inoltre ¢ ¢ un involuzione (cioe ¢? = Id) se e solo
se A =—1.

Esercizio 43. (Rapporti plurisezionali)
Sia n > 2 un intero e ay,...,an,b1,...,b, € P tali che b; # a;,1; si definisce il rapporto
n-sezionale come

n n 071 170
“bi.b bl = i) = a;b; — a;b;
[a17a27-"an7 1,02y..., n] — (a2a7,+1 ’L) - 0 bl 1 bo
i1 i1 19 T G0y
dove si & posto a,41 = aj e byr1 = by, mentre a; = [al,a}] e b; = [a?,a}] sono le

rappresentazioni in coordinate omogenee.
Provare che il rapporto n-sezionale ¢ invariante per proiettivita e che se b, = b,,_1, allora

[a17a27 sy Qpg b17b25 .. 7bn] = [a/laa/Qa cee 7an71;b17b2a o -7bn71]-

Se invece ai,...,a, € P? e b; € @a;;1, con b; # a;41 per ogni i = 1,...,n, al-
lora, fissato un punto p € P? non appartenente all'unione delle rette @;a;11 si definisce
[a1,a2,...,an;b1,b,...,b,] come il rapporto plurisezionale delle rispettive immagini in P*

tramite la proiezione di centro p. Provare che si tratta di una buona definizione e che quindi
il rapporto plurisezionale ¢ invariante per proiettivita. (Sugg.: siano p, ¢ due centri di pro-
iezione e si prendano coordinate affini tali che pg sia la retta all’infinito. Non & restrittivo
assumere che pg non contenga alcun punto a;; si scriva quindi [a1, as, ..., an;b1,ba,. .., by]
come un prodotto di rapporti semplici.)

Esercizio 44 (Teorema di Menelao, I sec. d.C.). Siano ay,as, az € P? i vertici di un triangolo
e b; € a;a;+1 punti distinti dai vertici. Provare che by, bs,bs sono allineati se e solo se
[a1,az,asz;b1,ba,b3] =1 (Sugg.: considerare bby come retta all’infinito).

Esercizio 45 (Teorema di Ceva, 1678). Siano ai,as,az € P? non allineati e b; € a;a; 11
punti distinti dai vertici. Provare che le rette L; = a;b;+1 sono concorrenti se e solo se
[a1, a2, as;b1,ba,b3] = —1 (Sugg.: sia p un punto generico contenuto nella retta bobs e si
consideri la proiezione di centro p sulla retta ajaz).

Esercizio 46. Sia K algebricamente chiuso e ¢ € Aut(P!) una proiettivita di ordine finito
e non divisibile per la caratteristica di K. Provare che ¢ ha esattamente due punti fissi.

Esercizio 47. (caratteristica # 2) Una quaterna ordinata py,...,ps di punti distinti di P!
definisce un omomorfismo iniettivo di gruppi h: I'y — PGL(2,K) = Aut(P!) caratterizzato
dalla proprieta che per ogni permutazione o € I'y vale h(0)(p;) = py(;). Provare che non
esiste alcun sollevamento di h ad un omomorfismo I'y — GL(2,K). (Sugg.: non & restrittivo
assumere K algebricamente chiuso; si prenda una coordinata affine tale che la quaterna sia
1,—1,a,—a con a # £1.)

Esercizio 48. Trovare una elemento di ordine 2 di PGL(2,Q) che non si rappresenta con
elementi di ordine finito di GL(2, Q).

Esercizio 49. Sia K* = K — {0} il gruppo moltiplicativo, n > 2 un intero e si assuma
che esista un sottogruppo finito H C K* di ordine d tale che K* ¢ generato da H e dalle
potenze n-esime di elementi di K*. Sia inoltre h il massimo divisore di n non divisibile dalla
caratteristica di K.

Dimostrare che per ogni sottogruppo finito I' C PGL(n,K) di ordine m esiste un sotto-
gruppo finito IV C GL(n,K) di ordine < hdm che si mappa surgettivamente su I' tramite la
proiezione naturale GL(n,K) — PGL(n,K).
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Esercizio 50. (caratteristica # 2,3) Sia pi,...,ps una quaterna di punti distinti di P*.
Provare che:
e La quaterna ¢ armonica se e solo se il birapporto [p1, ..., ps] € invariante per l'azione
di un sottogruppo di ordine 8 di ¥4. Dedurre che il gruppo simmetrico ¥4 contiene
esattamente tre sottogruppi di ordine 8 (2-Sylow) tra loro coniugati ed isomorfi al
gruppo diedrale Dy.
e La quaterna ¢ equianarmonica se e solo se il birapporto [p1,...,p4] & invariante per
I’azione del gruppo alterno Ay.

Esercizio 51. Si consideri I'applicazione v,,: P! — P", definita in coordinate omogenee da

va([wo, 1)) = [2§, 25w, ., wowy T ).

Provare che, se po, . .., Pny1 sono n + 2 punti distinti di P, allora v, (po), . .., Vn(Pni1) € un
sistema di riferimento su P". L’applicazione v,, ¢ detta applicazione di Veronese.

Esercizio 52. Si consideri il piano R? con la metrica euclidea usuale, per ogni p € R? sia
F, = P}, il fascio di rette passanti per il punto p. Verificare che applicazione F,, — F,, che
manda ogni retta nella sua perpendicolare ¢ una proiettivita. Tale proiettivita ¢ chiamata
involuzione degli angoli retti.

Esercizio 53. Sia 0 € P! e G un insieme di n punti distinti p1,...,pn di P!, con n > 2. Si
definisce il luogo polare di o rispetto a G come l'insieme dei punti ¢ € P! tali che

n

> lo,¢;pi, 0 =0

i=1
per ogni 6 # o. Provare che se 0 = {0} € p1,...,pn, € K sono le radici di un polinomio
monico f di grado n, allora il luogo polare di {oco} rispetto a pi,...,p, ¢ linsieme delle

radici della derivata f’ di f.

Esercizio 54 (x). Con l'utilizzo della sola riga dividere un rettangolo del piano euclideo in
n parti uguali, per ogni n > 2. (Sugg.: quadrilatero armonico.)

Esercizio 55. Sia p € P?, siano L, H, T tre rette distinte di P? passanti per il punto p e
g, € T punti distinti da p. Si consideri le proiettivita ¢: L — H e 1v: H — L ottenute
per proiezione di centro g ed r rispettivamente. Detta n: L — L la composizione di ¢ e ¢
calcolare il valore del birapporto [p, s;71(s),n?(s)] al variare di s in L—{p}.

29. DUALITA

*

Definiamo lo spazio proiettivo duale P(V)* come 'insieme di tutti gli iperpiani di P(V).
Per definizione gli iperpiani di P(V') sono in corrispondenza biunivoca con gli iperpiani di
V', che a loro volta sono in bigezione con le classi di omotetia di funzionali lineari non nulli
V — K. Esiste quindi una bigezione naturale P(V)* = P(V*).

I sottospazi proiettivi di P(V)* sono anche detti sistemi lineari di iperpiani. Un sistema
lineare di dimensione 1 & detto anche fascio (pit raramente pennello o schiera) di iperpiani;
un sistema lineare di dimensione 2 e detto rete.

Se H c P(V) & un sottospazio proiettivo, denotiamo con H+ C P(V)* I'insieme degli
iperpiani di P(V') che contengono H. L’insieme H= ¢ il proiettivizzato dell’annullatore di
C(H) ed ¢ quindi un sistema lineare di iperpiani.

Se V' ha dimensione finita, allora si hanno degli isomorfismo naturali

P(V)™ =P(V")" =P(V*™) =P(V)
tramite i quali si ha H++ = H per ogni sottospazio proiettivo H.
Esercizio 56. Siano H, K sottospazi di uno spazio proiettivo di dimensione n. Definiamo il
difetto incidente di H e K tramite la formula

dim(HNK)+1 se dimH+dimK <n-1,

DI(HvK):{ n —dim(HK) se dimH +dim K >n —1.
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Provare che il difetto incidente & ben definito e che DI(H, K) = DI(H+, K+).

Esercizio 57. Siano H, K sottospazi di uno spazio proiettivo di dimensione n. Definiamo il
difetto secante di H e K come

DS(H,K) = dim H + dim K + 1 — dim(HK)

Provare che, se dim H 4+ dim K < n — 1, allora il difetto secante & uguale al difetto incidente.

Qui finisce la seconda parte delle dispense

30. POLINOMI NUMERICI

Inizia la terza ed ultima parte delle dispense dedicata ad alcuni concetti base
di geometria algebrica.

Per evitare eccessivi tecnicismi, non tutti i risultati sono dimostrati completamente: alcune
dimostrazioni sono omesse, altre fatte sotto ipotesi aggiuntive ed altre ancora sostituite con
argomenti euristici.

Sempre per semplicita espositiva, da questo momento in poi e salvo avviso contrario,
con il simbolo K denoteremo sempre un campo algebricamente chiuso, sebbene alcuni molti
risultati esposti siano validi per una classe di campi pil estesa; in alcuni casi metteremo delle
condizioni sulla caratteristica di K.

Giova ricordare che ogni campo algebricamente chiuso K ¢ infinito: infatti se contenesse
un numero finito di elementi aq,...,a,, allora il polinomio

p(t) =1+ [t - 1)
=1

non avrebbe radici in K, contraddicendo la chiusura algebrica.

Supporremo che il lettore abbia conoscenza delle nozioni e delle principali proprieta dei
campi e degli spazi proiettivi. Il simbolo N = {0,1,...} denota 'insieme degli interi non
negativi, mentre indicheremo con Q,R,C i campi dei numeri razionali, reali e complessi,
rispettivamente. Infine, se X & un insieme finito, indichiamo con |X| € N il suo numero di
elementi.

Dati due interi non negativi n,d € N, il coefficiente binomiale

n

d
puo essere definito come il numero dei sottoinsiemi di cardinalita d contenuti in un insieme
di n elementi e sono ben note le formule:

() -()=n ()-iTlo-n a0
(Z):(;’_i)Jr(n;l) d,n>0.

(w+w"—§;CDx%“¢

n!

T dlln—a)’
Piu in generale, se ¢ & una indeterminata, n € Z, d € N e consideriamo i polinomi

1 d—1
C;”>:1, C;”)=ﬂ11@+n—@e@m, d>0,

allora continua a valere la formula

(5= ()

Osserviamo anche che Z =0sed>neche per 0 <d<n vale <Z>
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Basta infatti osservare che

n+t—1\ [(t+n d n+t—1\ (t+n n+t—d
d—1 ) \ d Jn+t d S\ d n+t

Definizione 30.1. Un polinomio p(t) € Q[t] si dice un polinomio numerico se esiste un
intero N tale che p(n) € Z per ogni intero n > N.

Ogni polinomio a coefficienti interi & numerico, ma esistono anche polinomi numerici a
L . . - . . ft+mny L
coefficienti razionali: ad esempio il polinomio d € numerico in quanto uguale ad un
coefficiente binomiale per ogni ¢ intero e t > d — n.
Lemma 30.2. Se p(t) € Q[t] é un polinomio numerico, allora p(n) € Z per ogni n € Z.

Dimostrazione. Induzione sul grado di p(¢). Se p(t) € una costante, allora tale costante deve
essere intera. Se p(t) ha grado n > 0, allora il polinomio ¢(t) = p(t) — p(t — 1) & numerico di
grado n — 1 e per 'ipotesi induttiva ¢(n) € Z per ogni intero n. Ne consegue inevitabilmente
che anche p(n) € Z per ogni n € Z. O

Notiamo che dal lemma precedente segue che il prodotto di d interi consecutivi € sempre

divisibile per d!. Infatti il polinomio p(t) = (tzd) ¢ numerico e per ogni n € Z si ha

. . . . . . . t+a-+n
Osserviamo che per ogni a € Z ed ogni n > 0 il polinomio numerico ( ) ha grado
n

n, e pill precisamente:

t+a+n tn n+1 -t
30.1 = 4.
(80-1) ( n ) n!+(a+ 2 )(nl)!+

Teorema 30.3. Sia p(t) un polinomio numerico di grado n. Allora esiste un’unica succes-

stone di interi ag, ..., ay, tale che
n .
t+1
p@=2m<i>

=0

Dimostrazione. Sia V' C Q[t] il Q-sottospazio vettoriale dei polinomi di grado < n. Per ogni
i =0,...,n il polinomio (t'l.'z) ha grado i, i polinomi

()2,

sono linearmente indipendenti e siccome V ha dimensione n + 1 sono anche generatori.

Abbiamo provato quindi che esistono unici ag, ..., a, € Q tali che
n .
t+1
t) = a; .
(1) ;%z(i)

Dimostriamo per induzione su n che ogni a; € intero; a tal fine basta provare che a, € Z.
Infatti se a,, € Z allora il polinomio

p(t)an(t2n> ’éa(tjz>

¢ numerico di grado < n e per l'ipotesi induttiva a; € Z per ogni i. Consideriamo adesso il
polinomio numerico g(t) = p(t + 1) — p(t). I coefficienti direttori di p(t) e ¢(t) si calcolano
facilmente:

p(t) =Tt o qt) = pl(t 1) = p(t) = T(nt" ) 4
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Per 'ipotesi induttiva esistono n interi by, ..., b,_1 tali che
n—1 .
t “+1 bn—l 1
t) = b, =" " R
a(®) Z(z) S
=0
da cui segue a, = b,_1 € Z. O

Per uso futuro diamo un’altra interpretazione combinatoria dei coefficienti binomiali
d+n
< ) per d > 0.
n

Lemma 30.4. Siano xg,...,x, indeterminate. Il numero di monomi
ao ..a1 a
xo xl PPN Jjn"

d
di grado ag + -+ - + an, = d € uguale al coefficiente binomiale ( + n> .
n

Dimostrazione. Dobbiamo calcolare la cardinalita dell’insieme
A={(ag,...,an) EN"T! | ag+---+a, =d}.
A tal fine consideriamo gli insiemi
A'={(a1,...,a,) EN" | a1 + -+ a, < d},
B={(by,...,by) eN"|1<by <by <:--<b, <d+n},
osservando che B ¢ in bigezione con i sottoinsiemi di cardinalita n di {1,...,d+n} e pertanto

d
|B| = < +ﬂ>, Osserviamo poi che le applicazioni A ENPTENSY
n

f(a07"'7an>:(ala"'7an>7 g(a17"'7an):(al+17a1 +a2+2a---7a1+"'+an+n)a
sono bigettive con inverse

fNay,. .. an) = (d—z:ai,al,...,an)7

gil(bl,...,bn) = (b1 717b27b171,...,bn7bn_1 71)

Si noti che A’ ¢ in bigezione con l'insieme dei monomi z7* - - - z% di grado < d. O

Esercizi

Esercizio 1. Provare che per ogni n,d > 0 vale la formula

()=2 002076

considerando un insieme X formato da d palline bianche, n palline nere ed i sottoinsiemi di
X formati da k palline bianche e n — k palline nere.

Esercizio 2. Per ogni coppia di interi positivi n,m, denotiamo con M (n,m) Uinsieme di
tutte e applicazioni

fA{L2,....,n} = {1,2,...,m}
non decrescenti, ossia tali che f(i + 1) > f(i) per ogni ¢ < n. Calcolare le cardinalita
di M(n,m), del suo sottoinsieme delle applicazioni iniettive quando n < m e del suo
sottoinsieme delle applicazioni surgettive quando n > m.

Esercizio 3. Siano
Fo=0, F1=1 F=1 ... Fu=F+F_i,
i numeri di Fibonacci. Dimostrare che per ogni n > 0 vale

F,,sz(”;d).

d>0



ISTITUZIONI DI GEOMETRIA SUPERIORE 2019-20 95

Esercizio 4. Dimostrare il seguente risultato, generalmente noto come Principio di inclusione-
esclusione.

Denotiamo con C(a,n) la famiglia dei sottoinsiemi di cardinalitd a di {1,...,n} e siano
Ay, ..., Ay sottoinsiemi di un insieme finito A; per ogni I = {i1,...,i.} € C(a,n) denotiamo
con «a(I) la cardinalita di A;, N---N A;,. Dimostrare che la cardinalita di 43 U---U A, &
uguale a

2 (DTt Y al).
a=1 IeC(a,n)
(Sugg.: un punto appartenente ad A; per esattamente s indici ¢ € {1,...,n} viene contato,
con molteplicita, 1 — (1 — 1)*® volte.)
Esercizio 5. Dimostrare che per ogni s > 0 vale lo sviluppo di Taylor
1 _ f <s + n) o
_ )5+l :
(1-1t)® —N\ s
(Sugg.: induzione su s, derivando (1 —¢)~*.)
Esercizio 6. Provare che con la relazione di ordine, p > ¢ se e solo se p(n) > ¢(n) per
n >> 0, i polinomi numerici sono un insieme totalmente ordinato.

31. POLINOMI OMOGENEI

Denotiamo con K [z, ..., z,] 'anello dei polinomi a coefficienti in K nelle indeterminate
Zo, - -+, Tpn: ogni polinomio in K [z, ..., 2,] € una combinazione lineare finita a coefficienti in
K di monomi z(° --- a8, il grado deg(p) di un polinomio non nullo p ¢ uguale al massimo
grado dei monomi che vi compaiono con coefficiente diverso da 0. Con la convenzione che il
grado del polinomio nullo & uguale a —oo le seguenti formule sono di immediata verifica:

deg(fg) = deg(f) +deg(g), deg(f+g) < max(deg(f),deg(g)), f,9€K[zo,...,zn].

In particolare fg = 0 se e solo se f = 0 oppure g = 0, ossia K{zg,...,z,] ¢ un dominio
di integrita: il suo campo delle frazioni globali & detto campo delle funzioni razionali e
viene denotato K (zg, ..., x,):

K(xo,...@n):{g‘f,geK[xo,...,xn], g;«éO}.

Ad ogni polinomio f € Klxg,...,z,] € associata la corrispondente funzione polinomia-
le f: K™ — K ottenuta sostituendo gli elementi di K al posto delle indeterminate ed
eseguendo le necessarie operazioni di somma e prodotto. Come nel caso di polinomi in una
variabile, siccome il campo K ¢ infinito, il polinomio ¢ univocamente determinato dalla
corrispondente funzione polinomiale: cio segue immediatamente dal seguente lemma.

Lemma 31.1. Per ogni polinomio non nullo 0 # f € K[z, ..., x,] esistono ag,...,an, tali

che f(ag,...,a,) #0.

Dimostrazione. Sia d il grado di f e dimostriamo il lemma per induzione su n: se n = 0 il
polinomio f(x¢) ha al pitt d radici distinte e quindi esiste ay € K tale che f(ap) # 0. Se
n > 0, raccogliendo a fattor comune le potenze di xy possiamo scrivere

f=fo+ fizo+ foxd 4+ + faxd,

con i polinomi f; € K[z1,...,z,] non tutti nulli. Per induzione possiamo trovare as, ..., a, €
K tali che i valori f;(aq,...,a,) € K non sono tutti nulli e quindi tali che il polinomio

g(xg) = f(x()valv"'aan)

¢ non nullo. Come nel caso n = 0 esiste ag € K tale che g(ag) # 0. O
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Un polinomio f € K[z, ..., 2,] si dice omogeneo di grado d se & combinazione lineare a
coefficienti in K di monomi di grado d. Con questa definizione cadiamo nella contraddizione
che il polinomio nullo ¢ contemporaneamente di grado —oo ed omogeneo dei grado d per ogni
d € N: si tratta tuttavia di una contraddizione del tutto innocua che semplifica ’esposizione
rispetto ad una trattazione piu formale e rigorosa.

Equivalentemente, un polinomio f(zo,...,z,) ¢ omogeneo di grado d se, nel campo delle
funzioni razionali, vale I'uguaglianza

T x
f(:EOaxla"'axn) :ng (1,’...7774) .
o Zo
Notiamo infine che ogni polinomio f di grado n > 0 si scrive in modo unico come
f=lo+h+-+1n
con f; polinomio omogeneo di grado i e f, # 0.

Lemma 31.2. Siano f,g € K|xo,...,2z,] con [ che divide g e g # 0. Se g ¢ omogeneo,
allora anche f & omogeneo.

Dimostrazione. Per ipotesi esiste un polinomio h tale che fh = g e siccome g # 0 anche
f,h #0. Se f ha grado n e h ha grado m possiamo scrivere

f=ftfit+t+fa h=ho+hy+-+ hm, n,m > 0,
con f;, h; omogenei di grado i e f,, hy, non nulli. Siano
r =min{i | f; # 0}, s = min{7 | h; # 0},

e supponiamo per assurdo r < n; allora

n+m n+m—1
g= > > fihj=Ffha+ > fihj+ fahm,
d=r+s i+j=d 1+j=r+s+1

e siccome frhg # 0, frhm, # 0 il polinomio g contiene sia monomi di grado r 4+ s che monomi
di grado n + m, contraddicendo l'ipotesi di omogeneita. |

Lemma 31.3. Sia K algebricamente chiuso. Allora ogni polinomio omogeneo f € K[xg, 1]
non nullo di grado d é il prodotto di d polinomi omogenei di grado 1.

Dimostrazione. Sia h < d il grado del polinomio f(1,t) € K[t]. Siccome K ¢ algebricamente
chiuso si ha

fLt)=c(t—ar)(t —az) - (t —ap), c,ay,...,ap €K,

e quindi
. h
1 _
f(zo,21) = 2l f (1,m> = czd™ " [T (z1 — aizo) .
0 i=1
|
Un’altra fondamentale proprieta di K [z, ..., x,], ben nota dai corsi di Algebra, & quella

di essere un dominio a fattorizzazione unica: un polinomio f si dice irriducibile se ha grado
positivo e se non e il prodotto di polinomi di grado strettamente inferiore. Ogni polinomio
non nullo si scrive in maniera essenzialmente unica come prodotto di polinomi irriducibili.
Piu precisamente, se
f=pi-Pn=a1"am

CON P1y-sPnsqls- -+ qm polinomi irriducibli, allora n = m e, a meno dell’ordine, per ogni
indice ¢ vale p; = ¢;q; per qualche ¢; € K.

Due polinomi f, g si dicono senza fattori comuni, o relativamente primi, se non esiste alcun
polinomio irriducibile che li divide entrambi.

Ricordiamo che un diagramma in serie di spazi vettoriali ed applicazioni lineari

RIS VA LN VANNICLES /AN

si dice una successione esatta se ker f; ¢ uguale all'immagine di f;_1, beninteso ogni volta
che f; ed f;—1 fanno parte del diagramma.
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Ad esempio la successione 0 — V ER W & esatta se e solo se f € iniettiva, mentre

V L4 W = 0 & una successione esatta se e solo se f & surgettiva. Segue dal teorema del rango
chese 0 -V — W — U — 0 & una successione esatta di spazi vettoriali di dimensione
finita, allora dim W = dim V 4+ dim U.

Il conucleo di un’applicazione lineare f: V — W & definito come lo spazio vettoriale

quoziente coker(f) = : si ha dunque una successione esatta

w
fV)
0 — ker(f) i>Vi>VV&COk@I‘(f)HO

dove 7 e p sono le applicazioni di inclusione e proiezione al quoziente, rispettivamente.
Similmente, ogni quadrato commutativo

v—Low

o B
A*g>B

si estende ad un diagramma commutativo con le righe esatte:

0 — > ker(f) vtow coker(f) —— 0
\La la LB \LB
0 ker(g) A—2-B coker(g) ——= 0.

Il seguente risultato ¢ un caso particolare del lemma del serpente in algebra omologica e
sara utilizzato nelle prossime sezioni nello studio delle curve algebriche piane.

Lemma 31.4. Si consideri un diagramma commutativo di spazi vettoriali con le righe esatte

vty _ow 0
CO F
0 A-lop_*. ¢

Allora Uapplicazione indotta ker(8) — ker(y) é surgettiva se e solo se 'applicazione indotta
coker(a) — coker(f3) ¢ iniettiva.

Dimostrazione. Dal fatto che 8f = ha segue immediatamente che Sf(U) C h(A)NB(V) e,
siccome h ¢ iniettiva, Piniettivita di coker(a)) — coker() equivale alla relazione
(31.1) h(A)n (V) =Bf(U).
Supponiamo che g: ker(8) — ker(y) sia surgettiva e consideriamo un elemento x € h(A4) N
B(V) e scriviamo = = SB(v1) per qualche v; € V. Siccome x € h(A) si ha k(x) = 0 e quindi
g(v1) € ker(v). Possiamo quindi trovare un elemento ve € ker 8 tale che g(vy) = g(v1).
Ponendo v = v; — vy si ha S(v) = x e g(v) = 0, quindi v = f(u) per qualche u € U e
x = Bf(u) € BF(U).

Viceversa, supponiamo che valga (31.1) e sia w € ker(y). Siccome g & surgettiva esiste
v € V tale che g(v) = w. Siccome kB(v) = vg(v) = 0 esiste a € A tale che B(v) = h(a) e
quindi esiste un vettore u € U tale che 8(v) = h(a) = Bf(u). Basta adesso osservare che

B(v — f(u)) =0, ossia v — f(u) € ker(8) e glv — f(u)) = w. a

In analogia con la teoria delle derivate parziali delle funzioni di variabile reale, per ogni
indice ¢ = 0,...,n indichiamo con

0
:Kzo, ... xn] = Klzo, ..., @4)
aLEi
I’applicazione lineare definita sui monomi mediante la formula
s
ao an _ % .00 an
a.axn 77"E0 .o.:Z:’n .

83@,» 0 Z;
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Lasciamo per esercizio che continua a valere la formula di Leibniz:

0 0 0
fg _of g+ 29
ox; 8% ox;
Lemma 31.5. Se K ¢ algebricamente chiuso e f € Klxg,...,z,] & un polinomio, allora
0
8f =0 per ogni i =0,...,n se e solo se vale una delle sequenti condizioni.
T
(1) il campo K ha caratteristica 0 ed f € K ¢é una costante;
(2) il campo K ha caratteristica positiva p > 0 ed esiste g € Klzg,...,zy] tale che

f=g".
of

Dimostrazione. Segue dalla formula di Leibniz che se una delle due condizioni ¢ soddisfatta
allora tutte le derivate parziali di f si annullano. Dimostriamo le implicazioni inverse per
induzione su n, osservando preliminarmente che per ogni a € K ed ogni numero primo p
esiste b tale che b = a: infatti siccome K e algebricamente chiuso il polinomio tP —a possiede
radici.

Sia n > 0 e supponiamo il lemma vero in K[z, ...,z,—1]. Dato f € K[zo,...,x,] con
0
! = 0 per ogni 7, possiamo scrivere
&mi
d af
f(x()»"'axn):j;ofj(x()a"'amn—l)xiw Txn(x()v Z]fj Ty ey Tn— 1) 71;
.. Of . .
e quindi e 0 se e solo se jf; =0 per ogni j.
i
Se K ha caratteristica 0, e jf; = 0 per ogni j, allora f; = 0 per ogni j > 0, ossia f = fy
¢ un polinomio in xg,...,x,_1 € la tesi segue dall’ipotesi induttiva.

Se K ha caratteristica p > 0, e jf; = 0 per ogni j, allora f; = 0 per ogni j non divisibile
per p e quindi possiamo scrivere

gj(an"wxn—l)xin? gj :fP]

flzo,...,xy) =

KM:

Jj=0

90
9i _ 0 per ogni ¢, j e per

81‘@‘

6gﬂ Jp h
= >_; 727 ne consegue che

Iipotesi induttiva si puo scrivere.
gi=ht,  f=> hl(z))P
J
Per concludere basta osservare che, poiché (a+b)P = a? +bP (p divide i coefficienti binomiali

<p) per 0 <i < p), si ha
i

P
Sohal | =Y m)y =
J J
O

Lemma 31.6. Siano K un campo algebricamente chiuso e f € K|zg,...,x,] un polino-
mio omogeneo di grado positivo e senza fattori multipli. Allora esiste almeno una “derivata

parziale” non nulla e senza fattori in comune con f.

asz‘
Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che f = f1fo--- f con i polinomi f; irriducibili e

senza fattori in comune e che f; abbia grado positivo e divida tutte le derivate parziali di f.
Segue allora dalla formula di Leibniz

af  0f Ofz- fr
axi afz‘f fr+f1 -Tz
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che f1 divide 8f1 per ogni ¢ e quindi, siccome il grado della derivata e strettamente inferiore,
T
. of .
deve essere necessariamente o 0 per ogni i.
T
Basta quindi dimostrare che se f & irriducibile di grado positivo, allora possiede almeno
una derivata parziale non nulla e questo segue dal Lemma 31.5. (Il

E immediato verificare la validita della seguente formula, detta Formula di Eulero: per

ogni polinomio omogeneo f € Kz, ...,z,] di grado d vale
.9
31.2 N wint=d
( ) o . 3% f

Concludiamo le sezione precisando cosa si intende quando diciamo che i polinomi irri-
ducibili sono invarianti per cambio di coordinate. Sia A = (a;;) € My4+1,m+1(K) una
matrice e denotiamo con lo stesso simbolo A: K™*1 — K"*+! 'applicazione lineare associa-

ta, ossia I'applicazione che manda il punto y di coordinate vy, ..., ¥y, nel punto z = Ay di
coordinate z; = >, a;;y;, i =0,...,n.
Dato un polinomio f(zg,...,z,) possiamo considerare il polinomio A*f € K{yo, - - ., Ym]

ottenuto sostituendo alla variabile x; 1’espressione ; @ijYj
A f (oo yn) = L aoiyss- s Y anjy;) -
J J

Ad esempio, se f(zg,21) = 22 — 23 e Papplicazione lineare A & data dalle relazioni

To = Yo + Y1, T1=Yo — W
si ha:
A f(yo, y1) = (Yo +1)* = (Yo — y1)* = 4oy -

Lasciamo per esercizio la verifica che 'applicazione A*: K[z, ..., 2,] = Kyo, ..., Ym] com-
muta con somme e prodotti e che il grado di A*f € minore od uguale al grado di f. La
funzione polinomiale A*f: K™*! — K & uguale alla composizione K™ +! A gt Lk,

Se A & invertibile, allora (A™1)* = (A4*)~!. In particolare A* & un isomorfismo di anelli e
di spazi vettoriali ed il grado di A* f e uguale al grado di f. Se f & irriducibile, allora anche
A*f & irriducibile: infatti se fosse A*f = gh con g, h polinomi di grado positivo, allora si
avrebbe f = ((A71)*g)((A71)*h) ed i due polinomi (A~1)*g, (A=1)*h hanno grado positivo.

32. IPERSUPERFICI PROIETTIVE

In questa sezione n € un intero positivo fissato. Per ogni intero d denotiamo con S; C
Kz, ...,zy] il sottospazio vettoriale dei polinomi omogenei di grado d; in particolare S; = 0
per ogni d < 0. Segue immediatamente dal Lemma 30.4 che per ogni d > —n la dimensione

di S; & uguale a
. d+n 1 n+1 1
d = — St
im Sy < n > n! * 2(n—1)! +

Una dimostrazione alternativa si ottiene per induzione su d + n ed osservando che per ogni
d > 0 si ha una successione esatta

0—S5_1 28, M)Sdﬂ]K[acl,...,xn] — 0,
da cui segue
dim S, = (‘H”_l) n (CH”_ 1) .
n n—1
Lemma 32.1. Siano f,g € Klzo,...,z,] polinomi omogenei di grado a,b > 0 rispettiva-

mente. Allora f,g non hanno fattori comuni se e solo se per ogni intero d la successione

0— Sa—a—b —> Si—a ® Sa—s 5, Sds a(p) = (gp, fp), Blg,r) = fq—gr,

é esatta.
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Dimostrazione. E chiaro che Ba = 0. Inoltre, per ipotesi f, g sono entrambi non nulli quindi
a & iniettiva poiché K [z, ..., 2,] & un dominio di integritd. Dunque bastera provare che f, g
non hanno fattori comuni se e solo se ker 8 C Im «.

Supponiamo quindi f, g senza fattori comuni, d qualsiasi e sia (g, ) € ker 3, ossia fq = gr.
Vale 7 = 0 se e solo se ¢ = 0 ed in tal caso la coppia (g,7) = (0,0) appartiene all'immagine
di a. Se r # 0, siccome nessun fattore di f divide ¢g si ha r = fp con p € Sy_,_p. Dunque
gfp = fq da cui segue ¢ = gp e di conseguenza (¢q,r) = a(p). Viceversa, se f,¢g hanno un
fattore comune p di grado 0 < ¢ < min(a, b), allora la coppia (g/p, f/p) appartiene al nucleo
di B: Sp—c® Sq—c — Sat+b—c Mma non puod appartenere all’immagine di a: S_. — Sp_ D Sa—c
per Povvio motivo che S_. = 0. |

Lemma 32.2. Siano f,g € Klxg,...,x,] polinomi senza fattori comuni ed omogenei di
gradi a,b > 0 rispettivamente. Per ogni intero d si consideri il sottospazio vettoriale

(f,9)a={hf+kg|he€Sqg_q, k€ Sap} CSq.
Allora esiste un polinomio numerico p(t) € Q[t] di grado deg(p(t)) < n — 2 tale che
dim Sy — dim (f,9)a = p(d) per ogni d>a+b—n.
Dimostrazione. Sia d > a + b — n un intero fissato. Per il Lemma 32.1 la successione
0= Si—ab > Saca®Sas > Sa. alp) = (gp. fp),  Bla.r) = fq—gr,
¢ esatta e per definizione (f, g)q ¢ 'immagine di 8. Dal teorema del rango segue che

dim Sd — dim (f, g)d = dim Sd — dim Sdfa — dim Sdfb + dim Sdfafb

_(d+n _ d—a+n _ d—b+n n d—a—b+n

N n n n n
e per concludere basta osservare che, per (30.1), il polinomio numerico

t+n t—a+n t—b+n t—a—b+n
o= () ()0
n n n n

ha grado <n — 2. O

Teorema 32.3 (Eliminazione semplice). Siano f,g € K|[xg,...,x,] polinomi senza fattori
comuni ed omogenei di gradi a,b > 0, rispettivamente. Allora esistono un intero d e due
polinomi omogenei h,k € K[z, ..., x,] di gradi d — a,d — b rispettivamente tali che

0#hf+kgeKxy,...,z,].

E chiaro 'uso del termine eliminazione nel Teorema 32.3 in quanto la variabile zg viene
“eliminata” mediante la combinazione hf + kg.

Dimostrazione. Sicomme a,b > 0, l'ipotesi che f,¢g non abbiano fattori comuni implica
necessariamente n > 0. Per il Lemma 30.4 lo spazio vettoriale Rqy = Sq N K[x1,...,2;,]

ha dimensione uguale a
d+n—1\ dar—t L
n—1  (n—1)

ed il Lemma 32.2 implica che per d sufficientemente grande si ha
dim Ry > dim Sy — dim (f, g)q -

Per la formula di Grassmann 'intersezione Ry N (f, g)q ha dimensione strettamente positiva
e contiene polinomi non nulli. O

Osservazione 32.4. Nei prossimi capitoli, usando tecniche piu raffinate, ma sempre ricondu-
cibili all’algebra lineare, daremo una versione piu forte del Teorema 32.3 in cui proveremo,
tra le altre cose, che l'intero d puo essere preso uguale al prodotto ab.
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Indicheremo con K un campo algebricamente chiuso. Se f € K|z, ..., z,] & omogeneo di
grado d > 0, (ag, . ..,a,) € K" et e K — {0}, allora

f(tag,. .., ta,) =tf(ag,..., an)

e quindi f(ag,...,ay) se e solo se f(tagp,...,ta,). Tali considerazioni permettono di dare
senso alle seguente definizione.

Definizione 32.5. Il luogo di zeri proiettivo Z(f) di un polinomio omogeneo f € K[z, ..., xy)

¢ il sottoinsieme di P" dato da:
Z(f)={peP"| f(p) =0} ={lao,-..,an] € P"| f(ag,...,a,) =0}.

Quando il contesto lo consente si puo scrivere, con un leggero abuso di notazione, anche
f(x) = 0 per indicare il luogo di zeri proiettivo Z(f) di un polinomio omogeneo. Il lettore
tenga sempre presente che un polinomio omogeneo f € K|xzo,...,x,] non definisce alcuna
funzione P" — K ma solamente il suo luogo di zeri Z(f).

In alcuni casi, motivi di chiarezza notazionale suggeriranno di usare lettere maiuscole per
denotare polinomi omogenei F' € K[z, ..., Ty].

Lemma 32.6. Se f € K|xg,...,z,] € omogeneo e non nullo, allora Z(f) é un sottoinsieme
proprio di P™.

Dimostrazione. Se f ha grado 0, ossia f € una costante non nulla, allora f(x) = 0 & I'insieme

vuoto. Se il grado di f & positivo allora f(0,...,0) = 0, mentre per il Lemma 31.1 esistono
ag,...,a, € K tali che f(ag,...,a,) # 0. Dunque gli a; non sono tutti nulli ed il punto
[ag, . ..,ay] non appartiene a Z(f). O

Definizione 32.7. Chiemeremo ipersuperfice proiettiva ciascun sottoinsieme del tipo
Z(f) C P™, con f polinomio omogeneo di grado positivo.

Ogni ipersuperfice in P! & un insieme finito e non vuoto di punti. Infatti, se f € K[zq, 2]
& omogeneo di grado d > 0 per il Lemma 31.3 esiste una scomposizione in fattori lineari

d
f(ao, x1) = [[(aizo + bizn)
i=1
e quindi Z(f) = {[b;,—a;] | i = 1,...d}. Lo stesso argomento prova che ogni sottoinsieme
finito di P! & una ipersuperfice.

Lemma 32.8. Le ipersuperfici proiettive intersecano ogni retta, ossia per ogni X C P"
ipersuperfice ed ogni retta proiettiva L C P™ vale LN X # (). In particolare X ¢ infinito se
n > 2.

Dimostrazione. Fissiamo un sistema di coordinate omogenee tali che L = {zo = x5 =
- = x, = 0}, sia f polinomio omogeneo tale che X = Z(f) e consideriamo il polinomio
g9(zo,21) = f(x0,21,0,...,0). Il polinomio ¢ & nullo se e solo se L C X; se L non & contenuta

in X allora g & omogeneo dello stesso grado di f ed i punti di L N X corrispondono allora
ai fattori lineari di g. Se n > 2 e o € P™ non appartiene ad X, allora esistono infinite rette
passanti per o e ciascuna di esse interseca X. (Il

Si osserva immediatamente che pit polinomi omogenei possono definire la medesima iper-
superfice, ad esempio per ogni costante ¢ # 0 e per ogni polinomio omogeneo f si ha
Z(cf) = Z(f), ed anche Z(f) = Z(f?) = Z(f3) = - --. Per ogni coppia di polinomi omogenei
f.g, vale la regola Z(fg) = Z(f)U Z(g), mentre U'intersezione Z(f) N Z(g) puo essere scritta
convenientemente nella forma f(z) = g(z) =0 .

Fortunatamente, almeno nel caso in cui f e irriducibile, il seguente teorema permette di
ricostruire f (a meno di costanti moltiplicative) dalla ipersuperfice f(x) = 0.

Teorema 32.9 (degli zeri per ipersuperfici). Siano K algebricamente chiuso e f, g € K|z, ...

polinomi omogenei con f irriducibile. Allora Z(f) C Z(g) se e solo se [ divide g.

s Tn]
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Dimostrazione. Abbiamo gia visto che se f divide g allora Z(f) C Z(g). Viceversa se f &
irriducibile, allora ha grado positivo e per il Lemma 32.6 esiste un punto o & Z(f). A meno
di un cambio lineare di coordinate, possiamo supporre che o = [1,0,...,0].

Siano a il grado di f e b il grado di g. Se f non divide g, allora f e g non hanno fattori
comuni ed abbiamo visto nel Teorema 32.3 che esiste un intero d > 0 e due polinomi omogenei
h, di grado d — a, e k, di grado d — b, tali che

0#£r=hf+kgeKlxy,...,z,].

La ipersuperfice Z(r) ¢ una unione di rette passanti per il punto o: se p # o e p € Z(r),

allora p = [ag,...,a,] con ai,...,a, non tutti nulli e tali che r(aq,...,a,) = 0. Dunque
Z(r) contiene tutti i punti della retta op, i cui punti, in aggiunta a o sono tutti e soli quelli
di coordinate omogenee [ag +t,...,a,], t € K.

E chiaro che Z(f) N Z(g) C Z(r) e quindi se Z(f) C Z(g), allora Z(f) C Z(r). D’altra
parte ogni retta passante per o interseca Z(f), quindi interseca Z(r) in un punto diverso
da o e quindi ¢ interamente contenuta in Z(r). Ma questo implicherebbe Z(r) = P™ che &
assurdo. ]

Corollario 32.10. Siano f,g € K[z, ..., x,] polinomi omogenei irriducibili. Allora Z(f) =
Z(g) se e solo se f e g differiscono per una costante moltiplicativa. In particolare f e g hanno
lo stesso grado.

Dimostrazione. Per il teorema, siccome Z(f) = Z(g) ne consegue che f divide g e g divide
I O

Definizione 32.11. Se il campo K ¢ algebricamente chiuso, chiemeremo ipersuperfice
proiettiva irriducibile di grado d ciascun sottoinsieme del tipo Z(f), con f polinomio
omogeneo irriducibile di grado d.

Ogni ipersuperfice proiettiva e unione finita di ipersuperfici irriducibili. Infatti se f &
omogeneo e f = f{'* --- fo & la sua decomposizione in fattori irriducibili, allora ciascun f; &
omogeneo e

Z(f)=Z(f)U---uZ(fi)=2Z(H)U---UZ(f).
Esercizi

Esercizio 7. Provare che 'applicazione
Pt — P, to,ta] = [th,ty T M, tot T 8,
¢ ben definita, iniettiva ed ha come immagine il sottoinsieme
rank (xo o z"_1> = 1}.
1.1 1’2 P :L'n

Scrivere inoltre X come intersezione finita di ipersuperfici.

X = {[l‘o,...,ﬂ?n] ep”

33. CURVE PIANE

Da questo punto, e fino alla fine del capitolo restringeremo la nostra attenzione alle
ipersuperfici di P?, altrimenti dette curve piane. Salvo avviso contrario indicheremo con
Sa C Kz, x1, 23] il sottospazio vettoriale dei polinomi omogenei di grado d. Abbiamo gia
provato che per ogni d > —2 la dimensione di Sy € uguale a

<d+2> _ (d+2)(d+1)

2 2

In prima approssimazione possiamo definire una curva algebrica piana come il luogo dei
punti di P? che annullano un polinomio omogeneo nelle coordinate omogenee di P2. Questa
definizione, sebbene semplice, non & sufficientemente precisa e presenta qualche difficolta
operativa.

Gia nella teoria delle coniche proiettive si incontrano certi oggetti detti “rette doppie”
che, insiemisticamente sono rette, ma che appartengono allo spazio delle coniche di P2.
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Definizione 33.1. Sia zg, 21,22 un sistema di coordinate omogenee su P2. Un sottoinsie-
me C' C P? si dice una curva irriducibile di grado n se esiste un polinomio irriducibile
omogeneo f(xg,x1,x2) di grado n tale che C' = Z(f), cioe

C = {[wo, 1, m2] € P* | f(wo, w1, m2) = 0}

Ad esempio le rette di P? sono curve irriducibili di grado 1. La definizione di curva irri-
ducibile non dipende dal particolare sistema di coordinate omogenee. Sia infatti yg, y1, y2 un
altro sistema e x; = )_ a;;y; con la matrice a;; invertibile; se f(zo,z1,22) = 9(yo,y1,Y2),
allora vale

f(Wo,y1,92) =0 seesolose [yo,y1,%2] € C.
Inoltre il grado di f e uguale al grado di g e f ¢ irriducibile se e solo se g ¢ irriducibile.

Fissato un sistema di coordinate omogenee z;, una curva irriducibile C' determina a meno
di costante moltiplicativa il polinomio f di cui & luogo di zeri. Infatti se g(xo,x1,x2) = 0 per
ogni [z] € C allora, per il Teorema 32.9, f divide g e se g & irriducibile allora g = af per
qualche a € K.

Definizione 33.2. Una curva algebrica piana ¢ una combinazione lineare formale C' =
m1Cy + moCy + - - - + m,.C,. dove, per ogni indice i, C; & una curva irriducibile e m; & un
intero positivo.
- Le curve C; si dicono le componenti irriducibili di C.
- Per ogni ¢ = 1,...,r, il numero m; viene detto la molteplicita della componente
C;.
- Il sottoinsieme Supp(C) = UC; C P? & detto il supporto della curva. Con un leggero
abuso di notazione, se C' & una curva e p € P2, scriveremo p € C per indicare che
p € Supp(C). Similmente se C, D sono due curve scriveremo C' N D per indicare
I'intersezione dei supporti Supp(C) N Supp(D).
- Se nq,...,n, sono i gradi delle componenti irriducibili C, ..., C,, allora il numero
deg(C) =nymq + - -+ + n,m, & detto il grado di C.
- Una componente irriducibile C; si dice multipla se la sua molteplicita m; & maggiore
di 1; la curva C si dice ridotta se non possiede componenti multiple, ovvero se m; = 1
per ogni %.

Se C'e D sono curve, la loro “somma” C'+ D & la curva che ha come componenti irriducibili
I’unione delle componenti di C' e D e come molteplicita la somma delle stesse, dove si intende
che la molteplicita di una curva irriducibile ¢ uguale a 0 se tale curva non € una componente.
Il grado della somma e uguale alla somma dei gradi.

Nel resto del capitolo, con il termine curva intenderemo sempre una curva algebrica piana.
Le curve di grado 1,2,3,4,5 e 6 si possono anche chiamare rispettivamente rette, coniche,
cubiche, quartiche, quintiche e sestiche.

Fissato un sistema di coordinate omogenee xg,x1, 2, esiste una bigezione fra l'insieme
delle curve algebriche di grado n ed il proiettivizzato dello spazio vettoriale dei polinomi
omogenei di grado n nelle variabili xg,z1,zs. Infatti, se f € un polinomio omogeneo di
grado n, allora esiste una decomposizione in fattori irriducibili f = f{™* --- f/r: possiamo
quindi associare ad f la curva le cui componenti irriducibili C; = Z(f;) sono i luoghi di
zeri dei polinomi f; aventi molteplicita m;. Per 'unicita della fattorizzazione, la curva C' =
m1Ch + - - - + m,.C, risulta ben definita e la denoteremo spesso come la curva di equazione

f(z) = 0.
Sia data viceversa una curva C' = Y m;Cjy; per definizione di curva irriducibile possiamo
scrivere C; = Z(f;), con f; polinomio omogeneo irriducibile per ogni i e considerare il

prodotto f = []f™. Essendo il polinomio f; definito a meno di costante moltiplicativa,
anche f & definito a meno di costante moltiplicativa.

Si noti che in tale corrispondenza biunivoca vale la relazione Supp(C) = Z(f).

Iniziamo il nostro studio delle curve piane con una versione piu raffinata del lemma di
eliminazione semplice.

Lemma 33.3. Siano f,g € Klzg,z1,22] polinomi senza fattori comuni ed omogenei di
gradi a,b > 0, rispettivamente. Allora per ogni intero d > ab esistono due polinomi omogenei
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h,k € K[xg, 21, 22| di gradi d — a,d — b rispettivamente tali che
0#hf+kgeKlrg, ).

Dimostrazione. Sia d > ab intero fissato. Lo spazio vettoriale Rq = Sq N K[z, 23] ha
dimensione d + 1. Si ha una successione esatta

0= Sq—a—t— Si—a ® Sas LN S,

a(h) = (gh, fh),  B(p,q) =pf —ay,
e vogliamo provare che Ry N Im(3) # 0. Per la formula di Grassmann basta provare che
dim Ry =d+ 1 > dim .S; — rank 3. Basta quindi osservare che d > ab > a + b — 1 e quindi

2 — 2 _ 2 o 92
dide—rankﬁ:<d_£ )_(d g"" )_(d 1274' >+(d a2()+ )

:%((d+2)(d+1)—(d—a+2)(d—a+1)—(d—b+2)(d—b+1)

+d—a—-b+2)(d—a—-b+1))
=ab.
g

Ogni coppia di curve piane Z(f) e Z(g) ha intersezione non vuota: se f e g hanno un
fattore comune f = hf', g = hy', allora Z(f) = Z(h) U Z(f"), Z(g9) = Z(h) U Z(g') e di
conseguenza

0#2h) € Z(f)NZ(g).

Se f e g non hanno fattori comuni, l'intersezione delle due curve segue dal seguente risultato.

Lemma 33.4. Sia K algebricamente chiuso. Siano f,g € K[xg,x1,x2] polinomi senza fat-
tori comuni ed omogenei di gradi a,b > 0, rispettivamente, allora Z(f) N Z(g) # 0. Pia
precisamente, se € d il minimo intero per cui esiste una relazione del tipo

(33.1) 0#pf—gg=hlzla
per opportuni ly,...,lg € S1, p € Sq—a, q € Sa—p. Allora Z(f)NZ(g) N Z(l;) # O per ogni i.

Dimostrazione. Osserviamo preliminarmente che ’enunciato del lemma ha senso in virtu del
lemma di eliminazione semplice e dal fatto che ogni polinomio omogeneo in due variabili &
un prodotto di fattori lineari.

Per la minimalita di d abbiamo che per ogni ¢ ed ogni coppia di polinomi omogenei p’, ¢’
tale che p’ f —gq’ = l1ly - - - 14, 1 polinomi I;, p’, ¢ non hanno fattori comuni. Fissiamo un indice
4, a meno di un cambio di coordinate possiamo supporre [; = x5, € supponiamo per assurdo
che Z(f)NZ(g)NZ(l;) = B, o equivalentemente che i polinomi f(xg,z1,0) e g(zg,z1,0) non
hanno fattori comuni. Denotando con R, C K[z, 1] il sottospazio vettoriale dei polinomi
omogenei di grado n, per il Lemma 32.1 si ha un diagramma commutativo con righe e colonne
esatte:

V() = (gr fr); 0 0

ﬁ(h7 k) = h.f - kg7 Sdfafb

~

Ryqp—>0

0 ——12254—q-1 P 2254-p—1 —> S4g—a B Sa—p —> Rag—a ® Rg—p —>0

I /

0 ————— 22541 Sa Rq 0

Per costruzione, il polinomio pf — gq, appartiene all’intersezione x2S45_1 con 'immagine di
£ ma non appartiene all'immagine di «, in contraddizione con il Lemma 31.4. O
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Osservazione 33.5. Nella situazione del Lemma 33.4, le rette L; = Z(l;) non sono univoca-
mente determinate da f, g, anche nel caso in cui l'intero d & il minimo possibile.

Il caso limite & quando f, g hanno entrambi grado 1 ed al variare di (p,q) € K? — {0} le
rette Z(pf — qg) sono tutte e sole le rette passanti per il punto f(x) = g(z) = 0.

Come ulteriore esempio si considerino i polinomi di secondo grado f = zox1, g = x2(xo +
21 + x2). Allora, oltre alle ovvie scomposizioni in fattori lineari 1f + 0g = zoz1 e 0f + 1g =
zo(xo + 1 + x2) si ha:

f+g=(vo+z2)(z1 + 22).

Lemma 33.6. Siano X C P2 e d un intero positivo. Se per ogni punto ¢ € P? 'insieme X
e contenuto nell’unione di d rette passanti per q, allora X contiene al piu d punti distinti.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esistano po,...,pq € X punti distinti; siccome
il campo K & infinito possiamo trovare un punto p € P? non appartenente all’unione delle
d(d 4+ 1)/2 rette p;p;j, 0 <14 < j < d. Ogni retta per ¢ contiene al pitt un punto p; e quindi
X non e contenuto in d rette passanti per q. O

Teorema 33.7 (Bézout debole). Siano f,g € K[zg,z1,x2] polinomi omogenei senza fat-
tori comuni di gradi a,b > 0. Allora Uintersezione f(x) = g(z) = 0 delle corrispondenti
ipersuperfici proiettive € non vuota e contiene al pit ab punti distinti.

Dimostrazione. Abbiamo gia dimostrato che Z(f) N Z(g) # 0. Per il lemma precedente
basta dimostrare che per ogni punto o € P2, I'intersezione & contenuta nell’unione di ab rette
passanti per 0. A meno di un cambio di coordinate omogenee possiamo supporre o = [1,0, 0]
e per il Lemma 33.3 esistono due polinomi omogenei h, k tali che hf + kg € un polinomio
omogeneo non nullo di grado ab in x1, 5. Dunque

ab

i=1
per opportune costanti a;,b; € K e Z(f) N Z(g) ¢ contenuto nell’'unione delle rette di
equazione a;x1 + bjxo =0,i=1,...,ab. O

Esempio 33.8. Su K = C, per ogni n > 0 consideriamo i tre polinomi omogenei di grado

n:
n n n

fn :H(xo_ixl)’ In = H(mQ—j$1)7 hn :H(.130+Z$1)

i=1 j=1 i=1
Allora per ogni a,b > 0 Uintersezione Z(f,) N Z(hy) contiene solo il punto [0,0, 1], mentre
Z(fa) N Z(gy) & formata dagli ab punti distinti [i,1,j], i =1,...,a,j=1,...,b.

Corollario 33.9. Sia f polinomio omogeneo di grado n e sia L C P? una retta. Se LN Z(f)
contiene almeno n + 1 punti distinti, allora ’equazione di L divide f.

Dimostrazione. L’equazione di L € un polinomio omogeneo irriducibile [ di grado 1. Per il
teorema di Bézout se [ non divide f l'intersezione LNZ(f) contiene al pitt » punti distinti. O

Teorema 33.10. (Forma debole del teorema di Bézout) Siano C' e D due curve algebriche
di gradi n e m rispettivamente. Allora:

(1) CND#0D.
(2) Se CND contiene pit di nm punti, allora C e D hanno una componente irriducibile

n comune.
Dimostrazione. Conseguenza immediata del Lemma 33.4 e del Teorema 33.7. ([l

Corollario 33.11. Due curve irriducibili distinte di gradi n,m hanno al pit nm punti in
comune.

Dimostrazione. Immediata. O
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Sia f(wo,1,22) = 0 I'equazione di una curva C' e sia p = [vg, v1,vs] € P2. Diremo che p
¢ un punto singolare di C' se

of
8xi

flvg,v1,v2) =0 e (vo,v1,v2) =0 per ogni i =0,1,2.
Si noti che:

1) La definizione di punto singolare ¢ una buona definizione: infatti essendo f omogeneo,
anche le sue derivate parziali sono omogenee. Inoltre se yp,y1,y2 € un diverso sistema di
coordinate e g ¢ un’equazione di C nelle coordinate y;, allora si ha g(y) = af(x) per qualche
a € K e quindi

2

dg 0g Oz,
= Qa _—

2) Se il campo K ha caratteristica 0, dalla formula di Eulero segue che un punto p &
singolare per la curva di equazione f se e solo se p annulla tutte le derivate parziali di f.

3) Se C' ¢ irriducibile di grado n e di equazione f(x) = 0 allora, essendo K algebricamente
chiuso e quindi perfetto, esiste una derivata parziale non nulla e quindi per Bézout debole
(Teorema 33.10) C' ha al pit n(n — 1) punti singolari.

I punti di una curva che non sono singolari si dicono lisci. Una curva singolare ¢ una
curva che contiene almeno un punto singolare. Una curva che non ha punti singolari si dice
non singolare oppure liscia.

Proposizione 33.12. Siano C4,...,C, curve algebriche (non necessariamente irriducibili)
e sia C=C1+ -+ C,. Allora:

1) Sepe C;NC; per qualche i # j, allora p é un punto singolare di C.
J
(2) SepeC;ep¢ Cj per ogni j # 1, allora p é un punto singolare di C' se e solo se é
un punto singolare di C;.
(3) Una curva é ridotta se e solo se possiede un numero finito di punti singolari.

Dimostrazione. Sia f; un’equazione della curva C;, allora f = f1--- f. & un’equazione per
C.Sepe C;NCy, con i # j, allora fi(p) = f;(p) = 0 e per la regola di Leibniz ogni derivata
parziale di f si annulla in p; questo prova 1). Se invece f;(p) =0 e f;(p) # 0 per ogni j # 1,

allora la regola di Leibniz implica che, per ogni h = 0,1,2 vale ——(p) = 0 se e solo se

3ﬂ;‘h
Ofi

3 (p) = 0. Siccome una curva C = C; + -+ + C,., con le C; irriducibili, ¢ ridotta se e
T,

solo se le C; sono distinte, il punto 3) segue dai punti precedenti e dal fatto che ogni curva
irriducibile possiede un numero finito di punti singolari. ([l

Dunque ogni curva piana liscia e irriducibile, mentre il viceversa e falso. Ad esempio sono
irriducibili e singolari nel punto [1,0, 0] tutte le cubiche di equazione

Tors = 23 + A\wor? rek.

Osserviamo che a meno di proiettivita la precedente famiglia di cubiche si riduce all’insie-

me delle due equazioni 793 = 23 e 2923 = 23 + woz?. Infatti se A # 0 e £ € K ¢ una radice

quadrata di A, la proiettivita
3 4
[zo, 1, x2] = [€x0,°T1, 2]
trasforma la cubica di equazione z¢x3 = 23 + Azgz? in quella di equazione x¢x3 = x3 + xo?.
Esempio 33.13. Per ciascuna cubica C' C P? di equazione

zor3 = o5 + padr, +qrd,  pgekK,

definiamo il suo discriminante come A = 4p> + 27¢>. Se il campo ha caratteristica diversa
da 2, allora C ¢ singolare se e solo se A = 0.
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v =z y? =a2® +2?

FIGURA 25. Due esempi di cubiche irriducibili singolari

Per definizione i punti singolari di C' sono le soluzioni in P? del sistema di equazioni

omogeneee

xoxg = xzf +px%x1 + qmg

r3 = 2pxory + 3qrd

0 = 3% + pxd

2IQZZ?2 =0
Osserviamo preliminarmente che non esistono punti singolari sulla retta di equazione zy = 0.
Infatti se 9 = 0 dalla prima equazione segue x5 = 0 e dalla seconda 3 = 0, da cui
g = x1 = z2 = 0 che non definisce alcun punto del piano proiettivo. Quindi ogni eventuale
punto singolare sara del tipo [1,z,y] con x,y € K soluzioni del sistema di equazioni

y' =2’ +pr+q

y? = 2px + 3¢
0=3z2+p
2y =10

Si noti che in caratteristica 2 tale sistema ammette I'unica soluzione x = /p, y = ,/q,
mentre in caratteristica # 2 segue dall’ultima equazione che y = 0 e € K ¢ una soluzione
del sistema

0=23+pr+q

0= 2px + 3q

0=322+p
Consideriamo separatamente i due casip = 0ep # 0. Se p = 0si ha A = —27¢%, gA = (—3¢)3
e quindi A = 0 se e solo se 3¢ = 0. Il sistema di equazioni diventa

0=a®+q=3¢=3a"

che ammette soluzioni se e solo se 3¢ = 0: infatti se 3¢ = 0 e 2 & una soluzione di 2 + ¢ = 0,
si ha (322)3 = 2725 = 27¢% = 0.

3
Se p # 0, dalla seconda equazione segue = = —2—q ed il sistema si riduce a
p
0= T 30, T g @1 4 4 = 214 4 4
sF 2 AT g T = —q(27q" +4p°) = 27¢" + 4p”.
Esercizi

Esercizio 8. Provare che per ogni curva algebrica C, il supporto Supp(C) & un sottoinsieme
proprio e infinito di P?.

Esercizio 9. Mostrare che in caratteristica 0, per ogni intero positivo n la curva di equazione
xy + 2} + 25 = 0 ¢ liscia.
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Esercizio 10. In caratteristica # 2,3, determinare per quali valori del parametro A € K
risultano singolari le cubiche di equazioni

zoxs = 1 (21 4 o) (21 + Axo), zd + ¥ + a8 — 3\wgriae = 0.

Esercizio 11. Siano Ci,...,C, curve piane di gradi n;y > ng > --- > n, esia V =
CyN---NC,. Dimostrare che se V ¢ finito, allora contiene al pitt nin, punti.

Esercizio 12. Determinare e descrivere i punti singolari (su C) delle curve di equazioni
ydz —y)? —dat(x +32)2 =0, By —x—2)® =216zyz, (2% —2%)%y = (y* — 2°)%x.

Esercizio 13. Sia f € K|[xg,21] omogeneo di grado n senza fattori multipli. Provare che
la curva di equazione f(xg,x1) + x5 = 0 & liscia, anche nel caso in cui n & divisibile per la
caratteristica del campo.

34. RETTA TANGENTE E PUNTI DI FLESSO

Sia C una curva algebrica piana di grado n ed equazione f(x) = 0 e sia L C P? una retta.
Se L & contenuta nel supporto di C, allora L & una componente irriducibile di C; se invece
L non & una componente irriducibile di C, allora presi due punti distinti p = [po, p1,p2] €
q = [qo, q1, g2 sulla retta L, il polinomio

F(to,t1) = f(topo + tiqo, top1 + t1q1, top2 + t1G2)

€ non nullo ed omogeneo di grado n. Esistono dunque n punti di L, contati con molteplicita
in cui f = 0: chiaramente tali punti corrispondono all’intersezione della curva C' con la retta
L.

Se il punto p appartiene all’intersezione L N C, il calcolo della molteplicita di intersezione
di L con C' in p & molto semplice. Basta infatti calcolare la molteplicita di ¢ = 0 come radice
del polinomio (non omogeneo)

F(1,t) = f(po + tgo,p1 + tqr,p2 + tq2) .

Esempio 34.1. Il punto p = [0, 0, 1] appartiene all’intersezione della cubica C' di equazione
f = xox3 — 23 — 23 con la retta L di equazione zg + x1 = 0. Calcoliamo la molteplicita di
intersezione di L con C in p. Siccome il punto ¢ = [1, —1, 0] # p appartiene a L basta calcolare
la molteplicita in ¢ = 0 del polinomio f(¢, —¢,1). Dato che f(t,—t,1) = ¢ la molteplicita & 1.
Notiamo inoltre che anche ¢ € LNC e dato che f(1,—1,t) = t2 la molteplicita di intersezione
in ¢ € uguale a 2.

Definizione 34.2. Siano L una retta, C' una curva e p € L N C. Diremo che L ¢ tangente
a C' nel punto p se la molteplicita di intersezione di L con C in p & strettamente maggiore
di 1.

Diremo che L & tangente a C' se lo € in qualche punto di C'N L; diremo che & trasversale
se non e tangente.

Notiamo che, se esiste una retta trasversale ad una curva C, allora C' deve essere neces-
sariamente ridotta.

Proposizione 34.3. Siano dati una curva C di equazione f e due punti distinti p =
[po,p1,D2] € ¢ = [90,q1,42], con p € C. Allora la retta L = pq é tangente a C in p se e
solo se

2
of
;qz%(poypl,pz) =0.

Dimostrazione. La retta L € tangente a C in p se e solo se t = 0 & una radice multipla del
polinomio g(t) = f(zo + tyo, z1 + ty1, x2 + tys), cioe se e solo se ¢'(0) = 0, dove ¢’ denota
la derivata di f rispetto a t. Basta adesso applicare la regola di derivazione della funzione
composta. O

Corollario 34.4. Sia p = [po, po, p1] un punto di una curva C di equazione f:
(1) Sep ¢é singolare, allora ogni retta per p é tangente a C in p.
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(2) Sep é liscio, allora esiste unica una retta tangente a C' in p la cui equazione ¢é

2
of
;%aﬁ%(po,phm) =0.

Dimostrazione. Conseguenza immediata della Proposizione 34.3. (]

Le precedenti considerazioni forniscono un metodo per il calcolo delle rette tangenti ad
una curva C passanti per un punto ¢ € P2. Se f(x) = 0 ¢ Pequazione di f e q¢ = [q0,q1,¢2]
abbiamo visto che, dato un punto p € C, p # q, la retta pg e tangente a C' in p se e solo se
> ;@i fi(p) = 0. Quindi se ¢ € C le rette tangenti a C' passanti per ¢ sono tutte e sole quelle
del tipo pq al variare di p tra le soluzioni dell’equazione

(34.1) flp) = Z%‘fz‘(]?) =0,.

Se invece ¢ € C' ¢ un punto liscio, oltre a considerare le rette pg con p # ¢ che soddisfa (34.1)
bisogna ovviamente aggiungere le retta tangente a C in ¢. Infine, se ¢ € C' & singolare, ogni
retta passante per g ¢ tangente a C.

Definizione 34.5. Data una curva C ed un suo punto liscio p denoteremo con T,C la retta
tangente a C' in p. Diremo che un punto liscio p € C' & un flesso, o un punto di flessione,
di C se la molteplicita di intersezione di T,C con C nel punto p € maggiore od uguale a 3

Ad esempio, in una retta tutti i punti sono di flesso. Piu in generale se la curva C' & unione
di rette allora ogni punto liscio di C' € un flesso. Per il teorema di Bezout una conica possiede
punti di flesso se e solo se € unione di rette.

Dato un polinomio omogeneo f € K|[xzg, z1, x2], per semplicita notazionale indichiamo

_of . _ O
fl - 31.17 fl] - f]l - axlal'j M
Si definisce la matrice Hessiana di f come:
Joo  for  Jfoz
H(z)= | fio fu fi
Jao fa1 fa2

Se f ha grado d > 2 i coeflicienti di H(z) sono polinomi di grado d —2 ed il suo determinante
det(H(z)) ¢ un polinomio omogeneo di grado 3(d — 2).

Lemma 34.6. Siano K un campo algebricamente chiuso e H € M3 3(K) una matrice 3 x 3
simmetrica. Denotando con K3 lo spazio vettoriale numerico dei vettori colonna, le sequents
condizioni sono equivalenti:
(1) det(H) = 0;
(2) per ogni vettore non nullo v € K? tale che v" Hv = 0 esiste un vettore u € K3
linearmente indipendente da v tale che um Hv = u" Hu = 0.
(3) esistono due vettori linearmente indipendenti vi,vy C K2 tali che viTij = 0 per
ogni i,j;

Dimostrazione. 1 implica 2. Trattiamo separatamente i due casi Hv = 0e Hv # 0. Se Hv =0
completiamo v ad una base v1,vs,v3 = v di K? e consideriamo il polimonio omogeneo di
secondo grado

f(t1,ta) = (t1vg + tova)T H(tvg + tavs) .

Per ipotesi il campo K & algebricamente chiuso e quindi esiste una coppia (t1,t2) non nulla
tale che f(t1,t2) = 0. Allora il vettore u = t1v1 + tavs € quello cercato.

Se Hv # 0 & sufficiente prendere u un qualsiasi vettore non nullo tale che Hu = 0.

2 implica 3. Basta provare che esiste un vettore non nullo v € K2 tale che v7 Hv = 0.
Questo si prova esattamente come sopra, considerando due vettori linearmente indipendenti
v1,v9 ed il polinomio omogeneo f(t1,ts) = (tyv1 + tava) T H(tyv1 + tovs).
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& implica 1. Supponiamo per assurdo che H sia invertibile, allora i vettori Hvi, Hvs sono
linearmente indipendenti e la matrice A = (Hvy, Hva) € M3 2(K) ha rango massimo. D’altra
parte, il nucleo dell’applicazione lineare

AT K3 - K?
coincide con l'insieme dei vettori u tali che v Hv, = u” Hvy = 0 e quindi contiene vy, v, in
contraddizione con il fatto che A” ha rango 2.

Notiamo che quest’ultima implicazione non richiede che il campo sia algebricamente
chiuso. D’altra parte se K = R, la coppia

1.0 0 0
H={0 1 0], wv=/[0
000 1

soddisfa la condizione 1 ma non le condizioni 2 e 3. Sempre su R, la matrice identita soddisfa
la condizione 2 ma non soddisfa 3 ed 1.
|

Teorema 34.7. (caratteristica 0) Sia C' la curva piana di grado d ed equazione f(x) =0 e
sia h(z) il determinate della matrice Hessiana H(x) di f. Un punto liscio p € C' é un flesso

di C se e solo se h(p) = 0.

Dimostrazione. Il teorema ¢ banalmente verificato per le rette, non ¢ quindi restrittivo sup-
porre d > 2. Fissiamo v € K3 — {0} tale che p = [v]. Supponiamo che la matrice A = H(v)
non sia invertibile, per la formula di Eulero

0=d(d—1)f(v)=(d—1) Zvifi(v) = vajfij(v) =0T Av.

Per il Lemma 34.6 esiste un punto ¢ = [u] # p tale che u” Av = u¥ Au = 0. Proviamo che la
retta pg ¢ la retta tangente a C' in p e che p & un punto di flesso, ossia che ¢ = 0 & una radice
di molteplicia > 2 del polinomio

(34.2) 9(0) = F(v+t0) =t 3" o) + 5 3 Fi @iy + ().

Adesso basta osservare che

Z fij (i = u” Au =0
ij
e che per la formula di Eulero

(d-1) Zfl(v)ul = Zfij(v)vjui =0T Au=0.

Viceversa, supponiamo che p sia un punto di flesso e che pq sia la retta tangente a C' in
p, con p # q = [u]. Per (34.2) questo implica che

(d-1) Zfi(v)ui = Z fij()viu; = v" Au =0, Z fij (i = u" Au=0
i ij ij
e per il Lemma 34.6 la matrice A non ¢é invertibile.
]

Corollario 34.8. In un campo algebricamente chiuso di caratteristica O ogni curva piana
liscia di grado > 3 possiede punti di flesso.

Dimostrazione. 11 determinante della matrice Hessiana definisce una curva di grado 3(d—2) >
0 che quindi interseca C'. O
Esercizi

Esercizio 14. Sul campo dei numeri complessi, si determini il numero di rette passanti per
il punto [1,1,0] e tangenti alla curva di Fermat zf + 2] + 2§ = 0.

Esercizio 15. Provare che in caratteristica positiva esistono curve irriducibili C' e punti
q ¢ C tali che ogni retta passante per ¢ ¢ tangente a C.
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35. LE CONICHE

In questa sezione assumeremo, salvo avviso contrario, che K sia un campo algebricamente
chiuso di caratteristica diversa da 2.

Una conica € una curva algebrica piana di grado 2. Due coniche si dicono proiettivamente
equivalenti se esiste una proiettivita di P2 che trasforma l'una nell’altra. Una conica non
irriducibile & unione di due rette che possono essere distinte o coincidenti. Chiameremo
rango di una conica di equazione f(xg,z1,22) = 0, il rango della matrice Hessiana

Joo o1 Jfoz O f
H=| fio fuu fiz | € M33(K), fij = Oz Ors
foo  far fo2 ot

Il rango di una conica non dipende dalla scelta del sistema di coordinate omogenee.

Teorema 35.1. Due coniche sono proiettivamente equivalenti se e solo se hanno lo stesso
rango. In particolare ogni conica € proiettivamente equivalente ad una delle sequenti:

(1) a3 = 0, retta doppia.

(2) xox1 =0, rette incidenti.

(3) moxy = 23, conica liscia.

Dimostrazione. Sia C' una conica di equazione f(zg,z1,22) e matrice Hessiana H. Dato un
punto p = [vg, v1,v2] = [v] € P? per la formula di Eulero vale

vTH = (fo(v), fiv), f2(v)),  2f(v) =" Ho,
e quindi p & un punto singolare di C se e solo se v/ H = (Hv)T = 0.

Se il rango di H ¢ 1, allora esiste una retta L composta di punti singolari di C' e quindi
deve necessariamente essere C' = 2L. Se il rango ¢ 2, allora esiste un unico punto singolare
p = [v]: proviamo che C & unione di rette passanti per p, per ragioni di grado tali rette
dovranno essere esattamente due. Se ¢ = [y] € C, allora per ogni a,b € K vale

2f(av + by) = (av + by)T H(av + by) = by " Hy = 0.

Infine se il rango € 3 la conica e liscia; siano p, ¢ e r tre punti distinti di C' e denotiamo con
o = T,CNT,C il punto di intersezione delle rette tangenti a C nei punti p e ¢ rispettivamente.
La quaterna p, ¢, 7,0 ¢ un sistema di riferimento di P2, possiamo quindi supporre a meno di
proiettivita che

p=11,0,0], q=10,0,1], r=[1,1,1], 0o=1[0,1,0].

Dalla condizione p, g € C' si deduce che foo = f22 = 0. Le equazioni di T,C' =op e T,C = og
sono rispettivamente xo = 0 e g = 0; si deduce quindi che fo; = fi2 = 0 esi ha f =
azoxs — bri. La condizione r € C impone infine che a = b. ]

La dimostrazione appena terminata & costruttiva e fornisce un metodo effettivo per il
calcolo della proiettivita che trasforma una conica nella sua forma canonica. Tale calcolo
richiede la soluzione di una equazione di secondo grado ed alcuni sistemi di equazioni lineari.

Corollario 35.2. Siano p,q,r tre punti distinti di una conica irriducibile C. Allora esiste
un sistera di coordinate omogenee xg,x1,xo tale che p=1[1,0,0], ¢ =[0,0,1], r =[1,1,1] e
Uequazione di C' ¢ xoxe = 23.

Dimostrazione. Basta osservare che, nella dimostrazione del Teorema 35.1, la scelta dei punti
p,q e r e arbitraria. -

Teorema 35.3 (Steiner, 1832). Siano p e q due punti di una conica liscia C' e denotiamo
con Fy, e Fy i fasci di rette passanti per p e q rispettivamente. Allora Uapplicazione F, — Fy
definita da F, > L — @5, dove s ¢ il punto di intersezione di L con C diverso da p, ¢ una
proiettivita.
Dimostrazione. Per il Corollario 35.2 possiamo supporre che C sia la conica di equazione
Toz2 = 2% e che p=[1,0,0], ¢ = [0,0,1].

Si consideri adesso I’applicazione v: P! — C descritta in coordinate omogenee da v([to, t1]) =
[t3,tot1,t3]; si vede facilmente che v & biiettiva.
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Dato un punto [a,b] € P!, la retta di P? di equazione bx; — axo interseca C' nei punti
p = [1,0,0] e v([a,b]) = [a?, ab,b?], mentre la retta di equazione ax; — bz interseca C' nei
punti ¢ = [0,0, 1] e v([a, b]) = [a?, ab, b?].

L’applicazione [a, b] — az; — bxo & una proiettivita tra P! ed il fascio di rette passanti per
p; similmente 1'applicazione [a, b] + ax; — bry & una proiettivita tra P! ed il fascio di rette
passanti per il punto ¢ = [0,0, 1]. L’applicazione descritta nel teorema & la composizione
della seconda proiettivita con I'inversa della prima. O

Il Teorema di Steiner 35.3 permette di definire sulla conica liscia C' una struttura di
retta proiettiva mediante I’applicazione v introdotta nella dimostrazione. In particolare e
ben definito il birapporto di una quaterna ordinata di punti su C: basta fissare un punto
p € C e considerare il birapporto delle 4 rette passanti per p ed i punti della quaterna.

Esercizi
Esercizio 16. Provare che il Corollario 35.2 & vero anche in caratteristica 2.
Esercizio 17. Trovare le componenti irriducibili della conica di equazione

31:3 + dxoxy + 22920 + 21:% + r1T0 — x% =0.

36. SISTEMI LINEARI

Abbiamo gia osservato che le curve piane di grado n sono in corrispondenza biunivoca
con il proiettivizzato P(S,) dello spazio vettoriale S,, C K[zg, z1, x2] dei polinomi omogenei
di grado n. Abbiamo gia visto che S,, ha dimensione (";2) e quindi, prendendo i monomi
come base canonica di S, si ottiene un isomorfismo di spazi proiettivi

n+2 1= n(n+3)
2 > 2

P(S,) ~ PV, N = <

Alla curva di equazione 1 aijrrirlal = 0 corrisponde il punto di PV di coordinate

omogenee [a;;i].
Definizione 36.1. Un sottospazio proiettivo di P(S,,) si dice un sistema lineare di curve
di grado n. Lo stesso spazio P(S,,) & un sistema lineare che viene detto completo.

Se Dy, ..., D, sono curve di grado n denotiamo con (Dy,...,D,) C P(S,) il sistema
lineare da esse generato: se f; € S, e l'equazione di D;, allora le curve del sistema lineare
(Do, . ..,D,) sono esattamente quelle di equazione

aofo(z) + - +a.fr(z) =0
dove ay, ..., a, € K sono coefficienti tali che il polinomio agfy + - - - + a, f, sia non nullo.

Se V' ¢ un sistema lineare, indicheremo con dim V' la sua dimensione. Ad esempio se Dy, D
sono curve distinte, allora dim(Dy) = dim(D;) = 0, dim(Dg, D1) = 1: un sistema lineare di
dimensione 1 si dice un fascio od anche pennello'® o schiera.

Sia V un sistema lineare di curve, un punto p € P? si dice un punto base di V se per
ogni curva D € V vale p € D. Se V & un sistema lineare di dimensione 7 e fy,..., f, sono
equazioni di un insieme di curve indipendenti di V', allora le curve di V' sono tutte e sole
quelle di equazione > A;f; e quindi i punti base di V' sono quelli determinati dal sistema di
equazioni

fol@) =+ = fla) = 0

L’equazione di un iperpiano in P(S,,) si dice una condizione lineare sulle curve di grado

n.

Esempio 36.2. Sia p € P2 un punto fissato. La relazione p € D, con D curva di grado
n, viene detta condizione di passaggio per p su P(S,). Essa impone una condizione
lineare sul sistema lineare completo: infatti se p = [vg, v1,v2], allora una curva di equazione
Zaijkméx{xlg contiene p se e solo se vale Zaijkvév{vg = 0 e quest’ultima condizione &
esattamente 1’equazione, nelle coordinate omogenee {a;;1 }, di un iperpiano in P(S,).

13m inglese pencil, in francese pinceau.
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Piu in generale, sia P una proprieta definita sulle curve di grado n e V. C P(S,) un
sistema lineare; diremo che P impone r condizioni lineari su V' se 'insieme delle D € V' che
soddisfano P ¢ un sottospazio proiettivo di V' di codimensione r. Ad esempio la condizione
di passaggio per un punto p (il termine passaggio nasce dal fatto di pensare intuitivamente
un sistema lineare come una curva che si muove in P?) induce una condizione lineare su un
sistema V se e solo se p non € un punto base di V.

Lemma 36.3. Sia V un sistema lineare di curve e siano pi,...,ps punti di P2. Allora il
passaggio per pi,...,Ds induce r condizioni lineari su V', con 0 <r < s.
In altri termini, 'insieme W delle curve D € V tali che p1,...,ps € D é un sistema

lineare di dimensione dimW > dimV — s.

Dimostrazione. Sia n il grado delle curve del sistema lineare V. Abbiamo visto che per ogni
i=1,...,s Vinsieme W; = {D € P(S,,) | p; € D} & un iperpiano e quindi

wW=vVnw,n.---nWw;

€ un sottospazio proiettivo. La formula dimW > dimV — s segue immediatamente dalla

formula di Grassmann. O
Definizione 36.4. Diremo che un insieme di punti py,...,ps induce condizioni di pas-
saggio indipendenti su un sistema lineare V' di curve se il passaggio per p1,...,ps induce

s condizioni lineari su V.

Ricordiamo che I'insieme vuoto, quando considerato come spazio proiettivo, ossia ) = P(0)
ha dimensione —1. Per il Lemma 36.3, affinché s punti inducano condizioni di passaggio
indipendenti su un sistema lineare V' & necessario che s < dimV + 1.

Lemma 36.5. Sia V un sistema lineare di curve e siano py,...,ps punti di P2. Allora
P1,---,Ps nducono condizioni di passaggio indipendenti su'V se e solo se per ognii =1,...,s
esiste una curva D; € V tale che

p; & D, p; €D; perognij <i.

Dimostrazione. Sia n il grado delle curve del sistema lineare V e per ogni i = 1,...,s
consideriamo l'iperpiano W; = {D € P(S,,) | p; € D}. Per la formula di Grassmann si ha che
dim(VNWinN---NWs) =dimV — s se e solo se per ogni indice i = 1,...,s vale

Vaowin---nW, 2vnWw,n---NW;_,
Glielementidi VNWin---NW,_1 —VnNnW;N---NW,; sono esattamente le curve D del

sistema lineare tali che p; € D; e p; € D; per ogni j < 4. (]
E utile osservare che se p1,...,Ps inducono condizioni di passaggio indipendenti su V' lo
stesso vale per ogni sottoinsieme di pq, ..., ps.

Esempio 36.6. Un punto p induce una condizione di passaggio indipendente, ossia non nulla,
su un sistema lineare se e solo se p non € un punto base del sistema lineare. In particolare
se V & un fascio di curve e p non & un punto base, allora esiste ed € unica una curva C € V
tale che p € C.

Esempio 36.7. Tre punti inducono condizioni indipendenti sulle rette, ossia sul sistema
lineare completo delle curve di grado 1, se e solo se non sono allineati.

Esempio 36.8. Quattro punti distinti inducono condizioni di passaggio indipendenti sulle
coniche, ossia sul sistema lineare completo di dimensione 5 delle curve di grado 2, se e solo
se non sono allineati.

Se i quattro punti appartengono ad una retta L, le coniche del tipo L + M, con M retta,
formano un sistema lineare di dimensione 2 che passa per i quattro punti che pertanto non
inducono condizioni di passaggio indipendenti. Viceversa se p € uno qualunque di 4 punti
non allineati, allora p & allineato al pilt con una coppia dei rimanenti 3 e possiamo numerarli
P1,---,p4 in modo tale che p = py e p & P1p2 U p1p3. Ma allora la conica pips + pips passa
per pi1,p2, p3 ma NOL PEr py.
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Esempio 36.9. Cinque punti distinti inducono condizioni di passaggio indipendenti sulle
coniche se e solo se non ve ne sono quattro allineati.

Abbiamo gia visto che 4 punti allineati inducono condizioni dipendenti sulle coniche; a
maggior ragione 5 punti di cui 4 allineati inducono condizioni di passaggio dipendenti.

Viceversa se 5 punti non inducono condizioni dipendenti, esistono almeno due coniche
distinte C1,Cs che li contengono. Per Bézout le due coniche devono avere una retta L in
comune, ossia Cy = L + My e Cy = L + My con My, My rette distinte. Siccome My, My
hanno un solo punto in comune, almeno 4 dei 5 punti devono appartenere alla retta L.

Prima di proseguire con lo studio dell’indipendenza delle condizioni di passaggio vediamo
alcune interessanti applicazioni dei sistemi lineari.

Teorema 36.10 (Gergonne, 1827). Siano C' e D due curve piane di grado n che si inter-
secano in esattamente n? punti distinti. Se nm di questi punti appartengono ad una curva
E di grado m < n, allora i restanti n(n —m) punti appartengono ad una curva H di grado
n—m.

Dimostrazione. Siano pi,...,p,2 i punti di intersezione di C' e D, dal teorema di Bézout
segue che necessariamente C, D, E sono curve ridotte.

Infatti C' e D non hanno componenti in comune e se C' = 3" a;C; con le C; irriducibili,
allora CND =U;C; N D,

n? =n()_a;deg(C;)) = |CND| <> |C;N DI <> ndeg(Cy)

e questo prova che a; = 1 per ogni i, ossia che C' ¢é ridotta. Per simmetria anche D ¢ una
curva ridotta.

Per mostrare che anche E & ridotta, scriviamo E = > a;F;; allora con F; irriducibile
per ogni i. Siccome C, D non hanno componenti in comune si ha Fy ¢ C oppure Fy ¢ D;
supponiamo per fissare le idee che Fy ¢ C, allora

|E1 n CﬂD| < |E1 OC\ < ndeg(El).
Similmente |E; N C N D| < ndeg(E;) per ogni ¢ e quindi
nm = n(z a;deg(E;)) =|ENCND| < Z |[E;NnCND|< aneg(Ei)
i i i

da cui segue a; = 1 per ogni i, |E; N E; NC N D| = per ogni i # j e E; N C N D contiene
esattamente n deg(F;) punti.

Siano Cy, con t € P!, le curve del fascio V generato da C e D; notiamo che i punti base del
fascio generato da C, D sono esattamente C N D. Sia £ = E; + --- + E,. la decomposizione
in componenti irriducibili e denotiamo con m; il grado di E;. Siccome E; NCND C E; NCy
per ogni ¢, dal teorema di Bezout segue che per ogni ¢t € P! vale una, ed una soltanto delle
seguenti alternative:

(1) E,NCy=FE;NCND;
(2) E; & una componente di Cy.

Per ognii = 1,...,7, sia ¢; € E; — (C'N D) un punto fissato, allora esiste un unico ¢; € P!
tale che g; € Cy,; quindi E; & una componente di C,. Osserviamo che se ¢ = ¢; = ¢; € E;NEj,
con i # j, allora ¢ non appartiene ai punti base di V', ragionando come sopra ne segue che

t; = t; =t per ogni 4, j. Dunque E ¢ contenuta in una curva C; del fascio, basta quindi
prendere H = C; — F. O

Corollario 36.11. (Teorema di Pappo-Pascal, III sec d.C.-1640) Le coppie di lati opposti
di un esagono inscritto in una conica ridotta si intersecano in punti allineats.

Dimostrazione. (Pliicker, 1828) Siano L1, Lo, ..., Lg i lati successivi di un esagono inscritto
in una conica E. In virtu del teorema di Gergonne 36.10, basta osservare che le due cubiche
C=L1+ L3+ Lse D=Ly~ Ly+ Lg si intersecano in 9 punti e 6 di questi appartengono
akF. ]

E facile dimostrare che ogni fascio di coniche contiene almeno una conica riducibile. Infatti
siano C1, Cy coniche di equazioni fi, fo e matrici Hessiane H;, Hs rispettivamente. Sappiamo
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FiGURA 26. Il teorema di Pascal

che la conica di equazione afy + bf; & riducibile se e solo se (a,b) ¢ una radice del polinomio
omogeneo p(ty,ty) = det(t; Hy + toHs). Se vogliamo determinare i punti di intersezione di
due coniche C7, Cy si pud procedere nel modo seguente.

Se (5 ¢ riducibile, si determinano le sue componenti (sono due rette) e per ciascuna di
esse si calcola l'intersezione con Cj: il procedimento richiede la soluzione di alcune equazioni
di secondo grado. Se invece Cs ¢ irriducibile si determina (risolvendo un’equazione di terzo
grado) una conica riducibile Cy # Cy appartenente al fascio generato da Cy e Cy e quindi
ricondursi al caso precedente osservando che C; N Cy = Cy N Cs.

Lemma 36.12. Sia X un insieme finito con 2d elementi e sia ~ una relazione di equivalenza
su X tale che ciascuna classe di equivalenza contenga al piu d elementi. Allora possiamo
scrivere X = {ay,by,...,a4,bq} con a; % b; per ognii=1,...,d.

Dimostrazione. Induzione su d, essendo il risultato evidente per d = 1. Sia dunque d > 1 e
scriviamo X come unione disgiunta delle sue classi di equivalenza, ordinate per cardinalita
decrescente.

X=5USU---, d> 151> |52 >---.
Siccome S1, Se non sono vuote e d—1 > |S3| possiamo scegliere a; € S, by € Sy ed applicare
l'ipotesi induttiva all’insieme Y = X — {aq, b1 }. O

Lemma 36.13. Siano n > 0, V = P(S,,) il sistema lineare completo delle curve di grado
n ek < 2n+1 un intero. Allora k punti distinti di P? inducono condizioni di passaggio
indipendenti su V' se e solo se non ve ne sono n+ 2 allineati. In particolare:

(1) n+1 punti distinti inducono condizioni di passaggio indipendenti su V ;
(2) n+ 2 punti distinti inducono condizioni di passaggio indipendenti su'V se e solo se
non sono allineats.

Dimostrazione. Consideriamo k punti distinti pq, ..., pr e supponiamo che ne esistano n + 2
contenuti in una retta L: supponiamo per fissare le idee che pi,...,pn+2 € L, allora per
Bezout ogni curva di grado n che contiene p1,...,p,+1 contiene L e di conseguenza contiene
anche p,4o.

Supponiamo adesso che in un insieme S C P? di k punti non ne esistano n + 2 allineati:
vogliamo dimostrare che per ogni s € S esiste una curva C di grado n che contiene S — {s}
ma non contiene s. A meno di aggiungere ad S un numero opportuno di punti in posizione
generica non e restrittivo supporre k = 2n + 1.

Considerando su S — {s} la relazione di equivalenza p ~ ¢ se e solo se i punti s, p, ¢ sono
allineati, abbiamo una partizione in classi di equivalenza

S—{s}:SlﬂSQH---HSh.
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Per ipotesi ciascuna classe di equivalenza contiene al massimo n punti, quindi h > 2 e per

il Lemma 36.12 possiamo ordinare i punti S — {s} = {p1,...,pan} in modo tale che ps; non
sia equivalente a py;—1 per ogni i = 1,...,n. (vedi Esercizio).

Ma allora 'unione delle n rette C' = p1ps + - - - + Pan—_1P2n € una curva di grado n con le
proprieta richieste. O

Il passo successivo al Lemma 36.13, ossia determinare sotto quali condizioni 2n + 2
punti distinti inducono condizioni indipendenti sulle curve di grado n, inizia ad essere
geometricamente non banale e precursore di importanti teoremi.

Senza entrare in dettaglio, se studiamo le condizioni di passaggio delle coniche per 6
punti distinti, osserviamo che il teorema di Steiner 35.3 puo essere interpretato come una
condizione necessaria e sufficiente sulle sestuple di punti distinti affinché siano contenute in
una conica.

Anche il caso delle condizioni imposte da 8 punti sulle cubiche rimane tutto sommato
abbordabile.

Lemma 36.14. Otto punti distintipq, ... inducono condizioni indipendenti sulle cubiche
’ s V8
piane se e solo se non sono contenuti in una conica e non ve ne sono 5 allineats.

Dimostrazione. Dire che py, ..., ps inducono condizioni indipendenti vuol dire che le cubiche
passanti per tali punti sono un sistema lineare di dimensione 1. Questo esclude immediata-
mente che gli 8 punti possano appartenere ad una conica @, altrimenti tutte le cubiche del
tipo @ + L, con L retta, passano per pq,...,ps € formano un sistema lineare di dimensione
2. Che non vi possano essere 5 punti allineati ¢ stato dimostrato nel Lemma 36.13.

Viceversa, supponiamo gli py,...,psg non contenuti in una conica e che non ve ne sono 5
allineati: bisogna dimostrare che esiste una cubica che contiene pq,...,p7 ma non ps.

Per ogni ¢ = 1,...,7 indichiamo con [; il numero dei punti p1,...,p7 che appartengono
alla retta p;pg. Per ipotesi ciascun [; € minore od uguale a 3 e quindi I'insieme delle rette p;pg,
i=1,...,7 contiene almeno tre elementi. A meno di di permutazioni sull’insieme py, ..., pr
possiamo supporre che pips, P2Ps € P3Ps sia una terna di rette distinte che massimizza la
somma l; + I3 + l3. In particolare:

(1) le rette pipa, P1ip3 € P2p3 non contengono ps;
(2) per ogni i =4,...,7 se p; non appartiene a p1ps U Daps U D3ps, allora la retta p;pg
non contiene alcun punto del tipo p; con j # i, 8.

Se i punti p4, ps, ps, 7 appartengono ad una retta L, la cubica L + p1ps + p1ps contiene
P1,--.,P7 A NON pg.

Se p4, ps, ps, pr non sono allineati, per ogni ¢ = 1,2,3 sia J; una conica passante per i
cinque punti p;, p4, ps, Pe, P7 € mostriamo che l'ipotesi pg € Q1 N Q2 N Q3 conduce ad una
contraddizione. Se 1 = @2 = Q3 allora gli 8 punti sarebbero contenuti in una conica;
se invece i punti py4, ps, P, P7, Ps sono contenuti in due coniche distinte allora 4 di essi sono
contenuti in una retta M. Dato che i punti p4, ps, pg, pr non sono allineati la retta M contiene
ps e tre dei 4 punti py, ps, pg, p7. Siccome abbiamo ordinato i punti in modo tale cha la somma
l1 + s + I3 sia massima deve necessariamente essere M = pppg per qualche h = 1,2, 3, ma
questo implicherebbe che in py, p4, ps, Pe, P7, Ps Vi sono 5 punti allineati.

Quindi pg non appartiene ad almeno una delle tre coniche Q1, Q2, Q3: se per fissare le idee
ps € @1, allora la cubica Q)1 + D3, p3 contiene py,...,p7 ma non ps. O

Esercizi

Esercizio 18. Sia dato un fascio di coniche generato da due rette doppie. Provare che ogni
conica di tal fascio e singolare.

Esercizio 19. Calcolare i punti di intersezione delle coniche di equazioni

2 2 2 2 2
zg + 27 + x5 =0, ] + x5 — xow1 — Tox2 = 0.
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y?=a%—-3x+3 =2 +z =2z
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N

FIGURA 27. Tre esempi di cubiche lisce.

37. CURVE ELLITTICHE

Continuiamo con la convenzione che K sia un campo algebricamente chiuso di caratteri-
stica 0.

Le curve piane di grado 3 sono dette cubiche piane. Siccome 3 = 2+1 = 142 sono gli unici
modi in cui possiamo scrivere 3 come somma di due interi positivi, una cubica ¢ riducibile se
e solo se contiene una retta. Ogni cubica riducibile e singolare mentre, a differenza di quanto
accade per le coniche, esistono cubiche singolari irriducibili.

Abbiamo visto che ogni cubica liscia possiede punti di flesso: & possibile dimostrare che
esistono esattamente 9 punti di flesso distinti, ma la dimostrazione di questo fatto va oltre
gli obiettivi di questo capitolo.

Se C & una cubica liscia ed e € C' & un suo punto di flesso, allora la retta tangente a C'
in e non interseca C' al di fuori di e. Infatti tale retta interseca C in esattamente 3 punti
contati con molteplicita e, per definizione di flesso, la molteplicita di intersezione nel punto
e € almeno 3.

Chiameremo (provvisoriamente) curva ellittica una coppia (C,e) dove C & una cubica
liscia ed e € C' & un punto di flesso. Data una curva ellittica (C,e) possiamo definire due
operazioni

CxCe — oxCc-5a,
nel modo seguente:

(1) a*b = terzo punto di intersezione, oltre a e b, della retta ab con la cubica C, con la
convenzione che se a = b per retta ab si intende la tangente a C' nel punto a = b.
(2) a+b=(axb)xe.

e
C :coxg :m§—4x(2)x1 —‘,—53@%
a+b 6:[0,0,1]
axb
b
C

E chiaro dalla definizione che a * b = b * a,a+b=b+aeax*(axb)=>bper ogni coppia
a,b € C, e poiche e & un flesso si ha e x e = e. Inoltre per ogni punto a € C vale

a+e=ex(exa)=a, a+(axe)=ex(ax(axe))=exe=e.
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\,

FIGURA 28. Legge associativa sulla cubica C, e cioe p = (a +b) + ¢ =
a+ (b+c¢). Nelle notazioni della dimostrazione le tre rette blu sono la cubica
B, le due rette rosse sono la conica @ e la retta L e disegnata in verde.
L’elemento neutro & il punto all’infinito corrispondente alla direzione
verticale.

Teorema 37.1. Sia (C,e) una curva ellittica. Allora operazione binaria + induce su C
una struttura di gruppo abeliano con elemento neutro e ed inverso —a = a * e.

Dimostrazione. Tra i vari assiomi di gruppo rimane solo da verificare la proprieta associativa
della somma a + (b + ¢) = (a + b) 4+ ¢. La dimostrazione completa di questo fatto richiede
strumenti non ancora sviluppati. Tuttavia, possiamo utilizzare il teorema di Gergonne per
dare una dimostrazione per triple a, b, ¢ in posizione generica e piu precisamente sotto I'ipotesi
aggiuntiva che i 9 = 3 x 3 punti della tabella

a b+c (a+bd)xc
(37.1) b b*c c
axb e a+b

siano tutti distinti (Figura 28).

Dalla definizione delle operazioni * e + segue che ciascuna colonna della Tabella (37.1) &
formata da tre punti allineati e quindi i nove punti coincidono con I'intersezione di C con una
cubica B unione di tre rette. Similmente la seconda e terza riga della tabella sono formate
da terne allineate di punti; in particolare i 6 punti delle ultime due righe coincidono con
I'intersezione di C' con una conica ) unione di due rette.

Per il teorema di Gergonne 36.10 i tre punti della prima riga appartengono ad una retta
L, ossia i tre punti a, b + ¢ e (a + b) % ¢ sono allineati, e questo & possible se e solo se
(a+b)*c=ax*(b+c). Quindi

(a+b)+c=ex((a+b)*xc)=cx(ax(b+c))=a+ (b+c).
(|

Osserviamo che un punto a in una curva ellittica (C,e) ¢ un punto di flesso se e solo se
a*a = a, o equivalentemente se e solo se 3a = a + a + a = e. L’equivalenza tra flessi e punti
a tali che a x a = a segue immediatamente dalle definizioni. Se a * a = a, allora

2a=a+a=ex(a*xa)=exa, 3a=a+2a=ex(ax(exa)) =exe=ce.
Viceversa, se 3a = e allora e x (a xa) = 2a = —a = exa e quindi a = a * a.
Analogamente si osserva che tre punti a, b, c € C sono allineati se e solo se a + b+ ¢ = e:
la condizione a + b+ ¢ = e & equivalente a dire che e x (a *xb) = a+b = —c = e * ¢ che a sua

volta equivale a dire che a x b = c.
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FIGURA 29. La distanza tra il punto a e la retta bc & strettamente minore della
distanza del punto ¢ dalla retta L.

Corollario 37.2. Dati due punti di flesso distinti a,b € C, il terzo punto ¢ di intersezione
di C' con la retta ab é ancora un flesso.

Dimostrazione. Fissiamo un flesso e € C' (non necessariamente uguale ad a o b), abbiamo
visto che rispetto alla struttura di gruppo sulla curva ellittica (C,e) si ha a+b+ ¢ = e, ossia
¢= —a—b. Allora 3c = —3a — 3b = —e — e = ¢ e quindi anche ¢ ¢ un flesso. O

Esempio 37.3. Sia ¢ € K = C una radice cubica primitiva di 1, ossia una radice del
polinomio ¢2 + ¢ + 1. Allora i flessi della cubica di Fermat 3 + 23 + 23 sono le intersezioni
con la Hessiana 63zgz122 = 0 e sono rappresentati nella tabella

[07_171] [07_175] [07_1752]
[_1a07 1] [_1a0,£2] [_17075]
[715170] [717550] [*1,52,0]

Senza usare il precedente corollario si verifica direttamente e facilmente che dati due punti
della tabella ne esiste un terzo allineato.

Nel precedente esempio i flessi a coordinate reali sono esattamente i tre della prima colon-
na. Piu in generale ogni cubica liscia complessa puo avere al massimo tre flessi reali, come
segue immediatamente dal Corollario 37.2 e dal seguente classico risultato di geometria
proiettiva reale.

Teorema 37.4. Sia S C Py un insieme finito di punti che soddisfa la sequente proprieta:

(P): per ogni coppia di punti distinti p,q € S esiste un punto r € S, diverso da p,q e
appartenente alla retta pq.

Allora i punti di S sono tutti allineati.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esistano tre punti p,q,r € S non allineati e
sia H C PPy il piano che li contiene. A meno di sostituire Pg con H e S con SN H non ¢
restrittivo supporre n = 2. Infine, prendendo come retta all’infinito una qualsiasi retta che
non interseca S possiamo ridurci al caso in cui S C R? & un sottoinsieme finito che soddisfa
la proprieta (P). Abbiamo supposto per assurdo che l'insieme T' formato dalle terne ordinate
(p,q,r) € S di punti non allineati sia non vuoto. Scegliamo un elemento (u,v,c) € T tale che
la distanza di ¢ dalla retta L. = uv sia la minore possibile. Detta M la retta perpendicolare ad
L passante per ¢, la distanza di ¢ da L ¢ uguale alla distanza di ¢ dal punto o di intersezione
di L con M. Il punto o divide la retta L in due semirette, ed L contiene almeno tre punti
di S. Possiamo quindi trovare a # b € S N L tali che a € contenuto nel segmento di estremi
0,b. Ma allora la distanza di a dalla retta cb & strettamente minore della distanza tra o e ¢
(Figura 29), in contraddizione con le ipotesi. O

38. OPERAZIONI SUGLI IDEALI

Con il termine anello intenderemo sempre un anello commutativo con unita e, salvo avviso
contrario, ogni omomorfismo di anelli f: A — B ¢ unitario, cioe soddisfa la condizione
f(1) = 1. Assumeremo che il lettore abbia familiarita con le nozioni di ideale, di dominio di
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integrita, di campo e di caratteristica di un campo. Assumeremo inoltre che il lettore abbia
familiarita con la nozione di insieme ordinato e con il lemma di Zorn.

Dato un anello A ed un suo sottoinsieme E, denotiamo con (E) C A l'ideale generato da
E, ossia il piu piccolo ideale di A contenente F. Si dimostra facilmente che ogni elemento di
(E) si puo scrivere come una combinazione lineare finita di elementi di E a coefficienti in A:

(E) = { Z a;e;

finita

a; € A, eiEE}.

Si noti che (E) = FE se e solo se E ¢ un ideale. Diremo che un insieme F & un insieme
di generatori dell’ideale I C A se I = (F); un ideale si dice finitamente generato se
ammette un insieme finito di generatori; si dice principale se & generato da un solo elemento.

Intersezione di ideali ¢ sempre un ideale mentre in generale 'unione di ideali non e un
ideale. Se I, J C A sono ideali, denotiamo con I + J = (I U J) 'ideale generato da I e J:
equivalentemente

I+J={a+yl|lzel,yecl}

cosi che, ad esempio, I + (z) ={a+bx | a € I, b € A}. Pil in generale se I, & una famiglia
arbitraria di ideali di A denotiamo con }_ I, l'ideale generato da Uy /4.

Un ideale I si dice irriducibile se per ogni coppia Ji, Jo di ideali tali che I = J; N Js si
ha che I = .J; oppure I = Jy. Un ideale p si dice primo'* se ab € p implica che a € p oppure
b € p. Dato un ideale I C A si definisce il radicale di I come

VI={aecAla" eI pern>>0}.

Il radicale di un ideale & ancora un ideale: infatti se a,b € v/I e n,m sono due interi positivi
tali che a™,0™ € I si ha (—a)"” = +a™ € I,
n+m n + m
(a+b)"m=3" ( '

=0

2

)aibn+m—i

n n+m
oy (n " m) ab Tt am Y (n " m) a i e
2 2
=0

i=n—+1

mentre per ogni ¢ € A vale (ac)™ = a™c"™ € I. Si noti che per ogni ideale I vale I C VI e
\/\ﬁ = /T: infatti se a € \/\ﬁ, per definizione esistono due interi positivi n,m tali che
a™ € VI, (a™)™ € I e quindi a™™ € I.

Un ideale radicale & un ideale I tale che I = v/I. Non tutti gli ideali sono radicali, ad
esempio 'ideale (4) C Z non ¢ radicale in quanto /(4) = (2). Ogni ideale primo ¢ radicale
(esercizio).

Un ideale massimale ¢ un ideale proprio che ¢ massimale rispetto all’ordinamento di
inclusione. Ogni ideale massimale m C A & primo: infatti se ab € m e né a né b appartengono
a m allora m + (a) = m+ (b) = (1) e quindi esistono my,mg € m, x1,22 € A tali che
m1 + axry = mo + bxry = 1. Si ottiene che 1 = mymso + mix2b + mox1a + T1220b € M, in
contraddizione con il fatto che ogni ideale massimale & proprio per definizione.

Vediamo adesso due classiche ed istruttive applicazioni del lemma di Zorn. Altre ne
saranno proposte negli esercizi.

Lemma 38.1. Ogni ideale proprio di un anello A é contenuto in un ideale massimale.

Dimostrazione. Sia I C A un ideale proprio e sia A la famiglia degli ideali propri che
contengono I. Ovviamente I € A che quindi non & vuota; se {I,} & una catena in A allora
Ualy = J & un ideale e, siccome 1 ¢ I, per ogni «, ne segue che 1 ¢ J, cioe che J & un ideale
proprio. Per il lemma di Zorn A possiede elementi massimali. O

Lemma 38.2. Sia I C A un ideale. Allora \/I & Uintersezione di tutti gli ideali primi che
contengono I.

14 queste note, non & richiesto agli ideali primi di essere propri.
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Dimostrazione. Se p & un ideale primo che contiene I, allora v/T C VP =0p.

Viceversa, fissiamo un elemento f ¢ v/I e denotiamo con A la famiglia degli ideali radicali
che contengono I e non contengono f. A non & vuota perché contiene v/T; se J, & una catena
in A allora anche UJ,, € A (verifica per esercizio) e quindi per il lemma di Zorn A possiede un
elemento massimale p: vogliamo dimostrare che p & un ideale primo. Sia ab € p e supponiamo
per assurdo che a & p e b ¢ p. Allora gli ideali \/(a) + p e 1/(b) + p non appartengono ad A
e, poiché contengono I, dovranno contenere anche f. Esisteranno quindi interi positivi n, m
tali che f € (a) +p e f™ € (b) + p. Prendendo il prodotto otteniamo f**™ € (ab) +p = p
che contraddice I'appartenenza di p ad A. O

Definizione 38.3. Il nilradicale di un anello commutativo e I'intersezione di tutti gli ideali
primi.
Per il Lemma 38.2 il nilradicale coincide con I'insieme degli elementi nilpotenti /0.

Definizione 38.4. Un anello si dice locale se contiene un solo ideale massimale. L’unico
campo quoziente di un anello locale si dice campo residuo.

Se f: A — B ¢ un omomorfismo di anelli e J C B ¢ un ideale, allora anche f~!(J) ¢ un
ideale di A; se .J & primo allora anche f~1(.J) & primo, mentre se .J & massimale non & detto
che anche f~!(.J) sia massimale: si consideri ad esempio l'inclusione Z — Q e I'ideale nullo
J=0.SeI C Aeéunideale e f non & surgettivo, allora in generale f(I) non & un ideale.

Proposizione 38.5. Sia f: A — B un omomorfismo surgettivo di anelli con nucleo K.

(1) Se I C A ¢ un ideale, allora f(I) & un ideale e f~1(f(I)) = I + K. In particolare,
f(I) & un ideale proprio se e solo se 1 ¢ I + K.

(2) £~ induce una bigezione tra l'insieme degli ideali di B e l'insieme degli ideali di A
che contengono K.

(3) Un ideale J C B ¢é primo (risp.: massimale, radicale, irriducibile) se e solo se
f~Y(J) C A ¢ primo (risp.: massimale, radicale, irriducibile).

Dimostrazione. Esercizio. O

In piu di un’occasione utilizzeremo la seguente notazione: se A & un anello ed a € A,
allora O(a) indica un elemento imprecisato dell’ideale (a); scriveremo ad esempio (x +a)® =
2% + 32%a + O(a?) e pilt in generale b= c+ O(a) se b=c (mod a).

Un elemento x di un anello A si dice un divisore di 0 se esiste y € A — {0} tale che
zy = 0. In particolare, un anello ¢ un dominio di integrita se e solo se 0 & 'unico divisore di
0.

Un elemento z di un anello A si dice un nilpotente se esiste un intero positivo n tale che
2" = 0. Un anello si dice ridotto se non contiene elementi nilpotenti diversi da 0; un anello
¢ ridotto se e solo se l'ideale 0 e radicale; e chiaro che ogni dominio di integrita e ridotto,
mentre il viceversa ¢ generalmente falso (Esempio: Z/(6)).

Dato un dominio di integrita A, il campo delle frazioni di A ¢ il campo F' formato dalle
classi di equivalenza delle frazioni —, per a,b € A e b # 0. La relazione di equivalenza 4. s

¢ valida se e solo se ad = be. Le operazioni di somma, e prodotto in F' sono definite nel modo

“naturale”
a ¢ ad+bc ac ac

b+d_ bd ’ bd bd
La caratteristica di un domino di integrita e, per definizione, la caratteristica del suo cam-
po delle frazioni; se A & un dominio di caratteristica p > 0, 'applicazione x +— xP ¢ un
omomorfismo iniettivo di A in sé detto morfismo di Frobenius.

Definizione 38.6. Un dominio di integrita si dice perfetto se ha caratteristica 0 oppure
se ha caratteristica p > 0 ed il morfismo di Frobenius ¢ surgettivo.

Esercizi

Esercizio 20. Dimostrare che ogni ideale primo e irriducibile. Verificare che l'ideale 0

[]

R NP .
nell’anello —= ¢ irriducibile ma non ¢ primo.

(x?)



122 M. MANETTI, SAPIENZA UNIVERSITA DI ROMA

Esercizio 21. Sia m un ideale massimale di un anello A. Dimostrare che A ¢ locale se e solo
se 1 — a ¢ invertibile per ogni a € m.

Esercizio 22. Sia tad Uintersezione di tutti gli ideali massimali di un anello commutativo
A. Dimostrare che a € tad se e solo se 1 4 ab ¢ invertibile in A per ogni b € A.

Esercizio 23. Siano I, J ideali di un anello A. Provare che (I : J)={x € A|aJ C I} & un
ideale. Tale ideale viene detto ideale quoziente.

Esercizio 24. Siano [y,...,1I, ideali in un anello A. Provare che gli ideali I1I5--- 1, e
Ii NI N---N 1, hanno lo stesso radicale.

Esercizio 25. Sia F' un campo infinito:

(1) Se F C E & una estensione algebrica, provare che F ha, come insieme, la stessa
cardinalita di F. (La dimostrazione richiede una certa conoscenza dell’aritmetica
cardinale, vedi ad esempio [8]; il lettore ignaro puo assumere questo punto come un
dato di fatto e passare al successivo.)

(2) Sia U un insieme di cardinalita strettamente maggiore di F' e sia F' C U una inclu-
sione fissata. Denotiamo con A I'insieme delle triple (E,+,-) taliche F C EC U e
+,-: E x E — FE sono operazioni binarie che inducono una struttura di campo su
E che sia inoltre una estensione algebrica di F. Poniamo su A la relazione di ordine
(E,+,") < (FE',+',") se e solo se E & un sottocampo di E’. Provare che A possiede
elementi massimali e che ogni elemento massimale ¢ una chiusura algebrica di F'.

Esercizio 26. Sia A un anello commutativo con unita e siano
tad = {x € A| 1+ xy ¢ invertibile per ogni y € A} (vedi Esercizio 22),
n=+v0={zc A|zenilpotente }, E(A)={recA|z*=z}.

Provare che:

(1) Sia I C vad un ideale e sia a € A. Provare che a ¢ invertibile in A se e solo se la sua
proiezione in A/I ¢ invertibile.

(2) (%) Sia I C A ideale e a: E(A) — E(A/I) la proiezione al quoziente. Dimostrare
che se I C tad, allora « & iniettiva e che se I C n, allora a ¢ bigettiva. (Sugg.: per
provare la surgettivita di a non e restrittivo supporre I principale a quadrato nullo;
puo risultare utile dimostrare che 1 — 2z & invertibile nell’anello Z[z]/(z? — ).)

Esercizio 27. Sia D l'insieme dei divisori di 0 di un anello A e sia F la famiglia degli ideali
contenuti in D. Provare che F possiede elementi massimali rispetto all’inclusione, ognuno
dei quali & un ideale primo.

39. POLINOMI E FATTORIZZAZIONE UNICA

Sia A un dominio di integrita, un elemento a € A si dice irriducibile se non ¢ invertibile
e se a = bc, allora uno dei due elementi b,c¢ € A ¢ invertibile. Un elemento non invertibile
a € A si dice primo se ogniqualvolta a divide be si ha che a divide almeno uno dei due
elementi b, c. E facile dimostrare che ogni primo e irriducibile, il viceversa ¢ generalmente
falso (vedi Esercizio 46).

Un dominio di integrita si dice a fattorizzazione unica se:

(1) Ogni elemento diverso da 0 & invertibile oppure si puo scrivere come prodotto di un
numero finito di elementi irriducibili.

(2) Gli elementi irriducibili nominati al punto 1 sono unicamente determinati, a meno
dell’ordine e di moltiplicazione per invertibili.

I campi sono domini a fattorizzazione unica. Pill in generale, ¢ ben noto che I'anello K[¢] e
piu in generale i domini di integrita a ideali principali sono domini a fattorizzazione unica
(cfr. Esercizio 39).

Se A & un anello, indicheremo con Alzy,...,xz,] Panello dei polinomi a coefficienti in
A nelle indeterminate x1,...,x,. La proprieta caratterizzante di A[xi,...,z,] & che per
ogni omomorfismo di anelli ¢: A — B e per ogni n-upla by,...,b, € B esiste unica una
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estensione di ¢ ad un omomorfismo, detto di specializzazione, (ﬁ: Alzy,...,z,] = B tale
che ¢(x;) = b;.
Un polinomio p(t) € A[t] si dice monico se il coefficiente della potenza piu alta di ¢ &
uguale a 1. Ossia, p(t) € monico di grado d se e solo se si puo scrivere
p(t):td—i-altd_l—&—~-~—i—ad7 ai,...,aq € A.
Lemma 39.1. Siano A un anello commutativo e a € A. Allora il polinomio 1 —ta € A[t] &
invertibile in A[t] se e solo se a é nilpotente in A.

n+1

Dimostrazione. Se a € nilpotente, diciamo a = 0, allora

(1—ta)(1 +ta+t?a®+---+t"a") =1,

e quindi 1 — ta ¢ invertibile. Viceversa, se 1 — ta ¢ invertibile si ha una relazione del tipo

(1 — ta)(bg + tby + t2bg 4 -+ +t"by,) = 1, b € A,
che equivale al sistema di equazioni

bo =1, tby =taby, t3by =t2aby,...,t" tab, =0,
ed una semplice induzione su i mostra che b; = a’ per ogni i = 0,...,n, da cui segue
a™tl = 0. O

Rimandiamo all’Esercizio 28 per una estensione del Lemma 39.1.

Definizione 39.2. Sia A un dominio a fattorizzazione unica; un polinomio f € Alt] si dice
primitivo se i coefficienti di f non hanno fattori comuni.

Lemma 39.3 (di Gauss). Sia A un dominio a fattorizzazione unica con campo delle frazioni
K. Allora il prodotto di polinomi primitivi é primitivo, ed inoltre:

(1) Se f,g € Alt], con f primitivo che divide g in K[t], allora f divide g in A[t].

(2) Se f,g € K[t] sono polinomi monici e fg € Alt], allora f,g € Alt]

(3) A[t] & un dominio a fattorizzazione unica.
Dimostrazione. Siano f = Y1 ja;t' e g = ZT:O b;t? due polinomi primitivi in A[t] e assu-
miamo per assurdo che esista ¢ € A non invertibile che divide il prodotto fg. Siano r < n e
s < m due interi tali che c|a; per i < r, ¢ fa,, c|b; per j < s e c fbs. Il coefficiente di ¢"**
nel prodotto fg & uguale a

arbs + Z aibr-l-s—i + Z ar-i—s—jbj
i<r j<s
e quindi ¢ divide a,.bs. Poiché A ¢ a fattorizzazione unica, questa ¢ una contraddizione.
[1] Sia f € A[t] primitivo, g € K[t] e fg € A[t]; mettendo i coefficienti di g a denominatore

. . . . ag . .
comune, possiamo trovare a,b € A senza fattori comuni tali che h = ?g ¢ un polinomio
a,
primitivo in A[t]. Dunque fh = %f ¢ primitivo, da cui segue che a € invertibile e quindi

g =hb/a € A[t].

[2] Se f,g € K[t] sono polinomi monici, esistono a,b € A tali che af,bg € Aft] sono
primitivi. Quindi abfg € A[t] & primitivo e di conseguenza ab & invertibile.

[3] La dimostrazione del terzo punto segue facilmente dai primi due e dal fatto che K |t]
¢ un dominio a fattorizzazione unica. I dettagli sono lasciati per esercizio al lettore. O

Lemma 39.4 (Divisione Euclidea). Sia A un dominio di integrita e p € A[z] un polinomio
monico di grado d > 0. Allora per ogni f € Alx] esistono unici g,r € Alz], con r di grado
minore di d, tali che f = gp+r.

Dimostrazione. Esistenza: sia F C A[t] la famiglia dei polinomi f per i quali non si puo
scrivere f = gp + r con r di grado < d. Se per assurdo F # () si scelga h € F di grado
minimo s. Si ha s > d altrimenti h = 0g + h, dunque s > d e h = agt® + ---. Basta
adesso osservare che h — aot*~%p ha grado < s e non appartiene a F. Si puod quindi scrivere
h—apt* %p=gp+r,dacui h= (apt* ¢ +g)p+r¢&F.
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Unicita: se f = g1p+ 71 = gap + ro allora 1 — ry = (g2 — g1)p; se fosse g1 # g2 allora il
polinomio (g2 — g1)p ha grado > d, mentre r; — ro ha grado < d. Dunque ¢; = g e quindi

ro=f—gp=f—gip=r1. O

Lemma 39.5 (regola di Ruffini). Sia A un dominio di integritd, f € Alx] e a € A tale che
fla) =0. Allora (x — a) divide f; in particolare esistono in A al piv deg(f) radici.

Dimostrazione. Per la divisione Eucliea si pud scrivere f(z) = g(x)(z — a) + f(a). O

Lemma 39.6. Sia A un dominio a fattorizzazione unica con campo delle frazioni K e siano
£, g € Alx] polinomi di grado positivo. Allora f e g hanno un fattore comune in Alz] di grado
positivo se e solo se f e g hanno una radice comune nella chiusura algebrica di K.

Dimostrazione. Una implicazione e evidente. Viceversa supponiamo che f e g abbiano una
radice comune in K e dimostriamo, per induzione sulla somma dei gradi, che f e g hanno
un fattore comune di grado positivo; non e restrittivo supporre f e g polinomi primitivi. Se
f e g hanno entrambi grado 1, diciamo f = ax+b e g = cx + d, allora — = — e quindi esiste

a c
un invertibile e tale che a = ec e b = ed. Se la somma dei gradi & maggiore di 2 e, tanto per
fissare le idee, deg f > deg g, allora esistono a € A — {0} ed un polinomio h € A[x] di grado
deg f — deg g tali che

deg(af — hg) < deg f.
I polinomi g e af — hg hanno una radice comune e per I'ipotesi induttiva esiste un polinomio
irriducibile ¢ € A[z] di grado positivo che divide g e af. O
Dal Lemma 39.5 segue il seguente criterio di cui faremo uso in seguito: se A & un dominio
di integrita infinito ed f € A[t] allora f =0 se e solo se f(a) =0 per infiniti a € A.
Dato un qualsiasi anello A, per ogni i = 1,. .., s esiste unica un’applicazione
0
al'i

che chiameremo derivata parziale e che soddisfa le seguenti 4 condizioni:

DAz, xs] = Alx, .. 2

(1) aii (a) =0 per ogni a € A.

(2) (additivité) aa (bl + bg) aa (bl) (;1 (bg) per ogni bi,bo € A[le, . ,xs].
ooy 0 0
(3) (Leibniz) oz, (b1ba) = b1 ( 2) + ba—— oz, (b1) per ogni by, by € Alzy,. .., x5

(4) 8(9—(%) = 0;; (delta di Kronecker).
X

0 ob 0
Si vede facilmente che — & ben definita e unica. Scriveremo spesso i in luogo di 87(1))

T
Piu in generale dato un morfismo di anelli A — B, un’applicazione d: B — B che soddisfa

le precedenti condizioni 1), 2) e 3) si dice una A-derivazione. Se A = R le applicazioni

ox;
coincidono con le usuali derivate parziali. '
Lemma 39.7. Sia A un dominio perfetto a fattorizzazione unica e f € Alxq,...,xs]. Allora
0 3]
f possiede un fattore multiplo di grado positivo se e solo se f, —— 3 / ) / hanno un fattore
X1 Lg

comune di grado positivo.

Dimostrazione. Se h? divide f, segue immediatamente dalla regola di Leibniz che h divide
tutte le derivate parziali. Viceversa sia f = f1f2--- f, con i polinomi f; irriducibili e senza
fattori in comune; si assuma per assurdo che f; abbia grado positivo e divida tutte le derivate

1 . s . .
per ogni 7 e quindi, siccome il
i

parziali di f. Di nuovo per Leibniz segue che f; divide

L= per ogni

grado della derivata e strettamente inferiore, deve essere necessariamente
T

1.
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Basta quindi dimostrare che se f & irriducibile di grado positivo, allora possiede almeno
una derivata parziale non nulla. I’asserzione e evidente in caratteristica 0, mentre se la

caratteristica € p > 0 e le tutte derivate parziali sono nulle, allora f € Af2?, ..., 2P]. Siccome

A ¢ perfetto, si ha che f appartiene all’immagine del morfismo di Frobenius A[z1,...,zs] —

Alzq, ..., 2] e quindi esiste h € B tale che f = hP. a
Esercizi

Esercizio 28. Sia A un anello commutativo e f = apa™ + - -+ + a,, € A[z] un polinomio a
coefficienti in A. Provare che:

(1) f ¢ nilpotente se e solo se a; € nilpotente per ogni i.
(2) f ¢ invertibile se e solo se a,, € invertibile e aq, ..., a,—1 sono nilpotenti.

Esercizio 29. Siano A un anello, 0 < r < n interi € ayy1,...,a, € A. Mostrare che
I’applicazione

¢ Alxy, ... xn] = Alxy, ..o 2], O(f(z1,.yxn)) = f(@1, o Ty Qg1 -y Q)
¢ un omomorfismo surgettivo di anelli e che il nucleo di ¢ & l'ideale generato da z,1; —

Qrigl, .-y Ty — Qp. (Sugg.: scrivere x; = y; + a;.)

Esercizio 30. Sia A = K[t2,¢3] € K[t] il sottoanello dei polinomi con il coefficiente di ¢

nullo. Provare che A non ¢ un dominio a fattorizzazione unica e che il Lemma 39.6 non vale
in Alx].

Esercizio 31. Siano dy,ds: Alzy,...,xs] = Alz1,...,zs] due A-derivazioni. Dimostrare che
dy = ds se e solo se dy (z;) = da(x;) perognii=1,...,s.

Esercizio 32. La derivazione di Eulero ¢ 'unica A-derivazione

E: Alzy,...,xzs] = Alx1, ..., 24]
0
tale che E(xz;) = x; per ogni i. Dimostrare che £ = )", Tig—
L4
Esercizio 33. Siano f € A[zy,...,z5] € g1,...,9gs € A[t], provare che

99
ot

& Ha (), 9.(0) Zaxlgl ) 2 )

Esercizio 34. Provare che in A[zy,...,z,] gli operatori commutano tra loro.

T
Esercizio 35. Sia A — B un morfismo di anelli e siano f,g,h: B — B tre A-derivazioni.
Provare che:
(1) f+gebf sono A-derivazioni per ogni b € B.
(2) [f,g] := fog—gof&una A-derivazione.
(3) [fog,hl=feolg.hl+[f h]e

Esercizio 36. Sia R un dominio a fattorizzazione unica di caratteristica # 2 e A = (A%)
una matrice simmetrica n x n di rango 1 a coefficienti in R. Dimostrare che esistono, e
che sono unici a meno di moltiplicazione per invertibili, elementi a,p;,...,p, € R tali che
GCD(p1,...,pn) =1 e AY = ap;p;.

Esercizio 37. Sia A(t) una matrice quadrata a coefficienti in K [¢]. Se r & la dimensione su
K del nucleo di A(0), allora ¢" divide il determinante di A(t).

Esercizio 38 (x). Dimostrare che un dominio di integrita & a fattorizzazione unica se e solo
se sono soddisfatte entrambe le seguenti condizioni:

(1) Ogni elemento irriducibile & primo.

(2) Ogni famiglia non vuota di ideali principali possiede un elemento massimale.

Esercizio 39. Dedurre dall’Esercizio 38 che ogni dominio ad ideali principali & a fattoriz-
zazione unica.
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Esercizio 40. Dimostrare che ogni dominio di integrita finito &€ un campo.

Esercizio 41. Dimostrare che i campi finiti sono perfetti; dimostrare inoltre che, in ogni
caratteristica positiva, esistono campi non perfetti e domini perfetti che non sono campi.

Esercizio 42. Provare che il polinomio x® + 222 4 2z — 88 non ha radici razionali positive.

40. ANELLI GRADUATI

Un anello A si dice graduato se come gruppo abeliano ammette una decomposizione in

somma diretta
+oo
A= P Ag

d=—00
tale che A, A,, C A, per ogni n,m € Z. Gli elementi di Ay C A si dicono omogenei
di grado d. Un ideale I di un anello graduato A si dice omogeneo se ogniqualvolta a € I
accade che anche tutte le componenti omogenee di a appartengono a I: in altre parole I e
omogeneo se e solo se I = @;:’ioo(f N Ag); si dimostra facilmente che un ideale ¢ omogeneo
se e solo se ¢ generato da elementi omogenei.

Se A ¢ un dominio di integrita graduato e f,g € A sono tali che il loro prodotto fg &
omogeneo, allora f e g sono necessariamente omogenei: infatti se f = f,, + fo41+---+ fyv €
9= gr+9gr+1+---+ggr sono le decomposizioni in componenti omogenee, con f,, fn,gr, gr #
0, allora fg = fngr + fngr + C, dove C & una combinazione lineare di elementi omogenei di
gradi strettamente compresi fra n+r e N + R. Siccome f & omogeneo deve necessariamente
esseren+r =N+ Requindin = N,r = R.

Per ogni anello commutativo A, 'anello dei polinomi Az, ..., z,] possiede una gradua-
zione naturale

Alzy, ..., zn] = @jﬁ%Ad,
dove A4 ¢ I'insieme dei polinomi omogenei di grado d, ossia I'insieme delle combinazioni
lineari a coefficienti in A di monomi z{'x%---xi* con iy + -+ + i, = d. A volte ¢ utile
associare ad ogni variabile x; un peso w(z;) € N; in tal caso diremo che un polinomio &
isobaro di peso m, rispetto ai pesi w(z;), se & combinazione lineare a coefficienti in A di
monomi zi' - - xir con iyw(xy) + - + ipw(zy) = m.

Il ragionamento precedente mostra che se A ¢ un dominio a fattorizzazione unica, allora i
fattori irriducibili di un polinomio omogeneo (risp.: isobaro) f € Alx1, ..., z,] sono omogenei
(risp.: isobari).

Nello studio degli anelli graduati si utilizza con una certa frequenza il determinante di

Vendermonde, che richiamiamo velocemente per completezza. Dati n+ 1 elementi xg, ..., z,
in un campo vale la formula

1 1 . 1

xo xl DRI xn

= [[@i - ;)

n—1 n—1 n—1 i>7

xo le o mn
n n n
xo 'Z'l o ajn

Possiamo dimostrare tale formula per induzione su n, considerando il polinomio

n—1 n—1
pt)=[[t =) =t"+>_ait'.
§j=0 i=0

Sommando all’ultima riga della matrice la combinazione lineare a coefficienti a; delle rima-
nenti righe si ottiene

1 1 1 1 1 1
Zo il Tn Zo A Ln
n—1 n—1 n—1 —1 —1 n—1

;) z] al () z] xl
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Dato che p(z;) = 0 per ogni i <n e p(zn) =[], ;(zn — ;) si ha

1 1 ... 1
1 1 ... 1
‘TO xl ... xn
Zo T o Tp—1
: : o= S | T — =)
n—1 n—1 —1 . . . . S
) Ty e 172 1‘8_1 x?f—l {En_% n=J
n n n n—
xo :L’l ... l’n
Lemma 40.1. Sia A un dominio di integritd infinito e sia f € Alxy,...,xs]. Allora f ¢

omogeneo di grado n se e solo se

fltxy, ... taxg) =t" f(x1,...,25)
per ogni t € A.

Dimostrazione. Se f & omogeneo la relazione precedente € evidente. Viceversa scriviamo
f=fo+fi+ -+ fn con f; omogeneo di grado i. Il polinomio P = fo+tfy +---+tV fy —

t"f € Alxy,...,xs,t] si annulla per infiniti valori di ¢ € A C Alzy,...,zs] e quindi deve
necessariamente essere f, = f e f; = 0 per i # n. ]
Lemma 40.2. Sia K un campo infinito. Un ideale I C K[xy,...,x,] é omogeneo se e solo
se per ogni f € I e per ogni t € K, il polinomio fi(x1,...,x,) := f(tzy,...,tx,) appartiene

all’ideale I.

Dimostrazione. Dimostriamo il lemma utilizzando il cosiddetto argomento di Vandermonde:
tale metodo sara usato nuovamente in seguito.

Scriviamo f = fo + fi + -+ + fs, dove f; & omogeneo di grado i. Per ogni scelta di
to,t1,...,ts € K vale f;, = Zj t] f;. Siccome K ¢ infinito, possiamo scegliere gli scalari
to,t1,...,ts distinti. Quindi il determinante della matrice di Vandermonde (tZ) ¢ invertibile,
esiste la matrice inversa (a}) = (t])~" e, per ogni j =0,...,s, vale f; = >, a'fy, € I. O

Lemma 40.3 (Formula di Eulero). Se f € A[x1,...,zs] é omogeneo di grado n, allora vale
s 8f
nf = ; T; 0z,

Dimostrazione. Induzione su n. Se n = 0, allora f € A e la formula ¢ chiara. Sia n > 0
e supponiamo la formula vera per polinomi omogenei di grado n — 1; per linearita basta
provare la formula nel caso in cui f & un monomio, si pud quindi scrivere f = x;f’ per

qualche j =1,...,s e f’ omogeneo di grado n — 1. Quindi per induzione
s 8f s 8f,
;xiaxi - ;xm@z taf = (n—Da;f +a;f =nz;f =nf.
|
Esercizi

Esercizio 43. Sia B = (b;;) una matrice le cui colonne sono linearmente dipendenti su A,
provare che det(B) ¢ un divisore di 0.

Esercizio 44. Sia B = (b;;) una matrice n x (n+1) a coefficienti in un anello A e denotiamo

con d; il determinante minore n x n calcolato togliendo a B la j-esima colonna. Dimostrare
che
dy
—ds
B ds | = 0.

(Sugg.: calcolare i determinanti delle matrici (n 4+ 1) x (n + 1) ottenute duplicando le righe
di B.)



128 M. MANETTI, SAPIENZA UNIVERSITA DI ROMA

Esercizio 45. Siano m e n interi positivi fissati e sia K un campo di caratteristica 0 oppure
maggiore di m. Dimostrare che 'insieme

{pm |p€ K[xl""axn}h
delle potenze m-esime dei polinomi genera K[z1,...,z,] come K-spazio vettoriale (Sugg.:
Vandermonde).

Esercizio 46. Sia A = K|z,y, 2]/(zy — 2%). Provare che A & un dominio di integrita e che
z € A ¢ irriducibile ma non & primo. (Sugg.: Uanello A ¢ graduato).

Esercizio 47. Sia A un dominio a fattorizzazione unica. Provare che il determinante
universale det(a;;) € Ala;;] ¢ irriducibile nell’anello dei polinomi a coefficienti in A nelle

indeterminate a;;, con ¢,j = 1,...,n. (Sugg.: induzione su n, essendo ovvio per n < 2.
Sia per assurdo n > 2 e f irriducibile omogeneo di grado d < n/2 che divide det(a;;) e
specializziamo ponendo ay; = 0 per ¢ = 2,...,n. La specializzazione di f divide a11p dove

p = det(a;;), %, j > 2 ¢ un determinante universale e quindi irriducibile per I'ipotesi induttiva.
Se ne deduce che d < 1 ed adesso ¢ facile concludere.)

Esercizio 48. Sia B una matrice n x n a coefficienti in un anello A e B la sua matrice
aggiunta. Provare che per ogni vettore riga v e per ogni vettore colonna w di A™ vale

va+det< B w ) =0

v 0

Esercizio 49. (caratteristica 0) Dimostrare che per ogni intero n > 3 non esistono polinomi
p,q,7 € K|[x] relativamente primi e non costanti tali che p” + ¢ = r™. (Sugg.: siano per
assurdo p, g, 7 come sopra e tali che deg(p) > max(1,deg(q)); considerare la derivata rispetto
a x e dedurne che p"~! divide gr’ — rq’.)

Esercizio 50. Sia f € K[z1,...,2;s] un polinomio omogeneo di grado n. Differenziare la
relazione t" f(x1,...,xs) = f(tz1,...,txs) e riottenere la formula di Eulero.

Esercizio 51. Provare che I'unica R-derivazione su C & quella nulla. Pit in generale se A &
un dominio perfetto e f € A[t] ¢ irriducibile, allora ogni A-derivazione su A[t]/(f) ¢ nulla.

Esercizio 52. Provare che un dominio a fattorizzazione unica A & perfetto se e solo se per
d
ogni f € A[t] irriducibile vale d—]; # 0.

Esercizio 53. Sia A — B un morfismo di anelli, a,b € B e siano D,D’: B — B due
A-derivazioni; allora vale

[aD,bD’| = ab|D,D'] + aD(b)D" — bD'(a)D.

Esercizio 54. Sia Q — A un morfismo di anelli, D: A — A una Q-derivazione e sia x € A
tale che Dz =1 e N2, (z') = 0. Provare che z non ¢ un divisore di 0.

Esercizio 55. Enunciare e provare l’analogo della formula di Eulero (Lemma 40.3) per i
polinomi isobari.

Esercizio 56. Sia K un campo di caratteristica 0 e S = K[z1,...,z,] = ©Sg, dove Sy
0

denota lo spazio vettoriale dei polinomi omogenei di grado d. Denotiamo 9; = 8—: S— S,
T

per i =1,...,n, le derivate parzialie T = K0y, ...,0,] = ®Ty, dove Ty & per definizione lo

spazio vettoriale degli operatori differenziali omogenei di grado d. Provare:
(1) Per ogni intero positivo d, le naturali applicazioni bilineari Sq x T; — K sono
nondegeneri.
(2) Un operatore D € T & nullo se e solo se D(f%) = 0 per ogni f € S;.
(3) Le d-esime potenze di elementi di S; generano Sy come K-spazio vettoriale.
(Sugg.: due qualsiasi delle precedenti affermazioni implicano la terza; all’autore ¢ riuscito
pit facile dimostrare 1. e 2. ricordandosi che K ¢ infinito.)

Esercizio 57 (Teorema di Macaulay). (caratteristica 0) Nelle notazioni dell’Esercizio 56,
data f € S,,, f # 0, si definisce f- ={D € T | Df = 0}. Provare:
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(1) f* & un ideale omogeneo di T
(2) Se g € S & omogeneo e f+ =g+ allora g =af, a € K.
Si denoti Iy = f+ N Ty, per il punto 1) fX = @I, Sia A =T/f+ = DA, dove Ay = Ty/14.
Provare:
(3) A, =K e Ay =0 per ogni d > n.
(4) Zoccolo(A) :={a € A|aAys =0 perogni d>0} =A4,.
(5) Viceversa ogni ideale omogeneo I C T tale che I'anello A = T'/I soddisfa le prece-
denti condizioni 3) e 4) & del tipo f per qualche f € S,. (Sugg.: I & unicamente
determinato da I,).

41. ANELLI NOETHERIANI

In questa sezione dimostreremo il teorema della base di Hilbert. Per future applicazio-
ni € conveniente inquadrare il teorema in un ambito pit astratto di quello considerato
precedentemente.

Lemma 41.1. Per un insieme parzialmente ordinato (S, <) le sequenti condizioni sono
equivalenti.

(1) ogni sottoinsieme non vuoto di S possiede elementi massimali;
(2) ogni successione monotona non decrescente g < 1 < --- in S € stazionaria, 0ssia
esiste m € N tale che x,, = x,, per ogni n > m.

Dimostrazione. Data una successione monotona non decrescente xg < z; < ---, se ogni
sottoinsieme di S possiede elementi massimali, allora anche Uinsieme {zg,z1,...} possiede
un elemento massimale, diciamo x,,. Allora necessariamente x,, = x,, per ogni n > m e la
successione ¢ stazionaria.

Viceversa, se esiste un sottoinsieme non vuoto H C S senza elementi massimali, allora,
per ogni # € H, il sottoinsieme H, = {y € H | y > z} & non vuoto. Per I'assioma della
scelta esiste un’applicazione f: H — H tale che f(x) € H, per ogni x € H. Preso comunque
o € H, la successione z,, = f"(xo) ¢ monotona e non ¢& stazionaria. |

Ricordiamo che una catena in un insieme parzialmente ordinato (S, <) & un sottoinsieme
che, con la relazione di ordine indotta, risulta essere un insieme totalmente ordinato. Una
catena ¢ detta stazionaria se possiede massimo.

Le nozioni di catena e catena stazionaria si applicano in particolare all’insieme degli ideali
di un anello, ordinato per inclusione.

Definizione 41.2. Un anello in cui ogni ideale ¢ finitamente generato si dice Noetheriano.
E chiaro dalla definizione che i campi e gli anelli ad ideali principali sono tutti Noetheriani.

Proposizione 41.3. Sia A un anello Noetheriano e I un ideale. Allora l’anello quoziente
A/I é Noetheriano.

Dimostrazione. Siano m: A — A/I la proiezione al quoziente e J C A/I un ideale. Allora
I'ideale 7=1(J) & finitamemte generato, diciamo 7='(J) = (ay,...,a,). Ma allora, essendo
7 Y(J) — J surgettiva si ha J = (7(ay),...,m(a,)). O

E invece falso in generale che un sottoanello di un anello Noetheriano ¢ ancora Noethe-
riano: ogni dominio di integritd non Noetheriano (Esempio 41.5) & un sottoanello del suo
campo delle frazioni che ¢ Noetheriano.

Lemma 41.4. Per un anello A le sequenti condizioni sono equivalenti:
(1) A & Noetheriano;
(2) Ogni catena non vuota di ideali in A & stazionaria, ossia possiede massimo;
(3) Ogni successione non decrescente di ideali in A ¢ stazionaria.
(4) Ogni famiglia non vuota di ideali di A contiene un elemento massimale.

Dimostrazione. [1 = 2] Sia {I, | v € V} una catena di ideali e sia I = U{I, | v € V}.
Allora I ¢ un ideale che risulta finitamente generato, diciamo da ay, ..., a,. Se a; € I,,, per
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i=1,...,n, allora detto w il massimo di vy,...,v, sihache I C I, C I, C I per ogniv > w
e quindi I, e il massimo della catena.

[2 = 3] & ovvio e [3 = 4] & una immediata applicazione del Lemma 41.1.

[4 = 1] Sia I un ideale e sia J C I un elemento massimale della famiglia degli ideali
finitamente generati contenuti in I, dimostriamo che J = I. Sia a € I allora 'ideale J+ (a) C
I & ancora finitamente generato e per la massimalita di J si deve avere a € J. (]

Esempio 41.5. L’anello delle funzioni olomorfe intere, ossia definite su tutto C & un dominio
di integrita che non & Noetheriano. Il fatto che sia un dominio di integrita segue immedia-
tamente dal fatto che le funzioni olomorfe sono sviluppabili in serie di potenze, mentre la
prova che esiste un ideale che non ¢ finitamente generato € una conseguenza del teorema di
estensione di Riemann. La funzione ¢?™** — 1 & olomorfa e ha uno zero semplice in ciascun
punto di Z C C, pertanto per ogni intero n la funzione

2miz
e -1
)= —————
fnl2) 2mi(z — n)
¢ olomorfa, f,(n) = 1 e f,(m) = 0 per ogni intero m # n. Per ogni intero positivo n,
la funzione f, non appartiene all’ideale generato da f1,..., f,—1 per il semplice fatto che

fi(n) = 0 per ogni i < n mentre f,(n) # 0. In particolare la catena di ideali

(f1) C (f1, f2) C (f1, f2, f3) C - -~

non ¢ stazionaria.

Teorema 41.6 (Della base di Hilbert). Se A é un anello Noetheriano, allora anche Alzx] é
Noetheriano.

Dimostrazione. Dato un polinomio f € A[z] di grado r > 0 chiameremo coefficiente direttore
di f il coefficiente di 2" in f; & utile osservare che i polinomi f,zf,z2f,... hanno tutti lo
stesso coefficiente direttore.

Sia I C Alz] unideale e, per ogni m > 0, denotiamo con J,, C A I'insieme formato dallo 0 e
dai coeflicienti direttori dei polinomi di grado m contenuti in I. Si osserva immediatamente
che J,, & un ideale e che J,, C J,+1 per ogni m. Per ipotesi I'anello A & Noetheriano,
dunque gli ideali J,, sono tutti finitamente generati e la catena ascendente {J,, | m € N} &

stazionaria. Sia N > 0 tale che J,, = Jy per ogni m > N e, per ogni i = 0,..., N, siano
fi:---, fj € I polinomi di grado 7 i cui coeflicienti direttori generano J;. Sia H C I l'ideale
generato dai polinomi f;, per i = 0,...,N, e proviamo che H = I. Infatti, sia f € I e

scriviamo f = h+ g con h € H, g di grado minimo e si assuma per assurdo g # 0. Sia
r = min(deg(g), N), allora il coefficiente direttore di g appartiene a J,. e quindi esistono
ai,...,a; € Ataliche, detto s = deg(g) —r, il polinomio g — (a1 f{ + - +a; f])z® ha grado

minore del grado di g. Dato che Y a;f] € H 1'assurdo & servito. |
Corollario 41.7. Per ogni campo K e per ogni ideale I C K[z, ...,xz,], Uanello quoziente
K{z1,...,z,]/I é Noetheriano.

Dimostrazione. Il campo K & Noetheriano, per il teorema della base di Hilbert e per in-
duzione su n si ha che K|[zy,...,2,] & Noetheriano. Basta adesso applicare la Proposizio-
ne 41.3. ([l

Teorema 41.8 (Lemma di Artin-Rees). Sia A un anello Noetheriano e siano I,M C A
ideali. Allora esiste un intero k > 0 tale che, per ogni n > k vale

INM"=M""k1nMF
e quindi M™I c INM™c M *I.
Dimostrazione. L’inclusione D € evidente per ogni n,k, proviamo che vale C. Fissiamo
un insieme di generatori ai,...,a, dell’ideale M e consideriamo I'omomorfismo di anelli
f:Aftr,....t;] — A tale che f(t;) = a; peri =1,...,r ¢ f(a) = a per ogni a € A. No-
tiamo che M™ e I'immagine tramite f dell’insieme dei polinomi omogenei di grado n. Per
ogni n > 0 sia J, C Alty,...,t,] ideale generato dai polinomi omogenei p di grado < n
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tali che f(p) € I; per il teorema della base 'anello A[tq,...,t.] & Noetheriano e la catena
Jo C J1 C --- e stazionaria.

Fissiamo un intero k tale che Jy = J, per ognin > k. Daton > ke a € I N M"™ esiste
p € J, polinomio omogeneo di grado n tale che a = f(p); siccome J, = Ji vale p = > p;q;,
dove ogni p; € Ji € omogeneo di grado k e ogni ¢; € omogeneo di grado n — k; quindi
fpi) € INMPF, f(g;) € M™% e la tesi & dimostrata. a

Corollario 41.9. Sia A un anello Noetheriano e M C A un ideale. Se 1 + M non contiene
divisori di 0 allora
(NM™ =0

n>0

Dimostrazione. Sia J = Np>oM™; per il lemma di Artin-Rees 41.8 esiste £ > 0 tale che
J = Jn MY = M(JN MF) = MJ. Per il lemma di Nakayama esiste a € M tale che
(I1-a)J =0equindi J=0. O

Corollario 41.10. Sia A un anello locale Noetheriano con ideale massimale m. Allora per
ogni ideale I C m vale

N +m") =1

n>0

Dimostrazione. Basta applicare il Corollario 41.9 all’anello quoziente A/I ed al suo ideale
massimale. 0

Esercizi
Esercizio 58. Provare che I’anello delle funzioni continue f: [0,1] — R non & Noetheriano.

Esercizio 59. Siano A un anello Noetheriano ed £ C A un sottoinsieme. Provare che esiste
un sottoinsieme finito Ey C E tale che (E) = (Ey).

Esercizio 60. Siano A un anello Noetheriano e f: A — A un endomorfismo surgettivo di
anelli. Provare che f & un isomorfismo.

Esercizio 61. Sia A un anello e denotiamo con D la famiglia degli ideali di A che non
sono finitamente generati. Provare che se D # (), cio¢ se A non & Noetheriano, allora D
contiene elementi massimali rispetto all’inclusione. Dimostrare inoltre gli elementi massimali
di D sono ideali primi di A. (Sugg.: se I ¢ un ideale, xy € I ¢ J C I un ideale tale che
I+ (x)=J+ (z), alloravale I = J4+x(I:x),dove (I:2)={y € A|xy € I}.)

Esercizio 62. Dimostrare che la famiglia degli ideali primi di un anello commutativo
possiede elementi minimali rispetto all’inclusione.

42. IL RISULTANTE

Siano A un anello commutativo. L’obiettivo di questa sezione e quello di definire esplici-
tamente, per ogni polinomio monico f € Alx], un’applicazione

Alz] = A, g~ R(f,9),

che gode di alcune buone proprieta che saranno elencate a breve. L’elemento R(f,g) verra
detto risultante di f e g e sara definito come il determinante di una opportuna matrice a
coefficienti in A.

Sia B = (b;;) una matrice quadrata di ordine n a coefficienti in un anello A. Come per le
matrici a coefficienti in un campo si definisce il determinante di B nel modo seguente

det(B) = |b’bj| = Z (_1)Ubla(1) T bna(n)
oEX,

dove X, & il gruppo simmetrico delle permutazioni di {1,...,n} e (=1)7 & la segnatura di
0. Continuano a valere le seguenti proprieta:
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(1) (Sviluppo di Laplace.) Se B% indica il determinante minore (n—1) x (n—1) calcolato
togliendo a B la i-esima riga e la j-esima colonna, allora valgono le formule
n n
det(B) = Z(—l)h"'thjbhj = Z bin(—1)Th Bt perogni h=1,...,n.
j=1 i=1
> b (1) BM =3 (=1)" By, = 0, se h# k.
j=1 i=1
(2) Moltiplicando una riga od una colonna di B per un elemento a € A, anche det(B)
viene moltiplicato per a.
(3) Il determinante det(B) non cambia se ad una colonna viene aggiunto un multiplo di
un’altra colonna. Lo stesso per le righe.
(4) Se la matrice B possiede due colonne uguali, allora det(B) = 0.
(5) Vale il teorema di Binet, e cioé det(AB) = det(A) det(B).
Denotiamo con B = (b;;) la matrice di coefficienti b;; = (—1)"7 B, Se I indica la matrice
identita, allora segue dallo sviluppo di Laplace che
B-B=B-B=det(B)-I (prodotto righe per colonne).
La matrice B viene detta matrice aggiunta di B.

Consideriamo un polinomio f(z) = 2%+ ;29! + -+ + a4 € A[r] monico di grado d > 0.
Grazie al Lemma 39.4, per ogni g € A[z] esistono e sono unici dei polinomi hy, ..., hg €
Alz] ed una matrice (7;;) € Mgq(A) a coefficienti in A tali che

d
(42.1) Ty =hif +) 2Tt i=1,....d.

j=1
Definiamo il risultante di f e g mediante la formula
R(f,g) = det(r;;) € A.
Lemma 42.1. Per ogni a € A vale R(f,a) = a?.
Dimostrazione. Nelle notazioni di (42.1) si ha h; = 0 per ogni i e (r;;) = al. O

Lemma 42.2. FEsistono due polinomi «, € Alz], con 8 di grado < d tali che R(f,g) =
af 4+ Bg. In particolare R(f,g) appartiene all’intersezione di A con l'ideale (f,g) generato

da f eg.

Dimostrazione. Denotiamo con (R*) € M, ,,(A) I'aggiunta classica della matrice (r;;), allora
si ha (RY)(r;;) = det(r;;)] e quindi in particolare

d d
D_RUra=Rpa), Y RUra=0, 2<h<d.
i—1 i=1
Ma allora
d o d d , .
DRM@ g = hif) =3 Rriga’™t = R(f.g).
i—1 i=1j=1
e basta considerare o« = — Z?:l RYh; e B = Z?:l RVt -

Lemma 42.3. Se esiste un polinomio h € Alz] di grado positivo che divide f e g, allora
R(f,9) =0.

Dimostrazione. Siccome h divide f il suo coefficiente direttore divide 1 in A ed & quindi
invertibile. In particolare ogni elemento non nullo dell’ideale principale (h) C Afz] & un
polinomio di grado positivo e siccome R(f,g) € (f,g) C (h) ne consegue che R(f,g) =0. O

Lemma 42.4. Se A é un dominio a fattorizzazione unica (ad esempio un campo) e R(f, g) =
0, allora f e g possiedono un fattore comune di grado positivo.
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Dimostrazione. Se R(f,g) = 0, allora esistono due polinomi «, 8 € A[z], con 8 di grado < d
tali che af + Bg = 0. Siccome deg(8) < deg(f) deve esistere un fattore irriducibile di f che
divide g. 0

Lemma 42.5. Sia ¢: A — B un omomorfismo di anelli ed estendiamolo nel modo naturale
ad un omomorfismo di anelli

p: Alz] = Blz], o) ain’) =Y plai)a’ .
Allora R(¢(f), ¢(9)) = ¢(R(f,9))-

Dimostrazione. Basta osservare che ogni omomorfismo preserva le relazioni (42.1) e commuta
con i determinanti. g

I lemmi precedenti descrivono solo una piccola parte delle ben proprieta del risultante, e
sono tuttavia sufficienti per caratterizzare gli ideali primi dell’anello dei polinomi a coefficienti
in un campo.

Proposizione 42.6. Sia K un campo. Per un ideale proprio e non nullo 0 # I C K|x] le
sequenti condizioni sono equivalenti:

(1) I é massimale,
(2) I ¢ primo,
(3) I ¢ generato da un polinomio irriducibile di grado positivo.

Dimostrazione. Che ogni massimale ¢ primo ¢ una proprieta generale degli ideali. Siccome
K [z] & un anello ad ideali principali, si ha I = (f) per qualche polinomio f non nullo (poiché
I #0) e di grado positivo (poiché I # K{[z]). Se f = gh con h,g di grado positivo, allora
h,g & I, mentre hg € I e questo prova che I non & primo.

Per concludere, supponiamo f polinomio irriducibile di grado positivo e sia J un ideale
proprio che contiene (f). Siccome ogni elemento non nullo di J ha grado > 0, per ogni g € J
siha R(f,g9) e KN (f,g) CK NJ =0 da cui segue che f divide g, ossia g € (f).

|

Siamo inoltre in grado di dimostrare alcuni risultati algebrici a prima vista alquanto
tecnici ma dei quali faremo largo uso nei prossimi capitoli.

Lemma 42.7. Siano A un dominio di integrita e 0 # p C Alx] un ideale primo tale che
pNA=0. Sia K il campo delle frazioni di A e sia p¢ C K|[z] l'ideale generato da p. Allora
p¢ ¢ un ideale primo e p¢ N Alz| = p.

Dimostrazione. Si prova facilmente che p¢ = { b ‘ pEP,ac A— {0}} Sia p1p2 € p° con

a ay ag

p; € Alz] e a; € A; allora esiste a € A — {0} tale che ap1ps € p. Siccome pN A = 0 deve
essere p; € p oppure ps € p; questo prova che p® & primo. Sia g € p®N A[x], come sopra esiste
a € A— {0} tale che aq € p e quindi g € p. ]

Teorema 42.8. Sia A un dominio di integrita e siano 0 # p C q C Alx] ideali primi non
nulli e tali che qN A =0. Allora p = q.

Dimostrazione. Se K ¢ il campo delle frazioni di A, per il Lemma 42.7 ¢ sufficiente dimostrare
che gli ideali primi p¢ C q° C K|[z] coincidono. Ma questo segue immediatamente dal fatto
che 0 # p° e quindi p°, q° sono ideali massimali per la Proposizione 42.6. ]

Corollario 42.9. Sia A un anello commutativo e siano p C q C Alx] ideali primi tali che p
contenga un polinomio monico. Allora pNA=qN A se e solo sep=nq.

Dimostrazione. Basta chiaramente dimostrare che se pN A =qN A, allorap =q. Se A Cp
allora p = q = A[z] e quindi non & restrittivo supporre che t = p N A sia un ideale primo
proprio di A. Osserviamo che per ipotesi p contiene un polinomio monico e quindi t[z] # p,
dove con t[z] si intende l'ideale dei polinomi a coefficienti in t.

Dimostriamo che non & restrittivo supporre A dominio di integritha e pN A =qN A = 0.
Sia infatti v = p N A, allora t[x] C p C q e quindi p = q se e solo se p/t[x] = q/t[z].
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Basta allora dimostrare il teorema per le proiezioni dei due ideali primi nell’anello quoziente
Alz]/t[z] = (A/v)[z], e questo segue dal Teorema 42.8.
|

Lemma 42.10. Siano A, p C Alz] come nel Lemma 42.7. Allora esiste f € p tale che
R(f,g) # 0 per ogni g & p.

Dimostrazione. Per il Lemma 42.7 esiste f € p irriducibile in K [z] tale che p® = (f) C K|[z].
Essendo ¢ ¢ p© si ha R(f,g) # 0. O

Teorema 42.11. Sia A un anello, p C Alx] un ideale primo e q = AN p.
Se p # qlz], allora esiste f € p tale che R(f,g) € q per ogni g & p.

Dimostrazione. Siccome q[z] C p, 'immagine di p in (A/q)[z] = A[x]/q[x] & un ideale primo
che soddisfa le ipotesi del Lemma 42.10. ]

Corollario 42.12. Siano p1 C po C Alx] ideali primi tali che 1 & po e p1 contenga un
polinomio monico. Allora p1 N A =ps N A se e solo se p; = po.

Dimostrazione. Sia ¢ = p1 N A = py N A, siccome q & un ideale proprio di A, q[z] non
contiene polinomi monici e quindi q[z] # p;. Se per assurdo esistesse g € po — p1, allora per
il Teorema 42.11 esisterebbe f € p; tale che R(f,g) € ¢ in contraddizione con il fatto che

R(fvg)e(fag)CPQ' O

43. IL TEOREMA DEGLI ZERI DI HILBERT

Sia K un campo (infinito) fissato e A™ =2 K™ lo spazio affine su K di dimensione n.
Il luogo di zeri di un sottoinsieme E C K|[zy,...,z,] ¢ definito come

Z(E)=A{(a1,...,an) € A" | f(a1,...,a,) =0 per ogni f € E}.

E chiaro dalla definizione che se E C F allora Z(F) C Z(E). Osserviamo inoltre che se (E)
¢ l'ideale generato da E, allora E ed (E) hanno lo stesso luogo di zeri, cio¢ Z(E) = Z((E)).
Infatti E C (E) e quindi Z((E)) C Z(E); viceversa se p € Z(E) e g € (E) si puo scrivere
g=aifi+ -+ anfncona; €Klzy,...,2,] e f; € E e quindi

filp) =0 per ognii = g(p) = Zai(p)fi(p) =0.

Ne segue che non & restrittivo considerare esclusivamente luoghi di zeri di ideali di K [z, . . ., 2,,].

Definizione 43.1. Un sottoinsieme X C K™ si dice algebrico se ¢ X = Z(I) per qualche
ideale I C K[z1,...,xy).

L’immagine inversa di un insieme algebrico per un’applicazione lineare € ancora alge-
brico: sia A: K™ — K™ un’applicazione lineare, definita da una matrice (a;;) e sia f €
K[y1,...,Ym]. Un punto p € K™ appartiene a A=1(Z(f)) se e solo se f(Ap) = 0 ossia se e
solo se p € Z(fA) e basta osservare che fA ¢ la funzione polinimiale associata al polinomio

g(x1,...xy) = f(z a1%;, . . .7Zamixi) .

Invece, gli insiemi algebrici non sono preservati dalle immagini dirette per applicazioni
lineari. Si consideri ad esempio l'iperbole X € K?2 di equazione z1z3 — 1 = 0 e la proiezione
7m: K? — K sulla prima coordinata; allora 7(X) = {z; # 0} che non ¢ un sottoinsieme
algebrico (I'unico polinomio che si annulla su K —{0} & quello nullo e quindi Z(f) > K — {0}
se e solo se f = 0). Come illustrato nel prossimo Teorema 43.2 il motivo di cid consiste nel
fatto che 'ideale generato da x1x2 — 1 non contiene polinomi monici rispetto a .

Teorema 43.2 (di proiezione generica). Siano K un campo algebricamente chiuso e I C
Kz1,...,2,] un ideale che contiene un polinomio monico di grado positivo rispetto alla
variabile x,,. Siano J = I NKx1,...,2,-1] e m: K™ — K"~ la proiezione sulle prime
n — 1 coordinate. Allora Uapplicazione w: Z(I) — Z(J) ¢ surgettiva.
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Dimostrazione. E chiaro dalle definizioni che 7(Z(I)) C Z(J) e pertanto I'applicazione
w: Z(I) — Z(J) & ben definita. Sia (a1,...,an—1) € Z(J) e consideriamo 'omomorfismo
surgettivo di anelli

e: Klzy,...,z,] = Klz], e(p) =play,...,an_1,).

Dato che € & surgettivo 'immagine €(I) ¢ un ideale; dato che K[z] ¢ un dominio ad ideali
principali si ha e(I) = (h) con h = 0 oppure polinomio monico di grado d > 0.

Mostriamo che I'ipotesi A monico di grado 0, ossia h = 1 conduce ad una contraddizione.
Se cosi fosse esisterebbe g € I tale che ¢(g) = 1. Usiamo adesso I'ipotesi che I contiene un
polinomio f monico di grado positivo rispetto a x,, e consideriamo il risultante R(f,g) (a
tal fine si considera K|z1,...,2,] = Alz,] dove A = K{[z1,...,2,-1]). Per le proprieta del
risultante R(f,g) € (f,g)NA C J e quindi, siccome (a1, ...,a,—1) € Z(J) si ha e(R(f,9)) =
0. D’altra parte e(R(f,g)) = R(e(f),e(g9)) = R(e(f),1) =1 dato che anche e(f) & monico.

Dunque h = 0 oppure h ha grado positivo: in entrambi i casi esiste a,, € K tale che
h(an,) =0, da cui €(q)(an) = g(a1,...,a,) =0 per ogni g € I, ossia (ay,...,a,) € Z(I). O

Lemma 43.3 (di preparazione). Siano K un campo infinito e f € K|xy,...,x,] un polino-
mio non nullo di grado d > 0. Allora:
(1) L’insieme K™ — Z(f) ={a € K™ | f(a) # 0} é non vuoto.
(2) Esiste un cambio lineare di coordinate x; =Y a;;y; ed una costante ¢ € K tale che
il polinomio cf € monico di grado d rispetto alla variabile y,, .

1. Lavoriamo per induzione su n, assumiamo ’enunciato vero per polinomi in K [z1, ..., 2y 1]
e scriviamo f = Y fix!, con i polinomi f; € K[x1,...,2,_1] non tutti nulli. Sia a € K"~}
tale che i valori fo(a), f1(a), ... non siano tutti nulli. Allora il polinomio f(a,z,) non & nullo
in K[z,] ed ha al pitt un numero finito di radici.

[2] Sia f4 la componente omogenea di grado d di f. Per il punto 1) esiste un punto
a € K™ tale che fj(a) # 0; scegliamo un sistema di coordinate y1, ..., ¥y, tale che il punto a
corrisponda a (0,0, ..., 0, 1). Nel nuovo sistema di coordinate si ha f4(0,...,0,y,) = fi(a)ys,
dunque il polinomio f(0,...,0,y,) ha grado d e basta quindi prendere come costante ¢ =

1/ fa(a). U

Corollario 43.4 (Forma debole del Teorema degli zeri di Hilbert). Siano K un campo
algebricamente chiuso e I C K|[z1,...,%,| un ideale proprio. Allora Z(I) # (.

Dimostrazione. Prima di procedere alla dimostrazione mostriamo che entrambe le ipotesi sul
campo e sull’ideale sono necessarie. Se 'ideale I non & proprio, allora 1 € I e di conseguenza
Z(I) c Z(1) = (. Se il campo K non & algebricamente chiuso esiste un polinomio di grado
positivo f € K[z] tale che Z(f) = (}, mentre l'ideale (f) & proprio.

Dimostriamo il teorema per induzione su n, essendo il caso n = 0 banalmente verificato.
Supponiamo quindi vero il teorema per polinomi in n — 1 variabili.
L’enunciato ¢ inoltre ovvio se I = 0; assumiamo quindi I # 0, allora per il lemma di prepa-
razione, a meno di automorfismi lineari di K™, possiamo supporre che esista f € I polinomio

monico rispetto alla variabile z,,. Consideriamo 'intersezione J = I NK[xy, ..., Zp_1], sic-
come 1 ¢ J per lipotesi induttiva ) # Z(J) C K"~ mentre per il teorema di proiezione
generica esiste un’applicazione surgettiva Z(I) — Z(.J). O

Riepilogando, abbiamo definito un’applicazione
7 {ideali di K[z1,...,2,]} — {sottoinsiemi algebrici di K"}

che & surgettiva per definizione ma si guarda bene dall’essere iniettiva per ogni n > 0. Ad
esempio gli ideali (1) ed (2?) sono distinti ma definiscono lo stesso luogo di zeri.
Vogliamo adesso andare nella direzione opposta e definire un’applicazione iniettiva

I: {sottoinsiemi algebrici di K"} — {ideali di K[z1,...,z,]}

con 'ulteriore proprieta di essere un’inversa destra di Z, ossia ZI = Id.
Pil in generale, dato un qualsiasi sottoinsieme X C K™, si definisce

I(X)={feK[z1,...,z,] | f(a) =0 perogniac X}
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Segue immediatamente dalle definizioni di I e Z che per ogni sottoinsieme X C K" si ha
X C Z(I(X)) e che per ogni ideale J C K{z1,...,x,] vale J C I(Z(J)).

Lemma 43.5. Nelle notazioni precedenti, per ogni ideale J C K[z1,...,xy,] vale Z(J) =
Z(I1(Z(J)); equivalentemente la composizione ZI ¢é l'identita sull’insieme dei chiusi algebrici.

Dimostrazione. La relazione X C Z(I(X)) applicata a X = Z(J) da Z(J) C Z(I(Z(J))),
mentre l'inclusione J C I(Z(J)) implica Z(J) D Z(I(Z(J))). O

L’applicazione I soddisfa inoltre le seguenti propriea:
1) I(0) =K|[z1,...,z,) e [(K") =0;
2) Se X C Y, allora I(Y) C I(X);
3) Per ogni sottoinsieme X C K™ l'ideale I(X) & radicale, ossia I(X) = /I(X);
4) Per ogni ideale J C K[z1,...,x,], vale V.J C I(Z(J)).
L’inclusione del punto 4) & in generale propria: ad esempio, se K = R, n = 1e J = (z2+1),
allora Z(J) =0 e I(Z(J)) = R[z] # V/J.

Corollario 43.6. Sia K un campo algebricamente chiuso, allora gli ideali massimali di
Kz1,...,z,) sono tutti e soli gli ideali del tipo I(p), al variare di p € K™. Esiste dunque
una bigezione naturale fra K™ e linsieme degli ideali massimali di K|[xq,. .., Ty].

Dimostrazione. Siam C K[xy,...,x,] massimale, per la forma debole del teorema degli zeri
di Hilbert Z(m) # (). Dato un qualunque punto p € Z(m) vale allora m C I(p) da cui segue
m = I(p) e quindi Z(m) = ZI(p) = {p}.

Viceversa se p € K™ e I(p) C m, con m massimale, allora esiste ¢ € K™ tale che I(p) C
m = I(q), da cui {q} C {p} e quindi p = q. O

Teorema 43.7 (degli zeri di Hilbert (1892)). Se il campo K ¢é algebricamente chiuso, allora
per ogni ideale J C K[xy,...,z,] vale VJ = I(Z(J)).

Dimostrazione. Segue immediatamente dalle definizioni che v/J C I(Z(J)). Sia quindi f €
I(Z(J)) e denotiamo con F la classe di f nell’anello quoziente A = K [z1,...,z,]/J. Voglia-
mo dimostrare che f™ € J,0 equivalentemente che F™ = 0, per qualche n > 0. Per il Lem-
ma 39.1 tale condizione ¢ equivalente all’invertibilita di 1—¢F nell’anello A[t]. Denotiamo con

m: Kz, ..., 2n,t] = A[t] 'omomorfismo surgettivo tale che w(¢t) = tem: Kz1,...,2,] > A
¢ la proiezione al quoziente.
Si consideri adesso 'ideale H C K|[z1,..., %y, t] generato da J e 1 —¢f e si osservi che

Z(H) = 0. Infatti se per assurdo esiste (a1, ...,an,b) € Z(H), allora g(a1,...,a,) = 0 per
ogni g € J e quindi (aq,...,a,) € Z(J); dato che f € I(Z(J)) si ha dunque f(a1,...,a,) =0
e quindi 1 —bf(ay,...,a,) =1 in contraddizione con 1 —tf € H.

Dunque per la forma debole del teorema degli zeri I'ideale H non & proprio; a maggior
ragione l'ideale 7(H) nell’anello quoziente A[t] contiene 1. Siccome 7w(J) = 0 si ha A[t] =
m(H) = (1 —tF) e quindi 1 — tF' & invertibile. O

Il teorema degli zeri per le ipersuperfici 32.9 segue immediatamente dal Teorema 43.7.

Corollario 43.8. Supponiamo K algebricamente chiuso e siano f,g € K[z1,...,2,] con f
irriducibile. Se Z(f) C Z(g), allora f divide g.

Dimostrazione. Per il teorema degli zeri vale g € I(Z(f)) = /(f) = (f)- O

Ricordiamo che un ideale J C Kz1,...,2,] si dice omogeneo se & generato da polinomi
omogenei; se Sq C K[zy,...,x,] denota il sottospazio vettoriale dei polinomi omogenei di
grado d si verifica facilmente che J & omogeneo se e solo se J = @(J N Sy). Sia infine
0=(0,...,0) € K™; notiamo che se J & omogeneo e Z(J) # (), allora 0 € Z(J).

Corollario 43.9 (Teorema degli zeri omogeneo). Se il campo K ¢ algebricamente chiuso e
J CKz1,...,2,] & un ideale omogeneo proprio, allora Z(J) = {0} se e solo se esiste d > 0
tale che Sq C I.
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Dimostrazione. Se Sq C J, allora per ogni 4 si ha xf € J, quindi x; € v/J e percid Z(J) =
Z(VJ) = {0}.

Viceversa, se Z(.J) = {0}, allora per il teorema degli zeri v.J = I({0}) = (z1,...,x,).
Esiste dunque d > 0 tale che x¢ € J per ogni i e quindi Sgy_n+1 C J. a

Esercizi

Esercizio 63. Sia Y C A3 I'unione dei tre piani coordinati e X C A® I'unione dei tre
assi coordinati. Provare che I(Y) = (2yz) e che I(X) = (zy,yz, zx). (Sugg.: se f € I(X)
considerare f(‘T?ya Z) - f(ovya Z) - f($,07 Z) - f($7ya 0))

Esercizio 64. Dimostrare che ogni ideale primo di Clxy,...,z,] & intersezione di ideali
massimali.

Esercizio 65. Sia F' C L una estensione di campi e siano f1,..., f, € Flz1,...,z,]. Usare
il teorema di Rouché-Capelli per dimostrare che fi,..., f, generano un ideale proprio di
F[z1,...,z,)] se e solo se generano un ideale proprio di L[zy,...,Z,].

Esercizio 66. Sia K = F una chiusura algebrica di un campo F e sia J C Flx1,...,2,)
un ideale proprio e si denoti L = Fxy,...,%,]/J. Dimostrare che se I'anello L & un campo,

allora L ¢ isomorfo ad un sottocampo di K, ossia L ¢ una estensione algebrica di F.(Sugg.:
applicare ’Esercizio 65 alla coppia F' C K ed usare la caratterizzazione degli ideali massimali
di K[zq,...,24].)

RIFERIMENTI BIBLIOGRAFICI

[

Bauer, U., Lesnick, M.: Persistence Diagrams as Diagrams: A Categorification of the Stability Theorem.
arxiv:1610.10085.
[2] Carlsson, G.: Topology and data. Bull. AMS Volume 46, Number 2, 255-308 (2009).
[3] Deo, S.: Algebraic Topology, a Primer. Springer (2018).
[4] Dold, A.: Lectures on algebraic topology. Second edition, Springer, Berlin Heidelberg New York (1980).
[5] Edelsbrunner, H.: A short course in computational geometry and topology.
[6] Edelsbrunner, H., Harer, J.: Persistent Homology - a survey. Contemporary Mathematics 453, pp.
257-282 (2008).
Edelsbrunner, H., Morozov, D.: Persistent Homology: Theory and Practice. Proceedings of the European
Congress of Mathematics, 2012, pp. 31-50.
[8] P.R. Halmos: Naive set theory. D. Van Nostrand Co. Princeton, N.J. (1960).
[9] Greenberg, M., Harper, J.: Algebraic Topology: A First Course. Addison-Wesley (1981).
[10] Hatcher, A.: Algebraic Topology. (2001).
[11] Hilton P.J., Stammbach U.: A Course in Homological Algebra. Second Edition, Springer (1997).
[12] Nathan Jacobson: Basic Algebra, I. San Francisco (1974).
[13] Manetti, M.: Topologia, seconda edizione, Springer (2014)
[14] Yuri I. Manin, Matilde Marcolli: Nori diagrams and persistent homology. arXiv:1901.10301.
[15] Paparozzi, V.: Omologia persistente applicata allo studio del connettoma. Tesi di Laurea in Matematica,
Roma (2018).
[16] Ashley Suh, Mustafa Hajij, Bei Wang, Carlos Scheidegger, and Paul Rosen: Persistent Homology Guided
Force-Directed Graph Layouts. arXiv:1712.05548
[17] Spanier, E.H.: Algebraic topology. McGraw-Hill (1966).
[18] Vick, J.W.: Homology theory. Springer, Berlin Heidelberg New York (1994).
[19] Weinberger, S.: What is Persistent Homology? Notices of the AMS, Volume 58, Number 1, 36-39 (2011)

7



	1. Preliminari di teoria dei gruppi
	2. Successioni esatte
	3. Gruppi abeliani finitamente generati
	4. Additività del rango
	5. Complessi di catene e omologia
	6. Complessi simpliciali astratti
	7. Realizzazioni geometriche
	8. Omologia dei complessi simpliciali astratti
	9. La successione esatta di Mayer-Vietoris
	10. Potature e baricentri aggiunti
	11. Il sottocomplesso delle catene ordinate
	12. Insiemi simpliciali
	13. Omologia degli insiemi simpliciali
	14. Omotopia simpliciale
	15. Brevi cenni di omologia singolare
	16. Omologia con coefficienti
	17. L'incredibile ubiquità della topologia persistente
	18. Complessi filtrati
	19. Moduli di persistenza
	20. Barcode e diagramma di persistenza (DP)
	21. Una molto vaga interpretazione
	22. Il teorema di Menelao
	23. Sottospazi e trasformazioni affini
	24. Spazi proiettivi
	25. Il teorema di Desargues
	26. Sistemi di riferimento e coordinate omogenee
	27. Proiezioni e prospettive
	28. Il birapporto
	29. Dualità
	30. Polinomi numerici
	31. Polinomi omogenei
	32. Ipersuperfici proiettive
	33. Curve piane
	34. Retta tangente e punti di flesso
	35. Le coniche
	36. Sistemi lineari
	37. Curve ellittiche
	38. Operazioni sugli ideali
	39. Polinomi e fattorizzazione unica
	40. Anelli graduati
	41. Anelli Noetheriani
	42. Il risultante
	43. Il teorema degli zeri di Hilbert
	Riferimenti bibliografici

