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CAPITOLO 1

Complessi simpliciali

1.1. Convessi in R™

Ricordiamo che un sottoinsieme C' C R" si dice convesso se per ogni z,y € C ed ogni
t €[0,1] vale tx + (1 — t)y € C, ossia se C contiene il segmento di estremi z e y.

Esempio 1.1.1. Il vuoto, R™ e ogni sottospazio vettoriale sono sottoinsiemi convessi.
EseEmpIO 1.1.2. Per ogni p € R" ed ogni r € R, r > 0, la palla chiusa
Up(r) ={z e R" | [lz — p] < 7}

¢ un sottoinsieme convesso. Infatti per ogni @,y € Uy(r) ed ogni ¢t € [0,1] per la disugua-
glianza triangolare si ha

[tz + (1 =)y —pll = [[(t(z —p) + (1 = )(y = p)l| < [[t(z —p)[ + (1 = ) (y = p)II,

e siccome t,1 — t sono entrambi non negativi
[t =PI+ (L= —pll =tz —pll+ L=ty —pll <tr+ (A —t)r=r.
EseEmpIO 1.1.3. Per ogni coppia di punti p,q € R™ l'insieme
C={zeR"|[lz—pl <lz—ql}
e convesso. Denotando con - il prodotto scalare standard in R™, ossia -y = >, ;9;, si ha
C={zeR"[|lz —p|* < lz —ql*} = {z € R" | 22 (¢~ p) < [la]l* - IplI*}
={zeR"[(2z-p—q)-(¢—p) <0}
da cui segue che C' & un semispazio chiuso ed anche convesso.
Per combinazione convessa di un insieme finito di vettori xg,...,x, € R" si intende

una qualunque combinazione lineare del tipo
S S
Ztixi, con Zti =1 e t; > 0 per ogni 3.
i=0 i=0
Si noti che 'unica combinazione convessa di un vettore x ¢ 1o = x e che le combinazioni
convesse di due vettori z,y sono tutte e sole quelle del tipo tz + (1 — t)y al variare di ¢
nell’intervallo chiuso [0, 1].
Per ogni successione finita zy, ...,z, C R™ indichiamo con (zo, ..., x,) C R™ l'insieme
di tutte le sue combinazioni convesse, ossia:

(X0, 2p) = {Ztm ER[;20, > t = 1} .

Si pone inoltre per convenzione (f)) = ().
Si vede facilmente che (zo, ..., x,) & convesso, infatti per ogni y = > piz;, 2 = > \iz; €
(xo,...,xp) ed ogni t € [0,1] si ha

P
ty+(L—t)z = (tpi+ (1 —t)A)z; € (z0,...,2p) .
i=0
LEMMA 1.1.4. Siano M C R™ e
v:{0,....m} = M, i v, z:{0,...,p} = M, jmxj,

due applicazioni surgettive. Allora
<'U0,...,’Um> = <170,...,5€p> .

1



2 1. COMPLESSI SIMPLICIALI

DIMOSTRAZIONE. Per simmetria basta provare che (vo,...,vm) € (zo,...,2p). Scri-
viamo {0,...,m} = Ui_S;, con S; = {i | v; = z;}. Slay = >, tivi € (vo,...,0m),
allora

53 TS 5l ot P pives
j i€S; i \i€s; j
dove \j =3 cq ti- O

Dungque per ogni sottoinsieme finito M C R™ ha senso definire (M): presa una qualunque
indicizzazione M = {xo,...,z,} si pone (M) = (xo, ..., zp).

LEMMA 1.1.5. Un sottoinsieme C' C R™ é convesso se e solo se é chiuso per combinazioni
convesse, ossia se per ogni sottoinsieme finito M C C wvale (M) C C.

DiMOSTRAZIONE. Una implicazione € ovvia in quanto le definizione di convessita & del
tutto equivalente al fatto che (z,y) C C per ogni z,y € C.

Viceversa, supponiamo C' convesso e dimostriamo per induzione su m che ogni combi-
nazione convessa di m elementi di C' appartiene ancora a C. Si consideri una combinazione

convessa
m S
yzztﬁ?i, ZtiZL t; >0, z; € C.
i=0 i=0
Se tg =1 allorat; =0 per ognii >0ey=ux9 € C. Se ty < 1 possiamo scrivere

m

t,
y =toxo + (1 —tp)z, Z:ZI—Zt T .
i=1 0
Siccome E:’;l lf—to = 1 per induzione si ha z € C' e quindi y € C' per convessita. O

Piu in generale, per ogni sottoinsieme M C R™ definiamo il suo inviluppo convesso
(M) come P'insieme di tutte le combinazioni convesse di successioni finite in M:

p
<M>:{th$l|p>0,$1€M7tz>0, th:]-}

=0

PROPOSIZIONE 1.1.6. Per ogni M C R™ il suo inviluppo convesso (M) é il piu piccolo
msieme convesso contenente M.

DIMOSTRAZIONE. Segue immediatamente dalla definizione che ogni intersezione di in-
siemi convessi ¢ ancora convessa. Denotiamo provvisoriamente con C(M) l'intersezione di
tutti i convessi che contengono M. Siccome R™ & convesso ne segue che M C C(M).

Dobbiamo dimostrare che (M) = C(M). L’inclusione (M) C C(M) & facile: infatti C (M)
¢ convesso e quindi chiuso per combinazioni convesse, per ogni zg,...,z, € M C C(M) si
ha quindi (zo, ..., z,) C C(M).

Viceversa, siccome M C (M), per dimostrare che C(M) C (M) & sufficiente provare che
(M) & convesso.

Siano x = 7, i,y = Y 5_o Ajy; € (M) e t € [0,1]. Allora

te+ (1 —t)y = ZtuixiJrZ(l —)Ajy; € (2o, Tp, Yo, .-+, Yq) C (M)
i J

in quanto - tpiws + 30, (L =N =t ) + (1 —t) (- A) =t+(1—¢t) =1 O

Denotiamo con A% C R™™! il simplesso topologico standard di dimensione n, definito
come l'inviluppo convesso della base canonica, o equivalentemente come

=Lt ta) €R™ 120, 3t =1}

PROPOSIZIONE 1.1.7. Per ogni sottoinsieme finito M C R"™, il suo inviluppo convesso
(M) ¢ un sottoinsieme compatto e convesso di R"™ e coincide con Uintersezione di tutti i
convessi che contengono M.
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DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gia visto che (M) & convesso e coincide con l'intersezione
dei convessi che contengono M. Rimane solo da dimostrare la compattezza. Il simplesso
topologico standard Af ¢ chiuso (intersezione dei chiusi t; > 0, > ¢; = 1) e limitato (&
contenuto nell'ipercubo [0, 1]"T1). Quindi A% & compatto.

Se M = {xo,...,x,}, per definizione di inviluppo convesso, I'applicazione f: AL — (M),
f(t) =>_t;x; & continua e surgettiva. O

DEFINIZIONE 1.1.8. Diremo che p+ 1 vettori vg, ..., v, € R" sono affinemente dipen-
denti se esistono ay, ..., a, € K, non tutti nulli, e tali che:

aovo + - -+ + apvp, =0, ap+---+ap,=0.
I medesimi vettori si dicono affinemente indipendenti se non sono affinemente dipendenti.

Ad esempio, ogni vettore (anche nullo) & affinemente indipendente; due vettori sono
affinemente indipendenti se e solo se sono distinti.

E chiaro che se v, ...,v, sono affinemente dipendenti, allora sono anche linearmente

dipendenti. Il viceversa non € vero in generale, ad esempio due vettori distinti di R sono
sempre linearmente dipendenti ed affinemente indipendenti.

LEMMA 1.1.9. Dati vy, ...,vp, € R" le sequenti condizioni sono equivalenti:
(1) ip+ 1 vettori vo,...,v, sono affinemente dipendenti;
(2) esiste un indice i = 0,...,p tale che i p vettori vj —v;, j # i, sono linearmente
dipendenti;
(3) per ogni i =0,...,p ip vettori v; — v;, j # i, sono linearmente dipendenti.

DIMOSTRAZIONE. E ovvio che (3) implica (2). Mostriamo che (2) implica (1); per sem-
plicitd supponiamo i = 0 (per 7 # 0 la dimostrazione & sostanzialmente identica). Siano

ar,...,a, € R non tutti nulli e tali che °¥_, a;(v; —vp) = 0. Se poniamo ag = —3_7_, a;
si ha
P P p P
Zajvj = Zajvj - Zajvo = Zaj(vj — ) =0.
=0 j=1 j=1 j=1
Mostriamo adesso che (1) implica (3). Sia ¢ un indice fissato e siano ay, ..., a, € K non
tutti nulli e tali che S ajv; =0e Y a; = 0. Siccome a; = — 3., a; esiste almeno un indice

J # 1 tale che a; # 0 e si ha la relazione di dipendenza lineare

Zaj(vj - ’Ui) = Zaﬂ}j — (Z aj)vi = Zajvj =0.
j=0

J#i J#i J#i

Notiamo che il massimo numero di vettori affinemente indipendenti in R™ & n + 1.

TEOREMA 1.1.10 (Teorema di Carathéodory). Sia M C R™. Allora ogni elemento x €
(M) si puo scrivere come combinazione convessa

p
.T:Ztixi, tiZO, Ztizl,
=0

con i vettori xo, T1,...,Tp € M affinemente indipendenti.

DIMOSTRAZIONE. Per induzione su p basta dimostrare che se in una combinazione
convessa x = » -_,t;x;, con i vettori zo,...,z, affinemente dipendenti, allora a meno di
permutazioni degli indici possiamo scrivere x come combinazione convessa di x1,...,zp.
Supponiamo quindi che esistano ao, ..., a, € R non tutti nulli tali che

P P P
E tixi =, E a;xr; = 0, E a; = 0.
=0 =0 =0

Dunque, per ogni A € R si ha
P P

Z(ti — da;)z; = x, Z<ti —Xa;)=1.

=0 =0
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Siccome gli a; non sono tutti nulli esiste almeno un indice j tale che a; > 0. A meno di
permutare gli indici possiamo supporre che esista 0 < r < p tale che:

(1) a; >0peri<rea; <0peri>r;

t t t,
(2) O§—0§—1§-~-§—7.
ap aq Qp
t
Se prendiamo A = - allora
ao
to — Aag =0, ti—Xa; >0 Vi>0,
e quindi %, (t; — Aa;)z; = = rappresenta x come combinazione convessa di z1,...,xp. O
TEOREMA 1.1.11. Per una successione di vettori xo, ..., x, € R" le sequenti condizioni
sono equivalenti:
(1) i vettori xg,...,x, sono affinemente indipendenti;
(2) @ vettori xg,...,x, sono distinti e per ogni coppia di sottoinsiemi disgiunti s,t C

{x0,...,zp} vale (s) N (t) = 0.
Se le precedenti condizioni sono soddisfatte, allora l’applicazione

p
fZAﬁ—)<£L'O,...,(Ep>, f(to,...,tn):Ztixi,
=0

€ un omeomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. Se esistono due sottoinsiemi disgiunti s,¢ C {zo, ..., x,} tali che (s)N
(t) # 0 allora esiste un’uguaglianza di combinazioni convesse

Z)\ia:izz,uja:j, Z)\i:zujzl'
T,ES zj€EL
Facendo le differenze troviamo
Z)\ixi—Zujxj:O, Z)\i—z,ujzo
T;ES T €L

che e una relazione di dipendenza affine.
Viceversa, supponiamo che i vettori z; siano distinti ma affinemente dipendenti, ossia
che x; # x; per ogni ¢ # j e che esiste una relazione lineare

p p
Z a;x; =0, Z a; =0, a; € R non tutti nulli.
i=0 i=0

A meno di permutazione degli indici possiamo supporre che esista 0 < r < p tale che:
(1) a;>0se0<i<r,
(2) a; <0ser+1<i<p.
Inoltre, a meno di dividere tutti gli scalari a; per Y.._, a; possiamo supporre > ;_,a; =1e
di conseguenza y ! ., a; = —1.
Ma allora il punto

T p
y= Zaiﬂci = Z (—ai)zi
i=0 i=r41
appartiene all’intersezione degli inviluppi convessi (zg ..., %) N {(Trp1 ..., Tp).

Se le due condizioni equivalenti sono soddisfatte, allora ’applicazione f e surgettiva per
definizione di inviluppo convesso. Possiamo scrivere

p p
flto, ... ta) = Ztﬂi =0 + th(xz — o),
=0 i=1

e dato che i vettori x; — zy sono linearmente indipendenti ne segue che f ¢ anche iniettiva.
Dal punto di vista topologico, ’applicazione f & continua e bigettiva da un compatto in un
Hausdorff e quindi un omeomorfismo. O
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COROLLARIO 1.1.12 (Teorema di Radon). Sia M C R™ un sottoinsieme contenente
almeno n + 2 vettori distinti. Esiste allora una scomposizione in unione disgiunta M =
My UMy, MyN My =0, tale che (My) N (Ms) # 0.

DIMOSTRAZIONE. Scegliamo n + 2 elementi distinti zg, ..., 2,41 € M, che quindi so-
no affinemente dioendenti. Per il Teorema 1.1.11 esistono due sottoinsiemi disgiunti s,t C
{Zo,-..,Tny1} tali che (s) N (t) # 0. Basta allora considerare M; = s e My = M — s. O

COROLLARIO 1.1.13 (Teorema di Helly). Sia U una famiglia di sottoinsiemi convessi di
R™. Si assuma che per ogni Xg,...,Xq €U con d <n si abbia XoNX1N---NXg#0D.
Allora ogni intersezione finita di elementi di U € non vuota.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che esistano sottofamiglie finite con interse-
zione vuota. Sia Xg,...,X,, € U una di queste con m minimo, ossia:

(1) XonXiN---NX, =0
(2) XoN---X;---NXp, #0 perognii=0,...,m.
Abbiamo usato la notazione sottrattiva standard, nella quale la parte sottostante al

segno del “cappello” 7 viene omessa.
Per ipotesi m > n; scegliendo per ogni ¢ = 0,...,m un elemento

2 € XoN--Xio 0 Xpm,
per il Corollario 1.1.12, a meno di permutazioni degli indici esiste k tale che
(0« oy ) N (Tht1s - oy Ty ) F .
Poiché ciascun X; e convesso, si ha
(o, .y 2k) C Xgp1 NN Xy, (Tht1y ooy Ty C X1 NN X,
in contraddizione con il fatto che Xo N X; N---NX,, = 0. O

Si noti che, senza ulteriori ipotesi, il teorema di Helly non vale per la intersezioni infinite:
si consideri ad esempio la famiglia delle semirette limitate dal basso di R.

Esercizi.

EsErcizio 1. Provare che per ogni p1,...,p, € R ed ogni r > 0 l'insieme

feerR" | Y le—pll <)

& convesso.
EsErcizio 2. Siano C, D sottoinsiemi convessi di R™. Dimostrare che il sottoinsieme
C+D={z+yeR"|zeC, ye D}
€ ancora convesso.

EsErcizio 3. Dedurre dal Teorema di Carathéodory che linviluppo convesso di un
sottoinsieme compatto di R™ & ancora compatto.

1.2. Complessi simpliciali astratti

Iniziamo con il fissare alcune notazioni: se I & un insieme scriveremo A’ per indicare
la famiglia di tutti i sottoinsiemi finiti e non vuoti di I. Nel caso in cui I = {0,1,...,n}
scriveremo pitt semplicemente A” in luogo di A{0:1-n} E chiaro che A? = ().

Per ogni insieme finito X denotiamo con | X| la sua cardinalita.

DEFINIZIONE 1.2.1. Un complesso simpliciale astratto ¢ una coppia (K, I), dove I
¢ un insieme, i cui elementi sono detti vertici, e K ¢ un sottoinsieme di A’ per cui valgano
le seguenti condizioni:

(1) {z} € K per ogni z € I;
(2) sesc K,tc Al etCs, alloratc K.
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Giova osservare che la precedente condizione (2) equivale a dire che se s € K, allora
A* CK.

Se (K, I) & un complesso simpliciale astratto, chiameremo simplessi gli elementi di K.

La dimensione di un simplesso s € K & definita come il numero di elementi di s
diminuito di 1: dim s = |s| — 1. Ogni vertice ha dimensione 0. Chiameremo anche p-simplesso
un simplesso di dimensione p.

Se s € K et C s diremo che t ¢ una faccia di s, se t C s e t # s diremo che t & una
faccia propria di s. Un simplesso s € K si dice massimale se son ¢ faccia propria di alcun
simplesso in K.

DEFINIZIONE 1.2.2. Un isomorfismo tra due complessi simpliciali astratti (K,T) e (H, J)
& un’applicazione bigettiva f: I = J con la proprieta che s € K se e solo se f(s) e H.

E opportuno precisare che in queste note siamo interessati esclusivamente alle proprieta
dei complessi simpliciali astratti a meno di isomorfismo, ossia siamo interessati solamente
alle relazioni che intercorrono tra i simplessi e non alla loro natura reale.

Se (K,I) & un complesso simpliciale astratto e f: I = J & un’applicazione bigettiva,
allora ponendo H = {f(s) € A7 | s € K} si ha che (H, J) & un complesso simpliciale astratto
isomorfo a (K, I), con I'isomorfismo dato da f.

Segue dalla definizione che esiste una bigezione tautologica tra l'insieme dei vertici di
un complesso simpliciale astratto (K, I) e 'insieme degli 0-simplessi. Dunque K determina
univocamente I e nel seguito useremo la notazione semplificata K = (K,I) quando non &
necessario esplicitare 'insieme dei vertici.

Nella Definizione 1.2.1 'aggettivo “astratto” serve per differenziare il concetto dai com-
plessi simpliciali topologici [18]. Per semplicita diremo semplicemente “complesso simplicia-
le” quando la natura astratta o topologica e chiara dal contesto.

EsEMPIO 1.2.3. Per ogni insieme I, la coppia (A, I) & un complesso simpliciale astratto
che viene detto completo.

DEFINIZIONE 1.2.4. Dato un complesso simpliciale astratto K, chiamiamo p-scheletro
di K, denotato con K ®)| la sottofamiglia di tutti i simplessi di K di dimensione minore o
uguale a p, ossia la famiglia dei simplessi di K con al piu p + 1 elementi.

Un complesso simpliciale astratto (K, I) si dice finito se I & un insieme finito ( <= K &
finito). La dimensione dim K di un complesso simpliciale astratto K & l’estremo superiore
delle dimensioni dei suoi simplessi. In particolare: K = K® se e solo se dimK < p, A!
ha dimensione |I| — 1 e, coerentemente, definiamo uguale a —1 la dimensione del complesso
simpliciale vuoto ) = A®.

Ogni complesso simpliciale astratto finito ha dimensione finita, mentre il viceversa e
generalmente falso.

Prima di sviluppare la teoria dei complessi simpliciali astratti, illustriamo alcuni esempi
significativi.

ESEMPIO 1.2.5. Se K & un complesso simpliciale astratto, allora lo & anche K ®) per ogni

p > 0 (con gli stessi vertici di K).

ESEMPIO 1.2.6. Dati due complessi simpliciali astratti (K,I) e (H,J), la loro unione
(KUH,TUJ) elaloro intersezione (K N H,INJ) sono ancora complessi simpliciali astratti.

ESEMPIO 1.2.7. Per ogni complesso simpliciale astratto K si ha K = (J, x A°. Se K
ha dimensione finita ogni simplesso ¢ contenuto in un simplesso massimale e quindi

K= U A®.
s€ K, s massimale

EsEMPIO 1.2.8. Dati due complessi simpliciali astratti (K, I) e (H, J) la loro giunzione
¢ il complesso simpliciale astratto (K x H,I U J), dove

K+H=KUHU{sUt|seK,te H}.



1.2. COMPLESSI SIMPLICIALI ASTRATTI 7

DEFINIZIONE 1.2.9. Dato un complesso simpliciale astratto K e un sottoinsieme L C K,
diremo che L ¢ un sottocomplesso di K se L ¢ a sua volta un complesso simpliciale astratto
(i cui vertici sono contenuti nei vertici di K).

Ad esempio, gli scheletri sono sottocomplessi. Ogni complesso simpliciale astratto (K, I)
¢ un sottocomplesso di Al e per ogni s € K si ha che A® ¢ un sottocomplesso di K.

DEFINIZIONE 1.2.10. Un complesso simpliciale astratto si dice connesso se non € unione
di due sottocomplessi simpliciali non vuoti e disgiunti.

LeEMMA 1.2.11. Un complesso simpliciale astratto K é connesso se e solo se ogni coppia
di vertici v,w € collegata da una successione finita di 1-simplessi

{v,ur}, {ur,us}, ..., {up,w} e K.
In particolare K ¢ connesso se e solo se il suo 1-scheletro KW ¢ connesso.

DIMOSTRAZIONE. Se K = ) non ¢’¢ nulla da dimostrare. Se K ¢ sconnesso ¢ K = LU P
con L, P complessi simpliciali astratti non vuoti e disgiunti, allora {l,p} ¢ K per ogni
1 € LO, p € PO: infatti, se per assurdo fosse {l,p} € K e, tanto per fissare le idee
{l,p} € L, allora p € L che & assurdo. In particolare nessun vertice di L ¢ collegato ad un
vertice di p.

Viceversa, sia (K, I) connesso e non vuoto, fissiamo un vertice v € I e scriviamo I =
JU(I—J) dove J & I'insieme dei vertici collegati a v mediante un numero finito di 1-simplessi;
vogliamo dimostrare che J = I. Se fosse J # I, siccome v € J # (), si avrebbe

L:=A"NK+#0, P:=A""nK+0, LNP=0.

Per ipotesi K & connesso e quindi K # LU P. Preso un simplesso {zo,...,z,} € K —(LUP)
possiamo trovare due indici distinti j, b tali che z; € J, x, € I — J. Dato che z;, 2, sono

collegati dall’l-simplesso {z;,zn} C {xo,...,2p} € K e x; ¢ collegato a v mediante un
numero finito di 1-simplessi, lo stesso vale anche per xj,, in contraddizione con ’appartenenza
xp €1 —J. O

EseMPIO 1.2.12. Sia (K,I) un complesso simpliciale astratto finito con I C R™. Nelle
notazioni della sezione precedente, per ogni sottoinsieme finito s C R™ indichiamo con (s) C
R™ Tinviluppo convesso di s:

@) =0, {zo,...,xp}) = {thxl ER"|t; >0, Ztizl}, p>0.

Se accade che per ogni s,t € K si ha (s) N (t) = (sNt), allora possiamo rappresentare K
mediante la sua realizzazione geometrica

|K|::U<s>: U (s) CR™.

seK s€ K, s massimale

Ad esempio la figura

rappresenta il complesso simpliciale astratto

K ={{0,1,2},{0,1},{1,2},{0,2},{2, 3}, {3, 4}, {2,4}, {4, 5}, {0}, {1}, {2}, {3}, {4}, {5}},

i cul scheletri sono:

KO = {{0}7 {1}7 {2}7 {3}7 {4}7 {5}}7
KM = {{0,1},{1,2},{0,2},{2,3}, {3,4},{2,4}, {4,5},{0}, {1}, {2}, {3}, {4}, {5}},
K® = K per ogni p > 2.

Tratteremo in maggiori dettagli le realizzazioni geometriche nella Sezione 1.3.



8 1. COMPLESSI SIMPLICIALI

ESEMPIO 1.2.13 (Catene in un poset). Ricordiamo che un poset (abbreviazione di par-
tially ordered set) non & altro che un insieme (parzialmente) ordinato: pill precisamente un
poset & una coppia (I, <), con I insieme e < una relazione che soddisfa le condizioni:

o (riflessiva) x < x per ogni z € I;

e (antisimmetrica) se x <y e y < x allora z = y;

e (transitiva) se z <y ey < z allora = < z.
Si scrive & < y con lo stesso significato di <y e z # y. Un sottoinsieme C' C [ si dice una
catena del poset se C risulta totalmente ordinato con la relazione di ordine indotta, ossia
se per ogni x,y € C si ha z <y oppure y < x.

Sia dunque (I, <) un poset. Il complesso simpliciale astratto delle catene finite di I &
(b(I),I), dove:
b(I) = {C C I catena finita} C AT,

Infatti ogni sottoinsieme di un solo elemento € una catena ed ogni sottoinsieme di una catena
€ ancora una catena. Osserviamo che si puo anche scrivere

b(I) = {20, 2} € AT | 2o <21 < --- < ).

EseMPIO 1.2.14 (Suddivisione baricentrica). Dato un qualunque complesso simpliciale
astratto (K, I), Uinsieme K & ordinato per inclusione e possiamo definire la sua suddivisione
baricentrica (b(K), K) come il complesso delle catene di K:

b(K):{{an"'vxp}EAK|Z'0C$1C"'C1'p}.

a=1{0,1}
b=1{1,2}
c=10,2}
d=1{0,1,2}

FiGURA 1. Il complesso simpliciale astratto A? e la sua suddivisione bari-
centrica b(A?).

EseMPIO 1.2.15 (Il nervo). SialUf = {U;}, i € I, una famiglia di sottoinsiemi non vuoti
di un insieme fissato. Possiamo definire un complesso simpliciale astratto (N (), I) ponendo

N(u)z{{i07--~7ip}€AI|Uioﬂ---ﬂUip7é(Z)}_

E chiaro che la coppia (N(U),I) & un complesso simpliciale astratto. E utile osservare che
se U; = U; per ogni 1, j allora il nervo coincide con il complesso simpliciale completo Al

EsEmPIO 1.2.16 (Complesso duale). Per definizione, il duale di complesso simpliciale
astratto e il nervo dei simplessi massimali. Piu precisamente, se K & un complesso simpliciale
astratto, un simplesso s € K si dice massimale se non € contenuto propriamente in alcun
simplesso di K. Sia J C K la sottofamiglia dei simplessi massimali, allora il duale di K &
dato da

KY ={{s0,-.-,8p} €A | son---Ns, #0}.
In generale, la produzione del duale non ¢ un’operazione reversibile: ad esempio i com-

plessi simpliciali A™ hanno tutti un unico simplesso massimale e quindi hanno tutti lo stesso
duale.
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EsemMPIO 1.2.17 (Complesso di Delaunay). Dato un qualsiasi sottoinsieme I C R™, per
ogni s € I definiamo la sua regione di Voronoi' V, C R" come:

Vi={xzeR"|||lz—s||<|z-t||, Vtel}.

Per quanto osservato nell’Esempio 1.1.3 si ha che V; e intersezione di semispazi chiusi. In
particolare V; € un chiuso convesso.
E chiaro che Vi # 0 per ogni s € I e ha quindi perfettamente senso considerare il

suo nervo Dy := (N({Vs}),I), che viene detto complesso di Delaunay del sottoinsieme
I CR".
Equivalentemente un simplesso {so,...,s,} € Al appartiene al complesso di Delaunay

Dj se e solo se esiste x € R” tale che
[z —soll = [le —s1ll =+~ =llw = spl| < lw—t|  perognitel.

In particolare, per ogni {so,...,s,} € Dy ip+1 punti sq, ..., s, sono contenuti in una
sfera di dimensione n — 1 che non contiene al suo interno alcun punto di I. Dunque per un
sottoinsieme finito I di R" ed in posizione generica il complesso di Delaunay D; ha al piu
dimensione n.

EsEMPIO 1.2.18 (Witness complex?). Siano L C P C R™ due sottoinsiemi finiti e si
consideri famiglia D C A’ di sottoinsiemi di L definita come

D={ScL|3pecPtalechel|p—z|<|p—-y|Vres yecL-S5}

E facile vedere che {l} € D per ognil € L e che in generale D non & un complesso simpliciale;
si definiscono quindi il witness complex della coppia L, P come

Wo(L,P)={seD|teD VY0#tCs}
ed il weak witness complex come
Wi(L,P)={sc Al |teD Vtcs,|t|=2}.

Si lascia per esercizio verificare che i due witness complex sono complessi simpliciali astratti
che hanno L come insieme di vertici. Piut in generale, anche se poco considerato in pratica,
per ogni intero positivo k ha senso considerare il complesso simpliciale

Wi(L,P)={sc Al |teD VtCs 0<|t|<k+1}.

Esercizi:

ESERCIZIO 4. Denotiamo con b(K) la suddivisione baricentrica del complesso simpliciale
astratto K. Provare che:
(1) b(A?) = A
(2) b(A™) & di tipo cono per ogni n > 0;
(3) se L & un sottocomplesso di K, allora b(L) & un sottocomplesso di b(K);
(4) se L, M sono sottocomplessi di K, allora b(LN M) = b(L)Nb(M) e b(LUM) =
b(L) Ub(M).

EsErcizio 5. Sia I C R™ un chiuso non vuoto. Provare che le regioni di Voronoi Vg,
s € I, ricoprono R", ossia R"™ = UgeVs.

WWoronoi era un matematico ucraino, mentre Delaunay russo ma di antenati francesi. Il primo si
pronuncia pitt 0 meno come si scrive, mentre il secondo “deloné”.

21gn0r0 se esiste una traduzione italiana riconosciuta. Inoltre anche in lingua inglese non tutte le
definizioni in letteratura coincidono.
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1.3. Realizzazioni geometriche

In questa sezione studieremo esistenza ed unicita topologica delle realizzazioni geometri-
che dei complessi simpliciali astratti finiti. Per maggiori dettagli e per il caso dei complessi
simpliciali infiniti rimandiamo a [19, Sezione 3.1].

PROPOSIZIONE 1.3.1. Sia (K, I) un complesso simpliciale astratto con I C R™ e tale che
(s) N (t) =0 per ogni s,t € K tali che sNt =10. Allora (s) N (t) = (sNt) per ogni s,t € K.

DIMOSTRAZIONE. L’inclusione (s) N (t) D (sNt) ¢ vera per ovvi motivi. Dimostriamo
per induzione su n = dim(s Nt) che vale 'inclusione opposta

(1.1) (s)y N {t) C (snNt).
Per n = —1, ossia se sNt = (), la (1.1) & vera per ipotesi. Supponiamo quindi n > 0,
s={sg,...,sptet={to,...,tq} cons; # s; et; #t; perognii # j; a meno di permutazioni

possiamo inoltre supporre so = to.
Sia dunque y € (s) N (). Si ha

p q
y=> aisi=Y bit;, 0<apb; <1, Y ai=)» b=1
=0 j=0

Supponiamo per fissare le idee che ag < by (altrimenti sara sufficiente scambiare s con t). Se
ap =1 allora y = s¢ € (sNt). Se invece ap < 1, ponendo r = {s1,...,,} si ha

z = ! (y—aoso)zz & s; € (ry.

].—ao z,:1].—00

D’altra parte, siccome ty = sg

bo—ao 1 bj
= —1 —t; € ().
z 1= ag 0+;1*CL0] (t)

Per l'ipotesi induttiva z € (r Nt) e quindi y = agso + (1 — ag)z € (sNt). O

DEFINIZIONE 1.3.2. Siano K = (K, I) un complesso simpliciale astratto finito e f: I —
R™ un’applicazione tale che (f(s))N{f(¢)) = 0 per ogni coppia di simplessi disgiunti s,t € K.
Definiamo la realizzazione geometrica di K tramite f come

IF(E) = | (f(s)) cR",

seK

dotato della topologia di sottospazio. Se f & il morfismo di inclusione di un sottoinsieme
I C R™ scriveremo semplicemente | K| in luogo di |f(K)| (vedi Esempio 1.2.12).

Nota: per coerenza con [19] abbiamo usato la notazione |K| per denotare la realizza-
zione geometrica, da non confondere con la cardinalita di K.

Osserviamo che ogni f: I — R™ come nella Definizione 1.3.2 & necessariamente iniettiva:
se u,v € I sono due vertici distinti, allora {u} N {v} = 0 e quindi f(u) # f(v). Ne segue che
(K, I) & isomorfo come complesso simpliciale astratto a (f(K), f(I)), dove f(K) = {f(s) |
s € K}.

Inoltre, segue dal Teorema 1.1.11 che per ogni simplesso {zo,...,z,} € K 1 vettori
f(zo),..., f(zp) sono affinemente indipendenti, quindi n > p da cui segue n > dim K,
mentre per la Proposizione 1.3.1 (f(s)) N (f(t)) = (f(s) N f(¢)) per ogni s,t € K.

TEOREMA 1.3.3. Ogni complesso simpliciale astratto finito possiede realizzazioni geome-
triche, tra loro tutte topologicamente equivalenti.

DIMOSTRAZIONE. Sia (K, I) un complesso simpliciale astratto finito e sia V lo spazio
vettoriale reale generato da I: ogni elemento di V' & una combinazione lineare del tipo > a;z;,
con a; € R e x; € I. Dato che gli elementi di I sono una base di V' per ogni s,t € K tali
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FicuraA 2. Una triangolazione del piano proiettivo reale.

che sNt =0 si ha (s) N (t) = 0 e questo ci consente di definire la realizzazione geometrica
canonica
|Klean = | J () C V.
seK
Sia adesso |f(K)| una realizzazione geometrica indotta da f: I — R™. Siccome I ¢ una base
di V, I'applicazione f si estende in modo unico ad un’applicazione lineare

VSR, awie Y aif(ni),

che per costruzione si restringe ad un’applicazione continua e surgettiva F': |K|can — | f(K)]-
Siccome |K|can © compatto (unione finita di compatti) e |f(K)| & compatto, basta di-
mostrare che F' & anche iniettiva. Ma questo segue facilmente dal Teorema 1.1.11 e dalla
Proposizione 1.3.1: i dettagli sono lasciati per esercizio. O

Non e difficile dimostrare che ogni complesso simpliciale astratto finito di dimensione k
possiede una realizzazione geometrica in R2**1. Per triangolazione di uno spazio topologico
X si intende una coppia (K, f) con K complesso simpliciale astratto e f: |[K| — X un
omeomorfismo.

Data una realizzazione geometrica di un complesso simpliciale astratto (K, I) indotta da
una inclusione I C R™ possiamo associare in maniera canonica una realizzazione geometrica
della suddivisione baricentrica (b(K), K) indotta dall’inclusione

1 p

—_— ;.
p+1i:0

f: K = R", f{zo,...,zp}) =

Per future applicazioni e utile avere una stima dall’alto del diametro dei simplessi della
realizzazione geometrica di b(K). Due simplessi a,b € K appartengono ad un simplesso di
b(K) se e solo se uno & contenuto nell’altro. Diciamo

a:{xo,...,xp}Cb:{xo,...,xq}, $i€ICRn, n<gq.
Vale allora la disuguaglianza

[[f(a) = £(b)

Infatti, possiamo scrivere

q
| < (]-I-_].Ogil%)éq |z — ;]| -

p q P q
T Ty €T — X
fla) — f(b) = — — J
@I =) T T T R G i D)
P q
=3 >
1 1
2 2 GDa+y
L’ultima sommatoria ha esattamente (p+ 1)q addendi e se M denota il massimo delle norme
|lz; — x| al variare di i =0,...,pe j =0,...,q, per la disuguaglianza triangolare si ha
(p+1)g q
[f(a) = f)II < M= M.

(p+D(g+1)  q+1
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1.4. Grafi semplici e complessi di cricche

Prima di iniziare conviene avvisare che (quasi) tutta la terminologia in teoria dei grafi
¢ soggetta a variazioni da testo a testo: per solidarietd con l'autore di [13] in queste note
chiameremo grafo semplice quello che in letteratura viene generalmente detto grafo. Va anche
detto che esistono nozioni piu generali (digrafi, multigrafi, grafi orientati, ipergrafi) la cui
trattazione va pero oltre gli obiettivi di queste note.

DEFINIZIONE 1.4.1. Un grafo semplice (per completezza: grafo semplice astratto ) &
un complesso simpliciale astratto di dimensione < 1.

Tradizionalmente un grafo semplice viene denotato con una coppia (V| E), dove V &
detto insieme dei vertici e F insieme dei lati; ogni lato congiunge due vertici distinti e per
ogni coppia di vertici distinti esiste al pit un lato che li congiunge. In questa notazione, un
complesso simpliciale (K, I) di dimensione < 1 corrisponde alla coppia (I, K — K(9), e cioe

0-simplessi = vertici, 1-simplessi = lati.

Sempre nella terminologia tradizionale, dato un grafo semplice I' = (V,E), se e € E ¢
un lato, i due vertici congiunti da e sono detti gli estremi di e.

Per semplicita notazionale, salvo avviso contrario da questo momento in poi useremo il
termine grafo per intendere un grafo semplice finito, ossia con un numero finito di vertici e
lati. Qualora si utilizzi la terminologia tradizionale identificheremo, spesso ed implicitamente,
ogni lato con la coppia non ordinata di suoi estremi.

Dato un grafo (semplice finito) I' = (V, E), il numero di lati che hanno un dato vertice
v come estremo viene detto grado di v e si denota dr(v).

PROPOSIZIONE 1.4.2. Se T = (V, E) ¢é un grafo finito, allora
> dr(v) =2|E].
veV

In particolare vi é un numero pari di vertici di grado dispari.

DIMOSTRAZIONE. L’insieme Z = {(v,e) € V x E | v € e} (stiamo pensando i lati come
sottoinsiemi di V' di cardinalita 2) ha cardinalita 2|E|, dato che ogni estremo compare in Z
esattamente due volte per ogni lato. Basta allora osservare per ogni v € V, il grado dr(v) &
la cardinalita dell’insieme {(v,e) € Z | e € E}. O

Nei prossimi esempi elenchiamo alcune tipologie di grafo che rivestono una certa impor-
tanza.

DEFINIZIONE 1.4.3. Sia I' = (V, E) un grafo e si assume che esista un vertice v che
appartiene ad un solo lato | = {v,w}. Allora la coppia IV = (V — {v}, E — {I} & ancora un
grafo che viene detto potatura di I'.

EsEMPIO 1.4.4. Un grafo finito si dice un albero se ¢ connesso e se € riconducibile per
successive potature ad un punto. Ad esempio il grafo

4

2

si puo ricondurre per potature al solo vertice 0 e pertanto € un albero.

EseMPIO 1.4.5. Un grafo T' = (V, E) di dice completo se ogni coppia di vertici distinti
¢ congiunta da un lato. Equivalentemente, I' & completo se ¢ lo 1-scheletro di AY. Per ogni
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n esiste un unico grafo completo con n vertici (a meno di isomorfismo) che si denota K,,.

[ J
K, K,

E chiaro che K, ha (Z) lati e che ogni vertice di K,, ha grado n — 1.

TEOREMA 1.4.6. Per ogni grafo finito connesso e non vuoto I' = (V, E) si hanno le
disuguaglianze
V2 -1V

5 .
Inoltre vale |V| —1 = |E| se e solo se T & un albero, e vale |E| = (|V|*> —|V|)/2 se e solo se
' é un grafo completo.

VI-1<[E| <

DIMOSTRAZIONE. Siccome (|V|? — |V|)/2 & esattamente il numero di sottoinsiemi di
cardinalita 2 di V, ¢ ovvio per definizione che |E| < (|[V|? — |V])/2 e vale 'uguaglianza se e
solo se il grafo € completo.

Dimostriamo la disuguaglianza |E| — |V| > —1 per induzione su |E|. Sia | € E e
consideriamo il grafo I'" = (V, E — {l}). Se I" & ancora connesso allora per I'ipotesi induttiva

|E|=|V|=1+|E-{l}|-|V]|>1-1.

Se I non & connesso, allora ¢ unione disgiunta di due grafi connessi (Vi, E1), (Va, Eq): se
v1, V9 sono gli estremi di [/, allora ogni vertice di V' & connesso ad uno dei vertici v; con con
un cammino di lati diversi da [. Basta definire i vertici di V; come quelli congiunti a v; con
un cammino di lati diversi da [. Ma allora

[E| = V] =1+ B[+ [Ea| = Vi = [V 21 =1 -1 =—1.

Per concludere dimostriamo che se |E| = |V| — 1 allora I' ¢ un albero. Per |V| =0,1,2
non c‘¢ nulla da dimostrare e quindi possiamo supporre per induzione che n = |V| > 3 e
che il risultato sia vero per ogni grafo con un numero di vertici minore ad n. Dalla formula
2|lV|-2=2|E| =), dr(v) si deduce che esiste almeno un vertice v di grado < 1, e siccome
n > 1 e I' & connesso, deve esistere un lato e che congiunge v ad un altro vertice u # v,
ossia e = {u,v}. Ma allora e & un simplesso massimale, ed & I'unico simplesso che contiene
propriamente il vertice v. Questo ci consente di fare la potatura del simplesso orientato
(u, ), ottenendo un nuovo grafo IV = (V', E’) con |V'| = |V| —1 e |E’| = |E| — 1. Dunque
|E'| = |V'| — 1 e per induzione possiamo ricondurre I'" ad un solo vertice mediante una serie
finita di potature. O

Un sottografo di un grafo non ¢ altro che un sottocomplesso simpliciale: equivalente-
mente, un sottografo di (V, E) & una coppia (W, D), con W C V, D C E e gli estremi di
ciascun lato e € D appartengono a W.

Un sottografo (W, D) C (V, E) si dice indotto se D = ENAW. In altri termini, un lato
e € E appartiene a D se e solo se gli estremi di e appartengono a W.

sottografo sottografo indotto

DEFINIZIONE 1.4.7. Un sottografo (W, D) C (V, E) si dice una cricca di (V, E) se (W, D)
€ un grafo finito, non vuoto e completo, ossia isomorfo a K,, per qualche n > 0. Chiaramente
ogni cricca ¢ determinata dai suoi vertici, ossia da un sottoinsieme non vuoto di V.
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DEFINIZIONE 1.4.8. Sia I' = (V, E)) un grafo. Il complesso delle cricche di I' ¢ il
complesso simpliciale astratto R
I' = {cricche di I'} .

Siccome ogni cricca (sottografo finito completo) & univocamente determinato dai suoi
vertici, ogni cricca ¢ univocamente determinata da un sottoinsieme finito di V' e possiamo
pensare I' ¢ AY. Equivalentemente si ha

T = {{vo, ..., v} € AV | Vv; # v; esiste un lato e € E di estremi v;,v;} .
ed ¢ evidente che da tale descrizione segue che (f, V') & un complesso simpliciale astratto.
Possiamo dare una definizione astratta di complesso di cricche nel modo seguente:

DEFINIZIONE 1.4.9. Diremo che un complesso simpliciale astratto (K, I) ¢ un complesso
di cricche se soddisfa la seguente condizione: dato s = {xg,...,zp} € AT allora s € K se
e solo se {z;,2;} € K per ogni 0 <i < j <p.

Segue dalla definizione che ogni complesso di cricche K & univocamente determinato dal
suo 1-scheletro K1), Possiamo riscrivere la Definizione 1.4.9 dicendo che (K, I) & di cricche
se per ogni complesso simpliciale astratto (E,I) con gli stessi vertici e tale che EW = g®
si ha £ C K; dunque i complessi di cricche sono elementi massimali nelle classi di complessi
simpliciali con 1-scheletro fissato.

Proponiamo alcuni esempi per chiarire meglio il concetto.

EsEMPIO 1.4.10. 11 grafo T' = (V, E) & completo se e solo se =AY,
EsemMpio 1.4.11. Il complesso simpliciale astratto

4
)

1

non ¢ un complesso di cricche. Questo perché si ha:
{2,3},{2,4},{3,4} € K ma {2,3,4} ¢ K .

Aggiungendo {2,3,4} a K otteniamo ancora un complesso simpliciale astratto

4

1

che, applicando la definizione, si verifica essere un complesso di cricche.
PROPOSIZIONE 1.4.12. La restrizione all’l-scheletro
K~ KW

induce una bigezione tra le classi di isomorfismo di complessi di cricche e le classi di
isomorfismo di grafi semplici.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo visto che un complesso di cricche ¢ univocamente determi-
nato dal suo 1-scheletro e questo prova che K — K1) & iniettiva sulle classi di isomorfismo.
Viceversa, dato un grafo semplice (F = EM 1 ) possiamo definire un complesso di cricche
(K, I) ponendo

K ={{xo,...,2p} € A" | {zx;,2,;} € F per ogni i,j}.
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Possiamo generalizzare la definizione di complesso di cricche nel modo seguente.

DEFINIZIONE 1.4.13. Diremo che un complesso simpliciale astratto (K, I') & n-determinato
se soddisfa la seguente condizione: dato s € Al allora s € K se e solo se t € K per ogni
tCscondimt=t|—1<n.

Chiaramente un complesso simpliciale astratto ¢ completo se e solo se ¢ 0-determinato,
ed @& di cricche se e solo se ¢ 1-determinato. Per il Teorema di Helly (Corollario 1.1.13), il
nervo di una famiglia di sottoinsiemi convessi di R™ ¢ n-determinato.

Esercizi:

ESERCIZIO 6. Sia K un sottocomplesso proprio di A™. Provare che se K ¢ un complesso
di cricche, allora K contiene al piu due simplessi di dimensione n — 1.






CAPITOLO 2

Elementi di algebra omologica

Obiettivo di questo capitolo e introdurre e studiare i complessi omologici di gruppi abe-
liani, assieme ad alcune proprieta collegate, a partire dalla caratteristica di Eulero-Poincaré.
Per semplicita notazionale, salvo avviso contrario tutti i gruppi sono considerati
abeliani e scritti in notazione additiva, con elemento neutro 0, inverso —x e multipli interi
nx =x+---+ x (n-volte) per n € Z.
Con Q" intenderemo lo spazio vettoriale numerico sul campo Q dei vettori colonna ad
n componenti e con Z" C Q" il sottogruppo dei vettori a coordinate intere. Quando cio
non creera problemi, per semplicita di scrittura in molte occasioni spianeremo le colonne,
scrivendo
a
(a1,...,a,) € Z" con lo stesso significato di (a1,...,a,)" = | : | € Z".
Qn

Useremo i simboli C e C con lo stesso significato di inclusione non necessariamente
propria.

2.1. Preliminari di teoria dei gruppi

Iniziamo con due semplicissimi risultati la cui evidenziatura e motivata dal fatto che
entrano, mutatis mutandis!, come assiomi in alcune teorie avanzate (non trattate in queste
note) e molto astratte come ad esempio 1’omotopia algebrica.

LEMMA 2.1.1 (Regola del 2 su 3). Siano A LB % ¢ due omomorfismi di gruppi. Se
due qualsiasi dei tre omomorfismi f,g,gf sono isomorfismi, allora lo € anche il terzo.

DiMOSTRAZIONE. Consideriamo il caso in cui f e g f sono isomorfismi, lasciando gli altri
due per esercizio. Dato che gf & surgettivo, anche g & surgettivo. Se g(b) = 0 con b € B,
allora possiamo scrivere b = f(a), dunque gf(a) = 0 e poiché gf ¢ iniettivo ne consegue che

a = 0 ed a maggior ragione b = f(0) = 0. O
LEMMA 2.1.2 (Regola del 2 su 6). Dato un diagramma commutativo
A——B
.
AN
C——D

di 4 gruppi e 6 omomorfismi, se f e g sono isomorfismi, allora sono isomorfismi pure i
rimanenti quattro omomorfismi.

DIMOSTRAZIONE. Per la regola del 2 su 3 & sufficiente dimostrare che la freccia diagonale
da B a C' & un isomorfismo. Diamo un nome anche ai rimanenti omomorfismi, trascurando
per esigenze grafiche la freccia da A a D:

A—>B
B
f / lg
2l
C——D
IMutatis mutandis = cambiando quel che c’e da cambiare.

17
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Si ha f = fa e g = yp. Siccome f & surgettivo, anche [ & surgettivo; siccome ¢ € iniettivo,
anche [ € iniettivo. Dunque ( & bigettivo e quindi un isomorfismo. O

Se A, B sono due sottogruppi di un gruppo abeliano G, allora anche AN B e
A+B={a+blac A, be B}

sono sottogruppi di G.
Se G, H sono due gruppi abeliani, allora anche la loro somma diretta

GoH={(z,y)|zx€G, ye H}

¢ un gruppo abeliano, con somma (x1,y1) + (x2,y2) = (X1 + x2,y1 + y2) ed elemento neutro
(0,0). Ad esempio Z? = Z @& Z. Si noti che esistono due inclusioni naturali G ¢ G ® H,
H C G @ H, dove ciascun « € G viene identificato con (z,0) e ciascun y € H viene
identificato con (0, y).

LeEmMMA 2.1.3. Siano f: G — H e s: H — G due omomorfismi di gruppt tali che
fs=1dp, ossia f(s(h)) = h per ogni h € H. Allora esiste un isomorfismo G = H @ ker(f).

DIiMOSTRAZIONE. Osserviamo che dalla relazione fs = Idy segue che f e surgettivo
ed s & iniettivo. Sia s(H) C G l'immagine dell’lomomorfismo s, allora s: H — s(H) ¢ un
isomorfismo e basta quindi dimostrare che G = s(H) @ ker(g), ossia che s(H) Nker(f) =0e
s(H) +ker(f) =G.

Se x € s(H) Nker(f), allora x = s(h) per qualche h € H e f(x) = 0. Ma allora
h = fs(h) = f(x) = 0 ed a maggior ragione z = 0. Dato € G si puo scrivere © =
$7(@)+(@—sf(x). Sihasf(z) € s(H) e f(z—sf(x)) = (2)—F5f(x) = [(x)~Tdg(f(z) = O,
e dunque z — sf(x) € ker(f).

Alternativamente, si verifica direttamente che I’omomorfismo di gruppi

a: Haoker(f) = G,  a(z,y) =s(z) +y,
¢ un isomomorfismo con inverso

B:G— Heker(f),  Bz)=(f(z),x—sf(z)).
]

L’insieme degli omomorfismi tra due gruppi abeliani € ancora un gruppo abeliano, dove
per f,g: G — H omomorfismi si definisce f +g: G — H, (f + g)z = f(z) + g(x).

Siano G un gruppo abeliano, H C G un sottogruppo e 7: G — G/H la proiezione al
quoziente.

1) Esiste una bigezione naturale tra i sottogruppi di G/H ed i sottogruppi di G che
contegono H. Secondo tale bigezione, ad un sottogruppo K C G/H si associa il sottogruppo
7N K)={r € G|n(x)c K}

mentre ad un sottogruppo H C M C G si associa il quoziente M/H C G/H.

2) Se f: G — P & un omomorfismo di gruppi, allora f si fattorizza al quoziente, ossia
esiste f: G/H — P tale che f = fr se e solo se H C ker(f). In tal caso, 'immagine di f &
uguale all'immagine di f ed il nucleo di f & uguale a ker(f)/H. In particolare: f & surgettiva
se e solo se f & surgettiva; f & iniettiva se e solo se ker(f) = H.

3) Sia adesso A C G un sottogruppo. Dati z € G e y € A si ha w(x) = 7(y) se e solo se
x —y € H, ossia se e solo se esiste h € H tale che x = y + h. Da cio segue che

T m(A)=A+H={y+h|yecA heH}

_A+H
T

e di conseguenza che m(A) . E chiaro che il nucleo della restrizione w: A — G/H &
AN H. In conclusione si ha:

(1) m: A — G/H iniettiva se e solo se AN H = 0;

(2) m: A — G/H surgettiva se e solo se A+ H = G.
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2.2. Gruppi abeliani finiti

In questa sottosezione riportiamo una dimostrazione del celebre fatto che ogni gruppo
abeliano finito G &€ somma diretta di gruppi ciclici finiti. Si tratta di un risultato classico
dimostrato in quesi tutti i testi di algebra. In queste note daremo una dimostrazione alter-
nativa, diversa da tutte quelle che I’autore & riuscito a trovare in letteratura, sebbene sia
molto probabile che la medesima appaia scritta da qualche parte.

Per ogni insieme finito X denotiamo con |X| la sua cardinalita: dunque, per ogni gruppo
finito G il suo ordine & uguale a |G]|.

Dato un gruppo abeliano finito G ed un suo elemento = € G, per il teorema di Lagrange
lordine di «x, ossia il pit piccolo intero positivo n > 0 tale che nz = 0, divide 'ordine di G.
Piu in generale per ogni sottogruppo H C G, 'ordine di H divide 'ordine di G.

Per ogni intero n > 0 denotiamo con Z/n il gruppo ciclico finito di ordine n e rappresen-
tiamo i suoi elementi con gli interi {0,1,...,n—1} nella maniera evidente, ossia interpretando
Z/n come il gruppo delle classi di resto della divisione per n. Ogni sottogruppo di Z/n &
univocamente determinato dal suo ordine: pit precisamente, se G C Z/n & un sottogruppo
di ordine m allora m|n (leggasi: m divide n), vale

e quindi G ~ Z/m. Infatti, se
G:{Oaa1;a25"'aam—1}a 0<a1<a2<"'<am—1<n7

allora ma; = 0 in Z/n e quindi n divide ma;. Si pud dunque scrivere a; = in/m per
qualche intero i > 0. Supponiamo 7 > 1, allora 'insieme degli interi « tali che 0 < aa; < n
ha cardinalita < m ed esiste b € G che non ¢ un multiplo di a;. Ma questo implica che
b = aaj + r per qualche r € G, 0 < r < a1, in contraddizione con la scelta di a;.

Notiamo che ogni omomorfismo tra gruppi ciclici finiti

f:Z/a—7/b, a,b>1,

¢ univocamente determinato dal valore f(1) € {0,...,b — 1}; il valore f(1) non pud essere
arbitrario ma deve soddisfare la relazione af(1) = f(a) =0 (mod b), ossia f & ben definito
se e solo se b divide il prodotto af(1).

In particolare se b = ac con ¢ € Z, allora 'omomorfismo f & ben definito se e solo se
f(1) & un multiplo di c.

LEMMA 2.2.1. Siano G un gruppo abeliano finito di ordine n e H C G un sottogruppo.
Allora ogni omomorfismo f: H — Z/n si estende ad un omomorfismo G — Z/n.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo il lemma per induzione su n — |H|. Se G = H non c¢’¢
nulla da dimostrare. Supponiamo quindi H # G e scegliamo un elemento « € G — H. Siano
m Pordine di z ¢ C = {0,2,2z,...,(m — 1)z} C G il sottogruppo (ciclico) generato da x.
Per il teorema di Lagrange m divide n. Se C N H & un gruppo di ordine p allora p divide m
e quindi C N H = {0, ¢z, 2qx, ..., (p — 1)qz}, dove ¢ = m/p.

Dal fatto che f: CNH ~Z/p — Z/n & ben definito segue che f(qz) = a} per qualche
a=0,...,p—1 ed e quindi ben definito I’omomorfismo

g: H+C — Z/n, g(h+ix)=f(h)+ia%.
Dato che |H 4 C| > |H| la conclusione segue dall’ipotesi induttiva. O

LEMMA 2.2.2. Siano G un gruppo abeliano finito e x € G un elemento di ordine massimo.
Allora esiste una decomposizione in somma diretta G = C®H, dove C ¢ il sottogruppo ciclico
generato da x e dove l'ordine di ogni elemento di H divide l’ordine di x.

DiMOSTRAZIONE. Denotiamo con n lordine di G, con m lordine di e con C' =
{0,2,2z,...,(m — 1)z} il sottogruppo generato da z. Per il Lemma 2.2.1 'omomorfismo
iniettivo

f:C—=17Z/n, f(ax)za%.
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si estende ad un omomorfismo f: G — Z/n, la cui immagine f(G) & un sottogruppo di Z/n,
e quindi esiste p > 0 che divide n e tale che

Siccome f(C) C f(G) si ha p < n/m; d’altra parte se y € G ¢ tale che g(y) = p, allora
Pordine di y & almeno n/p e quindi p = n/m per la scelta di . Dunque f(G) = f(C), ossia
f: C = f(G) & un isomorfismo. Quindi g = f|61 o f: G — C & un omomorfismo di gruppi
che estende l'identita su C.

Basta adesso applicare il Lemma 2.1.3 per dedurre che, denotando H = kerg si ha
G=CoH.

Per concludere dobbiamo provare che se y € H ha ordine r, allora r divide m. Sia s < m
lordine di = 4 y, allora 0 = sz + sy e siccome st € C, sy€¢ He CNH =0sihasr=0e
sy = 0. Da sz = 0 segue m|s e quindi m = s, mentre da sy = 0 segue che r divide s = m.

O

TEOREMA 2.2.3 (Decomposizione invariante dei gruppi abeliani finiti). Sia G un gruppo
abeliano finito. Allora esiste un’unica successione di interi ny ...,ng > 2 tali che:

(1) G=Z/n1 ® - DL/,
(2) n; divide n;_q1 per ognii=2,... k.

DIMOSTRAZIONE. Sia n; il massimo ordine di un elemento di G, per il lemma precedente
si puo scrivere G ~ Z/ny @ H con l'ordine di ciascun elemento di H che divide n;. Ripetendo
il ragionamento con H al posto di G e iterando quanto basta si dimostra ’esistenza della
decomposizione in somma diretta.

Dimostriamo per induzione su |G| che se

G~Z/n @ - @ ZL/ng, 1 < nglng_1]---|n1,

allora i numeri n; > 1 sono univocamente determinati.
Se G = 0 gli n; sono tutti uguali a 1 e non c’¢ nulla da dimostrare. Se G # 0 allora
nq > 1 € il massimo ordine di un elemento di G.
Sia p > 2 un fattore irriducibile di n; e consideriamo I’omomorfismo di moltiplicazione
per p:
f:G— G, f(x) = pz.
Dette f;: Z/n; — Z/n; le restrizioni di f si ha ker(f) = &, ker(f;) e

ker(f;) =0sep fn, ker(f;) = Z/p se p|n;.

Dunque | ker f| = p®, dove k > s > 0 & il numero di indici ¢ tali che p|n;. Ma allora n;, = pm;
per ogni i = 1,...s e 'immagine di f ¢ il sottogruppo

H=Z/m1® - ®Z/ms DL/ns41 D DZL/ny,

e per l'ipotesi induttiva i numeri my,...,ms,Nsy1,...,n, maggiori di 1 sono univocamente
determinati dalla classe di isomorfismo di H. O

2.3. Gruppi abeliani liberi

Sia G un gruppo abeliano. In analogia con il caso degli spazi vettoriali, diremo che un
sottoinsieme E C G forma una base di G se ogni = € G pud essere scritto in modo unico
come combinazione lineare finita a coefficienti interi di elementi di E. Piu dettagliatamente,
FE forma una base di G se:

(1) per ogni x € G esistono ey,...,e, € Eeay,...,a, €7Z tali che x = a;e;;
(2) se, per dati ey,...,e, € E elementi distinti e ay,...,a, € Z interi vale > a;e; = 0,
allora a; = 0 per ogni i.

A differenza degli spazi vettoriali non tutti i gruppi abeliani possiedono una base. Ad
esempio in un gruppo finito G di ordine n > 0, per ciascun elemento e € F vale ne = 0 e
quindi la precedente condizione (2) ¢ soddisfatta solo da F = ().
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DEFINIZIONE 2.3.1. Un gruppo abeliano che possiede una base viene detto gruppo
abeliano libero.

Ad esempio, per ogni n > 0 il gruppo Z" ¢ abeliano libero in quanto ogni suo elemento
si scrive in maniera unica come combinazione lineare a coefficienti interi della base canonica:
aq 1 0
=]
an 0 1

. . . 1o . . (1 0\ .
Ovviamente esistono altre basi di Z" oltre alla base canonica, ad esempio 1)) e
una base di Z2.
Sia f:Z™ — Z™ un omomorfismo e denotiamo come al solito con eq,..., e, la base
canonica di Z™. Allora
ay ai
fl:]= f(z aie;) = Zaif(ei) =Bl |,
a’?n : am

dove B € M,, (Z) ¢ la matrice che ha come vettori colonna le immagini f(e;).

LEMMA 2.3.2. Nelle notazioni precedenti f € un isomorfismo se e solo se n = m e
det(B) = £1. In particolare Z™ ¢ isomorfo a Z™ se e solo se n = m.

DIMOSTRAZIONE. Se n = m e det(B) = +1 allora B ¢ invertibile con inversa B~1 a
coefficienti interi. Infatti se det(B) = £1 allora

51 (aggiunta classica) _ (matrice dei cofattori)” € M, . (Z).
det(B) det(B) ’
Questo implica che f & invertibile con inverso definito dalla matrice B,

Viceversa se f ¢ invertibile, il suo inverso f~!: Z® — Z™ & a sua volta rappresentato da
una matrice C tale che BC = I e CB = I. Per ben noti fatti di algebra lineare questo implica
che B, C sono matrici quadrate e det(B) det(C) = det(I) = 1. Siccome le matrici B, C' hanno
coefficienti interi pure i loro determinanti sono interi e dunque det(B) = det(C) = £1. O

LEMMA 2.3.3. Sia f: G — Z™ un omomorfismo surgettivo di gruppi. Allora G = 7" &
ker(f).

DIMOSTRAZIONE. Siaeq,...,e, € Z" la base canonica e scegliamo degli elementi z1, ..., 2, €
G tali che f(x;) = e;.
Possiamo quindi definire un omomorfismo di gruppi

$: 2" — @G, S(Z ae;) = Zaﬂ?i,

che soddisfa la condizione fs = Idz~. La conclusione segue dal Lemma 2.1.3. O

TEOREMA 2.3.4. Sia H un sottogruppo di Z™. Allora H é isomorfo a Z™ per qualche
intero 0 < m < n. Inoltre, se m < n allora esiste un elemento x € Z" tale che Nx & H per
ogni intero N > 0.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo il teorema per induzione su n, con il caso n = 0 ovvio
ed il caso n = 1 ben noto (gli unici sottogruppi di Z sono 0 ~ Z° e (p) ~ 7Z).

Denotiamo con n: Z™ — Z la proiezione sull’ultima coordinata e con M = H Nker.
Siccome M C kerm ~ 7Z"! per l'ipotesi induttiva si ha H ~ Zhecon 0 < h<n-—1.

Se m(H) = 0, allora M = H =~ Z" mentre se 7(H) # 0 allora 7(H) ~ Z in quanto
sottogruppo di Z. Basta adesso applicare il Lemma 2.3.3 all’omomorfismo surgettivo 7: H —
7n(H) 2 Z per dedurre che H 2 M & n(H) = 7" @ 7Z = 7"

Abbiamo quindi dimostrato che H ~ Z™ con m < n. Se m < n, segue dalla dimostrazione
che sono possibili due casi: H Nkerm ~ Z" con h < n — 1 oppure 7(H) = 0.

Nel primo caso, siccome kerm = Z" 1, per Iipotesi induttiva esiste 2 € ker 7 tale che
Nz ¢ H per ogni N > 0. Nel secondo caso H C ker 7 e quindi Ne, ¢ H per ogni N > 0,
dove e, = (0,...,1) ¢ 'ultimo elemento della base canonica di Z™. O
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COROLLARIO 2.3.5. Sia H un sottogruppo di Z™ tale che il quoziente Z™/H sia un gruppo
finito. Allora H ~ 7.

DIMOSTRAZIONE. Sia p: Z"™ — Z™/H la proiezione al quoziente. Per ogni « € Z™ Dele-
mento p(z) ha ordine finito, ossia esiste N > 0 tale che Np(z) = 0. Ma questo equivale a
dire Nz € H e per il Teorema 2.3.4 deve essere H ~ Z". ([l

Nota: dimostreremo piu avanti che vale anche il viceversa del Corollario 2.3.5, ossia che
per un sottogruppo H C Z™ vale H ~ Z™ se e solo se Z™/H ¢ finito.

LEMMA 2.3.6. Siano G un gruppo abeliano ed E C G un suo sottoinsieme. Allora E
forma una base se e solo se per ogni gruppo abeliano H ed ogni applicazione (di insiemi)
F: E — H vi é un unico omomorfismo di gruppi f: G — H tale che F(e) = f(e) per ogni
ec L.

DIMOSTRAZIONE. Se E forma una base di G, allora ogni applicazione F': E — H a
valori in un gruppo abeliano H si estende ad un omomorfismo f: G — H tramite la formula

(2.1) flarer + -+ +ane,) =a1F(e1) + -+ anFlen), a; €72, e €E,

ed il fatto per E di essere una base implica che f & ben definito.
L’implicazione inversa, essendo meno rilevante ai fini di queste note, viene lasciata per
esercizio al lettore. O

In particolare, se G, G2 sono gruppi abeliani liberi con basi F1, s, allora ogni applica-
zione F': Fy — Fs si estende in maniera unica ad un omomorfismo di gruppi f: G; — Ga,
che quindi risulta determinato dalla formula di estensione lineare (2.1); & chiaro che F &
iniettiva (risp.: surgettiva) se e solo se f & iniettiva (risp.: surgettiva).

In particolare, se F1, Es hanno la stessa cardinalita allora i due gruppi Gi, G2 sono
isomorfiZ.

DEFINIZIONE 2.3.7. Dato un qualunque insieme F denotiamo con Z(¥) il gruppo abeliano

di tutte le combinazioni lineari formali finite a coefficienti interi di elementi di E.

Per le usuali regole distributive ogni elemento di Z(¥) si scrive in maniera unica in forma
ridotta, ossia come aje; + -+ anep, con a; € Z, e; € E, a; # 0 ed e; # e; per ogni ¢ # j
(unica a meno di permutazioni degli addendi a;e;, ovviamente):

ZF) = {0} U{ae |a € Z—{0}, e € E}U{are1 +ases | a; € Z—{0}, e, € E, e1 #ea}U--- .

Identificando ciascun e € E con le € Z(F) & chiaro per costruzione che E & una base di
Z(E) . Chiameremo Z(¥) il gruppo abeliano libero generato da E. Ad esempio, il gruppo
Z" si identifica naturalmente con il gruppo abeliano libero generato dalla base canonica di

Q™.

Esercizi:

ESERCIZIO 7 (retrazioni). Con il termine retrazione si intende un diagramma commu-
tativo di omomorfismi di gruppi

Ida

N

A——sU——>A
f 4 lf
B——V——-B

Idp

ed in tal caso diremo che f & un retratto di g.

(1) Dimostrare che la relazione di retrazione gode della proprieta transitiva, ossia che
se f ¢ un retratto di g e se g ¢ un retratto di A, allora f ¢ un retratto di h.

2E vero anche il viceversa [13, Esercizio 14.8], ma la dimostrazione non ¢ affatto banale in quanto non
& detto che un ipotetico isomorfismo G1 — G2 sia indotto da un’applicazione E; — FEa.
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(2) Sia f un retratto di g, dimostrare che se g ¢ iniettiva (risp.: surgettiva), allora anche
f & iniettiva (risp.: surgettiva).
(3) Sia e: G — G un’omomorfismo di gruppi tale che e? = e e si denoti

H={xeG|e(z) =1z}

Dimostrare che:

(a) H & un sottogruppo di G che coincide con 'immagine di e;

(b) siano i: H — G il morfismo di inclusione e p: G — H 'unico omomorfismo
tale che ip = e. Allora i e p sono entrambe dei retratti di e.

EsErcizio 8. Siano A, B,C tre sottogruppi di un gruppo abeliano G, si assuma C C
AN B in modo tale che la composizione dell’inclusione A C G con la proiezione al quoziente

A
G — G/B si fattorizza ad un omomorfismo di gruppi quoziente f: — — 5 Provare che f

& surgettivo se e solo se A+ B = (G e che f ¢ iniettivo se e solo se C' = AN B.

EsErcIZ10 9. Provare il gruppo Q non ¢ abeliano libero. Piu in generate provare che se
G & un gruppo abeliano libero allora I'unico omomorfismo Q — G ¢ quello banale.

EsErcizio 10. Provare che un gruppo finito 7" non & abeliano libero. Pilu in generate
provare che se G & un gruppo abeliano libero allora 'unico omomorfismo 7' — G & quello
banale.

ESERCIZIO 11. Siano n un intero, p un numero primo e f: Z"™ — Z/(p) un omomorfismo
surgettivo. Provare che esistono due isomorfismi di gruppi a: Z™ — Z" e 8: Z/(p) — Z/(p)
tali che

Bfalal,...,a,) =a; (mod p),
e dedurre che ker(f) = Z". (Suggerimento: dimostrare preliminarmente che esistono due
isomorfismi di gruppi v: Z2" — Z" e : Z/(p) — Z/(p) tali che Bf~(1,0,...,0) = 1
(mod p).)

2.4. Successioni esatte

Il periodo 1940-1955 & stato caratterizzato da un forte sviluppo della topologia alge-
brica: molte idee maturate in quel periodo hanno influenzato enormemente tutta quanta la
matematica degli anni a seguire. Basta citare ad esempio i concetti di Categoria e Funtore e
l'utilizzo grafico delle frecce fino ad allora sconosciuto (sembra che il primo ad utilizzare una
freccia per indicare un morfismo sia stato Hurewicz nel 1940). Tra le nuove nozioni troviamo
anche quelle di complesso, successione esatta, nonché una tecnica di dimostrazione nota come
caccia al diagramma.

La caccia al diagramma, dove il termine caccia non € inteso in senso venatorio ma allo
stesso modo di caccia al tesoro, & un utile metodo di dimostrazione usato specialmente in
algebra omologica. Dato un diagramma commutativo, la caccia al diagramma sfrutta in
maniera formale alcune proprieta del diagramma stesso come l'iniettivia o la surgettivita di
alcune applicazioni o come 'esattezza di alcune successioni.

Sappiamo gia cosa sono le applicazioni iniettive e surgettive; introduciamo adesso il
concetto di successione esatta: fra i tanti possibili diagrammi di gruppi abeliani ed omomor-
fismi, particolarmente importanti sono quelli a forma di stringa, ossia i diagrammi con le
applicazioni disposte in serie:

(2.2) N T LN & ML Ny RN

DEFINIZIONE 2.4.1. Un diagramma di omomorfismi di gruppi abeliani disposti in serie
come in (2.2) si dice un complesso se f,,—1f, = 0 per ogni n, ossia se la composizione di
omomorfismi contigui & sempre nulla.

Equivalentemente il diagramma (2.2) & un complesso se per ogni n 'immagine di f, &
contenuta nel nucleo di f,,_1. Un complesso si dice finito o limitato se contiene solo un numero
finito di spazi vettoriali ed applicazioni lineari; tuttavia ¢ utile, in vista di future applicazioni,
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considerare anche complessi infiniti o illimitati, nei quali gli indici n che compaiono nel
diagramma sono tutti gli interi contenuti in un intervallo della retta reale.

Naturalmente la scelta degli indici a pedice in (2.2) & puramente decorativa e possiamo
anche denotare complessi in altre forme, come ad esempio:

=Gy =Gy = G, = Gy — -

0— GAdamo — GCaino — Gnonno — Gbabbo — Gme — 0.

Tuttavia, i due stili maggiormente usati in algebra sono quello omologico, con i numeri
interi a pedice in ordine decrescente come in (2.2), e lo stile coomologico, con i numeri interi
in apice ed in ordine crescente:

S GQr fn Gn+1 Snt1 Gn+2_)

DEFINIZIONE 2.4.2. Un diagramma di omomorfismi di gruppi abeliani disposti in serie
come in (2.2) si dice una successione esatta se per ogni n il nucleo di f,—; ¢ uguale
alllimmagine di f,,.

In particolare ogni successione esatta € anche un complesso, mentre il viceversa e gene-
ralmente falso: ad esempio, il diagramma

0—-G—0

€ un complesso qualunque sia il gruppo GG, mentre € una successione esatta se e solo se G = 0.
EseEmMPIO 2.4.3. Sia f: H — G un omomorfismo di gruppi. Allora:

(1) f iniettivo se e solo se 0 — H ENYe! esatta;
(2) f surgettivo se e solo se H La-o esatta;

(3) f isomorfismo se e solo se 0 - H L, G = 0 esatta.

ESEMPIO 2.4.4. Supponiamo che

Gs e B a s Gy
sia una successione esatta. Allora le seguenti condizioni sono equivalenti:

(1) f3 & surgettiva;

(2) f2=0;
(3) f1 ¢ iniettiva.

Infatti, per 'esattezza in G il nucleo di f; & uguale all'immagine di fs; in particolare
f2 @ nulla se e solo se ker f; = 0, ossia se e solo se f1 € iniettiva. Similmente, per I'esattezza
in G5 il nucleo di f; & uguale all'immagine di f3 ed in particolare fo = 0 se e solo se f3 &
surgettiva.

EsSEMPIO 2.4.5. Supponiamo che

Go Gl G2 G3 G4
sia una successione esatta. Allora le seguenti condizioni sono equivalenti:
(1) fo & surgettiva e f3 & iniettiva,;
(2) fi=f2=0;
(3) Gy =0.
I ragionamenti da fare sono analoghi a quelli dell’esempio precedente e lasciati per esercizio
al lettore.

DEFINIZIONE 2.4.6. Una successione esatta corta ¢ una successione esatta del tipo
(2.3) 05U v-Sw-o.

Dunque, la (2.3) & una successione esatta corta se e solo se f ¢ iniettiva, g & surgettiva
ekerg = f(U).

In particolare, se (2.3) & una successione esatta si ha W = g(V) e f: U — kerg & un
isomorfismo.
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LEMMA 2.4.7. Sia 0 — A ENY;IEN C' — 0 una successione esatta corta di gruppi abeliani
finiti. Allora Uordine di B é uguale al prodotto degli ordini di A e C.

DiMOSTRAZIONE. Per i ben noti teoremi di omomorfismo, il morfismo ¢ induce un
isomorfismo di gruppi B/f(A) ~ C e quindi |C| = |B/f(A4)| = |B|/|f(A)| = |B|/|A|. O

EsEmMPIO 2.4.8. Consideriamo una successione esatta
S VLA V- NS VAL TS /AN

indichiamo con U = ker f3 = f2(V2) e con i: U — V3 il morfismo di inclusione. Allora la
precedente successione si spezza in due successioni esatte corte

o= v, v 0 0sU Sy oo

TEOREMA 2.4.9 (Lemma dei 5). Sia dato il sequente diagramma commutativo di gruppi
abeliani:
dq do

ds dy

Ey Ey Es E, Es

NN
Hy s w2 gy e gy M g

con entrambe le righe esatte.

(1) se ay ¢ surgettiva e as, aq sono iniettive, allora § ¢ iniettiva;
(2) se ay ¢ iniettiva e ao, ay sono surgettive, allora B & surgettiva;
(3) se a1, as, au, a5 sono bigettive, allora B ¢é bigettiva.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo solo il primo punto; la dimostrazione del secondo ¢ del
tutto simile ed e lasciata per esercizio. Il terzo punto segue banalmente dai primi due.

Sia x € Fj5 tale che g(z) = 0, allora ayds(z) = h3fB(x) = 0 ed essendo per ipotesi oy
iniettiva si ha d3z(z) = 0. La prima riga & esatta e quindi esiste y € F5 tale che z = da(y);
siccome haaa(y) = Bda(y) = B(x) = 0 e la riga inferiore ¢ esatta, esiste z € Hj tale che
hi(z) = as(y). Adesso usiamo la surgettivita di ay per trovare w € Ej tale che o (w) = z,
quindi asd; (w) = hiaq(w) = h1(2z) = az(y). Per liniettivita di as si ha y = di(w) e quindi
x =dy(y) = dady(w) = 0. O

Data una successione esatta corta 0 - A — B — C' — 0 di gruppi abeliani, in generale
i due gruppi B e A @ C non sono isomorfi, come ad esempio nella successione esatta

0-2-57-%57/2-0.

Abbiamo pero la seguente immediata conseguenza del Lemma 2.3.3.

COROLLARIO 2.4.10. Sia 0 — K L5 G % Z" — 0 una successione esatta corta di gruppt
abeliani. Allora esiste un isomorfismo G = K ® Z™.

Esercizi:

ESERCIZIO 12. Si consideri il diagramma commutativo di gruppi abeliani

0

i

N1‘>M1‘>P1

.

0‘>N2‘>M2‘>P2

Lo

N3%M3

:

0
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in cui tutte le righe e tutte le colonne sono successioni esatte. Provare che ’applicazione f &
iniettiva.

EsERcIZIO 13. Si consideri un diagramma commutativo di spazi vettoriali di dimensione
finita e applicazioni lineari

0 A-l.p ¢ 0
f g
0 A B o 0

con le righe successioni esatte corte. Dimostrare che il polinomio caratteristico di 5 e il
prodotto dei polinomi caratteristici di « e 7.

2.5. Gruppi abeliani finitamente generati

DEFINIZIONE 2.5.1. Sia G gruppo abeliano. Un elemento = € G € detto di torsione se
esiste un intero n > 0 tale che nx = 0.

11 sottoinsieme degli elementi di torsione di G verra indicato con T'(G). Il gruppo G si
dice senza torsione se T'(G) = 0. Il gruppo G si dice di torsione se T(G) = G.

Ad esempio, ogni gruppo finito ¢ di torsione mentre i gruppi Z", Q,R,C sono senza
torsione.

La torsione commuta con le somme dirette e con la restrizione a sottogruppi, ossia
T(Ge H)=T(G)® T(H), mentre se H C G & un sottogruppo si ha T(H) =T(G) N H.

LEMMA 2.5.2. Sia G un gruppo abeliano. Allora T(G) ¢é un sottogruppo di G ed il
quoziente G/T(G) é senza torsione.

DIMOSTRAZIONE. Chiaramente 0 € T(G); se x,y € T(G) esistono due interi n,m > 0
tali che nx = my = 0 e quindi nm(x + y) = 0.

Dire che il quoziente G/T(G) € senza torsione equivale a dire che se z € G, n > 0 e
nx € T(G), allora z € T(G). Ma se m(nz) = 0 per qualche m > 0 allora (nm)z = 0 e
dunque z € T(G). O

Ogni omomorfismo di gruppi f: G — H si restringe ad un omomorfismo f: T(G) —
T(H) tra i rispettivi sottogruppi di torsione. Infatti se x € T(G) e nx = 0 per qualche
intero n > 0, allora nf(x) = f(nz) = 0 e quindi anche f(x) ¢ di torsione. In particolare se
G =T(G) e T(H) = 0 I'unico omomorfismo f: G — H & quello nullo: in altri termini, non
esistono omomorfismi non banali da un gruppo di torsione ad un gruppo senza torsione.

Inoltre, siccome f: T(G) — T(H), passando ai quozienti il morfismo f si fattorizza ad
un omomorfismo di gruppi f: G/T(G) — H/T(H).

OSSERVAZIONE 2.5.3. Se 0 - G — H — F — 0 ¢ una successione esatta corta di
gruppi abeliani, la restrizione ai sottogruppi di torsione induce una successione 0 — T'(G) —
T(H) — T(F) — 0 che perd non & esatta in generale. Similmente il passaggio al quoziente
induce una successione 0 — G/T(G) — H/T(H) — F/T(F) — 0, pure questa non esatta
in generale. In entrambi i casi basta considerare come controesempio la “solita” successione
esatta

0572257 7/2—0.

Se S & un qualunque sottoinsieme di un gruppo abeliano G denoteremo con (S) C G il
sottogruppo generato da S. Equivalentemente (S) & 'insieme di tutte le espressioni del tipo

n1s1 + -+ + nksk, k>0, n,€7Z, s;€S8.
Per definizione, un elemento = € G non ¢ di torsione se e solo se 'omomorfismo di gruppi
7 — G, n — N

¢ iniettivo, e dato che I'immagine di tale omomorfismo ¢ (x) si ha la seguente casistica:

(1) z ¢ di torsione e (x) & un gruppo finito ciclico;
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(2) « non & di torsione e (x) ~ Z & il gruppo ciclico infinito.

DEFINIZIONE 2.5.4. Diremo che un gruppo abeliano G ¢ finitamente generato se &
generato da un numero finito di elementi, ossia

G={(r1,...,2n) = {Zaixi | a; EZ}.
i=1

Ad esempio, ogni gruppo finito ¢ finitamente generato (basta prendere come generatori
tutti gli elementi). Il gruppo Z™ & senza torsione, & generato dalla “base canonica”

er=(1,0,...,0), ex=(0,1,...,0), ... ,e,=1(0,0,...,1),

ed & quindi finitamente generato. Se G ¢ un gruppo finitamente generato e f: G — H ¢
un omomorfismo surgettivo di gruppi, allora anche H e finitamente generato: se z1,...,x,
generano G allora f(x1),..., f(x,) generano H. In particolare ogni quoziente di un gruppo
finitamente generato e finitamente generato.

LeEmMMA 2.5.5. Un gruppo abeliano é finito se e solo se é finitamente generato e di
torsione.

DiMOSTRAZIONE. Una implicazione e chiara, ogni gruppo finito & finitamente generato
ed e di torsione. Viceversa, se un gruppo abeliano di torsione G & generato da x1,...,%,
allora per ogni indice 7 esiste un intero r; > 0 tale che r;z; = 0. Presa una qualunque
combinazione lineare a coefficienti interi y = ayx1 + - - - + anx,, sostituendo eventualmente
ad ogni q; il resto della divisione per r; non e restrittivo supporre 0 < a; < r;. Ne segue che
G possiede al piu riry - - - r, elementi distinti. O

TEOREMA 2.5.6. Ogni gruppo abeliano G finitamente generato senza torsione (ossia con
T(G) =0) ¢éisomorfo a Z™ per qualche n.

DIMOSTRAZIONE. Sia GG gruppo abeliano senza torsione e generato da una successione
finita di elementi z1, ...,z € G. Questo significa che 'omomorfismo di gruppi

m

7™ — G, (al,...,am)HZaiaji,
i=1

& surgettivo.
A meno di permutazioni nella successione x1, ..., %, possiamo supporre che esista un
intero 0 < n < m tale che:

(1) Pomomorfismo di gruppi
f:Z" — G, f(al,...7an):Zaixi,
i=1

e iniettivo.
(2) per ogni n < j < m "omomorfismo di gruppi

ijZn+1—)G7 f(al,...,an,b):Zaixi—i—bxj,
i=1

non ¢ iniettivo.

Denotiamo con M = f(Z™) C G l'immagine di f: & chiaro che f ¢ un isomorfismo
sull'immagine e quindi M ~ Z™.

Per ogni j = n + 1,...,m scegliamo un elemento non nullo e; del nucleo di f;: se
ej = (aj1,...,a;n,b;) possiamo supporre b; > 0 (altrimenti si sostituisce e; con —e;).

Dall’iniettivita di f segue b; > 0 e dal fatto che f;(e;) = 0 segue bjxz; € M. Siccome
x; € M per ogni ¢ = 1,...,n, se b denota il prodotto dei b; allora si ha bx; € M per ogni
t=1,...,m.

Per ipotesi il gruppo G ¢ senza torsione, quindi ’'omomorfismo b: G — G di moltiplica-
zione per b & iniettivo e quindi un isomorfismo sull’immagine b(G); ma b(G) & il sottogruppo
generato da bxy,...bx,, e quindi b(G) C M ~ Z". Basta allora applicare il Teorema 2.3.4
per dedurre che b(G) & isomorfo a Z" per qualche intero h < n < m. |
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Dato un qualunque gruppo abeliano G abbiamo una successione esatta
; G
0-T(G)5GL —— =0
con ¢ morfismo di inclusione e p proiezione al quoziente.
Siccome p & surgettivo, se G ¢ finitamente generato allora anche G/T(G) ¢ finitamemte
generato. Per il Lemma 2.5.2 il gruppo G/T(G) & senza torsione, per il Teorema 2.5.6 si ha
G/T(G) =2 Z™ con l'intero n univocamente determinato per il Lemma 2.3.2.

DEFINIZIONE 2.5.7. Sia G un gruppo abeliano finitamente generato. Se G/T(G) = Z"
il numero n viene detto rango di G e si scrive n = rank(QG).

EsEMPIO 2.5.8. Sia H un gruppo finito e G = H @ Z". Allora G ¢ finitamente generato

e rank(G) = n. Infatti G & generato dagli elementi di H e dalla base canonica di Z™. Inoltre
H=T(G) e quindi G/T(G) = G/H =7Z".

TEOREMA 2.5.9. Sia G un gruppo abeliano finitamente generato. Allora T(G) é un
sottogruppo finito ed esiste un isomorfismo (non canonico) G =2 T(G)BZ"™ con n = rank(G).

DIMOSTRAZIONE. Per definizione di rango si ha G/T(G) = Z" e quindi si ha una
successione esatta
0-T(G) —-G—=7Z"—0
e basta applicare il Corollario 2.4.10 per avere un isomorfismo G = T(G) & Z".
La proiezione sul primo addendo diretto G — T'(G) & surgettiva, quindi anche T(G) &
finitamente generato ed & quindi un gruppo finito per il Lemma 2.5.5. (]

COROLLARIO 2.5.10. Sia H un sottogruppo di un gruppo G finitamente generato & ancora
finitamente generato e rank(H) < rank(G).

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo visto che esiste una successione esatta
0-T(G) =G5 7Z" -0, n=rank(G).
Restringendo p al sottogruppo H otteniamo una successione esatta
0—-T(G)NH—HZ p(H) -0,

e siccome p(H) C Z™ si ha p(H) = Z™ con m < n. Ma allora H = (T(G) N H) & Z™ per il
Corollario 2.4.10. Per concludere basta osservare che T(G) N H & un sottogruppo del gruppo
finito T'(G) e quindi H & finitamente generato di rango m. a

Esercizi:

ESERCIZIO 14. Sia G gruppo abeliano. Un elemento x € G si dice divisibile se per ogni
intero n > 0 esiste y € G tale che ny = .

Dimostrare che in un gruppo abeliano finitamente generato non esistono elementi divi-
sibili diversi da 0.

ESsERCIZIO 15. Sia S un insieme di generatori di un gruppo abeliano G. Dimostrare che
G & un gruppo di torsione se e solo se S C T(G).

2.6. Additivita del rango

Iniziamo con il richiamare la nozione di conucleo di un omomorfismo. Dato un omomor-
fismo di gruppi abeliani f: G — H, 'immagine f(G) & un sottogruppo (normale in quanto
H abeliano) di H e si definisce il conucleo di f come il gruppo quoziente

H
HG)
Se denotiamo con 7w: H — coker(f) la proiezione al quoziente, per definizione si ha una
successione esatta

coker(f) =

¢ Limg=, coker(f) — 0.
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. f P N . . .. .
Viceversa, se G — H — K — (0 e una successione esatta, per i classici teoremi di
omomorfismo dei gruppi, essendo p surgettivo, si ha un isomorfismo di gruppi

H H
K= = —— = coker(f).
kerp  f(G) (f)
Sempre dai classici teoremi di teoria dei gruppi segue la seguente proprieta universale
del conucleo:

Sia G S H un omomorfismo di gruppi con proiezione sul conucleo H — coker(f). Per
ogni omomorfismo di gruppi q: H — K tale che qf = 0 esiste, ed é unico, un omomorfismo
di gruppi q: coker(f) — K tale che ¢ = gn.

Infatti, dire che qf = 0 equivale a dire f(G) C kergq e questa & condizione necessaria
e sufficiente affinché ¢ si fattorizzi al quoziente H/f(G). L’unicita segue dal fatto che 7 &
surgettivo.

Consideriamo adesso un quadrato commutativo di gruppi abeliani, ossia un diagramma
commutativo del tipo

B

.

A B
ol
C—6>D

Se z € ker «, allora y3(z) = da(z) = 0 e quindi S(x) € ker+. Dunque il quadrato commuta-
tivo definisce per restrizione un omomorfismo 3: ker(a) — ker(7y). Si noti che se §: A — B
¢ iniettivo, allora anche §: ker(a) — ker(y) € iniettivo.

Si consideri adesso la proiezione sul conucleo m: D — coker(y). Allora méa = 7y8 = 0
poiché my = 0 e per la proprieta universale del conucleo, ’'omomorfismo 74 si fattorizza ad
un omomorfismo tra i conuclei §: coker(a) — coker(7):

ker(a) LA ker(7)

ker(p) A B coker(8)

ker(d) C D coker(9)

5
coker(a) —— coker(7)
Consideriamo adesso due quadrati commutativi con un lato in comune

B

A—>B-—2-F

la l” l
s Z
C——D——F
Le precedenti osservazioni ci forniscono gli omomorfismi

ker(«) LN ker(y) < ker(7), coker(a) 3, coker(7) LN coker(7).

LEMMA 2.6.1 (Lemma del serpente, prima versione). Sia dato un diagramma commauta-
tivo di gruppi abeliani

N1L>Mli>P1—>0

[ER
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con entrambe le righe successioni esatte. Allora esiste un morfismo (di bordo) §: ker(vy) —
coker(a) tale che la successione

ker(a)) ——— ker () ker(7)

coker(a) —— coker(5) —— coker(7)
¢ esatta.

DIMOSTRAZIONE. (vedianche https://www.youtube.com/watch?v=etbcKWEKnvg.) Sia
p € ker(y), ossia un elemento p € P; tale che y(p) = 0, e sia m € M; tale che g(m) = p;
siccome il diagramma ¢ commutativo, k3(m) = 0 in P, e quindi f(m) = h(x) per un unico
2 € Nj. Definiamo 6(p) come la classe di x nel conucleo di a.

Siccome I’elemento m non & unico, dobbiamo verificare che §(p) non dipende dalla scelta
di m: siamy € My un altro elemento tale che g(m1) = pesiaxzy € Ny tale che h(x1) = S(mq):
bisogna dimostrare che le immagini di z, x; in coker(«) coincidono, ossia che x1 —z € a(Ny).
Poiché m; —m € ker(g) esiste z € Ny tale che f(z) = mj; — m. Siccome ha(z) = Bf(z) =
B(my) — B(m) = h(z1 — x). Dato che h ¢ iniettiva deve essere x; — x = a(z) € a(Ny).

Lasciamo per esercizio al lettore la verifica che la successione dei nuclei e conuclei &
esatta. (]

COROLLARIO 2.6.2 (Lemma del serpente, seconda versione). Sia dato un diagramma
commutativo di gruppi abeliani

0—>N1L>M1L>P1—>O
[« ]
0 — N, % M * P — 0

con entrambe le righe successioni esatte. Allora esiste un morfismo (di bordo) §: ker(vy) —
coker(«) tale che la successione

0 — ker(a) —— ker(33) ker ()

coker(a) — coker(ff) — coker(y) —=0
é esatta.

DIMOSTRAZIONE. Immediata conseguenza del Lemma 2.6.1 e del fatto che Uiniettivita
di f implica l'iniettivita di ker(a) — ker(8) e la surgettivita di k& implica la surgettivita di
coker(f) — coker(7). O

EseMPIO 2.6.3 (I mulini a vento). Ad ogni omomorfismo di gruppi f: A — B possiamo
associare in maniera canonica una successione esatta corta

oA AeB B0, fila) = (a fa), folab) =b— f(a),

. . . .. . f g . N . .
mentre ad ogni coppia di omomorfismi in serie A — B = C' si puo associare un diagramma
commutativo con le righe esatte

f1

0 A A®B B 0
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E importante osservare che ¢ ¢ diversa dall’applicazione “canonica” (a,b) — (f(a), g(b))
che farebbe commutare il diagramma qualora la freccia verticale a destra fosse g invece
di —g. Siccome g e —g hanno gli stessi nucleo e conucleo ed ¢ immediato osservare che
I'inclusione A C A @ B e la proiezione B @ C — C inducono isomorfismi ker(y) = ker(gf),
coker(p) = coker(gf). Applicando il lemma del serpente si ottiene quindi la successione
esatta lunga della Figura 1.

‘Zx [
"4 \ .

coker coker (g f
$

Ficura 1. Il mulino vento, con la ruota esterna successione esatta.

LEMMA 2.6.4. Sia
0—zr Lizm Lzr 0
una successione esatta corta di gruppi abeliani. Allora n+p =m.
DiMoSTRAZIONE. Per il Corollario 2.4.10 esiste un isomorfismo
Z™ = ker(g) ®ZP 22" G IP = "
e quindi m =n + p. O

Siamo adesso in grado di applicare il lemma del serpente a due importanti risultati di
teoria dei gruppi.

DEFINIZIONE 2.6.5. Un gruppo G si dice Hopfiano se ogni omomorfismo surgettivo
G — G & un isomorfismo.

Non tutti i gruppi sono Hopfiani: ad esempio I’omomorfismo

oo oo
HZ—)HZ, (ahag,ag,...)|—>(a2,a3,...),
i=1 i=1

& surgettivo ma non iniettivo.
TEOREMA 2.6.6. Ogni gruppo abeliano finitamente generato ¢ Hopfiano.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo prima che i gruppi Z" sono Hopfiani. Se g: Z™ — Z™ &
surgettivo, allora il suo nucleo ¢ finitamente generato e senza torsione, quindi isomorfo a Z™
per qualche m. Per il Lemma 2.6.4 si ha n = n + m e quindi ker(g) = Z°, ossia g ¢ anche
iniettivo.

I gruppi finiti sono Hopfiani per ovvii motivi di cardinalita.

Passiamo adesso al caso generale. Sia G un gruppo abeliano finitamente generato e sia
g: G — G un omomorfismo surgettivo. Se z € T(G) & di torsione allora anche g(z) & di
torsione e quindi g si restringe ad un omomorfismo gr: T(G) — T(G) e si fattorizza ad un
omomorfismo surgettivo g: G/T(G) = G/T(G).
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Si ha quindi un diagramma commutativo con le righe esatte

0 T(G) c[ G/T(G) —=0
0 T(G) G G/T(G) —=0

11 gruppo G/T(G) & Hopfiano in quanto senza torsione, quindi ker(g) = 0 e per il lemma
del serpente anche gr & surgettivo. Quindi gy € anche iniettivo e sempre per il lemma del
serpente ker(g) = 0. O

OSSERVAZIONE 2.6.7. La definizione di gruppo Hopfiano si applica anche ai gruppi
non abeliani. In tal caso & pero falso che ogni gruppo non abeliano finitamente generato
¢ Hopfiano.

TEOREMA 2.6.8 (Additivita del rango). Sia

0—>G11>G21>G3—>0
una successione esatta corta di gruppi abeliani finitamente generati. Allora
rank(G1) + rank(G3) = rank(Ga).

DIMOSTRAZIONE. Proponiamo due distinte dimostrazioni.
Prima dimostrazione. Abbiamo gia dimostrato il teorema in due casi particolari, piu
precisamente:

(1) se G1,G5 e G5 sono senza torsione (Lemma 2.6.4);

(2) se G1, G2 sono senza torsione e Gz ¢ un gruppo finito (Corollario 2.3.5).
Passiamo adesso al caso generale, dove per semplicita notazionale indichiamo T; = T(G;).
Abbiamo un diagramma commutativo con le righe esatte

0 Ty G G/ Ty 0
-
0 T3 G3 Gg/T3 0

Per definizione di rango si ha rank(G;) = rank(G;/T;) e se denotiamo con H il nucleo di g
si ha

rank(H) = rank(G2/Tz) — rank(G3/T3) = rank(Gs) — rank(G3) ,
e rimane da dimostrare che G ha lo stesso rango di H. Identificando G con la sua immagine
f(G1) si ha Gy = ker(g), Th = G1 N1y = ker(g) NTs = ker(gr) e per il lemma del serpente
abbiamo una successione esatta

0—-T, — Gy = H — coker(gr) = 0

che si spezza in due successioni esatte corte

OHTlﬁGlﬁ%HO, O%%%H%coker(gﬂao.
1 1

. Gy . o
Siccome T H sono senza torsione e coker(gr) & finito si ha
1

rank(Gy) = rank(Gy/Ty) = rank(H) .
Si noti che in generale coker(gr) # 0 che equivale a dire G1 /Ty # H che equivale a dire che
Gi Gy Gj
EN £ AN
T T

non ¢ esatta.
Seconda dimostrazione. La seconda dimostrazione che proponiamo si basa sul seguente
lemma.
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LEMMA 2.6.9. Sia G un gruppo abeliano finitamente generato di rango r e sia n =
|T(G)| Vordine del sottogruppo di torsione. Allora per ogni primo p > n l'omomorfismo di
“moltiplicazione per p”

p:G—G,  px)=pz
e iniettivo ed il suo conucleo é un gruppo finito di ordine p”.

DIMOSTRAZIONE. Per definizone di rango esiste una successione esatta corta 0 — T(G) —
G —7Z" —0.8ep>|T(G)| ex € T(G), allora l'ordine di = non divide p e quindi pz # 0.
Questo significa che Pomomorfismo p: T(G) — T(G) ¢ iniettivo, e siccome T'(G) € un gruppo
finito, p: T(G) — T(G) & anche surgettivo. Viceversa 'omomorfismo p: Z" — Z" & iniettivo
ma non ¢ surgettivo: pilt precisamente il suo conucleo ¢ dato dalla somma diretta di Z/(p)
con se stesso r volte ed ha ordine p".

Applicando il lemma del serpente al diagramma

0——T(G) G z" 0
pl~ pl pl
0——T(G) G z 0
si deduce che le due frecce verticali a destra sono iniettive con il medesimo conucleo. O

Ritorniamo alla seconda dimostrazione dell’additivita del rango. Sia p un numero primo
sufficientemente grande, allora le tre frecce verticali del diagramma

0 Gy Ga Gs 0
ol
0 Gy Ga Gs 0

sono inettive ed il lemma del serpente fornisce una successione esatta corta di conuclei

0= (Z/(p)"™ = (Z/(p))"™ — (Z/(p))"™ — 0
dove r; € il rango di G;. Per il Lemma 2.4.7 si ha p™ = p"'p™ che ¢ del tutto equivalente a

9 =71+ T3. O

ESEMPIO 2.6.10. Sia

OHGof—%Glﬁ)ﬁ)Gn—)O

una successione esatta finita di gruppi abeliani finitamente generati. Allora vale la formula

n

> rank(G;) = 0.

i=0

Denotiamo, per ogni ¢ = 2,...,n — 1 con K; = f;(G;—1) = ker(f;+1) C G;. Si hanno
allora le successioni esatte corte

0—>Gof—1>G1f—2>K2—>0

0— Ky —s Gy 22 K5 -0

0— K1 — Gn_1 f—">Gn—>O
che per I'additivita del rango inducono le uguaglianze
rank(Go) — rank(Gy) + rank(K32) =0
—rank(K3) + rank(Gs) — rank(K3) =0

(—1)*(rank(K,,—1) — rank(G,_1) + rank(G,)) =0

che sommate tra loro diventano Y., rank(G;) = 0.
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EsEMPIO 2.6.11. Si consideri un successione esatta corta di gruppi abeliani
0TH A5 B0
con T gruppo di torsione. Allora si hanno una successione esatta
0—T5T(A) %L T(B) =0

ed un isomorfismo A/T(A) ~ B/T(B).
Infatti, identificando T con la sua immagine f(T") si ha T C T(A) e quindi T coincide con
il nucleo della restrizione gr: T(A) — T(B). Il lemma del serpente applicato al diagramma

0 T(4) j A/T(A) —=0
0 T(B) B B/T(B) —=0

d& un isomorfismo ker(g) ~ coker(gr). Ma ker(g) ¢ senza torsione mentre coker(gr) ¢ di
torsione e cid & possibile solo se ker(g) = coker(gr) = 0, ossia solo se § ¢ un isomorfismo e
gr € surgettiva.

Data uma matrice M a coefficienti interi, possiamo pensarla come una matrice a coeffi-
cienti razionali e considerarne il suo rango rank(M): ricordiamo dai corsi di algebra lineare
che il esso puo essere definito, tra le altre cose, come:

(1) il massimo numero di colonne di M linearmente indipendendi su Q;
(2) il massimo intero r tale che esiste una sottomatrice quadrata di ordine r con
determinante diverso da 0.

LEMMA 2.6.12. Sia Z™ 25 77 lPomomorfismo indotto da una matrice M € M, ,,,(Z) e
sia r il rango di M, pensata come matrice a coefficienti razionali. Allora ker M ~ Z™™" e
M((Z™) ~7".

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo com G = M (Z™) I'immagine di M. Siccome G C Z" e
ker M C Z™, entrambi i gruppi sono finitamente generati e senza torsione, dunque ker M ~
7P, G ~ 79 per opportuni interi p,q talei che p + ¢ = m; ci basta quindi dimostrare che
qg=r.

Siano ejy,...,e, € Z™ C Q" i vettori della base canonica. A meno di permutazio-
ni possiamo supporre che Mey, ..., Me, siano linearmente indipendenti in Q". Siccome
r = rank(M) si ha che M(Q™) = Span(Mey,...,Me,) e quindi per ogni x € G esisto-
no ai,...,a, € Q tali che x = 22:1 a;Me;. Equivalentemente, per ogni x € G esistono interi
d > 0 (il denominatore comune degli a;) € by,...,b, € Z tali che nz = .., b;Me;.

Ne segue che 'applicazione

727G, f(br,... b)) =Y biMe;,
¢ iniettiva e per ogni € G esiste un intero n > 0 tale che nz appartiene all'immagine di f.
In conclusione il conucleo di f & di torsione e per I'additivita del rango ¢ = r. ([l

TEOREMA 2.6.13 (Teorema del rango). Siano dati due omomorfismi di gruppi Z™ SR

zn X 7P definiti da due matrici M € M,m(Z), N € M, ,(Z) e tali che NM = 0, ossia
tali che Im(M) C ker(N). Allora vale la formula
ker N

rank T (A0)

= n — rank(M) — rank(N).

DIMOSTRAZIONE. Per il Lemma 2.6.12 il gruppo abeliano Im(M) ha rango rank(M) ed
il gruppo abeliano ker(N) ha rango n — rank(N). Per concludere basta applicare il teorema
di additivita del rango alla successione esatta corta

ker N

0 — Im(M) — ker(N) — T (M) —
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Esercizi:

ESERCIZIO 16. Si consideri il seguente diagramma commutativo di gruppi abeliani:

0 0 0

ooy

00— N, — M, — P —0

Voo,

04>N24'>M24>P2%-O

oo

0— N3 —> M3 — P;—0

S

0 0 0

Si assuma che le colonne siano esatte e che gf = 0. Provare che ogni riga & un complesso e
che se due righe sono esatte allora ¢ esatta anche la terza.

2.7. Complessi di catene e omologia

Iniziamo con la definizione di complesso di catene di gruppi abeliani, dove il termi-
ne catene specifica una ben definita convenzione sugli indici, che sono interi ed in ordine
decrescente.

DEFINIZIONE 2.7.1. Un complesso di catene di gruppi abeliani & una successione {C), }nez
di gruppi abeliani insieme a degli omomorfismi d = d,,: C,, — C,,—1 detti differenziali, tali
che dod: C,, — C,,_o risulti essere il morfismo nullo.

dny dn_1
. CnJrl Cn Cnfl Cn72 e

S~ 0 > 0 T

Per semplicita parleremo semplicemente di complessi omettendo il termine catene. Si
noti che nei complessi di catene il differenziale abbassa gli indici a pedice di 1. Per sempli-
cita notazionale denoteremo spesso un complesso {C,,, dy, }nez con (C, d) lasciando gli indici
sottintesi, o pit semplicemente con C, sottintendendo anche i differenziali.

dpt1

DEFINIZIONE 2.7.2. Un morfismo di complessi f: (C,d) — (D, ) € una successione di
omomorfismi di gruppi {f,: Cr, = Dy }nez che commutano coi differenziali d, ossia per ogni
intero n vale l'uguaglianza f,_1 o d, = 4, o f, cosi da rendere commutativo il seguente
diagramma:
dy

Cn On—l
fni \Lfnl
Dn o anl

Diremo inoltre che un morfismo di complessi f: C' — D & un isomorfismo (risp.: iniettivo,
surgettivo) se f,,: C,, — D,, & un isomorfismo (risp.: iniettivo, surgettivo) per ogni n.

DEFINIZIONE 2.7.3. Dato un complesso (C,d) possiamo definire:

e i cicli come gli elementi nei nuclei dei differenziali; per ogni n il nucleo Z,(C) :=
ker(d,,) C C,, & detto gruppo degli n-cicli;

e i bordi come gli elementi immagine dei differenziali; per ogni n definiamo il gruppo
degli n-bordi B,,(C) :=dp4+1(Cry1) C Ch.

Osserviamo inoltre che la proprieta dei differenziali d o d = 0 implica in particolar modo
I'inclusione B,,(C) C Z,(C) ed ¢ quindi possibile considerare il quoziente tra cicli e bordi.
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DEFINIZIONE 2.7.4. Definiamo I'n-esimo gruppo di omologia come il quoziente:

Zn(C)
B,(C

H,(C) = .
)
Diremo che il complesso C & aciclico se H,(C) = 0 per ogni n: cid equivale a dire che il
complesso C' ¢ una successione esatta.

OSSERVAZIONE 2.7.5. Dato un complesso C, la condizione d? = 0 (ossia dpd, 1 = 0 per
ogni n) implica che per ogni n il differenziale d,, : C,, — C,,_1 si fattorizza ad un omomorfismo

Cn @
mn Zni C
o 1(0)
e si verifica immediatamente che ker d,, = H, (C), cokerd,, = H,_1(C).

Una verifica diretta mostra che un morfismo di complessi f: A — B porta cicli in cicli
e bordi in bordi, di conseguenza risultano ben definiti a livello di omologia gli omomorfismi
f: Hy(A) — H,(B).

DEFINIZIONE 2.7.6. Un morfismo di complessi f: A — B & detto un quasi-isomorfismo

se per ogni n le applicazioni f,,: H,(A) — H,(B) sono isomorfismi.

Ogni isomorfismo di complessi ¢ anche un quasi-isomorfismo, mentre il viceversa e
generalmente falso.

DEFINIZIONE 2.7.7. Sia C ={---C, LN Cp—1 -+ } un complesso. Un sottocomplesso
D C C ¢ il dato di una successione di sottogruppi D,, C C,, tali che d(D,,) C D,,_1 per ogni
n.

Se D C C ¢ un sottocomplesso, I'inclusione D — C' & un morfismo iniettivo di complessi.
Bisogna fare attenzione al fatto che in generale i morfismi indotti in omologia H, (D) —
H,(C) non sono iniettivi in generale. Similmente se D — E & un morfismo surgettivo
di complessi, allora non & detto che i morfismi H, (D) — H,(F) siano surgettivi (vedi
Esempio 2.7.10).

EseEmpio 2.7.8. Sia D un sottocomplesso di un complesso di catene C'. Se per qualche
intero n si ha che D; = C; per ¢t = n — 1,n,n + 1, allora l'inclusione D C C' induce un

isomorfismo H,, (D) — H,(C): infatti H,,(C) dipende solo dal segmento C, 11 4, C, 4, Ch_1
che coincide con il corrispondente segmento del sottocomplesso D.

DEFINIZIONE 2.7.9. Un diagramma di morfismi di complessi
f g
0-C=D=FE—=0
si dice una successione esatta corta di complessi se per ogni n si ha che
fn 9n
0—-C,—D,—E,—0
€ una successione esatta corta di gruppi abeliani.

EsEmPIO 2.7.10. Possiamo interpretare il diagramma commutativo
0 z—4>7
Z Z 0
come una successione esatta corta di complessi 0 — C' EINY JENY SN 0 concentrati nei gradi
0,1, ossia C,, = D,, = E,, = 0 per ogni n eccetto Cy = Dy = Dy = E; = Z. Si noti che

D ¢ aciclico, mentre Hy(C) = Hy(E) = Z; in particolare Hyo(C') — Hp(D) non & iniettiva e
H,(D) — H(E) non & surgettiva.

0 0

Id

0 0
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Esempio 2.7.11. Dato il diagramma commutativo di gruppi abeliani

0 A B D 0
Lol
0 L—2sm—2oN 0

con le righe esatte e le frecce verticali surgettive, consideriamo il complesso di catene

c: 0-AY% Barn %m0

dove A = (] si considera in grado 1 (e quindi Cy = B@ L in grado 0 e C_; = M in grado
-1), (f,v)a = (f(a),a(a)) e (B—g)(b,1) = B(b) —g(l). Siccome f ¢ iniettiva e § & surgettiva,
a maggior ragione (f, «) & iniettiva e S—g & surgettiva: in altri termini H,(C) = H_1(C) = 0.

Vogliamo mostrare che esiste un isomorfismo naturale Ho(C) = ker+y. Consideriamo
I’omomorfismo

p:Co=B®L— D, w(b,1) = p(b).
Se (b,1) € Zy(C) allora 5(b) = g(l) e

(b, 1) = vp(b) = gB(b) = qg(l) = 0.

Dunque ¢ si restringe ad un omomorfismo di gruppi ¢: Zp(C) — ker+y che vogliamo
dimostrare essere surgettivo. Dato d € ker -, esiste b € B tale che p(b) = d; inoltre ¢3(b) =
vp(b) = ~(d) = 0 e per V'esattezza della seconda riga si deduce che esiste [ € L tale che
B(b) = g(1). Dunque (b,1) € Zy(C) e ¢(b,1) = d.

Per dimostrare che Hy(C') = ker+ basta dimostrare che il nucleo di ¢: Zp(C) — ker~y
¢ esattamente By(C). Dato (b,1) € Zy(C) tale che ¢(b,1) = p(b) = 0, per l'esattezza della
prima riga esiste a € A tale che b = f(a). Ma allora g(I) = 8(b) = 8f(a) = ga(a) e per
I'iniettivita di g si deduce (b,1) = (f,@)a € By(C).

TEOREMA 2.7.12. Data una successione esatta corta di complessi
f g
0-C—=D=FE—=QO0

sono canonicamente definiti degli omomorfismi O,,: Hp(E) — H,_1(C) tali che si ottenga
la successione esatta (infinita):

On
(2.4) s Ho(C) L HY(D) % Hy(BE) 22 Hy o (C) L Hy (D) — -
detta in gergo successione esatta lunga di omologia.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione si ottiene mediante un uso ripetuto del lemma del
serpente. Per semplicita notazionale indichiamo con il medesimo simbolo d i differenziali dei
tre complessi. Per ogni intero n si ha un diagramma commutativo con le righe esatte

0 Cn D, E, 0
ek
0 Cnfl anl HEnfl —0

che per il lemma del serpente ci fornisce, per ogni n € Z, una successione esatta

Cn—l N Dn—l _) En—l
anl(c) anl(D) anl(E)

0— Z,(C)— Z,(D) = Z,(E) — —0.

Poiché il differenziale d: C,, — C,,_; si fattorizza ad un omomorfismo d: BC;TLC) = Zn-1(C)

i cui nucleo e conucleo sono rispettivamente H,,(C) e H,,_1(C) (idem per i complessi D, E),
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per ogni n si ha un diagramma commutativo con le righe esatte

Ch Dy E,
B,(C) B,(D) B, (E)

R

0—=2,-1(C) —=Zy1(D) — Z,—1(E)

che per I’Osservazione 2.7.5 ed il lemma del serpente ci fornisce, per ogni n, una successione
esatta

H,(C)— H,(D)— H,(FE) - H,_1(C) - H,_1(D) —» H,_1(F).
Mettendo assieme tutte queste successioni esatte si ottiene la successione esatta lunga di
omologia. 0
COROLLARIO 2.7.13. Sia
osCcLD%SESO

una successione esatta corta di complessi. Allora f € un quasi-isomorfismo se e solo se E ¢
aciclico.

DiMOSTRAZIONE. Consideriamo la successione esatta lunga di omologia
oo = Hy1(B) = Ho(C) 5 Hy(D) S HL(B) 2 H, (C) L H, (D) — -
Se E ¢ aciclico allora per ogni n si ha Hy,11(F) = H,(E) = 0 e dall’esattezza della successione

si deduce che H,,(C) EN H, (D) ¢ iniettiva e surgettiva. Viceversa, se f ¢ un quasi-isomorfismo

allora per ogni n il morfismo H,(C) ER H, (D) & surgettivo ed il morfismo H,_1(C) EN
H,_1(D) ¢ iniettivo. L’esattezza della successione implica allora che H, (E) = 0. O

DEFINIZIONE 2.7.14. Dati due complessi di catene C, D, una omotopia da C' a D,
scritta h: C'— DJ[1], & una successione h = {h, } di omomorfismi di gruppi

hy, Cn — Dn+1.

Nella definizione di omotopia non si richiede alcuna regola di commutazione con i diffe-
renziali il simbolo [1] viene messo per indicare che gli omomorfismi dell’omotopia aumentano
gli indici di 1.

DEFINIZIONE 2.7.15. Una contrazione di un complesso di catene (C, d) ¢ una omotopia
h: C — C[1] tale che dh + hd = Id: con cid intendiamo che se h = {h,,}, allora per ogni n
vale

dnt1hn + hp_1d, =1de: C,, — C,.
Un complesso che possiede una contrazione si dice contraibile.

LEMMA 2.7.16. Ogni complesso contraibile é aciclico.

DIMOSTRAZIONE. Sia C' un complesso che possiede una contrazione h: C — C[1] e sia
x € Z,(C). Allora, siccome d(z) = 0 a maggior ragione hd(z) = 0 e quindi

z =1d(z) = dh(z) + hd(x) = dh(x) € B,(C).
(Il

E generalmente falso che i complessi aciclici sono contraibili: ad esempio il complesso

02 -272-%57/2-0

¢ aciclico ma non & contraibile. Infatti Z/2 & di torsione, mentre Z & senza torsione e
poiché ogni omomorfismo manda elementi di torsione in elementi di torsione, non esiste
alcun omomorfismo h: Z/2 — Z tale che dh sia l'identita.
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DEFINIZIONE 2.7.17. Due morfismi di complessi f, g: (C,d) — (D, ) si dicono omotopi
se esiste un’omotopia h: C' — DJ[1] tale che

f—g=0h+hd, ossia f,, — gn = Spnt1hn + hn_1d, Vn.

CVn+1 d Cn 4 Cnfl —
fgl h. ng« ot lf
£ s £
Dy D, Dy y——--

In particolare un complesso C' ¢ contraibile se e solo se Idc ¢ omotopa all’applicazione
nulla.

OSSERVAZIONE 2.7.18. L’omotopia sopra definita ¢ una relazione di equivalenza e per
indicare che f,g sono omotope scriveremo f ~ g. Infatti, prendendo h = 0 si ottiene f ~ f; se
f—g = dh+hd allora ponendo k,, = —h,, per ognin si ha g— f = dk+kd; se f—g =0h+hd
eg—1=06k+kd, allora f —1=0(h+k)+ (h+k)d.

LEMMA 2.7.19. Due morfismi di complessi f,g: C — D omotopi, f ~ g, inducono gli
stessi morfismi in omologia f = g: H,(C) — H, (D), per ogni n.

DIMOSTRAZIONE. Bisogna dimostrare che se f ~ g e x € Z,(C), allora f(z) — g(z) €
B, (D). Siccome dz = 0 si ha

f(z) — g(x) = 6h(z) + hd(z) = 6h(z) € §(Ds1) = Bu(D).
O

DEFINIZIONE 2.7.20. Un morfismo di complessi f: C' — D si dice un’equivalenza
omotopica se esiste un morfismo di complessi g: D — C' tale che la composizione gf: C' —
C' & omotopa all’identita Ide e fg: D — D ¢ omotopa all’identita Idp:

C omotopo a D <— fg~Idp, gf~1dc .
LEMMA 2.7.21. Le equivalenze omotopiche sono quasi-isomorfismi.

DIMOSTRAZIONE. Sia f: C — D un’equivalenza omotopica. Per definizione esiste un
morfismo di complessi g: D — C tale che gf ~ Id¢ e fg ~ Idp. Per ogni n abbiamo un
diagramma commutativo

H,(C) —L~ H,(D

)
af l / fg
f
H,(C) —— Hyn(D)
e per il lemma precedente le due frecce verticali sono le identita. Dunque, in omologia, f e

g sono isomorfismi ed uno 'inverso dell’altro. O

Esercizi:

EsErcizio 17. Sia f: C — D & un quasi-isomorfismo di complessi con f,: C,, — D,
surgettivo per ogni n. Dimostrare che f,,: Z,(C) — Z,(D) & surgettivo per ogni n.

EsSERrcIZIO 18. Sia
0oL D% ESO

una successione esatta corta di complessi. Provare che g & un quasi-isomorfismo se e solo se
C ¢ aciclico.

EsERrciz10 19. Sia C un complesso di catene di gruppi abeliani finitamente generati. Si
assuma che 2x = 0 per ogni n ed ogni x € C,. Dimostrare che C' & aciclico se e solo se &
contraibile.






CAPITOLO 3

Omologia simpliciale

3.1. Omologia dei complessi simpliciali astratti

DEFINIZIONE 3.1.1. Siano (K, I) un complesso simpliciale astratto e p > 0 un intero.
Un p-simplesso orientato di K & un’applicazione di insiemi z: {0,1,...,p} — I la cui
immagine appartiene a K. Denoteremo K, I'insieme dei p-simplessi orientati di K.

Dato che ogni applicazione z: {0,1,...,p} — I la possiamo rappresentare mediante una
(p + 1)-upla (xo,...,zp,) di elementi di I (dove z; ¢ 'immagine di ¢ tramite x), possiamo
scrivere

K, ={(z0,...,7p) € IP™ | {z0,...,7,} € K}.

Osserviamo che, poiché sono ammesse ripetizioni, K, ¢ non vuoto per ogni p, anche nel

caso in cui K ¢ un complesso finito. Ad esempio, per ogni a € I si ha (a,...,a) € K, per
ogni p.
Se f:{0,...,q} — {0,...,p} & una qualunque applicazione, dato z € K, possiamo

considerare la sua composizione con f ed ottenere un nuovo simplesso orientato f*r € K, :
ffea=xo0f:{0,1,...,q} = I
Poiché 'immagine di f*x & contenuta nell’immagine di x, si ha che I'immagine di f*z & un
elemento di K. Equivalentemente possiamo definire f* come
f(zo,...,zp) = (:cf(o), e T (g))-
Ad esempio, se consideriamo le applicazioni
5;:{0,...,p—1} = {0,....p}, 0<i<p,  &(j)= {J_ R
j+1 sej>1
allora
07 (xo, -y xp) = (Toy -, Tiy oo+ Tp) = (TOy -+, Tim1, Tidk1, - - -y Tp)-

Date due applicazioni {0,...,r} EN {0,...,¢q} ER {0,...,p}, per l'associativita del

prodotto di composizione si ha
g1 =(f9)": Kp = K.

DEFINIZIONE 3.1.2. Dato un complesso simpliciale astratto K ed un intero p, definiamo
il gruppo C,(K) delle p-catene in K come il gruppo abeliano libero generato da K. In
altri termini, una p-catena in K & una combinazione lineare finita di p-simplessi orientati a

coefficienti interi:
CP(K) = { Z Q; S;

finita

SiEKp, aiEZ}.

Consideriamo adesso, per ogni p > 0, Pomomorfismo di gruppi dp,: Cp(K) — Cp_1(K)
definito sui generatori del gruppo libero dalla formula d,z = >°0_ (—1)"6; z, ossia

P

dp(xo, . xp) = > (1) (@0, Tir o tp), (0, Tp) € K.
1=0

In particolare, per p =1, 2:
di(zo,x1) =21 — 0,  d2(@0,71,22) = (21, 72) — (To, ¥2) + (T0, 21).

41



42 3. OMOLOGIA SIMPLICIALE

LEMMA 3.1.3. Nelle notazioni precedenti si ha dp,_1d, = 0 per ogni p e quindi
C(K):= - = Cu(K) & Cy(K) 25 Oy (K) L5 €y (K) L Co(K) — 0
e un complesso di catene.

DIMOSTRAZIONE. Non & restrittivo dimostrare d,_;d, = 0 per p > 2 e basta mostrare

che per ogni generatore (zo,...,z,) € K, vale dp_1dy(xo,...,zp) = 0. Qui bisogna fare un
conto:
P . P .
dp_1dp(z0, .. 2p) = dp1 Y _(=1) (20, ... Tiyo oy mp) = 3 (1) dpr(@o, ... T,y 2p)
i=0 1=0
P i—1 P
= (-1) (1 (o Byee s By )+ Y (T B B )
=0 §=0 j=i+1

=D (DML E, L E )+ Y (DTN E, )
J<i j>i
Scambiando ¢ con j nella seconda sommatoria ci accorgiamo che tutti gli addendi si cancellano
con quelli della prima sommatoria e quindi il totale ha somma nulla. O

Possiamo quindi definire 'omologia del complesso simpliciale astratto K come ’omo-
logia del complesso di catene C(K):
 Zn(K
~ Bn(K
dove Z,(K) = kerd, & il sottogruppo degli n-cicli e B, (K) = dp4+1(Cr+1(K)) & il sottogrup-
po degli n-bordi.

E chiaro che complessi simpliciali isomorfi hanno la stessa omologia. Ogni isomorfismo
f: (K,I) = (H,J) induce in maniera naturale delle bigezioni

f:Kpina f(xo,...,xp):(f(xo),...,f(xp)), pzov

che inducono un isomorfismo di complessi f: C,(K) = C.,(H).

~—

Hy(K) = Ho(C(K))

)

~

EsEMPIO 3.1.4. Il complesso vuoto ha omologia banale. Infatti K = () implica K, = 0
per ogni p e quindi C,,(K) = 0 per ogni p.

EsempIO 3.1.5. Sia K = A{?} un complesso simpliciale con un solo vertice v. Allora per
ogni p > 0 esiste un unico p-simplesso orientato
(v,v,...,v) € K.
Dunque C,(K) = Z per ogni p, il differenziale d,,: C,(K) = Cp—1(K) &
P .
dp<v,...,v>;<v,...,v){g}wv) e
e quindi il complesso di catene diventa
O =2 (K =25 Cy(K) =25 01(K)=Z % Co(K) =7
la cui omologia & Ho(K) = Co(K) =Z, H,(K) =0 per n # 0.

ESEMPIO 3.1.6. Per ogni insieme non vuoto I si ha Hy(A!) = Z. Infatti Hy(A') & per
definizione il conucleo dell’omomorfismo

ci(AT) & Co(AT),  di(wy) =z —y, wyel

Sia do: Co(A?) — Z 1'unico omomorfismo di gruppi tale che do(x) = 1 per ogni x € I, ossia
do(Zaixi):Zai, a; €7, x; €1,

e dimostriamo che
Ch(AT) &5 oA 257 0
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& una successione esatta. Per ipotesi I # (), fissato un vertice v € I si ha dy(nv) = n e quindi
do & surgettiva. Per ogni generatore (z,y) di C1(AT) si ha dod;(7,y) = do(y—2) =1—-1=0
e quindi dod; = 0. Viceversa sia z = Y a;x; € ker(dp), allora > a; =0,

dl(z a;(v,x;) = Zaixi — Zaiv = Zaixi

e quindi z € By(A). Quindi il nucleo di dy coincide con il sottogruppo degli 0-bordi e per i
classici teoremi di isomorfismo dei gruppi Ho(A) = Z.

TEOREMA 3.1.7. Se (K,I) ¢ un complesso simpliciale astratto connesso e non vuoto,
allora Hy(K) = Z.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gia dimostrato che Hy(A!) = Z, basta quindi dimostrare
che l'inclusione Ho(K) = Hy(A%); siccome K e Al hanno gli stessi vertici si ha Zg(K) =
Co(K) = Co(Al) = Zy(A) e di conseguenza basta provare che Bo(K) = By(Al). Siccome
C1(K) C C1(Al) & chiaro che d(C1(K)) C d(C1(AT)). Siccome d(C1(AT)) & il sottogruppo
generato dagli elementi d(v,w) = (w) — (v), v,w € I, basta considerare una catena finita di
1-simplessi

{v,ur}, {u,ua}, ..., {un,w} € K,
e scrivere
d(v,w) = d(v,u1) + d(ui,u2) + - - - + d(un, w) € d(C1(K)).
O

EseMPIO 3.1.8. Per prendere pratica con i gruppi di omologia dimostriamo direttamente
che il primo gruppo di omologia del segmento K = At} di estremi a, b si annulla.

A tale scopo conviene eseguire un cambio di base del gruppo abeliano libero C;(K),
considerando come nuova base

e1 = (a,a), e =(bb), e3=(a,b)+ (bya), eq4=(a,b).
Abbiamo
de; = (a)—(a) =0, dez = (b)—(b) =0, dez=(b)—(a)+(a)—(b)=0, des=(b)—(a),

e quindi Z; (K) ¢ il sottogruppo generato da ey, es, e3.
Per provare che Hq(K) = 0 basta osservare che ey, e, e3 € By (K). Infatti si ha

d(a,a,a) = (a,a) — (a,a) + (a,a) = ey, d(b,b,b) = (b,b) = e,
d(b,a,b) + d(b,b,b) = (a,b) — (b,b) + (b,a) + (b,b) = e3.

EsEMPIO 3.1.9. Sia K = Alebet {4 b ¢} il triangolo vuoto di vertici a, b, ¢ e dimostria-
mo che Hi(K) = Z. Come nell’esempio precedente conviene considerare la base di Cy(K)
data da

e1 = (a,a), ey =(bb), e3=/(cc), es=(a,b)+ (b,a), es=(bc)+ (c,b),

es = (c,a) + (a,¢), er=1(a,b), es=(bc), eg=(c,a).
Si verifica immediatamente che
a7 = ag = ag} .

9
Zl (K) = E a;e;
i=1
Siccome ogni simplesso di K contiene al massimo due vertici, possiamo scrivere

Os(K) = Co(AleD) 4 Oy (AL} 4 Cp(Aleady

e di conseguenza

Bi(K) = By(Al*%) + B (Ath) 4 By(aledd),
Per quanto visto nell’esempio precedente si ha By (K) = Span(ey,...,eg) e quindi Z1(K) =
B1(K)®Z(e7 + es + eg), ossia Hy(K) = Z con generatore uguale alla classe di omologia del
ciclo (a,b) + (b,¢) + (¢, a).

Esercizi:
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EsERrcIzIO 20. Siano K un complesso simpliciale astratto e b(K) la sua suddivisione

baricentrica. Per ogni p-simplesso orientato z = (zo,...,%,) € K, ed ogni permutazione o
di {0, ...,p} definiamo il p-simplesso orientato o(z) € b(K), come
O’(ZL‘) = ({xU(O)v ey xo(p)}7 {xa(l)a cee 7xa'(p)}a R {xa(p—l)a xa'(p)}a {‘To(p)})

Dimostrare che esiste un morfismo di complessi di catene f: C(K) — C(b(K)) tale che

f(z) = Z(—l)"a(w), per ogni p > 0, z € K,,,
dove la sommatoria ¢ fatta su tutte le permutazioni di {0,...,p} e (—1)? indica ls segna-
tura. (Suggerimento: dimostrare che la composizione di f con gli omomorfismi C),(b(K)) —
Cp—1(b(K)) indotti dalle applicazioni

0i: b(K)p = b(K)p—1, Oi(xos ... xp) = (Toy. ., Tiy - .-, Tp),
si annulla per ogni ¢ > 0.)

EsErciz1o 21. Ai fini del calcolo dell’omologia ¢ utile introdurre un altro complesso di
catene, detto aumentato. A tal fine si considera I'omomorfismo dy: Co(K) — Z che vale 1
su ciascun generatore x € K. In altri termini

do(z a; (Z‘Z)) = Zai, a; € Z, (.131) € K.

Dato che per ogni (zg,x1) € K si ha dodi(zg,21) = do(x1 — 29) = 1 — 1 = 0, ha senso
definire il complesso di catene aumentato

CE) = = Cy(K) 2 Cy(K) 2 Oy(K) 25 0y (K) L Co(K) 25 7 — 0,
in cui Z e posizionato in grado —1. Si definisce poi I'omologia aumentata del complesso
simpliciale K come o
H,(K):= H,(C(K)). B
Dimostrare che per ogni complesso simpliciale astratto non vuoto K si ha H,(K) =
H,(K) per ogni n > 0 ed esiste un isomorfismo di gruppi Ho(K) = Ho(K) & Z.

3.2. Morfismi e classi di contiguita

Ogni applicazione di insiemi f: I — J induce in modo naturale un’applicazione
f:Al 5 A7 f(s) = immagine del sottoinsieme s C I tramite f.

DEFINIZIONE 3.2.1. Un morfismo f: (K,I) — (H,J) di complessi simpliciali astratti &
un’applicazione f: I — J tale che f(s) € H per ogni s € K.

Ad esempio:

(1) se L & un sottocomplesso simpliciale astratto di K linclusione L — K & un
morfismo di complessi simpliciali.

(2) se v € I & un qualunque vertice, allora l'applicazione costante KX — {v} & un
morfismo di complessi simpliciali.

(3) un isomorfismo di complessi simpliciali astratti ¢ un morfismo f: (K,I) — (H,J)
in cui entrambe le applicazioni f: I — J e f: K — H sono bigettive.

I morfismi di complessi simpliciali astratti si possono comporre nel modo ovvio; compo-
sizione di isomorfismi & ancora un isomorfismo.

I complessi di catene, e quindi anche i gruppi di omologia, si comportano bene (gli
esperti direbbero in modo funtoriale) rispetto ai morfismi di complessi simpliciali astratti:
sia f: (K,I) — (H,J) un morfismo di complessi simpliciali astratti. Allora per ogni simplesso
orientato (xo,...,xp) € K, si ha (f(zo),..., f(zp)) € Hp. E dunque definito un morfismo di
complessi di catene

f:CuK)— C.(H)

definito sui generatori dalla formula
f(an---azp) = (f(x0)7"'7f(zp))’ ('1:07" '733[)) S K;IH p 2 0.
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Che si tratti di un morfismo di complessi & quasi ovvio in quanto

fd(zo,...,z)) = f <Z(_1)i(xo, oy ,m) =D (=1 (f(@0)s .- Tir- -, F(@p))
=0 =0

—

= (D (f(@o), - f(@i), . [lap)) = df (w0, ..., ).
=0

Abbiamo quindi che f definisce dei morfismi in omologia f: H,,(K) — H,(H). Appare inoltre
evidente che tale costruzione commuta con i prodotti di composizione: dati due morfismi di
complessi simpliciali astratti (K, T) ER (H,J) % (8,T), il morfismo indotto gf: H,(K) —
H,(S) ¢ uguale alla composizione di f: H,(K) — H,(H) e g: H,(H) — Hy,(S5).
DEFINIZIONE 3.2.2. Sia (K, ) un complesso simpliciale astratto. Diremo che K ¢ stel-
lato rispetto ad un vertice v € I se vale la condizione
(3.1) o U{v} € K per ogni o € K.
Diremo che (K, I) & un cono se esiste almeno un vertice rispetto al quale & stellato.
Ad esempio: il complesso simpliciale vuoto non ¢ un cono (non esiste alcun vertice); per

ogni insieme non vuoto I il complesso simpliciale completo A’ & un cono, infatti & stellato
rispetto ad ogni suo vertice.

F1GURA 1. Un cono, con il vertice 2 che soddisfa (3.1).

TEOREMA 3.2.3. Sia (K,I) un complesso simpliciale che é un cono. Allora, per ogni
vertice v € I il morfismo di inclusione i: {v} — K induce un isomorfismo in omologia. Di
conseguenza Hy(K) =7 e H,(K) =0 per ognin > 0.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo prima il teorema nel caso in cui (K, I) sia stellato ri-
spetto al vertice v, mostrando che il morfismo tra complessi di catene indotto da i & una
equivalenza omotopica.

Denotiamo con f: K — {v} I'unico morfismo possibile, ossia quello manda tutti i vertici
in v. E chiaro che fi e l'identita, mentre if: K — K manda tutti i vertici in v.

Si consideri adesso 'omotopia h: C\.(K) — C,(K)[1] definita sui simplessi orientati come

h(zo,...,zp) = (v,20,...,2p) — (v,0,...,0).
L’ipotesi che K sia un cono di vertice v garantisce che h € ben definita. Si ha
(dh + hd)(xo) = dh(zg) = d(v,29) — d(v,v) =29 —v — v+ v = (Id —if) ()
mentre per p > 0 vale
dh(zo, ..., xp) = d(v,z0,...,2p) —d(v,...,v)

= (@0, 7p) + Y (D) (0,0, Fir oy mp) = Y (=D (0,0, ).
1=0 1=0
hd(zo, ..., x,) = h (Z(_ni(ggo, Ty ,xp)>
1=0
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e siccome Y PT(—1)F + SO (—1)F = P (—1) + 2P (—1)7! = 1, dalla somma delle
precedenti formule si ottiene

(dh + hd)(xo, ..., zp) = (x0,...,2p) — (v,...,v) = (Id —if)(z0, ..., 2p).

Supponiamo adesso che v € [ sia un vertice qualsiasi e scegliamo un vertice w € [
rispetto al quale K risulti stellato. Siccome A’ & stellato rispetto ad entrambi i vertici v e
w, 1 morfismi di inclusione

{v} —= K <—{w}
N

inducono in omologia dei diagrammi commutativi

H,({v}) —— H,(K) = H,({w}) nez

) A

H, (AT

con le tre frecce etichettate ~ isomorfismi in virtu del caso particolare precedentemente
trattato. Ma allora, per la regola del 2 su 3 anche i rimanenti due morfismi sono bigettivi. O

EsEMPIO 3.2.4. Per ogni insieme non vuoto I il complesso simpliciale astratto completo
AT & un cono e quindi Hyo(A?) =Z e H,(A") = 0 per ogni n # 0.

COROLLARIO 3.2.5. Siano K un complesso simpliciale astratto e L C K un sottocom-
plesso. Se H e K sono coni, allora il morfismo di inclusione L — K induce un isomorfismo
in omologia.

DIMOSTRAZIONE. Preso un qualsiasi vertice v di L si hanno le inclusioni {v} C L C K
e per il Teorema 3.2.3 entrambe le inclusioni {v} C L e {v} C K inducono isomorfismi in
omologia. Quindi, per la regola del 2 su 3 anche l'inclusione L C K induce un isomorfismo
in omologia. (]

COROLLARIO 3.2.6. Siano K un complesso simpliciale astratto e L C K un sottocom-
plesso. Se H e K sono entrambi connessi e non vuoti, allora il morfismo di inclusione L — K
induce un isomorfismo Hy(L) ~ Ho(K) = Z.

DIMOSTRAZIONE. Siano I,J gli insiemi dei vertici di K e L rispettivamente; per defi-
nizione di sottocomplesso J C I. La stessa dimostrazione del Teorema 3.1.7 mostra che i
morfismi di inclusione K C A e L ¢ A7 inducono isomorfismi tra gli Hy (che sono tutti
isomorfi a Z). Per concludere basta osservare che per il Corollario 3.2.5 l'inclusione di coni
A7 c A induce un isomorfismo in omologia. O

Introduciamo adesso la relazione di contiguita tra morfismi, iniziando da un caso parti-
colare detto di contiguita diretta.

DEFINIZIONE 3.2.7. Due morfismi f,g: (K,I) — (H,J) di complessi simpliciali astratti
si dicono direttamente contigui se per ogni s € K si ha f(s)Ug(s) € H.

Equivalentemente possiamo dire che f, g: (K,I) — (H, J) sono direttamente contigui se
per ogni s € K esiste 0 € H tale che f(s) C o, g(s) C o.

EsemMpio 3.2.8. Un complesso simpliciale astratto K ¢ stellato rispetto ad un vertice
v se e solo se l'identia su K ¢ direttamente contigua all’applicazione K — K. che vale
costantemente {v}.
Esempio 3.2.9. Il morfismo
4 4
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¢ direttamente contiguo all’identita.

La relazione di contiguita diretta gode chiaramente delle proprieta riflessiva e simmetrica,
ma non della proprieta transitiva: ad esempio se X = A°, H ¢ il complesso simpliciale

e fi: K — H e il morfismo che manda 'unico vertice di K nel vertice ¢ di H, allora f; ¢
direttamente contiguo a ogni f;, ma fo ed f3 non sono direttamente contigui tra loro.
Chiameremo contiguita la relazione di equivalenza generata dalla contiguita diretta: piu
concretamente, due morfismi di complessi simpliciali astratti f,g: (K,I) — (H,J) si dicono
contigui se esiste una successione finita di morfismi di complessi 1, ..., 9, (K, I) — (H,J)
con f = o, g = ¢ € p; direttamente contiguo a @; 41 perognii=1,...,n—1.
Ad esempio i due morfismi

sono contigui poiché entrambi direttamente contigui al morfismo costante sul vertice 2.

PROPOSIZIONE 3.2.10. La relazione di contiguita € preservata per composizione, e cioe,

dati 4 morfismi di complessi simpliciali astratti K f’—g> H 2% [ se f €& contiguo a g e p €
contiguo a q, allora pf € contiguo a qg.

DimosTRAZIONE. Usando la proprieta transitiva ci possiamo ricondurre immediatamen-
te al caso in cui f e direttamente contiguo a g e p & direttamente contiguo a ¢. Sia allora
s € K un simplesso, esistono allora due simplessi ¢ € H e r € L tali che f(s),g(s) C t,
p(t),q(t) € r da cui segue pf(s),qg(s) C 7. O

Una delle conseguenze della Proposizione 3.2.10 e che ha perfettamente senso considerare
diagrammi commutativi a meno di contiguita.

Per terminare la sezione, dimostriamo che morfismi contigui inducono lo stesso morfismo
in omologia.

TEOREMA 3.2.11. Siano f,g: K — L due morfismi contigui di complessi simpliciali
astratti. Allora per ogni intero n vale

f=9: H(K)— H,(L).

DiMOSTRAZIONE. Non e affatto restrittivo supporre f e g direttamente contigui, ossia
che f(s) Ug(s) € L per ogni s € K. In tal caso per ogni (zo,...,z,) € K, si ha

(f(IO)a .. af(xl)ag(zz)7 ce 7g(xp)) € Lp—i-l Vi= 07 By 2

e possiamo definire un’omotopia h: Cy(K) — C,(L)[1] ponendo sui simplessi orientati

h(I'Ov s 7‘Tp) = Z(—l)i(f(.%'o), ceey f(xi)vg(xi)7 s ,g(mp)).
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Per ogni (zo,...,2,) € Kp si ha

dh(a?o, e ,.Z'p) = Z(—l)zd(f(xo), XN f(xi)’g(xi), s ag<xp))

=0

= Z (_1)i+j(' ’ﬁ-xj\')v -~,f($i),g(l'i), ag(xp))

0<j<i<p
= Y CVT @) @) () gla), ),
0<i<j<p

hd(wo, ... xp) = Y (1) h(xo, ..., T5,. .., 2p)

j=0

= 3 U @0)se s f@) (@), g(ay), )

0<i<j<p
— Y DI F (@) f) g, glay)
0<j<i<p

Dunque
(hd + dh)(xo, ..., zp)

=D (f@o)y ooy f@ima), g(@a), - g(xp)) = (f(@o), oy f(@i), g(wira), -, 9(wp)

=0
= (g x0)7' - >g(xp)) - (f(.%'o), 3 7f(xp))

e quindi & & un’omotopia tra i due morfismi di complessi di catene f,g: C.(K) — C.(L). O

Esercizi:

Esercizio 22. Siano K e H due complessi simpliciali astratti con H di tipo cono.
Dimostrare:

(1) tutti i morfismi di complessi K — H sono contigui tra loro;
(2) se K & connesso, allora tutti i morfismi A° — K sono contigui tra loro;
(3) se K ¢ connesso, allora tutti i morfismi H — K sono contigui tra loro.

3.3. La successione esatta di Mayer—Vietoris

Dati due complessi di catene C, D possiamo considerare il complesso somma diretta

@ptdndy)

CaD:= = Cp® Dy, Cro1®Dpq — -+

Segue immediatamente dalla definizione del differenziale in C' @ D che per ogni n si ha
Zn(C @& D) = Z,(C) ® Zy (D), B,(C® D)= B,(C) & Bn(D),

e quindi H,(C ® D) = H,(C) ® H, (D).
Ad un quadrato commutativo di morfismi di complessi di catene

C—>D

bb

E—>F
possiamo associare un diagramma in serie
(82  05ChDOBSF o0, f@)=(i(2),i@), 9(5.2) =p) - =),
con la proprieta che gf = 0.
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LEMMA 3.3.1. Nelle notazioni precedenti, se (3.2) € una successione esatta corta di
complessi di catene, allora esiste una successione esatta lunga di omologia

s Ho(C) L Hy(D) @ Hy(E) % Hy(F) — Hy1(C) — ---

Inoltre, se j e un quasi-isomorfismo, allora anche p € un quasi-isomorfismo. Se i ¢ un
quasi-isomorfismo, allora q ¢ un quasi-isomorfismo

DiMOSTRAZIONE. La prima parte ¢ conseguenza immediata dalla successione esatta
lunga di omologia e dagli isomorfismi naturali H,(D @ E) = H,(D) @ H,(E).

Supponiamo adesso che j: H,(C) — H,(F) sia bigettiva per ogni n, a maggior ragione
H,(C) f=(i.4)
omologia segue che H, (D) ®& H,(F) EN H,(F) ¢ surgettiva per ogni n. D’altra parte per
ogni (y,2) € H,(D)® H,(E) si ha

H,(D) ® H,(F) & iniettiva per ogni n e dalla successione esatta lunga di

ply — i~ (2)) = ply) — pig " (2) = p(y) — 4ii ™ (2) = p(y) — a(2) = g(y. 2)
e questo prova che p: H,(D) — H,(F) & surgettiva. Se y € H,(D) e p(y) = 0, allora
(y,0) € ker(g) = f(H,(C)) ed esiste x € H,(C) tale che i(z) =y, j(x) = 0. Ma j & iniettiva,
quindi z = 0 ed a maggior ragione y = 0.
Abbiamo quindi provato che se j € un quasi-isomorfismo allora p & un quasi-isomorfismo.
Per ovvi motivi di simmetria si ha anche che se ¢ ¢ un quasi-isomorfismo allora ¢ ¢ un

quasi-isomorfismo.
O

Consideriamo adesso un insieme I e due sottocomplessi simpliciali astratti K, L C Al i
cui rispettivi insiemi di vertici possono essere strettamente contenuti in . Abbiamo visto che
le loro unione K U L ed intersezione K N L sono ancora sottocomplessi simpliciali astratti.

TEOREMA 3.3.2 (Mayer—Vietoris). Nella notazioni precedenti esiste una successione
esatta lunga di omologia

o= Hy(KNL) - Hy(K)®H,(L) - H,(KUL) - H,_1(KNL) = -+ — Hy(KUL) — 0.

Se l'inclusione K N L C L induce un isomomorfismo in omologia, allora anche Uinclusione
K C K UL induce un isomorfismo in omologia.

DIMOSTRAZIONE. Per un simplesso ordinato (zo,...,z,) le seguenti condizioni sono

equivalenti:

(1) (zo,...,2p) € (KUL)p;

(2) {xo,...,xp} e KUL;

(3) {zo,...,xp} € K oppure {xg,...,zp} € L;

4) (zo,...,xp) € K, oppure (zg,...,%p) € Ly;
e quindi (K UL), = K, U L,. Similmente (K N L), = K, N L,. Da cid segue che esiste una
successione esatta corta di complessi di catene

(3.3) 0= C(KNL) L CuE)e (L) % C.(KUL) -0,
dove morfismi f e g sono definiti sui simplessi orientati come
f(xo,. . zp) = (zo, .-, 2p), (0, - .- Tp)),
g((zo,. ., 2p)s (Yo, -, Yp)) = (20, Tp) — (Yo, -+, Yp)-
Basta adesso applicare il Lemma 3.3.1. (]

COROLLARIO 3.3.3. Nelle ipotesi del Teorema 3.5.2, se KNL =10, allora H,(KUL) =
Ho(K) & Hy(L).

DIMOSTRAZIONE. H,(0) = 0 per ogni n. O

EseEmPIO 3.3.4. Se il complesso simpliciale astratto K e formato da n vertici senza alcun
simplesso di dimensione positiva, allora Ho(K) = Z" ¢ H,(K) = 0 per ogni p # 0.
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EseMPIO 3.3.5 (Omologia delle sfere). Per ogni n > 0 definiamo la sfera simpliciale S™
come lo n-scheletro di A", ossia

S"={sc{0,1,....n+1}|[|s| <n+1}=A"" —{0,....,n+1}.

Il nome sfera & motivato dalla rappresentazione geometrica di S™: infatti S* & un triangolo
vuoto (omeomorfo alla circonferenza), S? ¢ il bordo di un tetraedro (omeomorfo alla usuale
sfera bidimensionale) ecc.. In maniera informale, possiamo quindi pensare ad S™ come il dato
combinatorio corrispondente ad un “buco” n-dimensionale.

Si ha S° = {{0}, {1}}, quindi Ho(S°) = Z? e H;(5°) = 0 per ogni i > 0. Per n > 0 la
sfera S™ & connessa e si ha il seguente risultato.

PROPOSIZIONE 3.3.6. Nelle notazioni precedenti, per ogni n > 0 vale
Hy(S™) = H,(S™) =Z, H;(S™) =0 per ognii#0,n.

DIMOSTRAZIONE. Presentiamo una dimostrazione che utilizza la successione esatta di
Mayer—Vietoris; una diversa dimostrazione sara data in seguito.

Possiamo scrivere S = K U L, dove L = A" = Al0nt e K = 87 — {0, ... n}. Si
osserva che K & stellato rispetto al vertice {n + 1}. Quindi

Hy(L)=Hy(K) =172, H;(K) = H;(L) =0 per ogni i > 0.
Inoltre K N L = A" —{0,...,n} = S"~ L

0 0
Slz i U\
2 1 1

Dalla successione di Mayer—Vietoris, per ogni ¢,n > 0 si ha

da cui segue H;i1(S™) ~ H;(S™1). Per induzione su n si deduce immediatamente che
H;(S™) =0 per ogni i > n > 0. Sempre per induzione su n, per concludere la dimostrazione
basta provare che Hy(S') = Z e H;(S™) = 0 per ogni n > 1.

Riguardo al caso S', per Mayer—Vietoris si ha una successione esatta

0 — Hi(S") — Hy(S°) =7Z* — Hy(K) ® Ho(L) = Z* — Ho(S") =7 — 0.

Se ne deduce che Hy(S!) & un sottogruppo di Z? e quindi isomorfo a Z™ per qualche m, che
per 'additivita del rango deve essere m = 1.
Per n > 1 si ha invece una successione esatta

0 — Hi(S") — Ho(S" ') — Hy(K) @ Ho(L)

e basta osservare che l'inclusione di complessi simpliciali connessi S"~! C L induce un
isomorfismo tra i rispettivi Hy. A maggior ragione il morfismo Ho(S™" 1) — Ho(K) @ Ho(L)
¢ iniettivo e quindi H;(S™) = 0. O

3.3.1. Potature. Come ulteriore applicazione della successione esatta di Mayer—Vietoris
mostriamo che le operazioni di potatura di un complesso simpliciale astratto non cambiano
I’omologia.

Siano M un complesso simpliciale astratto ed s = (zo, ..., x,) € M, un simplesso orien-
tato non degenere di dimensione positiva (ossia x; # x; per ogni i # j e p > 0). Si assuma
che {zg,...,x,} sia un simplesso massimale (ossia non contenuto in alcun simplesso di di-
mensione maggiore) e che {xo,...,z,} sia I'unico simplesso di M che contiene strettamente
{z1,...,2p}.

Sia K C P ottenuto togliendo i due simplessi {xo,...,z,} e {21,...,2,}; & chiaro per
costruzione che K ¢ un sottocomplesso simpliciale, che viene detto una potatura di s da
P. Pil in generale, parleremo di potatura (di una successione di simplessi orientati) per
intendere una successione finita di operazioni come sopra, vedi Figura 2.
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Consideriamo adesso il sottocomplesso L = At#o-2p} allora P = K U L ed i due
sottocomplessi L, K N L sono entrambi stellati rispetto al vertice xg.

Per il Corollario 3.2.5 l'inclusione K N L C L induce un isomorfismo in omologia, e per
il teorema di Mayer—Vietoris anche 'inclusione K C P induce un isomorfismo in omologia.

4 ; 4 4
. 4
3 3 3 ,
2 2 2 ) 3
0 0 0
. 2
1 1 1

FIGURA 2. La potatura dei simplessi orientati (4,5), (2,1,0), (2,1) e (2,0).

Per transitivita hanno la stessa omologia pure due complessi simpliciali astratti che si
ottengono come potature (di simplessi distinti) di un medesimo complesso simpliciale astratto
(vedi Figura 3).

3 2 3 2 3 2 3 2
= s —
0 1 0 1 0 1 0
FicurA 3. I bordi del quadrato e del triangolo si ottengono per potature
da un medesimo complesso simpliciale astratto (il secondo da sinistra).

3.3.2. Baricentri aggiunti. Possiamo formalizzare la procedura di Figura 3 nel modo
seguente. Siano (K,I) un complesso simpliciale astratto {zg,...,z,} € K un simplesso
massimale di dimensione p, b ¢ I e definiamo un nuovo complesso simpliciale

P = K U Albwormn} ¢ ATV,

E chiaro che K NA {020} — Afzo.25} ¢ quindi, per Mayer—Vietoris si ha che I'inclusione
K C P & un isomorfismo in omologia. A questo punto possiamo eseguire su P la potatura
del simplesso orientato (b, zo,...,z,) ed ottenere un nuovo complesso simpliciale L che ha
la stessa omologia di K:

K P L
- Q—A ” Q—A

*—o—© .

0 1 2 0 1 2 0o 1 2

Diremo che per passare da K ad L abbiamo aggiunto il baricentro al simplesso
massimale {zy, ..., z,}. In pratica, abbiamo prima eliminato da K il simplesso {zo,...,zp}
e poi abbiamo aggiunto tutti i 2PT! — 1 simplessi del tipo {b,25,...,25,},con0<g<pe
0<ip <---<iqg <p (Figura 4).

Esercizi:
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4 4
5 )
3 3
2 2
0 0
1 1

FIGURA 4. Aggiunta del baricentro al simplesso massimale {0, 1,2}.

Esercizio 23. Mediante potature, aggiunte di baricentri e loro operazioni inverse,
trasformare 1'uno nell’altro i seguenti complessi simpliciali unidimensionali:

HEE

3.4. Il sottocomplesso delle catene ordinate

Se vogliamo calcolare esplicitamente i gruppi di omologia di un complesso simpliciale
astratto ci troviamo di fronte alla difficolta di lavorare con insiemi di simplessi orientati
K, molto grandi e mai vuoti anche per p molto maggiore della dimensione del complesso
simpliciale. Ad esempio, nel caso del triangolo vuoto

2

0

si ha che K, contiene esattamente 3(2P*!1 — 1) elementi (esercizio: dimostrare).

Per ovviare a tale inconveniente si possono considerare i sottocomplessi di catene ordi-
nate. Sia (K, I) un complesso simpliciale astratto e dotiamo I di una relazione di ordine
totale <. Ricordiamo che per ordine totale si intende una relazione di ordine < con la pro-
prieta che per ogni x,y si ha x < y oppure y < x. Le possibili relazioni di ordine totale su
un insieme sono tante, almeno quanto le permutazioni, e per i nostri scopi ne va bene una
qualunque.

A questo punto, per ogni intero p > 0 possiamo considerare il sottoinsieme dei p-
simplessi ordinati

KP< :{(xoa"'axp) GKP |IIZO <[L‘1 < e <xp}a
ed il sottoinsieme dei p-simplessi debolmente ordinati
KPS :{(xo,...,xp) EKp |5L‘0 <gxp < Sl'p}

Osserviamo con immenso piacere che se K ha dimensione n, allora Kp< = () per ogni
p > n, e comunque che Kp< e notevolmente piu piccolo di K,: ad esempio, per il complesso
simpliciale astratto A", I'insieme K, contiene (n + 1)P*! elementi, mentre K e K5 ne
. . n+1 n+p+1
contengono rispettivamente e .
p+1 p+1
Un’altra osservazione che ci riempie di gioia & che se (o, ...,z,) € Ky (risp.: € KPS)

allora per ogni indice i si ha (zq,...,Zi,...,2p) € K (risp.: € Kpgfl).
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Indichiamo con Cy, (K, <) C Cp(K) il gruppo abeliano libero generato da K. Al variare

di p questi gruppi definiscono un sottocomplesso di catene C,(K, <) C C.(K) in quanto
chiuso per il differenziale

p
(o, ... xp) = 3 (=1 (@0, .., Tiy. ..y 2p).

Similmente, indichiamo con Cp(K, <) C C,(K) il gruppo abeliano libero generato da
Kpf. Come sopra questi gruppi definiscono un sottocomplesso di catene C, (K, <) C C\(K).
Vogliamo dimostrare il seguente risultato

TEOREMA 3.4.1. Nelle notazioni precedenti le inclusioni di complessi
inducono isomorfismi in omologia:

H,(Cy(K, <)) = Hy(Cu(K, <)) = Hy(Cu(K)) = Hy(K), per ogni n.

La dimostrazione ¢ abbastanza lunga e laboriosa e per chiarezza espositiva viene spezzata
in una serie di lemmi.

LEMMA 3.4.2. L’inclusionei: Cy(K, <) = Ci(K, <) é un’equivalenza omotopica e quindi
un isomorfismo in omologia.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo la proiezione 7: C.(K,<) — C.(K, <) definita per
estensione lineare delle applicazioni 7: KpS — Kp< definite come:

(xo,...,xp) se (wo,...,7p) € K,
(xg,...,Tp) =

0 se (zo,...,1p) € Ky — K.

E chiaro che mi = Id; vogliamo dimostrare che esiste un’omotopia h: C, (K, <) — C. (K, <)[1]
tale che dh + hd = Id —im. Dato (zo,...,,) € K definiamo h(z,...,z,) = 0; se invece

(xo,...,xp) € KpS — Ky e 0 <k <peil pit piccolo indice tale che zy = 2141 definiamo
k
hMzo, ... xp) = (—1)%(zo, .. - Th1, Tk, Tk, Tht 1, - - -, Tp)-
Sinoti che (xo, ... Tk—1, Tk, Thy Tk+1, - - - , Tp) contiene, nelle posizioni k, k+1, k+2 tre vertici

consecutivi uguali. Se proviamo che

0 se (zo,...,xp) € K=,
(dh + hd) (o, . .., xp) = { P P

(zo,...,xp)  se (xo,...,7p) € K3 — Ky,

allora 'estensione lineare di h a tutto C, (K, <) soddisfa la condizione dh + hd = Id —ix.

Se (wo, ..., ;) € K, si ha banalmente che (dh+hd)(zo, . ..,z,) = 0. Esaminiamo quindi
il caso (zo,...,2p) € K]gS — Kp< e sia 0 < k < p il piu piccolo indice tale che xy = xg41. Per
definizione

h(zo,...,zp) = (—1)k(z0, e Tl Thy Th1s - - - Tp),s
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da cui
k—1
dh(l‘o, e ,xp) = (—l)k Z(—I)J(.To, e ,3;/‘\]‘, oy T—1, Ty Ty Thot-15 - - - ,l‘p)
=0
+ (=1)*(xo, . .. ,Tp) + (=1)% 1 (z, ... ,Tp) + (—1)2(’“*'1)(37307 ..
p
+ (_1)k Z (_1)]"1‘1(270, sy Tl Ly Lhot 15 Thot- 25 - - - 7@) s 7xp)
j=k+2
k—1
(DS (1P (oo B Tpt T T T )
=0
+ (2o, ...,2p)
p .
+ (_1)k Z (_1)J+1($07 vy Ty Ty Tt 1y LhA-25 + - - ,i’\ja v 7xp)'
j=k+2

Usando il fatto che x = 41 possiamo scrivere

k—1 p
(o, ... xp) = Y (1) (@os. o gy onmp) + Y (1) (@0, Fyy 1),
J=0 j=k+2
k—1
hd(zo, ..., xp) =(—1)*" Z(*l)j(%a ey Ty ey TR 1y Thy Ty Thp 1y - - 5 Tp)
j=0

P
+ (—1)* Z (1) (zo, ..., @k, Ty Thog1, - -, Ty - -, Tp).

e sommando otteniamo

(dh + hd)(xo, ..., zp) = (T0, .., Tp)-

, Tp)

O

La dimostrazione che l'inclusione i: C\ (K, <) < C.(K) induce un isomorfismo in omo-
logia & simile ma decisamente piti complicata. In realta, con una dimostrazione ancora piu
difficile si potrebbe anche dimostrare che ¢ ¢ una equivalenza omotopica (ma noi non lo

faremol).

Useremo il seguente approccio: si introduce una successione numerabile di sottocomplessi

C. K, <)=0C"cC'cC---CC.(K)
tali che:

(1) le inclusioni C* € C**! inducono isomorfismi in omologia;
(2) H,(C*) = H,(C.(K)) per ogni k > n.

Le precedenti proprieta implicano che per ogni n > 0 si ha
Ho(Cu(K, <)) = Ha(C®) = Ho(C") = -+ = Hy(C"F1) = Ho(Cu(K)),

e quindi che 'inclusione C, (K, <) C C,(K) & un isomorfismo in omologia.
Faremo uso del seguente lemma di algebra omologica.

LEMMA 3.4.3. Siano C' un complesso di catene e D C C' un sottocomplesso. Se esiste

una omotopia h: C' — C[1] tale che:
(1) h(D) C D;
(2) Vimmagine di f :==1dc —dh — hd: C — C ¢é contenuta in D;

allora Uinclusione D C C & una equivalenza omotopica e quindi induce un isomorfismo in

omologia: H,(D) = H,(C) per ogni n.
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DIMOSTRAZIONE. Iniziamo dimostrando che f: C' — D é un morfismo di complessi:
siccome d? = 0 si ha

df = d(Id —dh — hd) = d — d*h — dhd = d — dhd = d — dhd — hd*> = (Id —dh — hd)d = fd.
Se denotiamo con i: D — C' l'inclusione e con k la restrizione di h a D si ha
Idp —fi = kd + dk, Ide —if = hd + dh.
O
Torniamo al nostro complesso simpliciale astratto (K, I) dotato di un ordinamento totale
<sul.

Per ogni coppia di interi non negativi p, k > 0 consideriamo il sottoinsieme di simplessi
orientati:

K;f ={(zo,...,zp) € Kp|xo <1 < < zp_y}.

Osserviamo che:

(1) Kllf = K, per ogni k > p;

(2) K9 ={(z0,...,2p) € Kp|mo <1 <+ <mp} = K5

(3) se (zo,...,xzp) € KF, allora (q,...,%;,...,2p) € KF_| per ognii=0,...,p.

Definiamo quindi C* come il sottocomplesso di C.(K) tale che C¥ C Cp(K) ¢ il sot-

togruppo generato da K}’;. Siccome C’Z]f = Cp(K) per ogni k& > p si ha che I'inclusione
C* ¢ C(K) induce un isomorfismo H,(C*) = H,(C.(K)) per ogni k > p.

LEMMA 3.4.4. Per ogni k > 0 fissato Uinclusione di complessi di catene C* c CF+1 ¢
un quasi-isomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo I'omotopia h: C*+1 — C**1[1] definita sui generatori,
ossia sui simplessi (zo,...,%p) € K}’;“ con g < -+ - < Tp_f—1, COMe

h(zo,...,xp) =0 se k>p,
mentre se k < p poniamo
h(x0, . @p) = (= 1) (T0s -+ oy Tty Tpkey Ty e e+, Tp)

dove 0 < j < p — k e il piu piccolo indice tale che x,_; < z;. L’'omotopia h risulta ben
definita in quanto
o< Sxj 1 Sxpp S < STy g1

Si osserva che h(C}’;) C Cz]f+1 e quindi, per il Lemma 3.4.3 basta dimostrare che

k+1 k
(3.4) (dh + hd = 1d)(C;™") C G}
per ogni p.
Se k > p l'inclusione (3.4) ¢ ovvia in quanto C’]’; = C]’;“; supponiamo quindi k < p.
Fissiamo (o, ...,zp) € K;f“ (quindi zg < -+ < xp_p_1) esia 0 < j <p—keil pit
piccolo indice tale che x,_; < x;. Si ha
Mo, ..., zp) = (=1)7(z0, ... VLG 1, Tp—ks Ty oy Tp),
(X0, Bt Tpkey Ty ooy Thy e Tp) € K}’,f perogni h>p—k,
e quindi
dh(xo, cee ,pr) = (—1)jd(l‘0, sy Lj—1, Tp—ky Ljy e ,Z‘p)
j—1
= (=17 (=D)@0y ey Ty s Tty Ty Ty w5 ) + (1) (20, .., )
1=0
p—k—1
+ (71)J (71)l+1(l’0a sy L1 Tp—ky Ly - - 7@7 vy Tp—k—1,Tp—Fky- -+ 7xp) + Y,

l=j
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per un opportuno elemento y € Cz’,f . Similmente:

7j—1
d(zo,....xp) = > (~D'(zos. o, By, )
=0
p—k—1
+ Z (—l)l(:co,...7xj,...,@,...,xp,k,l,...,xp) + 2,

l=j

k .
con z € C;_y, da cui

j—1
hd(xo, ... xp) = (=177 (=D @y Biy oy 1, Tk Ty - Tp)
=0

p—k—1
+ (=17 Y (D @0y T Tk Ty Fly e Bk Tp) F B(2).
1=
Sommando si ottiene
(dh + hd)(zo, ..., zp) = (zo,...,2p) +y + h(2).
O

Adesso il Teorema 3.4.1 segue immediatamente dai lemmi precedenti e dal fatto che
H,(C*) = H,(C.(K)) per ogni k > p.

COROLLARIO 3.4.5. Per un complesso simpliciale astratto K si ha H,(K) = 0 per ogni
n > dim K.

DIMOSTRAZIONE. Scegliamo un ordinamento totale < dei vertici, allora K= = {)
ogni n > dim K e quindi C, (K, <) = 0 per ogni n > dim K. A maggior ragione H, (K
H,(C.(K,<)) =0 per ogni n > dim K.

per
)

Ol

Usando il complesso C, (K, <) delle catene ordinate possiamo calcolare direttamente, se
necessario con ’aiuto del computer, ’omologia di alcuni complessi simpliciali astratti.

Infatti, per ogni p > Olordinamento sui vertici si estende, in maniera lessicografica ad
un ordinamento totale sull’insieme dei p-simplessi e quindi definisce in maniera univoca un
isomorfismo Cp(K, <) = ZF» | dove k, denota il numero dei simplessi di K di dimensione p.

EseEmpIO 3.4.6. Nel triangolo vuoto di vertici 1, 2,3
3

o]

1

la base canonica di Cy ¢ (1), (2), (3) mentre la base canonica di Cy ¢ (1,2),(1,3),(2,3). 1l
differenziale

C1 = ®ic;Z(i,§) L ®Z(i) = Co

d(a(1,2) +b(1,3) + ¢(2,3)) = (—a —b)(1) + (a — ¢)(2) + (¢ + b)(3),
ed ¢ rappresentato dalla matrice

-1 -1 0
D= 1 0 -1 € M373(Z).
0 1 1

Per connessione Hy = Z, mentre
Hy =ker(d) = {(a,b,¢) |la=c==b} ={(n,—n,n) | n€Z} = Z
¢ il sottogruppo generato dal ciclo (1,2) — (1,3) + (2, 3).
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Aggiungendo baricentri a simplessi massimali si ottengono i grafi

2

I:I , 3 eccetera,

4

che pertanto hanno la stessa omologia del triangolo vuoto.

EsemPIO 3.4.7. Sia K il complesso simpliciale astratto

Nel complesso delle catene ordinate di K le basi canoniche di Cy(K, <), C1 (K, <) e Co(K, <)
sono rispettivamente:

e (0),(1),(2),(3);
e (0,1),(1,2),(1,3),(2,3);

e (1,2,3).
I differenziali sono dati dalle matrici
-1 0 0 0 0
1 -1 -1 0 1
Di=to 1 o -1 De=_4
0 0 1 1 1

(esercizio: perché?). Dato che K & un cono gia sappiamo come & fatta I'omologia senza
bisogno di proseguire i calcoli.

Usando i complessi delle catene ordinate possiamo dare una diversa alternativa del
calcolo dell’lomologia delle sfere (Proposizione 3.3.6).

PROPOSIZIONE 3.4.8. Sia S"~! = A" —{0,1,...,n}, n > 2. Allora
Ho(S™ Y =H, (5" ) =17, H;(S™™ 1) =0 per ogni i #0,n — 1.

DiMOSTRAZIONE. Il caso n = 2 e gia stato analizzato nell’Esempio 3.4.6; possiamo
quindi considerare il caso n > 2.

Si osservi che Cp(S™ ™1, <) = Cp (A", <) per ogni p # n e Cp, (A", <) = Z(0,1,...,n)
Z. Sia E il complesso di catene che vale E,, = C,,(A™, <) e E, = 0 per ogni p # n, allora
I'inclusione C'(K, <) C C(A™, <) si estende in maniera ovvia ad una successione esatta corta
di complessi

0= C(S" 1, <) = C(A", <) = E—0
e la successione esatta lunga di omologia ci fornisce le successioni esatte
Hp1 (B) = Hy(S"71) — Hp(A") — Hy(E)

e siccome Hy.1(E) = Hy(E) = 0 per ogni p # n — 1,n si ha che H,(S"!) = H,(A") per
ogni p < n — 1. Si ha poi una successione esatta

0=H,(A") = H,(E) =7 — H, 1(S"") = H,_1(A") =0

da cui segue H,,_1(S™"!) = Z. Infine se p > n si ha C,(S"™!, <) = 0 ed a maggior ragione
H,(S™ 1) =0. O
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3.5. Numeri di Betti e caratteristica di Eulero-Poincaré

La caratteristica di Eulero-Poincaré di un complesso simpliciale astratto finito K
si definisce mediante la formula
dim K
WE) = 3 (1),
n=0
dove k,, indica il numero di simplessi di dimensione n in K.

Per un complesso simpliciale astratto finito K i gruppi C,(K) sono tutti finitamente
generati e quindi pure tutti i gruppi di omologia H,(K) sono finitamente generati. I loro
ranghi vengono detti numeri di Betti e sono denotati b, (K) = rank H, (K).

Fissiamo un ordinamento totale sui vertici di K, abbiamo visto che la sua estensione
lessicografica determina un ordinamento totale in K= per ogni n e quindi degli isomorfismi
canonici C, (K, <) ~ ZF».

Tramite questi isomorfismi possiamo scrivere il complesso delle catene ordinate nella
forma

dn dp, d
Ly gk Loy gheer L S gk,

Ogni morfismo d; si rappresenta con una matrice a coefficienti interi; applicando il teorema
del rango 2.6.13 si ha la formula

o T

(3.5) b, (K) = k,, —rank d,, — rank d,, 1
dove si conviene che d; = 0 per ogni ¢ < 0 ed ogni ¢ > dim K.
Ad esempio, per il complesso simpliciale K = A™, per ogni n = 0,...,m si ha k, =
(Z’Ll) e quindi
m - n MM + 1 (an i ™ + 1 m—+1
N e S O L S e R B O L e e
n=0 =0

La caratteristica di Eulero-Poincaré ¢ quindi una quantita di facile calcolo la cui impor-
tanza si deve al fatto che dipende solo dall’omologia di K.

TEOREMA 3.5.1 (di Eulero-Poincaré). Dato un complesso simpliciale astratto finito K
si ha

dim K dim K
X(E)= > (=1)"bn(K) = Y (~1)"rank H, (K).
n=0 n=0

DIMOSTRAZIONE. Per una dimostrazione immediata basta prendere la somma a segni
alterni di tutte le uguaglianze (3.5).
Possiamo anche evitare di usare il teorema del rango seguendo il seguente ragionamento.
Sia d la dimensione di K, possiamo allora fissare un ordinamento totale sui vertici e calcolare
I’omologia usando il complesso delle catene ordinate:
0— Ca(K, <) & - C1(K, <) & Co(K, <) = 0.

Per costruzione ciascun C, (K, <) & un gruppo abeliano libero di rango k,, ed il complesso di
catene ordinate si spezza in una serie di successioni esatte corte di gruppi abeliani finitamente
generati:

0—2,—CyK,<)—>Bp-1—0, 0—B,—2Z,— H,(K)—D0.
Per ’additivita del rango si ha quindi per ogni n:
k, =rank C, (K, <) = rank Z,, + rank B,,_1, b, (K) =rank H,(K) = rank Z,, — rank B,

e quindi

D (1) (kn — bu(K)) = > _(—1)"(rank B,_1 + rank B,)

n n

= Z((—l)" + (=1)" Y rank B, = 0.

n
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EsEMPIO 3.5.2. Usiamo le formule (3.5) per calcolare i numeri di Betti della 2-sfera
simpliciale S=A{%1.2:3} _ 401,23}, Si ha kg = ko = 4, k; = 6 ed i differenziali d;, dy del
complesso delle catene ordinate sono rappresentati dalle matrici

1 1.0 0
-1 -1 -1 0 0 0 -1 01 0

1 0 0 -1 -1 0 0 11 0
Di=fo 1 0 1 0 -1 Da=1f1 ¢ 0 1
o 0 1 0 1 1 0 1 0 -1

0 0 1 1

Applicando il procedimento di eliminazione di Gauss si vede facilmente che D; e Dy hanno
entrambe rango 3, e quindi

bp=4-3-0=1, b =6-3-3=0, by=4—-3=1.

EsemMPIO 3.5.3. Siano K un complesso simpliciale e L C K un sottocomplesso tali che
K — L contenga un solo elemento s, che ¢ necessariamente un simplesso massimale in K. Se
s ha dimensione p, considerando le catene ordinate (rispetto ad un qualunque ordinamento
dei vertici) si ha una successione esatta di complessi

0— Cu(L,<) = Cu(K, <) — Z]—p|s — 0,

dove il complesso Z[—p|s & generato da s in grado p e 0 in grado # p. Si ha quindi una
successione esatta lunga di omologia

0— Hy(L) = Hy(K) % 7 — H, (L) = H,_1(K) =0

e ci sono due possibilita.
1) se ¢ = 0 allora H,(L) = H,(K) ed esiste una successione esatta corta 0 — Z —
anl(L> - anl(K) — 0.

2) se g # 0 allora 'immagine di g ¢ isomorfa a Z, mentre il conucleo di g & un gruppo di
torsione. Si hanno dunque due successioni esatte

0— H,(L) = Hy(K) L Im(g) =Z — 0, 0 — coker(g) = Hy_1(L) = Hp_1(K) — 0.

Dalla prima segue un isomorfismo (non canonico) H,,(K) = H,(L)®Z, mentre dalla seconda
(vedi Esempio 2.6.11) seguono una successione esatta ed un isomorfismo
H, (L) H,_1(K)
0 — coker(g) - T(H,,_1(L)) = T(H,_1(K)) — 0, = .
Nel primo caso b,,—1(K) = bp,_1(L) — 1 e b;(K) = b;(L) per ogni i # n — 1; nel secondo
caso b, (K) = b, (L) + 1 e b;(K) = b;(L) per ogni i # n. In entrambi i casi la caratteristica
di Eulero-Poincaré aumenta di (—1)™, ossia x(K) = x(L) + (—=1)".

TEOREMA 3.5.4. Per ogni grafo semplice finito connesso (V, E), denotando con K C AV
il corrispondente complesso simpliciale di dimensione < 1, si hanno gli isomorfismi:

Hy(K)=17, H(K)=2zF-V+ = mg(K)=0, n>1.
In particolare (V, E) é un albero se e solo se Hy(K) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Siccome K & connesso, si ha Hy(K) = Z, ed il complesso delle catene
ordinate diventa

0 Ci(K,<) = @ Ze 5 Co(K, <) = P zZv—0
ecE veV
da cui segue che H;(K) = ker(d) & un sottogruppo di C; (K, <) = Z!F! ed & dunque isomorfo
a Z" per qualche r. Per additivita del rango si ha r = |E| — |V| + 1. O

Nella dimostrazione del Teorema 3.5.4 abbiamo visto che i gruppi di omologia di un grafo
connesso tengono conto solamente della caratteristica di Eulero-Poincaré e non tengono conto
di altri importanti aspetti combinatori che pure risultano importanti in teoria dei grafi.
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Una maniera per perdere meno informazioni ¢ quella di trovare dei modi naturali per
associare ad un grafo dei complessi simpliciali, la cui omologia riflette alcune proprieta
combinatorie del grafo di partenza.

Una maniera standard ¢ quella di considerare per ogni grafo I' = (V, E) il corrispondente
complesso delle cricche

r= {cricche di T},

~

del quale calcolare i gruppi di omologia H,,(I") i cui elementi non banali vengono detti cavita
topologiche di T'.

Riepilogando: la trasformazione di un grafo semplice nel corrispondente complesso di
cricche ha Ueffetto di trasformare alcune caratteristiche da combinatorie in topologico-omoto-
piche'.

Esercizi:

ESERCIZIO 24. Siano I' = (V, E) un grafo e r > 0 un intero. Definiamo I',, € A" come la
famiglia dei sottoinsiemi finiti e non vuoti W C V per cui il nel sottografo indotto di vertici
W, ogni vertice ha grado > |W| —r.

Provare che I',. € un complesso simpliciale astratto e che I'y € il complesso di cricche del
grafo I'.

Esercizio 25. Calcolare i gruppi di omologia del seguente grafo semplice (a sinistra) e
del corrispondente complesso di cricche (a destra):

7 6

4 )

ESERCIZIO 26. Mostrare che il complesso di cricche del grafo

ha la stessa omologia della sfera simpliciale S? e pertanto possiede delle cavita topologiche
2-dimensionali non banali.

3.6. Omologia a coefficienti F, e simplessi positivi

Sia (K, I) un complesso simpliciale astratto. Abbiamo definito il gruppo delle p-catene
orientate Cp(K) come il gruppo abeliano libero generato da K.

Analogamente possiamo definire le p-catene orientate a coefficienti in un qualunque
campo K. Piu precisamente definiamo C, (K, K) come lo spazio vettoriale su K generato da
K, ossia

Cp(K,K) = {Z a;s; | $; € Kp, a; € K e a; #0 per finiti j}.

K2

IIn attesa di maggiori chiarimenti, possiamo provvisoriamente interpretare il termine topologico-
omotopico come osservabile mediante gli strumenti tipici della topologia algebrica, quali ad esempio i gruppi
di omologia.
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La stessa formula del differenziale su C, (K') definisce un differenziale. I corrispondenti gruppi
di omologia, che a posteriori sono spazi vettoriali su K, vengono denotati H, (K, K).

Dal un punto di vista teorico, il calcolo dei gruppi H,, (K, K) non aggiunge alcuna nuova
informazione, nel senso che essi sono determinati univocamente, a meno di isomorfismo, dai
gruppi H,(K); questo segue dal cosiddetto teorema dei coefficienti universali, risultato per
nulla banale e non trattato in queste note.

Per un complesso simpliciale finito K segue facilmente dalla formula (3.5) che la dimen-
sione di H,(K,K) come K spazio vettoriale dipende solo dalla caratteristica del campo K, &
uguale al numero di Betti b, (K) se K ha caratteristica 0 ed ¢ maggiore od uguale a b, (K)
se K ha caratteristica positiva.

Sebbene meno informativi rispetto ai gruppi di omologia “tradizionali”, i gruppi H,, (K, K)
hanno il vantaggio di essere piu facilmente calcolabili. Cio e particolarmente vero quando K
¢ il campo con due elementi, ossia K = Fo = {0,1}. Siccome 1 = —1 in Fo, il differenziale
dy: Cp(K,Fo) — Cp_1(K,Fy) assume la forma semplificata

P
dp(zo, ..., xp) = Z(xo,...,@,...,xp).
i=0

Possiamo fare di meglio definendo D, (K’) come lo spazio vettoriale su Fy generato dai
simplessi di K di dimensione p:

D,(K) = {Zaisi | s; € K, dims; = p, a; € Fo, a; =1 per finiti j}.

K2

Consideriamo poi le applicazioni lineari d: D,(K) — D,_1(K) definite sugli elementi
della base come

P
d{zo,...,zp} :Z{xo,...,@,...,xp},
i=0

ossia
seK,dims=p = d(s)= Z t.

tCs,dim t=p—1
TEOREMA 3.6.1. Il diagramma di applicazioni
o Dy (K) S Dy =B Dy 0
¢ un complesso i cui gruppi di omologia sono H, (K, Fs).

DIMOSTRAZIONE. Scegliamo un ordinamento totale < sull’insieme dei vertici di K.
Le stesse argomentazioni fatte precedentemente mostrano che i gruppi di omologia del
sottocomplesso delle catene ordinate C, (K, Fs, <), dove

CP(K,]FQ, <) = {Zai(xm R ,iCp) | a; € ]FQ, To < - < .’Ep},

sono gli stessi del complesso C, (K, Fq, <).

Basta adesso osservare che le applicazioni lineari

Cp(K,Fq,<) — Dy(K), (o, .-y xp) = {z0,. .., Tp},

definiscono un isomorfismo di complessi. O

Anche grazie al teorema precedente, il calcolo dei gruppi H,(K,F3) € molto pit sem-
plice dal punto di vista algoritmico e computazionale rispetto al calcolo di H,,(K), e questo
rappresenta un vantaggio specialmente per complessi simpliciali molto grandi.

Un celebre algoritmo per il calcolo dell’omologia a coefficienti in Fy prevede che un
complesso simpliciale finito K sia dotato del seguente dato aggiuntivo:

Dato aggiuntivo: Una numerazione dei simplessi
K= {81,82,...,SN}
tale che, per ogni 1 < h < N la sottofamiglia

Kh:{51,827--~75h}
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sia un sottocomplesso simpliciale.

Equivalentemente, viene dato su K un ordinamento totale < tale che per ogni ¢ € K il
suo segmento iniziale {7 € K | 7 < o} & un sottocomplesso.

Un tale dato aggiuntivo esiste sempre: ad esempio possiamo prima numerare i vertici,
S1,...,5N,, poi i simplessi di dimensione 1, sy, +1,...,5n,, poi i simplessi di dimensione 2 e
cosl via.

DEFINIZIONE 3.6.2. Nelle notazioni precedenti, il simplesso s, si dice positivo se com-
pare con coefficiente 1 in un ciclo di D,(K"). Altrimenti si dice negativo.

Pit precisamente, un sy € positivo se e solo se esistono 1 < i1 < 19 < -+ < i, < h tali
che dims;;, = dimsy, perogni j=1,...,7¢

d sh—i—Zsij =0.
J

E chiaro che ogni 0-simplesso € positivo, mentre la distinzione dei simplessi di dimensione
superiore in positivi e negativi dipende dalla scelta dell’ordinamento su K. E utile osservare
che il simplesso s, & positivo in K se e solo se & positivo in K.

EseMPIO 3.6.3. Sia ¢ € K un p-simplesso non massimale. Allora il primo (p + 1)-
simplesso 7 che contiene o € negativo.

Infatti, per ogni scelta di 71,...,7% < 7 nel differenziale d(7 + >_7;) il simplesso o
compare con coefficiente 1.

Introduciamo alcune notazioni:
(1) per ogni h, sia P,(K") C D,(K") il sottospazio vettoriale generato dai p-simplessi
positivi di K";
(2) per ogni h, sia N,,(K") C D,(K") il sottospazio vettoriale generato dai p-simplessi
positivi di K"
Chiaramente D,(K") = P,(K") @ N,(K").

LEMMA 3.6.4. Nelle notazioni precedenti, per ogni h,p lapplicazione d: Np(Kh) —
D,_1(K") ¢ iniettiva.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che esista v € N,(K") tale che dv = 0 e
v # 0. Allora v = s;, + -+ +s;, con k > 0, i3 <iz < --- < i ed ogni s;; un p-simplesso
negativo. Ma questo ¢ assurdo perché la condizione dv = 0 implica che s;, € positivo. g

LEMMA 3.6.5. Nella situazione precedente, sia s, un p-simplesso positivo. Allora esiste
un’unico vettore v, € N,(K"~1) tale che d(sp +vp) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo prima I'unicita. Siano vy, wy, € N,(K"~1) tali che d(s,+
vp) = d(sp + wp) = 0; allora d(v, — wp) = 0 e v = wy, per il lemma precedente.

Dimostriamo ’esistenza per induzione su h. Siccome s; € positivo esiste un vettore
u € D,(K"~1) tale che d(sp+u) = 0; scriviamo u = v+w con v € Np(K""1)ew € P,(Kh1).

Se w = s;, + -+ + 8;, con ogni s;; positivo, per I'ipotesi induttiva esistono vettori
v1,...,05 € Np(K"™1) tali che d(s;; + v;) = 0 per ogni j. Ma allora dw = d(>2;v5) e di
conseguenza d(s, +v + >, v;) = 0. O

Il lemmi precedenti ci offrono un metodo ricorsivo per classificare i simplessi in positivi e
negativi. Sia h = 1,..., N e supponiamo di aver gia determinato il sottoinsieme dei simplessi
negativi di K"~1. Se p =dimsy e s;,,..., 54, sono i p-simplessi negativi di Kh=1 allora sy,
¢ positivo se e solo se i vettori dsy, ds;, , ..., ds;, sono linearmente dipendenti in Dp,l(Kh).

TEOREMA 3.6.6. Nelle notazioni precedenti, dim H,(K,Fs) = dim P,(K)—dim N,y (K),
ossia la dimensione di Hy(K,F3) é uguale alla differenza tra il numero dei p-simplessi positivi
ed il numero dei (p + 1)-simplessi negativi.
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DIMOSTRAZIONE. Per ogni ¢ si consideri I’applicazione lineare f: Dy (K) — Dy(K)
definita sui g-simplessi da f(sp) = sp, se s, € negativo, f(s) = sp +vp, se sy, € positivo, dove
vy, € Ny(K"™1) & il vettore descritto nel Lemma 3.6.5.

Nella base data dai g-simplessi, 'applicazione f si rappresenta con una matrice trian-
golare con tutti 1 sulla diagonale. Quindi f ¢ un isomorfismo e si ha D, (K) = f(Ny(K)) &
F(Py(K)) = Ny(K) @ f(P,(K)). Siccome d(sp +vp) = 0 si ha f(P;(K)) C kerd e quindi
D,(K) = Ny(K) + kerd. D’altra parte, per il Lemma 3.6.4 Ny (K) Nkerd = 0 e quindi
Dy(K) = Ny(K) & ker d.

Per concludere basta osservare che f determina un isomorfismo tra P,(K) ed il nucleo
di d: Dy(K) — Dp_1(K) e che 'immagine di d: D41 (K) — D,(K) ¢ uguale all'immagine
dell’applicazione iniettiva d: Npy1(K) = Dp(K). O






CAPITOLO 4
Insiemi simpliciali e omologia singolare

Questo capitolo puo essere omesso senza pregiudicare la comprensione generale del testo

I complessi simpliciali astratti possiedono diverse rigidita che in certi casi sono un ostacolo
al buon funzionamento della teoria. Vogliamo quindi trovare un analogo concetto (non una
generalizzazione, si badi bene) che permette ugualmente di produrre gruppi di omologia in
maniera funtoriale e che poi risulti di piu agile utilizzo.

La risposta a questo problema (non banale) ¢ stata trovata nel periodo 1960-80 da svariati
matematici, primo tra tutti Daniel Kan, che hanno mostrato come la teoria degli insiem:
simpliciali ha tutte le caratteristiche richieste, ed altre ancora che la rendono il punto di
incontro di teorie matematiche apparentemente molto distanti (e quindi un argomento pil
che consono per un corso di Istituzioni di Algebra e Geometria).

Tra le altre cose, il passaggio dai complessi simpliciali astratti agli insiemi simpliciali
permette di sostituire il concetto di contiguita con la nozione di omotopia, quest’ultima
formalmente simile alla classica definizione di omotopia usata in topologia.

4.1. Insiemi simpliciali

Se n > 0 € un intero non negativo denotiamo [n] = {0,...,n} considerato come insieme
ordinato, ossia dotato della usuale relazione di ordine <. Scriveremo inoltre f: [n] — [m] per
indicare un’applicazione monotona non decrescente

f:{O,...,n}—>{O,...7m}, f(O)gf(l)ggf(n)

LEMMA 4.1.1 (Fattorizzazione epi-moni). Ogni morfismo f: [n] — [m] si fattorizza in
modo unico come f = hg con g: [n] — [p] surgettiva e h: [p] — [m] iniettiva.

DIMOSTRAZIONE. Se l'immagine f([n]) C [m] contiene p + 1 elementi, esiste un’unica
applicazione bigettiva e monotona h: [p] — f([n]) e si definisce g come la composizione

Particolare importanza hanno i morfismi faccia:

P sep <k
ok: [n=1] = [n],  d(p) = . k=0,...,n,
p+1 sep>k
ed i morfismi degenerazione:
P sep<k
op: [n+1] = [n], ox(p) = , k=0,...,n.
p—1 sep>k

Si noti che dx: [n — 1] — [n] & 'unica applicazione iniettiva monotona la cui immagine non
contiene k e che oy: [n + 1] — [n] & l'unica applicazione surgettiva monotona tale che il
bersaglio k & colpito due volte (da k e k + 1).

Le regole di commutazione di facce e degenerazioni sono regolate dal seguente lemma.

65
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SNARERNIN

k-1 k kE+1 n k-1 k kE+1 n+1

FI1GURA 1. Facce e degenerazioni

LEMMA 4.1.2 (Identita cosimpliciali). Nelle notazioni precedenti si ha
0i0; = 0;410; per ogni i < j;

0i0; = 0j0;41 per ogni 1 > j;

(4.1) dj—10; perognij>i+1
0i0; =< 1d perj=rid,i+1
djoi-1 per ognij <i.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione ¢ del tutto elementare ma decisamente noiosa; qui
proviamo solamente le regole di commutazione delle facce e per le altre ci fidiamo dei tanti
di libri di testo dove le identita cosimpliciali sono riportate (e quasi sempre lasciate per
esercizio). Siano dunque i < j < n. La composizione

5 ’
n—1 2 ) 2 [n+1).
¢ iniettiva monotona ed il complementare dell’immagine & esattamente {4, d;(j)} = {i,7+1}.
Analogamente, la composizione

) 5
n—1] 2 [n] 25 i+ 1),

¢ iniettiva monotona ed il complementare dell’immagine ¢ esattamente {j + 1,0;11(i)} =
{i,7 + 1}. Dunque le due applicazioni iniettive monotone d;0; e d,+19; hanno la stessa

immagine e quindi coincidono.
Va osservato che con il semplice cambio di indici h = j+1 e k = 7, da tale identita segue

Ondr = OpOn_1, per ogni h > k.

O

OSSERVAZIONE 4.1.3. Possiamo raffinare ulteriormente la fattorizzazione epi-moni os-
servando che ogni f: [n] — [m] possiede un’unica decomposizione del tipo

(42) f:5il"'5ik‘7j1""7jh
con
m>11 >tg > >0 >0, 0<h1 <~ <jp<n.
La dimostrazione e lasciata per esercizio.
DEFINIZIONE 4.1.4. Un insieme simpliciale X, ¢ una collezione di insiemi ed applica-
zioni cosi definita:
(1) per ogni intero n > 0 & dato un insieme X,;;
(2) per ogni applicazione monotona f: [n] — [m] & data un’applicazione f*: X, — X,,.
Le applicazioni f* devono soddisfare le seguenti condizioni di controvarianza:
(1) seId: [n] — [n] & lidentita allora anche 1d*: X,, — X,, & I'identita;
(2) dati comunque [n] ER [m] 2 [p] st ha (¢f)* = f*g9*: X, = X
Dato un insieme simpliciale X,, per semplicita di notazione denotiamo
0, =06 X, > X1, 1=0,...,n
si=o0;: Xp = Xoga, 1=0,...,n
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EsEMPIO 4.1.5. Ad ogni insieme U ¢& associato in modo canonico un insieme simpliciale
X, ponendo X, = U per ogni n e f* =Idy per ogni f: [n] — [m].

ESEMPIO 4.1.6. Se (K, I) ¢ un complesso simpliciale astratto, la famiglia K, degli insiemi
K, (p-simplessi orientati) ha una struttura di insieme simpliciale, dove per ogni f: [n] — [m]
si definisce

oKy — Ky, J (@0, om) = (Tp0)s - Tpn)) -
Ad esempio se f: [3] — [2] & applicazione
fO)=r)=1, f2)=/B)=2,

e K ¢ il complesso simpliciale astratto e completo dei supereroi si ha

/¥ (Batman, Superman, Superciuk) = (Superman, Superman, Superciuk, Superciuk) .

Equivalentemente, se interpretiamo

K,={z:[n] = I|{z0,...,2n} € K}
allora l'applicazione f* coincide con la composizione a destra con f, ossia f*xr = x o f; da
questa descrizione segue immediatamente che per ogni [n] ER [m] & [p] si ha
(9f)'x=zo0gf=(g")0 f=[f"(g"2).
Si osservi che
0i(xoy -« Tm) =07 (X0, oy Zm) = (Toye ooy Tiy e v oy Tin)s
$i(xo, oy Tm) = 07 (X0y ooy Tm) = (T, -+« s Tie 1, Tiy Tiy Tig1y- -+ s Trn)-

Alla stessa maniera si ha che se I ¢ totalmente ordinato, allora i simplessi debolmente

ordinati
K5 ={(z0,...,20) € Ky |20 < -+ <y}

formano al variare di n un insieme simpliciale.

ESEMPIO 4.1.7. Per ogni intero p > 0 si definisce I'insieme simliciale A[p]s ponendo

Alpl, = {z: [n] — [p] monotone }, n >0,

x € Alplm, f:[n] = [m], ffx=xzof:[n]—[p].

Notiamo che 'insieme simliciale A[p]e coincide con i simplessi debolmente ordinati del
complesso simpliciale AP. Questo implica, tra I’altro, che nella analogie topologiche A[l],
deve essere pensato come 'intervallo [0, 1], A[2]s come il triangolo pieno a piti in generale
A[ple come il p-simplesso topologico (realizzazione geometrica di AP).

EseMPIO 4.1.8. Per ogni insieme parzialmente ordinato (S, <) possiamo definire un
insieme simpliciale X, ponendo per ogni n > 0
Xp=A{z:[n] > S |zo <21 <+ <y},
e per ogni f: [n] — [m],
7 X — X, fflz)=xof.

EseMPIO 4.1.9 (Spazio classificante). Dato un gruppo G con elemento neutro e, il suo
spazio classificante ¢ l'insieme simpliciale BG4 definito nel modo seguente:

(1) BGy = {e}, BG, = G" = {(ga-.01) | s € G};
(2) per ogni f: [m] — [n] si pone f*(gn,...,91) = (hm,...,h1) dove
B — {gf(i)gf(i)—l e gpi-n4+1 se f(i) > f(i—1)
e se f(i) = f(i—1)
Lasciamo al lettore la verifica che BG, € un insieme simpliciale.

EseEmpio 4.1.10. Dati due insiemi simpliciali X,, Y, la famiglia dei prodotti cartesiani
X, x Y, possiede una naturale struttura simpliciale dove, per ogni f: [n] — [m] si definisce

frr X X Yo = X x Yo, f(xy) = (f"2, fTy).

Il corrispondente insieme simpliciale viene detto il prodotto di X,, Y, e si denota con il
simbolo X¢ X Y,.
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EseMPIO 4.1.11. Un (multi)grafo orientato puo essere pensato come il dato di: un insieme
V' (vertici), un insieme E (lati) e due applicazioni a,p: F — V. Graficamente ogni lato e € E
va pensato come un cammino orientato che unisce il vertice di partenza p(e) con il vertice
di arrivo a(e).

Ad ogni grafo orientato possiamo associare un insieme simpliciale X, ponendo

X, =VI(ExS,), nx0,
dove II denota 'unione disgiunta e
Sp = {f:[n] = {0,1} monotona non costante}.

In particolare Xg = V e X; = V U E (S contiene solo I'identita); si noti che S,, contiene
esattamente n applicazioni.

Data f: [n] = [m] applicazione f*: X,,, — X,, & definita nel modo seguente:
(1) f*(v) =v perveV;
(2) f*(e,a) = (e;af) se af € Sn;
(3) se (e, a) € E xSy, e af & costante si pone:
a) f*(e,a) =ale) e Vseaf =0,
(b) f*(e,) =ple) €V se af =1.

Lasciamo al lettore la semplice verifica che X, € un insieme simpliciale.

DEFINIZIONE 4.1.12. Un morfismo di insiemi simpliciali a: X, — Y, ¢ una suc-
cessione di applicazioni «,: X,, — Y, tali che per ogni f: [n] — [m] si ha f*a, =
anf*.

I morfismi simpliciali si compongono nel modo ovvio ((aof),, = ay,008,) e la composizione
¢ ancora un morfismo di insiemi simpliciali

EsEMPIO 4.1.13. Ecco alcuni esempi di morfismi di insiemi simpliciali:

1) Ogni a: [n] — [m] induce un morfismo di insiemi simpliciali
a: Aln]e = A[mla, ap(zr) =aozx, x:[p]—[n].
2) Ogni morfismo §: K — L di complessi simpliciali astratti induce un morfismo di
insiemi simpliciali

B:Ke— Lo, Bul®o,--.s20) = (B(20), ..., B(xn)).
3) Ogni omomorfismo di gruppi v: G — H induce un morfismo di insiemi simpliciali

v: BGe = BHe,  Y(gn,---,91) = (¥(gn)s -, 7(91)) -
4) Dati due insiemi simpliciali X, e Y,, le proiezioni naturali sui fattori

Xe XY, = X, Xe XYy =Y,

sono morfismi simpliciali.

ESEMPIO 4.1.14. Siano 0 < k < p interi; per ogni n > 0 denotiamo con ke Alpln
I'applicazione [n] — [p] che vale costantemente k. Allora per ogni insieme simpliciale X le
applicazioni X,, — A[pl,, « — k per ogni x, definiscono un morfismo di insiemi simpliciali,
dato che per ogni f: [n] — [m] si ha fk =k

EsEMPIO 4.1.15. L’Esempio 4.1.14 & un caso particolare di morfismo costante, ossia di
un morfismo definito nel modo seguente.

Per ogni intero n > 0 denotiamo con w: [n] — [0] 'unica applicazione possibile. Dati due
insiemi simpliciali X,, Y, ed un elemento y € Yj, le applicazioni costanti

X, =Y, x = u*(y)

definiscono un morfismo di insiemi simpliciali.
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4.2. Omologia degli insiemi simpliciali

Sia X, insieme simpliciale fissato. Applicando le condizioni di controvarianza alle identita
cosimpliciali (4.1) otteniamo, per ogni insieme simpliciale le identita simpliciali:

8iZXn—)Xn,1, SiZXn—>Xn+1, 1=0,...,n,

0;0; = 8;0;41  per ogni i < j;
5;8; = 8;+15; Dper ogni i > j;
(4.3) 8;0;_1 perognij>i+1
Ojsi = 4 1d per j =i,i+1
si—10; perognij <i.

Per ogni n denotiamo con C,(X,) il gruppo abeliano libero generato da X,,. Per ogni
f+ [n] = [m], Vapplicazione indotta f*: X,, — X,, si estende per linearita ad un omomorfi-
smo di gruppi abeliani liberi f*: Cy,(Xo) = Cp(X,). In particolare le facce e le degenerazioni
inducono omomorfismi

0i: Cp(Xe) = Cro1(Xe),  si: Cp(Xe) = Crr1(Xe), i=0,...,n.
LEMMA 4.2.1. Nelle notazioni precedenti, gli omomorfismi

9: Cn(Xe) = Cua(Xs),  0=> (-1)';, n>0,
=0

(2

soddisfano le identita 0% = 0 e quindi definiscono un complesso di gruppi abeliani.

DIMOSTRAZIONE. Sia n > 0 fissato e mostriamo le precedenti identita su C,(X,); per
n = 0,1 non c’¢ nulla da dimostrare e quindi possiamo supporre n > 2.

n—1 n n—1 j n—1 n
P =D (V)™M90, =3 (-0, + ) Y (-1 ;0
j=01=0 7=0 i=0 j=0 i=j+1

Nella prima sommatoria usiamo le identita simpliciali e nella seconda scambiamo ¢ con j
n—1 j n—1 n
& = (—1)"™M0:050 + > Y (1) 0:0;
§=0 i=0 i=0 j=i+1
Nella prima sommatoria sostituiamo j con j — 1 e nella seconda scambiamo i simboli di
sommatoria

_

n j—1 n o j—
0> => "3 (19,0, + > D (-1)"9,0; = 0.
j=1i=0 j=11i=0
0
Dunque
C(Xe): L a(Xe) L Cr(Xe) 2 Cp(Xa) 0

¢ un complesso di catene ed ha quindi senso considerare i gruppi di omologia
H,(X.) = Hy(C(X.)).

Segue immediatamente dalla definizione che se K, ¢ 'insieme simpliciale dei simplessi orien-
tati di un complesso simpliciale astratto K, allora H,,(K) = H, (K,) per ogni n.

ESEMPIO 4.2.2. Siccome ogni elemento di A[n], puo essere interpretato come una suc-
cessione (zg,...,xp) con 0 < zg < x1 < -+ < 2, < n si ha che C(A[n]s) coincide con il
complesso C'(A™, <) delle catene debolmente ordinate del complesso simpliciale astratto A™
e quindi H,(Alnls) = H,(A™) per ogni p, ossia Ho(A[nls) = Z ¢ Hy(A[n]s) = 0 per ogni
p#0.
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Dato un morfismo di insiemi simpliciali a: X¢ — Y,, 1 morfismi «,: X,, — Y,, commu-
tano con le facce 9;; lo stesso vale per le loro estensioni lineari ay,: Cpp(Xe) = Cr(Ye) ed &
quindi definito un morfismo di complessi di catene a: C(X,) — C(Y,) che a sua volta induce
omomorfismi in omologia.

TEOREMA 4.2.3. Sia X, un insieme simpliciale. Allora la proiezione
Xe x All]le = X
induce un isomorfismo in omologia.
DIMOSTRAZIONE. Per ogni n > 0 I'insieme A[l],, = {a: [n] — [1]} contiene esattamente
n + 2 elementi ciascuno dei quali si pud rappresentare come una n + 1-upla (yg,...,y,) con
0<yo < - <y, <1l:lan+ lupla (yo,...,ys) corrisponde all’applicazione [n] — [1],
Per ogni coppia di interi n, k > 0 definiamo
TF = {(yo,...,yn) € A[1],, | yi = 0 per ogni i < n — k}.
Osserviamo che
T° = Al0],, = {(0,...,0)} c T} c T2 c --- ¢ TF = A[1],, per ogni k > n.
Osserviamo inoltre che i sottoinsiemi T si comportano bene rispetto agli operatori 9;, e piu
precisamente:
(1) 0;TF c T*_, per ogni n > 0 ed ogni 0 < i < n;
(2) 8;,TF ¢ TF=! per ogni n > 0 ed ogni n — k < i <n.
Consideriamo gli operatorl
T:T,]L€—>T7]f+17 T(Yos -+ yYn) = (0,90, -, Yn) -
Dato un qualunque elemento y € T, sono di immediata verifica le relazioni:
(1) do7(y) =u;
(2) dipat(y) =yse 0 <i<n—k;
(3) Oipat(y) €T tsei>n—ke0<i<n;
(4) Oip17m(y) =70:(y) sen>0e0<i<n.

Per ogni k > 0 consideriamo il sottocomplesso C¥ C C(X, x A[1],) generato in grado n
dagli elementi di X,, x T*.

Siccome T contiene un solo elemento, il morfismo C'(Xe x A[l]ls) — C(X,) indotto
dalla proiezione stabilisce un isomorfismo C° ~ C(X,), quindi H,(C°) = H,(X.,).
D’altra parte C¥ = C,,(X, x A[l],) per ogni k > n e quindi H,(C*) = H, (X, x A[l],)

per ogni k > n + 2.

Per dimostrare il teorema sara quindi sufficiente provare che ogni inclusione C* c C*+1
€ un quasi-isomorfismo. Per il Lemma 3.4.3 basta trovare, per ogni k£ > 0, un’omotopia
h: C* — C*[1] tale che:

(1) h(C*k=1) c Ck 1,
(2) se ¢ = Oh + hd — 1d, allora ¢(C*) c Ck1.
Sia quindi k£ > 0 fissato e definiamo le applicazioni
(=) ks, _piz,Ty) sen+1>k,

hn: CE— Ck, |, ho (2, ) =
0 sen+1<k.

La condizione h(C*~1) c C*¥~1 & chiara; occupiamoci adesso di studiare, per ogni n > 0,
'immagine dell’'operatore ¢ = Oh + hd — Id: C¥ — CF; trattiamo separatamente i tre casi
E>n+1,k=n+lek<n+1.
1) Se k > n+ 1 allora C*¥ = C*~! ¢ quindi 'immagine di ¢ & contenuta in C*¥~1.
2) Se k =n+1si ha ¢ = Oh —Id e per ogni (v,y) € X,, x T, siccome dyso = Id si ha
n+1 n+1
(b(l’,y) = Z(—l)i(aiSOl', aﬂ-y) - (w,y) = Z(_1)1(8180m7617-y)

i=0 i=1
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e ogni elemento nella sommatoria a destra appartiene a T*~! = T™. Quindi anche in questo
caso l'immagine di ¢ & contenuta in C¥—1.
3)Sek<n+1le(x,y) € X, x TF usando le identita simpliciali
anle»lSnfk:Jrl = Id; 6i8n7k:+1 = snfkazﬁ 0<i<n— ka

e le uguaglianze 0;7y =y per ogni 0 < i <n —k+1, si ha:

n+1
oh(z,y) = Z(_l)n_kﬂﬂ(aﬁn—kﬂﬁ5iTy)
i=0
n—k n+1
= ()" Oisphpamy) + (@y) + Y (D) Oy pax, BiTy)
i=0 i=n—k+2
n—k n+1
= Z(il)nikJrlJﬂ(sn—kaixa y) + (SC, y) + Z (71)nik+1+z(ai5n—k+lxa 817_y) )
i=0 i=n—k+2
n—k . n )
ha(.’L‘, y) = Z(_l)n_k+l(5n—kaixa y) + Z (_l)n_k—’_l(sn—kaixa Tazy) .
i=0 i=n—k+1
Dunque
n+1 n
day)= Y. (D" O, am, ry) + > ()" (50w, TOry)
i=n—k+42 i=n—k+1
ed ¢ chiaro che ogni addendo in ciascuna sommatoria appartiene a CF~1. (]

Per ogni insieme simpliciale X, possiamo considerare i due morfismi di insiemi simpliciali
io,ill X. — X. X A[l],
io(x) = (z,(0,0,...,0)), i1(z) = (z,(1,1,...,1)).

La verifica che si tratta di morfismi di insiemi simpliciali & immediata in quanto per ogni
f:[n] = [m] si ha

F70,...,0)=(0,...,0),  f*(1,....,1)=(1,...,1).

COROLLARIO 4.2.4. Nelle notazioni precedenti, per ogni insieme simpliciale Xo i due
morfismi di insiemi simpliciali

io,ill X. — X. X A[l],
inducono lo stesso isomorfismo in omologia
io =i1: Hy(Xe) — Ho(Xe x A[1],).

DIMOSTRAZIONE. Per il teorema precedente la proiezione 7: Xo X A[l]e — X, induce
un isomorfismo in omologia e siccome 7ig = mi; = Id si ha che

10,91 Hp(Xe) = Hp(Xe x All]s)
coincidono entrambi con l'inverso dell’isomorfismo
7 Hy(Xe x All]s) — Hp(X,) .
O

DEFINIZIONE 4.2.5. Diremo che due morfismi di insiemi simpliciali o, 8: Xo — Y, sono
direttamente omotopi, e scriveremo o« = 3, se esiste un morfismo di insiemi simpliciali
0: Xo x All]le = Ye
tale che
a = gio, B = 07,1 .

In tal caso
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La relazione di omotopia diretta gode della proprieta riflessiva, ossia o = « per ogni
a: Xo — Y,: basta infatti considerare il morfismo di insiemi simpliciali

0=axId: Xe x All]le = Y, O(z,y) = (a(z),y).

DEFINIZIONE 4.2.6. Due morfismi di insiemi simpliciali o, §: Xo — Y, si dicono omo-
topi se esiste uno zigzag finito di omotopie dirette

NN

La definizione & analoga alla definizione di omotopia di applicazioni continue, dato che
All]s ¢ lanalogo simpliciale dell’intervallo chiuso [0, 1]; la necessita di prendere lo zigzag
serve a garantire le proprieta simmetrica e transitiva dell’omotopia.

Ad esempio, se «, 8 sono direttamente omotopi, allora 5, a sono omotopi, come segue

considerando lo zigzag
o
QV \
o B

La relazione di omotopia si comporta bene con le composizioni, nel senso descritto dal
seguente lemma.

LEMMA 4.2.7. Siano «,8: Xe — Y, due morfismi (direttamente) omotopi di insiems
simpliciali. Allora:
(1) per ogni morfismo di insiemi simpliciali f: Yo — Zs, i due morfismi fa e f3 sono
(direttamente) omotopi;
(2) per ogni morfismo di insiemi simpliciali g: Wo — X, @ due morfismi ag e Bg sono
(direttamente) omotopi.

DiMOSTRAZIONE. Consideriamo prima il caso in cui « e 8 sono direttamente omotopi,
ossia che esiste 0: Xq X A[l]s — Y, tale che a = 0ip, B = 0iq. Siccome o = Big e 8 = 0iy
si ha fa = (f0)ip e f8 = (f0)i1, che prova che « e ( sono direttamente omotopi.

Similmente se consideriamo il morfismo di insiemi simpliciali

g xId: Wy x All]le = Xe x All]e, (w,y) — (g9(w),y),
si ha ixg = (g x Id)ix per ogni k = 0,1 e quindi
ag = 0igg = 0(g x Id)iy, Bg = 0irg = 0(g x Id)iy .

In generale, a e 8 sono connesse da uno zigzag finito di omotopie dirette, applicando il
precedente risultato a ciascuna freccia = dello zigzag si ottiene la dimostrazione. (]

COROLLARIO 4.2.8. Due morfismi omotopi di insiemi simpliciali o, B: Xo — Ys indu-
cono lo stesso morfismo in omologia.

DIiMOSTRAZIONE. Non e restrittivo supporre « e 8 direttamente omotopi, e sia # come
nella Definizione 4.2.5. Siccome ig, i1 inducono lo stesso morfismo in omologia, pure i morfismi
figy e 0i1 inducono lo stesso morfismo in omologia. O

4.3. Complementi: catene degeneri e complesso di Moore

Questa sezione non € essenziale per il seguito e puo essere pertanto omessa ad una prima
lettura.
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LEMMA 4.3.1. Sia X, un insieme simpliciale. Nelle notazioni precedenti, gli omomorfi-
St

0: Cp(Xe) = Cro1(Xo), 0=

s: Cp(Xe) = Crt1(Xe), s =

soddisfano le sequenti identita:
9% =0, s =0, ds+s0=0.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gid dimostrato che 9? = 0. Proviamo adesso che s? = 0.

n+l n n n+l
5D 3) ETLNNES 3) DETHNES 3 SIS NN
7=0 i=0 =0 j=0 =0 j=i+1

Nella prima sommatoria usiamo le identita simpliciali e nella seconda scambiamo ¢ con j

n [ n  n+l
S UCILNINES 3 Sy
1=0 j=0 7=01i=5+1

Nella prima sommatoria sostituiamo ¢ con 7 — 1 e nella seconda scambiamo i simboli di
sommatoria

n+1i—1 n+1i—1
?= Z Z(_l)iﬂ_lsisj + Z Z(—l)i+jsi5j =0
i=1 j=0 i=1 j=0
Rimane da dimostrare che 9s = —sd. Se n = 0 abbiamo s0 = 0 e 9s = Jysg — 0150 =
Id —Id = 0 e quindi per 'uguaglianza 0s 4+ sd = 0 possiamo assumere n > 1.
n+l n
0s = Z Z(—l)i"’j@jsi
§=0 i=0

Siccome 0;s; = 1d per j = 4,1 + 1 possiamo scrivere

n i—1 n—1 n+1
9s =1 Y (1) 0isi+ Y > (=1);s;
i=1 j=0 i=0 j=i+2

E usando le identita simpliciali

n 1—1 n—1 n+l
ds = ZZ(_l)i—kjsiflaj + Z Z (—1)i+jsi8j,1
1=1 j=0 i=0 j=i+2

Scambiando i con i + 1 nella prima e j con j + 1 nella seconda si ottiene

n—1 1 n-1 n
Js = Z Z(—l)i+j+18iaj + Z Z (—1)i+j+18iaj

i=0 j=0 i=0 j=i+1
n—1 n
0s = — g E (=1)"5;0; = —s0.
i=0 j=0

O

Sia X, un insieme simpliciale; come nel caso dei complessi simpliciali astratti ¢ possibile
trovare dei sottocomplessi molto piu piccoli di C'(X,) che calcolano la stessa omologia. A tal
fine osserviamo che per ogni 0 < k < n Poperatore 9si: C,(Xe) = Cp(X,e) € uguale a

n+1 . k—1 n+1
Osk =Y (—1)0isp =D (=1)'0sp+ Y (—1)d;si
=0 =0 i=k+2

(4.4) .

k—1
= Z(—l)isk_lai + Z (—l)isk(%_l,
i=0

i=k+2
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e quindi se denotiamo con D, (X,) C C,(X,) il sottogruppo abeliano libero generato dagli
elementi del tipo sz, con 0 < k <n—-1ex € X,_1, si ha 9(D,(X,)) C Dyp_1(X,) e
quindi tali sottogruppi definiscono un sottocomplesso D(X,) C C(X,), detto delle catene
degeneri e che pero non ¢ quello che cerchiamo dato che:

LEMMA 4.3.2. Nelle notazioni precedenti il complesso D(X,) € aciclico.

DIMOSTRAZIONE. La Formula (4.4) ci consente di definire una catena ascendente di
sottocomplessi

0=D"'cD’cD'c- D(X.),

dove DF ¢ il sottocomplesso generato da tutti gli elementi del tipo sz, con 0 < k < p. Pilt
precisamente, per ogni n > 0, D¥ C D,,(X,) ¢ il sottogruppo abeliano libero generato dagli
elementi del tipo s;z, con 0 < i < min(k,n — 1) e # € X,,_;. Siccome DF = D, (X,) per
ogni k > n — 1, per dimostrare che D, (X,) € aciclico basta dimostrare che per ogni k > 0
Iinclusione D*~! ¢ D* & un quasi-isomorfismo.

A tal fine considerando I'omotopia h = (—1)*s;,: D¥ — D¥[1]; per un elemento del tipo
spr € DFL B <k, si ha

(—1)kh(shm) = SESKT = SpSp_1T € D,’fl .

Ponendo ¢ = 0h + hd — 1d, vogliamo dimostrare che per ogni generatore spz € DX n > 1,
h<k,z€X,_1,siha¢(spz) € DE~1. Se h < k abbiamo gia visto che h(s;,x) appartiene al
sottocomplesso D¥~1 e a maggior ragione ¢(sx) € D*~1. Se h = k, usando la Formula (4.4)
e le identita simpliciali si ha

k—1 n+1 n
(—1)k¢(skx) = Z(—l)lsk_lﬁiskx + Z (=1)"sp0;—18Kx + Z(—l)’sk&-skx — (=1)kspx

i=0 i=k+2 i=0
k—1 n n

= Z(—l)isk,l@-skx — Z (—1)'s,0i802 + Z(—l)isk@-skx — (—1)kskm
i=0 i=k-+1 i=0
k-1 k

= Z(—l)’sk_laiskx + Z(—l)lsk&skx — (fl)kskx
i=0 i=0
k-1 k-1

— 2(71)25,6_181-5@ + Z(fl)zsk&-skx
i=0 i=0
k-1 k-1

— Z(—l)’sk_laiskx + Z(fl)zsksk_lﬁix
i=0 1=0
k-1 k-1

= Z(—l)isk_laiskx + Z(—l)isk_lsk_laix € D:iil .
i=0 i=0

Sia X, un insieme simpliciale, definiamo No(X,) = Cy(X,) € per ogni n > 0
N, (Xe) ={a € C,(X,) | Oia =0 per ogni 0 < i < n}.
Se a € N,,(X,) si ha da = dyga e per ogni i > 0 vale
0;0a = 0;0pa = 0p0;y1a = 0,

e quindi Oa € N,,_1(X,), ossia i sottogruppi N,,(X,) definiscono un sottocomplesso N (X,) C
C(X,) detto complesso di Moore dell’insieme simpliciale.

TEOREMA 4.3.3. Nella notazioni precedenti si ha C(Xo) = N(Xo)®D(X,) e Uinclusione
di complessi di catene N(X,o) C C(X,) induce un isomorfismo in omologia.

DIMOSTRAZIONE. Dato che Dg(X,) = 0, No(X,o) = Co(X,) basta provare che per ogni
n > 0siha Cp(X,) = Np(Xe)® D, (X,). Per provare che N, (Xe)ND,,(X,e) = 0 supponiamo
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per assurdo che esista 0 # a € N,,(Xo) N D, (X,) esia 0 < p < n—1 il pin piccolo intero per
cui & possibile scrivere a = Y% si(a;), con a; € Cp—1(X,). Allora

p—1 p—1
0= 8p+1(a) = Z@Hlsi(ai) + ap = Zslap(az) + ap s
=0 =0

p—1 p—1
splap) = — Zspsiap(ai) == Z sisp-10p(ai),
i=0 i=0

da cui segue

Ju

p—
y= si(ai—sp-10,(a)),
i=0
in contraddizione con la definizione di p.
Per dimostrare che C,(Xe) = N, (X,e) + Dp(Xe) sia a € Cp(X,) e sia —1 < p < n il
pilt piccolo intero tale che d;a = 0 per ogni 1 <i <n —p. Se p= —1 allora a € N, (X,). Se
p > 0 consideriamo la catena b = a — s,_p0p_pa. Allora

On—pb = 0p—p@ — Op—_pSp—pOn—pa = Op—pa — Op—pa = 0,
mentre se 1 < ¢ <n—psiha
0ib = 0ia — 0i8pn—pOn—pa = —5p_p—10;0p—pa = —Sp_p—10p—p—10;a = 0.
Per induzione su p si ha b € N,,(X,) + D, (X,) e quindi
a="b+ $,_pOn_pa € Nyp(Xo)+ Dp(Xs).

Per concludere, abbiamo dimostrato che il sottocomplesso D(X,) delle catene degeneri &
aciclico e quindi

Hy(C(X,)) = Hp(N(Xe)) @ Hp(D(Xe)) = Hn(N(Xe)) .
O

OSSERVAZIONE 4.3.4. Per evitare un errore comune, se per ogni n definiamo M, C
Cn(X,) come il sottogruppo abeliano libero generato dagli elementi di X,, — U;8;(Xp—1), &
chiaro che Cy,(X,) = M,,® D,,(X,) per ogni n, ma la successione degli M,, non & in generale
un sottocomplesso. Consideriamo ad esempio l'insieme simpliciale Al dei simplessi orientati
del complesso simpliciale astratto A'. Allora (0, 1,0) € M, ma

8(0,1,0) = (1,0) — (0,0) + (0,1) = (1,0) — s0(0) + (0,1) & M; .

4.4. Introduzione all’omologia singolare

Per ogni n > 0 consideriamo 1'applicazione “base canonica” e: [n] — R+

1 0 0

0 1 0
co=1.1, eit=1.1, €n =

0 0 1

Definiamo poi il simplesso topologico standard di dimensione n, denotato Ag, come
I'inviluppo convesso di e([n]):

AL = (e([n])) = {zn:tiei [t >0, ) ti= 1} = {(to,...,tn) ER™ 4,20, i = 1}
=0

(per semplicita di scrittura intendiamo il vettore riga (tg,...,t,) con lo stesso significato
del corrispondente vettore colonna). Abbiamo gia osservato che ciascun AR & un sottospazio
metrico compatto e connesso di R?*1.
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Ogni morfismo f: [n] — [m] si estende ad un diagramma commutativo

R"+1 L Rm—i—l

dove fg & l'unica applicazione lineare che fa commutare il diagramma. In concreto:

f]R (Ztiez) :Ztief(i) < f]R(th---’tn) = Z iy oon Z t;

=0 =0 {ilf(:)=0} {ilf(@)=m}
Sono evidenti sia la continuita di fg sia le proprieta funtoriali della precedente costru-
zione, ossia Idg = Id e (fg)r = fr gr- E anche immediato osservare che i simplessi topologici
standard sono stabili per le applicazioni fg, ossia che:

fin]—=[m] = fr: Ag = AR.
In particolare:
(0)r(t0ys - - -y tn) = (toy- -y tiz1,0, 85, .. tn),

)
(Gi)r(to, -+ stn) = (to, -+  tim1, ti +tigr, tigo, . oy tn),
e per ogni applicazione faccia d;: [n] — [n 4 1] si ha un omeomorfismo
(52‘)]}{2 Aﬂ% i> {(to, . 7tn+1) S Aﬁ-i—l | t; = 0} .

DEFINIZIONE 4.4.1. Un n-simplesso singolare di uno spazio topologico X e un’ap-
plicazione continua a: Ag — X. L’insieme degli n-simplessi singolari di X viene denotato
Sp(X).

Per ogni morfismo f: [n] — [m] possiamo definire

f 0 Sm(X) = Sh(X), ffa=ao fg,
ed ¢ immediato osservare che tutto cio definisce un insieme simpliciale S (X), detto insieme

singolare dello spazio topologico X.

DEFINIZIONE 4.4.2. Il complesso C(S¢(X)) viene detto complesso delle catene singo-
lari di X ed i gruppi
er definizione
Hy (X) S Hn(Se(X))
sono detti gruppi di omologia singolare dello spazio topologico X.

Lo studio dell’omologia singolare € uno degli argomenti principali dei corsi di topologia
algebrica; in queste note ci limiteremo a dimostrare la loro invarianza omotopica ed a enun-
ciare (senza dimostrazioni) alcuni teoremi fondamentali. Per approfondimenti e maggiori
dettagli rimandiamo a [3, 4, 9, 10, 21].

EsEMPIO 4.4.3. Se X = (), allora S,,(X) = 0 per ogni n > 0 e quindi H, () = 0 per ogni

ESEMPIO 4.4.4. Se X = x ¢ formato da un solo punto, allora S, (X) contiene solo il
simplesso singolare constante ¢, : AR — * e quindi d;¢, = ¢,—1 per ognin > 00 < i < n.
Per ogni n > 0 si ha

n n .
, , Cn—1 Sen pari,
Ocp, = —1)"0icn, = —D'epo1 =14 "
" ;( ) Oicn ;( Vien {0 se n dispari.
Dunque il complesso delle catene singolari diventa
o =2%0=2%0=2%0c=2%c=2->0

che ha come omologia Hy = Z e H,, = 0 per ogni n > 0.
Alternativamente, si pud osservare che S, (*) coincide con 'insieme simpliciale dei sim-
plessi orientati di A, di cui abbiamo gia calcolato 1’'omologia.



4.4. INTRODUZIONE ALL’OMOLOGIA SINGOLARE 7

OSSERVAZIONE 4.4.5. Per definizione Sp(X) = X (ogni O-simplesso A% — X viene
identificato con la sua immagine).
Siccome esiste un ovvio omeomorfismo

A]ﬁ*} [0, 1}, (to,tl) F—)tl,

esiste una naturale bigezione tra S1(X) e l'insieme dei cammini continui [0,1] — X. Ogni
cammino continuo «: [0,1] — X corrisponde all’l-simplesso singolare

a: A]%{ — X, Oé/(to,tl) = Oé(tl) .
Per ogni cammino «: [0,1] — X scriveremo
da = 8a’ = dga! — 010/ = a/(0,1) — ' (1,0) = (1) — a(0).

LEMMA 4.4.6. Per ogni spazio topologico X, il gruppo Ho(X) é abeliano libero generato
dalle componenti connesse per archi.

DIMOSTRAZIONE. Sia Y C X = Sy(X) un insieme di rappresentanti delle componenti
connesse per archi. Denotando con F' C Cy(Se(X)) il sottoguppo libero generato da Y basta
dimostrare che esiste una decomposizione in somma diretta Co(Se(X)) = F & By(Se(X)).

Per ogni z € X esistono y € Y ed un cammino «: [0,1] — X tali che a(0) = y e
a(1) = x. Possiamo allora scrivere

(x) = (y) + 9o € Co(Se(X));

dunque ogni generatore di Cp(Se(X)) appartiene a F' + By(Se(X)) e questo implica che
F + By(Se(X)) = Cp(Se(X)).

Sia p: X — mo(X) lapplicazione che ad ogni punto di x associa la sua componente
connessa per archi: per costruzione la sua restrizione a Y & bigettiva. Denotiamo con G il
gruppo abeliano libero generato da m(X), allora p si estende ad un omomorfismo surgettivo
p: Cp(Se(X)) — G e la sua restrizione p: F' — G & un isomorfismo. Per ogni cammino
a si ha pda = p(a(l)) — p(a(0)) = 0 e quindi p(By(Se(X))) = 0. Ma questo implica che
F N By(Se(X)) =0 e di conseguenza che Cy(Se(X)) = F @ By(Se(X)). O

PROPOSIZIONE 4.4.7. Siano X uno spazio topologico e xy € X un punto base. FEsiste
allora un omomorfismo canonico di gruppi 6: m (X, xo) — H1(X).

DIMOSTRAZIONE. Iniziamo per definire # insiemisticamente e dimostriamo successiva-
mente che ¢ un omomorfismo. Sia «: [0,1] — X & un cammino chiuso con punto base
a(0) = a(1) = =g, allora lo 1-simplesso singolare /(1 —¢,t) = a(t) € un ciclo in C(Se(X)):
infatti

9 = 9pa’ — 81/ = '(0,1) — /(1,0) = (1) —a(0) =2 —2=0.

Se a, 8: [0,1] — X sono due cammini chiusi omotopi e con punto base zy, vogliamo
dimostrare che la differenza o/ — ' & un bordo in C(S.(X)) e quindi che i cicli &' e 8
definiscono la stessa classe di omologia.

Denotiamo con u: [0,1] — X il cammino costante u(t) = xq. Per ipotesi esiste un’omo-
topia di cammini F: [0,1]2 — X:

F(t,0) =«aft), F(t,1)=p(t), F(0,s)=F(1,s) = xo, s,t €10,1].

Consideriamo adesso il cammino “diagonale” v: [0,1] — X, v(¢) = F(¢,t) ed i due simplessi
singolari (vedi Figura 2) o,7: AZ — X

U(toatlatQ) = F(t0(070) + tl(lao) + t2(17 1)) = F(tl +t23t2)7
T(Tfo,tl,tg) = F(to(0,0) + t1(0, 1) + tQ(l, 1)) = F(tg,tl + tg) .
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(0,1) (1,1)

(0,0) (1,0)

FI1GURA 2. I cammini chiusi « e 8 sono omologhi.

Le facce di 0,7 sono (ricordarsi che tg + t1 +t2 = 1):

Ogo(to,t1) = (0,0, t1) = F(1,t1) = u(ty) = u'(to, t1), = Ooo =1,
Oro(to,t1) = o(to,0,t1) = F(t1,t1) = v(t1) = ' (to, t1), = o=+,
020 (tg, t1) = o(to, t1,0) = F(t1,0) = a(t;) = a'(to, t1), = Oso=d,
o7 (to,t1) = 7(0,t0,t1) = F(t1,1) = B(t1) = B'(to, t1), = Ot =0,
O (to,t1) = 7(to,0,t1) = F(t1,t1) = v(t1) = ' (to, t1), = T =7,
0ot (to,t1) = 7(to,t1,0) = F(0,t1) = u(ty) = (to, t1), = ot =1,

da cui segue
Ao—-17)=(0g—h+0)(c—T)=a" -3
La precedente costruzione o — o’ permette quindi di definire un’applicazione di insiemi
0: (X, 20) = H1(X). Se 0 € S2(X) ¢ il simplesso che vale costantemente xg, allora do =
v —u +u =u e quindi v & un bordo.
Per concludere resta da dimostrare che per ogni coppia di cammini chiusi e, 5: [0,1] = X
con punto base zg si ha 6(af) = o’ + ' in H1(X). Si consideri il 2-simplesso singolare

a(s1 +2s2) = a(l+s2 —sp) se sy > $o
(80,81,82 - .
B(sa —s0) =B(2s3+s1—1) se sy < s9

Se sg = s9 allora s1 +2s3 =1 e s2 — 59 = 0 e quindi o & ben definito poiché a(1) = 5(0). Si
ha:
oo (to, t1) = 0(0,t0,t1) = B(t1) = B'(to, t1)

820(t0,t1) = O'(to,tl,O) = a(tl) = O/(to,tl)
a(2t1) set; <ty <= t1 < 1/2
O10(to, t1) = o(to,0,t1) =
B(tl—to):ﬂ(2t1—].) set; >ty <= t1 21/2

Ricordando la definizione di prodotto di giunzione di cammini chiusi si ha dunque che 0,0 =
(aB)" & omologo (=equivalente in omologia) a Ogo + dao = ' + 3. O

Riportiamo senza dimostrazione, che ¢ lunga ma non particolarmente difficile, il seguente
risultato che estende la precedente proposizione.

TEOREMA 4.4.8. Siano X uno spazio topologico connesso per archi e zg € X un punto
base. Allora l'omomorfismo 0: w1 (X, xo) — H1(X) é surgettivo ed ha come nucleo il sotto-
gruppo dei commutatori, ossia il sottogruppo generato da tutti i prodotti del tipo aBa~ B!
al variare di o, B € T (X, x0).

Possiamo reinterpretare il teorema dicendo che negli spazi connessi per archi, il primo
gruppo di omologia € il piti grande quoziente abeliano del gruppo fondamentale.

La costruzione dei simplessi singolari commuta con i prodotti: infatti, per ogni coppia di
spazi topologici X1, Xo, dare un’applicazione continua o: AR — X1 x X ¢ la stessa cosa che
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dare le due componenti a;: AR — X;, ¢ = 1,2. Ne segue che esiste un isomorfismo canonico
S.(Xl X X2) = S.(Xl) X S.(XQ) .

Ogni applicazione continua ¢: X — Y induce per composizione un morfismo di insiemi
simpliciali e : Se(X) — Se(Y):

On: Sn(X) = Sp(Y), pnae=¢oa, o Ap—X.
Infatti, per ogni f: [n] — [m] ed ogni « € S, (X) si ha:
[T (@na) = (¢na)o fz = poao fr=do(ffa) = dn(f a).

E chiaro che se ¢ & un omeomorfismo, allora ¢, & un isomorfismo di insiemi simpliciali.
Di conseguenza ogni applicazione continua ¢: X — Y induce un morfismo di complessi
di catene ¢: C(Se(X)) — C(S¢(Y)) e quindi dei morfismi tra gruppi di omologia singolare

¢: Hyo(X) — Hy(Y).
DEFINIZIONE 4.4.9. Per ogni p > 0 ¢ definito in maniera canonica un morfismo di insiemi
simpliciali
(“)r: Alple = So(AR),  f fr.
Infatti, per ogni @ € Alpl,,, ed ogni f: [n] — [m] si ha
f*lar) = aro fr=(ao flr = (ffa)r.

Per future applicazioni & utile osservare che se f: [n] — [p] & il morfismo costante f(i) = k,
Vi, allora fr: AR — AL vale costantemente ey,.

LEMMA 4.4.10. Per ogni spazio topologico X le due applicazioni continue
jorgi: X = X x Ay, jo(x) = (x,e0), Ji(x) = (x,e1),
inducono lo stesso morfismo in omologia singolare
jo=j1: Ho(X) = H (X x AR).

(Nota: vedremo a posteriori che jo,j1 sono isomorfismi in omologia in quanto equivalenze
omotopiche).

DIMOSTRAZIONE. Definiamo il morfismo di insiemi simpliciali
H: Se(X) x All]e = Se(X) x Sa(AR) = Se(X x AR),  H(z, f) = (z, fr).
Siano 0,1 Se(X) — Se(X) x A[l]e 1 morfismi di insiemi simpliciali definiti nel Corolla-
rio 4.2.4. E chiaro dalle definizioni che per a = 0,1 si ha
Ja = Hig: Se(X) = Se(X) x A[l]e = Se(X x Af)
e siccome g, i1 inducono lo stesso morfismo in omologia, a maggior ragione lo stesso vale per
Jos J1- 0

Ricordiamo che due applicazioni continue f,g: X — Y si dicono omotope se esiste
un’applicazione continua F: X x [0,1] — Y tale che f(z) = F(«,0) e g(x) = F(z,1).
Usando "'omeomorfismo canonico

[0,1] = Ag,  t+ (1 —t)eg +tey,

possiamo dire che f & omotopa a g se esiste un’applicazione continua F: X x Al(R) — Y
tale che f(z) = F(x,ep), g(z) = F(x,e1).

TEOREMA 4.4.11. Due applicazioni continue omotope f,g: X — Y inducono gli stessi
morfismi in omologia f = g: Hp(X) — Hy(Y).

DIMOSTRAZIONE. Sia F': X x AL — Y continua tale che f = Fjy e g = Fj;. Siccome
le due immersioni jo,j1: X — X x Aj inducono gli stessi morfismi in omologia, a maggior
ragione lo stesso vale per le composizioni F'jp e Fj;. |
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In particolare se f: X — X & omotopa all’identita, allora f induce I’identita in omologia.

Ricordiamo che un’applicazione continua f: X — Y si dice un’equivalenza omotopica
se esiste g: Y — X continua e tale che entrambe le composizioni gf e fg sono omotope
all’identita, su X e Y rispettivamente.

COROLLARIO 4.4.12. Ogni equivalenza omotopica induce isomorfismi in omologia.

DIMOSTRAZIONE. Siano f: X — Y e g: Y — X continue con entrambe le composizioni
gf e fg omotope all’identita. Allora entrambe le composizioni

Ho (X)L Hy(Y) S Hy(X),  H.(Y)% H (X)L Hy(Y),
sono le applicazioni identiche e quindi g € 'inversa di f in omologia. O

In particolare tutti gli spazi topologici contraibili (ad esempio i sottoinsiemi convessi di
R™) hanno la stessa omologia del punto.

Enunciamo adesso senza dimostrazione alcuni teoremi riguardanti I’omologia singolare.

TEOREMA 4.4.13 (Omologia delle sfere). Sia S™ = {x € R"™ | ||z|| = 1} la sfera di

dimensione n. Per ognin > 0 si ha:
Hy(S™)=H,(S") =17, H;(S™) =0 per ogni i #0,n.

In particolare S™ é omotopicamente equivalente a S™ se e solo se n = m. Piu in generale,
se X = 8™ x -+ x S™ ¢ un prodotto di sfere, con n; > 0 per ogni i, allora per ogni m il
gruppo H,,(X) ¢é abeliano libero di rango uguale al numero di sottoinsiemi A C {1,...,k}
tali che m =), o n;.

Ad esempio, se n; = 1 per ogni 4, ossia X = (S')¥, allora il gruppo H,,(X) & abeliano
libero di rango (7’;)

TEOREMA 4.4.14. Se X ¢é una varieta differenziabile compatta, i gruppi di omologia
H;(X) sono finitamente generati.

TEOREMA 4.4.15. Sia |K| C R"™ la realizzazione geometrica di un complesso simpliciale
astratto K. Allora H,(|K|) = H,(K) per ogni n.

TEOREMA 4.4.16 (Successione esatta di Mayer-Vietoris). Siano U,V C X due aperti
tali che X = U UV. Allora esiste una successione esatta lunga
> H,UNV)>H,U)®H,(V) > H,(X) > H,_1(UNV) = --- = Hy(X) = 0.
Se Uinclusione U NV C V induce un isomomorfismo in omologia, allora anche l’inclusione

U C X induce un isomorfismo in omologia.

La dimostrazione della successione esatta di Mayer-Vietoris in omologia singolare ¢ in
parte simile al caso dei complessi simpliciali, ma con una complicazione aggiuntiva. Infatti
le inclusioni U € X e V C X inducono due inclusioni di insiemi simpliciali Se(U) C Se(X),
Se(V) C Se(X) tali che Se(U) N Se(V) = Se(UNV) e lo stesso argomento usato nella
dimostrazione del Teorema 3.3.2 mostra che esiste una successione esatta

= H,(UNV) = H,(U) ® Hy(V) = Hpy(Se(U)USe(V)) > H, 1 (UNV) — -

<+ = Ho(U) @ Ho(V) = Ho(Se(U) U Se(V)) = 0.
Data la natura dei simplessi singolari in generale si ha Se(U) U Se(V) # Se(X) e quindi
per concludere ¢ necessario ricorrere al seguente teorema.

TEOREMA 4.4.17 (di suddivisione dei simplessi). Sia X = U;U; un (qualunque) ricopri-
mento aperto di uno spazio topologico X. Allora linclusione di insiemi simpliciali

LS. (i) € Sa(X)

duce un’equivalenza omotopica di complessi di catene

CLUSe0) = P CuS4(U1) = C(Sa(X))



4.5. OMOLOGIA CON COEFFICIENTI 81

e di consequenza un isomorfismo in omologia

H(U Se(Uy)) = H,(Se(X)),  Vn.

4.5. Omologia con coefficienti

Sia X, un insieme simpliciale. Abbiamo definito il gruppo delle p-catene C)(X,) come il
gruppo abeliano libero generato da X,,. Dato che i gruppi abeliani liberi sono anche detti Z-
moduli liberi, spesso si usa la notazione H,,(X,,Z) per indicare H,,(X,). La stessa notazione
si applica sia ai complessi simpliciali astratti, sia agli spazi topologici.

La stessa identica costruzione si puo fare considerando un qualsiasi campo K e definire
Cp(Xe, K) come lo spazio vettoriale su K generato da X,,. Tutta la teoria generale si comporta
allo stesso modo (con spazi vettoriali al posto di gruppi abeliani ed applicazioni lineari al
posto degli omomorfismi) ed otteniamo un complesso di catene C'(X,,K) i cui spazi vettoriali
di omologia sono denotati H,,(X,,K). Lo stesso si puo fare per complessi simpliciali astratti
e spazi topologici.

In linea teorica, lo studio dei gruppi H, (X,K) non ci fornisce alcuna ulteriore informa-
zione su X dato che per un teorema generale di algebra omologica (lo studio dei complessi
di catene) detto teorema dei coefficienti universali, i gruppi H,(X,Z) = H,(X) de-
terminano univocamente i gruppi H, (X, K). Ad esempio & abbastanza facile dimostrare che
se K & un campo di caratteristica 0, allora H,,(X,K) & uno spazio vettoriale di dimensione
uguale al rango di H,,(X,Z). Se la caratteristica del campo & positiva allora la dimensione &
maggiore od uguale al rango e la differenza dipende (in maniera ben definita ma di lunga e
laboriosa descrizione) dal sottogruppo di torsione di H,_1(X,Z).

Tuttavia, lo studio dei gruppi di omologia con coefficienti & importante per almeno tre
ordini di motivi:

(1) i gruppi H,(X,K) sono generalmente pitt semplici da calcolare rispetto ai gruppi
H,(X). Ad esempio in topologia computazionale, dove si ha a che fare con complessi
simpliciali astratti K con moltissimi vertici, il calcolo di H, (K,Z/(2)) richiede
una potenza computazionale molto minore di quella necessaria per determinare
H,(K,Z).

(2) alcuni teoremi generali forniscono strumenti per calcolare i gruppi H,(X,K) per
opportuni campi K ma non i gruppi H,,(X,Z). Ad esempio, per X varieta differen-
ziabile, il teorema di de Rham fornisce una ricetta per il calcolo degli spazi vettoriali
duali di H,(X,R) in termini di forme differenziali su X.

(3) i gruppi H,(X,K) intervengono naturalmente in svariate teorie matematiche. Ad
esempio:
(a) con K =7Z/2 in omologia persistente e nella teoria delle classi caratteristiche;
(b) con K= Q in omotopia razionale e teoria di Hodge;
(¢) con K=R,C in geometria algebrica e teoria di de Rham.






CAPITOLO 5

Spazi pseudometrici

Vogliamo introdurre una struttura matematica che si pone a meta strada tra gli spazi
metrici e gli spazi topologici.

Innanzitutto estendiamo, nel modo naturale, la relazione di ordine e l'operazione di
somma all’insieme [0, +00] = [0, +oo[U{+0o0}, ossia:

a + 0o = 400, a < 400, YV a € [0,400].

Notiamo che, con tale ordinamento, ogni sottoinsieme di [0, +00] possiede estremo infe-
riore ed estremo superiore. E curioso osservare che, in totale spregio all’intuizione, nel caso
del sottoinsieme vuoto () C [0, +o0] si ha

inf( = +00>0=sup:

Infatti [0, +00] & contemporaneamente I'insieme dei maggioranti e dei minoranti del sottoin-
sieme vuoto.

DEFINIZIONE 5.0.1. Uno spazio pseudo-metrico ¢ una coppia (X,d) con X insie-
me e d: X x X — [0,+00] un’applicazione, detta pseudo-distanza o pit semplicemente
distanza, che soddisfa le seguenti proprieta:

(1) d(z,2z) =0 per ogni z € X;
(2) d(x,y) = d(y, =) per ogni z,y € X;
(3) d(z,y) < d(x, 2) +d(z,y) per ogni .y, € X.
E immediato dalle definizioni che uno spazio pseudo-metrico (X, d) & uno spazio metrico
nel senso usuale se in aggiunta alle precedenti valgono le due ulteriori condizioni:

e d(z,y) =0solose x =y;
e d(x,y) < +oo per ogni T,y € X.

Nelle prossime sezioni, dopo aver studiato le prime proprieta degli spazi pseudo-metrici,
illustreremo alcuni esempi che rivestiranno un certo interesse nel prossimo capitolo.

5.1. Proprieta ed esempi basilari

Ogni spazio metrico & un esempio di spazio pseudo-metrico. Ogni spazio pseudo-metrico
(X, d) & anche uno spazio topologico, con gli aperti definiti nel modo usuale, ossia U C X ¢
aperto se e solo se per ogni x € U esiste r > 0 tale che By(z,r) ={y € X | d(z,y) <r} CU.

DEFINIZIONE 5.1.1. Diremo che uno spazio pseudo-metrico (X, d) ¢ di Hausdorff se
d(z,y) # 0 per ogni = # y.

E immediato verificare che uno spazio pseudo-metrico ¢ di Hausdorff se e solo se la
topologia indotta e di Hausdorff.

EseMPIO 5.1.2. Siano (X, d) uno spazio pseudo-metrico e f: Y — X un’applicazione
qualsiasi. Allora la funzione

0: Y XY — [O’ +OO]7 6(ylay2) :d(f(y1)7f(92)>7
¢ una pseudo-distanza su Y.

83
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EseEmMpPIO 5.1.3. Sia X linsieme delle funzioni f: R — R monotone decrescenti, ossia
tali che f(x) < f(y) per ogni z > y.
Date f,g € X definiamo

I(f,9) = {e € [0, +o0[| f(2) 2 g(x +€) e g(x) = f(x +€) VaeR}

(4o se I(f,9) =10
dua(f,9) = {infl(ﬁg) se I(f,g) #0

Allora la coppia (X, ds) € uno spazio pseudo-metrico.

Le condizioni dq(f, f) = 0 e du(f,9) = dw(g, f) sono evidenti, cosi come la disu-
guaglianza triangolare diq(f,9) < dpa(f, h) + dsa(h, g) qualora dug(f, h) + dig(h, g) = +o0.
Supponiamo quindi che a = duy(f, h) < 400 € b = diq(h, g) < 4+00. Siccome ogni funzione in
X @ decrescente, se € € I(f,g) e § > ¢, allora 6 € I(f,g), cid significa che per ogni € > 0 ed
ogni x € R vale

@) > hr+ate), h@)>frate, h@)>gtbre, g@)>h+b+e),
da cui segue
fl@)>hx+a+e)>g(x+a+b+2e), g(x) > h(z+b+¢€) > f(x+a+ b+ 2e),

a+b+2e€I(f,g), doo(f,9) <a+b+2 Ve>0.

Da notare che lo spazio pseudo-metrico (X, ds) non & di Hausdorff. Infatti per le funzioni
1 sex<0 1 sex<0
f(m):{o sex;O7 g(x):{o sex >0
vale f(x) > g(x) > f(z + €) per ogni x ed ogni € > 0 da cui segue dy(f,g) = 0.
EsEMPIO 5.1.4. Sia (X, d) uno spazio pseudo-metrico e consideriamo ’applicazione
§: X x X — [0, +0o0], 0(z,y) = min(1, d(z,y)).
Allora 0 € una pseudo-distanza che induce la stessa topologia di d.

Dato uno spazio pseudo-metrico (X, d) segue immediatamente dalle proprieta di d che
la relazione “x ~ y se e solo se d(z,y) = 0” & una relazione di equivalenza. Se x1 ~ x5 e
Y1 ~ Y2, per la disuguaglianza triangolare si ottiene

d(za,y2) < d(ze,21) + d(z1,y1) + d(y1, y2)
d(z1,y1) < d(zq,22) + d(z2,92) + d(y2, Y1)

= d(l'lv yl)v
- d(.’I}Q, y2)a
e quindi d(z1,y1) = d(x2,y2), ossia d si fattorizza ad una applicazione al quoziente

d: X X X — [0, +o0].

~ ~

Lasciamo al lettore la semplice verifica che (X/~,d) & uno spazio pseudo-metrico di Hau-
sdorff.

DEFINIZIONE 5.1.5. Sia (X, d) uno spazio pseudo-metrico. Per ogni sottoinsieme A C X,
I’applicazione distanza da A & definita come:

da: X — [0, 400], da(z) = inf d(z,y).
yeA
Ad esempio, se A = X allora d4 vale costantemente 0, mentre se A = ) allora d4 vale
costantemente +o0.

LEMMA 5.1.6. Siano (X, d) uno spazio pseudo-metrico e A C X. Allora per ogni xz,y € X
vale la disuguaglianza “triangolare”:

da(z) < da(y) + d(z,y).



5.2. LE DISTANZE DI HAUSDORFF E DEL COLLO DI BOTTIGLIA 85

DIMOSTRAZIONE. Non & restrittivo supporre da(y) + d(z,y) < +oco ed & sufficiente
dimostrare che da(z) < da(y) + d(z,y) + r per ogni r > 0.
Sia dunque r > 0 fissato, siccome d4(y) < +oo esiste z € A tale che d(y,z) < da(y) + .
Ma allora
da(z) <d(z,z) <d(y,z)+d(y,z) <da(y) +r+d(z,y).
(]

LEMMA 5.1.7. Siano (X, d) uno spazio pseudo-metrico e A C X. Allora, nella topologia
indotta dalla pseudo-metrica, per ogni r € [0, +o0] l'insieme

Vi(A)={z € X |da(z) <7} ={x € X | By(z,r) N A #£ (0}
e un aperto e B
A={z e X |da(z) =0},
¢ la chiusura di A.

DIMOSTRAZIONE. Se r = 0 allora V,.(4) = 0. Ser > 0 e z € V,.(A), per definizione di d4
esiste un punto a € A tale che da(z) < d(x,y) < r. Preso un § > 0 tale che d(x,y) +J <,
segue dalla disuguaglianza triangolare che d(y,z) < r per ogni z € By(z,d) da cui segue
x € By(z,0) C V.(A).

Sia z € X; per definizione di chiusura vale € A se e solo se per ogni § > 0 esiste y € A
tale che d(x,y) < § e questo vale se e solo se da(z) = 0. O

LEMMA 5.1.8. Siano (X,d) e (Y,0) due spazi pseudo-metrici e sia f: X — Y un’appli-
cazione di Lipschitz, ossia esiste un numero reale positivo C > 0 tale che §(f(x), f(y)) <

Cd(z,y) per ogni .y € X. Allora f & continua rispetto alle topologie indotte dalle pseudo-
distanze.

DIMOSTRAZIONE. Esercizio. O

ESEMPIO 5.1.9. Sia X insieme dotato di una funzione f: X x X — [0,400] tale che
f(x,z) =0 per ogni z e f(z,y) = f(y,z) per ogni z,y € X. Ad esempio, X pud essere un
grafo semplice pesato e f(z,y) l'inverso del peso del lato di estremi z, y.

Partendo da f possiamo definire diverse pseudo-distanze su X, come ad esempio:

(1) distanza del minimo cammino (shortest-path)
ds(z,y) = Si(nf Zf(mi,miﬂ);
@y)

(2) distanza del collo di bottiglia (bottleneck)’

dp(2,y) = Si(nf  max f(@isxitr);

)

dove entrambi gli estremi inferiori sono presi sull’insieme S(z,y) di tutte le successioni finite
To,T1,---,Tn € X tali che zg = x e x, = y. La verifica che si tratta di pseudo-distanze e
quasi ovvia.

5.2. Le distanze di Hausdorff e del collo di bottiglia

Dato uno spazio pseudo-metrico (X, d) esistono varie costruzioni di pseudo-distanze sul-
I'insieme delle parti P(X); in questa sezione ne vedremo due, dette rispettivamente distanza
di Hausdorff e distanza del collo di bottiglia.

Per ogni sottoinsieme A C X ed ogni r € [0, 4+00] abbiamo definito il sottoinsieme

Vi(A)={z € X |da(z) <7} ={x € X | By(z,r) N A #£ 0}
che abbiamo visto essere aperto nella topologia indotta.

DEFINIZIONE 5.2.1. Dati due sottoinsiemi A, B di uno spazio pseudo-metrico (X, d), la
loro distanza di Hausdorff e definita come

du (A, B) =inf{r € [0,400] | AC V,.(B) e BC V,.(A)}.

LSarebbe piu corretto dire “distanza del cammino con il minimo collo di bottiglia”.



86 5. SPAZI PSEUDOMETRICI

E chiara la simmetria dg (A, B) = dg (B, A) mentre dal fatto che A C A segue che
dm (A, A) = 0. Si noti che se A =0 allora d (A4, B) = +00 qualunque sia B.

Rimane da dimostrare la disuguaglianza triangolare, ossia che per A, B, C sottoinsiemi
di X valedy(A,B) <dy(A4,C)+du(C,B).

Non & restrittivo supporre dg(A,C) + dy(C, B) < 400 e denotiamo r = dg(A,C),
s = dg(C, B). Per simmetria basta dimostrare che per ogni ¢ > 0 vale A C Vg(r + s + 2¢),
ossia che per ogni a € A esiste © € B tale che d(a,x) < r+ s+ 2¢.

Sia a € A, allora esiste y € C tale che d(a,y) < r + &. Poi esiste x € B tale che
d(y,x) < s+ € e tutto segue dalla disuguaglianza triangolare per la distanza d.

ESEMPIO 5.2.2. Nel piano R?, dotato della distanza euclidea, la distanza di Hausdorff tra
un insieme limitato ed uno illimitato € +o0o. La distanza di Hausdorff tra le due circonferenze
?4+y?=1le(z-5)2+y>=1e5.

OSSERVAZIONE 5.2.3. Nel caso di due sottoinsiemi finiti 7, J C X possiamo sostituire
I’estremo inferiore con il minimo e la distanza di Hausdorff puo essere definita come

dg(I,J) = min {r

esistono applicazioni ¢: I — J, ¢: J — [ tali che
d(z, ¢(z)) <7, d(y,¢(y)) <rperognizel,yeJ |

LEMMA 5.2.4. Dati due sottoinsiemi A, B di uno spazio pseudo-metrico (X,d), la di-
stanza di (A, B) & Uestremo inferiore dell’insieme degli v € [0,400] tali che per ogni a € A
ed ogni b € B esistono x € B ed y € A tali che d(a,z) <r ed(b,y) <r.

DIMOSTRAZIONE. Per simmetria basta dimostrare che per r € [0,4o00] fissato vale
A C V,.(B) se e solo se per ogni a € A esiste x € B tale che d(a,xz) < r. Questo segue
immediatamente dalla definizione di d4 e dalle proprieta dell’estremo inferiore. O

Applicando I'assioma della scelta al lemma precedente otteniamo immediatamente il
seguente risultato.

LEMMA 5.2.5. Siano A, B sottoinsiemi di uno spazio pseudo-metrico (X,d) tali che
du (A, B) < +o0o. Allora per ogni r > dg(A, B) esistono due applicazioni f: A — B e
g: B — A tali che d(a, f(a)) < r per ognia € A e d(b,g(b)) < r per ogni b € B.

OSSERVAZIONE 5.2.6. In certi casi puo essere interessante considerare la seguente gene-
ralizzazione nella definizione della distanza di Hausdorff. Supponiamo di avere uno spazio
pseudo-metrico (X, d) dotato di un’applicazione r: X — [0, +o0] che soddisfa la condizione

r(x) <r(y)+d(x,y) per ogni x,y € X.
Per ogni sottoinsieme A C X ed ogni ¢ € [0, +o0] denotiamo
Wi(A) ={z e X |da(x) <t} U{zre X |r(z) <t}
e definiamo y
d(A,B) = inf{t € [0,+0] | A C W(B) e BC W,(A).}

Per mostrare che anche d & una pseudo-distanza si pud ragionare nel modo seguente.
Se r = d¢ ¢ la distanza da un sottoinsieme C' C X si ha d(4,B) = dy(AUC,BUC). Nel
caso generale prendiamo un qualsiasi insieme C' non vuoto e disgiunto da X, ed estendiamo
la pseudo-distanza d ad una pseudo distanza ¢: (X U C) x (X UC) — [0,+0o0] ponendo
O(z,y) = d(z,y) se z,y € X, d(¢c,d) =0se c,d € C e d(x,c) =0(c,x) =r(z)sex e Xe
c € C. Allora r = §¢ e ci siamo ricondotti al caso particolare.

Occupiamoci adesso della distanza bottleneck. Per future applicazioni conviene definire
direttamente tale distanza nel contesto piu generale dell’Osservazione 5.2.6, ossia di uno
spazio pseudo-metrico (X, d) dotato di una funzione “di rumore” r: X — [0, 4+00] tale che

(5.1) r(x) <d(z,y) +r(y), VryelX
Tipicamente si considera come funzione di rumore la funzione r = d¢, distanza da un
sottoinsieme C' C X, vedi Lemma 5.1.6.

Osserviamo che, siccome d(z,y) = d(y,x) > 0 per ogni z,y € X la condizione (5.1)
equivale a dire che r(y) < r(z) + d(z,y) per ogni z,y € X.
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Dati due sottoinsiemi A, B C X, per appaiamento parziale tra A e B si intende una
terna (P,Q, f), con P C A, Q C B e f: P — @ bigettiva: & consentito a P, di essere
vuoti. Vi & un’ovvia bigezione (P, Q, f) — (Q, P, f~1) tra gli appaiamenti parziale tra A e
B e quelli tra B ed A.

Definiamo il costo di un appaiamento parziale come

o(P,Q, f) = sup ({d(x, F()) |2 € PYU{r(z) |z € (A—P)U(B Q)})

= sup <{d(w7fl(x)) |z e Qtu{r(z)|ze(A-P)U(B- Q)})
=c(Q, P f7h).

Definiamo poi la distanza bottleneck
dp(4, B) = inf (P, Q, f) = inf ¢(Q, P, ),

dove 'estremo inferiore & calcolato sull’insieme di tutti gli appaiamenti parziali tra A e B.
E immediato osservare che dy,(A, A) =0 e dp(A, B) = dp(B, A) per ogni A, B C X. La
dimostrazione della disuguaglianza triangolare

db(A7 B) < db(A’ C) =+ db(cv B)

richiede invece alcune considerazioni non banali.

Ovviamente basta considerare il caso in cui a = dp (A4, C) e b = d,(C, B) sono entrambi
< +o00. Sia § > 0 fissato: scegliamo un appaiamento parziale (P, Q, f) di A e C tale che
c¢(P,Q, f) <a+ 9 ed un appaiamento parziale (R, S, g) di C e B tale che ¢(R,S,g) < b+ 4.

Possiamo allora considerare la composizione (f~1(Q N R),g(Q N R),gf) che & un ac-
coppiamento parziale di A e B. Per provare che dy (4, B) < a + b+ 20 basta dimostrare
che ¢(f~H QN R),g(QNR),gf) < c(R,S,g) + c(P,Q, f); a tal fine dobbiamo analizzare
separatamente 5 casi possibili:

1) se x € A— P, allora r(z) < ¢(P,Q, f);

2) se x € B— S, allora r(z) < ¢(R, S, 9);
3)sex € Pe f(x) ¢ R allora
r(z) <d(z, f(z)) +r(f(z) < c(P,Q, f) + c(R, S, 9);
4)se x € S — g(RN Q) allora esiste unico y € R — @ tale che x = g(y) e si ha
r(z) <d(z,y) +7r(y) < c(R, S, 9) +c(P,Q, f);
5) se z € f~1(Q N R) allora
d(x,gf(x)) < d(x, f(x)) +d(f(x), 9f (x)) < c(P,Q, f) + ¢(R, S, 9).

5.3. La distanza di contiguita

La distanza di contiguita si applica alla classe dei complessi simpliciali astratti filtrati,
che saranno di importanza fondamentale nello studio dell’omologia persistente.

DEFINIZIONE 5.3.1. Sia K un complesso simpliciale astratto. Una funzione filtrante
su K & un’applicazione f: K — R tale che se s € K e r C s allora f(r) < f(s).

Equivalentemente, un’applicazione f: K — R & una funzione filtrante se per ogni t € R
il sottoinsieme di livello

K(t)={se€ K| f(s) <t} =f""(] 00,1

€ un sottocomplesso simpliciale.
I sottocomplessi K (t) soddisfano le condizioni

(5.2) ﬂK(t):(Z), UK(t)zK, K(s):ﬂK(t) per ogni s € R.

t>s
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Viceversa, ¢ facile dimostrare che ogni famiglia K(t), t € R, di sottocomplessi simpliciali
di K che soddisfa le condizioni (5.2) ¢ la famiglia dei sottoinsiemi di livello della funzione
filtrante f(o) =inf{t e R | o € K(¢)}.

Per semplicita notazionale, quando non ci saranno rischi di ambiguita, chiameremo sem-
plicemente complesso filtrato una coppia (K, f) con K complesso simpliciale astratto e
f: K — R funzione filtrante.

EseEMPIO 5.3.2. Dato un complesso simpliciale astratto (K, I), ogni applicazione f: I —
R si estende ad una funzione filtrante

frKE =R, f({zo,..,wp}) = max f(z;).

EsemMpPIO 5.3.3. Dato un qualunque sottoinsieme Y di uno spazio metrico (X,d), la
funzione

fr AY [0, +oo], T wos - yp}) = % igxd(yi,yj),

¢ filtrante. Il complesso filtrato (AY, f) viene chiamato, con un leggero abuso, filtrazione
di Vietoris-Rips di Y.

Vedremo ulteriori ed interessanti esempi di complessi filtrati nei prossimi capitoli.

DEFINIZIONE 5.3.4. Un morfismo ¢: (K, f) — (H, g) di complessi filtrati & un morfismo
di complessi simpliciali astratti ¢: K — H che preserva i sottocomplessi di livello, ossia tale
che ¢(K(t)) C H(t) per ogni t € R.

Il nostro prossimo obiettivo ¢ quello di introdurre una struttura di spazio preudo-metrico
in una qualunque famiglia di complessi filtrati.

DEFINIZIONE 5.3.5. Sia € > 0 un numero reale. Un e-morfismo ¢: (K, f) — (H,g)
di complessi filtrati € un morfismo di complessi simpliciali astratti ¢: K — H tale che
o(K(t)) C H(t+¢) per ogni t € R.

E chiaro che i morfismi di complessi filtrati sono esattamente gli O-morfismi. La com-
posizione di un e-morfismo con un g-morfismo, qualora sia definita, ¢ un (e 4+ g)-morfismo.
Infine, un e-morfismo € automaticamente un p-morfismo per ogni ¢ > €.

La condizione ¢(K(t)) C H(t + €) puo essere descritta in termini di funzioni filtranti
grazie al seguente lemma.

LEMMA 5.3.6. Siano (K, f), (H,g) due complessi filtrati ed € > 0. Per un morfismo di
complessi simpliciali ¢: K — H le sequenti condizioni sono equivalenti:

(1) ¢(K(t)) C H(t+¢€) per ognit € R, ossia ¢ & un e-morfismo;
(2) g(#(s)) < f(s) + € per ogni s € K.

DIMOSTRAZIONE. Se g(¢(s)) < f(s) + € per ogni s € K, allora per ogni ¢t € R ed ogni
s€ K(t)siha f(s) <t, g(o(s)) < f(s)+e<t+eequindi ¢(s) € H(t + ¢).

Viceversa, se ¢(K(t)) C H(t + €) per ogni t € R allora, dato s € K si ha s € K(f(s));
dunque ¢(s) € H(f(s) + €) che equivale a dire g(¢(s)) < f(s) + €. O

DEFINIZIONE 5.3.7. Sia € > 0. Una e-contiguita tra due complessi filtrati (K, f), (H, g)
¢ una coppia di e-morfismi ¢: (K, f) — (H,g), ¥: (H,g) — (K, f) tale che per ogni t € R si
ha:

(1) la composizione ¥¢: K(t) — K (t+ 2¢) & contigua al morfismo di inclusione K (t) C
K(t + 2e¢);

(2) la composizione ¢p: H(t) — H(t+ 2¢) & contigua al morfismo di inclusione H(t) C
H(t+ 2¢).

Diremo che due complessi filtrati sono e-contigui se esiste una e-contiguita tra loro.

Dal fatto che la relazione di contiguita commuta con le composizioni (Proposizione 3.2.10)
si ha che ogni e-contiguita ¢: (K, f) — (H,g), ¥: (H,g9) — (K, f), ¢ automaticamente una
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o-contiguita per ogni ¢ > e. Si consideri infatti, per ogni ¢t € R, il diagramma
K(t)——= K(t+2¢) —= K(t+ €+ 0) — K(t + 20)
P
P
x T wT /
H(t+e¢) —H(t+ o)
con le frecce orizzontali i morfismi di inclusione. Siccome il triangolo a sinistra commuta a
meno di contiguita, mentre il rettangolo centrale ed il triangolo a destra sono commutativi

in senso stretto, tutto il diagramma e commutativo a meno di contiguita. In particolare la
composizione

K(t) % H(t+0) % K(t +20)
¢ contigua all'inclusione K (t) — K(t + 2p).

DEFINIZIONE 5.3.8 (Distanza di contiguita). Dati due complessi filtrati (K, f), (H,g)
definiamo

d (K, f), (H,g)) =inf{e > 0| (K, f), (H, g) sono e-contigui}.

Poniamo inoltre d.((K, f), (H,g)) = 400 se non esiste alcuna e-contiguita.
E chiaro che dC((Kv f)a (Kv f)) =0 e che dC((K’ f)7 (va)) = dC((H7g)7 (K’ f))
TEOREMA 5.3.9. Dati tre complessi filtrati (K, f), (H,g) e (L,h), si ha
dC((Kv f)a (La h)) é dC((Ka f)v (Hv g)) + dC((Ha g)a (Lv h))

Dunque la distanza di contiguita definisce una struttura di spazio pseudo-metrico su un
qualunqgue insieme di complessi filtrati.

DIMOSTRAZIONE. Denotiamo con d.((K, f), (H,g)) = a,d.((H,g),(L,h)) = b. Se max(a,b) =
~+00 non c’e nulla da dimostrare. Se invece a, b < +00, come capita spesso con le disuguagliaze
triangolari, dimostriamo che per ogni § > 0 si ha

de((K, ), (L, h)) < a-+b+ 20
Per ipotesi esiste 0 < € < a + ¢ ed una e-contiguita
o: (K, f) = (H,g),  v¢:(H,g)— (K, )
Similmente esiste 0 < p < b+ § ed una p-contiguita
n: (H,g) = (L,h),  p:(L,h) = (H,g).
Per concludere basta dimostrare che le composizioni
ng: (K, f) = (L,h),  vp: (Lh) = (K, f)

formano una (e + p)-contiguitd. Per simmetria, basta mostrare che per ogni ¢ € R la
composizione

Kt) S Ht+6) D Lt+e+p) L H(t +e+2p) 2 K(t+ 2+ 2p)

¢ contigua all’inclusione K (t) — K (t 4 2¢ + 2p). Ma questo segue dal fatto che la relazione
di contiguita commuta con le composizioni e che si ha un diagramma commutativo a meno
di contiguita

K(t) K(t+ 2¢) K(t+ 2¢+2p)
¢ P ¢ P
N S
~
L(t+e+p)

con le frecce orizzontali 1 morfismi di inclusione. O
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Siccome gli isomorfismi di complessi filtrati sono 0-contiguita, complessi filtrati isomorfi
hanno pseudo-distanza nulla tra loro e quindi d. definisce una struttura di spazio pseudo-
metrico in qualsiasi famiglia di classi di isomorfismo di complessi filtrati.

TEOREMA 5.3.10. Siano A, B sottoinsiemi di uno spazio metrico (X,d) e dotiamo i
complessi simpliciali completi A4, AB delle filtrazioni di Vietoris—Rips. Allora

de(A%, AB) < dy(A,B).

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo dg (A, B) < +00 e proviamo che per ogni numero reale
r > dg(A, B) vale d.(A4, AP) <r.

Abbiamo visto che esistono due applicazioni f: A — Beg: B — Ataliched(a, f(a)) <r
e d(b,g(b)) < r per ogni a € A ed ogni b € B.

11 morfismo di complessi simpliciali f: A4 — AP & un r-morfismo, ossia f(A4(t)) C
AB(t+7) per ogni t € R. Infatti se {zg,...,7,} € A4(t), per come & definita la filtrazione
si ha d(z;,2;) < 2t per ogni 7, j e quindi

d(f (i), f(x5)) < d(f (i), 20) + d(@i, x5) + d(wj, f(x;)) <t +2r.

Similmente g(AB(t)) € AA(t +r) per ogni t € R e resta da provare che le composizioni g f
e fg sono contigue alle inclusioni.

Mostriamo che gf ¢ direttamente contigua all’inclusione A(t) C A(t + 2r) per ogni t
ossia che per ogni {zq,...,2z,} € A4(t) vale {zq,..., 20, 9f(x1),...,9f(n)} € AA(t + 2r).
Per ogni z € A vale d(z,gf(x)) < d(z, f(z)) + d(f(x),9f(x)) < 2r e quindi, per ogni
i, =1,...,nsi ha:

(1) d(xi,xj) <2t <2(t +2r);
(2) d(wi, gf(z5)) < d(wi, x;5) + d(xj, 9.f (x5)) < 2t + 2r < 2(t + 2r);
(3) dlgf (i), gf(x;)) < d(ws, ;) + d(wi, gf (x:)) + d(xj, gf (x;)) < 2t + 4.
Per simmetria anche la composizione fg & direttamente contigua all’inclusione B(t) C B(t+
2r) per ogni t.
Dungque la coppia (f,g) & una r-contiguita e quindi d.(A4, AB) < r. a

5.4. Distanza di interfoglia

Introduciamo adesso uno degli oggetti principali di queste note.

DEFINIZIONE 5.4.1. Sia T' C R un sottoinsieme. Un modulo di persistenza su T ¢ il
dato di:

(1) per ogni t € T un gruppo abeliano A(t);
(2) per ogni s,t € T con s <t un omomorfismo di gruppi a’: A(s) — A(¢).

Gli omomorfismi a! devono soddisfare le seguenti condizioni:

e a; = Id 45 per ogni s;
! =a’” per ogni s <t<r.

® a;oal =
Per convenzione, quando I'insieme T non viene nominato, si intende un modulo di persistenza

su R

Dal punto di vista notazionale, indicheremo i moduli di persistenza su T' con delle terne
(A,a,T), dove A denota la totalitd dei gruppi A(s) ed a la totalita degli omomorfismi af.
Quando T = R si scrive semplicemente (A, a) al posto di (4, a,R).

In alcuni casi, per ulteriore semplicita notazionale, scriveremo solamente (A, T') al posto
di (A,a,T), ed A al posto di (4, a,R).

OSSERVAZIONE 5.4.2. In linea teorica possiamo definire i moduli di persistenza su ogni
insieme parzialmente ordinato, e piu in generale su ogni categoria piccola. Tali trattazioni
vanno al di la dei nostri obiettivi e vengono ignorate.
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EsEMPIO 5.4.3. Sia K un complesso simpliciale filtrato, con sottocomplessi di livello
K(t). Per ogni n > 0 possiamo definire il modulo di persistenza (H,,h) ponendo H,(t) =
H,(K(t)) e h: H,(s) = H,(t) il morfismo in omologia indotto dall’inclusione di complessi
simpliciali K (s) C K(t).

Se f: K — R ¢ la funzione filtrante associata e l'insieme dei vertici di K & dotato di un
ordinamento totale tale che I’applicazione f: K — R & monotona, allora il morfismo hi,s
¢ indotto dal morfismo tra complessi di catene ordinate C, (K (s), <) = C.(K (1), <).

EsEMPIO 5.4.4. Siano X uno spazio topologico e f: X — R continua; per ogni t € R
denotiamo X (¢t) = {x € X | f(x) < t}. Per ogni n > 0 possiamo definire il modulo di
persistenza (H,,, h) ponendo H,,(t) = H, (K (t)) e hl: H,(s) — H,(t) il morfismo in omologia
singolare indotto dall’inclusione X (s) C X (t).

La nozione di modulo di persistenza ¢ molto generale e, al fine di estrarre invarianti
algebrici significativi, & necessario aggiungere condizioni di regolaritd e finitezza. Le piu
comuni sono elencate nelle seguenti quattro definizioni.

DEFINIZIONE 5.4.5. Un modulo di persistenza (A, a,T) si dice g-tame se per ogni s,t €
T, con s > t, 'immagine di aj: A(t) — A(s) & un sottogruppo finitamente generato.

DEFINIZIONE 5.4.6. Un modulo di persistenza (A, a,T) si dice semicontinuo se per
ogni ¢t € T esiste € > 0 tale che af & un isomorfismo per ogni s € T N [t,t + €.

DEFINIZIONE 5.4.7. Un modulo di persistenza (A, a,T) si dice di tipo finito se T' ¢ un
insieme finito ed il gruppo A(¢) e finitamente generato per ogni ¢t € T.

DEFINIZIONE 5.4.8. Sia A > 0 un numero reale non negativo; un modulo di persistenza
(A4,a,T) si dice un A-modulo se per ogni t,s € T con s —t > A si ha af = 0.

Esiste una nozione naturale di morfismo che rende i moduli di persistenza su di un T
fissato una categoria.

DEFINIZIONE 5.4.9. Un morfismo f: (P,p,T) — (@, q,T) di moduli di persistenza su
T & il dato, per ogni t € T di un omomorfismo di gruppi fi: P(t) — Q(t) tale che per ogni
s <t si ha un diagramma commutativo

Un isomorfismo ¢ un morfismo f tale che ogni f; € un isomorfismo di gruppi abeliani.

Dato un qualunque morfismo f: (P,p,T) — (@, q,T) possiamo definire nella maniera
ovvia il suo nucleo ed il suo conucleo, che risultano ancora essere moduli di persistenza su
T:

ker(f)(t) = ker(f;: P(t) — Q(t)), coker(f)(t) = coker(f;: P(t) — Q(t)).

DEFINIZIONE 5.4.10. Per un dato numero reale A > 0, diremo che f ha A-nucleo (risp.:
A-conucleo) se ker(f) (risp.: coker(f)) € un A-modulo.

Da questo momento, fino al termine della sezione consideriamo solamente moduli di
persistenza su 7' = R. Dato (P,p) un modulo di persistenza e § € R possiamo definire il
traslato di P tramite § come il modulo di persistenza (P[], p[d]), dove

P8)(t) = P(t+6),  plo); = piil.

E chiaro che P[6 + x] = (P[6])[x] e che per ogni § > 0 & definito un morfismo canonico
“di sospensione”
%0 P — P[5], s =pito: P(t) = P[S](t).
Inoltre la traslazione possiede le principali proprieta funtoriali: in particolare, per ogni
morfismo f: P — @ & definito il morfismo

flo): Plo) = Q[o],  [l6le = frs,
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che si comporta bene rispetto alla composizione.

DEFINIZIONE 5.4.11. Dato un numero reale € e due moduli di persistenza (P, p) e (Q, q),
un morfismo P — Qle] viene detto e-morfismo da P a )

In altri termini, un e-morfismo da P a ) € una famiglia di omomorfismi di gruppi
fe: P(t) = Q(t+¢e), t e R,
tali che per ogni s <t si ha un diagramma commutativo

Pt

P(s) P(t)
lfs lfﬁ
Qs +e) ———=Q(t +¢)

Ad esempio, per ogni € > 0 il morfismo di sospensione s°: P — P[e] ¢ un e-morfismo.
Piu in generale, per ogni e-morfismo f: P — Q[¢] ed ogni § > 0 si ha che
S f = f[0]s°: P — Q[e + 4]
¢ un (¢ + 0)-morfismo.

E chiaro dalle definizioni che gli 0-morfismi sono esattamente i morfismi definiti prece-
dentemente, mentre ’analogo dell’isomorfismo per gli e-morfismi viene detta e-interfoglia.

DEFINIZIONE 5.4.12. Dato un numero reale ¢ > 0, chiameremo e-interfoglia tra due
moduli di persistenza (P, p) e (Q, ¢) il dato di due e-morfismi

f: P = Qlel, g: Q@ — PIe],
tali che le composizioni siano i morfismi di sospensione:
glelf = s, flelg=s>.

Si noti che la nozione di O-interfoglia & del tutto equivalente a quella di isomorfismo.
Si noti anche che se esiste una e-interfoglia f: P — Qle], g: @ — PJe], allora allora esiste
anche una p-interfoglia per ogni p > ¢, ad esempio:

sP7Ef P — Qlp), sP7%g: Q — Plp].

LEMMA 5.4.13. Sia
f: P = Q[el, g: Q — Ple],

una e-interfoglia. Allora i due morfismi f, g hanno entrambi 2e-nucleo e 2¢-conucleo.

DIMOSTRAZIONE. Per simmetria basta considerare il morfismo f. Siano ¢t € Re z € P(t)
tale che fi(x) = 0. Allora pi™(2) = giefi(z) = 0; quindi pi™2* si annulla sul nucleo.
Similmente se z € coker(f); & rappresentato da y € Q(t+¢), allora qﬁiﬁg ¢ rappresentato da

fta2egi+e(y) che quindi appartiene all'immagine di f. O

DEFINIZIONE 5.4.14. Dati due moduli di persistenza P, (@, definiamo la distanza in-
terfoglia
d;(P, Q) = inf {¢ > 0| esiste una e-interfoglia tra P e Q} .

Si ha d;(P, Q) = 400 se e solo se non esistono interfoglie tra P e Q.
EseEmpIO 5.4.15. Dato che ogni isomorfismo e una 0-interfoglia, se P, () sono due moduli

di persistenza isomorfi, allora d;(P, Q) = 0. Il viceversa ¢ generalmente falso, ad esempio i
due moduli

Pt)=0 set<0 Qt)=0 set<0
(P,p)=< P{t)=7Z set>0 |, (R, 9)=<Q(t)=Z set>0
pt =1d per s >0 ¢t =1d per s >0

non sono isomorfi ma sono e-interfogliati per ogni € > 0

PROPOSIZIONE 5.4.16. La distanza di interfoglia definisce una struttura di spazio pseudo-
metrico su una qualunque insieme di moduli di persistenza su R.
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DIMOSTRAZIONE. L’unica verifica non completamente banale & quella della disugua-
glianza triangolare. Siano P, @, R moduli di persistenza e si assuma d;(P, Q) + d;(Q, R) <
+00; vogliamo dimostrare che per ogni ¢ > d;(P,Q) ed ogni § > d;(Q, R) esiste una
€ + d-interfoglia tra P e R.

Scegliamo una e-interfoglia

fee Pt) = Qt+e), g Q) = Plt+e), teR,
ed una d-interfoglia
he: Q(t) — R(t + 0), ki: R(t) — Q(t +9), teR.
Si vede immediatamente che
hiyeft: P(t) = R(t+e+490), giroki: R(t) = P(t+¢e+90)
¢ la € + d-interfoglia cercata. O

Mettiamoci adesso nella situazione dell’Esempio 5.4.3 e mostriamo che la distanza di
interfoglia non supera la distanza di contiguita.

TEOREMA 5.4.17. Siano K e L due complessi filtrati, n > 0, e consideriamo i due moduli
di persistenza H, (K (t)), Hy,(L(t)). Allora

d(H (K (1), Ho(L(1))) < do(K, L).

DIMOSTRAZIONE. Non & restrittivo supporre d.(K, L) < +oo e basta dimostrare che
se esiste una e-contiguitd f;: K(t) — L(t + €), g:: L(t) — K(t + ¢) allora esiste anche
una e-interfoglia tra H, (K (t)) e H,(L(t)). Per definizione, g;y.f; & contigua all’inclusione
K(t) ¢ K(t + 2¢). Dato che morfismi contigui inducono lo stesso morfismo in omologia
si ha che g fr = hi™2: H,(K(t)) — H,(K(t + 2¢)). Per simmetria vale anche fyy.g; =
hit2 . H, (L(t)) — H,(L(t+2¢)) e quindi i due e-morfismi f;, g; definiscono una e-interfoglia.

O

OSSERVAZIONE 5.4.18. Dati due spazi topologici X, Y dotati di funzioni continue f: X —
Re g: Y — R, il lettore volenteroso puo provare a definire la “distanza di omotopia” tra
(X, f) e (Y,g) e dimostrare 'analogo del Teorema 5.4.17.






CAPITOLO 6

Omologia Persistente

Per analisi topologica dei dati (TDA) si intende un insieme di tecniche, prevalente-
mente di natura topologica e statistica, che consentono di analizzare grandi quantita di dati
in maniera estremamente stabile rispetto alle componenti di rumore, ossia rispetto a piccole
e generiche perturbazioni dei dati raccolti.

Uno dei metodi topologici piu usati in TDA e detto omologia persistente. Questo
strumento permette di descrivere caratteristiche dei dati sotto forma di “buchi”, il cui numero
e qualita dipende da uno o piu parametri reali: 'abilita di identificare i “buchi” piu persistenti
al variare dei parametri fornisce un metodo piuttosto potente nell’analisi dei dati.

Attualmente il software open-source di riferimento in ambito scientifico per la TDA &
Mapper [15].

6.1. L’incredibile ubiquita della topologia persistente

Riportiamo in questa breve sezione un estratto dall’articolo di Massimo Ferri (Universita
di Bologna) pubblicato su Maddmaths il 12 agosto 2015 e recuperabile per intero al sito
maddmaths.simai.eu/divulgazione/focus /lincredibile-ubiquita-della-topologia-persistente/.

C’¢ una branca della matematica chiamata “Topologia persistente” che ha applicazioni
spesso sorprendenti all’analisi della forma e ai problemi di classificazione e recupero dei dati.
Cerchiamo di capire meglio di cosa si tratta.

La geometria offre ottimi strumenti alla visione artificiale e alla pattern recognition.
I problemi di classificazione, riconoscimento, ricerca di difetti, recupero in database estesi
si risolvono talvolta trovando una trasformazione (euclidea, affine o proiettiva) che sovrap-
ponga un’immagine a un’altra; qui ’algebra matriciale risulta vincente. Soprattutto, pero,
questi problemi si affrontano associando ad ogni immagine una stringa di misure geometriche
(descrittori di forma) compiute su di essa ed eseguendo classificazione, riconoscimento, ecc.
sulle stringhe invece che sulle immagini. Questa prassi funziona benissimo su pezzi meccanici,
veicoli, oggetti rigidi: per esempio Google riconosce un monumento anche se fotografato da
un’angolazione insolita. Pero le cose cambiano con immagini di origine naturale; la rigidita
della geometria diventa un ostacolo: riconoscere la somiglianza fra un uomo seduto e uno in
piedi € problematico.

E qui che la topologia, molto piu “libera” della geometria, sembra essere la carta giusta
da giocare. Invece che dalla sovrapponibilita mediante trasformazioni geometriche, ’equi-
valenza fra due spazi topologici X,Y & data dall’eventuale esistenza di un omeomorfismo
p: X — Y, cioée una funzione continua con inversa continua. LL'uomo seduto e I'uomo in
piedi sono omeomorfi, cioe esiste fra loro un omeomorfismo, ma non una trasformazione
geometrica. Allora basta sostituire la geometria con la topologia, 1’algebra matriciale con
I’omeomorfismo? Purtroppo ci sono due problemi.

In genere e difficile capire se due spazi sono omeomorfi o no. Allora interviene la topologia
algebrica, che associa a uno spazio degli enti (invarianti) che risultano uguali per spazi
omeomorfi. Percio se due spazi X, Y hanno invarianti diversi sono sicuramente non omeomorfi
(purtroppo il viceversa non vale).

Invarianti di questo tipo sono i numeri di Betti: by(X) ¢ il numero di componenti connesse
(o 0-cicli), in pratica il numero di pezzi separati da cui & composto X; by (X) conta i buchi
fatti “a circonferenza” di X (o 1-cicli, come quello di una ciambella); bo(X) conta i vuoti
bidimensionali di X (come quelli di un pallone o di una camera d’aria; 2-cicli) e cosi via. Per
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capire davvero il significato di questi concetti occorrono definizioni formali; non sono male
I’articolo di Wikipedia Betti number e il piu generale Omologia.

C’¢ un secondo problema: la geometria e troppo rigida, ma la topologia & troppo libera.
La battuta “per un topologo una tazza con manico e una ciambella sono la stessa cosa” &
fondata: i due oggetti sono omeomorfi; i numeri di Betti naturalmente coincidono: by = 1,
b1 =1, by = 0 eccetera per entrambi.

L’idea base della topologia persistente € di associare il concetto di forma non solo a
uno spazio topologico X, ma ad una coppia (X, f) dove f & una funzione continua (che
chiameremo funzione filtrante) definita su X, a valori solitamente nei numeri reali. A questo
punto la topologia algebrica (in particolare il suo settore omologia, di cui fanno parte i
numeri di Betti) viene applicata ad ogni insieme di sottolivello X (¢), costituito dai punti
x € X per cui f(x) < t. Per esempio possiamo appoggiare una tazza X e una ciambella Y di
eguale altezza sul tavolo, e usare come funzione f la quota, ossia la distanza dal pavimento.
Entrambi gli oggetti hanno quota minima a e massima c. Se a — € € un numero appena sotto
ad a, allora X (a—¢€) = Y (a—e¢€) = 0; invece X(c) = X, Y(c) =Y. Se applichiamo I"'omologia
agli insiemi di sottolivello intermedi, ecco che possiamo distinguere tazza e ciambella! In
realta la teoria & piti complicata (e piu informativa) e si avvale di suoi specifici descrittori di
forma: numeri di Betti persistenti, diagrammi di persistenza, barcode.

6.2. Allarga i punti e sfoca le immagini

persisténte agg. [part. pres. di persistere|. - Che permane costantemente
nel tempo, che si prolunga oltre il previsto o comunque per un lungo
periodo; continuo, ostinato: ...

(dal Dizionario Treccani).

Consideriamo la seguente costellazione di 8 stelle nel cielo

e chiediamoci quale figura rappresenta.

Una persona sobria vede solamente 8 punti separati, quindi una figura con 8 componenti
connesse contraibili, ossia by = 8 e by = 0. Dopo una birretta (ed una salsiccia) inizia a
vedere le immagini un po’ sfocate:

(0]
(0] (0] (0] una birra: bp = 8, by =0

ma i numeri di Betti iniziali persistono. Continuando a bere birre e mangiare salsicce,
all’ottava birra le immagini diventano talmente sfocate da cambiare la topologia

‘ 8 birre: b() = 4, bl =0
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Alla nona birra la topologia cambia ancora:

9 birre: b() = 1, bl =2

Alla tredicesima birra quello che si vede é:

13 birre: bg =1, b; =1

mentre alla diciassettesima birra, quello che si vede dalla lettiga dell’ambulanza é:

17 birre: b =1, b1 =0

Dunque dovendo decidere quanti “buchi” ci sono nella figura, osserviamo che il buco a
sinistra ha persistenza 4, ossia & durato 4 birre (dalla 9 alla 12), mentre quello a destra ha
persistenza 8 (dalla nona alla 16a birra). Quindi la figura ha avuti per 4 birre 1 buco e per
altre 4 birre 2 buchi. Nella misura in cui il numero di birre viene considerato una giusta
misura di persistenza, possiamo valutare i due eventi con uguale probabilita.

6.3. Complessi filtrati

In queste note ci occuperemo solamente della parte “algebro-geometrica” dell’omologia
persistente. Con riferimento alla Figura 1, studieremo nelle prossime sezioni con sufficiente
dettaglio i passaggi (b) e (c), mentre studieremo in questa sezione il passaggio (a) in alcuni
casi molto particolari. Per quanto riguarda l'interpretazione, che richiede strumenti di natura
analitica e statistica, rimandiamo alla letteratura sull’argomento: un buon punto di partenza

¢ dato dagli articoli [2, 6, 7, 22].

FiGURA 1. La catena di montaggio dell’omologia persistente.

Riscriviamo ed ampliamo la nozione di complesso simpliciale filtrato.

DEFINIZIONE 6.3.1. Sia K un complesso simpliciale astratto. Una funzione filtrante
su K ¢ un’applicazione f: K — R tale che se s € K e r C s allora f(r) < f(s).
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Equivalentemente, un’applicazione f: K — R & una funzione filtrante se per ogni t € R
il sottoinsieme di livello

Kt)={se K| f(s)<t}=f""(— o0,
€ un sottocomplesso simpliciale. Abbiamo gia osservato che i sottocomplessi di livello soddi-
sfano le condizioni

(5.2) (E® =0, |JK@) =K, K(s)=[)K(t) perognis€R,
t t t>s

e che ogni famiglia K (t), t € R, di sottocomplessi simpliciali di K che soddisfa tali condizioni
¢ la famiglia dei sottoinsiemi di livello della funzione filtrante f(o) =inf{t € R | o0 € K(¢)}.

Per semplicita notazionale, quando non ci saranno rischi di ambiguita, chiameremo sem-
plicemente complesso filtrato una coppia (K, f) con K complesso simpliciale astratto e
f: K — R funzione filtrante.

Ecco altri esempi di complessi filtrati, in aggiunta a 5.3.2 e 5.3.3.

ESEMPIO 6.3.2. Dato un complesso simpliciale astratto (K, I) ed una applicazione d: I x
I — R tale che d(z,y) = d(y,z) > 0 per ogni z,y € I, possiamo definire una funzione filtrante

f: K —[0,+00], f{zo,---,xp}) zrril%xd(mi,mj).

ESEMPIO 6.3.3. Siano X un insieme finito e i = {U;}, ¢ € I, una famiglia di sottoinsiemi
di X. Sul complesso simpliciale dato dal nervo di & (Esempio 1.2.15):

N(u):{{io""’il’}eAI|Uioﬂ"'ﬂUiP7’é®}

possiamo considerare la funzione filtrante

:NU) =R 05y lp)) = T .
f ( ) ’ f({ZOa azp}) |Ui0ﬂ"'mUip|

ESEMPIO 6.3.4. Sia K un complesso simpliciale astratto e sia K(0) C K(1) C K(2) C ---

una catena ascendente di sottocomplessi simpliciali tali che U, K (n) = K. Allora la funzione

f: K = [0,+00], f(z) =min{n |z € K(n)}
¢ una funzione filtrante tale che K(n) = {z € K | f(z) < n}.

Dato un complesso filtrato (K, f), 'immagine f(K) C R viene detto luogo dei valori
critici di f. Segue dalla definizione dei sottocomplessi di livello che per ogni valore critico ¢
si ha K(s) # K(t) per ogni s < t.

Diremo che un complesso filtrato (K, f) ¢ di tipo finito se K & un complesso simpliciale
astratto finito. In particolare ogni complesso filtrato di tipo finito possiede un numero finito
di valori critici.

Diremo che un complesso filtrato (K, f) ¢ localmente di tipo finito se K(t) ¢ un
sottocomplesso finito per ogni ¢ € R. In tal caso luogo dei valori critici e chiuso, discre-
to e inferiormente limitato: infatti per ogni ¢ il luogo dei valori critici della restrizione di
f: K(t) — R & finito e dunque per ogni t € R l'intersezione f(K)N] — oo, t] & finita.

LEMMA 6.3.5. Sia (K, f) un complesso filtrato localmente di tipo finito. Allora un numero
reale t ¢ un valore critico se e solo se K(s) # K(t) per ogni s < t.

DIMOSTRAZIONE. Facile esercizio. O

I prossimi esempi descrivono alcuni casi del passaggio (a) di Figura 1.

EsEMPIO 6.3.6. Si consideri un ben definito insieme I di matematici, ad esempio 'insieme
dei docenti afferenti al Dipartimento di Matematica Guido Castelnuovo il 18 settembre 2021.
Il complesso simpliciale astratto (K, I) delle collaborazioni scientifiche di I & definito dalla
regola che un elemento {zo,...,z,} € Al appartiene a K se e solo se esiste (almeno) una
pubblicazione in cui tra gli autori figurano zy,. .., zp.

La funzione filtrante temporale f: K — R ¢ definita ponendo f(s) come lanno della
prima pubblicazione avente s come sottoinsieme di autori.
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EsEmPIO 6.3.7 (Cf. [20]). Si consideri I'insieme I dei personaggi di un film e per ogni
coppia (x,y) € I x I sia d(z,y) il numero di scene (o se preferite il numero di fotogrammi) in
cui z, y compaiono simultaneamente. Si consideri adesso il complesso di cricche (K, I), dove
{z0,...,2p} € K se e solo se d(z;,z;) > 0 per ogni 1, j.

Una possibile funzione filtrante f: K — R sensata in tale situazione ¢ data da

1
f{zo, .. xp}) = max d(zi, ;)

Costruzioni analoghe hanno senso, o perlomeno sono state studiate, quando I & I'insieme
dei cellulari agganciati ad un insieme di antenne in corrispondenza di un attentato terroristico
e d(x,y) il numero di telefonate/messaggini intercorsi tra z e y.

Nel seguito, useremo i termini nuvola di punti e point cloud per indicare un sot-
toinsieme I C R™ con un numero finito ma molto grande di elementi, ossia n << |I| < oo.
Inoltre per ogni x € R™ ed ogni numero reale r denotiamo

Ue(r) ={y € R" [ [lz =yl <r}.

Ciascun U,(r) € un chiuso limitato che, per ogni r > 0 coincide con la chiusura della sua
parte interna (la palla aperta di raggio r). Chiameremo U,(r) il disco chiuso di centro = e
raggio r.

EsEMPIO 6.3.8 (Complessi di Cech e Vietoris—Rips). Dato un qualsiasi sottoinsieme
I C R™, per ogni numero reale positivo > 0 possiamo definire i complessi simpliciali astratti
C1(r) e Vi nel modo seguente:

Ci(r) = {{xo, ceTp} € Al ’ Ugo(r) NN Uy, (1) #0 } , (Cech),
Vi(r) = {{zo,...,zp} € AT | l|#; — x;]| < 2r per ogni i,j}, (Vietoris—Rips).

E evidente che se r < t allora Vi(r) C Vi(t) e Cr(r) C Cr(t) (vedi Figura 2). Una

semplice applicazione della disuguaglianza triangolare mostra che Cr(r) C Vi(r) C Cy(2r).

C(0) - c(1) - C(2)
FIGURA 2. Filtrazione di Cech. Credits: la figura & tratta da [17].

E facile descrivere i complessi di Vietoris-Rips e Cech come sottocomplessi di livello per
delle opportune funzioni filtranti, che denoteremo rispettivamente v, c.
Nel caso Vietoris—Rips, sia K = Al e si consideri la funzione filtrante

1
v: K = [0,400], v({zo,...,zp}) = 5 max |z — ;] -

E chiaro per definizione che K (t) = Vi (t) per ogni ¢.
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Nel caso Cech si prende K = A’ assieme alla funzione filtrante
c: K — [0, 400], c{zo,...,xp}) =min{r e R | Uy, (r) N--- N U, () # 0},

ed ¢ chiaro per definizione che K (t) = C(t) per ogni t. Il fatto che ¢ sia ben definita richiede
un semplice ragionamento topologico: sia {zo,...,z,} € K fissato e scegliamo un numero
reale R > 0 sufficientemente grande e tale che U, (R)N- - -NU,, (R) # (). Adesso consideriamo
il sottoinsieme chiuso e limitato (quindi compatto):

Z ={(y;r) € Uno (R) x [0, B] | ly — ai| <, Vi}.
Per le ipotesi su R si ha

(y,r)eZ <= r<ReycU(r)n---NUg,(r).
In particolare il compatto Z € non vuoto ed ha senso definire

c({xo,...,zp}) = (y{rﬁ;relzr .
EseMPIO 6.3.9 (Complessi Alpha). Dato un qualsiasi sottoinsieme non vuoto I C R",
per ogni u € I ed ogni numero reale positivo r > 0 denotiamo R, (r) = U, (r)NV,, dove U,(r))
¢ il disco di centro u e raggio r, e V,, & la regione di Voronoi di u, definita nell’Esempio 1.2.15:

Vi={zeR"|||lz—u| <|lz—v| Yvel}.

Il complesso simpliciale Alpha(r) & definito come il nervo della famiglia {R,(r)}, u € T
(vedi Figura 3).

Equivalentemente un simplesso {sg,...,sp} € AT appartiene al complesso Alpha(r) se e
solo se esiste x € R™ tale che:

o = soll = lle = sul = -+ = [l — s, | < min(r, [l — ) per ogni ¢ € I.

Possiamo riscrivere le due condizioni precedenti dicendo che un simplesso {sg,...,sp} €
AT appartiene al complesso Alpha(r) se e solo se esiste in R” un disco chiuso di raggio < r
la cui parte interna non interseca I ma il cui bordo contiene s, ..., sp.

FIGURA 3. A sinistra una nuvola di punti in R? (i pallini o) e le intesezioni
R, (r) delle regioni di Voronoi V,, con le palle B(u,r) (in rosa chiaro). A
destra il complesso Alpha(r) (in rosa scuro). Credits: la figura ¢ tratta da
[5]

Per scrivere i complessi Alpha come sottocomplessi di livello, basta prendere la restrizione
al sottocomplesso di Delaunay Dy C Al della funzione filtrante che definisce la filtrazione di
Cech.

Riassumendo gli esempi precedenti, ad ogni sottoinsieme finito e non vuoto I C R"
abbiamo associato tre diversi complessi filtrati: (A, v), (AL ¢) e (Dr,a), nell’ordine dal pitt
semplice (ma meno informativo) al piti complesso (ma anche con piu informazioni).
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ESEMPIO 6.3.10 (Grafi pesati). Un altro caso molto studiato, e formalmente analogo
all’Esempio 6.3.7, riguarda i grafi pesati. Per grafo pesato si intende un un grafo semplice
finito G = (V, E) equipaggiato di una funzione “peso” w: E — [0, +oo[, che ad ogni lato
associa un numero reale positivo. Indichiamo con w(E) = {wg > w1 > ... > w,} la succes-
sione insieme dei pesi dei vari lati del grafo, in ordine decresecente. Per ogni k = 0,...,n
possiamo considerare il sottografo

Gr = (V,Ey) C G, E,={ec E|w(e)>w}.
In altri termini il grafo Gy ha gli stessi vertici di G ed ha come lati quelli di peso > wg.
Abbiamo allora una filtrazione di grafi
GoCcGiC---CGy=0G.
Una tale filtrazione di grafi produce una filtrazione dei complessi di cricche associati.

Esercizi.

ESERCIZIO 27. Sia I C R? I'insieme dei vertici di un esagono regolare di lato 1. Deter-
minare il complesso di Vietoris—Rips V;(2).

Esercizio 28. Dato un I C R™ provare che Alpha(r) € Dy N C(r) e mostrare con un
esempio che in generale Alpha(r) # Dy N Cy(r).

6.4. Moduli di persistenza

Secondo alcuni la persistenza ¢ “semplice, naturale ed intuitiva”. Tuttavia per poterla
raccontare correttamente e in modo monosemantico € necessario sviluppare un apposito
linguaggio.

Riprendiamo dalla Sezione 5.4 la definizione di modulo di persistenza

DEFINIZIONE 6.4.1. Sia 7' C R un sottoinsieme. Un modulo di persistenza su T e il
dato di:
(1) per ogni t € T un gruppo abeliano A(t);
(2) per ogni s,t € T con s <t un omomorfismo di gruppi a’: A(s) — A(t).
Gli omomorfismi a’ devono soddisfare le seguenti condizioni:
e aj = Id4(,) per ogni s;
e aloal, =a’ perognis<t<r.
Per convenzione, quando I'insieme 7' non viene nominato, si intende un modulo di persistenza
su R

Se A = (A(t),a’) & un modulo di persistenza su R, allora possiamo prendere la sua
restrizione A7 ad qualunque sottoinsieme 7' C R e ottenere un modulo di persistenza su T
Viceversa, se T C R & chiuso e A = (A(t),a%,T) ¢ un modulo di persistenza su T, allora
possiamo vedere A come la restrizione a T di un modulo di persistenza A su R definito nel

modo seguente:

i 0 ses<tVteT
A(S) =
A(max(TN] —o0,s])) altrimenti.
S 0 ses<tVvVteT
a/s = max o . '
mixgg %_OO:SB altrimenti.

In riferimento alle costruzioni precedenti, nel caso in cui 7" & un sottoinsieme chiuso
e discreto di R, chiameremo l'operazione A +— Ajr discretizzazione di A, e I'operazione
A — A estensione semicontinua di B.

Sebbene molti risultati, come ad esempio il teorema di esistenza e stabilita del dia-
gramma di persistenza, valgano per moduli ¢g-tame (vedi [16]), per semplicita espositiva
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tratteremo esclusivamente moduli di persistenza di tipo finito. Tale restrizione non influi-
sce negativamente sulla stragrande maggioranza delle applicazioni pratiche. Riportiamo, in
maggior dettaglio, la definizione di modulo di persistenza di tipo finito:

DEFINIZIONE 6.4.2. Sia T = {tp < t; <ty < --- < t;,} un insieme finito di numeri reali.
Un modulo di persistenza di tipo finito su T' & una successione di omomorfismi di gruppi
abeliani finitamente generati

(6.1) P(to) 2% P(t1) 2% P(ty) 25 - 22 P(t,)
indicizzata in ordine crescente dagli elementi di 7.

Prima di illustrare alcuni esempi facciamo alcune considerazioni di tipo notazionale.

(1) Nelle notazioni del capitolo precedente, per ogni ¢ < j il morfismo p? non e altro
che la composizione p;_j o--- o p;.

(2) E spesso utile estendere convenzionalmente ogni modulo di persistenza P su T C R
ad un modulo di persistenza su T U {+oo} ponendo P(+00) = 0.

(3) Esiste un modo naturale di estendere la Definizione 6.4.2 se il sottoinsieme T' viene
rimpiazzato da una successione finita monotona tg < t; < --- di numeri reali: in
tal caso bisogna pero imporre che p; = Id se t; = t;11.

ESEMPIO 6.4.3. Siano V uno spazio vettoriale ed f: V — V un endomorfismo nilpotente,
diciamo f™ = 0 per qualche n > 0. Se poniamo V(0) = V e V(i) = fi(V) per ogni i > 0, si
ha un modulo di persistenza

(6.2) 0-vo) LvayLvey L. Lvm =o,

con le applicazioni p; = f surgettive per i > 0.

ESEMPIO 6.4.4. Sia (K, f) un complesso filtrato di tipo finito e sia n > 0 fissato. Sia
to < t1 < -+ < t,, la successione dei valori critici di f in ordine crescente. Gli n-esimi
gruppi di omologia della catena ascendente dei sottocomplessi di livello K (tg) C K(t1) C ---
determinano un pre-modulo di persistenza di tipo finito

(6.3) H, (K (to)) # Ha(K(t1)) % Ha(K(t2)) 2 - 255 Hy(K(tn)).

dove py & il morfismo indotto in omologia dall’inclusione K (t5) C K (ts41). Osserviamo inoltre
che, essendo per ipotesi K (t) un complesso simpliciale astratto finito per ogni ¢, i gruppi di
omologia H, (K (t;)) sono finitamente generati.
Giova osservare che per ogni ¢ < j I'immagine dell’applicazione H, (K (t;)) — H, (K (t;))
¢ il gruppo
Zn(K(t:))
Cn(K(t;)) N By (K(t;))

EseEmpIO 6.4.5. Dato un modulo di persistenza di tipo finito

< P(t) 25 Pltisn) 22 Pltiaa) 225 .

chiameremo cancellazione di P(t;+1) il modulo di persistenza
.. P(tl) —>p1:+10pi P(ti+2) —>pi+2

ottenuto eliminando P(t;4+1) e componendo p; con p;+1. Se P e Q sono rispettivamente
le estensioni semicontinue del suddetto modulo e della sua cancellazione in P(t;41), allora
Q(t) = P(t) se t < t;y1 oppure se t > t; 1o, mentre se t;41 < t < t;y2 si ha Q(t) = P(t;) e
P(t) = P(t;+1). Esiste quindi un morfismo naturale f: @) — P definito da f; = Id se t < t;11
oppure se t > t;4o € fr = p; se tiy1 <t < t;4o. In particolare, f ¢ un isomorfismo se e solo
se p; € un isomorfismo.

Vogliamo adesso estrarre alcuni invarianti discreti dai moduli di persistenza semicontinui
di tipo finito; a tale scopo facciamo lo stesso per i moduli di persistenza di tipo finito
su insiemi finiti, assicurandoci poi che moduli con estensioni isomorfe abbiano gli stessi
invarianti.
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DEFINIZIONE 6.4.6. Dato un modulo di persistenza P su un insieme finito T' = {ty <
-+ <ty }, diremo che un elemento x € P(t;) & primordiale se non appartiene all'immagine
di pi—1.

In particolare gli elementi primordiali non sono mai nulli ed ogni elemento di P(tp) non
nullo ¢ primordiale. Per semplicita notazionale, i < j denotiamo p; ; = p? ,ossiap; it P(t;) —
P(t;) & la composizione di p;, pit1,---,pj—1: st ha p;; = Id, p; ;41 = p; eccetera.

Se x € P(t;) ¢ primordiale, diremo anche che x nasce, oppure che ¢ creato, in ¢;.

DEFINIZIONE 6.4.7. Diremo che un elemento primordiale 2 € P(t;) muore, od anche
che viene distrutto, in ¢; se:

Jj>t, Pi,j(f) =0, pi,jfl(f) # 0.

In tal caso chiameremo [t;,¢;[C R l'intervallo di vita di x. Se x ¢ immortale, ossia se
x € P(t;) e p; j(x) # 0 per ogni j > i, allora diremo che x muore all’infinito e gli assegniamo
[t;, +0o[ come suo intervallo di vita.

Dato un modulo di persistenza P come nella Definizione 6.4.2, per ogni coppia di interi
0 <i < j <m definiamo
pii _ Pt
ker(p; ;)
Dunque ciascun morfismo p; ; si fattorizza come composizione di un morfismo surgetti-
vo P(t;) — P% ed un morfismo iniettivo P»/ — P(t;). Informalmente, il gruppo P%J
rappresenta gli elementi di P(t;) che sono ancora vivi in ¢;. Osserviamo inoltre che:

1

Im(pi,j)'

(1) se ¢ < j < k allora ker(p; ;) C ker(p; ) ed & quindi definito un morfismo surgettivo
pii — pik,
(2) se it < h < j, siccome p; j = DPp j © Pip, Per un elemento x € P(;) si ha
x € ker(p; ;) < pin(x) € ker(pp ;)

e quindi p; p: P(t;) — P(ty) si fattorizza ad un morfismo iniettivo p;,: P —
phi,
Dunque, per ogni quaterna ¢ < h < k < j di numeri naturali si ha un quadrato
commutativo

(6.4) Pik s phik
Pid s phi

con le frecce orizzontali iniettive e le frecce verticali surgettive.
In particolare, per ogni ¢ < j si ha un diagramma commutativo

0 —— pi~ti-t pii—l coker(c; j) —=0

T

0— > pi—Li "7 pij coker(7; ;) —0

con le righe esatte e le frecce verticali surgettive. Informalmente, il conucleo di o; ; (rispet-
tivamente: di 7; ;) rappresenta le classi primordiali di P(¢;) che sono ancora vive in P(t;_1)
(rispettivamente: di P(t;)). Da ci0 segue che il nucleo di v; ; € il gruppo che rappresenta le
classi primordiali di P(¢;) che muoiono in P(¢;).

Se il modulo di persistenza & di tipo finito, per ipotesi i gruppi P(¢;) sono tutti finitamente
generati, e quindi lo sono anche i gruppi P»7: ed i loro ranghi

BJ %,
P = rank(P"7)
vengono detti numeri di Betti persistenti. Per le precedenti osservazioni, i numeri

pp = rank(ker(vi,)),
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rappresentano la “misura dimensionale” degli elementi che nascono in #; e muoiono in t;;
chiameremo 15’ la molteplicita dell'intervallo di vita [t;, t;] .

Scriveremo semplicemente 7 e p*J quando il modulo P & chiaro dal contesto, ad
esempio se non ce ne sono altri nel discorso.

LEMMA 6.4.8. Sei < h <k < j, ossia se [tn,tx[C [t;,t;], allora:

(1) B* > 43 e cioé i numeri di Betti persistenti sono una funzione decrescente sugli
intervalli di vita;

(2) (8" = G"9) > (B - §19).

DIMOSTRAZIONE. Dal fatto che nel quadrato commutativo (6.4) le frecce orizzontali
sono iniettive segue che 4% < 8"F mentre dal fatto le frecce verticali sono surgettive segue
che g4 < gk,

Ribaltando il quadrato (6.4) rispetto alla diagonale principale ed aggiungendo al dia-
gramma i nuclei dei morfismi orizzontali (che prima del ribaltamento erano verticali) otte-
niamo un diagramma commutativo con le righe esatte

0 A Pk P 0
0 B phk phi 0

e con il morfismo o iniettivo. A maggior ragione la restrizione o4: A — B ¢ iniettiva e
quindi per 'additivita del rango

Bk — ghi = rank(B) > rank(A) = L

Per 'additivita del rango abbiamo:

p' = rank(ker(v; ;)) = rank(coker(o; ;)) — rank(coker(7; ;))
= rank(P% 1) — rank(P*"" 171y — rank(P%’) + rank(P"~ 1)
— =t gimli=l _gid 4 gicld — (ghd=l _ gid)y _ (gimLi—l _ gi-1d),

Le molteplicitd ;7 misurano solamente le classi mortali. Per “contare” le classi immor-
tali, se si introducono:

P(t:)

Pi,oo _ ,
Uj>i ker(pi ;)

IBi,oo — rank(Pi’oo)7 Mi,oo — ﬁi,oo _ IBi—l,oo.

Il gruppo P> rappresenta le classi di P(t;) che non muoiono; dato che il morfismo P(t; 1) —
P(t;) si fattorizza ad un morfismo iniettivo P*~1> Z P%> il cui conucleo (di rango
p°°) rappresenta le classi di P(t;) che sono primordiali e immortali. Chiameremo p*
la molteplicita dell’intervallo di vita [¢;, +oo].

Quindi i numeri di Betti persistenti determinano le molteplicita; viceversa le molteplicita
determinano i numeri di Betti persistenti in virtu del seguente risultato.

LEMMA 6.4.9 (Lemma fondamentale dell’omologia persistente). Dato un modulo di
persistenza di tipo finito

P(to) = P(t1) &5 P(ty) 2 -+ P(tm),
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valgono le formule:
ui,j — (ﬁi,jfl _ ﬁz}j) _ (51'714'71 _ 51‘,“—)
Hi,oo — ﬂi,oo o ,87;71’00

h m
(6.5) B =" N =Z pee >t

h
i=0 k<j<oo i=0 j=k+1

h
h,o0o __ 7,00
Bl = e,
i=0
d —1,h _ p—1,00 _ -
ove 3 =0 = 0 per convenzione.

DIMOSTRAZIONE. Le prime due formule sono essenzialmente la definizione formale delle
molteplicita degli intervalli di vita, motivate dalle considerazioni euristiche su nascita e morte
degli elementi. La quarta equazione segue immediatamente dalla seconda osservando che
571,00 =0.

Per quanto riguarda la terza, siccome 8%®° = 4™ e ph>® = gHm — BITL™ per ogni
1 <k siha

m m oo
1 4 Z i = gim _ gimlm Z (-1 — gy — Z (gi-1i-1 _ gi=Li)
j=k+1 j=k+1 j=k+1
_ gk _ gimLk,
Dato che 3~1* = 0 si ottiene finalmente
h k
Zui,oo + Z uz,j — Z(ﬂz,k _ Bi*l,k) _ ﬁh,k )
i=0 k<j<m i=0
(]
COROLLARIO 6.4.10. Dato un pre-modulo di persistenza localmente di tipo finito
P(tg) 2% P(t1) 25 P(ty) 25 -+,
con molteplicita ™7 si ha:
(1) se p;: P(t;) = P(ti11) € surgettivo, allora /A_if“l’j =0 per ogni j >1i+1;
(2) sepj: P(t;) — P(tj41) ¢ iniettivo, allora p»7 ! =0 per ogni i < j.
n particolare, se p;: P(t;) — P(ti11) & un isomorfismo, allora pi™ = 1 =0 per ogni
I ticol P(t;) = P(t;i11) ¢ j fi llora pi+hi = phitl = g

h <i+1 edognij > i+1. In altri termini, gli intervalli di vita che hanno t;11 come estremo
hanno tutti molteplicita nulla.

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che nel primo caso basta osservare che nessun ele-
mento nasce in P(t;41), mentre nel secondo caso nessun elemento muore in P(t;41). O

6.4.1. Il lemma degli scatti (snapping lemma). Consideriamo un modulo di per-
sistenza P di tipo finito

Pm—1

P(to) &% P(t1) & P(ta) & -+« =5 Plty),
prendiamo la sua estensione semicontinua Pe poi la restrizione @ = ]3| s ad un sottoinsieme
finito S = {sg < -+ < $p}.
Lo snapping lemma ci dice come calcolare le molteplicita ,uz’z] in funzione delle moltepli-
cita .
LEMMA 6.4.11 (Snapping). Nelle notazioni precedenti, per ogni 0 < a < b <n si ha

D S

ti€lsa—1,8al,tjE€]sp—1,5p]
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Inoltre, se s, > t.,, st ha

a,00 __ 1,00
pe =Y HpS
ti€]sa—1,8a]
dove si intende s_1 = —o0.
DIMOSTRAZIONE. Oltre che s_; = —oo poniamo per convenzione t_1 = —00, Q(s_1) =

P(t_1) = 0. Definiamo i quattro indici —1 < 4, j, h, k < m nel modo seguente:

(1) i =max{l | t; < s84-1};
(2) j=max{l | t; < s4};
(3) h=max{l | t; < sp_1};
(4) k=max{l |t < sp}.
Per come ¢ stato definito @ si ha:
Bg—l,b—l — ;’D,h, 6((12—1,b — ;':,.k7 ng—l — %h7 ng — ;),k

Applicando il lemma fondamentale dell’omologia persistente si ottiene
b b b —1,0— i—1,j
pe' = (86" =85 — (B e =BG )
jh j k ih i ke
= (Bp" = Bp") — (Bp" = Bp")-

Siccome

- ‘ j m J m
AR~ pEF =Y (u?f" + ) /ﬁf) o> (uﬁm + Y W)

r=0 s=h+1 s=k+1
J k

o r,s

=2 > m
r=0 s=h+1

e similmente

ik
i,h _ pik T,8
P P = Hp

r=0 s=h+1
si ottiene
J k
a,b _ r,s __ ©,J
Ko = Hp = Hp -
r=i+1s=h+1 ti€]sa—1,5a],t;€]Sp—1,5b]

Se s,, > t,, allora ﬂ%’oo = ﬂg" = ng’m = 6{500, BZ;LOO = }’,OO e quindi

‘ugoo _ Bgoo _ Bz?fl,oo _ 5),00 . ﬂ},oo
J
=D upT= ) H

s=i+1 tje]sa—lysa]

6.5. Barcode e diagramma di persistenza

Denotiamo con Z C P(R) la famiglia di tutti gli intervalli del tipo [a,b[C R, con a < b <
+o00. Per ogni modulo di persistenza di tipo finito

Pm—1

P P(to) 2% P(t1) 25 P(ty) 25 - 2225 P(t,,),

denotiamo con p: Z — N la sua funzione di molteplicita, che associa ad ogni intervallo di
vita la sua molteplicita. Pitt precisamente, nelle notazioni precedenti:

phl sea=t;, b=t;,
p(la, b)) = Q b  sea=t; b=+oo
0 altrimenti.

Tra le varie conseguenze del Corollario 6.4.10 vi & quello che la funzione di molteplicita
€ invariante rispetto alla cancellazione degli isomorfismi. Piu precisamente, supponiamo che
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in (6.1) si abbia py bigettivo per qualche k > 0; allora la sua caratteristica ¢ uguale a quella
del modulo di persistenza ottenuto “cancellando” P(tj41), ossia

. Pk—1 P(tk) Pk+1Pk P(tk+2) Pk+2 P(tk+3)~~'.

Ci sono vari modi di visualizzare graficamente le caratteristiche dei moduli di persistenza:
nei piltt usati in letteratura (barcode, digramma di persistenza, diagramma landscape ecc.)
viene fatto uso del concetto di funzione polidroma.

Fino agli inizi del XX secolo, i matematici parlavano senza imbarazzo di funzioni poli-
drome, ossia di funzioni che ad un punto del dominio associano piti punti del codominio. Tale
concetto, che sembrava scomparso, sta ritornando prepotentemente all’attenzione in teoria
della persistenza (ma non solo).

DEFINIZIONE 6.5.1. Siano S, X due insiemi. Una funzione polidroma di base S e indici
X, graficamente denotata f: S ~~ X, & un’applicazione che ad ogni elemento s € S associa
un sottoinsieme f(s) di X.

Dunque, dare una funzione polidroma f: S ~» X ¢ la stessa cosa che dare un’applicazione
da f nell’insieme delle parti di X.

Esempi classici di funzioni polidrome sono la radice quadrata ed il logaritmo di numeri
complessi.

DEFINIZIONE 6.5.2. Sia Z la famiglia di tutti gli intervalli di R del tipo [a, b[, cona < b
+00. Chiameremo barcode una funzione polidroma ¢: Z ~~ R tale che ¢([a, b[)No([c, d]) =
se [a, b[# [c, d].

Chimareremo molteplicita di un intervallo [a, b[ (nel barcode ¢) la cardinalita dell’in-
sieme ¢([a, b[). Diremo che due barcode ¢, sono isomorfi se ogni intervallo [a, b€ Z ha la
medesima molteplicita in ¢, .

<
0

F1GURA 4. Un esempio di barcode, con gli intervalli [0,3[ e [1,4[ di mol-
teplicita 2, gli intervalli [1,2[ e [3,4] di molteplicita 1 (e tutti gli altri di
molteplicita 0).

Per comprendere il motivo del nome barcode, supponiamo che la somma di tutte le
molteplicita sia finita; allora esistono al pit un numero finito di intervalli, diciamo Iy, ..., I, C
R di molteplicita positiva. In tale situazione il barcode si puo rappresentare graficamente a
foggia di lasagna, ossia come unione di barre orizzontali in R? in numero uguale alla somma
delle molteplicita: in buona sostanza, per ogni j I'intervallo I; x {0} viene traslato in verticale
per valori distinti in quantita uguale alla molteplicita (vedi Figura 4).

Ad ogni modulo di persistenza di tipo finito si associa una classe di isomorfismo di
barcode, in cui le molteplicita degli intervalli sono esattamente le molteplicita degli intervalli
di vita.

EsEmPIO 6.5.3. Calcoliamo i barcode degli 0-cicli e 1-cicli del complesso filtrato di
Vietoris—Rips della (micro)nuvola di punti I = {(0,0), (4,0),(0,4),(5,5)} C R2. I valori
critici della funzione filtrante v: A’ — R sono tutte e sole le semidistanze tra coppie di punti

di I e sono quindi
0<2<13/2<V8<5/V2.



108 6. OMOLOGIA PERSISTENTE

FIGURA 5. Descrizione nell’Esempio 6.5.3.

La Figura 5 mostra i sottocomplessi di livello V() = {z € A | v(z) <t} per ciascuno dei 5
valori critici (in celeste i 2-simplessi massimali ed in arancio i 3-simplessi massimali).

Siccome H;(V (t)) = 0 per ogni ¢ ed ogni ¢ > 1, gli unici moduli di persistenza omologici
non banali sono quelli in grado 0 e grado 1. Nella parte inferiore di Figura 5 sono mostrati
i barcode degli O-cicli (intervalli di vita delle componenti connesse, in blu) e degli 1-cicli
(intervalli di vita dei buchi a circonferenza, in rosso).

Oltre al barcode, un altro modo di rappresentazione e dato dal diagramma di persistenza,
detto anche diagramma delle molteplicita, che non & altro che il grafico del barcode.

Prima di entrare nel merito della questione, & utile fare qualche considerazione aggiuntiva
sulle funzioni polidrome e sui loro grafici.

In accordo con quanto affermato da Jacobson ([12, p. 5]) per le funzioni monodrome
(quelle usuali), il miglior modo per formalizzare il concetto di funzione polidroma ¢ definendo
in maniera rigorosa quello che a posteriori puo essere considerato il suo grafico.

DEFINIZIONE 6.5.4 (cf. [1, Defn. 2.2]). Siano S, X due insiemi. Una rappresentazione
polidroma' di base S e indici X & un sottoinsieme 7 C S x X. Per ogni s € S, la molte-
plicitad u, di s in T & per definizione la cardinalitd della fibra p~(s), dove p: T — S & la
restrizione a T' della proiezione sul primo fattore. Equivalentemente

=z € X | (s,2) € T}

n inglese “multiset representation”.
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Qualora X = N,Z,Q,R eccetera, diremo che la rappresentazione polidroma & naturale,
intera, razionale, reale eccetera.

E chiaro come ogni funzione polidroma f: S ~ X, s — f(s) C X, & univocamente
determinata dal suo grafico

T =Uses{s} x f(s) CSx X

che & una rappresentazione polidroma. Viceversa, ogni rappresentazione polidroma T C Sx X
¢ il grafico della funzione polidroma f: S ~ X, f(s) = i;(T), dove is: X — S x X,

is(2) = (s,2). ’

DEFINIZIONE 6.5.5. Due rappresentazioni polidrome T' C S x X, R C S x Y sulla mede-
sima base S si dicono equivalenti per cambio di indici, od anche per reindicizzazione,
se esiste un’applicazione bigettiva f: T'— R che commuta con le proiezioni sulla base, ossia
se per ogni (s,x) € T vale f(s,z) = (s,y) per qualche y € Y.

Chiameremo multi-insieme?, od anche insieme con ripetizioni, una classe di equi-
valenza di rappresentazioni polidrome per cambio di indici.

Ad esempio le due rappresentazioni polidrome di base N:
T={(s,z) e NxN|s<ax<2s}, R={(s,y) e NXZ]|3s <y <4s},

definiscono lo stesso multi-insieme: una possibile reindicizzazione e data dall’applicazione
bigettiva T' — R, (s,z) — (s,z + 25).

E chiaro che la molteplicita di un elemento della base € invariante per reindicizzazione,
ossia per cambio di indici e segue dall’assioma della scelta che due rappresentazioni polidrome
sulla medesima base S sono equivalenti per cambio di indici se e solo se hanno la stessa
molteplicita in ogni s € S. Quindi per ogni multi-insieme risultano ben definite sia la sua
base S sia le sue molteplicita per ogni s € S.

ESEMPIO 6.5.6. Per ogni applicazione p: X — S possiamo considerare la sua “inversa
polidroma” f: S ~ X, f(s) = p~1(s); quindi possiamo interpretare I’applicazione p: X —
S come un multi-insieme di base S, piu precisamente come la classe di equivalenza della
rappresentazione polidroma di base S data dal grafico di p, ossia

{(pt),t) [ teTy={(s,2)|s€S,zcpi(s)} cSxT.

In tale multi-insieme la molteplicita di un s € S & esattamente la cardinalita della fibra
p~1(s). Due applicazioni p: T — S e q: R — S rappresentano lo stesso multi-insieme se e
solo se esiste un’applicazione bigettiva f: T'— R tale che gf = p.

Ogni multi-insieme puo essere ottenuto in questo modo, infatti ogni rappresentazione
polidroma T C S x X & equivalente per cambio di indici al grafico della proiezione p: T — S.

DEFINIZIONE 6.5.7. Sia k un numero cardinale infinito. Un multi-insieme si dice di
taglia x se tutte le sue fibre hanno cardinalita < k o, equivalentemente, se & definito da una
rappresentazione polidroma con insieme degli indici di cardinalita . Quando non viene fatto
riferimento alla taglia si intende implicitamente che essa sia la piu piccola possibile, Kk = Ng.

OSSERVAZIONE 6.5.8. Il riferimento alla taglia si comprende tenendo presente il parados-
so di Russell. Infatti, mentre la collezione di tutti i multi-insiemi di base S non & un insieme,
risulta invece essere un insieme la collezione di tutti i multi-insiemi di base S e taglia fissata.

DEFINIZIONE 6.5.9. Un diagramma di persistenza ¢ un multi-insieme di base il
semipiano esteso:

S ={(a,b) |a<b< 400} C(RU{+o0}) x (RU{+0c0}).

Un diagramma di persistenza puo essere quindi determinato sia da una rappresentazione
polidroma 7" C S x X che da un’applicazione v: T'— S. In queste note, per mantenere uni-
formita di notazioni, rappresenteremo sempre un diagramma di persistenza con una coppia
(T,v), dove T' & un insieme e v: T' — S & un’applicazione. Due applicazioni vy: Ty — 5,
vg: Ty — S definiscono lo stesso diagramma se e solo se esiste un’applicazione bigettiva

’In inglese multiset.
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f: Ty — T tale che v; = vo f. Data una qualsiasi famiglia v;: T; — S, ¢ € I, di diagrammi
di persistenza risulta ben definita la sua unione disgiunta I1;c;7; — S: piu concretamente,
si tratta del multi-insieme definito dalla rappresentazione polidroma

FCSXIX(UZ'TZ'), F:{(S,Z',t) |t€ﬂ, ’Ui(t):S}.

Ad ogni barcode ¢: Z ~~ R corrisponde il diagramma di persistenza in cui la molteplicita
di (a,b) € S & uguale alla cardinalita di ¢([a, b[).

Riepilogando, abbiamo la seguente definizione di diagramma di persistenza di un modulo
di persistenza.

DEFINIZIONE 6.5.10. Dato un modulo di persistenza di tipo finito
P:  P(tg) 2% P(t) 2% P(to) 25 - 2224 P(t,),

il suo diagramma di persistenza, o diagramma delle molteplicita dgm(P) & il multi-
insieme con base il semipiano esteso S nel quale:

(1) per ogni i < j il punto (#;,t;) ha molteplicita p*7;

(2) per ogni i il punto (¢;, +00) ha molteplicitd p*°°;

(3) in tutti gli altri punti la molteplicita ¢ uguale a 0.

OSSERVAZIONE 6.5.11. Ai fini esclusivamente grafici, si pud rappreentare il punto (a, o) €
S come la semiretta {(a,y) | y > a} C R?,

6.6. Basi cicliche e basi di persistenza

Abbiamo visto che per una matrice A € M, ,,,(Z), il suo rango come matrice a coefficienti
razionali o reali & uguale al rango dell’immagine di A: Z™ — Z™ come gruppo abeliano. Da
cio segue che i numeri di Betti della omologia a coefficienti razionali sono uguali a quelli
dell’omologia a coefficienti interi.

Lo stesso vale per i numeri di Betti persistenti; sia infatti L C K una inclusione di
complessi simpliciali, n > 0 un intero fissato e denotiamo con: a il rango del differenziale
d: Cp(L) = Cp-1(L), con b il rango del differenziale d: C),11(K) — Cp,(K) e con c il rango
dell’applicazione

I Cn(L)@CnJrl(K)_)Cn(K)? f(at,y)zx—i—dy

Allora il rango dell’'immagine di H, (L) — H,(K), ossia il rango di Z,,(L)/(Cy(L) N B, (K))
& uguale c—a—>b. Infatti, se I = rank(C,, (L)) allora il rango di Z, (L) & [—a. Dalla successione
esatta

0 = Cn(L) N By(K) = Cp(L) ® Bu(K) = Cn(L) + Bu(K) — 0
segue che il rango di C,,(L) N B,,(K) ¢ uguale a b+ — c. Dunque il rango di Z,,(L)/(Cp(L)N
B, (K)e(l—a)—(b+l—c)=c—a—b.

Dunque, nello studio delle molteplicita nei moduli di persistenza derivanti da complessi
filtrati non e restrittivo studiare le omologie a coefficienti in un campo, dove abbiamo a
disposizione migliori strumenti per comprendere la loro struttura algebrica ed i corrispondenti
diagrammi di persistenza.

Innanzitutto possiamo rifare le stesse considerazioni con la dimensione al posto del rango
ed abbiamo
(66) B" = dim P" = dim P(t;) — dim ker(p; ;) = rank(p; ;),

6.6
p'? = rank(p; j—1) — rank(p;—1,;-1) — rank(p; ;) + rank(p;—1,;).

ESEMPIO 6.6.1. Lo studio delle molteplicitd p*/ del modulo di persistenza dell’Esem-
pio 6.4.3 ci restituisce quantita gia studiate nei corsi di algebra lineare. Infatti, in tal caso
per ogni ¢ < j si ha

{rank(fj) per i > 0,
rank(p; ;) = ’
0 per ¢ < 0,

da cui segue che p*/ = 0 per ogni 0 < i < j, mentre
p%9 = rank(f7~1) — rank(f?) = numero di blocchi di Jordan di ordine > j.
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Attenzione: la ben nota catena di disuguaglianze ,u071 > ,u0’2 > ... che vale nel caso
specifico dell’Esempio 6.4.3, non vale per un generico modulo di persistenza. In aggiunta,
non & difficile dimostrare (esercizio per il lettore) che ogni successione u*/ € N, 0 < i < 7,
appare come dato di molteplicita di un modulo di persistenza.

DEFINIZIONE 6.6.2 (base persistenza). Sia
P(to) 2% P(t1) 25 P(t2) 2 - P(t,)
un modulo di persistenza di spazi vettoriali su di un campo K e sia ; una base (non ordinata)
dello spazio vettoriale P(t;) per ogni indice . L’unione B = U;B; viene detta una base di
persistenza se, detto B, = {e € B; | p;(e) # 0}, si ha:
(1) pi(e) € Biy1 per ogni e € Bj;
(2) Tapplicazione p;: B} — B;y1 ¢ iniettiva.
DEFINIZIONE 6.6.3 (base ciclica). Sia
P(to) £ P(t1) = P(ts) 2 - P(ty)

un modulo di persistenza di spazi vettoriali su di un campo K e sia B;f un sottoinsieme dello
spazio vettoriale P(t;) per ogni indice 4. L'unione Bf = UZ-BI viene detta una base ciclica
se per ogni ¢, 'unione disgiunta degli elementi diversi da 0 del tipo p, ;(e), al variare di b <4
eec€ B;rw ¢ una base (non ordinata) di P(¢;).

Rimandiamo alla sottosezione 6.6.1 per una dimostrazione che le basi di persistenza e le
basi cicliche esistono sempre.

E chiaro dalle definizioni che i concetti di base ciclica e di base di persistenza sono
sostanzialmente equivalenti; piti precisamente, sia

P(to) 2% P(t1) 25 P(ta) 22 - P(t,)
un modulo di persistenza di spazi vettoriali su di un campo K:
(1) se B = U;B; & una base di persistenza, allora B = U;(B; — p;_1(B;_1)) & una base
ciclica ed ogni elemento di B; si scrive in modo unico come p; j(e) con i < j ed
e € Bj .
(2) se B = UZ-B;-r € una base ciclica, allora 'insieme degli elementi diversi da 0 del tipo
ph,i(e), al variare dih <iee € B;, ¢ una base di persistenza.

Le basi di persistenza sono omogenee rispetto ai nuclei ed alle immagini di tutti i morfismi
D5, ossia vale il seguente lemma.

LEMMA 6.6.4. Nelle notazioni della Definizione 6.6.2, per ogni base di persistenza B ed
ogni © < j st ha
ker(p;,;) = Span({e € B; | p; ;(e) = 0}),

6.7)
Im(p; ;) = Span({pi j(e) | e € B;, pi j(e) # 0}).

In particolare,
B & uguale al numero di elementi di e € B; tali che p; j(e) # 0.

DIMOSTRAZIONE. Sia n la dimensione di P(t;) e scegliamo un ordinamento
B; = {617~ . 7en}

in modo tale che per qualche r < n si abbia p; j(en) # 0se h < r e p;  (en) = 0se h > r.
Siccome p; j(e1),...,pi(er) sono elementi distinti di B; si ha che il rango di p; ; € > r e
quindi dimker(p; ;) < n—r per il teorema del rango. D’altra parte, €,41, ..., e, € ker(p; ;) e
quindi dim ker(p; ;) > n—r. Ne consegue che p; ; ha rango r e che valgono le due uguaglianze
(6.7). O

Data una base di persistenza B, denotiamo con B C B la corrispondente base ciclica,
ossia Bl = BINB; = B; —pi_1(B]_,). Segue dal Lemma 6.6.4 che Span(B/) & un complemen-
tare dell'immagine di p;_1 in P(t;); in particolare B;.r ha intersezione vuota con I'immagine
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di p;_1; in altri termini, la base ciclica coincide con il sottoinsieme degli elementi primordiali
della base di persistenza.
Poniamo poi, per ogni i < j,

Bj,j ={e€ B;r | pij(e) =0, pij—1(e) # 0},

Bl =Bl —U;Bl = {e€B] |pile) #0, ¥j>i}.
Il seguente teorema e quindi conseguenza immediata del Lemma 6.6.4 e del lemma
fondamentale dell’omologia persistente.

TEOREMA 6.6.5. Nelle notazioni della Definizione 6.6.2, per ogni base ciclica B ed ogni
i < j si ha che per ogni intervallo di vita [t;,t;] la molteplicita p*7 é uguale alla cardinalita
di Bj’j, ossia al numero di elementi della base di persistenza che nascono in t; e muoiono in
t;.

Similmente la molteplicita > ¢ uguale alla cardinalita di Bj’oo.

COROLLARIO 6.6.6. Siano B ed C due basi di persistenza dello stesso modulo di persi-
stenza di tipo finito P. Allora esiste una bigezione f: B — C la cui estensione lineare € un
isomorfismo di moduli di persistenza.

T

DIMOSTRAZIONE. Per ognii < 7 < 400 gli insiemi Bij e C;rj hanno la stessa cardinalita.

Prendiamo una qualunque bigezione f: Bf — CT tale che f(Bjj) = C;j per ogni ¢ < j < 400
ed estendiamola ad una bigezione f: B — C ponendo

f(pi’s(e)) = pi,s(f(e))7 €€ Bi,j7 1< s <j< +oo.

Ogni base ciclica fornisce un rappresentante canonico del diagramma di persistenza:

COROLLARIO 6.6.7. Sia BY una base ciclica di un modulo di persistenza di tipo finito P.
Allora lapplicazione
v: BN =S, w(e) = (ti,t;) perec B;j
rappresenta il diagramma di persistenza dgm(P).

Grazie alle basi di persistenza possiamo visualizzare graficamente lo snapping lemma;
per semplicita espositiva faremo questo solo per le cosiddette e-discretizzazioni, lasciando al
lettore interessato il compito di estendere al caso generale.

Sia

P: P(to) 2% P(t1) 2% P(ty) 22 - P(t,)
un modulo di persistenza di tipo finito su T = {to,...,tm} ed estendiamolo a tutto R in
maniera semicontinua, ossia P(s) = P(max(TN| — oo, s])).

Dati due numeri reali € > 0, a < ty ed un intero n tale che a 4+ ne > t,,, diremo che il

modulo di persistenza

Q: Pla)— Pla+e€)— -+ — Pla+ ne)
¢ una e-discretizzazione di P.

LEMMA 6.6.8 (Snapping monodirezionale). Nelle notazioni precedenti siano v: dgm(P) —
S ewv: dgm(Q) — S i diagrammi di persistenza di P, Q) rispettivamente. Allora un’applica-
zione tniettiva ¢: dgm(Q) — dgm(P) tale che:
(1) see€dgm(Q) ewv(e) = (z,y) allora
v(d(e)) €lx — € x]x]y — € y;
(2) se e e dgm(Q) eple) = (x,+00) allora
v(¢(e)) €lz — e, x] x {+oo};

(3) v(dgm(P)—¢(dgm(Q))) C UiJa+ (i —1)e, a+ie)?; in particolare ogni elemento non
appartenente all’immagine di ¢ ha un intervallo di vita di ampiezza minore di €.
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DIMOSTRAZIONE. Sebbene sia possibile dedurre questa versione dello snapping dalla
precedente con argomenti di tipo combinatorio, ¢ istruttivo dare un approccio piu diretto.
Siccome ogni P(a + ie) & del tipo P(t;) per qualche i, ogni base di persistenza B di P
determina in maniera univoca una base di persistenza C di Q: se t; € T ¢ il massimo di
TN] — 00, a + je| basta prendere C; C P(a + je) una copia di B;.

Prendendo gli elementi primordiali in B e C otteniamo due rappresentazioni due dia-
grammi di persistenza v: Bf — S e v: CT — 8.

Per ogni elemento primordiale e € C;f C P(a + je) esiste un unico elemento primordiale
#(e) € BT tale che p(¢(e)) = e (p indica il generico morfismo p%, nell’estensione semicontinua
di P). Necessariamente ¢(e) € P(t;) per qualche t; €la+ (j — 1)e,a + je|. Inoltre e muore in
a+ ke, allora ¢(e) deve morire in un punto dell’intervallo Ja+ (k — 1)e, a + ke]. Ragionamenti
simili per le classi che muoiono all’infinito. Per costruzione, I'immagine di ¢ ¢ data da tutti e
soli gli elementi di BT il cui intervallo di vita contiene almeno un valore delle serie aritmetica
a,a—+e€,...,a+ ne. O

Vediamo adesso ad una versione bidirezionale dello snapping; per semplicita espositiva
tratteremo solo il caso di e-discretizzazioni, ma il lettore volenteroso puo adattare I’argomento
ad situazioni piu generali.

Consideriamo una serie aritmetica del tipo t; =ty + i€, i = 0,...,2n + 1 ed un modulo
di persistenza di tipo finito
(6.8) P(ty) = D(t1) = P(t2) = --- = P(2n) > D(2n+ 1)

in cui l'ultimo P(2n) — D(2n + 1) & un isomorfismo. Siano v: up — S e v: up — S i
diagrammi di persistenza dei moduli di persistenza “pari”

P: P(ty) — P(ta) — --- — P(2n)

e “dispari”
D: D(t;) = D(t3) = -+ = D(2n+1).

LEMMA 6.6.9 (Snapping bidirezionale). Nelle notazioni precedenti esiste un appaiamento
parziale

dgm(P) > A L2 B dgm(D)
tale che:

(1) sea€ A ev(a) = (x,y) allora v(f(a)) é uno dei 4 valori (x + €,y + €);
(2) sea € A ev(a) = (x,+00) allora v(f(a)) é uno dei 2 valori (x + €, +00);
(3) se a € dgm(P) — A allora vy = (t2i, tai+2) per qualche i;

(4) sebe dgm(D) — B allora v(b) = (t2i41,t2i+3) per qualche i;

DIMOSTRAZIONE. Prendiamo una base di persistenza del modulo (6.8); & chiaro che
le restrizioni B e C di tale base ai pari e dispari rispettivamente sono ancora due basi di
persistenza di P e D rispettivamente.

Denotiamo con la stessa lettera p tutti i morfismi P(¢;) — D(ti11), D(t;) = DP(t;41)
e definiamo

T={ecB|ple)eC}, R={ecC|ple)cB}.

Per le proprieta delle basi di persistenza, entrambe le applicazioni p: T — Cf e p: R — Bf
sono iniettive. Mostriamo che TNp(R) = 0; infatti, se esistesse e = p(u) € TNp(R) elemento

p(e) = p?(u) non potrebbe appartenere a C'. Alla stessa maniera si prova p(T) N R = (.

Dunque abbiamo un appaiamento parziale A = T Up(R) EN p(T'YUR C B dove fir =p

e flj%l =p.

Per costruzione & chiaro che se e € T e v(e) = (x,y) allora v(f(e)) & uno dei due valori
(x+e€,y£e), mentre se e € p(R) e v(e) = (z,y) allora v(f(e)) & uno dei due valori (x—e¢, y+te).
Siccome P(2n) ~ D(2n + 1) per ipotesi, un elemento e € B ¢ immortale in P se e solo se
p(e) &€ immortale in D e questo implica il punto 2).

Se e € Bf — A allora p(e) = 0 e quindi il suo intervallo di vita in P & del tipo [ta;, t2; 2]:
infatti se fosse p(e) # 0 si avrebbe p(e) € C — C' e quindi esiste u € C tale che p?(u) = p(e)
da cui p(u) = e. Dal fatto che e ¢ A segue che u ¢ Cf, dunque u = p?(z) e e = p?(p(2))
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in contraddizione con il fatto che e & primordiale. La prova che se b € dgm(D) — B allora
v(b) = (t2i+1,t2i+3) per qualche i & del tutto simile.
Il lettore faccia attenzione che nei punti 3 e 4 non vale il viceversa. O

6.6.1. Esistenza delle basi di persistenza. Dimostriamo adesso ’esistenza di basi
cicliche e di persistenza come conseguenza di alcuni risultati di scomposizione in somma
diretta, di cui faremo nello studio della stabilita.

Iniziamo con un semplice lemma di algebra lineare.

LEMMA 6.6.10. Siano g: V — W un’applicazione lineare tra spazi vettoriali, v € V tale
che g(v) #0 e H C W un sottospazio tale che W = Span(g(v)) @ H. Allora vale

V =Span(v) @ g ' (H), dove g " (H)={uecV|g(u)c H}.

DIMOSTRAZIONE. Sia x € V, per ipotesi esistono unici a € K e h € H tali che g(x) =
ag(v) + h. Ma allora z — av € g~ (H) e quindi * = av + (z — av) € Span(v) + g~ *(H).
Se z € Span(v) N g~1(H), allora * = av per qualche a € K e g(x) = ag(v) € H. Siccome
g(v) & H deve essere a = 0 quindi z = av = 0; questo dimostra che Span(v) N g~1(H) = 0,
da cui la tesi. O

Nei lemmi seguenti indicheremo con
P:  P(to) 2% P(t1) 25 P(ty) 25 - P(t,,)
un modulo di persistenza di tipo finito di spazi vettoriali.

LEMMA 6.6.11. Nelle notazioni precedenti si assuma P(ty) # 0 e sia 0 < 7 < m il
massimo intero tale che po; # 0. Allora per ogni e € P(ty) tale che po j(e) # 0 esiste una
decomposizione in somma diretta P = E® H dove E ¢ il sottomodulo di persistenza generato
dai j + 1 vettori e, po,1(€),...,po (€).

DIMOSTRAZIONE. Scegliamo una decomposizione in somma, diretta P(t;) = Span(po,;(e))®

Hj.

Per il Lemma 6.6.10 possiamo trovare, per ogni s = 0,...,j, una decomposizione in

somma diretta P(t;) = Span(pon(e)) & Hy, tale che pp(Hp) € Hp41 per ogni h < j: ad

esempio si puo prendere, in maniera ricorsiva, H;_; = p;_ll(Hj), H;_ o= p;_IQ(Hj,l) e cosl
via. Abbiamo quindi definito due sottomoduli di persistenza

Hy —2° H, P P(tjt1) — --- Pl P(t),
Span(e) L e — Spa‘n(po,j (6)) Pj 0 o Pm—1 07
la cui somma diretta ¢ P. 0

LEMMA 6.6.12. Nelle notazioni precedenti si assuma P(t;,) # 0 e sia 0 < j < m il
manimo intero tale che p; ,, # 0. Allora per ognie € P(t;) e« € P(ty,)Y tali che a(pjm(e)) #

0 esiste una decomposizione in somma diretta P = E ®& H dove E é il sottomodulo di
persistenza generato dai m — j+ 1 vettori e, pj j11(€),...,pjm(e) e H(t;) = ker(acop; ) per
ogni 4.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo la decomposizione in somma diretta P(t,,) = Span(p; »(¢))®
ker(«). Ponendo H; = p,;nlq(ker(a)) per ogni i, si ha H; = P(t;) per i < j e P(ts) =
Span(p; s(e))®Hs per s > j. Dunque P ¢ la somma diretta dei due sottomoduli di persistenza

Po

P(to) . P(tjil) Pj—1 Pm—1

H, H,,,

Span(e) —> -+ = Span(p;.m(e)).
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TEOREMA 6.6.13. Ogni modulo di persistenza di tipo finito di spazi vettoriali possiede
basi di persistenza e basi cicliche.

DiMosTRAZIONE. Nelle notazioni della Definizione 6.6.2 ragioniamo per induzione sul-
la somma Zf:o dim P(t;) delle dimensioni degli spazi vettoriali. Possiamo usare indiffe-
rentemente sia il Lemma 6.6.11 che il Lemma 6.6.12; dovendo sceglierne uno usiamo il
primo.

Se P(t;) = 0 per ogni i non c¢’¢ nulla da dimostrare, altrimenti sia ¢ > 0 il piu piccolo
indice tale che P(t;) # 0. Sia j il pit grande indice tale che p; ; # 0 e scegliamo un vettore
e € P(t;) tale che p; ;j(e) # 0.

Per il Lemma 6.6.11 esiste una scomposizione in somma diretta di sottomoduli di persi-
stenza P = E @ H, dove e ¢ una base ciclica di F. Per induzione F ed H possiedono basi
di persistenza (risp.: cicliche) e la loro unione & una base di persistenza (risp.: ciclica) per
P. |

OSSERVAZIONE 6.6.14. Vi & un’altra dimostrazione, forse meno elegante e piu algorit-
mica, del Teorema 6.6.13 che ha il vantaggio di estendersi, con l'aiuto del lemma di Zorn,
ad ogni modulo di persistenza di spazi vettoriali definito su un sottoinsieme bene ordinato
di R. Diamo una traccia di tale dimostrazione laasciando al lettore interessato il compito di
completare i dettagli.

Se V' & uno spazio vettoriale, U C V un sottospazio e A C V un sottoinsieme, diremo che
A & una cobase di U in V se i vettori di A sono linearmente indipendenti e se U @ Span(A) =
V, ossia se la proiezione di A al quoziente V/U & una base.

Nelle notazioni della Definizione 6.6.2 si consideri la sequenza di istruzioni:

o prendere una cobase By ; di ker(pg ;1) in ker(po ;) per ogni j > 0;

prendere una cobase By o di ker(po,m) in P(to);

estendere po(By ;) ad una cobase B; ; di ker(p; j—1) in ker(p; ;) per ogni j > 1;
estendere po(Bp,00) ad una cobase By o di ker(py ) in P(t1);

estendere p1 (B ;) ad una cobase By ; di ker(ps j—1) in ker(ps ;) per ogni j > 2;
estendere p1(B1,00) ad una cobase Bs o di ker(ps ) in P(t2);

eccetera eccetera.

L’unione di tutti i B; ; sara la base di persistenza cercata.

OSSERVAZIONE 6.6.15. II metodo in assoluto piut SNOB, e tuttavia ampiamente usato
in letteratura, per dimostrare il Teorema 6.6.13 € quello di usare il teorema di classificazione
dei moduli graduati finitamente generati sull’anello ad ideali principali dei polinomi.

Esercizi:

EsEercizio 29. Usare lesistenza delle basi di persistenza per dimostrare che un modulo
di persistenza di tipo finito a valori spazi vettoriali & determinato, a meno di isomorfismo,
dalla successione delle molteplicita p*7.

Esercizio 30. Nelle notazioni di 6.6.2, mostrare che dare una base di persistenza equi-
vale a dare, per ogni ¢ = 0,...,m una base B; di P(t;) e m — i sottoinsiemi B; ; C B;,
i < j < m, tali che:

(1) Uics<;Bi s € una base di ker(p; ;) per ogni i < j;
(2) pi(B;;) C Bit1,; per ogni j >+ 1.

6.7. Stabilita del diagramma di persistenza

Riepilogando, da un insieme finito di dati (point cloud, grafo pesato ecc.) mediante varie
procedure (Vietoris—Rips, complessi di cricche ecc.) si ottiene un complesso filtrato (K, f) di
tipo finito.

I gruppi di omologia permettono di associare al complesso filtrato (K, f) una successione
di moduli di persistenza H,, (K (t.)), n € N, tutti di tipo finito.
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Sia tg < t1 < --- la successione dei suoi valori critici in ordine crescente (abbiamo gia
dimostrato che ogni intervallo limitato contiene un numero finito di valori critici). Per ogni
intero n > 0 fissato, gli n-esimi gruppi di omologia della catena ascendente dei sottocomplessi

di livello K(tp) C K(t1) C --- determinano un diagramma di persistenza
(6.9) 0 — Ho(K(to)) = Hp(K(t1)) = Hn(K(2)) 2 -,

dove py & il morfismo indotto in omologia dall’inclusione K (t5) C K (ts4+1). Osserviamo inoltre
che, essendo per ipotesi K (t) un complesso simpliciale astratto finito per ogni ¢, i gruppi di
omologia H, (K (t;)) sono finitamente generati.

E chiaro dalle definizioni che un elemento puo nascere e morire solo su dei valori critici
di f, pertanto gli estremi degli intervalli di vita sono sempre dei valori critici. In linea teorica
per ogni complesso simpliciale filtrato (K, f) abbiamo una successione infinita di moduli
di persistenza; nella pratica, quasi sempre K ha dimensione finita e quindi il modulo di
persistenza H,, (K (t,)) ¢ banale per ogni n > dim K.

Esiste il problema della stabilita rispetto a piccole perturbazioni. Ad esempio, prendendo
una nuvola di punti I C R™ possiamo ad essa associare il complesso filtrato di Vietoris—Rips
(K,v), K = Al. Se spostiamo anche di pochissimo i punti di I, i valori critici di v cambiano
e si ha una diversa filtrazione di sottocomplessi di livello.

Quello che succede, e che tra poco formalizzeremo e dimostreremo, € che a seguito di
una piccola perturbazione:

(1) le classi di omologia persistente che si creano (per effetto della perturbazione) hanno
una breve durata di vita;

(2) le classi di omologia persistente che si distruggono (per effetto della perturbazione)
avevano una breve durata di vita;

(3) ogni classe con intervallo di vita [a, b[ sufficientemente lungo® si “trasforma” in una
classe con intervallo di vita [a’,b[, con a vicino ad a’ e b vicino ad b'.

Da cio traiamo il seguente insegnamento:

1) ha senso interpretare come significativi solo gli intervalli di vita lunghi, mentre quelli
corti devono essere considerati “rumore topologico” e quindi non significativi del dato che si
vuole interpretare.

2) Abbiamo gia dimostrato che nella filtrazione di Vietoris—Rips, piccole perturbazioni
del point cloud (nel senso della distanza di Hausdorfl) producono piccole perturbazioni del
complesso filtrato (nel senso della distanza di contiguita), che a loro volta producono piccole
perturbazioni (nel senso della distanza di interfoglia) del modulo di persistenza.

Dimostreremo tra poco (Corollario 6.7.4) che piccole perturbazioni del modulo di persi-
stenza producono piccole perturbazioni del diagramma di persistenza nel senso della distanza
bottleneck.

La proprieta che a piccole perturbazioni dei dati devono corrispondere piccole pertur-
bazioi del diagramma di persistenza viene detta stabilita ed e l'ingrediente senza il quale
quello che abbiano sviluppato non sarebbe altro che un bell’esercizio intellettuale senza al-
cuna applicazione pratica. In generale ogni tipo di passaggio dai dati ai complessi filtrati,
per avere un qualche interesse applicativo, dovra soddisfare la condizione di stabilita.

3) Recentemente si intravedono alcune applicazioni dell’omologia persistente anche in
ambiti della matematica pura, come ad esempio la geometria algebrica [14]. In tale ambito,
piu che come spazio metrico, I'insieme dei barcode ci interessa maggiormente come insieme
degli oggetti di una categoria tale che il passaggio da complessi filtrati a barcode sia un
funtore [1].

Qualora S sia uno spazio pseudo-metrico, con funzione distanza d, accessoriato con una
funzione di rumore r, possiamo estendere la distanza bottleneck ai multi-insiemi di base S.

30ssia contenente un numero abbastanza alto, in senso statistico, di valori critici.
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Per ogni insieme non vuoto X, definiamo una pseudo-distanza ed una funzione di rumore
sul prodotto S x X ponendo

d((s1,21), (s2,22)) = d(s1,82), 7(s,2) =r(s).

Dati due multi-insiemi A, B di base S, scegliamo due rappresentazioni polidrome che li
rappresentano A’, B’ C S x X sullo stesso insieme di indici e definiamo

dy(A, B) = dy(A’, B')

dove dy(A’, B’) ¢ la distanza bottleneck definita alla Sezione 5.2. Per vedere che tale defi-
nizione non dipende dalla scelta delle rappesentazioni polidrome, siano A”, B” € S x Y e
a: A" - A", B: B — B” sono due applicazioni bigettive che commutano con le proiezioni
su S; siccome d(a(a), (b)) = d(a,b), r(a(a)) = r(a), e r(B(b)) = r(b), la ovvia bigezione
tra appalamenti parziali indotta dalla coppia «, 3 lascia invariati i costi e quindi la distanza
bottleneck risulta ben definita.

In particolare, prendendo sul semipiano esteso

S={(a,b) | a<b} C (RU{+o0}) x (RU{+o0})
la pseudo-distanza d e la funzione di rumore r date da
((a,b), (e,d)) = max(la— cl, [p—d),  r(a,b) = 3(b—a),

possiamo definire la distanza bottleneck su qualunque insieme di diagrammi di persistenza.

Si noti che
1 a+b a+b
(et = 500 =d (@ (550

¢ la funzione distanza dalla diagonale di (R U {4+o00})2.

TEOREMA 6.7.1. Sia f: P — Q un morfismo surgettivo di moduli di persistenza di tipo
finito su T C R e sia 0 < € < 400 tale che f abbia e-kernel. Esiste allora un’applicazione
miettiva

g: dgm(Q) — dgm(P)
tale che:

(1) gli elementi estranei all’immagine di g hanno tempo di vita < €.
(2) seecdgm(Q) ewv(e) = (a,b), allora vg(e) = (a,c) conb<c<b+e.

DIMOSTRAZIONE. Prima di procedere, osserviamo che se T = {tg < -+ < t,,}, allora
l'ipotesi di avere e-kernel implica che f: P(t,,) = Q(t,,) € un isomorfismo e quindi € P &
immortale se e solo se f(z) & immortale.

Ragioniamo per induzione sulla somma delle dimensioni degli spazi vettoriali. Possiamo
supporre che P(ty) e Q(to) non siano entrambi nulli. Se Q(tg) # 0 allora anche P(ty) # 0,
quindi non & restrittivo supporre P(tp) # 0 ed ¢ ben definito il massimo intero j tale che
Po.j 7 0

Se Q(to) = 0 ed e € P(ty) ¢ tale che pg j(e) # 0, allora f(e) = 0 ed a maggior ragione
fpo.i(e) = 0 per ogni i. Dunque si ha P = E @ H con e base ciclica di E. Dunque dgm(P)
¢ l'unione disgiunta di dgm(E) e dgm(H). Siccome E C ker(f) lintervallo di vita di e ha
ampiezza < € e la restrizione H — @ ¢ surgettiva. Per induzione esiste ¢g: dgm(Q) —
dgm(H) che soddisfa le ipotesi del teorema.

Se Q(to) # 0 sia h il massimo intero tale che go, # 0 e siano e1,es € P(ty) tali che
po,j(e1) # 0, fpo,n(e2) # 0. Allora per e uguale ad almeno uno dei tre vettori e1, e2, €1 + e
si ha po j(e) # 0, fpo,n(e) = qon(f(e)) #0.

Dunque si hanno due decomposizioni P = E® H, Q = f(FE)® K dove e & base ciclica di
E e f(e) base ciclica di f(F). Si ha inoltre un diagramma commutativo di successioni esatte
corte
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Siccome f|g € surgettiva, il lemma del serpente implica che f @& surgettivo con e-kernel. Al
morfismo f si applica lipotesi induttiva. D’altra parte dgm(P) = {e} Udgm(H), dgm(Q) =
{f(e)} Udgm(K), v(e) = (to,tj+1), v(f(e)) = (to,tht1). Siccome po p41(€) € ker(f) si ha

t +e thy1+e€
Py =Dyt (Ponti(e)) =0
e questo implica che tp11 +¢€ > t;11, ossia tpy1 <t <thpr + €. [l

TEOREMA 6.7.2. Sia f: P — @ un morfismo iniettivo di moduli di persistenza di tipo
finito suT C R e sia 0 < e < +o0o tale che f abbia e-cokernel. Esiste allora un’applicazione
mietliva

g: dgm(P) — dgm(Q)
tale che:
(1) gli elementi in dgm(Q) estranei all’immagine di g hanno tempo di vita < €.
(2) seee€dgm(P) ewv(e) = (a,b), allora vg(e) = (¢,b) cona—e <c<a.

DIMOSTRAZIONE. Prima di procedere, osserviamo che se T = {tog < -+ < t,,}, allora
l'ipotesi di avere e-cokernel implica che f: P(t;,) — Q(t,) € un isomorfismo e quindi € P
¢ immortale se e solo se f(x) ¢ immortale.

Ragioniamo per induzione sulla somma delle dimensioni degli spazi vettoriali. Sia h < m
il massimo intero per cui Q(t;) # 0 e j il minimo intero tale che ¢;, # 0. Sia a € Q(tp)"
tale che ag; p # 0. Distinguiamo due casi:

1) af(P(tyn)) = 0: consideriamo la decomposizione Q = E @ H con H(t;) = ker(ap; ) e
osserviamo che f(P) C H ed il morfismo iniettivo f: P — H ha ancora e=cokernel. Inoltre
1o = e U ug e pup contiene un solo elemento con tempo di vita < e.

2) af(P(tn)) # 0 e sia k il piu piccolo intero tale che pyj # 0. Siccome f ¢ iniettiva
esiste 3 € Q(t)" tale che Bfpg.p # 0.

A meno di cambiare o con 8 oppure con « + 3, non ¢ restrittivo assumere ag; # 0
e afprn # 0. Prendendo H(t;) = ker(ag; ) ¢ K(t;) = ker(ag; nf) abbiamo f: K — H
iniettiva e due decomposizioni in somma diretta P= K ® U, Q@ = H & E, dove E,U hanno
entrambi un generatore ciclico e € Q(t;) e u € P(t;) rispettivamente.

Si ha un diagramma commutativo di successioni esatte corte

0 K P U 0
.
0 H Q E 0

Siccome f ¢ iniettivo ne segue che anche f: K — H ha e-conucleo e le stesse considerazioni
del teorema precedente mostrano che t, —t; <e. O

COROLLARIO 6.7.3. Sia f: P — Q un morfismo di moduli di persistenza di tipo finito e
sia 0 < e < +0o tale che f abbia e-kernel e e-cokernel. Allora dg(dgm(P),dgm(Q)) < e.

DIMOSTRAZIONE. Sia R C @ l'immagine di f. Allora f: P — R & surgettivo con e-
kernel e R — @) ¢ iniettivo con e-cokernel. Basta adesso applicare i risultati dei due teoremi
precedenti per produrre un appaimento parziale tra dgm(P) e dgm(Q) il cui costo e <e. O

COROLLARIO 6.7.4. Siano P Q due moduli di persistenza di tipo finito. Allora
dp(dgm(P),dgm(Q)) < 3di(P, Q).

DIMOSTRAZIONE. Possiamo supporre d;(P, Q) < oo e basta dimostrare che se P, Q sono
e-interfogliati allora dg(dgm(P),dgm(Q)) < 3e.

Abbiamo visto che se f: P — Q[¢] € una componente di una e-interfoglia, allora f ha
2e-kernel e 2e-cokernel.

Prendendo come T = {tp < --- < t;,} C R un sottoinsieme finito contenente tutti i
valori critici di P e Qe] e tale che f: P(t,,) — Qe](tn,) sia un isomorfismo, per il corolla-
rio precedente dg(dgm(P),dgm(Qle])) < 2e. Per concludere basta osservare che dgm(Q) &
ottenuto da dgm(Qle]) componendo con la traslazione in S di vettore (e,¢). O
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Nella dimostrazione del Corollario 6.7.4 abbiamo usato solo una minima parte delle
condizioni conseguenti alla e-interfoglia ed & quindi ragionevole attendersi una disuguaglianza
migliore tra le distanze bottleneck e interfoglia. Infatti, vale il seguente teorema (non banale)
che riportiamo senza dimostrazione.

TEOREMA 6.7.5 (teorema di isometria). Per due moduli di persistenza di tipo finito P, Q
st ha dg(dgm(P),dgm(Q)) = di(P, Q).

Osserviamo inoltre che non ¢ difficile dare una diversa dimostrazione del Corollario 6.7.4
usando le e-discretizzazioni e gli snapping lemma mono e bidirezionali, vedi ad esempio [16].
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