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CAPITOLO 1

Geometria affine e proiettiva

Indicheremo con K un campo fissato e non nullo, ossia con 1 # 0. Le figure presentate
si riferiscono al caso K = R e sono un valido aiuto alla comprensione dei risultati, non solo
su R ma anche su campi di caratteristica # 2. Occorre fare attenzione che in caratteristica
2 accadono alcuni fenomeni decisamente controintuitivi (vedi Esempio 1.6.4) e per i quali il
disegno potrebbe essere fuorviante.

Per spazio vettoriale intenderemo sempre uno spazio vettoriale di dimensione finita su
K. Per ogni spazio vettoriale V indicheremo con V'V il suo duale e con GL(V) il gruppo di
tutti gli endomorfismi lineari di V' invertibili, dotato del prodotto di composizione.

1.1. Il teorema di Menelao

Dati tre punti p = (p1,p2), ¢ = (q1,92) e 7 = (r1,72) del piano Cartesiano R?, & noto a
tutti che si dicono allineati se appartengono ad una medesima retta, ossia se sono contenuti
nel sottoinsieme di equazione ax + by + ¢ = 0, con a, b, ¢ costanti non tutte nulle.

Dunque, i suddetti p, ¢, r sono allineati se e solo se esistono a, b, ¢ non tutti nulli tali che

D1 D2 1 0
alq +b q2 +c|1 =10 5
T1 T2 1 0

ossia se il rango per righe! della matrice

P1r @1 T
P2 G2 T2
1 1 1

¢ al piu 2. Siccome per ogni matrice il rango per righe ¢ uguale al rango per colonne si ha
che p, g, r sono allineati se e solo se se esistono scalari «, 3,y non tutti nulli tali che

P1 q1 1
alp|+B8la]+y|r2] =0
1 1 1

ossia se e solo se valgono le equazioni:
(1.1) ap+pBqg+r=0, a+f+v=0.

Notiamo che le equazioni (1.1) hanno perfettamente senso per un qualunque spazio
vettoriale su qualunque campo.

DEFINIZIONE 1.1.1. Sia V' uno spazio vettoriale su di un campo K. Diremo che tre punti
p,q,7 € V sono allineati se esistono «, 3,7y € K non tutti nulli tali che

ap+ Bq+r =0, a+pB+v=0.

Osserviamo che se 1 tre punti p, ¢, 7 non sono distinti, allora sono allineati (se ad esempio
p = q basta prendere « =1, = —1 ey =0).

LEMMA 1.1.2. Siano V' spazio vettoriale e p,q,v € V con p # q. Allora p,q,r sono
allineati se e solo se esiste t € K tale che r = (1 — t)p + tq; in tal caso t é unico.

IRicordiamo che il rango per righe (risp.: colonne) ¢ il massimo numero di righe (risp.: colonne)
linearmente indipendenti.
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DIMOSTRAZIONE. Per ogni p,q € V ed ogni t € K i tre punti p,q,r = (1 — t)p + tq sono
allineati poiché (1 —t) +tqg —r =0.
Viceversa, se p, q, 7 sono allineati e p # 0 esistono «, 3,y € K non tutti nulli tali che
ap + Bg+yr =0, a+pB+~v=0.

Se fosse v = 0 si avrebbe a = —f # 0 da cui a(p — ¢) = 0 in contraddizione con l'ipotesi
p # q. Dunque v # 0 e possiamo scrivere

—a _
T:—p—&——ﬂq.
Y Y
Ponendo ¢t = _—ﬁ si ha
e _+B_ .,
Y Y

e quindi 7 = (1 —t)p + tq.
Per quanto riguarda 'uncita di ¢, se r = (1 —t)p+tqg = (1 — s)p+ sq con t,s € K,
facendo la differenza si ottiene

0=(s—tp+(t—s)g=(t—s)(qg—p),
da cui s =t. O

Dunque, per ogni p # ¢ 'applicazione

(1.2) fpg: K =V, f&)y =1 —=t)p+tq,

induce una bigezione tra il campo K e l'insieme dei vettori allineati con p, ¢g. Si noti che
fp.q(0) = p, fp4(1) = ¢ Chiameremo I'immagine di f, , retta affine passante per p, g, che
denoteremo pgq.

Per ogni r € pg definiamo il rapporto semplice

(r,py@) = fpq(r).
In altri termini, il rapporto semplice si ricava dalle seguenti equivalenze:
(npg)=t <= r=>10-tp+tg < r—p=tlg—p).

11 perché del nome rapporto semplice si capisce bene quando V = K! = K in tal caso
si puo dividere per ¢ —p € K e quindi (r,p,q) = (r — p)/(q¢ — p).
Il rapporto semplice non & invariante per permutazioni: se p, ¢, r sono distinti e (r, p,q) =
t si ha
1 t—1
rpo)=t  (per)=7— (@np)=——,
(1.3)
_ b 1 L
pra)=r— (@pr=1  (nep)=1-t
dove le precedenti formule (1.3) hanno senso poiché t # 0 (r # p) e t # 1 (r # q). Mostriamo
solamente il calcolo di (p, g, r) lasciando le altre verifiche per esercizio. Se (r,p,q) = t allora
r=(1—-1t)p+tq da cui
t 1 1

(Tvpvq):t — T:(l—t)p+tq — p:t—ilq—’—l—tr — (p7Q7r):17_t'

TEOREMA 1.1.3 (Teorema di Menelao, prima versione). Siano dati tre punti a,b,c € V
non allineati e si considerino tre punti ¢ € ab, a’ € be, b/ € ae. Se a’ # b,c, bV # a,c e
c #a,b allora a',b',c sono allineati se e solo se

(a,c,b)(b,a’,c)(c,b,a)=1.
DIMOSTRAZIONE. Per semplicita notazionale indichiamo
(a,d,b)=r, (bya',c)=s, (c,b,a)=t.

Dalle formule (1.3) si ricavano i valori

(a',b,c) =

s—1’ 1t
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FicurA 1. Le applicazioni

1
soddisfano le relazioni a® = %2 = Id, a8 = Ba? e definiscono la rappre-
sentazione del gruppo simmetrico X3 determinata dall’azione sui rapporti

semplici.

che equivalgono alle uguaglianze
1 s t 1 1 r
s 510 P e |

Si considerino i vettori di K™ x K:

=) 5-0) -6+ () 7). o)

Allora i tre vettori A, B, C sono linearmente indipendenti e la matrice (A4, B,C) € M,,113(K)
ha rango 3. Le uguaglianze in (1.4) forniscono immediatamente le uguaglianze

(1.4) a b

1 ] t 1 1 r
A = B C B=—A+—C C'= A B
1—s +s—1 ’ t—1 +1—t ’ 1—7 +r—1
che nel formalismo del prodotto righe x colonne si possono scrivere come
t 1
0 -
t—1 1-—r
(A", B',C") = (A, B,C) 0
- S 1 r—1
S
— 0
s—1 1-—-t

Per il Lemma 1.2.2 i vettori A’, B’, C’ sono allineati se e solo se la matrice (A’, B’,C")
ha rango < 3 e questo vale se e solo se la matrice 3 x 3 nella formula precedente ha rango
< 3. Adesso basta calcolare il determinante

t 1
0 -
t—1 1-—7r
0 ol 1—srt
1—s5 ) r—1 (1-r)(1—-s)(1—1t)’
s
— 0
s—1 1—-t¢
che si annulla se e solo se srt = 1 e questo conclude la dimostrazione del teorema. O

Vediamo adesso l'interpretazione in geometria Euclidea del teorema di Menelao, con i
punti a,b,c,a’,b’,c considerati in R?. Per ogni p,q € R? denotiamo con |pg| = ||p — ¢|| la
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distanza Euclidea e osserviamo che se p, ¢, sono allineati e distinti, allora

lpr|
lqr|
dove il segno — vale se e solo se r &€ compreso tra p e ¢, ossia se r appartiene al segmento di
estremi p, ¢. Infatti (p,r,q) =t € Rseesolosep=(1—t)r+tgseesolosep—r==t(qg—r)
lp—rl
lg =7l
se i vettori p — r e ¢ — r hanno direzioni opposte, ossia se e solo se r &€ compreso tra p, q.

Se a’, ', ¢’ sono allineati, prendendo i valori assoluti dei rapporti semplici nella formula
del Teorema 1.1.3 si ottiene

(p,rq) =+

da cui |t| =

Sempre dalla formula p — r = t(q — r) segue che ¢ & negativo se e solo

lac’| |ba’| |cb’|
1.5 =1
(1.5) [bc’| |ca’| |ab'|

mentre dall’analisi dei segni segue che il numero dei punti a’,b’, ¢’ appartenenti ai lati del
triangolo e pari.

FIGURA 2. Il teorema di Menelao.

Viceversa, se vale (1.5) ed un numero pari di punti o', b, ¢ appartiene al perimetro del
triangolo allora (a, c’,b)(b,a’,c)(c,b’,a) =1 e tali punti risultano allineati.

Esiste una versione alternativa del Teorema di Menelao, molto celebre nella grafica com-
puterizzata, e nel cui enunciato intervengono alcune generalizzazioni delle funzioni f, 4(t) =
(1 —t)p + tq introdotte in (1.2).

TEOREMA 1.1.4 (Menelao, seconda versione). Per ogni terna di punti p,q,v € V si
consideri l'applicazione

fp,q,r: K? — Vv, fp,q,r(tv s)=(1- s)fp,q(t) + qu,r(t) .
Allora fpgr(t,s) = fpqr(s,t) per ogni s,t € K.

La dimostrazione ¢ banale, mentre tutt’altro che evidente ¢ la relazione tra le due versioni
del teorema di Menelao. Infatti, sviluppando i conti si ha

foart,s)=1—s)1=t)p+(1—98)tq+s(l—t)g+str=(1—s)(1—t)p+ (s+t—2st)qg+ str

che risulta simmetrica nelle variabili s, t.

Qui mostriamo solamente come la seconda versione segue dalla prima. Si considerino tre
punti non allineati p, g, 7, due scalari t,s € K e si guardi alla Figura 3

Il Teorema 1.1.3 applicato ai triangoli di vertici f, 4(5),q, fq.r(s) € fp.q(t), ¢, fqr(t) ri-
spettivamente ci da le due uguaglianze:

(fp.a(8)s fp.a(8), ) (@ fqr(t), far(8))(far(5), 2, fpq(s)) =1,
(fo.a)s f.0(8), (@, fq.r(8)s far (D) (fqr(t)s 2, frq(t)) = 1.

I quattro rapporti semplici dove non compare x si calcolano facilmente in funzione di s, t:

—t t —
o) Soa®:0) = T Una®: Fyals): @) = T

t S

(q,fq,r(t)afq,r(s)) = i_ s (%fq,r(s)»fq,r(t)) =

s—t
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gr(t)
fr.q(8)
fr.a(t)

p
F1GURA 3. Il punto = = fp, 4.-(¢,8) = fp.q.r(, 1) per s # t.

da cui segue
(1-t)(t—s) t—1

(fq,r(s)ﬂmafp,q(s)) = (S—t)t = 1 — (xafp,q(5)7fq,r(5)) =t < x:fp,q,r(svt)7
(far@), 2, fpq(t)) = a zts—)(j)s_ 0 =2 ; - = (2, fpg(t): fo,r(t) =5 = = fpqr(ts).
Esercizi

Esercizio 1. Nella notazioni del Teorema 1.1.4, e per K = R, mostrare che t — ~y(t)
fp.qr(t,t) & una parametrizzazione della parabola passante per p,r e con derivate ' (p)
q—p, Y (r)=r—gq

1.2. Indipendenza affine e combinazioni baricentriche

Quando si passa da 3 a pill punti in uno spazio vettoriale V', esistono due modi naturali di
estendere la Definizione 1.1.1. Nel primo di questi, diremo che py, ..., p, € V sono allineati se
appartengono tutti ad una medesima retta affine: equivalentemente, se ogni terna p;, , pi,, Pis
¢ allineata.

DEFINIZIONE 1.2.1. Sia V uno spazio vettoriale su K. Dati p + 1 vettori vg,...,v, €V,
si dicono affinemente dipendenti se esistono ag,...,a, € K, non tutti nulli, e tali che:

aovo + - - +apvp, =0, ap+---+ap,=0.
I medesimi vettori si dicono affinemente indipendenti se non sono affinemente dipen-

denti.

E chiaro che se vy, ...,v, sono affinemente dipendenti, allora sono anche linearmente
dipendenti. Il viceversa non ¢ vero in generale, as esempio tre vettori in K? sono sempre
linearmente dipendenti ma sono affinemente dipendenti se e solo se sono allineati.

LEMMA 1.2.2. Sia V' uno spazio vettoriale su K. Dati vy, ...,v, € V le sequenti condi-
zioni sono equivalenti:

(1) i p+1 vettori vy,...,v, € V sono affinemente dipendenti;
(2) i p+1 vettori (vo,1),...,(vp,1) € V x K sono linearmente dipendenti;

(3) esiste un indice i = 0,...,p tale che i p vettori vj —v;, j # i, sono linearmente
dipendenti;
(4) per ogni i =0,...,p i p vettori v; — v;, j # i, sono linearmente dipendenti.

DIMOSTRAZIONE. L’equivalenza tra le prime due condizioni, gia osservata nel caso p = 2,
si generalizza immediatamente al caso p > 2, dato che l’equazione

p
Zai(’l}i71) =0, a; €K7
=0
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¢ del tutto equivalente al sistema di due equazioni

P p
Zaivi:O, Zai:(), aiGK.
=0 =0

Mostriamo che (3) implica (1). Per semplicita supponiamo i = 0 (per ¢ # 0 la di-

mostrazione & sostanzialmente identica). Siano ai,...,a, € K non tutti nulli e tali che
3¢ aj(v; — o) = 0. Se poniamo ag = — >, a; si ha
P P P P
Zajvj = Zajvj — Zajvo = Zaj(vj — ’Uo) =0.
§=0 j=1 j=1 j=1
Mostriamo adesso che (1) implica (4). Sia ¢ un indice fissato e siano ao,...,a, € K non
tutti nulli e tali che ) ajv; = 0. Siccome a; = — Zj;éi a; esiste almeno un indice j # 7 tale

che a; # 0 e si ha la relazione di dipendenza lineare

p
Doaj(vy—vi) =Y aj;— (D ajvi =) aju;=0.
i i i §=0

O

Da notare che: il massimo numero di vettori affinemente indipendenti in K™ ¢ n+1; ogni
vettore (anche nullo) ¢ affinemente indipendente; due vettori sono affinemente indipendenti
se e solo se sono distinti.

Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K. Una combinazione lineare agvg + - - - + a,v, di
vettori v; € V e coefficienti a; € K si dice una combinazione baricentrica?® se da;=1.

LEMMA 1.2.3. Finiti vettori in uno spazio vettoriale sono affinemente indipendenti se e
solo se messuno di essi puo essere scritto come combinazione baricentrica dei rimanenti.

DIMOSTRAZIONE. Siano vy, ..., v, vettori nello spazio vettoriale V. Se sono affinemente
dipendenti allora esistono ag,...,a, € K non tutti nulli tali che

Zaivi:& Zai:().

Se j € un indice par cui a; # 0 si ha

—a; —a; 1 aj
v=) v, Y =) —ai=t=1,
itkj Y i#j I T ity J
e quindi v; & combinazione baricentrica dei rimanenti vettori. Viceversa se per un qualche

indice j si ha
Vj :Zbivi, ZbZ:L

i#] J#i
ponendo b; = —1 si ha
Zbivi:O, ZbZ:O,
i i
e quindi i vettori v; sono affinemente dipendenti. ]

Un sottoinsieme di V' si dice un sottospazio affine se & chiuso per combinazioni ba-
ricentriche. In altri termini, un sottoinsieme H C V & un sottospazio affine se per ogni
successione finita vy, ..., v, € H ed ogni successione ay, . ..,a, € K tale che }_a; =1 si ha
apvg + -+ apv, € H.

EsempIO 1.2.4. (1) il vuoto & un sottopazio affine;
(2) per ogni v € V, il sottoinsieme {v} & un sottospazio affine;
(3) ogni sottospazio vettoriale & anche un sottospazio affine;
(4) intersezione di una famiglia arbitaria di sottospazi affini & ancora un sottospazio
affine;

2Qui purtroppo non esiste una terminologia standard in letteratura: le combinazioni baricentriche
vengono chiamate combinazioni affini da alcuni autori e centroidi da altri.
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(5) 1l sottoinsieme di K™ formato dalle soluzioni (z1,...,z,)” di un sistema lineare

1121 + -+ + Q1nTp = by

Am1®1 + -+ Ty = by

& un sottospazio affine;
(6) Se HCV e K C W sono sottospazi affini, il loro prodotto cartesiano H x K & un
sottospazio affine di V' x W.

LEMMA 1.2.5. Siano V uno spazio vettoriale e H C V' un sottospazio affine che non
contiene il vettore nullo. Allora n + 1 wvettori vy, ...,v, € H sono affinemente indipendenti
se e solo se sono linearmente indipendenti in V.

DiMmosTRAZIONE. Una implicazione ¢ chiara: se vy, ..., v, sono linearmente indipenden-
ti, a maggior ragione sono affinemente indipendenti.

Supponiamo viceversa che i vettori v; siano linearmente dipendenti, ossia che si abbia una
combinazione lineare Z?:o a;v; = 0, con gli a; € K non tutti nulli e denotiamo a = Z?:o a;.
Se a # 0 allora

n @ n a;
K3 3
— =1 —v; =0
Db D Db R
=0 =0
in contraddizione con l'ipotesi 0 ¢ H. Dunque a = 0 e di conseguenza i vettori v; sono
affinemente dipendenti. O
DEFINIZIONE 1.2.6 (Inviluppo affine). Per ogni insieme finito di vettori vy, ..., v,, 'in-
sieme
((vo, ..., vn)) ={aovo + -+ - + apvy | a; € K, Zai =1}
di tutte le combinazioni baricentriche viene detto inviluppo affine di v, ..., v,.
Ogni inviluppo affine & un sottospazio affine. Infatti dati wo, ..., w, € ({(vo,...,vn,)) per
definizione esiste una matrice a;j, ¢ = 0,...,n, j =0,...,m tale che

n n
wj = E a;j;, E a;; =1, perogni j=0,...,m.
i=0 i=0

Allora per ogni by, ...,by, € K tali che )" b; =1 si ha
ijwj = Z aijiji = Zcivi, C; = Z bjaij,
J 4,J i J

e siccome
PILED I DR B DS DUNEE
i i g j i J

ne consegue che >, bjw; € ((vo, ..., vn)).

Segue immediatamente dalle definizioni che se H € un sottospazio affine di uno spa-
zio vettoriale e vy,...,v, € H, allora ({(vg,...,v,)) C H. Ne segue che I'inviluppo affine
{{vo, ..., vn)) coincide con 'intersezione dei sottospazi affini contenenti vy, ..., v,.

LEMMA 1.2.7. Siano vy, ..., v, vettori affinemente indipendenti in uno spazio vettoriale
V. Per un vettore w € V' le sequenti condizioni sono equivalenti:

(1) w € (o, 0n));
(2) vo,...,vn,w sono affinemente dipendentsi.

DiMOSTRAZIONE. Una implicazione segue immediatamente dal Lemma 1.2.3: se w €

{{vo,...,vp)) allora w & combinazione baricentrica di vy, ..., v, e quindi v, ..., v,,w sono
affinemente dipendenti.
Viceversa, se vg, ..., U,,w sono affinemente dipendenti si hanno due relazioni

n n
aw—i—Zaivi:O, a—l—Zai:O,
i=0 i=0
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con i coefficienti a, ag, . . ., a, non tutti nulli.
Se fosse a = 0 allora anche i vettori vy, ..., v, sarebbero affinemente dipendenti, quindi
a # 0 ed allora

O

LEMMA 1.2.8. Sia K un sottospazio affine di uno spazio vettoriale V. Allora per ogni
vettore u € V' il sottoinsieme

u+ K :={u+z|zeK}
e ancora un sottospazio affine detto il traslato di K tramite u.

DIMOSTRAZIONE. Dati vg,...,v, € u+ K e ag,...,a, € K tali che > a; = 1, per
definizione v; = u + x; con z; = v; —u € K e quindi

Zaivi :Zai(u—i—xi) = (Zaﬂu—«—Zawi :u—i—Zaimi cu+ K.

O

LEMMA 1.2.9. Sia K un sottospazio affine non vuoto di uno spazio vettoriale V. Allora il
sottoinsieme W = {u—v | u,v € K} CV ¢é un sottospazio vettoriale ed é l'unico sottospazio
vettoriale che risulta essere un traslato di K. In particolare K é un sottospazio vettoriale se
e solo se 0 € K.

DIMOSTRAZIONE. Siccome K & non vuoto, pure W & non vuoto. Dati u,v,z,y € K e
a,b e K siha

alu—v)+blx—y)=u—((1—a)ut+av—bxr+by) e W,

poiché (1 —a)+a—b+b=1e quindi (1 —a)u+ av — bz + by € K. Abbiamo provato che
W & chiuso per combinazioni lineari di due vettori e dunque che ¢ un sottospazio vettoriale.

Proviamo adesso che K ¢ un traslato di W. Sia u € K un elemento qualsiasi e mostriamo
che K =u+W;sev e K allorav—u €W equindi v =u+ (v—1u) € u+ W. Viceversa, se
weWalloraw=z—yconz,yc€ Kequindiu+w=u+zx—y € K poiché 1+1—-1=1.

Per finire, mostriamo che se K & un traslato di un sottospazio vettoriale U, allora U = W.
Se U = v+W allora0 € v+W  ossia —v € W, quindi v € W e di conseguenza v+W = W. [0

Secondo il Lemma 1.2.9, per ogni sottospazio affine non vuoto K C V esiste un unico
sottospazio vettoriale W che ¢ un traslato di K. Chiameremo W spazio tangente di K in
V e si definisce la dimensione di K come la dimensione di W come spazio vettoriale. Se
K = () allora si pone per convenzione dim K = —1.

Esercizi

EsERcIZIO 2. Sia E un sottoinsieme di uno spazio vettoriale su di un campo diverso da
Z/2. Provare che E ¢ un sottospazio affine se e solo se per ogni u,v € E e per ogni a € K
vale au + (1 —a)v € E.

EsERrcCIzIO 3. Sia F un sottoinsieme di uno spazio vettoriale sul campo Z/2. Provare
che E & un sottospazio affine se e solo se per ogni u,v,w € E vale u +v+w € E.

EsERrc1z10 4. Dedurre dagli esercizi precedenti che un sottoinsieme E di uno spazio
vettoriale & un sottospazio affine se e solo se per ogni u,v,w € F ed ogni a,b,c € K tali che
a+b+c=1valeau+bv+cwe E.

ESsERCIZIO 5. Sia V uno spazio vettoriale su di un campo F'. Provare che se F' possiede
almeno n + 1 elementi, allora V' non puo essere unione di n sottospazi affini propri. In
particolare uno spazio vettoriale su di un campo infinito non pu® essere unione finita di
sottospazi affini propri. (Sugg.: induzione su n; sia per assurdo V' = U, V;, allora a meno
di traslazioni possiamo supporre 0 € V,,. Se V,, C V; per qualche i < n abbiamo finito,
altrimenti scegliamo v € V,, — U?;ll(Vn NV;), h € V —V, e consideriamo la retta affine
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L = {tv+ (1 —t)h |t € F}. Esiste allora un indice i tale che L interseca V; in almeno due
punti.)

1.3. Spazi e applicazioni affini

Per spazio affine su di un campo K intenderemo un sottospazio affine di uno spazio
vettoriale sul medesimo campo. Per semplicita espositiva consideriamo esclusivamente spazi
affini di dimensione finita, definiti come sottospazi affini di spazi vettoriali di dimensione
finita.

Per rimarcare la differenza chiameremo punti (anziché vettori) gli elementi di uno spazio
affine; al di 1a della questione terminologica uno spazio affine puo anche essere pensato come
uno spazio vettoriale in cui il vettore nullo € un vettore come tutti gli altri ed in cui le uniche
combinazioni lineari consentite sono quelle baricentriche.

I punti sono tutti e soli i sottospazi affini di dimensione 0: sottospazi affini di dimensione
1 e 2 sono detti rispettivamente rette e piani affini.

Per il Lemma 1.2.3 possiamo caratterizzare la dipendenza affine di punti in uno spazio
affine H esclusivamente in termini di combinazioni baricentriche. In altri termini, la seguente
definizione non porta a contraddizioni con le precedenti.

DEFINIZIONE 1.3.1. Finiti punti in uno spazio affine si dicono affinemente indipen-
denti se nessuno di essi puo essere scritto come combinazione baricentrica dei rimanenti.

Consequentemente, possiamo caratterizzare la dimensione di uno spazio affine usando
esclusivamente le combinazioni baricentriche.

TEOREMA 1.3.2. Sia n la dimensione di uno spazio affine H. Allora il massimo numero
di punti di H affinemente indipendenti é uguale a n + 1.

DIMOSTRAZIONE. Rappresentiamo H come un sottospazio affine dello spazio vettoriale
V esia W C V il suo spazio tangente, ossia I'unico sottospazio vettoriale traslato di H. Per
definizione di dimensione si ha dim W = n.

Se vg,...,v,, € H sono affinemente indipendenti, allora i vettori v; — vy € W, i =
1,...,m, sono linearmente indipendenti e quindi m < n. Viceversa se wy,...,w, € W sono
una base, allora per un qualunque elemento vy € K i vettori vg,vg + w1, ...,v9 + W, SONO
affinemente indipendenti. O

DEFINIZIONE 1.3.3. Un’applicazione f: H — K tra spazi affini si dice affine se commuta
con le combinazioni baricentriche, cioe se per ogni vy,...,v, € H e per ogni ag,...,a, €
K tali che Y a; = 1 vale f(O>av;) = > a;f(v;). Le applicazioni affini invertibili (ossia
bigettive) vengono dette isomorfismi affini .

E chiaro che composizione di applicazioni affini & ancora affine. Segue dal Teorema 1.3.2
che la dimensione di uno spazio affine & invariante per isomorfismi affini.

Esempio 1.3.4. Ogni applicazione lineare tra spazi vettoriali & anche affine.
EseEmMPIO 1.3.5. Siano V' uno spazio vettoriale e v € V. Allora la traslazione
T,: V=7V, Ty(z) =v+ua,

& un’affinitd con inversa T_,,. Infatti se > a; =1 si ha

T”(Z a;x;) = v+ Za,’xi = (Z a;)v + Zaixi = Zai(v +x;) = Z a; Ty (x;) .

LEMMA 1.3.6. Sia f: V — W un’applicazione affine tra spazi vettoriali. Allora esiste
un’applicazione lineare g: V. — W tale che f = Ty)g. In particolare f ¢ lineare se e solo se

f(0)=0.

DIMOSTRAZIONE. Gia sappiamo che se f ¢ lineare allora f(0) = 0. Viceversa, se f(0) =0
allora per ogni u,v € V ed ogni a,b € K si ha
flau+bv)=f(1—a—-0)0+au+bv)=(1—a—>b)f(0)+af(u)+bf(v) =—4af(u) +bf(v)
e quindi f ¢ lineare. Dunque I'applicazione affine g = T_;(g)f ¢ lineare in quanto g(0) =
T_(0)(f(0)) = 0. O
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In generale, se f: V. — W & un’applicazione affine tra spazi vettoriali non ¢ detto che
si possa scrivere f = g7, per opportuni v € V e g lineare. Una condizione necessaria ¢ che
0 = gT,,(—v) appartenga all’immagine di f; tale condizione & anche sufficiente in quanto se
esiste v € V tale che f(—v) = 0, allora I'applicazione g = fT_, risulta lineare in quanto
g(0) =0.

TEOREMA 1.3.7. Siano K un campo con almeno tre elementi (ossia K # Z/(2)) e
f: H— K un’applicazione tra due spazi affini definiti su K. Allora [ & affine se e solo se
per ogni p,q € H ed ogni t € K wale

f(A=tp+tg)=1-1)f(p) +tf(q).

In altri termini f ¢ affine se e solo se preserva gli allineamenti ed i rapporti semplici.

DIMOSTRAZIONE. La condizione & chiaramente necessaria. Per quanto riguarda la suffi-
cienza dimostriamo per induzione su n > 1 che

(1.6) f(ztipi)zztif(pi)a pi€H, t;eK, Ztizl-
i=0 i=0

Per n = 11a (1.6) & vera per ipotesi; supponiamo quindi n > 1 e scegliamo un b € K — {0, 1}.
Si pub scrivere

to 1—b—t t0+t1+b—1 - l
t”f (1—0b) pl oo 22

e per I’ 1pote81 induttiva

to 1—b—t to+t +b—1 LS
thpz 1b)f<1_bpo+ T3 p1)+bf<bp1+ bm)

=2

— -0 (po>+1‘1b_‘b“f<pl>)+b<t°+“jb‘1f<pl>+l ’ﬂ;’f(pi))

PROPOSIZIONE 1.3.8. Siano V uno spazio vettoriale di dimensione n +1 e H C V
un sottospazio affine di dimensione n che non contiene il vettore nullo. Allora per ogni
applicazione affine f: H — H esiste unica un’applicazione lineare g: V' — 'V tale che gy =

1.

DIMOSTRAZIONE. Sia W C V lo spazio tangente di H. Scegliamo un vettore vy € H,
allora H = vg + W e vg &€ W, altrimenti si avrebbe —vg € W e quindi 0 = vg —vg € H
contrariamente alle ipotesi. Sia vq,...,v, una base di W, allora vg,v1,...,v, ¢ una base di
Vewvg,vg+v1,...,090+v, € H.

Se g: V — V ¢ lineare che estende f, allora

(L.7) g(vo) = f(vo),  g(vi) = g(vo +vi) — g(vo) = f(vo +vi) — f(vo)

da cui segue che g € unica. Per mostrare l’esistenza sia g: V' — V D'applicazione lineare
definita sulla base vy,...,v, dalle precedenti formule (1.7). Allora per ogni € H si ha
r —wvg € W ed esistono aqy,...,a, € K tali che

x:voJrZawi = (leai)vo+Zai(vo+vi).
Dunque

fl@)=F((1=Y avo+ Y ai(vo+wv:)) = (1 =D a;)f(v0) + Y aif (vo + i)
=(1- Zai)g(vo) + Zaig(?fo +v;) = g(vo) + Zaig(?fi) =g(x).
Si noti che g(vg) € H, mentre g(v;) = f(v; +vo) — f(vg) € W per ogni i > 0.
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La precedente proposizione permette di descrivere in forma matriciale le applicazioni
affini f: K™ — K™. Infatti I’applicazione

Kn%KndFla (xlv"'vxn)H(laxlv"wxn)v
¢ un isomorfismo affine con il sottospazio affine H = {xzo = 1}. Le applicazioni lineari
g: KTt — K"+l tali che g(H) C H sono tutte e sole quelle che si rappresentano con una
matrice a blocchi del tipo

10
(A B), A€ Myy(K), B € Myn(K).

OSSERVAZIONE 1.3.9. La definizione di spazio affine come sottoinsieme di uno spazio
vettoriale chiuso per combinazioni baricentriche e semplice e funzionale alla stragrande mag-
gioranza delle situazioni. Tuttavia in certi casi puo essere utile introdurre la nozione di
spazio affine astratto, ad esempio nel modo seguente (che ricalca la definizione di varieta
astratta).

Per ogni insieme X indichiamo con A(X) la collezione delle applicazioni bigettive ¢: X —
H, con H sottospazio affine di uno spazio vettoriale. Su A(X) consideriamo la relazione di
equivalenza

(¢p: X - H)~(1p: X = K) se p¢™': H — K & un isomorfismo affine.

Chiameremo struttura affine su X una classe di equivalenza in A(X). Uno spazio affine
astratto e un insieme dotato di struttura affine.

E possibile definire le traslazioni in uno spazio affine non vuoto H usando esclusivamente
le combinazioni baricentriche, rendendo quindi tale definizione indipendente dalla scelta del-
I'inclusione di H in uno spazio vettoriale. Infatti, dato due punti p,q € H possiamo definire
I’applicazione

Ts: H — H, Ty(r)=x+q—p
che chiaramente coincide con T,_, qualora si consideri H contenuto in uno spazio vettoriale.

E utile osservare che due traslazioni T5;, T H — H concidono ovunque se e solo se
coincidono in almeno un punto. Infatti se esiste x € H tale che T5;(z) = T (), allora per
ogni y € H vale

T =y+q—p=y+q—p+z—z=y+s—r+r—r=y+s—r="Txz(y).
Siccome T (p) = ¢ si ha quindi
Ty =Tn <= q=Tz(p)=s—r+p <= q¢q—p=s—r,
dove I'uguaglianza pilu a destra va intesa in uno spazio vettoriale contenente H come sotto-

spazio affine.

LEMMA 1.3.10. Sia f: H — K un’applicazione affine. Per ogni p,q € H vale
Folm =T 0

DIMOSTRAZIONE. Per ogni x € H si ha
F(Tg() = f@+a—p) = f@) + £(@) = f(p) = Trss (f() -
O

Dato uno spazio affine H, chiameremo affinita di H un qualunque isomorfismo affine
H — H. L’insieme Aff(H) delle affinita di H, dotato del prodotto di composizione & un
gruppo, con l'identita come elemento neutro.

TEOREMA 1.3.11. L’insieme di tutte le traslazioni in uno spazio affine H & un sotto-
gruppo normale abeliano del gruppo delle affinita Aff(H).

DIMOSTRAZIONE. Sia T'(H) C Aff(H) il sottoinsieme delle traslazioni. T'(H) contiene
I'identita ed & chiuso rispetto all'inverso, poiché T5; = T(%l per ogni p,q € H.
Date due traslazioni T5; e Tr per ogni x € H si ha

TTw(r)=x+s—r+q—0p
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da cui segue

TﬁTg:Tr—ng—&:Tﬁ, t=s+q—r.
In particolare T'(H) & un sottogruppo abeliano di Aff(H). Data una traslazione Tp; ed una
affinita f: H — H, per il Lemma 1.3.10 vale f o T3 = Tm o f. Dato che f & invertibile

si ha
-1 _
folgef _Tf(p)f(qs
e questo implica che T'(H) & un sottogruppo normale. (]

Sia H uno spazio affine, diremo che due sottospazi affini A, B C H della stessa dimensione
sono paralleli, e scriveremo A ~ B, se sono uno il traslato dell’altro, ossia se esistono
p,q € H tali che T (A) = B; si tratta evidentemente di una relazione di equivalenza
nell’insieme dei sottospazi affini di dimensione fissata.

PropoOSIZIONE 1.3.12. Siano f: H — K un’applicazione affine e A, B C H sottospazi
paralleli. Allora i sottospazi affini f(A), f(B) sono paralleli, ed in particolare della stessa
dimensione.

DIMOSTRAZIONE. Siano p,q € H tali che Tj;(A) = B. Per il Lemma 1.3.10 vale foTg; =

Tm o f e quindi
F(B) = [(Ty(4)) = Ty (F(A)).
|

Denotiamo con £ l'insieme di tutte le rette affini (sottospazi affini di dimensione 1) in
H e con ~ la relazione di parallelismo in £. Notiamo che, fissato un punto p € H, le rette
affini passanti per p formano un insieme di rappresentanti per la relazione di equivalenza ~,
e cioe per ogni retta affine in L C H esiste un’unica retta L’ passante per p e parallela a L.
Chiameremo il quoziente £/ ~ iperpiano all’infinito e I'unione

H=HU (L) ~)
completamento proiettivo di H.

OSSERVAZIONE 1.3.13. Nello spazio K™ con coordinate tq,...,t,, possiamo allora con-
siderare I'applicazione affine iniettiva

h: K" — K"t h(ty,... tn) = (1,t1, ... t,).

L’applicazione h preserva la relazione di parallelismo e la sua immagine ¢ il sottospazio
affine H = {27 = 1}. Possiamo quindi identificare il completamento proiettivo di K™ con il
completamento proiettivo di H.

Ogni retta affine in H = {xy = 1} & parallela ad un unico sottospazio vettoriale di
dimensione 1 di {zg = 0}. Ogni punto di {x¢g = 1} & contenuto in un unico sottospazio vetto-
riale di dimensione 1 di K"*!. Esiste dunque una bigezione tra il completamento proiettivo
di {xg =1} ~ K" e linsieme di tutte le rette per l'origine in K"t

Esercizi

ESERCIZIO 6. Sia f: K" — K™ un’applicazione affine e siano f(0) = (by, ..., bn), f(6))—

£(0) = (a14y- -, ami), dove 6%, ..., 6™ indica la base canonica di K". Provare che f manda il
punto (x1,...,2,) nel punto (y1,...,ymn) che soddisfa la relazione
(1 air ... G b1 1
YUm A1l --- Qmn  bm T,
1 0 .. 0 1 1

Caratterizzare inoltre le matrici (n + 1) x (n + 1) corrispondenti alle traslazioni in K".

EsErcizio 7. Sia H C K" un sottospazio affine non contenente 0 e f: H — K™
un’applicazione affine. Dimostrare che f e la restrizione ad H di un’applicazione lineare
g: K" — K™.
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ESERrcIzIO 8. Siano P, = (1,2), P, = (3,1), P = (3,3), Q1 = (1,8), Q2 = (0,7) ¢
Q3 = (7,3). Si determini I'affinitd di R? in sé che trasforma P; in Q; per i = 1,2, 3.

1.4. Curve di Bezier

In alcuni algoritmi usati in grafica computerizzata giocano un ruolo fondamentale i
polinomi di Bernstein B! (t), n > 0, i € Z, definiti dalla formula:

(18) B0 = (

e BI"(t) = 0 per i < 0 e i > n. Per semplicita espositiva consideriamo i polinomi di Bernstein
a coefficienti reali, sebbene gran parte delle considerazioni che seguiranno sono valide su
qualsiasi campo di caratteristica 0.

Sia V,, C R[t] il sottospazio vettoriale dei polinomi di grado < m; una base naturale di

?)ti(l —t)nt per 0<i<mn,

V,, ¢ data dagli n + 1 monomi t°,¢!,...,¢". Siccome
i ) i )
n . . 2 n . P n .
B" (t) = T — ) = -1 h tnfzth _ —1)¢7 =
v = (D)ra-or =3 () () S ()
h=0 j=0
¢ immediato osservare che BJ!(t), ..., B{(t) sono linearmente indipendenti e quindi sono una

base di V,,. La matrice di cambio di base ¢ uguale a

(B0 B3 0) = (oo ms). =0 () (7).

i) \i
Dungque la matrice di cambio base (mj;) e triangolare superiore con elementi sulla diagonale

uguali a m;; = (n) Ad esempio per n =2 e n = 3 si ha:
J

1 -2 1
(B3(t), Bi(t), B3 (1)) = (1,2t —26*, 1 =2t +*) = (©*,1,1) [0 2 2],
0 O 1
1 -3 3 -1
3 3 43 onl0 3 -6 3
(BS(t)7"~7BO(t))_(t7~'~at) 0 0 3 -3
0 O 0 1

Vediamo adesso alcune proprieta dei polinomi di Bernstein (le dimostrazioni sono lasciate
per esercizio):
(1) (Simmetria) Vale B(t) = Bl*_,(1 — t) per ogni n, i.
(2) (Relazioni ricorsive) Si ha By =1 e BY = 0 per i # 0. Per ogni n > 0 ed ogni i si
ha
B (t) = tB{5 (1) + (1= ) B} (1)
(3) (Partizione dell’unita, vedi Figura 4) Per ogni n > 0 vale

zn:B?(t) —(t+(1—t)"=1.
=0

(4) (Derivate) Le derivate dei polinomi di Bernstein soddisfano la formula:
BY(t) =n( B (t) = B (1)) -

La proprieta > ., B*(t) = 1 permette di usare i polinomi di Bernstein per definire curve
parametriche nello spazio affine.

DEFINIZIONE 1.4.1. Sia pg,p1,-- -, Pn una successione di n punti in uno spazio affine H
sul campo R. Chiameremo curva di Bézier controllata da pg, p1,-..,pn 'applicazione
n
b: [0,1] = H,  b(t)=> Bl t)pi -
i=0
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5

FicurA 5. Due curve di Bézier del quarto grado; la prima controllata da
Do, P1, P2, D3, P4, la seconda da po, p1, 3, p2, Pa.

Notiamo subito che gli estremi della curva di Bézier sono
b(O) = Po, b(l) =Pn -
La costruzione delle curve di Bézier commuta con le applicazioni affini: nella situazione
della Definizione 1.4.1, per ogni applicazione affine f: H — K, la curva f ob ¢ la curva di

Bézier controllata da f(po), f(p1),-- -, f(pn). Infatti se b(t) = >_1" ; BI'(t)p; allora, siccome
St o BMt) =1siha

£b(0) = > B0 (pi)

La proprieta di simmetria dei polinomi di Bernstein implica che se b(t) & la curva
di Bézier controllata da pg,p1,...,pn, allora b(1 — ¢) & la curva di Bézier controllata da
DnyPn—1,- - -,Po- Appare invece chiaro che l'insieme {b(t) | ¢ € [0,1]} non & invariante per
permutazioni dei punti p; (vedi Figura 5).

Nella sostanza, la curva di Bézier controllata da una successione di punti pg,...,p, €
una approssimazione algebrica della poligonale di vertici py, . .., p,. Spesso, ma non sempre,
la curva di Bézier assume un aspetto “morbido”.

PROPOSIZIONE 1.4.2 (Algoritmo di de Casteljau). Sia po,p1,.-.,Pn una successione din
punti in uno spazio affine H sul campo R. Definiamo in maniera ricorsiva delle applicazioni

bl: [0,1] — H, 0<4,r; i+r<m
ponendo bY(t) = p; per ogni t e
bl (t) = (1 —t)b] " (t) + tbi | (¢).
Allora b} = b é la curva di Bézier controllata da pg,p1,...,Pn-

DIMOSTRAZIONE. Segue dalla formula B} (t) = tB }(t) + (1 — t)B] '(t) e da una
semplice induzione che per ogni coppia i, r tale che i +r < n, si ha

b (t) = Z Bl (t)pitj -
=0
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O

OSSERVAZIONE 1.4.3. Il primo utilizzo delle curve di Bézier ¢ avvenuto nell’industria
automobilistica attorno® al 1960. Infatti sia P. Bézier che P. de Casteljau lavoravano al
reparto carrozzeria della Renault e della Citréen, rispettivamente.

Esercizi.

ESERCIZIO 1. Dimostrare le seguenti proprieta dei polinomi di Bernstein:

— j . .
ZgBj”(t) =t,  BI'(st) ZBJ VB (t
j=0

B} (t), B} (t)Bj"(t) = mwjﬁ(t),
i+j

T n+1
1
Bl'(t)dt = B!
| Brwa= == 3 .

Jj=i+1
1+ 1 n—1i+1
tBI(t) = B (1), (1—-t)BMt)= ———BM(t
M) = B, (- 0B = B ),
n i+1 n+1 n—i+1 n+1
Bi (t): n+1 Bz+1()+T‘Bi (t)
Esercizio 2. Calcolare il massimo assoluto delle funzioni di variabile reale BY: [0,1] —
R.
ESERCIZIO 3. Sia b la curva di Bézier controllata da pg,p1,...,pn € R* e provare che
b(t) = po + tn(pr — po) +13(--)
Mostrare inoltre che se gli n vettori p; —po, ¢ = 1, ..., n sono linearmente indipendenti allora

la derivata di b(t) & sempre diversa da 0.

EsErcizio 4. Sia Sia b: [0,1] — R? la curva di Bézier di terzo grado controllata dalla
poligonale (1,0), (—1,1), (1,1), (—1,0). Mostrare che tale curva possiede una cuspide semplice

per t = 1/2, ossia che
1 1
b(2+8>:b(2)+A82+B83,

con A, B vettori linearmente indipendenti.

1.5. Spazi proiettivi

Sia K un campo e V uno spazio vettoriale su K ; definiamo il proiettivizzato di V'
P(V) = (V-{0})/ ~
come il quoziente di V' — {0} per la relazione di equivalenza
v~w seesolose v=A\w per qualche A € K—{0}.

L’insieme P(V') & in bigezione naturale con I'insieme dei sottospazi vettoriali di dimensione
1 (rette per lorigine) di V.

Dato un vettore v € V —{0} si & soliti denotare con [v] € P(V) la classe di equivalenza
corrispondente.

Chiameremo P} = P(K"*!) spazio proiettivo di dimensione n sul campo K. In
assenza di ambiguita sul campo K scriveremo pit semplicemente P" in luogo di Py .

Siccome P™ puo essere interpretato come l'insieme delle rette per 'origine in K"+, per
I’Osservazione 1.3.13 si ha una bigezione tra P™ ed il completamento proiettivo dello spazio
affine K™.

31 segreto industriale che per anni ha coperto tali tecniche di progettazione non consente di dare una
datazione precisa.
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Diremo che un sottoinsieme M C V e un cono se 0 € M e se v € M implica che Av € M
per ogni A € K. Se M C V & un cono e S C P(V) & un sottoinsieme, si definisce

P(M)={[p]|lve M—{0}} CP(V) e C(S)={veV-{0}][v]eS}U{0}.

11 sottoinsieme C(S) C V viene detto cono affine di S; ¢ immediato osservare che le
applicazioni
{coni in V}g{sottoinsiemi di P(V)}ir{coni in V}

sono bigettive ed una l'inversa dell’altra.

Se W C V & un sottospazio vettoriale, chiameremo P(W) sottospazio proiettivo di
P(V). Si noti che ogni punto di uno spazio proiettivo & un sottospazio: [v] = P(K v).

Se W C V & un iperpiano diremo che P(WW) & un iperpiano di P(V'). Poiché P(N; M;) =
N;P(M;) per ogni famiglia di coni {M;}, si ha in particolare che intersezione di sottospazi
proiettivi ¢ ancora un sottospazio proiettivo.

EseMPIO 1.5.1. Siano L C P(V') un sottospazio proiettivo e p, ¢ € P(V') non appartenenti
ad L. Allora esiste un iperpiano H C P(V') tale che L C H e p,q & H.

Infatti, sian =dimV e p = [u], ¢ =[v] e L = P(W) con W C V sottospazio vettoriale
di dimensione m < n. Se m = n — 1 basta prendere H = L. Se m < n — 1 si consideri una
base vy,...,v, di V tale che vq,...,v,, sia base di W e scriviamo

u = g a;v;, v = g b;v;
i i

L’ipotesi che p,q ¢ L equivale a dire che esistono indici m < 4,j < n tali che a;,b; # 0. Se
esiste un indice i > m per cui a;b; # 0 basta considerare H = P(U) dove U & l'iperpiano
generato da vy,...,0;,...,Up.

Se invece per ogni ¢ > m vale a;b; = 0 allora esistono due indici m < 7,5 < n tali che
a; #0,b; =0,a; =0eb; #0. In tal caso possiamo prendere H = P(U), dove U & l'iperpiano
generato da vi,...,0;,...,0j,...,Upn, V; + V.

DEFINIZIONE 1.5.2 (Inviluppo di sottospazi proiettivi). Se Wy, Wa, ..., W,, C V sono
sottospazi vettoriali scriveremo

P(Wh) +P(Wa) + - +P(W,) = P(Wy + Wa + - + W,,).

In altri termini, se Hy,..., H, C P(V) sono sottospazi proiettivi, allora Hy + - - + H,,
¢ il pilt piccolo sottospazio proiettivo di P(V') che li contiene.

Dati due punti p, g € P(V) scriveremo anche pqg per indicare I'inviluppo proiettivo p + q.

Se vale p; = [v1], p2 = [v2],- .., Pn = [Un], cOn vy, ...,v, € V — {0}, allora

prt+p2t+--t+py = P(Span(vla'”vvn))-

Se lo spazio vettoriale V' ha dimensione finita, definiamo la dimensione di P(V') mediante
la formula dimP(V) = dim V' — 1: in particolare I'insieme vuoto () = P(0) avra dimensione
—1 quando viene considerato come uno spazio proiettivo.

Spazi proiettivi di dimensione 1 e 2 si dicono rispettivamente rette e piani proiettivi.
Punti contenuti in una medesima retta vengono detti allineati, punti (o rette) contenuti in
un medesimo piano si dicono complanari, rette passanti per un medesimo punto si dicono
concorrenti.

Si noti che due punti p = [v] e ¢ = [w] in uno spazio proiettivo sono distinti se e solo se i
vettori v, w sono linearmente indipendenti. Tre punti p = [v], ¢ = [w] e r = [u] sono allineati
se e solo se in tre vettori u, v, w sono linearmente dipendenti, ossia se e solo se Span(u, v, w)
ha dimensione < 2.

Due sottospazi proiettivi H, K C P(V) si dicono incidenti se H N K # (), altrimenti
si dicono sghembi; poiché C(H + K) = C(H) + C(K) e dimH = dimC(H) — 1 vale la
formula di Grassmann

dim(H NK) +dim(H + K) = dim H + dim K
e quindi H e K sono sghembi se e solo se dim(H + K) = dim H 4+ dim K + 1.
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Sia f: V — W un isomorfismo lineare di spazi vettoriali. In particolare f(v) = 0 se e
solo se v = 0 ed & ben definita la fattorizzazione al quoziente

[F1: (V) = P(W),  [v] = [f()].

E chiaro che [f] & bigettiva, trasforma sottospazi proiettivi in sottospazi proiettivi della stessa
dimensione e preserva le relazioni di incidenza, concorrenza, allineamento, complanarita ecc.

DEFINIZIONE 1.5.3. Un’applicazione ¢: P(V) — P(W) si dice un isomorfismo pro-
iettivo o proiettivita se & indotta per passaggio al quoziente da una applicazione lineare
invertibile f: V' — W mediante la regola

o([v]) =[f()],  veV {0},

e scriveremo in tal caso ¢ = [f].

Ogni proiettivita e bigettiva e la sua inversa € ancora una proiettivita. Piu precisamente,
se ¢ = [f], allora ¢~ = [f~1].

La geometria proiettiva si occupa di studiare i luoghi geometrici (configurazioni, chiusi di
Zariski, varieta ecc.) contenuti in uno spazio proiettivo, a meno di isomorfismi proiettivi. Per
il momento ci occuperemo solamente di configurazioni, ossia di famiglie finite di sottospazi
proiettivi che soddisfano alcune relazioni di incidenza, allineamento eccetera.

EseEmpio 1.5.4. Siano V, W due spazi vettoriali della stessa dimensione e siano H C V
e K C W due sottospazi della stessa dimensione. Allora esiste una proiettivita ¢: P(V) —
P(W) tale che ¢(P(H)) = P(K). A tal fine basta considerare ) = [f], con f: V — W un
qualunque isomorfismo lineare tale che f(H) = K.

In particolare, se V' ha dimensione n+1, la scelta di una base di V', ossia di un isomorfismo
K"*! — V induce un isomorfismo proiettivo P* ~ P(V). Lo stesso accade per qualunque
scelta di un sistema di coordinate, ossia di una base di V'V, ossia di un isomorfismo lineare

V — Kntl

EseEmPIO 1.5.5. Siano H C P(V) un iperpiano e W C P(V) un sottospazio proiettivo
di dimensione m. Se W non & contenuto in H allora H + W = P(V) e per la formula di
Grassmann dimH "W =m — 1.

Per ogni punto p € W — H = {q € W | ¢ € H} si ha p+ (HN W) = W. Infatti
p+ (HNW) C W (i due sottospazi p e W N H sono entrambi contenuti in W) e per
Grassmann dim(p+ (HNW)) =1+ (m —1) = dim W.

Siano K un campo finito con ¢ elementi e V' & uno spazio vettoriale di dimensione n + 1
su K, allora P(V) & isomorfo a P} e quindi il numero di punti di P(V'), e piu in generale il
numero di sottospazi proiettivi di dimensione fissata, dipende solo da n e K. La prossima
proposizione fornisce un metodo di calcolo di tale quantita.

PROPOSIZIONE 1.5.6. Siano K un campo finito con q elementi, n un intero positivo e si
consideri il polinomio

% (ﬁ(1 +tq') — 1) = zn:agtp € Z[t].
p=0

i=0
Allora per ogni 0 < p < n il numero s, dei sottospazi proiettivi di dimensione p contenuti in

an
K € uguale a s = pipi,
i=0 94
DIMOSTRAZIONE. E istruttivo trattare prima il caso p = 0, ossia calcolare quanti punti
contiene lo spazio proiettivo di dimensione n. Siccome
1 n n
- <H(1+tq1)—1> => g +t(-)
i=0 i=0
dimostriamo per induzione su n che Pg contiene 1+¢q+---+¢" punti. Per I'ipotesi induttiva
ogni iperpiano H di P§ contiene 1+ ¢+ ---+¢"~! punti; basta adesso osservare che P} — H
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¢ lo spazio affine K™ che contiene ¢" punti. Similmente la proposizione ¢ vera per p = n: si
verifica immediatamente che al! = [T ¢

Consideriamo adesso il caso generale. Per ogni coppia di interi —1 < p < n indichiamo
con s, il numero di sottospazi proiettivi di P" di dimensione p. Vale allora la formula ricorsiva

noo_ N _ n _ n—1 n—p  n—1
sty =s, =1, s, =58, +¢ sy, 0<p<n.

Infattise 0 < p < n—1 e scriviamo P* = K" UP"~! (parte affine unito iperpiano all’infinito),
i sottospazi di dimensione p si dividono in due classi disgiunte: quelli contenuti nell’iperpiano
all’infinito, che sono sg_l, e quelli del tipo a + H, con a € K™ e H ¢ P! di dimensione
p—1.Ipuntia € K™ sono ¢", ma a+ H = b+ H se e solo se b € (a+ H)NK™. Basta adesso
osservare che (a + H) N K™ ¢ il complementare di un iperpiano in PP e quindi contiene ¢?
punti.

D’altra parte, siccome

1 n 1 n 1 n—1
- AN nyp __ - n—1,;p n
tH(1+tq)f ; +> antr = (t +Y apt > (1+tq")
i=0 p=0 p=0
si hanno le formule ricorsive
ay =ap~t +¢"al "}, 0<p,
e dividendo per [%_, ¢ si ottiene
—1 n—1
ag _ a;L + qn—p ap_1
p 3 P i -1
i=0q" i=04q" |t
La conclusione segue dunque dal principio di definizione ricorsiva. O

Per la formula di Grassmann, due rette in P? sono sempre incidenti. Se p = [u] # ¢ = [v],

r = [w] # s =[z] si ha
pq N7s = P(Span(u,v) N Span(w, 2)) ,
e quindi bisogna trovare le soluzioni non banali del sistema lineare (3 equazioni e 4 incognite)
ToU + T1V = YoW + Y12 .
Ad esempio, se p = [1,0,0], ¢ =[0,1,0], r = [0,0,1] e s = [1,1, 1], siccome
(1,1,0) = (1,0,0) + (0,1,0) = —(0,0,1) + (1,1,1)

si ha che pg N7s = [1,1,0].

EseEMPIO 1.5.7. Sia p un punto di P2. L’insieme di tutte le rette L C P? che contengono
p viene detto fascio di rette passanti per p. Piu raramente il termine fascio viene chiamato

pennello o schiera.
Se H C P? & una retta che non contiene p vi & una ovvia applicazione

H — {fascio di rette per p}, q — Pq,

che ¢ iniettiva in quanto p € H ed & surgettiva in quanto due rette in P? si intersecano
sempre.

La comprensione del teorema di Pappo (III secolo D.C.) e di un teorema scoperto dal
matematico francese Girard Desargues nel 1639 e stata una delle principali motivazioni dello
sviluppo, nel XIX secolo, della geometria proiettiva.

TEOREMA 1.5.8 (Desargues). Siano dati 7 punti distinti o, py1, p2,p3,q1,q2,q3 € P? tali
che ciascuna delle tre terne (0,p1,q1), (0,p2,92) € (0, ps,qs) sia formata da tre punti allineati.
Allora i tre punti

1 =P2p3 N G2q3, r2=pip3MNqiqs, 73 =piP2qiqe,

sono allineati (Figura 6).
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q1

p1
o P2 q2
b3
q3
71 T2 T3

FicurA 6. Il teorema di Desargues.

DIMOSTRAZIONE. Sia P? = P(V), con V spazio vettoriale di dimensione 3 e scegliamo 7
vettori u, vy, va, V3, w1, wo, w3 € V — {0} tali che

o=ul, pi=I[v], ¢ =][wi.

Per ipotesi o appartiene alla retta p1q;. Questo equivale a dire che w € una combinazione
lineare di v; e wy: diciamo u = a;v; + bjw;. Similmente si ha

u = a1v1 + bjwi = asvs + bows = azvz + bsws.
Da tali uguaglianze deduciamo che
a1V1 — Vg = bgU}Q - blwl, a2V — a3vVz = b3w3 — bg’wg, a1v; — asvs = b3w3 — blwl.
da cui segue
rs = [awl - CLQUQ], T = [CLQUQ — CL3U3], To = [awl — CL3’U3].
I tre punti r1, 75 ed r3 sono allineati poiché
(a1v1 — agva) + (agve — asvs) + (a1v1 — asvs) = 0.

O

OSSERVAZIONE 1.5.9. Il teorema di Desargues ha senso anche se esiste un indice i tale
che p; = ¢;, ed in tal caso la sua validita e evidente perché se ad esempio p; = ¢ allora
ro = r3 = p; = q1, mentre ’enunciato perde di significato se p; = ¢; per almeno due indici i.

Esercizi

EsErci1z1o 9. Se H, K sono sottospazi non vuoti di uno spazio proiettivo allora

H+K= |J pa
peH qe K

EsErcizio 10. Siano p = [1,0,...,0] e ¢ = [ag, a1, .., a,] punti distinti di P™. Provare
che i punti della retta pg diversi da p sono tutti e soli quelli di coordinate

[ap +t,a1,...,an], tekK.

EsErcizio 11. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n + 1. Provare che ogni
sottospazio proiettivo di P(V') di dimensione k & intersezione di n — k iperpiani proiettivi.

EsERrcizio 12. Nella situazione della Proposizione 1.5.6, provare che

sZ:ZqZLO‘“, dove S:{(ao,...,ap)ENp+1|a0§a1§~-~§ap§n—p},
S

ed in particolare che il numero di rette in P e uguale a

n __ i+7
G- Y 4

0<i<j<n—1
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1.6. Sistemi di riferimento e coordinate omogenee

DEFINIZIONE 1.6.1. Diremo che s + 1 punti po,...,ps € P(V) sono proiettivamente
indipendenti se il sottospazio (py,...,ps) da essi generato ha dimensione esattamente s.

Ad esempio, due punti in P! sono proiettivamente indipendenti se e solo se sono distinti;
tre punti in P? sono proiettivamente indipendenti se e solo se non sono allineati.

E fondamentale osservare che, se vg,...,vs € V —{0}, allora i punti [vo),...,[vs] sono
proiettivamente indipendenti se e solo se i vettori vy, ..., vs sono linearmente indipendenti.
DEFINIZIONE 1.6.2. Diremo che n + 2 punti pg,...,pnt1 € P(V) sono un sistema di

riferimento se dimV = n 4 1 e se per ogni indice ¢ fissato, i punti p;, per j # i, sono
proiettivamente indipendenti.

Sono esempi di sistemi di riferimento:
e Tre punti distinti di P*.
o Quattro punti di P?, tre dei quali non siano allineati.
e Cinque punti di P3, quattro dei quali non siano complanari.

LEMMA 1.6.3. Sia V wuno spazio vettoriale di dimensione n + 1. Allora n + 2 punti

D0y - - -y Pnt1 € P(V) sono un sistema di riferimento se e solo se esiste una base ey, ...,e, €V
tale che p; =[e;] peri=0,...,n e ppi1 =[eo+e1+ -+ ey

DIMOSTRAZIONE. Se eg,...,e, € V & una base, allora ¢ facile osservare che i punti
pi =lei] peri=0,...,nepyt1 = [eo+e1+ -+ e, sono un sistema di riferimento.

Sia viceversa py, ..., pn+1 un sistema di riferimento e scegliamo vettori vy, ...,v, € V
tali che p; = [v;] per ogni i = 0,...,n. Siccome po, ..., p, sono indipendenti, ne segue che
Vo, -..,Un € una base di V' e quindi esistono ay,...,a, € K tali che p,41 = [en41], dove

€n+1 = QoUg + -+ + anv,. Se fosse a; = 0 per qualche indice 4, allora gli n + 1 vettori

Voy-+ -3 Vi—1,€En+1,Vi+1y--.,Un
sarebbero linearmente dipendenti e quindi pg,...,pn+1 non potrebbe essere un sistema di
riferimento. Quindi a; # 0 per ogni i ed ¢é sufficiente considerare la base e; = a;v;, i =
0,...,n. O

Per quadrilatero completo in P" si intende la configurazione di una quaterna di pun-
ti a,b,c,d (i vertici) e delle 6 rette ab,ac, ad, bc,bd, cd (i lati). Il quadrilatero si dice non
degenere se tra i 4 punti non ne esistono 3 allineati.

Se n = 2, un quadrilatero completo € non degenere se e solo se i vertici formano un

sistema di riferimento proiettivo.

ESEMPIO 1.6.4. Siano a,b,c,d € P? i vertici di un quadrilatero completo non degenere.

Allora i tre punti di intersezione delle coppie di lati opposti
p:%ﬂa, q:ﬁﬂ@, r = adNbc

sono distinti. Inoltre p, g, r sono allineati se e solo se il campo K ha caratteristica 2.

Infatti possiamo trovare coordinate proiettive tali che

a=11,0,0,, b=10,1,0], ¢=][0,0,1], d=]1,1,1],
da cui segue
p=1[1,10], ¢=[10,1], r=[0,1,1],

ed il determinante

1 1 0
1 0 1j=-2
0 1 1

si annulla se e solo se il campo & di caratteristica 2.

Chiameremo sistema di coordinate omogenee su P(V') un qualsiasi sistema di coor-
dinate lineari su V. Se P(V) ha dimensione finita n, la scelta di un sistema di coordinate
omogenee definisce un isomorfismo proiettivo P(V') = P e quindi permette di rappresentare
ogni punto p € P(V) nella forma p = [ag,...,ay], con i numeri a; € K non tutti nulli.
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Tale rappresentazione non & unica: infatti vale [ag,...,a,] = [bo,...,bs] se e solo se esiste
A € K —{0} tale che b; = Aa; per ogni i.
Le seguenti quaterne di punti di P2, descritte in coordinate omogenee, sono sistemi di
riferimento:
(1) [1,0,0],[0,1,0],[0,0,1],[1,1,1];
(2) [1,0,0,[1,1,0],[0,0,1],[0,1,1].
La prima non e altro che la rappresentazione del Lemma 1.6.3 per la base canonica; la
seconda quaterna & invece riferita alla base eg = (—1,0,0),e; = (1,1,0),e2 = (0,0, 1), poiché
[1,0,0] = [-1,0,0].

LEMMA 1.6.5. Siano f,g: V. — W due applicazioni lineari iniettive e consideriamo le
applicazions
¢, P(V) = P(W),  o([v]) = [f(v)], ¥([v]) = [g(v)].
Allora vale ¢ =1 se e solo se esiste A € K — {0} tale che f = Ag.

DIMOSTRAZIONE. L’unica implicazione non banale & il “solo se”. Supponiamo quindi
¢ = 1 e fissiamo una base vg,...,v, di V. L'iniettivita di g implica allora che i vettori
g(vo), - .., g(vy) sono linearmente indipendenti.

Dalle relazioni [f(v;)] = [g(v;)] si ricava che esistono n + 1 scalari invertibili A; tali che

f(vi)zx\ig(vi), i:O,...,n.

Siccome sono univocamente determinate dai valori che assumono sulla base vg, ..., v,
b ) b )
per concludere basta dimostrare che A\; = A; per ogni i, j. Dalla relazione

[f(vo+ -+ +v)] = [g(vo + -+ + vn)]

deduciamo che esiste un A € K — {0} tale che

f(UO+"'+Un):)\Q(UO+"'+Un):Z/\Q(Ui)-

D’altra parte

floo+ -+ +vp) = Zf(vi) = Z)\ig(vi)
e l'indipendenza lineare dei vettori g(vp),. .., g(v,) implica che A; = X per ogni indice . O

Si denota PGL(V) il gruppo delle proiettivita di P(V') in sé. Per definizione esiste un
omomorfismo surgettivo di gruppi GL(V) — PGL(V) che, per il lemma precedente ha come
nucleo i multipli dell’identita. Si indica anche PGL,,(K) = PGL(K™), e quindi PGL, 1 (K)
¢ il gruppo degli automorfismi proiettivi di Pg .

PROPOSIZIONE 1.6.6. Dati due sistemi di riferimento pg,...,Pn+1 € G0y - -+ Gnt1 di P7,
esiste un’unica proiettivita ¢ € PGLy,41(K) tale che o(p;) = q; per ogni i.

DiMOSTRAZIONE. L’esistenza segue immediatamente dal Lemma 1.6.3, mentre per 'u-
nicita non & restrittivo supporre p; = ¢; per ogni i. Sia e, ..., e, una base di K"*! tale che
pi = [ei] con e, =D e e f: K" — K*! lineare invertibile tale che [f]p; = p; per ogni
i. Allora esistono costanti ag, ..., an,+1 € K tali che f(e;) = a;e; per ogni i. Poiché eq, ..., e,
sono una base segue necessariamente che a; = a,41 per ogni ¢ = 0,...,n e quindi f € un
multiplo dell’identita. O

Per n = 1 possiamo scrivere P! = K U {oc}, dove K = {[1,#] | t € K} e co = [0,1]
(intuitivamente [0, 1] & il limite per ¢ — oo di [1/¢,1] = [1,]). Ogni proiettivita ¢ di P! in sé
¢ rappresentata da ¢([zo, x1]) = [azo + bx1, cxg + dx1], ad # be, che, nella coordinata affine
t = x1/xo diventa

cro+dry  c+dt
axo+br; a4+ bt

o(t) = con ad —bc #0.
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TEOREMA 1.6.7 (Pappo). Siano p1,...,pe punti distinti e non allineati di P?, divisi in
due terne allineate p1,ps,ps € p2,pa,pe (Figura 7).
Allora i tre punti

P1P2 N paPs, D2p3 N DPsPes  P3P4 N DeP1,

sono allineats.

DIMOSTRAZIONE. Vediamo una prima dimostrazione che utilizza conteggi elementari
ma piuttosto grezzi con le coordinate omogenee. Altre dimostrazioni piu concettuali saranno
date in seguito.

Siano L la retta contenente p1,ps,ps € M la retta contenente po,ps,pg. A meno di

permutazioni cicliche degli indici non é restrittivo supporre che nessuno dei 4 punti py, ..., ps
sia uguale al punto o di intersezione di L e M.
Dunque pi,...,ps sono un sistema di riferimento proiettivo ed esiste un sistema di

coordinate omogenee tali che
p1 = [15070]7 b3 = [15 170]5 b2 = [0707 1]; b4 = [0717 1] .

La retta passante per pi, ps ¢ dunque formata dai punti di coordinate omogenee [z + y,y, 0].
Siccome ps # p1,ps siha ps = [x+y,y, 0] con x,y entrambi non nulli; ponendo a = (z+y)/y
si puo scrivere ps = [a, 1, 0].

Con analogo ragionamento applicato ai punti pg, o si ha

0=1[0,1,0], ps=1[a,1,0], pe=10,1,b], a,be K — {1},
e l'ipotesi ps # pg implica che a e b non possono essere contemporaneamente nulli. Siccome:
a(1,0,0) — (0,0,1) = —(0,1,1) + (a, 1,0),
b(a —1)(0,0,1) 4+ a(1,1,0) = (a,1,0) + (a — 1)(0,1,b),
(1-0)(1,1,0) +6(0,1,1) = (0,1,b) + (1 — b)(1,0,0),
si hanno le intersezioni

Pib2 N paps = [a, 0, —1], P2p3 N DsP6 = [a,a,b(a — 1)], P3Pba Npep1 = [1 —b,1,b],

e lallineamento dei tre punti segue, tenendo presente la commutativita del prodotto (ab = ba),
dalla relazione:
(a,a,b(a — 1)) =b(a,0,-1) +a(l —b,1,b).
|

ESEMPIO 1.6.8 (reti di iperpiani). Sia H C P™ un sottospazio proiettivo di dimensione r.
L’insieme F di tutti gli iperpiani di P che contengono H viene detta una rete di iperpiani.
E chiaro che se 7 = n allora F = (), mentre se r = n— 1 allora F = {H}. Il numero n —r —1
viene detto la dimensione della rete F: una rete di iperpiani di dimensione 1 viene anche
detta fascio di iperpiani.

Se zq, ..., T, € un sistema di coordinate omogenee tali che H & definito dalle equazioni
Tpp1 = - = x, = 0, allora gli elementi di F sono tutti e soli gli iperpiani definiti da una
equazione del tipo

(1.9) Gr41ZTz+1 + -+ apxy, =0, a; € K non tutti nulli.

E chiaro che ogni iperpiano definito come in (1.9) contiene H. Viceversa, se un iperpiano K
di equazione ), a;x; = 0 contiene H, allora contiene in particolare i punti

[0,...,0,1,0,...,0], 0<j<r
——
J zeri
e questo & possibile se e solo se a; = 0 per ogni i =0, ..., r. Si noti che siccome {z; =0} € F

per ogni r < i <nsi hache H =,z K.

Esercizi
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Figura 7. 1l teorema di Pappo.

EsErcizio 13. Determinare le proiettivita di P*(C) = C U {co} in sé che preservano i
seguenti sottoinsiemi di C:

R={z+iy|y=0}, H={z+iy|ly>0}, H={z+iy|y=>0},
A={z+iy|z>+y* <1}, A={z+iy|z®>+y> <1}.

t—i
Provare inoltre che la proiettivita ¢(t) = i trasforma il semipiano H nel disco A.
i

1.7. Proiezioni

Prima di affrontare il tema proiezioni, osserviamo che per ogni proiettivita ¢: P* — P"
I'insieme dei suoi punti fissi si decompone nella forma

Fix() = {p € P" | d(p) =p} = HiU---UHy

dove gli H; sono sottospazi proiettivi disgiunti e tali che Z?zl(dim H; 4+ 1) <n+ 1. Infatti
se 1 & indotta da un’applicazione lineare invertibile f: K"*! — K"*! allora i punti fissi
di ¢ corrispondono agli autovettori di f. Se A1,..., Ay € K sono gli autovalori di f, allora
il luogo dei punti fissi di ¢ coincide con 'unione dei sottospazi H; = P(ker(f — \;I)). Tale
unione ¢ disgiunta in quanto ad ogni autovettore corrisponde un unico autovalore. Inoltre la
dimensione di H; € uguale alla molteplicita geometrica dell’autovalore \; diminuita di 1, e
la disuguaglianza Z?zl(dim H; 4+ 1) <n+ 1 segua dai ben noti risultati di algebra lineare.

LEMMA 1.7.1. Sia ¥: P" — P" una proiettivita e siano H, K due sottospazi proiettivi
contenuti nel luogo dei punti fissi Fix(¢0). Se HN K # 0, allora H + K C Fix(v)).

DIMOSTRAZIONE. Siano U,V C K"*! i due sottospazi vettoriali tali che H = P(U),
K =P(V), esia f: K" — K"! un automorfismo lineare che induce v. Siccome ¢y &
I'identita esiste uno scalare non nullo h € K tale che f(u) = hu per ogni u € U; similmente
esiste k € K tale che f(v) = kv per ogni v € V. Se HN K # ) allora U NV contiene un
vettore non nullo e questo implica h = k ed allora f(x) = he = kx perogniz € U +V. O

Siano o € P™ un punto e L, M C P™ due iperpiani tali che o ¢ M U L. Allora, per ogni
p € L si ha o # p e la retta op interseca M in un unico punto, dato che o ¢ M. Possiamo
quindi definire un’applicazione

p: L — M, o(p)=opNM,

detta proiezione di centro o (Figura 8).

E facile dimostrare che la proiezione ¢ appena definita ¢ un isomorfismo proiettivo.
Infatti, siccome o ¢ M possiamo scegliere un sistema di coordinate omogenee xg, ..., T,
tali che o = [1,0,...,0] e M = P({zp = 0}). Siccome o ¢ L l'equazione di L sara del tipo
To = Z?:l a;x; e possiamo considerare 'isomorfismo proiettivo

’l/):]Pmilg)La [yla"'ayn]}_}[Zaiyivyla"'ayn]'
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FicUurA 8. Proiezione ¢: L — M di centro o.

Ma allora la composizione 1) coincide con l'isomorfismo proiettivo

@wzpn_lﬁM’ [yla"'7yn]'_>[O7y1a"'7yn]-

Segue immediatamente dalle definizioni che se ¢: L — M ¢ la proiezione di centro o,
allora anche ¢~!': M — L & la proiezione di centro o.

Dati due iperpiani distinti L, M C P™, non tutti gli isomorfismi proiettivi L — M sono
proiezioni, come si evince dal seguente teorema.

TEOREMA 1.7.2. Dati due iperpiani distinti L, M C P", un isomorfismo proiettivo
p: L — M ¢ una proiezione se e solo se p(p) = p per ognip € LN M.

DIMOSTRAZIONE. Il risultato & ovvio se n = 1. Supponiamo n > 2. Una implicazione &
banale: se ¢ & una proiezione di centro o, allora per ogni p € LN M si ha ¢(p) =opNM = p.

Viceversa sia H = L N M, che per la formula di Grassmann ha dimensione n — 2, e
fissiamo un sistema di riferimento proiettivo py, . . ., p, di L tale che pa, ..., p, € H (Esercizio:
dimostrare). Denotiamo gy = ¢(po), ¢1 = @(p1), r = H N Dop1.

Siccome @(r) = 7 le due rette distinte pop1 e gog1 = ¢(Pop1) di P" hanno intersezione non
vuota (entrambe contengono r) e quindi P = Pgp; + gogr ha dimensione 2 per Grassmann.
Abbiamo quindi dimostrato che i 4 punti pg, p1, qo, g1 appartengono ad un piano proiettivo
P, nel quale ogni coppia di rette ha intersezione non vuota. Denotiamo o = pygo N P17 € sia
¥: L — M la proiezione di centro o. Allora 1(pg) = qo, ¥(p1) = q1 € ¥(p;) = p; per ogni
i > 1. Dunque ¢ e % coincidono in un sistema di riferimento proiettivo e dunque ¢ = . 0O

Il prossimo obiettivo € quello di dimostrare che ogni isomorfismo proiettivo tra due
iperpiani si ottiene come composizione di un numero finito di proiezioni. Prima di trattare
il caso generale e istruttivo considerare il caso delle rette nel piano proiettivo.

EseEmpPiO 1.7.3. Siano a,b,c,d quattro punti distinti di una retta proiettiva L. Allora
esiste una proiettivita ¢: L — L tale che

abed 2 badc,

ossia p(a) = b, ¢(b) = a, p(c) = d e p(d) = c. Siccome a, b, ¢ a, b, d sono sistemi di riferimento
proiettivi, ne segue che ¢ & unica e che ¢? & uguale all’identita.

Un modo particolarmente carino di dimostrare tale fatto ¢ quello di scrivere esplicita-
mente ¢ come composizione di 3 proiezioni. A tal fine consideriamo L C P2, sia M # L
una qualunque retta passante per d e sia «: L — M una qualunque proiezione di centro
o LUM:
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abed S efgd,

Siano adesso #: M — oc la proiezione di centro a e v: o¢ — L la proiezione di centro f.
Allora

efgd i>0hgc,

ohgc L bade.

a b ¢ d

In conclusione la proiettivita ¢ = v8a: L — L scambia a con b e ¢ con d. Per simmetria,
esistono altresi due proiettivita ¢, n: L — L tali che

abcdiﬂ)adc7 abcd&cdab, abed L deba.

Vedremo piu avanti che altre permutazioni di a, b, ¢, d sono ottenute per restrizione di una
proiettivita solamente in casi molto particolari.

PROPOSIZIONE 1.7.4. Sia v: L — M una proiettivita tra due rette distinte di P? e sia
o= LN M il loro punto di intersezione;
(1) se (o) = o, allora ¥ é una proiezione;
(2) se (o) # o, allora iy é composizione di due proiezioni.

DIMOSTRAZIONE. Ridimostriamo il caso ¥ (o) = o sebbene sia un caso particolare del
Teorema 1.7.2. Se ¥(0) = o, estendiamo o ad un sistema di riferimento proiettivo o, z,y € L
di L e sia p il punto di intersezione delle rette z¢(x) e y¥(y). Se ¢p: L — M ¢ la proiezione
di centro p, allora ¢,(0) = o0, vp(z) = ¥(z), vp(y) = Y(y) e questo implica che ¢, = 1.

Se 1(0) # o fissiamo un sistema di riferimento proiettivo z,y,z € L tale che ¢(x) ¢
LN M e scegliamo una qualsiasi retta H C P2, diversa da M che contiene 9 (x). Sia poi
p ¢ LU H un punto allineato con z,(x) e consideriamo la proiezione ¢,: L — H di centro
p. Allora ¢, (z) = 9(x) e per quanto visto prima esiste una proiezione ¢,: H — M tale che

app(T) = (), ©app(Y) = Y(Y) e app(2) = P(2): quindi pgpp = P.

p q
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FI1GURA 9. La composizione 7,m,: L — L scambia b con c e lascia fisso a.

d

COROLLARIO 1.7.5. Sia L C P? una retta proiettiva. Allora ogni proiettivita v: L — L
e composizione di al piu tre proiezioni.

DIMOSTRAZIONE. Sia ¢: M — L una qualunque proiezione, con M # L. Per il teorema
la proiettivia ¢ ~1¢: L — M & composizione di al pilt due proiezioni. O

ESEMPIO 1.7.6. Siano a,b,c tre punti distinti di P! e costruiamo I'unica proettivita
¥: Pt — P! tale che v(a) = a, 1¥(b) = c e ¥(c) = b come composizione di 2 proiezioni. A tal
fine identifichiamo P! con una retta proiettiva L C P? e sia M C P? un’altra retta tale che
LN M = {a}. Siano o ¢ L U M un qualsiasi punto e mp: L — M la proiezione di centro o;
allora ¢ = 7y om, dove my: M — L & la proiezione di centro g = bm,(c) Nemy(b) (Figura 9).

PROPOSIZIONE 1.7.7 (Steiner 1832). In P? si consideri un triangolo non degenere ABC
ed un triangolo (non degenere) A'B'C’ ad esso iscritto, ossia A' € BC, B' € CA, C' € AB.
Siano:

(1) pa: C'A" — A'B’ la proiezione di centro A;
(2) pp: A'B" — B'C" la proiezione di centro B;
(3) wo: B'C" — C'A’ la proiezione di centro C.

Allora pcpppa = 1d.

DIMOSTRAZIONE. Basta dimostrare che v := pcpp: A’B’ — C'A’ & la proiezione di
centro A. Siccome A" = A/B'NC'A’ e A’, B, C sono allineati, ne segue che pcpp(A4’) =
pc(P)=A" e quindi pcy@p € una proiezione.

Inoltre se Q = ABN A’B’ si ha
Y(B') = pcpp(B') = pc(B') € BC = AB’,
P(Q) = vcvB(Q) = vc(C') = C" € AB = AQ.
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Ma le precedenti due relazioni impongono che il centro di prospettiva di 1) deve necessaria-
mente essere A. |

Possiamo ridimostrare il teorema di Pappo come conseguenza della Proposizione 1.7.7.
A tal fine riprendiamo la Figura 7 con i punti ridenominati nel modo seguente

Allora pcpp(q) = pc(p) = r, quindi p4(q) = r ed in particolare A, g, r sono allineati.

TEOREMA 1.7.8. Siano L C P™ un iperpiano e ¥: L — L una proiettivita. Allora ¢ €
composizione di una successione finita di proiezioni del tipo

v L2 My 2502 My 25 L. 2
con M; # L per ogni i.

DIMOSTRAZIONE. Sia H C L un sottospazio proiettivo di dimensione massima tra quel-
li contenuti nel luogo Fix(¢)) dei punti fissi di ¢. Dimostriamo il teorema per induzione su
d=dim L —dim H. Se d = 0 vuol dire che % ¢ I'identita e non c’¢ nulla da dimostrare. Sup-
poniamo d > 0 ed il teorema vero per ogni proiettivia ¢: L — L il cui luogo fisso contiene
un sottospazio di dimensione > dim H. Trattiamo separatamente i due casi Fix(y) # H e
Fix(y) = H.

Primo caso, Fix(v)) # H. In particolare Fix(v)) # 0 e di conseguenza anche H # (), in
quanto il vuoto non ha dimensione massima tra i sottospazi proiettivi di Fix(1)).

Scegliamo un punto p € Fix(¢)) — H ed un punto punto r € H. Siccome p,r sono punti
fissi di 4, si ha 9(pr) = pr. Sia ¢ € pr un qualsiasi punto diverso da p,r e denotiamo con
s = 1(q) € pr. Adesso prendiamo un qualsiasi iperpiano M C P™ tale che p ¢ M e H C M
ed un qualsiasi punto o € LU M. Siano ¢1: M — L e v1: L — M le proiezioni di centro o e
denotiamo ¢ = ¥1(q) e dunque ¢1(q1) = ¢. Dato che ¢; appartiene al piano P generato da
p, 7,0, si ha che la retta 5q7 interseca la retta op in un punto o'.

Denotiamo con po: L — M e 9: M — L le proiezioni di centro o'. Allora ¢a(s) = ¢ e
quindi, ponendo ¢ = p1p2¢: L — L si ha @(p) =p, J(q) =qe 12)\(33) = x per ogni x € H.
Siccome p, q,r sono un sistema di riferimento di pr ne segue che pr C Fix(iZ) e siccome
prN H # 0 si ha che Fix(&) contiene il sottospazio proiettivo pr + H. Per induzione 7; e
composizione di proiezioni. Per concludere basta allora osservare che

b = Yoth101920 = Yothr .

Secondo caso, Fix(y) = H. Supponiamo adesso che H = Fix(v). Prendiamo un qualsiasi
punto p € L — H, denotiamo ¢ = ¢ (p) e prendiamo un iperpiano M C P™ tale che H C M
ep,q¢ M.

Come prima sia o € LUM e p1: L — M la proiezione di centro o. Sia poi po: M — L la
proiezione con centro un qualsiasi punto appartenente alla retta go1(p). Allora wap1(p) = ¢
e dunque la proiettivia gal_lcp; L4 contiene sia H che p nel suo luogo fisso e ci si riconduce al
caso precedentemente trattato.

O
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1.8. Prospettive

TEOREMA 1.8.1. Per una proiettivita 1: P — P™ le sequenti condizioni sono equiva-

lenti:

(1) @ punti fissi di 1p contengono un iperpiano H;

(2) esiste un punto o € P™ tale che ¥(0) = o e ¥(p) € op per ogni p # o;

(3) esiste un sistema di riferimento proiettivo po,...,pnt1 tale che ¥(py) = po e

¥(p;) € Pop: per ognii =1,...,n+ 1.

Inoltre, se n > 1 e 1 #£ 1d soddisfa le precedenti condizioni, allora il punto o e Uiperpiano H
sono unici e Fix(y) = H U {o}.

DIMOSTRAZIONE. Possiamo chiaramente supporre ¢ diversa dall’identita.

[1 implica 2]: Osserviamo innanzitutto che la condizione 2) & del tutto equivalente a dire
che ¢ (p) € o+ p per ogni p € P™. Sia ¢ = [f] e fissiamo una base vy, ..., v, tale che [v;] € H
perogni¢ = 1,...,n. Larestrizione di ¢ ad H e l'identita, quindi a meno di moltiplicare f per
uno scalare possiamo supporre f(v;) = v; per ogni i > 0. Se f(vg) = >.1_, a;v; consideriamo
il punto o = [f(vg) — vg]. Allora per ogni vettore w = > b;v; si ha

f(w) =bof(vo) + f(w — bovo) = bo f(vo) +w — bovo = bo(f(vo) —vo) +w,

ed in particolare f(w) € Span(f(vy) — vo, w).

[2 implica 3]: Basta estendere il punto o ad un sistema di riferimento proiettivo.

[8 implica 1]: Possiamo prendere una base vy, . .., v, di K™*! tale che p; = [v;] per ogni
i€ Ppt1 = [Vo + -+ + vy]. Siccome P(pg) = po esiste un unico isomorfismo lineare f che
induce ¥ e tale che f(vg) = vg. Per ipotesi esistono a;,b; € K, i=1,...,n+ 1 tali che

f(vi) = aijvo + by, i=1....n
f(z 'Ui) = Ap41Y0 + bpy1 Zvi .

Ponendo, per semplicita notazionale b = b,, 1 si ha

an+1U0 —+ val = f(z ’Ul') = Zf(’th) = Vo —+ Z(aﬂ)o —+ bﬂ)z)

=1

e dato che vy, ..., v, sono linearmente indipendenti si ricava in particolare che b; = b # 0 per
ogni ¢ = 1,...,n. Dunque, in tale base, la proiettivita i) & indotta dall’applicazione lineare
definita dalla matrice

apg a1 a2 Qg

0 b 0 0

A= 0 0 b 0 y ao,b%O, al,...,anEK.
o 0 0 --- b

Siccome A non ¢ un multiplo dell’identita (altrimenti ¢ = Id), 'autovalore b ha molteplicita
geometrica n e quindi un iperpiano di punti fissi per ¢ &

n
P(ker(A — bI)) = {[z0, ..., 2n] | (a0 — b)xo + Y _ asa; =0} .
i=1
Per future applicazioni osserviamo che, poiché A & definita a meno di moltiplicazione per
scalari non nulli, non e restrittivo assumere ag = 1 oppure b = 1.

Mostriamo adesso che se n > 1 e ¢ # Id allora 0 ed H sono unici. L’unicita di H e facile:
infatti se M & un altro iperpiano di punti fissi, siccome n > 1 si ha H N M # () e quindi
P" = H 4+ M C Fix(¢) per il Lemma 1.7.1.

Sia ¢ # o un punto tale che ¥(q) = ¢ e ¥(p) € pg per ogni p # q. Allora possiamo
completare o,q ad un sistema di riferimento proiettivo o, q,p1,...,p,. Siccome n > 1, per
ognii=1,...,nipunti o, g, p; non sono allineati e quindi le due rette op; e gp; si intersecano
nell’unico punto p;. Quindi

Y(pi) € opi Nqpi = {p:}
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da cui segue che 1) lascia fisso un sistema di riferimento proiettivo, ma questo & possibile solo
se ¥ = Id.

Per finire, dimostriamo che se n > 1 e 1 # Id allora non esistono altri punti fissi oltre
o ed H, ossia Fix(¢)) = H U {o}. Sia ¢ un punto fisso di v; se ¢ ¢ H allora ogni retta L
passante per ¢ viene trasformata in se stessa da . Infatti L ¢ H e quindi L interseca H
in un unico punto, diciamo r = LN H, r # ¢q. Allora L = gr e ¥(L) = ¥(q)¢(r) = L, in
contraddizione con l'unicita del punto o. (]

DEFINIZIONE 1.8.2. Una proiettivita ¢: P* — P" che soddisfa le tre condizioni equiva-
lenti del Teorema 1.8.1 viene detta prospettiva.

Qualora n > 2 e 1 non sia 'identita, 'iperpiano H viene detto asse di prospettiva ed
il punto o centro di prospettiva.

Osservando con un pizzico di attenzione la dimostrazione del Teorema 1.8.1 si osserva
che entrambe le possibilita o € H e o € H sono possibili. Piu precisamente, se ¢ & una
prospettiva indotta da un endomorfismo lineare f: V — V' allora vale o ¢ H se e solo se
f ¢ diagonalizzabile (1 autovalore di molteplicitd geometrica n ed un altro di molteplicita
geometrica 1), mentre vale o € H se e solo se f non ¢ diagonalizzabile (1 autovalore di
molteplicita algebrica n 4+ 1 e molteplicita geometrica n.)

DEFINIZIONE 1.8.3. Una prospettiva di centro o ed asse H viene detta: omologia® se
o ¢ H; trasvezione od omologia speciale se 0 € H.

OSSERVAZIONE 1.8.4. Per quanto dimostrato in precedenza le nozioni di omologia e
trasvezione sono ben definite per prospettive diverse dall’identita su spazi proiettivi di di-
mensione maggiore di 1. Tuttavia possiamo estendere in maniera ovvia tali nozioni anche a
prospettive diverse dall’identita su P': omologia se ha due punti fissi, trasvezione se ha un
solo punto fisso. Siccome tre punti distinti di P! formano un sistema di riferimento, l'unica
proiettivita con piu di due punti fissi ¢ I'identita.

Sia 1: P — P™ una prospettiva di centro o e siano L, M C P™ due iperpiani tali che
o M e (L) C M. Allora la restrizione ¢|1,: L — M ha una evidente interpretazione
geometrica. Osserviamo innanzitutto che o ¢ L, altrimenti o = 1(0) € M, e quindi per ogni
p € L abbiamo una retta op che interseca M in un unico punto.

Siano L, M C P™ due iperpiani, p,q ¢ L U M due punti e

Op, Pq: L= M
le proiezioni di centro p e g rispettivamente. Allora I'applicazione
Y =gqt, "t M — M

€ una prospettiva di centro o = M Npq ed asse H = LN M. Infatti H € un iperpiano di M di
funti fissi di ¢ e per ogni r € M il punto ¢ (r) appartiene all’intersezione di M con il piano
p+q+r, ossia ¢¥(r) € or (Figura 10).

LEMMA 1.8.5. Siano L, M C P™ due iperpiani distinti ed o ¢ L U M. FEsiste allora una
unica prospettiva 1: P — P™ di centro o e tale che (L) = M, (M) = L. Inoltre:

(1) la prospettiva v & una involuzione, ossia ¥? = Id, ed ¢ una omologia se e solo se
il campo ha caratteristica # 2.
(2) le restrizioniv¥: L — M e 1: M — L coincidono con le proiezioni di centro o.

DIiMOSTRAZIONE. Fissiamo un sistema di coordinate omogenee xy, ..., x, tale che
o=11,0,...,0], LNM={zy=mxz =0}.
Le equazioni di L, M saranno allora del tipo

L ={xy =ln1}, M = {xo = ma1}, ImekK.

4Nulla a che vedere con I’analogo concetto in algebra omologica.
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M

Ficura 10. Una prospettiva ¢p: M — M di centro o ed asse H = LN M,
composizione della proiezione M — L di centro p e della proiezione L — M di
centro gq.

Il ragionamento fatto nella dimostrazione del Teorema 1.8.1 mostra che le prospettive di
centro o sono tutte e sole le proiettivita rappresentate da una matrice della forma

1 a1 azx -+ ayp
o b 0 --- 0

A=|0 0O b - 0| b0, al,...,a, € K.
o o0 0 --- b

Si considerino i due punti p = [[,1,0,...,0] € L e ¢ = [m,1,0,...,0] € M. Poiché
L=(LNM)+p, M= (LNM)+q,
le due condizioni ¥(L) = M, ¢»(M) = L sono equivalenti alle tre condizioni
PY(LNM)C LNM, Y(p) € M, YP(q) € L.

La condizione ¥(L N M) C LN M & equivalente all’annullamento as = - - - = a,, = 0, mentre
le condizioni ¥ (p) € M e 1(q) € L equivalgono al sistema lineare nelle incognite a;,b

l+ a1 = mb, m+a; =1b
che ha come unica soluzione b = —1 e a; = —l — m. La verifica che A2 = I ¢ immediata. O

COROLLARIO 1.8.6. Dati tre punti distinti o,p,q € P! esiste una prospettiva 1 di centro
o tale che ¥(p) = g ¢ H(q) = p.

LEMMA 1.8.7. Sia U C P™ sottospazio proiettivo e p: U — U una prospettiva di centro o
ed asse H. Allora v si estende ad una prospettiva ¢: P — P™ di centro o il cui asse contiene
H.

DIMOSTRAZIONE. Se U = P(V) con V C K™, possiamo scegliere una base vy, ..., v,
tale che vy, ..., v, sia una base di V e vy, ..., v, base dell’asse di prospettiva. Possiamo allora
rappresentare la prospettiva con f: V — V lineare e tale che f(v;) = v; per 0 < i < p. Basta

allora estendere f ponendo f(v;) = v; per ogni i > 0.
(Il

TEOREMA 1.8.8. Sia ¢ una proiettivita di P e sia H C Fix(¢)) un sottospazio proiettivo
di dimensione v < n. Allora i é composizione di s < n —r prospettive i cui assi contengono
H.

DIMOSTRAZIONE. Se n —r < 1 non c¢’¢ nulla da dimostrare, per induzione su r basta
provare che esiste una prospettiva ¢ tale che ¢~ !4 contiene un sottospazio di punti fissi di
dimensione > r. Scegliamo p ¢ Fix(¢) e denotiamo g = 1(p) # p
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Se H = () per il Corollario 1.8.6 esiste una prospettiva ¢ della retta pq tale che ¢(p) = q.
Possiamo estendere ¢ ad una prospettiva di P" e la proiettivita ¢ !4 possiede p come punto
fisso.

Se H # (0 denotiamo L = H + p, dimL = r + 1. Se ¢ € L, allora ¥(L) = L e la
restrizione di ¢ a L e una prospettiva che si puo estendere ad una prospettiva ¢ di P".
Allora la proiettivitd ¢—'1) contiene L come luogo di punti fissi.

Se q ¢ L allora pg N H = () scegliamo un qualunque punto r € H, allora ¢ & 7p,
»(Tp) = Tq, le due rette Tp e Tq sono contenute nel piano P contenente i tre punti non
allineati p,q,r. Poniamo M = H+qe K = H+ P. L ed M sono iperpiani di K che si
intersecano in H.

Scegliamo un punto s € 7p diverso da r,p e poniamo ¢t = (s). Sia o € P il punto
di intersezione delle rette pg e st. Sia ¢: K — K una prospettiva di centro o e tale che
¢(L) = M ed estendiamola ad una prospettiva su P™ di centro o ed asse contenente H.
Necessariamente ¢(p) = q, ¢(s) = t e quindi p, s, sono punti fissi di ¢~1¢. Essendo p, s,r
un sistema di riferimento in pr, anche la retta pr ¢ contenuta nel luogo fisso di ¢~ 11). Poiché

7p N H # () ne segue che anche L & contenuto nel luogo fisso di ¢~ 14p. O
Esercizi
EsErcizio 14. Siano date n rette proiettive Lq, ..., L, C P" nessuna delle quali conte-
nuta nell’iperpiano Hy = {xo = 0}. Scriviamo P = K™ U Hy, per ognii = 1,...,n esiste una

rappresentazione parametrica della retta affine L; N K™ che possiamo scrivere nella forma
Li = { [l,aﬂterﬂ,...,amter,;n} ‘ te K}

Provare che gli n punti di intersezione delle rette Ly, ..., L, con 'iperpiano Hy sono proiet-
tivamente indipendenti se e solo se det(a;;) # 0.

ESERCIZIO 15 (*). Siano date quattro rette L1, ..., Ly C P3(C). Provare che esiste alme-
no una retta in P che le interseca tutte e quattro. (Sugg.: se esiste un punto o appartenente
all'intersezione di due rette distinte L;, L; considerare la proiezione di centro o. Altrimenti
si prendano coordinate omogenee tali che Ly = {zg = 1 = 0}, L1 = {29 = z3 = 0} e si
consideri l'intersezione delle rette con i piani del fascio Fy = {x1 = tzo}, per t € K. Ad un
certo punto servira il risultato dell’Esercizio 14.)

1.9. Il birapporto

Sia P(V) uno spazio proiettivo di dimensione 1. Abbiamo visto che per ogni terna di
punti distinti ps, p3, ps di P(V) esiste un’unica proiettivita ¢: P(V) — P! tale che:

¢(p2) =1= []-7 1]7 ¢(p3) =0= [170] € ¢(p4) =00 = [07 1]

Nelle precedenti uguaglianze [0, 1] = oo e [1,] = ¢, abbiamo identificato P! con K U{oo} nel
modo standard, ossia tramite il processo di disomogeneizzazione [xg, 1] <> z1/x0.

E allora chiaro che dati quattro punti distinti pq,...,ps € P(V), esistono unici una
proiettivita ¢: P(V) — P! ed un elemento A € K — {0, 1} tali che

p(p1) =A=[1LA, op2) =1=[1,1], ¢(p3) =0=[1,0] e ¢(ps) =00=10,1].

DEFINIZIONE 1.9.1. Nella situazione precedente, la quantita A = [p1, p2;ps3,p4] si dice
birapporto® della quaterna ordinata p1, ..., pa.

E immediato osservare che per ogni A € P* = KuU{oo}, A # 0,1, 00, allora A = [\, 1;0, o0].
In particolare, il birapporto pud assumere qualsiasi valore in K — {0, 1}.

PROPOSIZIONE 1.9.2. Siano P(V) e P(U) due rette proiettive e pi,...,ps € P(V),
q1,-.-,q4 € P(U) due quaterne di punti distinti. Allora esiste una proiettivita ¢: P(V) —
P(U) tale che ¢(p;) = q; per ogni i se e solo se [p1,pa; p3, pal = 41, ¢2; g3, qa]-

5In inglese cross ratio; in francese rapport anharmonique.
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yZ

q1 I
b1 q2 @

g4

FIGURA 11. Le due quaterne pi,p2,ps3, ps € q1,q2,q3, g4 hanno lo stesso birapporto.

DIMOSTRAZIONE. Siano n: P(V) — P! e u: P(U) — P! le uniche proiettivita tali che

n(p2) = wlg) =1,  n(ps) =p(gz) =0,  n(pa) = p(qa) = oc.

Allora ¢ = p~1n: P(V) — P(U) coincide con I'unica proiettivita tale che ¢(p;) = q;, i =
2,3,4.

Ma allora ¢(p1) = ¢1 se e solo se n(p1) = 11(q1), ossia se e solo se le due quaterne hanno
lo stesso birapporto. O

Dunque il birapporto ¢ invariante per proiettivita e quindi e invariante per prospettive
e proiezioni (Figura 11).

Il nome birapporto € motivato dalla formula

P3s—P1 DPa— D1
[P17P2;p37p4] = :
P3s — P2 P4 — P2

da interpretarsi come nella seguente proposizione.

PROPOSIZIONE 1.9.3. Siano p; = [w1,91],--.,p4 = [24,va] punti distinti di P1. Allora
vale la formula
1 3 T1 T4
Y1 Y3 Y1 Ya T1Ys — T3Y1  T1Y4 — TaY1
(1.10) [p1,p2: p3, pa) = : _ : 7
T2 X3 T2 T4 T2Y3 — T3Y2 T2Y4 — T4l2
Y2 Y3 Y2 Y4

che nelle coordinate affini t; = Yieru {0}, diventa
X

ts—t1 ty—t
ts —ty ty—tg

(1.11) [p1, P23 p3; pa] =

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo preliminarmente che la Formula (1.10) ¢ ben definita,
ossia e invariante per moltiplicazione della coppia z;, y; per uno scalare non nullo, ed applicata
alla quaterna

pr=I[LA, pa=[11], p3=][1,0], ps=][0,1],
restituisce il valore [p1, p2; ps, pa] = A. Basta quindi provare che la Formula (1.10) & invariante
per proiettivita.
Sia ¢: P! — P! una proiettivitd indotta da una matrice invertibile A € GLy(K). Per

ogni indice ¢ si ha
Ti\ Zi
o(p:) = [z, wi), con A (yz) = (wl) )
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Per il teorema di Binet, per ogni coppia di indici ¢, j si ha:

A <£L'7; l‘j) _ <Zl Zj) 7 det(A) Ty Ty _ Z; Zj ,
Yi Yj w; Wy Yi Yj w; Wy
e di conseguenza
z1 zZ3 Z1 Z4 Tr1 X3 1 X4
wyp w3 w1 W4 Yyr Y3 Y Y4
Z2 23 22 Z4 B T2 I3 T2 T4
w2 w3 Wa Wy Y2 Y3 Y2 Ya

O

DEFINIZIONE 1.9.4. Denotiamo con ¥4 il gruppo delle permutazioni dell’insieme {1, 2,3, 4}.
Il gruppo trirettangolo® I'y & il sottogruppo di ¥, formato dall’identita e dalle tre per-
mutazioni” di ordine 2

g1 = (27 1a473)7 02 = (3a4a 172)7 03 = (473727 1)

Il birapporto di una quaterna dipende dall’ordine in cui vengono presi i punti. Tuttavia
segue immediatamente dalle Formule (1.10) e (1.11) che per ogni quaterna di punti distinti

P1y--.,P4 si ha:
[P1, P25 3, pa] = [P2, P13 Pa, 3] = [P3,Pa; 01, P2] = [Pa, P3; P2, 1] -

Possiamo esprimere questo fatto dicendo che il birapporto € invariante per l’azione del gruppo
trirettangolo.

Pit in generale € naturale chiedersi come agisce ¥4 sul birapporto: in altri termini, data
una permutazione o € X, siamo interessati alla relazione esistente tra i due birapporti
[p1,p2; p3,p4] € [pff(l)»pa(Z);p0(3)7p0(4)}'

Siccome ogni permutazione o si scrive in modo unico nella forma 7, con v € T'y, v(4) =
o(4) e 7(4) = 4, basta vedere come cambia il birapporto per effetto delle 6 permutazioni che
fissano il numero 4.

LEMMA 1.9.5. Sia A = [p1, p2; ps, pa] il birapporto di una quaterna di punti distinti sulla
retta proiettiva. Allora si hanno le 6 uguaglianze:

A—1 1
[pr,p2ip3, pa] = A [p2,p3ip1,pal = —— [ps,p1sp2,pa] = 7
1 A
[p2,p1sp3,pal = [ps,p2ip1,pa] = = [P1,psip2,pa] = 1A

DiMOSTRAZIONE. La dimostrazione non presenta alcuna difficolta, anche perché possia-
mo sempre trovare un sistema di coordinate affini tali che

pr=2A, p2=1, p3=0, pg=o0.

Possiamo riassumere le precedenti considerazioni nel seguente risultato:

LEMMA 1.9.6. Il birapporto di una quaterna di punti distinti di P' ¢ invariante per 'azio-
ne del gruppo trirettangolo. Se [p1,p2; ps, pa] = A, allora sotto Uazione del gruppo simmetrico
il birapporto assume i valori

1 1 1 A
- 1= 11— @ —\ —.
A ’ D e NP |
Per un generico A € K — {0,1} le sei espressioni in (1.12) forniscono sei birapporti
distinti; si hanno tuttavia le seguenti eccezioni:

(1.12) A,

1
(1) Caratteristica #2 e A = —1,2, 3 In questo caso la quaterna ¢ detta armonica.

6In inglese Klein fourgroup.
"Con la notazione ¢ = (a1, ...,an) si intende la permutazione tale che (i) = aj.
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(2) Caratteristica # 3, €2 —¢+1=0e A =& &L In questo caso la quaterna & detta
equianarmonica.

Lasciamo per esercizio la verifica delle seguenti affermazioni, la prima delle quali giustifica
il termine di quaterna armonica:
(1) In caratteristica # 2, dati tre valori distinti A1, A2, A3 € K —{0} siha [0, A1; A2, As] =
—1 se e solo se A\; ¢ la media armonica di A, A3, ossia se e solo se

N 2 _2X23
1_i+i _)\24—)\3.
Ao A3
In particolare per ogni € K si ha
O1_ 1 1 B 1 1 1 B 1 1] 1
‘-1 z+1| |e+1z—-12""| |z+1z—-1"z|

(2) Mentre non ha senso definire le quaterne armoniche in caratteristica 2 in quanto
—1 =1 e 2 = 0, avrebbe senso considerare le quaterne equianarmoniche anche in
caratteristica 3; tuttavia, in tal caso si ha €2 —€+1 = (1+&£)? = (1-2¢)%? = (2-¢)?
e quindi si ricade nel caso armonico. Si noti inoltre che, sempre in caratteristica 3 si
hanno le uguaglianze —1 = 2 = 1/2 e quindi nelle quaterne armoniche il birapporto
€ invariante per permutazioni.

(3) Su C, rappresentato dal piano di Gauss, la quaterna formata dai vertici di un
triangolo equilatero e dal suo baricentro € equianarmonica, mentre i vertici di un
quadrato formano una quaterna armonica.

TEOREMA 1.9.7 (Quadrilatero armonico). Sia P? il piano proiettivo su di un campo di
caratteristica # 2, e siano a,b,c,d € P2 i vertici di un quadrilatero completo non degenere,
ossia con nessuna terna allineata. Allora i sequenti 4 punti allineati (Figura 12):

pr=abNed, py=acnbd, ps=pipzNbe, ps=pipzNad.

formano una quaterna armonica, e pit precisamente [p1,p2;ps3,pa] = —1.
a
b
d
b1 Pa b2 b3
F1cURA 12. 1l quadrilatero “armonico”: [p1,p2;ps, pa] = [p3, pa; p1,p2] = —1.

DIMOSTRAZIONE. Sia [p1,p2;p3,pa] = A # 1,0 e di conseguenza [pa, p1;p3,ps)] = AL
Si considerino adesso le due prospettive pipz — ad di centro b e ad — pips di centro c. Se
indichiamo con o il punto di intersezione di ad e be, dalla prima prospettiva ricaviamo che
[p1,D2; D3, Pa] = [a,d; 0,p4] e dalla seconda che [a, d; 0, p4] = [p2, p1; P3, P4). Quindi

[p1,p2;p3, 4] = [a,d; 0,p4) = [p2,D1; D3, D4)

e dunque A = A~! che ha come unica soluzione A = —1. O
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FicuraA 13. Il punto z & uguale alla media armonica di x e y.

Dati tre punti distinti py, ps, ps di P!, possiamo applicare il il Teorema 1.9.7 per costruire
“con la sola riga” 1'unico punto py tale che [p1,pa;ps, pa] = —1. Si consideri infatti P! come
una retta proiettiva M C P? e per ogni i = 1,2, 3 si prenda una qualunque retta proiettiva
L; tale che L; " M = p;. Denotiamo a = L1 N Ly, b= Ly N L3 e c= LyN Ls:

a

P P2 p3

Adesso si definisca d come il punto di intersezione delle rette pic e pab, allora il punto cercato
ps € dato dall’intersezione di M con ad:

a

D1 y2 b2 P3

La precedente costruzione si applica anche per calcolare graficamente la media armonica

2x
z= +y ossia l'unico numero tal che [z,y;0, z] = —1 (Figura 13).
rTy
Siccome [O, %; ﬁ, %ﬂ} = —1 per ogni intero positivo n, la precedente costruzione da

1

un metodo “con sola riga” per costruire la serie armonica partendo da 0, 1, 5, e ben raffigurato

dal seguente disegnino,

a

D=
(S
=
W=
=
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nel quale, ribadiamo, la scelta delle tre rette Oa, %a e 1b & arbitraria, dopo di che tutte le altre
rette seguono in maniera univoca. Inoltre il disegno illustra la proiettivita ¢(z) = z/(x+1) di

P! (z=coordinata affine) come composizione di due proiezioni di centri b ed a rispettivamente.

Esercizi

EsErcizio 16. Sia K un campo infinito. Provare che per ogni n > 5 esiste un insieme
S C P! di n punti tale che, se ¢ € Aut(P!) e ¢(S) C S, allora ¢ = Id.

EsERcIziO 17. Sia p € P* e G C Aut(P") il sottogruppo delle proiettivitd ¢ tali
che ¢(H) C H per ogni iperpiano H contenente p. Provare che G agisce transitivamente
sull’insieme degli iperpiani di P che non contengono p.

Esercizio 18. Sia A € K — {0,1} fissato, L C P? una retta e 7: P2— {0} — L la
proiezione di centro o € L. Definiamo un’applicazione ¢: P? — P? nel modo seguente:
p(o)=0e ¢(p) =pperognip € L;sepFoep¢ L, allora si pone r = 7(p) e ¢(p) = ¢,
dove g € o0 + p & 'unico punto tale che [o,r;p,q] = A.
Provare che ¢ ¢ una proiettivita. Provare inoltre ¢ & un involuzione (cioe ¢? = Id) se e solo
se A= —1.

EsERCIzIO 19. Sia K algebricamente chiuso e ¢ € Aut(P!) una proiettivitd di ordine
finito e non divisibile per la caratteristica di K. Provare che ¢ ha esattamente due punti
fissi.

ESERCIZIO 20. (caratteristica # 2) Una quaterna ordinata pq, ..., ps di punti distinti di
P! definisce un omomorfismo iniettivo di gruppi h: I'y — PGL(2,K) = Aut(P!) caratteriz-
zato dalla proprieta che per ogni permutazione o € I'y vale h(c)(p;) = Py (s). Provare che non
esiste alcun sollevamento di A ad un omomorfismo I'y — GL(2,K). (Sugg.: non & restrittivo
assumere K algebricamente chiuso; si prenda una coordinata affine tale che la quaterna sia
1,-1,a,—a con a # £1.)

EsercizIO 21. Trovare una elemento di ordine 2 di PGL(2,Q) che non si rappresenta
con elementi di ordine finito di GL(2, Q).

Esercizio 22. Sia K* = K —{0} il gruppo moltiplicativo, n > 2 un intero e si assuma
che esista un sottogruppo finito H C K* di ordine d tale che K* & generato da H e dalle
potenze n-esime di elementi di K *. Sia inoltre h il massimo divisore di n non divisibile dalla
caratteristica di K.

Dimostrare che per ogni sottogruppo finito I' C PGL(n,K) di ordine m esiste un sotto-
gruppo finito IV C GL(n,K) di ordine < hdm che si mappa surgettivamente su I" tramite la
proiezione naturale GL(n,K) — PGL(n,K).

ESERCIZIO 23. (caratteristica # 2,3) Sia pi, ..., ps una quaterna di punti distinti di P*.
Provare che:

e La quaterna ¢ armonica se e solo se il birapporto [py, . .., p4] € invariante per I’azione
di un sottogruppo di ordine 8 di ¥4. Dedurre che il gruppo simmetrico ¥4 contiene
esattamente tre sottogruppi di ordine 8 (2-Sylow) tra loro coniugati ed isomorfi al
gruppo diedrale Dy.

e La quaterna & equianarmonica se e solo se il birapporto [p1, ..., p4] & invariante per
I’azione del gruppo alterno Ay.

ESERCIZIO 24. Si consideri 'applicazione v,,: P! — P", definita in coordinate omogenee
da

n—1 n—1
vn([zo, 21]) = [27, 20" 21, .., Zox]” ", 27
Provare che, se po, ..., Pny1 sono n + 2 punti distinti di P*, allora v, (po), . - ., Vn(Pny1) € un

sistema di riferimento su P". L’applicazione v,, & detta applicazione di Veronese.

ESERCIZIO 25. Si consideri il piano R? con la metrica euclidea usuale, per ogni p € R?
sia F, = P4 il fascio di rette passanti per il punto p. Verificare che I’applicazione F,, — F, che
manda ogni retta nella sua perpendicolare € una proiettivita. Tale proiettivita & chiamata
involuzione degli angoli retti.
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ESERCIZIO 26. Sia 0 € P! e G un insieme di n punti distinti py,...,p, di P!, con n > 2.
Si definisce il luogo polare di o rispetto a G' come l'insieme dei punti ¢ € P! tali che

n

> lo.q:pi.0] =0

i=1
per ogni 6 # o. Provare che se 0 = {oc0} e p1,...,pn € K sono le radici di un polinomio
monico f di grado n, allora il luogo polare di {oo} rispetto a p1,...,p, € Uinsieme delle

radici della derivata f' di f.

ESERCIZIO 27 (x). Con l'utilizzo della sola riga dividere un rettangolo del piano euclideo
in n parti uguali, per ogni n > 2. (Sugg.: quadrilatero armonico.)

ESERCIZIO 28. Sia p € P2, siano L, H, T tre rette distinte di P? passanti per il punto p
e q,7 € T punti distinti da p. Si consideri le proiettivita ¢: L — H e ¢v: H — L ottenute
per proiezione di centro ¢ ed r rispettivamente. Detta n: L — L la composizione di ¢ e v
calcolare il valore del birapporto [p, s;1(s),n?(s)] al variare di s in L—{p}.






CAPITOLO 2

Curve algebriche piane

Per evitare eccessivi tecnicismi, in questo capitolo non tutti i risultati sono dimostrati
completamente: alcune dimostrazioni sono omesse, altre fatte sotto ipotesi aggiuntive ed
altre ancora sostituite con argomenti euristici.

Sempre per semplicita espositiva, da questo momento in poi e salvo avviso contrario,
con il simbolo K denoteremo sempre un campo algebricamente chiuso, sebbene molti risul-
tati esposti siano validi per una classe di campi piu estesa; in alcuni casi metteremo delle
condizioni sulla caratteristica di K.

Giova ricordare che ogni campo algebricamente chiuso K ¢ infinito: infatti se contenesse
un numero finito di elementi aq,...,a,, allora il polinomio

p(t) =1+ H(t - a;)

non avrebbe radici in K, contraddicendo la chiusura algebrica.

Supporremo che il lettore abbia conoscenza delle nozioni e delle principali proprieta dei
campi e degli spazi proiettivi. Il simbolo N = {0,1,...} denota l'insieme degli interi non
negativi, mentre indicheremo con Q,R,C i campi dei numeri razionali, reali e complessi,
rispettivamente. Infine, se X & un insieme finito, indichiamo con | X| € N il suo numero di
elementi.

2.1. Polinomi numerici
Dati due interi non negativi n,d € N, il coefficiente binomiale
n
d

puo essere definito come il numero dei sottoinsiemi di cardinalita d contenuti in un insieme
di n elementi e sono ben note le formule:

() -()=n ()-iTlo-n a0
(Z):<Z:D+<n;1)» d,n>0.
(z+y)" = Zn: (Z)xdy”_d.

Osserviamo anche che (Z) =0sed>necheper0<d<n vale (Z)

B n!
~dl(n—d)!”
Pit in generale, se t ¢ una indeterminata, n € Z, d € N e consideriamo i polinomi

t t 1d71
(5= (L= ATTen-acan a0

=0

allora continua a valere la formula

(5= ()

39
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Basta infatti osservare che
n+t—1\ [(t+n)\ d n+t—1\ (t+n\n+t—d
d—1 ) \d Jn+t d -\ d n+t
Per ogni a € Z ed ogni n > 0 il polinomio
n—1
t+a 1 . 1.,
ha grado n, coefficiente direttivo 1/n! e n radici distinte —a,—a+1,...,—a+n — 1.

DEFINIZIONE 2.1.1. Un polinomio p(t) € Q[¢t] si dice un polinomio numerico se esiste
un intero N tale che p(n) € Z per ogni intero n > N.

Ogni polinomio a coefficienti interi & numerico, ma esistono anche polinomi numerici a
T . o . A% AN L
coefficienti razionali: ad esempio il polinomio J ¢ numerico in quanto uguale ad un
coefficiente binomiale per ogni intero e t > d — n.
LEMMA 2.1.2. Se p(t) € Q[t] é un polinomio numerico, allora p(n) € Z per ognin € 7Z.

DIMOSTRAZIONE. Induzione sul grado di p(t). Se p(t) & una costante, allora tale costante
deve essere intera. Se p(t) ha grado n > 0, allora il polinomio ¢(t) = p(t) —p(t—1) & numerico
di grado n—1 e per l'ipotesi induttiva g(n) € Z per ogni intero n. Ne consegue inevitabilmente
che anche p(n) € Z per ogni n € Z. O

E chiaro che somme e differenza di polinomi numerici sono ancora polinomi numerici. Se
p(t) & un polinomio numerico allora anche p(t — a) & un polinomio numerico per ogni a € Z.

LEMMA 2.1.3. Sia p(t) un polinomio numerico di grado n. Per ogni a,b € Z il polinomio
numerico

p(t) +p(t —a—b) —p(t —a) —p(t —b)
ha grado <n — 2.

DIMOSTRAZIONE. Sia p(t) = > ., ¢;t’, allora per ogni intero d si ha

p(t+d) = zn:ci(t +d)' = iiq (j,)tjd” = Zn: zn:cidi*j (;) t7.

i=0 i=0 j=0 j=0 \i=j
Dunque il coefficienti di t* e t"~1 in p(t + d) sono rispettivamente ¢, e ¢,_1 + nc,d. Di
conseguenza, i coefficienti di t" e t"~! in p(t) + p(t — a — b) — p(t — a) — p(t — b) sono,
rispettivamente ¢,, + ¢, — ¢, — ¢, =0e
Cn—1+cn—1 —nep(a+0b) —cp—1 +nepa — cpoq +ne,b=0.
O

TEOREMA 2.1.4. Sia p(t) un polinomio numerico di grado n. Allora esiste un’unica
successione di interi ag, . . ., a, tale che

p(t)zgaic—:i).

DIMOSTRAZIONE. Sia V' C Q[t] il Q-sottospazio vettoriale dei polinomi di grado < n.
Per ogni ¢ = 0,...,n il polinomio (t'l.'l) ha grado i, i polinomi

(0 (57)

sono linearmente indipendenti e siccome V' ha dimensione n + 1 sono anche generatori.
Abbiamo provato quindi che esistono unici ay, ..., a, € Q tali che

p(t) = :) as (“;’)

K2
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Dimostriamo per induzione su n che ogni a; ¢ intero; a tal fine basta provare che a,, € Z.
Infatti se a,, € Z allora il polinomio

-1 .
t+n 5 t+1
s - (") = a1
=0
€ numerico di grado < n e per Uipotesi induttiva a; € Z per ogni i. Consideriamo adesso il

polinomio numerico ¢(t) = p(t + 1) — p(t). I coeflicienti direttori di p(t) e ¢(t) si calcolano
facilmente:

An .y Qp n—
P = D0 gt) = p(t 1)~ plt) = ) 4
Per 'ipotesi induttiva esistono n interi by, ..., b,_1 tali che
n—1 .
t + 1 bn—l -1
q(t) ; ( i ) R T
da cui segue a,, = b,_1 € Z. O

Per uso futuro diamo un’altra interpretazione combinatoria dei coefficienti binomiali
d+n
< ) per d > 0.
n

LEMMA 2.1.5. Siano xq,...,x, indeterminate. Per ogni d > —n il numero di monomi

An

agp a1
1'0 1’1 xn

d
di grado ag + - - - + a, = d € uguale al coefficiente binomiale ( + n) .
n

. d+n . . .
DIMOSTRAZIONE. Se —n < d < 0 si ha = 0 che chiaramente concide con il
n

numero dei monomi di grado d. Se d > 0, dobbiamo calcolare la cardinalita dell’insieme
A ={(ao,...,an) EN" | ag+ - +a, =d}.
A tal fine consideriamo gli insiemi
A"'={(a1,...,a,) EN" | a1 + -+ a, < d},
B={(by,...,by) eN"|1<by <by <:--<b, <d+n},
osservando che B & in bigezione con i sottoinsiemi di cardinalita n di {1,...,d+n} e pertanto

d
|B| = < + n) Osserviamo poi che le applicazioni A ENYUENY:?
n

f(a07"'7an):(alv"'7an)7 g(alv"'7an):(a1+1aa1+a2+2a"'7a1+"'+an+n)a
sono bigettive con inverse

fay,...,a,) = (deai,al,...,an),

g by, ... by) = (b —1,bg —by —1,....by —bp_q —1).

Si noti che A’ ¢ in bigezione con l'insieme dei monomi z7* --- 2% di grado < d. O

Esercizi

EsERrci1z10 5. Provare che per ogni n,d > 0 vale la formula

d+n " /n\ [d - n d
() =20 -2 000 6)
k>0 k>0
considerando un insieme X formato da d palline bianche, n palline nere ed i sottoinsiemi di

X formati da k palline bianche e n — k palline nere.

EsERrciIzIO 6. Provare I'identita polinomiale

()-or()
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ESERCIZIO 7. Per ogni coppia di interi positivi n, m, denotiamo con M (n,m) l'insieme
di tutte e applicazioni
f:4L2,....,n} = {1,2,...,m}
non decrescenti, ossia tali che f(i + 1) > f(¢) per ogni ¢ < n. Calcolare le cardinalita
di M(n,m), del suo sottoinsieme delle applicazioni iniettive quando n < m e del suo
sottoinsieme delle applicazioni surgettive quando n > m.

EsgErcizio 8. Siano
Fp=0, Fi=1 F=1 ... Fn+1:F7L+F7L—1a

i numeri di Fibonacci. Dimostrare che per ogni n > 0 vale

Foi = Z (n d d).
d>0
EsErcizio 9. Dimostrare il seguente risultato, generalmente noto come Principio di
inclusione-esclusione.
Denotiamo con C(a,n) la famiglia dei sottoinsiemi di cardinalita a di {1,...,n} e siano
A1, ..., A, sottoinsiemi di un insieme finito A; per ogni I = {i1,...,i,} € C(a,n) denotiamo
con a(I) la cardinalita di A;, N---N A;,. Dimostrare che la cardinalita di A3 U---U A, ¢

uguale a
DD ST a).

a=1 IeC(a,n)
(Sugg.: un punto appartenente ad A; per esattamente s indici ¢ € {1,...,n} viene contato,
con molteplicita, 1 — (1 — 1)® volte.)

EsErcizio 10. Dimostrare che per ogni s > 0 vale lo sviluppo di Taylor

=3 (1)

n=0

(Sugg.: induzione su s, derivando (1 —¢)~*.)

ESERCIZIO 11. Provare che con la relazione di ordine, p > ¢ se e solo se p(n) > ¢(n) per
n >> 0, i polinomi numerici sono un insieme totalmente ordinato.

2.2. Polinomi omogenei

Denotiamo con K [z, . . ., ;] I'anello dei polinomi a coefficienti in K nelle indeterminate
Zo, - -+, Tpn: ogni polinomio in K [z, ..., 2,] € una combinazione lineare finita a coefficienti in
K di monomi xg°--- 2%, il grado deg(p) di un polinomio non nullo p & uguale al massimo
grado dei monomi che vi compaiono con coefficiente diverso da 0. Con la convenzione che il
grado del polinomio nullo & uguale a —oo le seguenti formule sono di immediata verifica:

deg(fg) = deg(f) +deg(g), deg(f +g) < max(deg(f),deg(9)), f,g9€ Klzo,...,2s].

In particolare fg = 0 se e solo se f = 0 oppure g = 0, ossia K|[zg,...,x,] & un dominio
di integrita: il suo campo delle frazioni globali & detto campo delle funzioni razionali e
viene denotato K (zo, ..., z,):

K(‘T07"'7xn){;‘fagEK[x07"'7xn]v 97&0} .

Ad ogni polinomio f € K|z, ...,x,] ¢ associata la corrispondente funzione polinomia-
le f: K™ — K ottenuta sostituendo gli elementi di K al posto delle indeterminate ed
eseguendo le necessarie operazioni di somma e prodotto. Come nel caso di polinomi in una
variabile, siccome il campo K ¢ infinito, il polinomio ¢ univocamente determinato dalla
corrispondente funzione polinomiale: cio segue immediatamente dal seguente lemma.

LEMMA 2.2.1. Sia K un campo infinito. Allora per ogni polinomio non nullo 0 # f €
K{zg,...,zy,] esistono ag,...,a, € K tali che f(ag,...,a,) #0.
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DIMOSTRAZIONE. Sia d il grado di f e dimostriamo il lemma per induzione su n: se
n = 0 il polinomio f(xy) ha al pilt d radici distinte e quindi esiste ag € K tale che f(ag) # 0.
Se n > 0, raccogliendo a fattor comune le potenze di xy possiamo scrivere

f=fo+ fizo + foxd + - + fazl,

con i polinomi f; € K[zy,...,z,] non tutti nulli. Per induzione possiamo trovare ay, ..., a, €
K tali che i valori f;(aq,...,a,) € K non sono tutti nulli e quindi tali che il polinomio

g(mo) = f(w07a/17 R 7an>
¢ non nullo. Come nel caso n = 0 esiste ag € K tale che g(ag) # 0. O

Un polinomio f € Kz, ..., z,] si dice omogeneo di grado d se & combinazione lineare a
coefficienti in K di monomi di grado d. Con questa definizione cadiamo nella contraddizione
che il polinomio nullo ¢ contemporaneamente di grado —oo ed omogeneo dei grado d per ogni
d € N: si tratta tuttavia di una contraddizione del tutto innocua che semplifica ’esposizione
rispetto ad una trattazione piu formale e rigorosa.

Equivalentemente, un polinomio f(xo,...,x,) ¢ omogeneo di grado d se, nel campo delle
funzioni razionali, vale I'uguaglianza

x x
f(x(),xla"'axn) :ng (1,1’...’71) .
To To
Notiamo infine che ogni polinomio f di grado n > 0 si scrive in modo unico come
f=f+fit -+ fn,

con f; polinomio omogeneo di grado i e f, # 0.

LEMMA 2.2.2. Siano f,g € K|zq,...,2z,] con f che divide g € g # 0. Se g & omogeneo,
allora anche f & omogeneo.

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi esiste un polinomio h tale che fh = g e siccome g # 0
anche f,h # 0. Se f ha grado n e h ha grado m possiamo scrivere

f:f0+f1++fn7 h:h0+fl++hma n7m205
con f;, h; omogenei di grado i e f,, hy, non nulli. Siano
r=min{i | f; # 0}, s = min{i | h; # 0},

e supponiamo per assurdo r < n; allora

g=frhs+ Y fihi+ fahm,
r+s<it+j<n+m
e siccome f.hg # 0 ¢ omogeneo di grado r+ s, frh.;, # 0 ¢ omogeneo di grado n + m mentre
ogni monomio della sommatoria rimanente ha grado strettamente compreso tra r+s e n+m,
ne segue che il polinomio g contiene sia monomi di grado r + s che monomi di grado n + m,
contraddicendo l'ipotesi di omogeneita. O

Un’altra fondamentale proprieta di K [z, . .., 2,], ben nota dai corsi di Algebra, & quella
di essere un dominio a fattorizzazione unica: un polinomio f si dice irriducibile se ha grado
positivo e se non e il prodotto di polinomi di grado strettamente inferiore. Ogni polinomio
non nullo si scrive in maniera essenzialmente unica come prodotto di polinomi irriducibili.
Pit precisamente, se

f=pi-Pn=aq1am

con pi,...,0n,q1,---,qm polinomi irriducibli, allora n = m e, a meno dell’ordine, per ogni
indice 7 vale p; = ¢;q; per qualche ¢; € K.

Due polinomi f, g si dicono senza fattori comuni, o relativamente primi, se non esiste
alcun polinomio irriducibile che li divide entrambi.

Ricordiamo che un diagramma in serie di spazi vettoriali ed applicazioni lineari

i fi
"‘_>Vif—>vi+1i>‘/i+2_>"‘

si dice una successione esatta se ker f; ¢ uguale all'immagine di f;_1, beninteso ogni volta
che f; ed f;—1 fanno parte del diagramma.
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Ad esempio la successione 0 — V ER W ¢ esatta se e solo se f ¢ iniettiva, mentre

V L4 W = 0 & una successione esatta se e solo se f & surgettiva. Segue dal teorema del rango
chese 0 -V — W — U — 0 & una successione esatta di spazi vettoriali di dimensione
finita, allora dim W = dim V 4+ dim U.

Il conucleo di un’applicazione lineare f: V — W & definito come lo spazio vettoriale

quoziente coker(f) = : si ha dunque una successione esatta

w
fv)
0 — ker(f) i'>VL>V[/£>coker(f)—>0

dove ¢ e p sono le applicazioni di inclusione e proiezione al quoziente, rispettivamente.
Similmente, ogni quadrato commutativo

v—ow

a B
A—2-B
si estende ab un diagramma commutativo con le righe esatte:

f

0 —— ker(f) 14 w coker(f) ——0
N
0 ker(g) A—2-B coker(g) — 0.

Prima di proseguire, precisiamo cosa si intende quando diciamo che “i polinomi irridu-
cibili sono invarianti per cambio di coordinate”. Sia A = (a;;) € My4+1,m+1(K) una matrice
e denotiamo con lo stesso simbolo A: K™+! — K"*! I’applicazione lineare associata, ossia

I’applicazione che manda il punto y di coordinate g, . . ., ¥y, nel punto z = Ay di coordinate
Z; :Zjaijyj, iZO,...,n.
Dato un polinomio f(xz,...,Z,) possiamo considerare il polinomio A*f € Kyo, ..., Ym]

ottenuto sostituendo alla variabile x; Pespressione > ; GijY;
A f (Yo yn) = L a0iyss- s Y anjy;) -
J J

Ad esempio, se f(zg,21) = 2 — 23 e Papplicazione lineare A & data dalle relazioni

To = Yo + Y1, Y1 =To — T1
si ha:
A* F(yo,y1) = (Yo +y1)* — (yo — y1)? = 4yous -

Lasciamo per esercizio la verifica che applicazione A*: K[zo,...,2n] = Kyo, - . ., Ym] com-
muta con somme e prodotti e che il grado di A*f & minore od uguale al grado di f. La

funzione polinomiale A* f: K™*! — K & uguale alla composizione K ™+! A gt Lk
Su A ¢ invertibile, allora (A71)* = (A*)~!. In particolare A* & un isomorfismo di anelli
e di spazi vettoriali ed il grado di A* f & uguale al grado di f. Se f & irriducibile, allora anche
A*f ¢ irriducibile: infatti se fosse A*f = gh con g,h polinomi di grado positivo, allora si
avrebbe f = ((A71)*g)((A~1)*h) ed i due polinomi (A~ 1)*g, (A~1)*h hanno grado positivo.

Eliminazione semplice. Sia n un intero positivo fissato. Per ogni intero d denotiamo
con Sy C Kzg,...,x,] il sottospazio vettoriale dei polinomi omogenei di grado d; in parti-
colare Sy = 0 per ogni d < 0. Segue immediatamente dal Lemma 2.1.5 che per ogni d > —n
la dimensione di S4 € uguale a

, d+n 1. n+1
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Una dimostrazione alternativa della formula precedente si ottiene per induzione su d 4+ n ed
osservando che per ogni d > 0 si ha una successione esatta

0— Sq_1 'I—0>Sd M)Sdﬂ]K[a:l,...,xn] — 0,
da cui segue
d -1 d -1
dide—(+n >+<+n )
n n—1
LEMMA 2.2.3. Siano f,g € Klzo,...,zy] polinomi omogenei non nulli e di grado a,b > 0

rispettivamente. Per ogni intero d si consideri il complesso di spazi vettoriali:

a B
(22) 0= Sq—a—b == Si—a®Sa_p == Sq, ad(p) = (9p, fp), Balg,r) = fq—gr.
Allora le sequenti condizioni sono equivalenti:

(1) f,g non hanno fattori comuni di grado positivo;
(2) per ogni intero d il complesso (2.2) € una successione esatta;
(3) esiste un intero d > a +b—1 per cui il complesso (2.2) é una successione esatta.

DIMOSTRAZIONE. E chiaro che Ba = 0. Inoltre, per ipotesi f, g sono entrambi non nulli
quindi « & iniettiva poiché K[z, ..., zy] € un dominio di integrita.

Supponiamo f, g senza fattori comuni, d qualsiasi e sia (q,r) € ker 34, ossia fqg = gr. Se
r =0, siccome f # 0siha ¢ = 0ed in tal caso la coppia (g, ) = (0, 0) appartiene all'immagine
di a. Se r # 0, siccome nessun fattore di f divide ¢ si ha r = fp con p € Sy_,—p. Dunque
9fp = fq da cui segue ¢ = gp e di conseguenza (q,r) = aq(p).

Se f,g hanno un fattore comune h di grado positivo ¢, dimostriamo che per ogni d >
a + b — c il nucleo di 4 ha dimensione strettamente maggiore della dimensione di Sg_,_p.
Infatti 'applicazione

¥ Sacacae k(). o) = (r0F )

€ ben definita ed iniettiva, quindi

dimker(8y) > dim Sy_q—pte > dim Sg_q—p .

O
TEOREMA 2.2.4 (Eliminazione semplice). Siano f,g € Klzo,...,x,] polinomi senza
fattori comuni ed omogenei di gradi a,b > 0, rispettivamente. Allora esistono un intero d e

due polinomi omogenei h,k € K|[xo,...,z,] di gradi d — a,d — b rispettivamente tali che
0#hf—kgeKlzy,...,z,].
Inoltre, se n = 2 ¢ possibile scegliere ’intero d uguale al prodotto ab.

E chiaro 1'uso del termine eliminazione nel Teorema 2.2.4 in quanto la variabile xg viene
“eliminata” mediante la combinazione hf — kg.

DIMOSTRAZIONE. Sicomme a,b > 0, I'ipotesi che f, g non abbiano fattori comuni implica

necessariamente n > 0. Per il Lemma 2.1.5 lo spazio vettoriale Ry = Sy NK[z1,...,2,] ha
dimensione uguale a
d -1 dr—1!
o =% 4., d>1-n
n—1 (n—1)!

Per il Lemma 2.2.3, per ogni intero d si ha una successione esatta
0— Sq—a—b 24y Sd—a ® Sq—p B—d> Sq — coker(B4) — 0,

aa(p) = (9p, fp), Bala,r) = fa—gr.
Per ogni d > a + b — 1 la dimensione del conucleo di 84 € quindi uguale a

dim coker(84) = dim Sg — dim Sg_, — dim Sy_p + dim Sy_q—p

O G N G R |
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Per il Lemma 2.1.3 la dimensione di coker(84) ¢ un polinomio numerico in d di grado
< n — 2 e dunque per d sufficientemente grande si ha dim R4 > dim coker(8,). Ne segue che
esiste d per cui la restrizione al sottospazio Ry della proiezione Sq — coker(34) non ¢ iniettiva,
ossia esiste un elemento non nullo che appartiene all’intersezione di R4 con I'immagine di
Ba, che e esattamente quello che volevamo dimostrare.

Se n = 2 allora allora lo spazio vettoriale Ry = Sq N K[z, z2] ha dimensione d + 1; si
ha ab>a+b—1e per ognid>a+b— 1 la dimensione del conucleo di 54 &

(d;z) 3 (d—g+2) B (d—12)—|—2)+<d—a;b+2>
%((d+2)(d+1)—(d—a+2)(d—a+1)—(d—b+2)(d—b+1)

+d—a—-b+2)(d—a—-b+1))
=ab.

dim coker(3y)

Dunque per ogni d > ab 'immagine di 84 ha intersezione non nulla con Ry. Un conto simile
mostra pure che per n = 1 'applicazione (8, € surgettiva per ogni d > a+0b— 1. O

OSSERVAZIONE 2.2.5. I polinomi h, k nell’enunciato del Teorema 2.2.4 non sono unici,
nemmeno nel caso in cui d sia il minimo intero per cui vale la proprieta. Abbiamo dato una
dimostrazione non costruttiva della loro esistenza ma va segnalato che, usando tecniche piu
raffinate, ma sempre riconducibili all’algebra lineare, & possibile dare delle formula esplicite
per k, h nel caso d = ab, in cui i coefficienti di A, k sono funzioni polinomiali dei coefficienti di
f,g. Vedremo (implicitamente) tali formule (sotto I'ipotesi aggiuntiva che f(1,0,...,0) # 0)
nella Sezione ?7?7. Questo prova anche che per ogni n > 2 l'intero d puo essere preso minore
o uguale al prodotto ab.

Derivate. In analogia con la teoria delle derivate parziali delle funzioni di variabile
reale, per ogni indice ¢ = 0,...,n indichiamo con

0
axi:K[xo,...,xn] = Klzg,...,xn)

I’applicazione lineare definita sui monomi mediante la formula
ao B %xgo...x

8 xO . an .
83:,» " iz "

Lasciamo per esercizio che continua a valere la formula di Leibniz:

dfg _ of g

g+ f

0
LEMMA 2.2.6. Sia f € K|xo,...,xy] tale che 89{- =0 per ognii=0,...,n:

(1) se il campo K ha caratteristica 0, allora f € K ¢é una costante;
(2) se il campo K ¢ algebricamente chiuso di caratteristica positiva p > 2, allora esiste
g € K[zg,...,x,] tale che f = gP.
In particolare se f & irriducibile e K algebricamente chiuso, allora esiste sempre un indice @

o 0.

tale ch
ale che o~

DIMOSTRAZIONE. Segue dalla formula di Leibniz che se una delle due condizioni & sod-
disfatta allora tutte le derivate parziali di f si annullano. Dimostriamo le implicazioni inverse
per induzione su n, osservando preliminarmente che per ogni a € K ed ogni numero primo
p esiste b tale che b? = a: infatti siccome K & algebricamente chiuso il polinomio t? — a
possiede radici.
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Sia n > 0 e supponiamo il lemma vero in K[z, ...,2,_1]. Dato f € K|zo,...,x,] con

0
/ = 0 per ogni 7, possiamo scrivere
8xi
d of
j j—1
f(@o, .. @p) = ;)fj($07~-~,$n—1)$3u Txn(%‘o’ ijg Ty Tn—1)T]
of

e quindi o, = 0 se e solo se jf; = 0 per ogni j.

Se K ha caratteristica 0, e jf; =0 per ogni j, allora f; = 0 per ogni j > 0, ossia f = fo
¢ un polinomio in xg,...,2x,_1 € la tesi segue dall’ipotesi induttiva.

Se K ha caratteristica p >0, ejf; =0 per ogni j, allora f; = 0 per ogni j non divisibile
per p e quindi possiamo scrivere

h
f(xOu7xn)zzgj(m077xnfl)x%p7 9gj :fpj
=0
0 g, i
Siccome, per ogni i < n si ha —f — v Y9 9i _ 0 per ogni %, j e per

Iipotesi induttiva si puo scrivere
g =M, f=) W)
J
Per concludere basta osservare che, poiché (a+b)? = aP +bP (p divide i coeflicienti binomiali
(p) per 0 < i < p), si ha
i

p

Sl | =y -
J J

|
E immediato verificare la validita della seguente formula, detta Formula di Eulero:
per ogni polinomio omogeneo f € K|zo,...,z,] di grado m vale
(2.3) ; Tige = m f

Infatti, per linearitd non & restrittivo supporre che f sia un monomio del tipo zg° - - - % con
>~ a; = m. Allora

—1
dxlo - xln a;xy® - aytT e aln sea; >0
axz O se a; = O
e quindi
n
an

0xg® - - a a0
xzi a;xy® e xdt ezt = mag - ann .

=0 {ia;>0}
Osserviamo che se f & omogeneo di grado m > 0, allora le sue derivate sono polinomi
omogenei di grado m — 1, possibilmente nulli.

Esercizi.

EsercizIO 12. Siano K un campo infinito e f € K|z, ..., z,]. Provare che f & omogeneo
di grado d > 0 se e solo se per ogni (ag,...,a,) € K"l et e K — {0} vale

f(tag, ... ta,) = tdf(a07...7an).
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2.3. Ipersuperfici proiettive

Da questo punto in poi, e fino alla fine del capitolo, supporremo salvo avviso contrario
che K sia un campo algebricamente chiuso, e quindi infinito.

Il prossimo lemma non é altro che la reinterpretazione della chiusura algebrica di K per
polinomi omogenei in due variabili.

LEMMA 2.3.1. Sia K un campo algebricamente chiuso. Allora ogni polinomio omogeneo
f € Klzg,z1] non nullo di grado d ¢é il prodotto di d polinomi omogenei di grado 1.

DIMOSTRAZIONE. Sia h < d il grado del polinomio f(1,t) € K[t]. Siccome K ¢ algebri-
camente chiuso si ha

f,t) =c(t —a1)(t —ag) - (t —ap), c,a,...,ap €K,

e quindi

(.’El — (Lil'o) .
1

h
i=

f(anxl) = ng (17 xl) - Cl’gih
o

Indichiamo con P™ lo spazio proiettivo di dimensione n su K. Se f € K|xq,...,2,] &
omogeneo di grado d > 0, (ag,...,a,) € K" et e K — {0}, allora

f(ta'07 cee 7tan) = td.f(a'07 s 7a7L)

e quindi f(ao,...,a,) =0 se e solo se f(tag,...,ta,) = 0. Tali considerazioni permettono di
dare senso alle seguente definizione.

DEFINIZIONE 2.3.2. 11 luogo di zeri proiettivo V(f) di un polinomio omogeneo f €
K{zg,...,zy] ¢ il sottoinsieme di P™ dato da:

V(f)={peP"| f(p) =0} ={[ao,...,a,] €P"| f(ag,...,a,) =0}.

Quando il contesto lo consente si puo scrivere, con un leggero abuso di notazione, anche
f(x) = 0 per indicare il luogo di zeri proiettivo V(f) di un polinomio omogeneo. Il lettore
tenga sempre presente che un polinomio omogeneo f € K|xzo,...,2,] non definisce alcuna
funzione P" — K ma solamente il suo luogo di zeri V(f).

In alcuni casi, motivi di chiarezza notazionale suggeriranno di usare lettere maiuscole per
denotare polinomi omogenei F' € K [zg, . .., z,]. L'uso della lettera V' (dall’inglese vanishing)
per indicare il luogo di zeri ¢ quello utilizzato nella stragrande maggioranza della letteratura
in geometria algebrica, anche se non mancano rispettabilissime eccezioni.

LEMMA 2.3.3. Se f € K|zo,...,zy] € omogeneo e non nullo, allora V(f) é un sottoin-
sieme proprio di P".

DIMOSTRAZIONE. Se f ha grado 0, ossia f ¢ una costante non nulla, allora f(z) =0 ¢

I'insieme vuoto. Se il grado di f & positivo allora f(0,...,0) = 0, mentre per il Lemma 2.2.1
esistono ay,...,a, € K tali che f(ag,...,a,) # 0. Dunque gli a; non sono tutti nulli ed il
punto [ag, ..., a,] non appartiene a V(f). O

DEFINIZIONE 2.3.4. Chiemeremo ipersuperfice proiettiva ciascun sottoinsieme del
tipo V(f) C P™, con f polinomio omogeneo di grado positivo.

Ogni ipersuperfice in P! & un insieme finito e non vuoto di punti. Infatti, se f € K [xq, 1]
& omogeneo di grado d > 0 per il Lemma 2.3.1 esiste una scomposizione in fattori lineari

d
flao, x1) = [ (aizo + bixy)
i=1
e quindi V(f) = {[b;,—ai] | i = 1,...d}. Lo stesso argomento prova che ogni sottoinsieme
finito di P! & una ipersuperfice. Da tale osservazione segue in particolare che per ogni coppia
di polinomi omogenei f, g € K [zg,z1] si ha V(f)NV (g) # 0 se e solo se f, g hanno un fattore
comune.
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LEMMA 2.3.5. Le ipersuperfici proiettive intersecano ogni retta, ossia per ogni X C P™
ipersuperfice ed ogni retta proiettiva L C P™ vale LN X # 0. In particolare X ¢ infinito se
n>2.

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo un sistema di coordinate omogenee tali che L = {z9 = 3 =
-+ =1z, =0}, sia f un polinomio omogeneo tale che X = V() e consideriamo il polinomio
g9(xo,x1) = f(zg,21,0,...,0). Il polinomio ¢ & nullo se e solo se L C X; se L non & contenuta
in X allora g € omogeneo dello stesso grado di f ed i punti di L N X corrispondono allora ai
fattori lineari di g.

Se n > 2 e o € P® non appartiene ad X, allora ogni retta passante per o interseca X e
I’applicazione

X — {rette per o}, p — 0P,

& surgettiva. In particolare X € un sottoinsieme infinito di P™. (Il

Si osserva immediatamente che pitt polinomi omogenei possono definire la medesima
ipersuperfice, ad esempio per ogni costante ¢ # 0 e per ogni polinomio omogeneo f si ha
V(ef) = V(f),ed anche V(f) = V(f?) = V(f3) = - --. Per ogni coppia di polinomi omogenei
f, g, vale laregola V(fg) = V(f)UV (g), mentre I'intersezione V(f)NV (g) pud essere scritta
convenientemente nella forma f(xz) = g(x) =0 .

Fortunatamente, almeno nel caso in cui f e irriducibile, il seguente teorema permette di
ricostruire f (a meno di costanti moltiplicative) dalla ipersuperfice f(x) = 0.

TEOREMA 2.3.6 (degli zeri per ipersuperfici). Siano K algebricamente chiuso e f,g €
K{zg, ..., zs] polinomi omogenei con f irriducibile. Allora V(f) C V(g) se e solo se f divide
g.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gia visto che se f divide g allora V(f) C V(g). Viceversa se
f e irriducibile e non divide g, allora ha grado positivo e per il Lemma 2.3.3 esiste un punto
0 ¢ V(f). A meno di un cambio lineare di coordinate, possiamo supporre che o = [1,0,...,0].

Siano a il grado di f e b il grado di g. Se f non divide g, allora f e g non hanno
fattori comuni ed abbiamo visto nel Teorema 2.2.4 che esiste un intero d > 0 e due polinomi
omogenei h, di grado d — a, e k, di grado d — b, tali che

0#£r=hf—kgeKlxy,...,a,].

Mostriamo adesso che I'ipersuperfice V(r) & una unione di rette passanti per il punto o,
ossia che se p € V(r) — {o}, allora op C V(r).

Siccome r contiene solo monomi in z1,...,x, sithao € V(r). Sep # oep € V(r), allora
p=lag,-...,ay] con ay,...,a, non tutti nulli e tali che r(ay,...,a,) = 0. Ne segue che V(r)
contiene tutti i punti della retta affine op — {0}, ossia tutti i punti di coordinate omogenee
[ap +1t,...,a,], t €K.

Supponiamo adesso per assurdo V(f) C V(g), allora V(f) C V(r). Infatti, se p € V(f)
ep=[z] conz € K" — {0}, allora p € V(g) e quindi f(x) = g(x) =0,

r(z) = h(@)f () — k(z)g(z) = 0.

D’altra parte ogni retta passante per o interseca V (f), quindi interseca V (r) in un punto
diverso da o, quindi ¢ interamente contenuta in V(r). Ma questo implicherebbe V(r) = P"
in contraddizione con la condizione r # 0. (]

COROLLARIO 2.3.7. Siano K campo algebricamente chiuso e f,g € K|xo, ..., xz,] polino-
mi omogenei iriducibili. Allora V(f) =V (g) se e solo se f e g differiscono per una costante
moltiplicativa. In particolare f e g hanno lo stesso grado.

DIMOSTRAZIONE. Per il Teorema 2.3.6, siccome V' (f) = V(g) ne consegue che f divide
g e g divide f. O

Notiamo che il Corollario 2.3.7 sarebbe falso senza 'ipotesi sulla chiusura algebrica del
campo. Ad esempio per K = R i polinomi f = z3 + 2%, g = 2% + 227 sono irriducibli e

V(f)=V(g) =0.
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DEFINIZIONE 2.3.8. Se il campo K ¢ algebricamente chiuso, chiemeremo ipersuperfice
proiettiva irriducibile di grado d ciascun sottoinsieme del tipo V(f), con f polinomio
omogeneo irriducibile di grado d.

Ogni ipersuperfice proiettiva € unione finita di ipersuperfici irriducibili. Infatti se f e
omogeneo e f = fi'"" -+ fo ¢ la sua decomposizione in fattori irriducibili, allora ciascun f; ¢
omogeneo e

V() =V U V() =V()u---UV(f).

Esercizi.

EsERrciz1o 13. Provare che I'applicazione
P! — P, [to,t1] = [t0, 60y, .ottt 17,
¢ ben definita, iniettiva ed ha come immagine il sottoinsieme
rank <x0 ST $n1> = 1} .
xl .’L‘2 PR .’L‘n

Scrivere inoltre X come intersezione finita di ipersuperfici.

X = {[xg,...,:cn] epr

2.4. Curve piane

Da questo punto, e fino alla fine del capitolo restringeremo la nostra attenzione alle
ipersuperfici di P2, altrimenti dette curve piane. Salvo avviso contrario indicheremo con
Sa C Kz, x1, z2] il sottospazio vettoriale dei polinomi omogenei di grado d. Abbiamo gia
provato che per ogni d > —2 la dimensione di Sy ¢ uguale a

(d+2> _ (d+2)(d+1)

2 2

In prima approssimazione possiamo definire una curva algebrica piana come il luogo dei
punti di P? che annullano un polinomio omogeneo nelle coordinate omogenee di P2. Questa
definizione, sebbene semplice, non ¢ sufficientemente precisa e presenta qualche difficolta
operativa.

Gia nella teoria delle coniche proiettive si incontrano certi oggetti detti “rette doppie”
che, insiemisticamente sono rette, ma che appartengono allo spazio delle coniche di P2.

DEFINIZIONE 2.4.1. Sia xg, 1,22 un sistema di coordinate omogenee su P2. Un sottoin-
sieme C' C P? si dice una curva irriducibile di grado d se esiste un polinomio irriducibile
omogeneo f(xg,x1,x2) di grado d tale che C'= V (), cioe

C = {[wo, 1, m2] € P* | f(wo, w1, m2) =0}

Ad esempio le rette di P? sono curve irriducibili di grado 1. La definizione di curva
irriducibile non dipende dal particolare sistema di coordinate omogenee. Sia infatti yg, y1, y2
un altro sistema e x; = ) a;;y; con la matrice a;; invertibile; se f(zo,z1,x2) = 9(yo, Y1, y2),
allora vale

f(yo,y1,y2) =0 seesolose [yo,y1,y2] € C.
Inoltre il grado di f e uguale al grado di g e f ¢ irriducibile se e solo se g ¢ irriducibile.

Fissato un sistema di coordinate omogenee z;, una curva irriducibile C' determina a meno
di costante moltiplicativa il polinomio f di cui & luogo di zeri. Infatti se g(xo, 1, x2) = 0 per
ogni [x] € C allora, per il Teorema 2.3.6, f divide g e se g & irriducibile allora g = af per
qualche a € K.

DEFINIZIONE 2.4.2. Una curva algebrica piana € una combinazione lineare formale C' =
m1Cy + moCy + - - - + m,.C,. dove, per ogni indice i, C; € una curva irriducibile e m; € un
intero positivo.

- Le curve Cj si dicono le componenti irriducibili di C.

- Per ogni ¢ = 1,...,r, il numero m; viene detto la molteplicita della componente
C;.
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- I sottoinsieme Supp(C) = UC; C P? & detto il supporto della curva. Con un

leggero abuso di notazione, se C' & una curva e p € P2, scriveremo p € C per

indicare che p € Supp(C). Similmente se C, D sono due curve scriveremo C' N D
per indicare 'intersezione dei supporti Supp(C) N Supp(D).

- Se ny,...,n, sono i gradi delle componenti irriducibili C, ..., C,, allora il numero
deg(C) =nymq + - -+ + n,.m, & detto il grado di C.

- Una componente irriducibile C; si dice multipla se la sua molteplicita m,; ¢ mag-
giore di 1; la curva C si dice ridotta se non possiede componenti multiple, ovvero
se m; = 1 per ogni 1.

Se C' e D sono curve, la loro “somma” C' 4+ D & la curva che ha come componenti
irriducibili I'unione delle componenti di C' e D e come molteplicita la somma delle stesse,
dove si intende che la molteplicita di una curva irriducibile € uguale a 0 se tale curva non e
una componente. Il grado della somma e uguale alla somma dei gradi.

Nel resto del capitolo, con il termine curva intenderemo sempre una curva algebrica
piana. Le curve di grado 1,2,3,4,5 e 6 si possono anche chiamare rispettivamente rette,
coniche, cubiche, quartiche, quintiche e sestiche.

Fissato un sistema di coordinate omogenee xq, z1, T2, esiste una bigezione fra l’insieme
delle curve algebriche di grado n ed il proiettivizzato dello spazio vettoriale dei polinomi
omogenei di grado n nelle variabili xg,x1,zs. Infatti, se f ¢ un polinomio omogeneo di
grado n, allora esiste una decomposizione in fattori irriducibili f = f{™* --- fr: possiamo
quindi associare ad f la curva le cui componenti irriducibili C; = V(f;) sono i luoghi di
zeri dei polinomi f; aventi molteplicita m;. Per 'unicita della fattorizzazione, la curva C =
m1C1 + - -+ + m,.C,. risulta ben definita e la denoteremo spesso come la curva di equazione
flx)=0.

Sia data viceversa una curva C' = > m;C;; per definizione di curva irriducibile possiamo
scrivere C; = V/(f;), con f; polinomio omogeneo irriducibile per ogni i e considerare il
prodotto f = []f™*. Essendo il polinomio f; definito a meno di costante moltiplicativa,
anche f & definito a meno di costante moltiplicativa.

Si noti che in tale corrispondenza biunivoca vale la relazione Supp(C) = V(f).

Ogni coppia di curve piane V(f) e V(g) ha intersezione non vuota: se f e g hanno un
fattore comune f = hf’, g = hg', allora V(f) = V() UV (f), V(g) = V(R)UV(¢) e di
conseguenza

0#£V(h)CV(f)NV(g).
Se f e g non hanno fattori comuni, il fatto che le due curve si intersecano segue dai seguenti
due lemmi.

LEMMA 2.4.3. Siano f,g € K|z, xz1,x2] polinomi senza fattori comuni ed omogenei
di gradi a,b > 0, rispettivamente a coefficienti in un campo algebricamente chiuso. Allora
esistono due polinomi omogenei h, k € K [xg, x1, 23] di gradi (b—1)a, (a—1)b rispettivamente
tali che hf + kg é il prodotto di ab polinomi omogenei non nulli di grado 1.

DIMOSTRAZIONE. Per il caso n = 2 del Teorema 2.2.4 esistono due polinomi omogenei
h,k € Kzg, z1, 2] di gradi (b — 1)a, (a — 1)b rispettivamente tali che
0+#hf+kgeKlxg, ],
mentre per il Lemma 2.3.1 ogni polinomio omogeneo in due variabili & un prodotto di fattori

lineari. |

LEMMA 2.4.4. Sia K algebricamente chiuso. Siano f € S, e g € Sy, a,b > 0, polinomi
senza fattori comuni, allora V(f)NV(g) # 0. Pit precisamente, se & d il minimo intero per
cui esiste una relazione del tipo

(24) 0#pf—qg=lla-la
per opportuni ly,...,lg € S1, p € Sq—a, ¢ € Sa—p. Allora V(f)NV(g) NV (l;) # 0 per ogni i.

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo preliminarmente che I’enunciato del lemma ha senso in
virtl del Lemma 2.4.3 e che inoltre vale min(a, b) < d < ab. Per evidenti motivi di simmetria
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basta dimostrare che V/(f) NV (g) NV (1) # 0 e fissiamo un sistema di coordinate omogenee
X0, T1, Ty tali che 1 = x5. In linea teorica abbiamo la seguente dicotomia:

(1) i due polinomi f(xg,x1,0),g(xo,z1,0) hanno fattori comuni, oppure

(2) i due polinomi f(xo,21,0),g(zo,x1,0) sono relativamente primi.

Nel primo caso se h ¢ un polinomio omogeneo di grado positivo che divide f(zo,z1,0) e
g(xo,1,0), allora V(h) NV (I1) & non vuoto (intersezione di ipersuperfice con una retta) ed
¢ contenuto in V(f) NV (g) NV (ly).

Proviamo adesso che il secondo caso conduce ad una contraddizione e quindi va escluso
dalla lista delle possibilita. Supponiamo per assurdo che i polinomi f(zg,x1,0) e g(zo, x1,0)
non abbiano fattori comuni e siano p, ¢ come nell’enunciato.

Siccome z9 divide pf — qg si ha

p(z0,21,0) f (w0, 21,0) — q(z0,21,0)g(20,21,0) =0
e per la fattorizzazione unica in K [zg, 21, x2] esiste r € Sq_,_; tale che

(2.5) p(z0,71,0) = g(x0, 71,0)7(20, 71, 0), q(wo,71,0) = f(x0,71,0)r(0,71,0).
I due polinomi omogenei p — gr e ¢ — fr sono entrambi divisibili per zs, ossia esistono
he€Sy_q1eke Sy p_q tali che xoh =p— gr e xok = g — fr. Ma allora

Tohf —x2kg = (p—gr)f —(a— fr)g=pf —q9=z2l2- 4
da cui segue hf — kg =15 ---l4, in contraddizione con la minimalita di d. |

OSSERVAZIONE 2.4.5. Nella situazione del Lemma 2.4.4, le rette V(I;) non sono univo-
camente determinate da f, g, anche nel caso in cui I'intero d ¢ il minimo possibile.

Il caso limite & quando f, g hanno entrambi grado 1 ed al variare di (p,q) € K2 — {0} le
rette V(pf — qg) sono tutte e sole le rette passanti per il punto f(z) = g(z) = 0.

Come ulteriore esempio si considerino i polinomi di secondo grado f = zox1, g = z2(zo+
21 + x2). Allora, oltre alle ovvie scomposizioni in fattori lineari 1f + 0g = zoz1 e 0f + 1g =
xo(xo + 1 + x2) si ha:

f+g9=(z0+z2)(T1 +22).

LEMMA 2.4.6. Siano X C P? e d un intero positivo. Se per ogni punto ¢ € P? l’insieme
X ¢é contenuto nell’'unione di d rette passanti per q, allora X contiene al pit d punti distinti.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che esistano pg,...,pq € X punti distinti;
siccome il campo K ¢ infinito possiamo trovare un punto p € P? non appartenente all’unione
delle d(d + 1)/2 rette pp;, 0 < i < j < d. Dunque per ogni ¢ # j i tre punti ¢, p;, p; non
sono allineati, ogni retta per ¢ contiene al pitt un punto p; e quindi X non & contenuto in d
rette passanti per q. O

TEOREMA 2.4.7 (Bézout debole). Siano f,g9 € K|zg,x1,22] polinomi omogenei senza
fattori comuni di gradi a,b > 0. Allora Uintersezione f(x) = g(x) = 0 delle corrispondenti
ipersuperfici proiettive € non vuota e contiene al pit ab punti distinti.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gia dimostrato che V(f)NV (g) # 0. Per il lemma precedente
basta dimostrare che per ogni punto ¢ € P2, I'intersezione & contenuta nell'unione di ab rette
passanti per ¢. A meno di un cambio di coordinate omogenee possiamo supporre ¢ = [1,0, 0]
e per il Lemma 2.4.3 esistono due polinomi omogenei h, k tali che hf + kg € un polinomio
omogeneo non nullo di grado ab in x1, z2. Dunque

ab

i=1
per opportune costanti a;,b; € K e V(f) N V(g) & contenuto nell’unione delle rette di
equazione a;x1 + bjxo =0,i=1,...,ab. O

EseEmpio 2.4.8. Su K = C, per ogni n > 0 consideriamo i tre di polinomi omogenei di

grado n:
n n

Jn = H(xo —iT1), Gn = H(mz —jz1), hnp= H(ﬂfo +ixzy).
i=1

i=1 j=1
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Allora per ogni a,b > 0 lintersezione V (f,) NV (k) contiene solo il punto [0, 0, 1], mentre
V(fa) NV (gy) & formata dagli ab punti distinti [¢,1,5], i =1,...,a,j=1,...,b.

COROLLARIO 2.4.9. Sia f polinomio omogeneo di grado n e sia L C P? una retta. Se
LNV(f) contiene almeno n+ 1 punti distinti, allora l'equazione di L divide f.

DiMOSTRAZIONE. L’equazione di L €& un polinomio omogeneo ! di grado 1. Se [ non
divide f, siccome [ ¢ irriducibile, i polinomi /, f non hanno fattori comuni. Per il teorema di
Bézout 2.4.7 I'intersezione L NV (f) contiene al pitt n punti distinti. a

Possiamo accomunare e riscrivere in modo “geometrico” il Lemma 2.4.4 ed il Teore-
ma 2.4.7.

TEOREMA 2.4.10. Siano C' e D due curve algebriche di gradi a e b rispettivamente.
Allora:
(1) CND #0.
(2) Se CND contiene piu di ab punti, allora C e D hanno una componente irriducibile
m comune.

COROLLARIO 2.4.11. Due curve irriducibili distinte di gradi a,b hanno al pit ab punti
m comune.

DIMOSTRAZIONE. Immediata. O

Sia f(zo,21,72) = 0 'equazione di una curva C e sia p = [vg,v1,v2] € P2. Diremo che p
¢ un punto singolare di C' se

flvg,v1,v2) =0 e 8—(1)0,1)1,’02):0 per ogni i = 0,1, 2.
z;

Si noti che:

1) La definizione di punto singolare & una buona definizione: infatti essendo f omogeneo,
anche le sue derivate parziali sono omogenee. Inoltre se yg,y1,y2 € un diverso sistema di
coordinate e g & un’equazione di C nelle coordinate y;, allora si ha g(y) = af(x) per qualche

a € K e quindi
2

dg :azﬁaxj
§=0

0y; afj y;

2) Se il campo K ha caratteristica 0, e pilt in generale se la caratteristica del campo non
divide il grado di f, allora dalla formula di Eulero segue che un punto p e singolare per la
curva di equazione f se e solo se p annulla tutte le derivate parziali di f.

3) Se C' ¢ irriducibile di grado n e di equazione f(xz) = 0 allora, essendo K algebrica-

mente chiuso, per il Lemma 2.2.6 esiste una derivata parziale di % non nulla. Il Teorema

Teorema 2.4.10 applicato alle curve C e V(aaTi) implica che C ha al pit n(n — 1) punti
singolari.

I punti di una curva che non sono singolari si dicono lisci. Una curva singolare ¢ una
curva che contiene almeno un punto singolare. Una curva che non ha punti singolari si dice
non singolare oppure liscia.

ESEMPIO 2.4.12. Sul campo dei numeri complessi consideriamo la curva C di equazione
f(xo, 1, 22) = 23 + az$ + bz =0, a,b € C. Allora C & singolare se e solo se ab = 0. Infatti

OF g2 Of g2 O g s
g 3zg, 0rr 3axy, Oy 3bas .

Se a = 0 allora [0, 1,0] & un punto singolare, se b = 0 allora [0, 0, 1] & un punto singolare. Se
a,b # 0 allora non esistono punti di P? che annullano tutte e tre le derivate.

PROPOSIZIONE 2.4.13. Siano C4,...,C, curve algebriche (non necessariamente irridu-
cibili e/o distinte) e sia C = Cy + -+ + C,.. Allora:

n realta una curva irriducibile di grado n ha al pitt (n—1)(n—2)/2 punti singolari, ma la dimostrazione
di questo fatto richiede alcune tecniche leggermente piu sofisticate che non sono trattate in queste note, cf.
(1].
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v =z y? =a2® +2?

FIGURA 1. Due esempi di cubiche irriducibili singolari

(1) Sep e C;NC;j per qualche i # j, allora p é un punto singolare di C. In particolare
ogni curva liscia € irriducibile.
(2) SepeC; ep ¢ C; per ogni j # i, allora p é un punto singolare di C se e solo se
e un punto singolare di C;.
na curva & ridotta se e solo se possiede un numero finito di punti singolari.
3) U e ridott l jed ito di ti singolari

DIMOSTRAZIONE. Sia f; un’equazione della curva Cj, allora f = f; --- f, &€ un’equazione
per C. Se p € C;NCy, con i # j, allora f;(p) = f;(p) = 0 e per la regola di Leibniz ogni
derivata parziale di f si annulla in p; questo prova 1). Se la curva C non ¢ irriducibile, allora
si puo scrivere C' = C + C3 ed abbiamo gia dimostrato che C1 N Cy # ().

Se invece f;(p) = 0 e f;(p) # 0 per ogni j # ¢, allora la regola di Leibniz implica che,

0 af;
per ogni h = 0,1,2 vale a—f(p) =0 se e solo se ai(p) = 0, e questo prove il punto 2).
T Th
Siccome una curva C' = Cy + - -- + C,., con le C; irriducibili, ¢ ridotta se e solo se le C}

sono distinte, il punto 3) segue dai punti precedenti e dal fatto che ogni curva irriducibile
possiede un numero finito di punti singolari. O

Dunque ogni curva piana liscia & irriducibile, mentre il viceversa & falso. Ad esempio
sono irriducibili e singolari nel punto [1,0, 0] tutte le cubiche di equazione

Tors = 15 + A\wors rek.

Osserviamo che a meno di proiettivita la precedente famiglia di cubiche si riduce all’in-
sieme delle due di equazioni zgz3 = 73 e wo23 = 23 + zo23. Infattise A £0e £ € K & una
radice quadrata di A, la proiettivita

3. o4
[$0; Iy, xQ] = [£x07 g 1'1,5 xQ}
trasforma la cubica di equazione zoz3 = x3 + Azox? in quella di equazione rox3 = 23 + zoz?.

ESEMPIO 2.4.14. Al variare dei parametri p,q € K, si consideri le cubica C C P? di
equazione

2 3 2 3
Tors = T + pror1 + qry,
che nelle coordinate affini x = x1/x¢ e y = x2/x¢ diventa

y? =23 4+ px+q, pgeK.

Definiamo il suo discriminante come A = 4p® + 27¢%. Se il campo ha caratteristica
diversa da 2, allora C' ¢ singolare se e solo se A = 0.
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Per definizione i punti singolari di C' sono le soluzioni in P? del sistema di equazioni
omogeneee

wor3 = o + pager + qu}
r3 = 2pxor) + 3qx(2)

0 = 3% + pxd

2x9xe =0

Osserviamo preliminarmente che non esistono punti singolari sulla retta di equazione zy = 0.
Infatti se 29 = 0 dalla prima equazione segue 3 = 0 e dalla seconda 23 = 0, da cui
xg = x1 = z2 = 0 che non definisce alcun punto del piano proiettivo. Quindi ogni eventuale

punto singolare sara del tipo [1,z,y] con x,y € K soluzioni del sistema di equazioni

y* =2’ +pr+g

y? = 2pz + 3¢
0=322+p
2y =0

Si noti che in caratteristica 2 tale sistema ammette 1'unica soluzione x = \/p, y = /g,
mentre in caratteristica # 2 segue dall’ultima equazione che y = 0 e € K & una soluzione
del sistema

0=2a%+pr+q

0 =2pz + 3q

0=322+p
Consideriamo separatamente i due casip = 0ep # 0. Se p = 0si ha A = —27¢%, gA = (=3¢)3
e quindi A = 0 se e solo se 3¢ = 0. Il sistema di equazioni diventa

0=21"+q=3q=3z>

che ammette soluzioni se e solo se 3¢ = 0: infatti se 3¢ = 0 e & una soluzione di 23 +¢ = 0,
si ha (32%)3 = 2725 = 27¢% = 0.

3
Se p # 0, dalla seconda equazione segue x = —2—q ed il sistema si riduce a
p

274 3¢ 27¢> 9 3 9 3
8 D) q 12 +p q(27¢" + 4p°) q +4p
Esercizi.

EserciziO 14. Provare che per ogni curva algebrica C, il supporto Supp(C) & un
sottoinsieme proprio e infinito di P2.

ESERCIZIO 15. Mostrare che in caratteristica 0, per ogni intero positivo n la curva di
equazione xj + z7 + x5 = 0 ¢ liscia.

EsERCIZIO 16. In caratteristica # 2, 3, determinare per quali valori del parametro A € K
risultano singolari le cubiche di equazioni

zoxs = 1 (21 4 o) (21 + Axo), zd + 2% + 25 — 3\wowia0 = 0.

Esercizio 17. Siano Cy,...,C, curve piane di gradi ny > ng > -+ > n,. esia V =
Ci1N---NC,. Dimostrare che se V' ¢ finito, allora contiene al piu nin, punti.

ESERC1ZIO 18. Determinare e descrivere i punti singolari (su C) delle curve di equazioni

P4z —y)® —dat(x +32)2 =0, By—z—2)3=216zyz, (22 —22%y= (> - 2?)%.
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2.5. Retta tangente e punti di flesso

Sia C una curva algebrica piana di grado n ed equazione f(z) = 0 e sia L C P? una retta.
Se L & contenuta nel supporto di C, allora L & una componente irriducibile di C; se invece
L non ¢ una componente irriducibile di C, allora presi due punti distinti p = [po, p1,p2] €
q = [go, q1, g2] sulla retta L, il polinomio

F(to,t1) = f(topo + t1qo, top1 + t1q1, top2 + t1G2)

¢ non nullo ed omogeneo di grado n. Esistono dunque n punti di L, contati con molteplicita
in cui f = 0: chiaramente tali punti corrispondono all’intersezione della curva C' con la retta
L.

Se il punto p appartiene all’intersezione LNC, il calcolo della molteplicita di intersezione
di L con C' in p & molto semplice. Basta infatti calcolare la molteplicita di ¢ = 0 come radice
del polinomio (non omogeneo)

F(1,t) = f(po + tgo,p1 + tqr,p2 + tq2) .

EsempIO 2.5.1. Il punto p = [0, 0, 1] appartiene all’intersezione della cubica C' di equa-

zione f = o3 — 23 — 23 con la retta L di equazione z¢ + x; = 0. Calcoliamo la molteplicita
di intersezione di L con C in p. Siccome il punto ¢ = [1,—1,0] # p appartiene a L basta

calcolare la molteplicita in ¢t = 0 del polinomio f (¢, —t,1). Dato che f(¢,—t,1) =t la molte-
plicita & 1. Notiamo inoltre che anche ¢ € L N C e dato che f(1,—1,t) = t? la molteplicita
di intersezione in ¢ ¢ uguale a 2.

DEFINIZIONE 2.5.2. Siano L una retta, C' una curva e p € L N C. Diremo che L ¢
tangente a C nel punto p se la molteplicita di intersezione di L con C' in p & strettamente
maggiore di 1.

Diremo che L & tangente a C se lo & in qualche punto di C'N L; diremo che & trasversale
se non € tangente.

Notiamo che, se esiste una retta trasversale ad una curva C, allora C' deve essere
necessariamente ridotta.

PROPOSIZIONE 2.5.3. Siano dati una curva C' di equazione f e due punti distinti p =
[po, P1,p2] € ¢ = [q0,q1,G2], con p € C. Allora la retta L = pq ¢é tangente a C in p se e solo

se
2

of
Z%T(PO,PMPQ) - 0 .
A Z;
=0
DIiMOSTRAZIONE. La retta L e tangente a C in p se e solo se t = 0 & una radice multipla
del polinomio g(t) = f(xo + tyo, 1 +ty1, z2 +tys), cioe se e solo se ¢'(0) = 0, dove ¢’ denota
la derivata di f rispetto a t. Basta adesso applicare la regola di derivazione della funzione
composta. ([l

COROLLARIO 2.5.4. Sia p = [po, po, p1] un punto di una curva C' di equazione f:

(1) Sep é singolare, allora ogni retta per p é tangente a C in p.
(2) Sep é liscio, allora esiste unica una retta tangente a C' in p la cui equazione ¢é

2
0
Zwiaii(pOaplaPZ) =0.

=0

DiMOSTRAZIONE. Conseguenza immediata della Proposizione 2.5.3. O

ESEMPIO 2.5.5. Su campi di caratteristica # 2, I’equazione della retta tangente alla
curva di equazione 3 — 23x3 = 0 nel punto [1,1,1] & 4zg — 221 — 222 = 0.

Le precedenti considerazioni forniscono un metodo per il calcolo delle rette tangenti ad
una curva C passanti per un punto ¢ € P2. Se f(x) = 0 ¢ Pequazione di f e ¢ = [q0,q1, 2]
abbiamo visto che, dato un punto p € C, p # ¢, la retta pg ¢ tangente a C in p se e solo se
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> i fi(p) = 0. Quindi se ¢ ¢ C le rette tangenti a C' passanti per ¢ sono tutte e sole quelle
del tipo pq al variare di p tra le soluzioni del sistema di due equazioni

(2.6) flp) = Z%‘fi(?) =0.

Se invece ¢ € C' & un punto liscio, oltre a considerare le rette pg con p # ¢ che soddisfa (2.6)
bisogna ovviamente aggiungere le retta tangente a C in ¢. Infine, se ¢ € C' & singolare, ogni
retta passante per g e tangente a C.

EsEMPIO 2.5.6. Su di un campo di caratteristica # 3, calcoliamo le rette passanti per
il punto ¢ = [1,0,0] e tangenti alla cubica di equazione x + 23 + 3 = 0. Per determinare
i punti p € C tali che la retta pg e tangente a C nel punto p bisogna risolvere il sistema di
equazioni z3 + x3 + 23 = 322 = 0 che & equivalente a x¢g = x§ + 23 = 0 le cui soluzioni in P?
sono

[07_1a£]a [03_1752}7 [07_1a1]7

dove £ € una radice cubica primitiva di 1. Le tre rette passanti per ¢ e per i tre punti suddetti
sono quelle di equazioni:

T+ €1 =0, T2+&21=0, a2+27=0,.

DEFINIZIONE 2.5.7. Data una curva C ed un suo punto liscio p denoteremo con T,C
la retta tangente a C in p. Diremo che un punto liscio p € C & un flesso, o un punto di
flessione, di C' se la molteplicita di intersezione di T,C con C nel punto p & maggiore od
uguale a 3

Ad esempio, in una retta tutti i punti sono di flesso. Piu in generale se la curva C &
unione di rette allora ogni punto liscio di C' € un flesso. Per il teorema di Bezout una conica
possiede punti di flesso se e solo se € unione di rette.

Dato un polinomio omogeneo f € K|z, x1,x2], per semplicita notazionale indichiamo

_of 0P
fl_al'i, fl]_f]’L_M‘
Si definisce la matrice Hessiana di f come:
Joo  for  foz
H(z)= | fio fu fi
Jao fa1 fa2

Se f ha grado d > 2 i coefficienti di H () sono polinomi di grado d—2 ed il suo determinante
det(H (x)) ¢ un polinomio omogeneo di grado 3(d — 2).

LEMMA 2.5.8. Siano K un campo algebricamente chiuso e H € M3 3(K) una matrice
3 x 3 simmetrica. Denotando con K3 lo spazio vettoriale numerico dei vettori colonna, le
sequenti condizioni sono equivalenti:
(1) det(H) = 0;
(2) per ogni vettore non nullo v € K? tale che vI Hv = 0 esiste un vettore u € K3
linearmente indipendente da v tale che v Hv = " Hu = 0.
(3) esistono due vettori linearmente indipendenti vi,v2 C K3 tali che v} Hv; = 0 per
ogni i,j;
DIMOSTRAZIONE. 1 implica 2. Trattiamo separatamente i due casi Hv = 0 e Hv # 0.
Se Hv = 0 completiamo v ad una base vi,vs,v3 = v di K? e consideriamo il polimonio
omogeneo di secondo grado

f(t1,ta) = (t1vg + tova)T H(tvg + tavs) .

Per ipotesi il campo K & algebricamente chiuso e quindi esiste una coppia (t1,t2) non nulla
tale che f(t1,t2) = 0. Allora il vettore u = t1v1 + tavs € quello cercato.

Se Hv # 0 & sufficiente prendere u un qualsiasi vettore non nullo tale che Hu = 0.

2 implica 3. Basta provare che esiste un vettore non nullo v € K2 tale che v Hv = 0.
Questo si prova esattamente come sopra, considerando due vettori linearmente indipendenti
v1,v9 ed il polinomio omogeneo f(t1,ts) = (tyv1 + tava) T H(tyv1 + tovs).
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8 tmplica 1. Supponiamo per assurdo che H sia invertibile, allora i vettori Hvy, Hvg
sono linearmente indipendenti e la matrice A = (Hvy, Hva) € M3 2(K) ha rango massimo.
D’altra parte, il nucleo dell’applicazione lineare

AT K? -5 K?
coincide con l'insieme dei vettori v tali che T Hv, = u” Hvy = 0 e quindi contiene vy, v, in
contraddizione con il fatto che AT ha rango 2.

Notiamo che quest’ultima implicazione non richiede che il campo sia algebricamente
chiuso. D’altra parte se K = R, la coppia

1 0 0 0
H=(0 1 0], v= |0
0 0 O 1

soddisfa la condizione 1 ma non le condizioni 2 e 3. Sempre su R, la matrice identita soddisfa
la condizione 2 ma non soddisfa 3 ed 1.
O

TEOREMA 2.5.9. Sia C una curva piana di grado d ed equazione f(x) =0 e sia h(z) il
determinate della matrice Hessiana H(x) di f. Se il campo base ha caratteristica 0 oppure
ha caratteristica positiva p, con p > max(3,d), allora un punto liscio p € C' & un flesso di C
se e solo se h(p) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Il teorema ¢ banalmente verificato per le rette, non € quindi restrittivo
supporre d > 2; in tal caso le ipotesi sulla caratteristica del campo ci dicono che i numeri 2
e d — 1 sono non nulli e quindi invertibili.

Fissiamo v € K2 — {0} tale che p = [v]. Supponiamo che la matrice A = H(v) non sia
invertibile, per la formula di Eulero

0=d(d—1)f(v) =(d— 1)Zvifi(v) = Zvivjfij(v) =0T Av.

Per il Lemma 2.5.8 esiste un punto ¢ = [u] # p tale che u” Av = u” Au = 0. Proviamo che la
retta pq ¢ la retta tangente a C in p e che p & un punto di flesso, ossia che ¢ = 0 & una radice
di molteplicia > 2 del polinomio

(2.7) g(t) = f(v+tu) = thi(U)ui + g Z fiz()wu; +3(---).

Adesso basta osservare che

Z fij (i = ul Au =0
ij
e che per la formula di Eulero

1 1 7
Zfz(v)uz:mz 3 (V)vju; = d—lv Au=0.

ij

Viceversa, supponiamo che p sia un punto di flesso e che pgq sia la retta tangente a C' in
p, con p # q = [u]. Per (2.7) questo implica che

0=(d-1) Z fi(w)u; = Zfij(v)viuj =T Au, 0= Zfij(v)uiuj =ul Au,
i ij ij
e per il Lemma 2.5.8 la matrice A non & invertibile.
|

COROLLARIO 2.5.10. In un campo algebricamente chiuso di caratteristica 0 ogni curva
piana liscia di grado > 3 possiede punti di flesso.

DIMOSTRAZIONE. il determinante della matrice Hessiana definisce una curva di grado
3(d — 2) > 0 che quindi interseca C. O

COROLLARIO 2.5.11. In un campo algebricamente chiuso di caratteristica # 2 ogni curva
piana liscia di grado 3 possiede punti di flesso.
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DIMOSTRAZIONE. Per le cubiche il Teorema 2.5.9 vale su campi di caratteristica # 2 e
si ragiona come nel corollario precedente. (Il

Esercizi.

EsErcizio 19. Sul campo dei numeri complessi, si determini il numero di rette passanti
per il punto [1,1,0] e tangenti alla curva di Fermat «f + 27 + x5 = 0.

EsErciz1o 20. Provare che in caratteristica positiva esistono curve irriducibili C' e punti
q € C tali che ogni retta passante per ¢ & tangente a C'.

2.6. Le coniche

In questa sezione assumeremo, salvo avviso contrario, che K sia un campo algebricamente
chiuso di caratteristica diversa da 2.

Una conica € una curva algebrica piana di grado 2. Due coniche si dicono proiettivamente
equivalenti se esiste una proiettivitd di P? che trasforma I'una nell’altra. Una conica non
irriducibile ¢ unione di due rette che possono essere distinte o coincidenti. Chiameremo
rango di una conica di equazione f(xg,x1,22) = 0, il il rango della matrice Hessiana

Joo o1 foz O f
H=| fio fuu fiz | € M33(K), fij = Oz Ors
foo far fo2 ot

Il rango di una conica non dipende dalla scelta del sistema di coordinate omogenee.

TEOREMA 2.6.1. Due coniche sono proiettivamente equivalenti se e solo se hanno lo
stesso rango. In particolare ogni conica é proiettivamente equivalente ad una delle sequenti:
(1) 23 = 0, retta doppia.
(2) xox1 = 0, rette incidenti.
(3) zoxe = 2, conica liscia.

DIMOSTRAZIONE. Sia C' una conica di equazione f(xg,21,x2) e matrice Hessiana H.
Dato un punto p = [vg, v1,v2] = [v] € P? per la formula di Eulero vale

vTH = (fo(v), fiv), f2(v)),  2f(v) = v Ho,
e quindi p & un punto singolare di C se e solo se v/ H = (Hv)T = 0.

Se il rango di H e 1, allora esiste una retta L composta di punti singolari di C' e quindi
deve necessariamente essere C' = 2L. Se il rango ¢ 2, allora esiste un unico punto singolare
p = [v]: proviamo che C' & unione di rette passanti per p, per ragioni di grado tali rette
dovranno essere esattamente due. Se ¢ = [y] € C, allora per ogni a,b € K vale

2f(av +by) = (av + by)T H(av + by) = by Hy = 0.

Infine se il rango € 3 la conica ¢ liscia; siano p, ¢ e r tre punti distinti di C' e denotiamo con
o =T,CNT,C il punto di intersezione delle rette tangenti a C' nei punti p e g rispettivamente.
La quaterna p, ¢,r, 0 & un sistema di riferimento di P?, possiamo quindi supporre a meno di
proiettivita che

p:[]‘70’0]7 q:[070’]‘]7 T:[]‘71’]‘]7 0:[071’0]'

Dalla condizione p, q € C si deduce che foo = f22 = 0. Le equazioni di T,C' = op e T,C = 0oq
sono rispettivamente xo = 0 e xg = 0; si deduce quindi che fy; = fi2 = 0 esi ha f =
argre — bz?. La condizione r € C' impone infine che a = b. O

La dimostrazione appena terminata ¢ costruttiva e fornisce un metodo effettivo per il
calcolo della proiettivita che trasforma una conica nella sua forma canonica. Tale calcolo
richiede la soluzione di una equazione di secondo grado ed alcuni sistemi di equazioni lineari.

COROLLARIO 2.6.2. Siano p,q,r tre punti distinti di una conica irriducibile C'. Allora
esiste un sistema di coordinate omogenee xg,x1, T tale che p = [1,0,0], ¢ = [0,0,1], r =
[1,1,1] e lequazione di C ¢ woxe = 23.

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che, nella dimostrazione del Teorema 2.6.1, la scelta
dei punti p,q e r & arbitraria. O
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TEOREMA 2.6.3 (Steiner, 1832). Siano p e g due punti di una conica liscia C e denotiamo
con F, e Fy, i fasci di rette passanti per p e q rispettivamente. Allora Uapplicazione F, — F,
definita da F, > L — G5, dove s é il punto di intersezione di L con C diverso da p, é una
proiettivita.

DiMOSTRAZIONE. Per il Corollario 2.6.2 possiamo supporre che C' sia la conica di equa-
zione xory = o3 e che p = [1,0,0], ¢ = [0,0, 1].

Si consideri adesso I’applicazione v: P! — C descritta in coordinate omogenee da v([to, t1]) =
[t3,tot1,t3]; si vede facilmente che v & biiettiva.

Dato un punto [a,b] € P!, la retta di P? di equazione br; — axy interseca C' nei punti
p = [1,0,0] e v([a,b]) = [a?, ab,b?], mentre la retta di equazione ax; — bxo interseca C nei
punti ¢ = [0,0,1] e v([a, b]) = [a?, ab, b?].

L’applicazione [a,b] — ax; — bxy & una proiettivitd tra P! ed il fascio di rette passanti
per p; similmente Papplicazione [a,b] — ax; — bzo & una proiettivitd tra P! ed il fascio di
rette passanti per il punto g = [0, 0, 1]. L’applicazione descritta nel teorema ¢ la composizione
della seconda proiettivita con I'inversa della prima. O

Il Teorema di Steiner 2.6.3 permette di definire sulla conica liscia C' una struttura di
retta proiettiva mediante ’applicazione v introdotta nella dimostrazione. In particolare &
ben definito il birapporto di una quaterna ordinata di punti su C': basta fissare un punto
p € C e considerare il birapporto delle 4 rette passanti per p ed i punti della quaterna.

Esercizi.
EsErcizio 21. Provare che il Corollario 2.6.2 € vero anche in caratteristica 2.
EsERrciIz1O 22. Trovare le componenti irriducibili della conica di equazione

ng + S5xox1 + 22072 + 23:% + x129 — x% =0.

2.7. Sistemi lineari

Abbiamo gia osservato che le curve piane di grado n sono in corrispondenza biunivoca
con il proiettivizzato P(S,,) dello spazio vettoriale S,, C K[xg, z1, z2] dei polinomi omogenei
di grado n. Abbiamo gia visto che S;, ha dimensione (";2) e quindi, prendendo i monomi
come base canonica di S, si ottiene un isomorfismo di spazi proiettivi

n+2>1n(n+3)'

NN —
P(S,) ~PN, N (2 5

Alla curva di equazione ) al-jk:ré:cjlx’; = 0 corrisponde il punto di PV di coordinate

omogenee [a;jg]-

ijk

DEFINIZIONE 2.7.1. Un sottospazio proiettivo di P(S,,) si dice un sistema lineare di
curve di grado n. Lo stesso spazio P(S,,) & un sistema lineare che viene detto completo.

Se Dy, ..., D, sono curve di grado n denotiamo con (Dy,...,D,) C P(S,) il sistema
lineare da esse generato: se f; € S, € 'equazione di D;, allora le curve del sistema lineare
(Dy, ..., D,) sono esattamente quelle di equazione

aofo(x) + - +arfr(x) =0
dove ay, ..., a, € K sono coefficienti tali che il polinomio agfy + - - - + a, f, sia non nullo.

Se V & un sistema lineare, indicheremo con dimV la sua dimensione. Ad esempio se
Dy, Dy sono curve distinte, allora dim(Dy) = dim(D;) = 0, dim(Dg, D1) = 1: un sistema
lineare di dimensione 1 si dice un fascio od anche pennello? o schiera.

’In inglese pencil, in francese pinceau.
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ESEMPIO 2.7.2. Se V C P(S,,) ¢ un sistema lineare di curve di grado n e C' & una curva
di grado m, allora I'insieme

W={C+D|DeV}CP(Sninm)

¢ un sistema lineare della stessa dimensione di V. Infattise V. =P(H)con H C S, e F € Sy,
¢ una equazione di C, allora W = P(K), dove K ¢& l'immagine dell’applicazione lineare
iniettiva

Sn = Sntm, G~ FG.

Sia V un sistema lineare di curve, un punto p € P? si dice un punto base di V se per
ogni curva D € V vale p € D. Se V & un sistema lineare di dimensione r e fy, ..., f, sono
equazioni di un insieme di curve indipendenti di V, allora le curve di V' sono tutte e sole
quelle di equazione Y A;f; e quindi i punti base di V' sono quelli determinati dal sistema di
equazioni

fole)=-+-= fr(x) =0.

L’equazione di un iperpiano in P(S,) si dice una condizione lineare sulle curve di

grado n.

ESEMPIO 2.7.3. Sia p € P? un punto fissato. La relazione p € D, con D curva di grado
n, viene detta condizione di passaggio per p su P(S,). Essa impone una condizione
lineare sul sistema lineare completo: infatti se p = [vg, v1,v2], allora una curva di equazione
Zaijkxém{xlg contiene p se e solo se vale Zaijkvév{vé = 0 e quest’ultima condizione &
esattamente 1’equazione, nelle coordinate omogenee {a;;1 }, di un iperpiano in P(S,).

Piu in generale, sia P una proprieta definita sulle curve di grado n e V' C P(S,,) un
sistema lineare; diremo che P impone r condizioni lineari su V' se I'insieme delle D € V' che
soddisfano P & un sottospazio proiettivo di V' di codimensione r. Ad esempio la condizione
di passaggio per un punto p (il termine passaggio nasce dal fatto di pensare intuitivamente
un sistema lineare come una curva che si muove in P?) induce una condizione lineare su un
sistema V se e solo se p non € un punto base di V.

LEMMA 2.7.4. Sia V un sistema lineare di curve e siano p,...,ps punti di P2. Allora
il passaggio per p1,...,ps induce r condizioni lineari su' V', con 0 < r <s.
In altri termini, Uinsieme W delle curve D € V tali che p1,...,ps € D é un sistema

lineare di dimensione dimW > dimV — s.

DIMOSTRAZIONE. Sia n il grado delle curve del sistema lineare V. Abbiamo visto che
per ogni i =1,...,s linsieme W; = {D € P(S,,) | p; € D} & un iperpiano e quindi

W=vVnWwn---NnWw;

€ un sottospazio proiettivo. La formula dimW > dimV — s segue immediatamente dalla

formula di Grassmann. O
DEFINIZIONE 2.7.5. Diremo che un insieme di punti pq,...,ps induce condizioni di
passaggio indipendenti su un sistema lineare V di curve se il passaggio per pi,...,Ds

induce s condizioni lineari su V.

Ricordiamo che l'insieme vuoto, quando considerato come spazio proiettivo, ossia @) =
P(0) ha dimensione —1. Per il Lemma 2.7.4, affinché s punti inducano condizioni di passaggio
indipendenti su un sistema lineare V' & necessario che s < dimV + 1.

LEMMA 2.7.6. Sia V un sistema lineare di curve e siano pi,...,ps punti di P2. Allora
P1,- .-, Ps inducono condizioni di passaggio indipendenti su'V se e solo se per ognii =1,...,s
esiste una curva D; € V tale che

p; € D, p; €D; perognij <i.
DIMOSTRAZIONE. Sia n il grado delle curve del sistema lineare V e per ognii =1,...,s

consideriamo l'iperpiano W; = {D € P(S,,) | p; € D}. Per la formula di Grassmann si ha che
dim(VNnWin.---NWs) =dimV — s se e solo se per ogni indice i = 1,..., s vale

Vawin---nW; ZVAWin--- N W,
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Glielementidi VNnWin---NW;,_1 —VnNnW;nN---NW,; sono esattamente le curve D del

sistema lineare tali che p; € D; e p; € D; per ogni j < i. (Il
E utile osservare che se p1, - -.,Ps inducono condizioni di passaggio indipendenti su V' lo
stesso vale per ogni sottoinsieme di pq, ..., ps.

Una conseguenza immediata del Lemma 2.7.6 & il seguente corollario, che sebbene piu
debole ha il vantaggio di essere invariante per permutazione dei punti.

COROLLARIO 2.7.7. Sia V un sistema lineare di curve e siano pi,...,ps punti di P2,
Allora p1,...,ps inducono condizioni di passaggio indipendenti su 'V se e solo se per ogni
i=1,...,s esiste una curva D; € V tale che

P & D, pj € Dy perognij #i.

Esempio 2.7.8. Un punto p induce una condizione di passaggio indipendente, ossia
non nulla, su un sistema lineare se e solo se p non ¢ un punto base del sistema lineare. In
particolare se V & un fascio di curve e p non € un punto base, allora esiste ed & unica una
curva C' € V tale che p € C.

EsemMPIO 2.7.9. Tre punti inducono condizioni indipendenti sulle rette, ossia sul sistema
lineare completo delle curve di grado 1, se e solo se non sono allineati.

EsEMPIO 2.7.10. Se k < n+ 1 allora k£ punti distinti inducono condizioni di passaggio
indipendenti sul sistema lineare completo delle curve di grado n. Per dimostrare questo fatto
non & restrittivo supporre k = n+1; siano pg, . . ., pn € P? punti distinti e scegliamo un punto
¢ non appartenente all’unione delle rette p;p;. Allora le curve D; = > i ADj soddisfano le
condizioni del Lemma 2.7.6.

EsEmpIO 2.7.11. Quattro punti distinti inducono condizioni di passaggio indipendenti
sulle coniche, ossia sul sistema lineare completo delle curve di grado 2, se e solo se non sono
allineati.

Ricordiamo che il sistema lineare completo delle coniche ha dimensione 5. Se i quattro
punti appartengono ad una retta L, le coniche del tipo L + M, con M retta, formano un
sistema lineare di dimensione 2 che passa per i quattro punti, i quali pertanto non inducono
condizioni di passaggio indipendenti.

Viceversa, dati 4 punti non allineati, per ciascuno di essi, chiamiamolo p, esiste una
conica C' che non contiene p e contiene gli altri tre, che chiameremo r,s,t. Infatti p puo
appartenere al massimo ad una delle tre rette 7s, st, rt. Se, per fissare le idee, p € 75 U st,
allora C' = 75 + st ¢ la conica cercata.

Esempio 2.7.12. Cinque punti distinti inducono condizioni di passaggio indipendenti
sulle coniche se e solo se non ve ne sono quattro allineati.

Abbiamo gia visto che 4 punti allineati inducono condizioni dipendenti sulle coniche; a
maggior ragione 5 punti di cui 4 allineati inducono condizioni di passaggio dipendenti.

Viceversa se 5 punti inducono condizioni dipendenti, esistono almeno due coniche distinte
C1,C5 che li contengono. Per Bézout le due coniche devono avere una retta L in comune,
ossia C1 = L+ My e Co = L+ Ms con My, M rette distinte. Siccome M7, My hanno un solo
punto in comune, almeno 4 dei 5 punti devono appartenere alla retta L.

EsEMPIO 2.7.13. Siano dati 8 punti distinti py, ..., ps contenuti nell’'unione di tre rette
L1, Lo, L3 e tali che ciascune retta L; contenga al piu 3 punti p;. Allora p,...,ps inducono
condizioni di passaggio indipendenti sulle cubiche.

Per simmetria basta dimostrare che esiste una cubica C' che contiene po, ..., pg ma non
contiene p;. Osserviamo che p; € LiNLyN L3, altrimenti ciascuna retta L; potrebbe contenere
al pit due dei rimanenti punti pe,...,ps e quindi i punti sarebbero al massimo 7.

Dunque, a meno di permutazioni degli indici delle rette si ha uno dei seguenti due casi:

(1) p1 € L1 ﬁLQ, P1 g L3;
(2) pr € L1, p1 € L2 U L3.
Nel primo caso 'unione L1 U Ly contiene esattamente 5 punti p; e la retta Lg i rimanenti
3; nel secondo caso 'unione Ly U L3 contiene almeno 5 punti p; ed a meno di scambiare Lo
con L3 si ha che L3 contiene 3 punti p;.
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A meno di permutazioni degli indici possiamo quindi supporre che p; € L3 e pg, p7,ps €
Ls.

Ma adesso tra i 5 punti py,...,ps non ve ne sono 4 allineati e per ’esempio precedente
esiste una conica () tale che p; & @ e ps,...,ps € Q). Basta allora considerare la cubica
C=1L3;+Q.

Prima di proseguire con lo studio dell’indipendenza delle condizioni di passaggio vediamo
alcune interessanti applicazioni dei sistemi lineari.

TEOREMA 2.7.14 (Gergonne, 1827). Siano C' e D due curve piane di grado n che si
intersecano in esattamente n? punti distinti. Se nm di questi punti appartengono ad una
curva E di grado m < n, allora i restanti n(n —m) punti appartengono ad una curva H di
grado n —m.

DIMOSTRAZIONE. Siano pi,...,p,2 1 punti di intersezione di C e D, dal teorema di
Bézout segue che necessariamente C, D, E sono curve ridotte.

Infatti C' e D non hanno componenti in comune e se C = > a;C; con le C; irriducibili,
allora CND =U;C; N D,

n? = n(z a;deg(C;)) =1CND| < Z |C;ND| < aneg(ci)

e questo prova che a; = 1 per ogni i, ossia che C' & ridotta. Per simmetria anche D & una
curva ridotta.

Per mostrare che anche E & ridotta, scriviamo E = Y a;E;; allora con E; irriducibile
per ogni i. Siccome C, D non hanno componenti in comune si ha Fy ¢ C oppure Fy ¢ D;
supponiamo per fissare le idee che Fy ¢ C, allora

|E1 ncnN D| S |E1 N C‘ S ndeg(El).
Similmente |E; N C N D| < ndeg(E;) per ogni i e quindi
nm=|ENCND| <Y |[E;NCND| <Y ndeg(Ei) <> na;deg(E;) = nm.

Dunque ), ndeg(E;) = >, na;deg(E;) da cui segue a; = 1 per ogni 4; dalla condizione
|[ENCND|=73,|E;NCND|segue che |[E; N E; NCND| =0 per ogni i # j. Infine, dalla
condizione |E; N C' N D| < ndeg(FE;) segue che E; N C N D contiene esattamente n deg(E;)
punti.

Siano Cy, con t € P!, le curve del fascio V generato da C' e D; notiamo che i punti base
del fascio generato da C, D sono esattamente CND. Sia E = Fy+---+ E, la decomposizione
in componenti irriducibili e denotiamo con m; il grado di F;. Siccome E; N DN D C E; NC,y
per ogni ¢, dal teorema di Bezout segue che per ogni ¢ € P! vale una, ed una soltanto delle
seguenti alternative:

(1) E,NCy=FE;NCND;
(2) E; & una componente di Cy.

Perognii = 1,...,m, sia ¢; € E;—(CND) un punto fissato, allora esiste un unico ¢; € P*
tale che g; € Cy,; quindi E; & una componente di C,. Osserviamo che se ¢ = ¢; = q; € E;NEj,
con i # j, allora ¢ non appartiene ai punti base di V, ragionando come sopra ne segue che
t; = t; =t per ogni 4, j. Dunque E ¢ contenuta in una curva C; del fascio, basta quindi
prendere H = C; — E. O

COROLLARIO 2.7.15. (Teorema di Pappo-Pascal, III sec d.C.-1640) Le coppie di lati
opposti di un esagono inscritto in una conica ridotta si intersecano in punti allineati.

DIMOSTRAZIONE. (Pliicker, 1828) Siano L, Lo, ..., Lg 1 lati successivi di un esagono
inscritto in una conica E. In virtu del teorema di Gergonne 2.7.14, basta osservare che le
due cubiche C' = L1 + L3+ Ls e D = Lo + L4y + Lg si intersecano in 9 punti e 6 di questi
appartengono a FE. O

E facile dimostrare che ogni fascio di coniche contiene almeno una conica riducibile.
Infatti siano C4,Cs coniche di equazioni fi, fo e matrici Hessiane H;, Hy rispettivamente.
Sappiamo che la conica di equazione afy + bf; € riducibile se e solo se (a,b) ¢ una radice
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DPe

b1 D2

D3

Y2

FiGurA 2. Il teorema di Pascal

del polinomio omogeneo p(t1,ts) = det(t; Hy + toHz). Se vogliamo determinare i punti di
intersezione di due coniche C7,Cy si puo procedere nel modo seguente.

Se C5 & riducibile, si determinano le sue componenti (sono due rette) e per ciascuna di
esse si calcola U'intersezione con Cf: il procedimento richiede la soluzione di alcune equazioni
di secondo grado. Se invece C5 ¢ irriducibile si determina (risolvendo un’equazione di terzo
grado) una conica riducibile Cy # Cy appartenente al fascio generato da Cy e Cy e quindi
ricondursi al caso precedente osservando che C; N Cy = Cy N Cs.

LEMMA 2.7.16. Sia X un insieme finito con 2d elementi e sia ~ una relazione di equi-
valenza su X tale che ciascuna classe di equivalenza contenga al piv d elementi. Allora
possiamo scrivere X = {ay,b1,...,aq,bq} con a; £ b; per ogni i =1,...,d.

DIMOSTRAZIONE. Induzione su d, essendo il risultato evidente per d = 1. Sia dunque
d > 1 e scriviamo X come unione disgiunta delle sue classi di equivalenza, ordinate per
cardinalita decrescente.

X=5USU---, dZ‘Sl|Z|SQ|Z

Siccome S, S2 non sono vuote e d—1 > |S3| possiamo scegliere a1 € S1, by € Sy ed applicare
l'ipotesi induttiva all’insieme Y = X — {a1,b1 }. O

LEMMA 2.7.17. Siano n > 0, V =P(S,,) il sistema lineare completo delle curve di grado
n ek < 2n+1 un intero. Allora k punti distinti di P? inducono condizioni di passaggio
indipendenti su V' se e solo se non ve nme sono n + 2 allineati. In particolare, n + 2 punti
distinti inducono condizioni di passaggio indipendenti su V' se e solo se non sono allineati.

DiMOSTRAZIONE. Consideriamo k punti distinti py, . .., pi € supponiamo che ne esistano
n+2 contenuti in una retta L: supponiamo per fissare le idee che p1,...,pp42 € L, allora per
Bezout ogni curva di grado n che contiene p1, ..., p,+1 contiene L e di conseguenza contiene
anche p,4s.

Supponiamo adesso che in un insieme S C P? di k punti non ne esistano n + 2 allineati:
vogliamo dimostrare che per ogni s € S esiste una curva C di grado n che contiene S — {s}
ma non contiene s. A meno di aggiungere ad S un numero opportuno di punti in posizione
generica non e restrittivo supporre k = 2n + 1.

Considerando su S — {s} la relazione di equivalenza p ~ ¢ se e solo se i punti s, p, ¢ sono
allineati, abbiamo una partizione in classi di equivalenza

S—{S}:Sll_[SgH---HSh.

Per ipotesi ciascuna classe di equivalenza contiene al massimo n punti, quindi h > 2 e per il
Lemma 2.7.16 possiamo ordinare i punti S — {s} = {p1,...,p2,} in modo tale che ps; non
sia equivalente a po;—1 per ogni i =1,...,n. (vedi Esercizio).
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Ma allora l'unione delle n rette C' = p1pz + - - - + Dan—1P2n € una curva di grado n con
le proprieta richieste. (Il

Il passo successivo al Lemma 2.7.17, ossia determinare sotto quali condizioni 2n + 2
punti distinti inducono condizioni indipendenti sulle curve di grado n, inizia ad essere
geometricamente non banale e precursore di importanti teoremi.

Senza entrare in dettaglio, se studiamo le condizioni di passaggio delle coniche per 6
punti distinti, osserviamo che il teorema di Steiner 2.6.3 puo essere interpretato come una
condizione necessaria e sufficiente sulle sestuple di punti distinti affinché siano contenute in
una conica.

Anche il caso delle condizioni imposte da 8 punti sulle cubiche rimane tutto sommato
abbordabile.

LEMMA 2.7.18. Otto punti distinti p1,...,ps inducono condizioni indipendenti sulle
cubiche piane se e solo se non sono contenuti in una conica e non ve ne sono 5 allineats.

DiMOSTRAZIONE. Dire che pq, ..., ps inducono condizioni indipendenti vuol dire che le
cubiche passanti per tali punti sono un sistema lineare di dimensione 1. Questo esclude imme-
diatamente che gli 8 punti possano appartenere ad una conica @, altrimenti tutte le cubiche
del tipo Q+ L, con L retta, passano per p1, ..., ps € formano un sistema lineare di dimensione
2. Che non vi possano essere 5 punti allineati ¢ stato dimostrato nel Lemma 2.7.17.

Viceversa, supponiamo gli p1, ..., ps non contenuti in una conica e che non ve ne sono 5
allineati: bisogna dimostrare che esiste una cubica che contiene pq, ..., p; ma non pg.

Per ogni ¢ = 1,...,7 indichiamo con [; il numero dei punti py,...,p7 che appartengono
alla retta p;ps. Per ipotesi ciascun /; € minore od uguale a 3 e quindi I'insieme delle rette p;ps,
1=1,...,7 contiene almeno tre elementi. A meno di di permutazioni sull’insieme p1, ..., pr
possiamo supporre che pips, PaPs € P3Ps sia una terna di rette distinte che massimizza la
somma [y + I3 + 3. In particolare:

(1) le rette pipa, PiP3 € P2P3 non contengono ps;

(2) per ogni i =4,...,7 se p; non appartiene a p1pg U P2ps U P3ps, allora la retta p;pg
non contiene alcun punto del tipo p; con j # i, 8.

Se i punti py, ps, ps, p7 appartengono ad una retta L, la cubica L + p1ps + p1p3 contiene
P1,...,P7 IMa NonN psg.

Se p4, ps, Pe, P7 non sono allineati, per ogni ¢ = 1,2, 3 sia J; una conica passante per i
cinque punti p;, pg, ps, Pe, p7 € mostriamo che 'ipotesi pg € Q1 N Q2 N Q3 conduce ad una
contraddizione. Se )1 = @ = @3 allora gli 8 punti sarebbero contenuti in una conica;
se invece i punti p4, ps, ps, P7, Ps sono contenuti in due coniche distinte allora 4 di essi sono
contenuti in una retta M. Dato che i punti p4, ps, pg, pr non sono allineati la retta M contiene
ps e tre dei 4 punti py, ps, pg, p7. Siccome abbiamo ordinato i punti in modo tale cha la somma
ly + I3 + I3 sia massima deve necessariamente essere M = pp,ps per qualche h = 1,2, 3, ma
questo implicherebbe che in py,, p4, Ps, Ps, P7, Pg Vi sono 5 punti allineati.

Quindi pg non appartiene ad almeno una delle tre coniche @1, @2, Q3: se per fissare le
idee pg & @1, allora la cubica @)1 + ps3, p3 contiene p1, ..., p7 ma non psg. |

Esercizi.

Esercizio 23. Provare il risultato dell’Esempio 2.7.13 come conseguenza del Lem-
ma 2.7.18.

ESERCIZIO 24. Sia dato un fascio di coniche generato da due rette doppie. Provare che
ogni conica di tal fascio e singolare.

Esercizio 25. Calcolare i punti di intersezione delle coniche di equazioni
x?)—i—x%—i—x%:O, 23 + 23 — xowy — T2 = 0.
2.8. Curve ellittiche

Continuiamo con la convenzione che K sia un campo algebricamente chiuso di caratte-
ristica 0.
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FIGURA 3. Tre esempi di cubiche lisce.

Le curve piane di grado 3 sono dette cubiche piane. Siccome 3 = 2+ 1 = 1 + 2 sono
gli unici modi in cui possiamo scrivere 3 come somma di due interi positivi, una cubica
e riducibile se e solo se contiene una retta. Ogni cubica riducibile & singolare mentre, a
differenza di quanto accade per le coniche, esistono cubiche singolari irriducibili.

Abbiamo visto che ogni cubica liscia possiede punti di flesso: & possibile dimostrare che
esistono esattamente 9 punti di flesso distinti, ma la dimostrazione di questo fatto va oltre
gli obiettivi di questo capitolo.

Se C' e una cubica liscia ed e € C € un suo punto di flesso, allora la retta tangente a
C' in e non interseca C al di fuori di e. Infatti tale retta interseca C' in esattamente 3 punti
contati con molteplicita e, per definizione di flesso, la molteplicita di intersezione nel punto
e € almeno 3.

Chiameremo (provvisoriamente) curva ellittica una coppia (C,e) dove C' & una cubica
liscia ed e € C' ¢ un punto di flesso. Data una curva ellittica (C,e) possiamo definire due
operazioni

CxCce — oxcSa,
nel modo seguente:

(1) @b = terzo punto di intersezione, oltre a e b, della retta ab con la cubica C, con

la convenzione che se a = b per retta ab si intende la tangente a C nel punto a = b.
(2) a+b=(axb)*e.

e
C :coacg :x‘z’—4a:(2)x1 —‘,—53@3
a+b 62[0,0,1]
axb
b
C

E chiaro dalla definizione che a *b = b * a,a+b=>b+aeax(axb)=>b per ogni coppia
a,b € C, e poiche e & un flesso si ha e x e = e. Inoltre per ogni punto a € C vale

at+e=ex(exa)=a, a+(axe)=ex*x(ax(axe)) =exe=e.

TEOREMA 2.8.1. Sia (C,e) una curva ellittica. Allora l'operazione binaria + induce su
C una struttura di gruppo abeliano su C con elemento neutro e ed inverso —a = a * e.
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\,

FIGURA 4. Legge associativa sulla cubica C, e cioé p = (a+b)+c = a+(b+c).
Nelle notazioni della dimostrazione le tre rette blu sono la cubica B, le due
rette rosse sono la conica @) e la retta L ¢ disegnata in verde. L’elemento
neutro ¢ il punto all’infinito corrispondente alla direzione verticale.

DIMOSTRAZIONE. Tra i vari assiomi di gruppo rimane solo da verificare la proprieta
associativa della somma a + (b + ¢) = (a + b) + ¢. La dimostrazione completa di questo
fatto richiede strumenti non ancora sviluppati. Tuttavia, possiamo utilizzare il teorema di
Gergonne per dare una dimostrazione per triple a, b, ¢ in posizione generica e piu precisamente
sotto 'ipotesi aggiuntiva che i 9 = 3 x 3 punti della tabella

a b+c (a+b)*c
(2.8) b bxc c
axb e a+b

siano tutti distinti (Figura 4).

Dalla definizione delle operazioni * e + segue che ciascuna colonna della Tabella (2.8) &
formata da tre punti allineati e quindi i nove punti coincidono con 'intersezione di C' con una
cubica B unione di tre rette. Similmente la seconda e terza riga della tabella sono formate
da terne allineate di punti; in particolare i 6 punti delle ultime due righe coincidono con
I'intersezione di C' con una conica ) unione di due rette.

Per il teorema di Gergonne 2.7.14 i tre punti della prima riga appartengono ad una
retta L, ossia i tre punti a, b+ ¢ e (a + b) * ¢ sono allineati, e questo & possible se e solo se
(a+b)*xc=ax*(b+c). Quindi

(a+b)+c=ex((a+b)*xc)=cx(ax(b+c))=a+ (b+c).
O
Osserviamo che un punto a in una curva ellittica (C,e) & un punto di flesso se e solo se

a*a = a, o equivalentemente se e solo se 3a = a + a + a = e. L’equivalenza tra flessi e punti
a tali che a x a = a segue immediatamente dalle definizioni. Se a * a = a, allora

20 =a+a=ex(a*xa)=exa, 3a=a+2a=cx(ax(exa)=exe=c.
Viceversa, se 3a = e allora e (a xa) = 2a = —a =e*a e quindi a = a * a.
Analogamente si osserva che tre punti a, b, ¢ € C sono allineati se e solo se a +b+c = e:
la condizione a + b+ ¢ = e & equivalente a dire che e x (a xb) = a+ b= —c = e * ¢ che a sua

volta equivale a dire che a x b = c.

COROLLARIO 2.8.2. Dati due punti di flesso distinti a,b € C, il terzo punto c¢ di
intersezione di C' con la retta ab é ancora un flesso.
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FIGURA 5. La distanza tra il punto a e la retta bc ¢ strettamente minore della
distanza del punto ¢ dalla retta L.

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo un flesso e € C (non necessariamente uguale ad a o b),
abbiamo visto che rispetto alla struttura di gruppo sulla curva ellittica (C, e) si ha a+b+c = e,
ossia ¢ = —a — b. Allora 3¢ = —3a — 3b = —e — e = ¢ e quindi anche ¢ & un flesso. g

EsEmMPIO 2.8.3. Sia £ € K = C una radice cubica primitiva di 1, ossia una radice del
polinomio &2 + £ + 1. Allora i flessi della cubica di Fermat 3 + 23 + 23 sono le intersezioni
con la Hessiana 63z2125 = 0 e sono rappresentati nella tabella

[07_171] [0,175] [03_1,52]
[_1307 1] [_1a07£2] [_17076]
[_1’1’0] [_17570] [_17€2a0]

Senza usare il precedente corollario si verifica direttamente e facilmente che dati due punti
della tabella ne esiste un terzo allineato.

Nel precedente esempio i flessi a coordinate reali sono esattamente i tre della prima
colonna. Pilu in generale ogni cubica liscia complessa puo avere al massimo tre flessi reali,
come segue immediatamente dal Corollario 2.8.2 e dal seguente classico risultato di geometria
proiettiva reale.

TEOREMA 2.8.4. Sia S C Py un insieme finito di punti che soddisfa la sequente pro-
prieta:
e per ogni coppia di punti distinti p,q € S esiste un punto r € S, diverso da p,q e
appartenente alla retta pq. Equivalentemente, se ogni retta di Py interseca S in un
sottoinsieme di cardinalita diversa da 2.

Allora i punti di S sono tutti allineats.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che esistano tre punti p, ¢, € S non allineati
e sia H C Py il piano che li contiene. A meno di sostituire Py con H e S con SN H non e
restrittivo supporre n = 2. Infine, prendendo come retta all’infinito una qualsiasi retta che
non interseca S possiamo ridurci al casi in cui S C R? & un sottoinsieme finito che soddisfa
la proprieta (P). Abbiamo supposto per assurdo che I'insieme T formato dalle terne ordinate
(p,q,7) € S di punti non allineati sia non vuoto. Scegliamo un elemento (u, v, c) € T tale che
la distanza di ¢ dalla retta . = uv sia la minore possibile. Detta M la retta perpendicolare ad
L passante per ¢, la distanza di ¢ da L & uguale alla distanza di ¢ dal punto o di intersezione
di L con M. Il punto o divide la retta L in due semirette, ed L contiene almeno tre punti
di S. Possiamo quindi trovare a # b € S N L tali che a & contenuto nel segmento di estremi
0,b. Ma allora la distanza di a dalla retta cb & strettamente minore della distanza tra o e ¢
(Figura 5), in contraddizione con le ipotesi. O
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