Istituzioni di geometria superiore

Marco Manetti

Versione preliminare ed incompleta del 29 novembre 2024



SOMMARIO. Versione incompleta e preliminare del 29 novembre 2024, ad uso esclusivo del
corso di Istituizioni di Geometria Superiore 2024—25, corso di Laurea Magistrale in Matematica,
Sapienza Universita di Roma.

Tratteremo i preliminari algebrici e topologici un po’ alla volta, poco prima del loro effettivo
utilizzo.
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collegare ed armonizzare svariate nozioni matematiche sparse in letteratura, a volte in bella
mostra, a volte in reconditi anfratti, utili allo studio della geometria e, si spera, di autonomo
interesse.

Se ne consiglia la lettura a un pubblico matematicamente adulto e maturo, in grado di
comprendere gli argomenti proposti senza tormentare I’autore con domande banali o sfasate, e
superare le difficolta senza inciampare in granelli di sabbia.

L’autore declina ogni responsabilita in merito a eventuali interpretazioni erronee dei contenuti
e si dissocia, sin d’ora, da qualsiasi tipo di atti illeciti e millanterie possano da esse derivare.

aem (Questo lavoro e rilasciato sotto la licenza Creative Commons Attribuzione - Non
commerciale - Condividi allo stesso modo 4.0 Internazionale (CC BY-NC-SA 4.0).
Ognuno e libero:

e Condividere, riprodurre, distribuire, comunicare al pubblico, esporre in pubblico, rap-
presentare, eseguire e recitare questo materiale con qualsiasi mezzo e formato.
e di creare opere derivate.

Alle seguenti condizioni:

Attribuzione: Di riconoscere il contributo dell’autore originario. In occasione di ogni
atto di riutilizzazione o distribuzione, bisogna chiarire agli altri i termini della licenza
di quest’opera.

Non commerciale: Di non usare quest’opera per scopi commerciali.

Condividi allo stesso modo: Le opere derivate devono essere distribuite con la stessa
licenza del materiale originario.
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queste condizioni.
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CAPITOLO 1

Omologia singolare

Faremo una trattazione minimale dell’omologia singolare, lo stretto indispensabile per i nostri
obiettivi. Lo studente interessato ad approfondire 'argomento, oltre a seguire 'insegnamento di
Topologia Algebrica, pud consultare i testi [5, 13, 20, 48, 54].

La teoria dell’omologia singolare, introdotta da Lefschetz nel 1933 [35] e poi modificata, nella
sua formulazione attuale, da Eilenberg nel 1944 [8],! ¢ comparsa abbastanza tardi rispetto ad
altre teorie omologiche ma ha preso rapidamente il sopravvento grazie alle sue caratteristiche
che la rendono immediatamente un invariante topologico e per la sua facilita a confrontarsi con
la teoria dell’omotopia. Il termine “omologia”, cosi come i concetti di ciclo e bordo, sono stati
introdotti da Poincaré nel contesto dei poliedri, contesto che poi si & sviluppato nelle teorie
omologiche di tipo combinatorio (e.g. omologia simpliciale). Nella prima meta del XX secolo
sono state inoltre introdotte e studiate molte altre teorie omologiche (omologia di Vietoris, di
Cech, di Kurosch, di Alexandroff-Lefschetz, di Alexander-Kolmogorov ecc., vedi [36]) oggi in
gran parte dimenticate ed inutilizzate.

Nota terminologica. Se non diversamente indicato, la topologia in ogni sottoinsieme X C R"™
¢ quella euclidea e tutti i gruppi considerati sono abeliani e scritti in notazione additiva, ossia con
operazione di somma + ed elemento neutro 0. Il gruppo ciclico di ordine n viene rappresentato
come quoziente di Z, e quindi indicato Z/nZ oppure Z/(n).

Useremo entrambe le notazioni (x;);er, € {z; | ¢ € I} per denotare una collezione di oggetti
x;, indicizzata da un insieme [I; qualora tutti gli z; siano elementi di un insieme fissato X, cio
equivale a dare un’applicazione I — X. In particolare sono ammessi doppioni, ossia z; = z;
anche se i # j.

Useremo la ben nota convenzione per la quale il simbolo := significa che il termine scritto
alla sua sinistra e, per definizione, uguale all’espressione che si trova dalla parte destra.

1.1. Gruppi abeliani liberi

Supporremo che il lettore sia a conoscenza della definizione e delle principali proprieta dei
gruppi abeliani; ad esempio, il materiale contenuto nel Capitolo 2 di [2] sara piu che sufficiente
per i nostri usi. Riportiamo adesso una breve e veloce descrizione dei gruppi abeliani liberi; il
lettore pud trovare una trattazione pitt approfondita sia nella Sezione 1.7 di [34] che nel Capitolo
1di [21].

Data una famiglia indicizzata di gruppi abeliani (M;);cr, parametrizzata da un insieme I, si
definisce il loro prodotto diretto

HMi = {(xi)ier | ®; € M; per ogni i},

el
con l'operazione di somma definita componente per componente: (z;)ier + (¥i)icr = (i + ¥i)icr-
Quando I ¢ un insieme finito di interi consecutivi si scrive anche

q
I:{p7p+177q_17Q} = HMZ:HM27 ($i)i€I:<$p7---a$q)-
el i=p

Si definisce poi la loro somma diretta come il sottogruppo

@Mi = {(%’)z’el € HMi

x; # 0 per al piu finiti indici 2} .
el icl

Iy istruttivo, anche se molto forzato, pensare che I’articolo di Eilenberg verrebbe schifato dalla VQR, dato
che ha collezionato solamente 12 citazioni nei suoi primi 80 anni di vita.
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6 1. OMOLOGIA SINGOLARE

Quando I'insieme I & vuoto, sia il prodotto che la somma diretta sono uguali al gruppo banale;
[Lico Mi = D;cp Mi = 0. Senza entrare nelle intime motivazioni di questo fatto, osserviamo
semplicemente che in questo modo, ogni volta che I = AU B, con A e B disgiunti, si hanno le

uguaglianze
[ =] = [[ . EPMieP M

icl icA i€B icA i€B
Molto spesso ¢ utile dare una diversa rappresentazione degli elementi della somma diretta.
Dato un sottoinsieme finito S C I denotiamo con

Z ms[s| € @ M;
seS i€l

Pelemento (x;)ier in cui x; = m; se i € S e x; = 0 altrimenti. Per definizione, tutti gli elementi
della somma diretta si scrivono in questo modo. Questa scrittura risulta particolarmente utile
quando i gruppi M; sono tutti uguali, ossia M; = M per ogni i, in tal caso si ha

@~ { X mi

el finita

1 €1, mieM},

dove risulta chiaro dal contesto che con ) 4 .. si intende una generica somma ) ¢ con S C [
sottoinsieme finito. Ad esempio, per ogni insieme I abbiamo

Pz-= {Z ;]

el finita

1€l aZ‘EZ}.

La teoria dei gruppi abeliani ¢ simile, ma non identica, a quella degli spazi vettoriali. Data
una successione di elementi sq,...,s, in un gruppo abeliano G, una combinazione lineare (a
coefficienti interi) di essi & un’espressione del tipo

n
E a;S;, a; € 7,
i=1

dove a;s; indica la somma di a; copie di s;. Diremo sq,...,S, sono linearmente indipendenti
se I'unica combinazione lineare nulla ¢ quella con tutti i coefficienti uguali a 0. Diremo che un
sottoinsieme T' C G ¢ linearmente indipendente su Z se ogni successione finita di elementi distinti
di T e linearmente indipendente.

Diremo che un sottoinsieme S C G genera G se ogni elemento si puo scrivere come combi-
nazione lineare di una successione finita in 5; equivalentemente, S & un insieme di generatori se
non e contenuto in alcun sottogruppo proprio di G. Come per gli spazi vettoriali, vale il teorema
di scambio.

TEOREMA 1.1.1 (di scambio). Siano G un gruppo abeliano, S C G un insieme di generatori
e T C G un sottoinsieme linearmente indipendente su Z. Allora esiste un’applicazione iniettiva
f: T — S tale che f(T) é ancora linearmente indipendente su Z. In particolare, la cardinalita
di T ¢ minore od uguale alla cardinalita di S.

DIMOSTRAZIONE. Denotiamo con p: T'x S — T e q: T x S — S le proiezioni e con A la
famiglia dei sottoinsiemi C' C T x S tali che:

(1) entrambe le proiezioni pjc: €' — T e q¢: C — S sono iniettive;
(2) (T =p(C) Nq(C) = 0;
(3) Tinsieme (T" — p(C)) U ¢(C) ¢ linearmente indipendente su Z.

Dato che () € A la famiglia A ¢ non vuota ed ¢ ordinata per inclusione. Proviamo che A soddisfa
le ipotesi del lemma di Zorn e quindi possiede elementi massimali.

Sia C C A una catena, definiamo D = [J{C | C € C} e mostriamo che D € A, da cui segue
che D ¢ un maggiorante di C.

La proiezione pp: D — T & iniettiva; se per assurdo esistono (¢, s1), (t,s2) € D con s1 # sa,
siccome C € una catena esiste C' € C che contiene entrambe le coppie (¢, s1), (¢, s2) contraddicendo
Iiniettivita di pjc: € — T'. L’iniettivita di qp: D — S si dimostra alla stessa maniera.
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Se per assurdo D ¢ A si avrebbe una uguaglianza
n m
Z aiti = Z bij,
i=1 j=1

con a;,bj € Z non tutti nulli, t; € T — p(D), s; € q(D). Dato che gli s; sono in numero finito e
C ¢ una catena, esiste C' € C tale che sq,..., sy, € ¢(C). Ma questo contraddice I'ipotesi C' € A
dato che a maggior ragione t1,...,t, € T — p(C).

Sia dunque M € A un elemento massimale e proviamo che pjp;: M — T ¢ bigettiva. Gia
sappiamo che pys ¢ iniettiva; se per assurdo T' # p(M), scegliamo un t € T' — p(M), scriviamo
t=>3" a8, cona; €Zes; €S, e dimostriamo che esiste un indice ¢ tale che M U (t,s;) € A,
contraddicendo cosi la massimalita di M.

Per un dato indice ¢, siccome ¢t & p(M), vale M U (t,s;) € A se e solo se vale almeno una
delle seguenti due condizioni:

(1) si € (M) U(T —p(M) —1),
(2) il sottoinsieme (T — p(M) —t) U (¢(M) U s;) & linearmente dipendente.

In entrambi i casi esiste una combinazione lineare
(1.1) CiS; = Z a; ptip + Z bi,ksi,k
h k

con entrambe le sommatorie finite, ¢;, a; p, b, € Z non tutti nulli, ¢; , € T—p(M)—t, s; 1, € q(M).
Dato che M € A deve essere ¢; # 0.

Se per assurdo M U (t,s;) ¢ A per ogni i, allora valgono le relazioni (1.1), ed a meno di
moltiplicazioni per opportuni interi non e restrittivo supporre ¢; = ¢ # 0 per ogni ¢. Sostituendo
le (1.1) in ¢t = Y1, ajcs; si pud scrivere ¢t come combinazione lineare di elementi in (T —
p(M) —t) U q(M), contraddicendo l'indipendenza lineare di (T' — p(M)) U q(M).

Abbiamo quindi provato che pjps: M — T ¢ bigettiva e basta definire f come la composizione
di g: M — S con I'inversa di pj;. L'iniettivia di f ¢ chiara ed inoltre f(T) = q(M) ¢ linearmente
indipendente. O

Una Z-base di un gruppo abeliano G & una collezione indicizzata {s; | i € I, s; € G} tale che
gli elementi s; siano, al variare di ¢ € I, generatori linearmente indipendenti. Si vede subito che
non tutti i gruppi abeliani possiedono Z-basi; ad esempio, in un gruppo finito I'unico sottoinsieme
linearmente indipendente & il vuoto.

Per definizione, un gruppo abeliano libero € un gruppo che possiede una Z-base.

PRrROPOSIZIONE 1.1.2. Un gruppo abeliano G é libero se e solo se é isomorfo ad una somma
diretta di copie di Z, ossia se e solo se esiste un insieme di indici I tale che G = @, Z.

DIMOSTRAZIONE. Il gruppo €B,.;Z possiede Z-basi, ad esempio quella canonica (1[i])ic;-
Viceversa se un gruppo abeliano G possiede una base (s;);c; possiamo definire I'isomorfismo

@Z—}G, Zal[z] '—)ZCLZ‘SZ'.

el

Ad esempio, sono liberi i gruppi
n n
Z"::{(al,aQ,...,an)|ai€Z}:€BZ:HZ, n € N.
i=1 i=1

COROLLARIO 1.1.3. Sia f: Z"™ — Z™ un omomorfismo. Se il quoziente Z™/f(Z™) é finito,
allora n > m. In particolare, Z" = 7" se e solo se n = m.

DIMOSTRAZIONE. L’immagine tramite f della base canonica coi Z™ genera f(Z"). D’altra
parte se eq,..., ey, € la base canonica si Z™ e r > 0 ¢ lordine del gruppo Z™/f(Z"), allora gli
elementi rey, ..., re, appartengono al sottogruppo f(Z") e sono linearmente indipendenti. [

EsEmpIO 1.1.4. Sia G un gruppo abeliano. Diremo che z € G € multiplo di y € G se x = ny
per qualche n € Z. Un elemento = € G si dice primitivo se ¢ multiplo solamente di +z. Ad
esempio, @Q, R, C non possiedono elementi primitivi, mentre (ay,...,a,) € Z™ & primitivo se e
solo se ay,...,a, non hanno fattori comuni.
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Si prova facilmente (esercizio) che in un gruppo abeliano libero ogni elemento non nullo &
multiplo di un primitivo ed ha ordine infinito.

TEOREMA 1.1.5. Siano M un gruppo abeliano libero e N C M un sottogruppo. Allora anche
N é un gruppo abeliano libero. Inoltre, se M = 7" con m € N, allora N 27" con 0 < n < m.

DIMOSTRAZIONE. Non ¢ restrittivo supporre M = @@, ; Z. Per il teorema di Zermelo (vedi
appendice) esiste un buon ordinamento < su /. Buon ordinamento significa che ogni sottoinsieme
non vuoto possiede minimo.

Per ogni i € I consideriamo i sottogruppi (anchessi liberi) di M:

M=z  P=FPz,
j<i j<i
e indichiamo con f;: M; — 7Z la proiezione sulla coordinata ¢, il cui nucleo ¢ esattamente P;.
Per definizione di somma diretta ogni elemento di M & contenuto in qualche M; (basta prendere
come 7 il massimo degli indici con coordinata non nulla); per gli stessi motivi, ogni elemento di
P; ¢ contenuto in M; per qualche j < i.
Definiamo
J={iell fi(NnNM)#0}.
Per ogni j € J, fj(N N M;) & un sottogruppo non nullo di Z e quindi esiste 0 # a; € Z tale
che f;(N N M;) = (aj) = {ba;j | b € Z}. Scegliamo un ¢; € N N M; tale che f;(¢;) = a; (si usa
lassioma della scelta).
Dimostriamo che ’'omomorfismo
g: EBZ%N, g(Zajj):Zajcj,
Jje€J
€ un isomorfismo.
1) g e iniettivo. Siano j; < jo < -+ < jx € J e by,..., by € Z tali che 25:1 bscj, = 0; ma
allora

k
0= 5> bscs,) = bray,
s=1

che implica b; = 0. Ripetendo il ragionamento si trova bs = 0 per ogni s.

2) g & surgettivo. Sia C' C N il sottogruppo immagine di g e supponiamo per assurdo C' # N.
Allora
H={iel|CNM;#NnDM;}
¢ non vuoto e denotiamo h = min H. Scegliamo a € (N N M},) — C.
2a) Se h ¢ J allora NNMj;, = NN Py e quindi a € NNM; per qualche i < h, in contraddizione
con la definizione di h.

2b) Se h € J, allora fj(a) = bay, e quindi a — bey, € (N N Py) — C, di nuovo in contraddizione
con la definizione di h. 0

Il prossimo corollario mostra, tra le altre cose, che le condizioni dell’Esempio 1.1.4 sono
necesarie ma non ancora sufficienti affinché un gruppo abeliano sia libero.

COROLLARIO 1.1.6. Sia I un insieme infinito, allora il gruppo abeliano [],.; Z non ¢ libero.

DIMOSTRAZIONE. B sufficiente dimostrare il corollario nel solo caso particolare I = N =
{0,1,...}. Infatti, per ogni I infinito possiamo identificare N con un sottoinsieme di I; se [[;.; Z
fosse libero, allora anche il suo sottogruppo

{(a)e]]z|ai=0vigNy=]]Z
icl i€N
sarebbe libero. Osserviamo preliminarmente che il gruppo €, Z ¢ numerabile mentre il gruppo
[Licy Z non & numerabile; infatti, @, . Z ¢ unione, al variare di n € N, dei sottoinsiemi finiti
Sp ={(ag,a1,...) | |a;| <nperi<mnea; =0peri>n},

mentre ’applicazione

HZ — P(N), (a;) — {i € N | a; dispari },

€N
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& surgettiva.
Per ogni a € Z denotiamo con v(a) = sup{k | 2¥ divide a} € N U {4+oc}. Consideriamo i
sottogruppi

n—oo

N = {(ao,al,...) GHZ

1€EN

lim v(a,) = —I—oo}

M=EZCN,
neN

e dimostriamo che N non ¢ libero. Segue dalla definizione che per ogni (ag,a1,...) € N esiste
n > 0 tale che (0,...0,an,an+1,...) € 2N e quindi N = M + 2N. Ne segue che la restrizione a
M della proiezione N — N/2N & surgettiva e quindi che N/2N & numerabile. D’altra parte, N
non e numerabile dato che ’applicazione

HZ — N, (ag,a1,...,an,...)— (ao,2a1,...,2"%ay,...)
€N
¢ iniettiva.
Supponiamo per assurdo che N sia un gruppo libero, diciamo N ~ @, Z. Allora I'insieme
T sarebbe non numerabile ed a maggior ragione il gruppo N/2N ~ P, . Z/2Z sarebbe non
numerabile. n

Sia S un insieme qualsiasi. Esistono allora un gruppo abeliano libero Fy(S) ed un’appli-
cazione iniettiva di insiemi ¢: S — Fy(.S) tale che ¢(S) sia una Z-base di F,p(S): basta infatti
definire

Fu(S) =Dz, i(s)=1]s].
seES

Molto spesso si identifica S con la sua immagine i(S) C F,;,(S) e pertanto si ha
F(S) = {combinazioni lineari finite Zass con ag € Z,s € S} .

Chiameremo F,;(S) gruppo abeliano libero generato da S; vale la seguente proprieta
universale.

Per ogni gruppo abeliano G' ed ogni applicazione f: S — G esiste un unico omomorfismo di
gruppi f: Fg(S) — G tale che f = fou.

Infatti, data un’applicazione f: S — G con GG gruppo abeliano, si vede subito che ’estensione
lineare di f

frFa(S) =G, FOQaisi) = Zaz‘f(sz%

¢ I'unico omomorfismo che estende f.
Il seguente risultato segue immediatamente dal teorema di scambio.

COROLLARIO 1.1.7. Due insiemi S, T hanno la stessa cardinalita se e soltanto se i rispettivi
gruppi abeliani liberi generati Fop(S), Fop(T) sono isomorfi.

Nel seguito useremo talvolta la proprieta universale dei gruppi abeliani liberi in una diversa
formulazione (vedi Esercizio 1.2), detta proprieta proiettiva.

PROPOSIZIONE 1.1.8 (proprieta proiettiva dei gruppi abeliani liberi). Siano F un gruppo
abeliano libero. Per ogni coppia di omomorfismi di gruppt abeliani f: F — G, h: H — G, con h
surgettivo, esiste un omomorfismo g: F'— H tale che f = hg.

DIMOSTRAZIONE. Sia S C F una Z-base di F. Dato che h & surgettivo, per ogni s € S
possiamo scegliere s € H tale che f(s) = h(s’). Allora 'omomorfismo g: F — G definito sulla
base come g(s) = s, per ogni s € S, ha le proprieta richieste. O
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Esercizi.

EseErcizio 1.1. Sia S un sottoinsieme di un gruppo abeliano G e si consideri ’applicazione
f: @Z%G, f(Zas[s]):Zass,
seS
(vedi proprieta universale). Provare che:

(1) S ¢ linearmente indipendente se e solo se f € iniettiva,
(2) S & un insieme di generatori se e solo se f & surgettiva.

Dedurre che ogni gruppo abeliano ¢ quoziente di un gruppo abeliano libero.

ESERCIZIO 1.2. Sia F' un gruppo abeliano con la seguente proprieta: per ogni coppia di
omomorfismi di gruppi abeliani f: ' — G, h: H — G, con h surgettivo, esiste un omomorfismo
g: F — H tale che f = hg. Dimostrare che F' & abeliano libero. (Sugg.: prendere f = Id e H
libero.)

Esercizio 1.3 (Prodotto tensoriale). Siano M, N due gruppi abeliani. Denotiamo con

F = GB Z:{Zai[m,n]

MxN finite

aiEZ,mEM,nGN}

il gruppo abeliano libero generato dall’insieme M x N; per semplicita scriveremo [m,n] € F al
posto di 1[m,n]. Denotiamo con R C F il sottogruppo generato da tutti gli elementi del tipo:

[m1 + mg,n| — [m1,n] — [ma,n], [m,ni +ns] —[m,n1] — [m,nsl,

al variare di m, my, ms € M, n,ni,ny € N. Infine, denotiamo M @ N = F/Rem®@n € M @ N
la proiezione al quoziente di [m,n]. Dimostrare che:
(1) il sottogruppo R contiene tutti gli elementi del tipo ab[m,n] — [am,bn], al variare di
a,beZ, me Menéec N;
(2) Papplicazione M x N — M ® N, (m,n) — m ® n, & Z-bilineare e 'immagine ¢ un
insieme di generatori;
(3) per ogni applicazione Z-bilineare ¢: M x N — P, il sottogruppo R & contenuto nel
nucleo dell’omomorfismo ¢: F — P tale che ¢([m,n]) = ¢(m,n);
(4) (proprieta universale) per ogni applicazione Z-bilineare ¢: M x N — P esiste un unico
omomorfismo di gruppi f: M ® N — P tale che f(m ®n) = ¢(m,n);
(5) M ®Z = M per ogni gruppo abeliano M;
(6) Z/(n) © Z/(m) = Z/(MCD(n, m)).

1.2. Le identita semicosimpliciali

Con il sostantivo convesso intenderemo un sottospazio topologico convesso di R"™, per
qualche n > 0.

L’inviluppo convesso Conv(A) di un sottoinsieme A C R™ & il piu piccolo convesso che
contiene A, ed e facile dimostrare che coincide con l'insieme di tutte le combinazioni convesse di
sottoinsiemi finiti di A:

p
(1.2) Conv(A) = {Z tia;
=0
Per completezza di informazione, citiamo il seguente risultato, del quale perd non avremo bisogno
in queste note.

P> 0, e A, 4 € (0,1, th’—l}-

TEOREMA 1.2.1 (Carathéodory). Per ogni sottoinsieme A C R™ si ha

Conv(A) = {Ztiai a; € A, t; €10,1], Zti — 1} )
i=0 i=0

DIMOSTRAZIONE. Omessa. O

Avremo invece bisogno piu avanti del seguente criterio di convessita. Ricordiamo che un
sottoinsieme di uno spazio topologico si dice localmente chiuso se € intersezione di un chiuso e
di un aperto (vedi Esercizio 1.4).
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LEMMA 1.2.2. Sia A C R™ un sottospazio localmente chiuso. Se (x + y)/2 € A per ogni
x,y € A, allora A é convesso.

DIMOSTRAZIONE. Scriviamo A = UNC con U C R™ aperto e C' C R™ chiuso e siano p,q € A
due punti fissati. Consideriamo ’applicazione continua

F01 =R f(t)=(1—t)p+tq

Si tratta della restrizione a [0, 1] di un’applicazione affine; in particolare, per ogni ¢, s € [0, 1] si
ha f((s+1)/2) = (f(s) + f(t))/2. Vogliamo dimostrare che 'immagine di f & contenuta in A,
ossia che f~1(A) = f~YU) N f~1(C) = [0,1], usando come ipotesi che 0,1 € f~(A) e che se
s,t € f~1(A) allora anche (s +t)/2 € f~1(A).

Si prova facilmente per induzione su m che nt/2™ € f~1(A) per ogni 0 < n < 2™ ed ogni
t € f~1(A). Dato che 1 € f71(A) e le frazioni diadiche n/2™ sono dense nell'intervallo [0, 1],
segue che f~1(C) = [0,1] e quindi che f~1(A) = f~}(U) & aperto in [0, 1].

Sia adesso ¢ > 0 tale che (1 —¢,1] € f~1(A). Per ogni t € (0,1] sia m > 0 sufficientemente
grande tale che 2™te > 1, sia n I'intero tale che n — 1 < 2™t < n e definiamo = = 2"t/n. Allora

1 2amte 1
€> —, <1, l—-z<1l——< —<e.
n n n
Ne segue che # € f~1(A) e quindi t = nz/2™ € f~1(A). O

DEFINIZIONE 1.2.3 (simplesso topologico standard). Inizieremo a contare i vettori dalla ba-
se canonica di ciascun R" dallo 0 anziché dall’l. Per ogni p > 0 definiamo il p-simplesso
topologico standard AP come l'inviluppo convesso della base canonica eo,...,e, di RPFL
equivalentemente

p
AP = {(to,t1,..., 1)) ERPTH 1,20, i =1} ={D tie; e RPT 1,20, > t; =1}
=0

E chiaro che AP & un sottospazio convesso e compatto di RPFL

Al
AO
—
Diremo che un’applicazione f: A — B tra due convessi ¢ affine se commuta con le combi-

nazioni convesse, ossia se
p

P
FO tia) = tif(a)
i=0 i=0
per ogni p > 0, ag,...,a, € Ae (tg,...,t,) € AP.

Si dimostra facilmente (Esercizio 1.5) che ogni applicazione affine da un convesso A C R"
ad un convesso B C R™ ¢ la restrizione di un’applicazione affine R™ — R™ ed e pertanto
automaticamente continua.

Per ogni convesso B esiste una bigezione tra l'insieme delle applicazioni affini f: AP — B
e la potenza cartesiana BP*1: ad ogni (p + 1)-upla by,...,b, € B corrisponde I'applicazione
f(to, ..., tp) = >, tibi. In altri termini, denotando con EP = {eq,...,ep} C AP il sottoinsieme
dei vertici, ogni applicazione EP — B si estende in maniera unica ad un’applicazione affine
AP — B.

Esempi di applicazioni affini sono le cosiddette applicazioni faccia:

5i:Ap71—>Ap, 5i(t0,...,tp_1):(t(),...,ti_l,o,ti,...,tp_l), 0<1<p.

Equivalentemente, §;: AP~ — AP & la restrizione dell’applicazione lineare §;: RP — RPH!
definita sui vettori della base canonica come

5:(es) €j se j <1
(o) =
B €j+1 SejZi.
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L’'immagine di §;: AP~1 — AP & I'inviluppo convesso dei p vertici eq,...,é,...,e, (abbiamo
usato la notazione standard per la quale il cappello ~ indica gli elementi esclusi dalla collezione).

Le composizioni di applicazioni faccia soddisfano le cosiddette identita semicosimpliciali:
(1.3) 0;0; = 0;0;—1  per ogni j > i.
di facilissima dimostrazione (Esercizio 1.6). Dalle identita semicosimpliciali segue che
(14) 5]51 = 5i+15j per ogni ] <.
Infatti, ponendo h =7 + 1 si ha §;0; = 6;0,—1 e siccome h > j si ottiene

0j6; = 0;0p—1 = 0p0; = 0iy10;.

In letteratura, molto spesso per identita semicosimpliciali si intende 'unione delle due formule
(1.3) e (1.4).

Sia X uno spazio topologico, chiameremo p-simplesso singolare in X una qualsiasi appli-
cazione continua ¢: AP — X. Per ogni p > 0 denotiamo con

A(X)p ={¢: AP — X continua}

'insieme dei p-simplessi singolari in X, mentre se p < 0 si conviene che A(X), = 0.

Per ogni intero p, denotiamo con S,(X) = Fu(A(X)p) il gruppo abeliano libero generato
da A(X),. Dunque A(X), C Sp(X) ed ogni elemento di S,(X) € una combinazione lineare
finita >, a;¢; con a; € Z e ¢; € A(X),. In particolare, Sp(X) = 0 per ogni p < 0 e Sp(X) &
canonicamente isomorfo al gruppo abeliano libero generato da X.

Sia p > 0 fissato, ogni applicazione continua f: X — Y definisce per composizione a sinistra
un’applicazione

A(X)p = AY )y, ¢+ foo,

che si estende par linearita ad un omomorfismo di gruppi

fet Sp(X) = Sp(Y), f*(z a;p;) = Zaif o ¢;.

DEFINIZIONE 1.2.4. Siano C' uno spazio topologico C' e p > 0 un intero fissati. Definiamo
per ogni g > 0 I’'omomorfismo

q
S = Z(—l)i(ldc X8;)x: Sp(C x AT Sp(C x A?).
i=0
Equivalentemente, 0o ¢ l'estensione lineare dell’applicazione che trasforma il p-simplesso
singolare ¢: AP — C' x A9~ nella combinazione lineare

q q

do(p) =Y (=1)'(Ide x8:).(p) = Y _(~1)'(de x8;) o

i=0 i=0
Quando C' = {pt} & un punto scriveremo semplicemente 0 al posto di d¢c e, identificando
nella maniera ovvia C x A? con AY, otteniamo gli omomorfismi

q
5= 3 (1)(@)u: Sy(AT) — S,(A).
=0

LEMMA 1.2.5. Nelle notazioni precedenti, (% =dcodc =0.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni ¢ > 2 ed ogni p-simplesso singolare ¢: AP — C x A%72 occorre
dimostrare che dcdc(¢) = 0 in Sp(C x A9). Si ha

—_
H

q— q—

q
> ) ()M Ide x8;0:)6

7=0 =0

=0
Y (1) (Ide x6i5)¢+ Y (=1 (Ide x3;6:)¢
§>i>0

0<j<i<q—1

NE

Scbo(¢) = (=) (Ide x6;)(Ide x6;)¢ =
0

J

I
=)

7=

\Y%

q
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Applicando le identita semicosimpliciali alla prima sommatoria e ponendo h =i+ 1, k = j nella
seconda si ha

Scbe(d) = > (=)™ (e x6id;-1)e+ Y (—1)"F 1 (1de x6p6h_1)¢
q2j>i20 q>h>k>0

e diventa chiaro che le due sommatorie sono una ’opposto dell’altra. ]

Esercizi.

ESERCIZIO 1.4. Sia X uno spazio topologico: un sottoinsieme Z C X si dice localmente
chiuso se per ogni z € Z esiste un aperto U C X tale che 2z € U e ZNU e chiuso in U.
Siano X uno spazio topologico e Z C X un sottoinsieme. Dimostrare che sono fatti equiva-
lenti:
(1) Z & localmente chiuso.
(2) Z & aperto in Z (rispetto alla topologia di sottospazio).
(3) Z & intersezione di un chiuso e di un aperto di X.

EsErcizio 1.5. Siano A C R™, B C R™ convessi e f: A — B affine. A meno di traslazioni
non ¢ restrittivo supporre 0 € A, 0 € B e f(0) = 0. Sia {v1,...,v,} € A un sottoinsieme
massimale di vettori linearmente indipendenti. Dimostrare che A C Span(vy,...,vy,) e che per
ogniv =Y .a;v; € Avale f(v) =), a;f(v;). (Sugg.: induzione sul numero di coeflicienti a; # 0.)

ESERCI1Z10 1.6. Dimostrare le identita semicosimpliciali (1.3).

1.3. Omologia singolare

Nella sostanza, un complesso di gruppi abeliani € una successione (nel senso di coda, trenino,
fila indiana ecc.) di omomorfismi di gruppi abeliani tali che la composizione di due omomorfismi
consecutivi sia sempre nulla:

F D e bh =0, fb =0 eccetera.

Per poter rappresentare in maniera non ambigua i complessi, e per poter enunciare teoremi
in maniera chiara & necessario fissare delle convenzioni terminologiche. Per ragioni storiche si
sono affermate due notazioni standard ugualmente importanti:

1) Nella notazione omologica, i gruppi sono indicizzati dagli interi (posizionati a pedice) e
gli omomorfismi abbassano gli indici di una unita:

o hebo S, .Y nez

2) Nella notazione coomologica, i gruppi sono indicizzati dagli interi (posizionati ad apice) e
gli omomorfismi aumentano gli indici di una unita:

oG on ol Lont2 40 e

In entrambe le notazioni, i morfismi d prendono il nome generico di differenziale. E chiaro
che si puo passare da una convenzione all’altra semplicemente cambiando il segno dell’indice (e
scambiando apici con pedici). Quindi, ogni definizione, teorema, esempio ecc. espresso in una
notazione ha un suo corrispondente immediato nell’altra notazione.

Per riconoscere all’istante dove stiamo sguazzando, nella notazione omologica parleremo di
complessi di catene oppure di dg-moduli (dg sta per “differenziale graduato”), mentre nella nota-
zione coomologica parleremo di complessi di cocatene oppure di DG-moduli (DG ¢ volutamente
maiuscolo).

Ad esempio, per ogni spazio topologico C' ed ogni p > 0, il Lemma 1.2.5 equivale a dire che

0= S,(C x A%) 2S5 §,(C x A1) 2% 8,(C x A2) 2, ...

¢ un complesso di cocatene.
In questo capitolo avremo a che fare quasi esclusivamente con complessi di catene, e ini-
zieremo a usare in modo significativo i complessi di cocatene nel Capitolo 2. Per questo motivo
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tratteremo la teoria base dei complessi (morfismi, quasi-isomorfismi, omotopie, successioni esatte
lunghe ecc.) nella notazione omologica.

DEFINIZIONE 1.3.1. Dato un complesso di catene
c.: Lo Lo B0, .S ez,
definiamo:
e I cicli come gli elementi nei nuclei dei differenziali. Per ogni n il nucleo
Zn(Cy) i=%ker(d: C, = Cp—1) ={zx € Cy, | dz =0} C Cy

e detto gruppo degli n-cicli.
e [ bordi come gli elementi immagine dei differenziali. Per ogni n definiamo il gruppo
degli n-bordi B, (Cy) := d(Cp+1) C Ch.

Osserviamo inoltre che la proprieta dei differenziali d> = d o d = 0 implica 'inclusione
B, (Cy) C Z,(Cy) ed & quindi possibile considerare il quoziente tra cicli e bordi.

DEFINIZIONE 1.3.2. Definiamo I'n-esimo gruppo di omologia del complesso C, come il

quoziente:
Zn(Cx)
H,(C,) := .

Diremo che il complesso C, ¢ aciclico se H,(C,) = 0 per ogni n.

Sia X uno spazio topologico, per ogni applicazione continua h: A9 — AP denotiamo h*: S,(X) —
Sq(X) Dlestensione lineare delle composizione a destra con h, ossia

h*(z aip;) = Z ai(¢ioh).

E immediato osservare che (fg)* = g* f*.
In particolare, le applicazioni faccia determinano una famiglia di omomorfismi di gruppi

0;: Sp(X) = Sp—1(X), 0<i<p.

)

DEFINIZIONE 1.3.3. Per ogni p > 0 'omomorfismo
P
d: Sp(X) = Spa(X),  d=S (=167, d(¢) =S (~1)i6od, e AX),
i=0 ;

si dice differenziale.
Il nome differenziale ¢ ben motivato dal seguente lemma.
LEMMA 1.3.4. Nelle notazioni della Definizione 1.3.3 si ha d> =0 e quindi
L S (X) Ly 9y (X) L §1(X) L Sp(X) = 0
e un complesso di catene.
DIMOSTRAZIONE. Dualizzando le identita semicosimpliciali
0j0; = 0051 Vj >1
si ottengono le cosiddette identita semisimpliciali:
007 = 6;_40; Vj>i.

Per ogni p > 2 la composizione d?: S,(X) — Sp_o(X) & uguale a

p—1 p
A2 =3"3"(—0Mger = > ()Hss > (<1)ers
i=0 j=0 0<i<j<p 0<j<i<p—1

Nella prima sommatoria applichiamo le relazioni semisimpliciali, e nella seconda scambiamo ¢
con j—1ejconi:

@ = > (CUGLE A+ D ()L =0

0<i<j<p 0<i<j<p
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Chiameremo il complesso
S (X): B SX) L S (X)L Sy(X) =0

il complesso delle catene singolari di X. I sui gruppi di omologia, denotati per semplicita
H,(X) = Hp(S«(X)), sono detti gruppi di omologia singolare di X.

Sempre per semplicita notazionale si scrive Z,(X) = Z,(S«(X)) e Bn(X) = Bnp(S«(X));
siccome S, (X) € un gruppo abeliano libero, anche i suoi sottogruppi Z,(X) e By (X) sono
gruppi abeliani liberi. Invece, in generale, i gruppi di omologia singolare non sono liberi.

Dato che S,(X) = 0 per ogni p < 0, a maggior ragione H,(X) = 0 per ogni p < 0. Inoltre,
dato che A% = {1} € R, esiste una bigezione naturale tra A(X)y ed X, che ad ogni O-simplesso
associa la sua immagine. Abbiamo quindi che Sy(X) € naturalmente isomorfo al gruppo abeliano
libero generato dai punti di X ed il differenziale di un 1-simplesso ¢: Al — X & uguale a
d = $(0,1) — §(1,0).

Iniziamo a calcolare i gruppi di omologia in qualche caso particolare.
ESEMPIO 1.3.5 (omologia del vuoto). Hy, () = 0 per ogni n. Infatti, S,(0) = 0 per ogni p.

EseMPIO 1.3.6 (omologia del punto). Hy(pt) = Z e H,(pt) = 0 per ogni n # 0. In questo
caso, per ogni p > 0 esiste un unico p-simplesso singolare, quello costante c: AP — {pt}. Dalla
formula del differenziale

d: Sp(X) — S, 1(X),  dec= (Z(—mc =

Ld : ¢ sep pari
0 se p dispari

segue tutto facilmente.

Lo studio del gruppo Hy(X) risulta abbastanza facile per ogni X . Infatti, So(X) = Zo(S«(X)
e quindi esiste un omomorfismo surgettivo mx: So(X) — Ho(X) il cui nucleo ker mx = By(X)
il sottogruppo generato dai bordi degli 1-simplessi singolari, ossia dagli elementi p — ¢ € Sp(X
al variare di p, ¢ € X nella stessa componente connessa per archi.

Piu in generale, dato un qualunque sottoinsieme C' C X si ha Sp(C) C Sp(X) e denotiamo
con m¢: So(C) — Ho(X) la restrizione di mx.

~ D —

PROPOSIZIONE 1.3.7. Nelle notazioni precedenti, mc € un isomorfismo di gruppi se e solo se
C' interseca ogni componente connessa per archi di X in esattamente un punto. Dunque Hy(X)
e isomorfo al gruppo abeliano libero generato dall’insieme delle componenti connesse per archi
di X.

DIMOSTRAZIONE. Denotiamo con ~ la relazione di equivalenza su X data dall’appartenen-
za alla stessa componente connessa per archi e con r: X — X/ ~ la proiezione al quoziente;
dobbiamo dimostrare che 7¢ ¢ un isomorfismo se e solo se r|¢: C' — X/~ ¢ bigettiva.

Sia r: Sp(X) — So(X/ ~) l'estensione lineare della proiezione al quoziente e dimostriamo
che il suo nucleo kerr ¢ uguale a kermx = By(X), che ricordiamo generato dagli elementi
p—q € Sp(X) con p ~ q. Se p ~ g allora r(p — q) = 0 e questo implica By(X) C kerr. Scegliamo
un sottoinsieme C' C X che interseca ogni componente connessa per archi di X in un solo punto e
sia s: X — C l'unica applicazione tale che s(z) ~ z per ogni z € X. Dunque z = s(z)+(x—s(z))
per ogni € X e questo prova che By(X) + So(C) = So(X). D’altra parte la restrizione di r a
So(C) & un isomorfismo e questo implica By(X) = kerr, So(X) = By(X)®Sp(C) e di conseguenza
Ho(X) = So(X/ ~) = 5(C).

Per concludere, supponiamo che 7¢ sia un isomorfismo e proviamo che allora ric: ¢ — X / ~
¢ bigettiva. Se p,q € C' e p ~ q allora mc¢(p) = mc(g) e dunque p = g; questo prova che ¢ ¢
iniettiva e possiamo trovare un insieme C' C D C X tale che r\p: D — X/ ~ sia bigettiva. Per il
punto precedente I'applicazione mp: So(D) — Hp(X) € un isomorfismo. La composizione di mp
con il morfismo Sp(C) — Sp(D) indotto dall’inclusione C C D & m¢ che € un isomorfismo per
ipotesi; ma questo € possibile solamente se C' = D. O

LEMMA 1.3.8. Se X C R"™ ¢ un insieme stellato rispetto ad un punto xo € X, allora H,(X) =
0 per ogni n > 0.
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DIMOSTRAZIONE. Per ogni p >0 e ¢: AP — X definiamo T'(¢): AP*! — X ponendo
T(¢)(1,0,...,0) = xg

T(¢)(t0, .. ,tp+1) = toxo + (1 - to)d) <1 2 ey fp+1 ) , to <1
—to 11—+t
Se ¢ & continua, allora la sua 'immagine & compatta, quindi limitata, e da questo segue facilmente
che anche T'(¢) ¢ continua.
Dunque T definisce un’applicazione T': A(X), — A(X)p+1 che si estende per linearita ad
un omomorfismo T': Sp(X) — Sp41(X). Per ogni p > 0 si hanno le relazioni

5T = 1d, 0T =T67 1, i>0.
Infatti, per ogni simplesso ¢: AP — X si ha
ST (P)(to, - .., tp) =T(¢)(0,t0,...,tp) = ¢(to, ..., tp),

;T (9)(to, ..., tp) =T(¢)(to, ..., ti—1,0,t,...,tp) =T(podi—1).
Siano dunque p > 0 e a € Z,(X), allora

p+1 p
dTa = 65Ta + Z(—l)i(SfTa =a— Z(—l)iT(S;‘a =a—Tda = a,
i=1 i=0
che prova a € B,(X). O

Esercizi.

Esercizio 1.7. Nelle notazioni della dimostrazione del Lemma 1.3.8, provare che se ¢ e
un’applicazione affine allora anche T'(¢) ¢ affine.

EsERrcizio 1.8. Imitare la dimostrazione del Lemma 1.3.8 per dimostrare che se X ha la
topologia banale, quella in cui gli unici aperti sono @) e X, allora H,(X) = 0 per ogni n > 0.

1.4. Omologia ed applicazioni continue

DEFINIZIONE 1.4.1. Un pre-morfismo f: (Cy,d) — (Dy,0) di complessi di catene & una
successione di omomorfismi di gruppi {f,: Cp, = Dy }nez.

Un morfismo f: (Cy,d) — (D4, d) di complessi di catene ¢ un pre-morfismo che commuta
con i differemziali, ossia una successione di omomorfismi di gruppi {f,: Cn, = Dy }nez tali che
fn_10d =40 f, per ogni intero n, cosi da rendere commutativo il diagramma

d

o e

"*)Dn*&>Dn—1*>"'
Diremo inoltre che un morfismo di complessi f: C, — D, ¢ un isomorfismo (risp.: iniettivo,
surgettivo) se f,: C,, — D, & un isomorfismo (risp.: iniettivo, surgettivo) per ogni n.
Se f,g: Co — D, sono due morfismi di complessi, allora anche f 4+ ¢g sono morfismi di
complessi, dove (f + ¢)n = fn £ gn.
Una verifica diretta mostra che un morfismo di complessi f: C, — D, porta cicli in cicli

e bordi in bordi, di conseguenza risultano ben definiti a livello di omologia gli omomorfismi
f: Hy(Cy) = Hy(Dy).

DEFINIZIONE 1.4.2. Un morfismo di complessi f: Cy — D, & detto un quasi-isomorfismo
se f: Hy(Cy) — Hyp(Dy) € un isomorfismo per ogni n.

Ogni isomorfismo di complessi ¢ anche un quasi-isomorfismo, mentre il viceversa ¢ general-
mente falso.

DEFINIZIONE 1.4.3. Sia C, = {---C, 4, Cp—1--+} un complesso. Un sottocomplesso
D, C C, ¢ il dato di una successione di sottogruppi D,, C C,, tali che d(D,,) C D,,_1 per ogni n.
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Se D, C C, & un sottocomplesso, I'inclusione D, — C, € un morfismo iniettivo di complessi.
Bisogna fare attenzione al fatto che in generale i morfismi indotti in omologia H, (D) — Hy,(C\)
non sono iniettivi in generale. Similmente se D, — FE, & un morfismo surgettivo di complessi,
allora non ¢ detto che i morfismi H, (D) — Hy(Ey).
siano surgettivi.

Sia f: Y — X un’applicazione continua, allora la composizione a sinistra con f definisce
delle applicazioni tra gli insiemi di simplessi singolari

for AY)p = AX)p,  fu(@)=Ffod, p=0,

che si estendono per linearita ad omomorfismi di gruppi fi: Sp(Y) — Sp(X).

L’associativita di o implica immediatamente che f, commuta con le composizioni a destra,
ossia che per ogni h: A? — AP continua si ha f.h* = h*f.: A(Y), = A(X),. Questo vale in
particolare se h e un’applicazione faccia e dunque f.0; = 67 f..

PROPOSIZIONE 1.4.4. Per ogni applicazione continua f: X — Y gli omomorfismi f.: Sp(Y) —
Sp(X) commutano con i differenziali e quindi fi: S.(Y) = S«(X) é un morfismo di complessi,
che induce pertanto omomorfismi in omologia fi: H,(Y) — Hyp(X), per ogni n.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gia osservato che f.d] = 6 f. per ogni applicazione faccia d;, da
cui segue
dfe = (167 f =) (-1)fu8] = fud.
i i

0

Chiosa notazionale. Con la scrittura fi: H.(Y) — H,.(X) si intende la collezione di tutti
gli omomorfismi f.: H,(Y) — H,(X). In particolare, scriveremo f, = g.: H.(Y) — H.(X) per
indicare che f. = g.: H,(Y) — H,(X) per ogni n. Similmente diremo che f,: H.(Y) — H.(X)
e iniettiva (risp.: surgettiva, bigettiva, nulla) se lo stesso accade ad ogni f.: H,(Y) — H,(X).

Dall’associativita del prodotto di composizione segue che se f: Y — X e g: W — Y sono
applicazioni continue, allora

(f9)x = figs: S(W) — S.(X)
ed a maggior ragione
(f9)x = fuge: Hi(W) — Hi(X).

In particolare, ogni omeomorfismo induce un isomorfismo in omologia.

Esempio 1.4.5. Sia f: X — Y un’applicazione continua tra spazi non vuoti e connessi per
archi. Allora f.: Ho(X) — Ho(Y) € un isomorfismo. Infatti, scelto un punto ¢ € X abbiamo
dimostrato nella Proposizione 1.3.7, che Ho(X) = Zc¢, Ho(Y') = Zf(c) e quindi fi: Ho(X) —
Hy(Y) & un isomorfismo.

EsEmMPIO 1.4.6. Siano A, B sottospazi connessi per archi di uno spazio topologico X e
denotiamo con

i: ANB — A, j: ANB — B,

i morfismi di inclusione. Allora A N B & connesso per archi se e solo se ’'omomorfismo
Ho(AN B) 2% Hy(A) & Hy(B)

¢ iniettivo.

Se AN B = () non c‘¢ nulla da dimostrare; se AN B # () ¢ connesso per archi, per ’esempio
precedente 'applicazione Hy * (AN B) 2 Hy(A) ¢ un isomorfismo e, a maggior ragione, i, + j,
¢ iniettiva.

Viceversa, se esistono p,q € AN B in diverse componenti connesse per archi, sempre per la

Proposizione 1.3.7 lo zero ciclo p — ¢ non ¢ nullo in Hy(A N B), mentre si annullano entrambi i
cicli ix(p — q) € Ho(A) e j«(p — q) € Ho(B).

COROLLARIO 1.4.7. Sia Y wun retratto di X, allora il morfismo di inclusione i: Y — X ¢
iniettivo in omologia.
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DIMOSTRAZIONE. Sia r: X — Y una retrazione, ossia un’applicazione continua tale che
ri = Idy. Allora ryi, = Id: Ho(Y) — H.(Y) da cui segue che i,: Hy(Y) — H,(X) ¢ iniettivo e
re: Ho(X) = H.(Y) & surgettivo. O

Esercizi.

EsErcizio 1.9. Siano C, un complesso e D, C C, un sottocomplesso. Fissato n, siai: H,(D,) —
H,(Cy) il morfismo indotto in omologia dallinclusione di D, in C\. Dimostrare:
(1) 4 ¢ iniettivo se e solo se Z,(Ds) N By (Cy) € Bp(Dy);
(2) i € surgettivo se e solo se Z,(Cy) = Zp(Dy) + Bn(Cy).

Esplicitare un esempio in cui ¢ non € né iniettiva né surgettiva.

1.5. Il numero di spire (winding number)

In questa sezione useremo alcune nozioni base della teoria dei rivestimenti per determinare un
isomorfismo Hj(S!) = Z. Ridimostreremo questo fatto in modo indipendente pit avanti usando
la successione esatta di Mayer—Vietoris. Per evitare possibili incomprensioni, chiariamo subito
che 0 e N=1{0,1,2,...}.

Piu in generale, per quanto riguarda i gruppi H;(X) & utile tenere a mente le seguenti osser-
vazioni.

1) Ogni 1-simplesso costante ¢: Al — X & un bordo. Infatti se ¢(t) = = per ogni t si ha
¢ = dip, dove ¥: A? — X ¢ il simplesso costante ¥(t) = x.

2) Dato un 1-simplesso ¢: Al — X definiamo ¢: Al — X come ¢(to,t1) = ¢(t1,t9). Allora
vale ¢ + ¢ € B1(X); infatti, considerando il 2-simplesso 1 (to, t1,t2) = ¢(to + t2,t1) si ha

dip(to, t1) = (0,0, t1) — P (to,0,t1) + (to, t1,0) = ¢(t1,t2) — ¢(1,0) + H(to, 1)

e per losservazione precedente ¢(1,0) € un bordo.

Diremo che una ciclo a € Z1(X) ¢ una collana di lunghezza n se si puo scrivere
a=a¢1+- -+ n, ¢i: Al = X,

con ¢;(0,1) = ¢;+1(1,0) per ogni ¢ = 1,...,n, dove si intende ¢, 11 = ¢;. Diremo che due cicli
sono omologhi se la loro differenza e in bordo.

3) Ogni ciclo & omologo ad una somma finita di collane. Infatti, tenendo presente ’osserva-
zione (2), ogni ciclo & omologo ad una somma di 1-simplessi ¢1 + - - - 4+ ¢,,. Per induzione su n
basta dimostrare che esiste un’applicazione iniettiva «: {1,...,k} — {1,...,n} con k > 0 e tale
che ¢q 1)+ + Pa(r) sia una collana.

Dal fatto che ¢1 +- - -+ ¢, € un ciclo segue che per ogni i esiste j tale che ¢;(0,1) = ¢;(1,0).
Esiste quindi un’applicazione a: N — {1,...,n} tale che a(0) = 1 e ¢4;(0,1) = ¢4z+1)(1,0)
per ogni i. Siccome « non ¢ iniettiva esistono a,b € N, tali che a < b, a(a) = a(b) e a: {a,a +
L...,b—1} = {1,...,n} iniettiva. Ma allora ¢q(q) + Pa(at1) + - + Pa@p-1) € una collana.

4) Ogni collana & omologa ad una collana di lunghezza 1, ossia ad un simplesso ¢: Al — X
tale che ¢(0,1) = ¢(1,0). Per induzione sulla lunghezza basta dimostrare che se ¢1, ¢o: Al — X
soddisfano la condizione ¢1(0,1) = ¢2(1,0), allora esiste ¢3: Al — X tale che ¢1 + ¢ — ¢3 €
B1(X), ¢3(1,0) = ¢1(1,0) e ¢3(0,1) = ¢2(0,1). Considerando il 2-simplesso

P1(to — ta, t1 + 2t2)  se to > ta,
1/}2 A2—>X, w(to,tl,tg) = ( )
P2(t1 + 2to, t2 — to)  se to < ta,
per ogni (to,t1) € Al si ha

¥(0,t0,t1) = ¢2(to, 1), (to,t1,0) = ¢1(to,t1)
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e qundi si puo prendere
¢1(to —t1,2t1)  se tg >y,

¢3(t07t1) — T,ZJ(to,O,tl) = {
2(2tp, t1 —to)  se to < ty.

5) Se X & connesso per archi allora ogni 1-ciclo ¢ omologo ad una collana di lunghezza 1. Sia
a € Z1(X), per i punti precedenti a ¢ omologo ad una somma di simplessi ¢; + - - - + ¢y, tali che
#i(1,0) = ¢;(0,1) per ogni i. Scegliamo un punto zg € X ed n simplessi 7;: A — X tali che

ni(1,0) = o, 7:(0,1) = ¢i(1,0) = ¢;(0, 1).
Allora
m+or+nt+mtort+ on+ 1y
¢ una collana omologa ad a e si riapplica il precedente punto (4).

OSSERVAZIONE 1.5.1. Spingendosi oltre non ¢ difficile dimostrare che se X & connesso per
archi e g € X, l'applicazione che ad ogni v: [0,1] — X continua tale che v(0) = (1) = xo
associa lo 1-simplesso 7': A — X, +/(tg,t1) = 7(tp) induce un un omomorfismo surgettivo di
gruppi 71 (X, 29) — H1(X) il cui nucleo & il sottogruppo generato dai commutatori aBa 1571,
Per maggiori dettagli e dimostrazioni complete rimandiamo a [11, 13, 33].

Consideriamo adesso la circonferenza S* = {(z,y) € R? | #2+y? = 1} assieme all’applicazione
continua
p: R — St p(t) = (cos(2mt), sin(27t)).
Tutto quello che ci serve dalla teoria dei rivestimenti e il seguente

LEMMA 1.5.2 (di sollevamento). Per ogni simplesso ¢: A™ — S, conn = 1,2, esiste un’ap-
plicazione continua qz~5: A™ — R tale che pgg = ¢. Inoltre gg e unica a meno di traslazioni in R per
numeri interi. In particolare, per ogni coppia di vertici e;,e; € A", la differenza qg(ei) — 5(6]-) e
indipendente dal sollevamento e dipende solo da ¢.

DIMOSTRAZIONE. Vedi ad esempio [38]. O

Il lemma di sollevamento permette di definire un omomorfismo di gruppi v: S1(St) — (R, +)
nel modo seguente. Data una catena ), a;¢;, con ¢;: A' — S' prendiamo dei sollevamenti

¢i: A = R e poniamo

YO aigi) = ai(éi(1,0) — $i(0,1)).
Il fatto che ciscun (fz;z sia definito a meno di traslazioni ci dice che v ¢ ben definito. Chiameremo
v(a) il numero di spire della catena a.

TEOREMA 1.5.3. Consideriamo l'omomorfismo di gruppi v: S1(S') — (R,+) che ad ogni
catena associa il suo numero di spire. Allora v(Z1(S')) C Z, v(B1(S1)) = 0 e la fattorizzazione
al quoziente

v: Hi(SY) = Z

e un isomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. Come primo passo dimostriamo che By (S') C ker, ossia che y(dy) = 0

per ogni 1: A? — S1. Preso un qualunque sollevamento ¢: A — R, si ha che §f¢ ¢ un
sollevamento di §; 1) per ogni ¢ =0, 1,2 e quindi

Qo (=1)'6) =D (=1)'(57(1,0) = 674(0,1)) = 0.
(2 (2

Proviamo adesso che se a € Z;(S'), allora y(a) € Z e che se y(a) = 0 allora a € B;(S').
Siccome abbiamo gia provato che B;(S') C kery non & restrittivo supporre a = ¢ per_un
simplesso ¢: Al — St tale che ¢(0,1) = ¢(1,0). Ma allora per un qualunque sollavemento b si
ha p(¢(1 0)) = p(6(0,1)) e questo & possibile solo se ¢(1,0) — $(0,1) € Z. Se v(¢) = 0 vuol dire
che ¢ ¢ un ciclo in R, dunque ¢ anche un bordo e componendo con p ne segue che anche ¢ ¢ un
cobordo.

In conclusione, abbiamo dimostrato che la restrizione di v ai cicli induce un omomorfismo
iniettivo v: Hy(S') — Z. Rimane da dimostrare che & anche surgettivo, ma questo ¢ immediato
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dato che per ogni n € Z si ha y(pon) = n dove n: A’ — R & un qualunque simplesso tale che
7(0,1) =0 e n(1,0) = n, ad esempio n(tg,t1) = ntp. O

Esercizi.
EsERcCIZ10 1.10. Sia n un intero fissato e consideriamo ’applicazione continua
f: 8" — st f(cos(t),sin(t)) = (cos(nt), sin(nt)).

Provare che 'applicazione indotta in omologia f,: Hy(S') — H1(S!) & uguale alla moltiplicazione
per n.

1.6. Invarianza omotopica

DEFINIZIONE 1.6.1. Una omotopia T': C, — D,[1], tra i complessi di catene Cy, Dy, € una
successione T = {T},} di omomorfismi di gruppi

TnZ Cn — Dn+1.

Come per i pre-morfismi, nella definizione di omotopia non si richiede alcuna regola di commu-
tazione con i differenziali; il simbolo [1] alla destra di D, ha, per il momento, funzione puramente
decorativa? e ci ricorda che gli omomorfismi dell’omotopia aumentano gli indici di 1.

DEFINIZIONE 1.6.2. Due morfismi di complessi f, g: (Cx,d) — (Dy, ) si dicono omotopi se
esiste un’omotopia T': Cy — Dy[1] tale che

f—g=0T+1Td, ossia f, — g, =01, + Ty,_1d V n.

d

Cn+1 Cn .Cnfl
fgi o fgl = lf
i 5 £ 5
Dn+1 Dn D?’L*l

Per indicare che f,g sono omotope scriveremo f ~ g¢; verifichiamo che si tratta di una
relazione di equivalenza. Prendendo ’omotopia nulla si ottiene f ~ f; se f — g = 61T + T'd allora
ponendo S, = =T, perogninsihag— f =05+ S5d;se f—g=0T+Tdeg—1=035+ 5d,
allora f —1=090(S+T)+ (S +T1)d.

Inoltre la relazione di omotopia commuta con il prodotto di composizione, nel senso che se
frg: (Ck,d) = (D, 6) sono omotopi e r,s: (D, ) — (Ex, p) sono omotopi, allora r f ¢ omotopo
a sg.

LEMMA 1.6.3. Due morfismi di complessi f,g: Cx — D, omotopi inducono gli stessi morfismi
in omologia f = g: H,(Cy) — H. (D).

DIMOSTRAZIONE. Bisogna dimostrare che se f ~ g e x € Z,(C,), allora f(z) — g(x) €
By (D). Sia T': C, — D,[1] una omotopia tra f e g, siccome dx = 0 si ha

J(2) - g(x) = T(x) + Td(x) = 5T(x) € §(Dys1) = Bu(D).
O

DEFINIZIONE 1.6.4. Un morfismo di complessi f: Cy — D, si dice un’equivalenza omoto-
pica se esiste un morfismo di complessi g: D, — C, tale che la composizione gf: Cy, — C, &
omotopa all’identita su Cy e fg: Dy — D, € omotopa all’identita su D,.

LEMMA 1.6.5. Le equivalenze omotopiche sono quasi-isomorfismi.

2In realta ci sono motivazioni piu profonde, che risultano pero estranee al contesto di queste note.
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DIMOSTRAZIONE. Sia f: Cy — D, un’equivalenza omotopica. Per definizione esiste un mor-
fismo di complessi g: D, — Cy tale che gf ~ Id e fg ~ Id. Per ogni n abbiamo un diagramma

commutativo
gf l / l fg

Ho(C,) —L= H,(D.)

e per il lemma precedente le due frecce verticali sono le identita. Dunque, in omologia, f e g

sono isomorfismi ed uno l'inverso dell’altro. O
Avvisiamo il lettore che il viceversa del lemma precedente non vale, ossia che non tutti i

quasi-isomorfismi sono equivalenze omotopiche; per possibili controesempi vedi Esercizio 1.11.
Dimostriamo adesso, seguendo nella sostanza [5], che applicazioni continue omotope inducono

morfismi omotopi tra i corrispondenti complessi di catene singolari.

DEFINIZIONE 1.6.6. Sia C uno spazio topologico fissato. Data una successione di catene
singolari

f=fofr,..) € [[Sp(CxAP),  f, € 8(C x AP),
p=0
possiamo associare, per ogni spazio topologico X, il pre-morfismo di complessi
fx: Se(X) = Su(C x X)
che nel simplesso singolare ¢: AP — X vale
fx(¢) = (Idc x)«(fp)-

La costruzione nella Definizione 1.6.6 & funtoriale in X; con questo si intende che per ogni
fe Hp Sp(C' x AP) e per ogni applicazione continua h: X — Y si ha fyh, = (Idc xh)«fx.
Infatti, per ogni simplesso ¢: AP — X si ha

fyhi(¢) = fy(h¢) = (Ido xho)«(fp) = (Idc xh)«(Idc x@)«(fp) = (Ide X g)« fx ().
Nella Definizione 1.2.4, per ogni spazio topologico C' abbiamo definito gli omomorfismi di

gruppi
q

¢ =Y (—1)'(Ide x8i).: Sp(C x A1) = S,(C x AT,  p,g>0,
i=0
scritti semplicemente & quando C' & formato da un solo punto. Per la Proposizione 1.4.4 ciascun

(Ide x8;)x: S, (C' x AT™Y) = S, (C x AY)

¢ un morfismo di complessi; ne segue che anche ogni d¢: S, (C x A1) — S, (C x A%) & un
morfismo di complessi e quindi déc = dcd.

DEFINIZIONE 1.6.7. Definiamo il gruppo dei cicli naturali
o0
N C ] Sp(ar)
p=0
come il sottogruppo formato da tutte le successioni a = (ag, ay,...) tali che
dap—1 = da, € Sp—1(AP), per ogni p > 0,

vedi Figura 1.1; da ricordare che la condizione dag = 0 & sempre soddisfatta. Ad esempio, se
1y AP — AP & I'identita, allora d;1,—1 = 1,0; per ognip > 0,4 =0,...,p e quindi (29, 1,...) € N.
Piti in generale, per ogni spazio topologico non vuoto C', definiamo

o0
N(C) C T Sp(C x A7)
p=0
come il sottogruppo formato da tutte le successioni a = (ag, a1, ...) tali che
(5Cap_1 = dap S Sp_l(C’ X Ap)
per ogni p > 0.
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5

ag € So(A?) So(Ah)

|
a1 € S1(AY) —2—~ §;(A?)
g
as € Sa(A2) 2~ SQ(AA?’)

ecc.
FiGurA 1.1. Diagramma dei cicli naturali

Quando C' = {pt} ¢ formato da un solo punto, identificheremo C' x X con X nella maniera
ovvia (pt,z) = z; di conseguenza N (pt) = N. I prossimi due esempi descrivono due procedure
standard per la costruzione di cicli naturali.

EsEmPIO 1.6.8. Esiste una inclusione insiemistica naturale C' C N (C) ottenuta identificando
ogni punto ¢ € C' con la successione di simplessi singolari

c=(co,c1,-..), cp: AP — C' x AP, cp(t) = (e, t).

Fissato ¢ € C, per ogni spazio topologico X, il pre-morfismo di complessi cx : S (X) — S, (C'x X)
coincide con il morfismo indotto dall’applicazione continua

X - Cx X, z— (c,x).
EsEMPIO 1.6.9. Ad ogni successione
T = (Ty,T1,...) € ﬁ5p+1(CxAp), Ty € Sp+1(C x AP),
p=0
possiamo associare il ciclo naturale
(dTy,dTy + 0¢To, - .., dTy + 6¢Th-1,...) € N(C).
Infatti, siccome d? = 0, 5% =0e dic = dcd, per ogni p > 0 si ha
d(dTy + 6cTp—1) = ddcTp—1 = 0cdTp—1 = 6c(dTp—1 + 6cTp—2).
LEMMA 1.6.10. Nelle notazioni precedenti, se f € N(C), allora
fx:Su(X) = S«(C x X)
e un morfismo di complessi.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni simplesso ¢: AP — X si ha
P P

Fx(d) = (=1)'fx(¢6i) = Y (=1)"(Ide x¢).(Ide x;)x(ap-1)
i=0 i=0
= (Ide x¢)+dc(ap-1) = (Idc x@)+(dap) = dfx(¢),
dove nell’ultima uguaglianza abbiamo usato che (Id¢ X¢), € un morfismo di complessi. O

Osserviamo che ogni f € N(C) & univocamente determinato dai morfismi fy: infatti, se 1,
e I'identita su AP, allora f, = far(2p). Come abbiamo visto nei commenti alla Definizione 1.6.6,
per ogni applicazione continua g: X — Y si ha fyg. = (Idg xg)+fx.

Dimostriamo adesso un risultato che si colloca, come caso molto particolare, all’interno del
cosiddetto metodo dei modelli aciclici di Eilenberg—MacLane.

TEOREMA 1.6.11 (dei modelli aciclici, versione baby). Siano C' uno spazio topologico tale che
H,(C x AP) =0 per ognip > 0 e f,g € N(C) tali che [fo] = [go] € Ho(C x A®). Allora per ogni
spazio topologico X i due morfismi di complessi fx,gx sono omotopi.
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Inoltre, se denotiamo con m: Cx X — X la proiezione sul secondo fattore, é possibile scegliere
un’omotopia Tx : S«(X) — S«(C x X)[1] tra fx e gx tale che per ogni simplesso ¢: AP — X si
abbia

TX(¢):Zai¢ia a; €Z, ¢i: AP O x X,
K3

con limmagine di ciascun simplesso w¢; contenuta nell’immagine di ¢.

DIMOSTRAZIONE. Costruiamo ricorsivamente una successione T, € Sp41(C x AP), p > 0,
tale che

(15) dTy = fo, dly, + 6cTh—1 = fn, n > 0.
Siccome fo — go € un bordo scegliamo Ty € S1(C x A?) tale che dTy = fy — go. Supponiamo
adesso p > 0, di aver definito Ty, ..., Tp—1 che soddisfano (1.5) per ogni 0 < n < p, e verifichiamo

che fp —gp — dcTp—1 € Sp(C x AP) & un ciclo. Ricordando che ddc = dcd e dcdc = 0 si ha
d(fp — 9p — 6cTp—1) = df, — dgp — dcdTp—1
— (5Cfp—1 - 5Cfp—1 - 5C(fp—1 —9p—1 — (5CTp_2) = (S%Tp_g = 0.

Per ipotesi H,(C'x AP) = 0 e possiamo scegliere T}, € Sy, 11(C x AP) tale che dT), = f,—gp—0cTp—1.
Usiamo la successione T' = (T, T4, . ..) per definire, come nella Definizione 1.6.6, 'omotopia
Tx: Si(X) — S.(C x X)[1], per ogni spazio topologico X, ossia definendo

Tx(¢) = (Idc x¢4)(Tp), per ogni simplesso ¢: AP — X,
ed estendendo per linearita. Per ogni ¢: AP — X si ha
dTx(¢) = d(Idc x¢)«(Tp) = (Id¢ x@)«(dTp) = (Ido X@)«(fp — bcTp-1)

= fx(¢) — (Id x¢)+0cTp1,
Tx(d¢) = i(—l)i(ld x$0;)+(Tp-1) = (Ide X ¢)+0c(Tp-1)
e quindi fy =dlx + T:c(;.
Se T, = >, aihs, con a; € Z e APl C x X, allora per ogni simplesso ¢: AP — X si
ha
Tx(¢) = Zai(ldc XP)h; = Z aidi, ¢ = (Idc x¢)v;,

ed ¢ evidente che 'immagine di ogni simplesso 7¢; = 7(Idg X ¢); & contenuta nell'immagine di
9. O

Le stesse considerazioni fatte per i pre-morfismi fx ci dicono che le omotopie T’x costruite
nel Teorema 1.6.11 sono funtoriali in X, ossia che per ogni applicazione continua h: X — Y vale
la relazione Ty h, = (Ide xh).Tx.

COROLLARIO 1.6.12 (invarianza omotopica). Siano f,g: X — Y applicazioni continue omo-
tope. Allora i due morfismi di complessi fi,gx: Sx(X) — Su(Y) sono omotopi e quindi f, =
gx: Ho(X) = H(Y).

DIMOSTRAZIONE. Sia F': [0,1] x X — Y una omotopia tra f e g, ossia f = Foige g =
F o iy, dove ig(z) = (0,2) e i1(z) = (1,2). Dato che [0,1] x AP & un convesso di RP*? si ha
H,([0,1] x AP) = 0 per ogni p > 0. Per ’'Esempio 1.6.8 ed il Teorema 1.6.11 i due morfismi di
complessi (ig)«, (i1)« sono omotopi. Dato che I'omotopia ¢ preservata per composizione, anche i
morfismi di complessi fi. = Fi(ig)« € g« = Fx(i1)x sono omotopi. O

Ricordiamo che un’applicazione continua f: X — Y si dice una equivalenza omotopica
se esiste un’applicazione continua ¢g: ¥ — X tale che entrambe le composizioni gf e fg sono
omotope alle identita, su X ed Y rispettivamente.

COROLLARIO 1.6.13. Se f: X — Y ¢ una equivalenza omotopica allora f.: H (X) — H.(Y)
e un isomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. Sia g: Y — X tale che entrambe le composizioni gf e fg siano omotope
alle identita. Ma allora entrambe le composizioni g fx € fig« sono uguali alle identita, su H,(X)
ed H,.(Y) rispettivamente, e cioe f, & bigettiva con inversa g. O
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COROLLARIO 1.6.14. Sia X uno spazio contraibile, ossia tale che l'applicazione X — {pt} é
una equivalenza omotopica, allora

Z  pern =20,

H,(X)= Hu(pt) = {0 per n # 0.

DEFINIZIONE 1.6.15. Un sottospazio Y di uno spazio topologico X si dice un retratto per
deformazione se esiste un’applicazione continua R: X x [0,1] — X tale che:
(1) R(z,0) =z e R(z,1) € Y per ogni z € X
(2) R(y,t) =y perogniyeY etel0,1].

Ad esempio, la sfera S™ = {x € R"*! | ||z|| = 1} & un retratto per deformazione di R**1—{0};
basta ad esempio considerare ’applicazione

R($,t) tm+( )IE, 07&$€Rn+1, t e [0, 1]
COROLLARIO 1.6.16. Se Y C X ¢ un retratto per deformazione, linclusione Y — X ¢
un’equivalenza omotopica e quindi un isomorfismo in omologia.

Esercizi.
EsgErcizio 1.11. Mostrare che il complesso

0-2-272-%72/22 -0

& quasi-isomorfo ma non omotopicamente equivalente al complesso nullo (con tutti i gruppi uguali
a 0). Provare che lo stesso vale per i complesso di catene C, in cui C,, = Z/47 per ogni n € Z
ed i differenziali C,, — C},—1 sono tutti uguali alla moltiplicazione per 2 modulo 4.

1.7. Suddivisioni baricentriche e catene piccole

Siano X uno spazio topologico, denotiamo con P(X) la collezione dei suoi sottoinsiemi (in-
sieme delle parti) e prendiamo una qualunque sottofamiglia & = {X;} C P(X). Possiamo allora
definire il sottocomplesso S, (U) C S.(X) come quello generato da tutti i simplessi singolari la
cui immagine & interamente contenuta in un sottoinsieme X;, per almeno un indice i. Che si
tratti di un sottocomplesso, ossia che dS,(U) C Sp—1(U) € chiaro; infatti per ogni simplesso
¢: DP — X, il suo differenziale d¢ ¢ una combinazione lineare dei simplessi ¢d;, ciacuno dei
quali ha immagine contenuta nell’immagine di ¢.

Obiettivo si questa sezione ¢ confrontare ’'omologia del sottocomplesso S, (U) con 'omologia
di X quando U e un ricoprimento aperto di X. Per fare questo dobbiamo introdurre il cosiddetto
operatore di suddivisione baricentrica.

Un po’ di notazioni: per ogni intero p > 0 denonotiamo con [p| I'insieme {0, ...,p} e con S[p]
il gruppo delle sue permutazioni.

Per ogni n € S[p| denotiamo con D,: AP — AP I'applicazione affine che sui vertici di AP,

ossia sulla base canonica ey, ..., e, di RPFL vale
1 En(i) T En(i+1) T ¥ Cnp)
D, (e;) = en(i) = — .
n(ci) piJrl;n(]) p—i+1

Geometricamente, Dy (eg) € il baricentro di AP (non dipende da n), mentre D, (e;) € il baricentro
del simplesso di vertici e, (), ., €y(p)-

Ogni punto di AP appartiene all'immagine di D, per qualche n € S[p]. Infatti, se u =
(to,...,tp) € AP possiamo trovare una permutazione 7 tale che

byo) S ty) < -+ < Ty(p)s
ed ¢ chiaro che tale permutazione ¢ unica se e solo se t; # t; per ogni 7 # j. Ma allora

p
U= Ztn(i)en(i) =1 n(0) Z )+ Z n(4) _t (i— 1)) Zeﬁ(j) € Dn(Ap).
=0

Jj=0 Jj=i
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€2

€0 €1

FIGURA 1.2. Suddivisione baricentrica di A2 nelle sue 6 = (2 + 1)! camere; in
giallo sbiadito quella corrispondente alla permutazione identica.

Talvolta, la rappresentazione del simplesso standard come unione delle immagini delle applica-
zioni D, viene detta “decomposizione in camere”.
Se il lettore desidera sapere (ma non ¢ essenziale) come si scrive D), nelle coordinate t, .. ., t,
puo provare per esercizio che
n~' (i)
D, (to,...,tp) = (uo,...,up), dove wu;= Z
=0

4
p—J+1

Nel seguito, a seconda delle circostanze e delle convenienze, penseremo D, sia come la re-
strizione a AP di un’applicazione affine RPF*! — RPT! sia come un simplesso singolare D,, €
A(AP),,.

DEFINIZIONE 1.7.1. Per ogni spazio topologico X, denotiamo con bx : S, (X) — S«(X) il pre-
morfismo di complessi, detto suddivisione baricentrica, che sul p-simplesso singolare ¢: AP —

X vale
bx(d) = Y (=1)"¢0 Dy,
neS[p]
e poi esteso per linearita.

Se U C P(X), le stesse considerazioni che ci hanno portato a dire che S, (i) € un sottocom-
plesso ci dicono anche che bx (S.(U)) C S (U).

E chiaro che by ¢ I'identitd su gruppo delle O-catene Sy(X ), mentre dalle osservazioni sugli
1-cicli fatte nella Sezione 1.5 segue facilmente che per ogni simplesso ¢: Al — X, la differenza
¢ — bx(¢) & un bordo, e piu precisamente una combinazione lineare di tre differenziali di 2-
simplessi; a maggior ragione a — bx(a) € B1(X) per ogni a € Z1(X). Siamo quindi gia in grado
di poter affermare che bx ¢ l'identita sia in Hyo(X) che in H;(X).

TEOREMA 1.7.2. Per ogni spazio X, la suddivisione baricentrica bx : S«(X) — S«(X) & un
morfismo di complessi omotopo all’identita tramite un’omotopia Tx : S« (X) — S«(X)[1] tale che

Tx(S«(U)) C S« (U)[1] per ogni U C P(X).

DiMOSTRAZIONE. L’applicazione by € un pre-morfismo di complessi ottenuto come nella
Definizione 1.6.6 partendo dalla successione

b= (bo,by,...) eHS bp= Y (—=1)"Dy.
neSp]
Siccome by = Id, per il Teorema 1.6.11 ci basta dimostrare che b € un ciclo naturale. Fissiamo
dunque un intero positivo p e proviamo l'uguaglianza 0b,—1 = db,,.

Come primo passo dimostriamo che per ogni h = 1,...,p si ha ;b, = 0, e quindi db, = d3b,,.
Denotiamo con 7 € S[p] la trasposizione che scambia h con h — 1. Siccome by, = >, (Dy — Dy7),
con la sommatoria fatta sull'insieme delle permutazioni pari, per dimostrare che d;b, = 0 ci
basta provare che per ogni n € S[p] si ha

D77 o) 5h = D"IT 9} 6h-
Guardiamo cosa succede nei vertici di A?P: poiché

€n(h—1) T En(h) = Enr(h—1) T Enr(n)> En(i) = Enr(i)s i 7# h,h—1,
per ¢ < h abbiamo

1 1
.D77 o 5h(ei) = Dn(ei) = m ;eﬁ(j) = m ; em_(j) = Dm- o 6}1(61')7
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mentre per ¢ > h

Dn © 5h(ei) =D (eerl — Z

]>2+1

Z Enr(5) = Dn-r o 5h(ei)'

p TS

Come secondo passo dimostriamo 1'uguaglianza d3b, = 6b,—1. Denotiamo con Z I'insieme di
tutte le applicazioni iniettive f: [p — 1] — [p] e D = {0y, ..., 0} C Z, dove

1 sei<h
o,(1) =
h() {z’+1 se i > h.

E utile generalizzare la costruzione delle applicazioni D, nel modo seguente: per ogni appli-
cazione f: [q] — [p] definiamo Ry, Dy: A? — AP come le applicazioni affini che sui vertici del
simplesso A? valgono

1L ,
Ry(ei) = e, Dy¢(e;) = %Zef(j)’ i=0,...,q
qg—1+1 o
In particolare, ritroviamo le applicazioni faccia come 0; = Ry,. Date f: [p] — [¢] e g: [q] — [r]
iniettive si ha Dy = RyDy. Dunque, per ogni p € S[p — 1] si ha
P P
0D, = Z(_l)ZRBiDM = Z(_l)lDam'
i=0 i=0
Consideriamo le due applicazioni bigettive
D xSlp—1] =T 2 S[p],
con la prima data dal prodotto di composizione (9p, ) — Opp e af) uguale all’unica permu-
tazione tale che a(f)(i +1) = f(i) per ogni ¢ = 0,...,p — 1. Per ogni 7 € S[p — 1] ed ogni
h=0,...,psiha
a(OhT)(0) = b, (~1)°O) = (“1)(—1)7,
Sian € S[p| e guardiamo come si comporta 'applicazione affine 63 (D,) = Dy Rg,: AP~ — AP
nei vertici del simplesso.

DﬂRao(ei) :Dn(ei—H) = 7@ en(y)> 1=0,....,p—1.

Quindi 63(D,,) = Dy, dove
frlp=1 =1l fO)=n6+1) = n=af)

Possiamo quindi scrivere

dby = 55ty = S (-1 D55 (Dapy) = > (~1)* S (~1)" Doy = by

fez neS[p—1] h=0
O

Ricordiamo che il diametro di un sottospazio compatto C' di uno spazio metrico (X,d) &,
per definizione, il massimo della funzione continua C' x C — R, (z,y) — d(z,y). Il secondo
obiettivo di questa sezione ¢ dimostrare che il diametro dell’immagine dell’applicazione composta
Dy, ---D,, : AP — AP tende a 0 per n che tende allinfinito. Pili precisamente, dimostreremo il
seguente risultato.

TEOREMA 1.7.3. Per ogni m,...,n, € S[p|, il diametro dell’immagine dell’applicazione
n

composta Dy, --- Dy, : AP — AP ¢, nella distanza euclidea, minore o uguale a V2 < _]i 1) .
b
Premettiamo alla dimostrazione alcuni lemmi, nei quali tutti i diametri sono calcolati rispetto
alla distanza indotta dalla norma euclidea || - ||.

LEMMA 1.7.4. Per ogni xo,...,xp, € R" il diametro dell’inviluppo convesso di xg,...,x, €
uguale a
Diam(Conv(xo, . ..,xp)) = max ||z; — x|

)
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DIMOSTRAZIONE. Basta provare la disuguaglianza <, ossia che per ogni z = Y s;z;,y =
> tix; € Conv(zy,...,xp) si ha ||z — y|| < max;; ||z; — x;||. Per la disuguaglianza triangolare si

ha
Iz =yl = 1> tilz =zl <D _tillz — 2] < max ||z — ;|-

Prendiamo adesso un indice i tale che ||z — y|| < ||z — x;]|, allora

lz =yl < llz =il = > sz — 2| <) sillwy — ail| < max | — 4.
0
LEMMA 1.7.5. Dati p + 1 vettori yi,...,yp+1 € R" si ha
DIV pt P e
max || - - = —— max ||y; — vy,
i i Yn ] Ye|| = » 1 i Yi Yill
h=1 k=1
dove in entrambi i massimi gli indici i, j variano nell’insieme {1,...,p+ 1}.
DiMOSTRAZIONE. Fissiamo due indici 1 <4 < j < p+ 1 e proviamo la disuguaglianza
1< 1< D
=Y un == > k|| < —— max [y, — yxl-
= J = p+1 hk
Scriviamo
1 1 1
;Z?/h - *.Zyk = TZZ(?/h — Yk)
h=1 J =1 J =1 k=1
e osserviamo che si annullano gli ¢+ addendi in cui A = k. Per la disuguaglianza triangolare
1¢ 1 ij—i
- _Z < _
i th j Zyk =T mhixffyh Yk
h=1 k=1
J—1 p
< “——ma — < ——ma — .
s max [y, — yil| < p+1ngll?k><||yh Yl
Notiamo che vale 'uguaglianza quando y, = yi per ogni h, k > 1. O
LEMMA 1.7.6. Siano f: AP — R™ un’applicazione affine e n € S[p]. Allora
Diam(f D, (A?)) < —L— Diam(f(AP)).
p+1
DIMOSTRAZIONE. Siccome fD,(AP) e I'inviluppo convesso di fD,(eo),..., fDy(ep), per il

Lemma 1.7.4 si ha
Diam(fDn(Ap)) = H;%X HfDn(ei) - fDn(ej)H

e basta quindi dimostare che per ogni ¢ > j vale

I7Dy(ei) = F (e} < 2 mmac | (en) = fex)l

Siccome f ¢ affine si ha
1 P
fDn(ei) = m Z f(e’r](h))a
h=i

idem per fDy(ej), e si applica il Lemma 1.7.5 alla successione di punti y, = f (en(p_h+1)),
h=1,...,p+ 1. ]

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1.7.3. Ragioniamo per induzione su n, con il caso n = 0
vero in quanto Diam(AP) = max; ; [e; — ¢;| = V2.

Se n > 0, possiamo scrivere Dy, --- D, = fD,, , dove f ¢ ’applicazione affine D, --- D, _,.
Per I'ipotesi induttiva Diam(f(AP)) < v2(p/(p+1))"~! e basta applicare il Lemma 1.7.6. O

LEMMA 1.7.7. Sia U = {X;} una famiglia di sottoinsiemi di X e sia assuma che le parti
interne U; :== X? siano un ricoprimento aperto di X. Allora per ogni a € Sp(X) esiste un intero
n > 0, dipendente da a, tale che b (a) € S«(U).
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DiMOSTRAZIONE. Consideriamo prima il caso in cuia = ¢: AP — X & un simplesso singolare.
Le controimmagini V; := ¢~1(U;) formano un ricoprimento aperto dello spazio metrico compatto
AP, Per il teorema del numero di Lebesgue esiste ¢ > 0 tale che ogni chiuso in AP di diametro

n

< € e contenuto in qualche V;. Per ogni intero n tale che (#) V2 < €, per il Teorema 1.7.3
I'immagine di ogni applicazione Dy, Dy, - -- D, : AP — AP ¢ contenuta in qualche V;, che equivale
a dire che I'immagine di ¢.D,, Dy, - - Dy, & contenuta in qualche U;. Dato che la catena b’ (¢) €
una combinazione lineare finita di simplessi del tipo ¢.Dy, Dy, - - - Dy, si ha b% (¢) € S.(U).

In generale, se a = Y _;_; ai¢;, abbiamo visto che per n sufficientemente grande b’ (¢;) €
S« (U) per ogni i e quindi b (a) € S, (U). O

Quando la famiglia ¢ = {X;} C P(X) soddisfa le condizioni del Lemma 1.7.7, ossia X =
U; X?, chiameremo S, (i) sottocomplesso delle catene piccole (relativamente ad U: non esistono
catene piccole in senso assoluto!).

TEOREMA 1.7.8 (delle catene piccole). Sia U una famiglia di sottoinsiemi di X le cui parti
interne formano un ricoprimento aperto di X . Allora l'inclusione di complessii: Sy(U) — S (X)
€ un quasi-isomorfismo.

DiMOSTRAZIONE. Fissato p > 0, dobbiamo dimostrare che il morfismo indotto in omologia
it Hy(S«(U)) = Hy(X) ¢ iniettivo e surgettivo.

Abbiamo dimostrato che I'operatore di suddivisione baricentrica bx : Si(X) — S.(X) ¢ un
morfismo di complessi omotopo all’identita, e quindi che induce I’identita in omologia. Abbiamo
anche visto che esiste un’omotopia T'x tra by e l'identita tale che Tx(S«(U)) C S.(U)[1]. Ne
consegue che anche bx : S, (U) — S (U) induce l'identita in omologia.

Surgettivita. Sia [a] € Hp(X) rappresentata da un ciclo a € Z,(S«(X)); prendendo una op-
portuna potenza f = b% del morfismo di suddivisione baricentrica, abbiamo un morfismo di
complessi f: Si(X) — S«(X) che induce lidentita in omologia, ossia [a] = [f(a)] e tale che
fla) € S5.(U).

Iniettivita. Sia a € Z,(S«(U)) N Bp(S«(X)) e scegliamo b € S,41(X) tale che db = a. Come
sopra, esiste un morfismo di complessi f: Si(X) — S.(X), una potenza di bx, che induce
l'identita in omologia e tale che f(b) € S.(U). Ma allora f(a) = f(db) = df(b) ossia la classe di
omologia di f(a) in Hy(S«(U)) € banale.

Pero anche f: S.(U) — S.(U) induce l'identitda in omologia e quindi [a] = [f(a)] = 0 in
Hy (S.10)). .

1.8. Successioni esatte, lunghe e corte

Per definizione, una successione esatta di gruppi abeliani € un complesso in cui I'immagine
di un omomorfismo e uguale al nucleo del morfismo successivo.

Dunque, un complesso di catene ¢ una successione esatta se e solo se i gruppi di omologia
sono tutti nulli.

Esempio 1.8.1. Sia f: H — G un omomorfismo di gruppi. Allora:

(1) f iniettivo se e solo se 0 — H hae esatta,;
(2) f surgettivo se e solo se H a0 esatta;

(3) f isomorfismo se e solo se 0 — H Ly G = 0 esatta.
EsemMPIO 1.8.2. Supponiamo che
G e e I g

sia una successione esatta di gruppi abeliani. Allora le seguenti condizioni sono equivalenti:

(1) f3 & surgettiva,

(2) f2=0;
(3) fi ¢ iniettiva.
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Infatti, per l'esattezza in G il nucleo di f; € uguale all’immagine di fo; in particolare fo €
nulla se e solo se ker f; = 0, ossia se e solo se fi ¢ iniettiva. Similmente, per ’esattezza in Gy il
nucleo di fy € uguale all'immagine di f3 ed in particolare fo = 0 se e solo se f3 e surgettiva.

EsemMPIO 1.8.3. Supponiamo che

Go 2% 6 I 6y Gy & Gy
sia una successione esatta. Allora le seguenti condizioni sono equivalenti:
(1) fo & surgettiva e f3 & iniettiva;
(2) fi=f2=0;
(3) G =0.
I ragionamenti da fare sono analoghi a quelli dell’esempio precedente e lasciati per esercizio al
lettore.

EsEmMPIO 1.8.4. Ogni omomorfismo di gruppi abeliani A 4y B si estende in modo canonico
ad una successione esatta

0 — ker(f) i>A£>B£>coker(f) — 0,

dove i & l'inclusione, coker(f), detto conucleo di f, ¢ uguale per definizione al gruppo quoziente
coker(f) = B/f(A) e p ¢ la proiezione al quoziente.
Viceversa, data una successione esatta

0sHS AL BL Qo0

Pomomorfismo h induce per corestrizione un isomorfismo h: H — ker f. Inoltre, dato che f(A) C
ker ¢ possiamo scrivere ¢ = gp per un opportuno omomorfismo g: coker f = B/f(A) — Q; dato
che ¢ & surgettivo, anche g ¢ surgettivo; dato che f(A) = kerp = kerq, 'omomorfismo g &
iniettivo e quindi definisce un isomorfismo tra @ ed il conucleo di f.

Supponiamo di avere un quadrato commutativo di gruppi abeliani, ossia un diagramma
commutativo del tipo
A —ﬂ> B
o gl

C$-D

Se z € ker 3, allora da(x) = v5(z) = 0 e quindi a(z) € ker §. Dunque il quadrato commutativo
definisce per restrizione un omomorfismo «a: ker(8) — ker(d).

Si consideri adesso la proiezione sul conucleo 7w: D — coker(d). Allora 76 = 0 ed a maggior
ragione myf = mda = 0, ossia 7wy si annulla sull'immagine di §. Per la proprieta universale
dei quozienti, 'omomorfismo 7y si fattorizza ad un omomorfismo tra i conuclei 7: coker(a) —
coker(7). Alla fine abbiamo un diagramma commutativo

0 — ker(5) A" B coker(f) —=0

ol kb

0 — ker(d) o2

con entrambe le righe successioni esatte.

TEOREMA 1.8.5 (Lemma dei 5). Sia dato il sequente diagramma commutativo di gruppi

abeliani:
dy da ds dy

El E2 E3 E4 E5
NN
H, & Hy 2 Hs " Hy a Hs

con entrambe le righe esatte.
(1) se ay é surgettiva e aa, g sono iniettive, allora (B & iniettiva;
(2) se as € iniettiva e ag, ay sono surgettive, allora & surgettiva;
(3) se aq, a9, ay, a5 sono bigettive, allora 5 é bigettiva.
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DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo solo il primo punto; la dimostrazione del secondo € del tutto
simile ed e lasciata per esercizio. Il terzo punto segue banalmente dai primi due.

Sia € Fj tale che (x) = 0, allora ayds(x) = hsfB(x) = 0 ed essendo per ipotesi ay
iniettiva si ha ds(x) = 0. La prima riga ¢ esatta e quindi esiste y € FEs tale che x = da(y);
siccome hoao(y) = Bda(y) = B(z) = 0 e la riga inferiore ¢ esatta, esiste z € Hj tale che
hi(z) = aa(y). Adesso usiamo la surgettivita di a; per trovare w € Ej tale che ag(w) = z,
quindi agd; (w) = hjai(w) = hi(z) = as(y). Per Uiniettivita di oy si ha y = dj(w) e quindi
Tr = dg(y) = dgdl(w) = 0. ]

DEFINIZIONE 1.8.6. Una successione esatta corta ¢ una successione esatta del tipo
(1.6) 0-ULv L woo

Importante: la (1.6) ¢ una successione esatta corta se e solo se f ¢ iniettiva, g & surgettiva

e kerg = f(U).

. d d d . . .
Dato un complesso di catene --- — C), = C,—1 — - - -, risulta spesso utile ‘spacchettarlo’ in
tante successioni esatte corte, e pitl precisamente

0= Zn(Cy) = Cp % Bu_1(CL) — 0,

Vn.
0 — Bn(Cy) = Zp(Cy) — H,(Cy) — 0,
Viceversa, le successioni esatte corte
0—>2,—C,— B,_1—0, 0— B, —~ Z,— H, — 0,

possono essere ‘impacchettate’ in un unico complesso di catene ---Cp11 — Cp, = Cp_q -+

0
— > Cht1 B, 0 0
0 Zn\ C,, \Bn—l —0
L e S
0 H,_4

La nozione di successione esatta si trasporta, nella maniera pili ovvia possibile, dai gruppi
abeliani ai complessi. Ad esempio, una successione esatta corta di complessi di catene ¢ una
successione

054, 5B, %c, >0

di morfismi di complessi tale che, per ogni intero n la successione di gruppi abeliani

O%Anf—%Bng—%CnHO

¢ esatta.
Ogni successione esatta corta di complessi di catene come sopra, induce per ogni n tre
complessi

0= Zn(A) I Z,.(B,) 2
0 = Bu(A) 2% Bo(B,) 25 Ba(CL) — 0,
fn

0 — Hp(Ay) — H,(B
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che pero non sono successioni esatte in generale. Si consideri ad esempio il caso in cui Ay =
By =By =C1 =7Ze A;, B;,C; = 0 altrimenti, e dove i tre morfismi d: By — By, fo: Ag — Bo,
g1: B1 — (4 sono tutti uguali all’identita.

A parziale consolazione abbiamo il seguente risultato.

TEOREMA 1.8.7 (successione esatta lunga di omologia). Sia

054, 5B %0, 50

una successione esatta corta di complessi di catene. Allora € canonicamente definita una succes-
sione di omomorfismi di gruppi

O Ho(Cy) = Ho1(A), nez,

che induce una successione esatta (lunga) di gruppi di omologia

O gAY D By (B S Hay(C) 2 Hy (A L

DIMOSTRAZIONE. Sia n un intero fissato e definiamo d,,. Sia [z] € H,(Cy) la classe di omo-
logia di un ciclo z € Z,(C); siccome g, : B, — C,, & surgettivo, possiamo scegliere b € B,, tale
che g(b) = z. Siccome g(db) = dg(b) = 0 si ha db € kerg.

Per esattezza vi € un unico elemento a € A,_; tale che f(a) = db. Si vede subito che a &
un ciclo, infatti f(da) = df(a) = d?b = 0 e dato che f & iniettivo deve essere a € Z, 1(Ay).
Poniamo dunque

dn([z]) = [a] = classe di omologia di a

e mostriamo che non dipende dalla scelta di z e di b. B
Sia b € B, tale che g(b) — g(b) € B, (C), e scegliamo ¢ € C,,4; tale che dc = g(b—b). Poiché
g @ suriettiva, esiste h € B,y tale che g(h) = ¢, allora

g(b—b—dh) = g(b—b) — g(dh) = g(b—b) — dg(h) =0
e per esattezza esiste k € A, tale che f(k) =b— b — dh. Dunque
f(a—dk) =db— f(dk) = db— df (k) = db — (db — db — d*h) = db

e siccome a, a — dk sono cicli che inducono la stessa classe di omologia abbiamo provato che
dn([z]) & ben definito.

La dimostrazione dell’esattezza della successione lunga di omologia € cosa tanto semplice
quanto noiosa ed & lasciata per esercizio; dimostrazioni complete si possono trovare in [20,
45]. O

E importante osservare che la definizione dei morfismi §,, € universale e non dipende dal-
le caratteristiche dei complessi in gioco. Questo implica ad esempio che, dato un diagramma
commutativo di morfismi di complessi,

0 A, B, Cs 0
(1.7) | | l
0 N M, L, 0

con entrambe le righe successioni esatte corte, per ogni n vi & un diagramma commutativo di
gruppi di omologia
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Esercizi.

Esgrcizio 1.12. Usare il lemma dei 5 per dimostrare che, dato un diagramma di complessi
come in (1.7), con entrambe le righe esatte, se due morfismi verticali sono quasi-isomorfismi,
allora lo € anche il terzo.

EsErcizio 1.13. Questo ¢ quello che si chiama un esercizio di “caccia al diagramma”. Si
consideri il diagramma commutativo di gruppi abeliani

0

|

Ni— M, — P

oo

Oﬁ'NQ%MQ%PQ

|

N3—>M3

J

0

in cui tutte le righe e tutte le colonne sono successioni esatte. Provare che 'omomorfismo f &
iniettivo.

Esercizio 1.14 (Lemma del serpente). Sia dato un diagramma commutativo di gruppi
abeliani

0 Ny Lo -2 p 0
CO
0 Ny~ My —F~ P, 0

con entrambe le righe esatte. Allora esiste un morfismo (di bordo) d: ker(y) — coker(«) tale che
la successione

0 — ker() . ker(8) ——= ker(y)

coker(a) R coker([3) L coker(y) —=0

¢ esatta. (Suggerimento: pensare le tre frecce verticali come complessi, ponendo N; = M; = P; =
0 per ogni i # 0, 1.)

EseErcizio 1.15. La successione dei morfismi d,, introdotti nel Teorema 1.8.7 non ¢ 'unica
ad avere le medesime proprieta; infatti, per ogni scelta di segni a,, = 41 la successione a,d,
va ancora bene, purché, beninteso, la scelta del segno a, dipenda solo da n. Dimostrare che
queste sono le uniche possibilita; (riconosco di essere un po’ vago ed impreciso, ma senza il
linguaggio dei funtori e delle trasformazioni naturali non riesco a fare di meglio). Suggerimento:
considerare morfismi di successioni esatte corte di complessi come in (1.7) nei quali H,(Cy) = Z,
H,_1(Ay) =Z e Hy(By) = 0 per ogni p.

1.9. Successione esatta di Mayer—Vietoris ed applicazioni

In questa sezione ci occupiamo della prima applicazione non banale dei Teoremi 1.7.8 e
1.8.7, con la quale saremo gia in grado di calcolare i gruppi di omologia di molti spazi topologici
interessanti.

Premettiamo una piccola considerazione algebrica. Dati due complessi di gruppi abeliani

c: Lo Lo Lo, L.

é 1 d 1
D,: oo — Dy — Dpy — Dpg— -+
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si definisce la loro somma diretta come il complesso

Ce®Ds: o ﬂ Cn & DTL ﬂ} Cn—l 2] Dn—l (d76')> Cn—? @ Dn—2 (49) ”

dove

(d,9)(x,y) = (dz, dy), x € Cp,y € Dy
Segue immediatamente dalla definizione che (x,y) € Z,(Cs & D) se e solo se x € Z,(Cy) e
y € Zn(Dy), ossia vale Z,(Cyx & Dy) = Z,(Cy) & Z,(Dy). Similmente vale B, (Cy & D,) =
B, (C)® By, (D) e pertanto abbiamo degli isomorfismi naturali H,,(C,®D,) = H,(Cy)®H,(D.).

Esiste una naturale identificazione di C\ con il sottocomplesso di C, @ D, formato dagli
elementi del tipo (z,0), con x € C,, ed esiste una proiezione naturale C, ® D, — C, (z,y) — .

Dato un qualunque morfismo di complessi f: A, — C, useremo lo stesso simbolo f: A, —
Cy @ D, per denotare la composizione di f con l'inclusione naturale C, C C, & D,. Similmente,
per ogni morfismo di complessi g: Cy — FE,, useremo lo stesso simbolo g: Cy & D, — FE, per
denotare la sua composizione con la proiezione naturale, ossia g(z,y) = g(z).

Siano U,V due aperti in uno spazio topologico X e denotiamo i morfismi di inclusione tra i
quattro aperti U, V,U NV, U UV con le lettere indicate nel diagramma commutativo

Uunv - -yu

L

Vv—r.uuv

E immediato osservare che il corrispondente diagramma commutativo di complessi

T

S.(UNV) S.(U)
lﬁ lm
S.(V)— s wuv)

determina una successione esatta
0 S (UNV) 25 S (U) @ 8,.(V) 2F s, uv).

L’immagine del morfismo h. — k, € il sottocomplesso formato dalle catene che si possoso scri-
vere nella forma h,(z) — k«(y) al variare di z € S.(U),y € S«(V) e coincide pertanto con il
sottocomplesso S, (U) = S« (U) & S«(V) C S.(U U V), dove U denota il ricoprimento aperto
{U,V}.

Per i Teoremi 1.7.8 e 1.8.7 si hanno dunque un isomorfismo H,(UUV') = H,(S.(U)), indotto
dall’inclusione S, (U) C S, (U U V), ed una successione esatta lunga

H,(S.(UNV)) 2225 1y (S.(U)) @ Ha(Se(V)) 2755 H (S.U)) S Hoi(S(UNV)) -

Mettendo assieme i pezzi abbiamo quindi dimostrato il seguente teorema.

TEOREMA 1.9.1 (Successione esatta di Mayer—Vietoris). Per ogni coppia di aperti U,V in
uno spazio topologico X si ha una successione esatta lunga

s Hy(UNV) 2 B (U) @ Hy (V) 222 B0 0V) S B, (U V) 2

OSSERVAZIONE 1.9.2. L’ipotesi che i sottoinsiemi U,V siano aperti & sostanzialmente di
comodo ed & piu che sufficiente per i nostri scopi. Per la validita della successione di Mayer—
Vietoris basta infatti che ogni componente connessa per archi Y C X sia uguale all’'unione delle
parti interne di U NY e V NY nella topologia di Y (esercizio: perché?).

Vediamo subito all’opera la successione esatta di Mayer—Voetoris nel calcolo dell’omologia
delle sfere S™ = {x € R"*! | ||z| = 1}.

Ricordiamo che il complementare di ogni punto p € S™ & omeomorfo a R” mediante pro-
iezione stereografica. Fissato un sistema di coordinate ortogonali zo,...,z, su R*"! tale che
p=(1,0,...,0), le due proiezioni stereografiche

f::8"={p} =>R",  f(zo,...,2n) 1

= 1_7‘%‘0(.'1317 ,xn)
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1

g: : S"—{-p} = R", g(zo,...,zy) = 1+x0(x1,...,xn)
sono omeomorfismi con inversi
_ Suui—1 2y 2y
f 1(y17"'7yn): <1 ! ! 271 27"'71 = 2 M
+Ziyi +Ziyi +Z@'yi
gl(yla“'vyn):<1_2iyi27 2y1 9ttty 2yn >
1+Ziyi2 1+Ziyi2 1+Ziyi2

Se chiamiamo i due punti p, —p Polo Nord e Polo Sud, allora ‘I’equatore’
E={zecS"|xz=0}=8""!

¢ un retratto per deformazione di S™ — {p, —p}. Infatti, tramite ’'omeomorfismo f l’aperto S™ —
{p, —p} diventa R™ — {0}, mentre f(E) = "1

In conclusione, considerando gli aperti U = S" — {p} e V. =5" —{—p}sihaUUV = S"
(e quindi si puo applicare Mayer—Vietoris), U,V sono contraibili e l'inclusione E C U NV ¢
un isomorfismo in omologia. Usando queste informazioni ed induzione su n ¢ facile arrivare al
seguente risultato

TEOREMA 1.9.3. Per ogni n > 0 si ha H;(S™) = Z per i = 0,n e H;(S™) = 0 per ogni
i#0,n.

DIMOSTRAZIONE. Con i due aperti U, V' appena descritti, dato che H;(U) = H;(V') = 0 per
ogni i > 0 e Hy(UNV) = H;(S" '), la successione esatta di Mayer—Vietoris si spezza nelle
successioni esatte

0 — H1(S™) — Ho(UNV) 25 Hy(U) @ Ho(V),
0— Hi(S") = Hi1(UNV)=H;_1(5"") =0, i> 1.

Dalla seconda segue H;(S™) = H;_1(S™ 1) per i > 1 e quindi, per induzione su n basta calcolare
i gruppi H;(S™). Per ogni componente connessa per archi Y di UNV/, le due inclusioni i: Y — U
e j: Y — V inducono isomorfismi i.: Ho(Y) — Ho(U) e ji: Ho(Y) — Ho(V). Ne segue che
lapplicazione (ix, j«): Ho(Y) — Ho(U) @ Ho(V) € iniettiva e I'immagine ¢ formata dalle coppie
(a,b) tali che n(a) = n(b). In particolare, dato che per n > 1 l'intersezione U NV & connessa per
archi (ha il tipo di omotopia di S"~1), ne segue che H1(S™) = 0. Invece, per n = 1, I'insieme
U NV ha esattamente due conponenti connesse per archi

YEZ{(:L‘o,JJl)GSI ‘JJ1>O}, B:{(xo,xl)esl ‘$1<0}.

Fissati due punti ¢; € Y7 e ¢2 € Ya, si ha Ho(Y1) = Z[c1], Ho(Yz2) = Zca], [c1] = [c2] € Ho(U) e
1] = [e2] € Ho(V).
Dunque, nella base [c1], [c2] 'omomorfismo (i, j«): Ho(Y1) @ Ho(Y2) — Ho(U) & Ho(V)
diventa
7% — 72, (a,b) — (a+b,a+b),
il cui nucleo {(n,—n) | n € Z} ¢ isomorfo a Z. O

COROLLARIO 1.9.4 (Invarianza della dimensione). Siano A C R™ e B C R™ due aperti
omeomorfi e non vuoti, allora n =m.

DIMOSTRAZIONE. Il risultato ¢ ovvio se min(n, m) = 0, possiamo quindo considerare solo il
caso n,m > 0. Sia f: A — B un omeomorfismo e supponiamo per assurdo n > m (se n < m
basta scambiare A con B) e quindi n > 1; non & restritrivo supporre 0 € A e f(0) =0 € B. Per
ogni 7 > 0 denotiamo

Up={zeR"[0< |z <r},  Vi={zeR™|0<|z| <r}

allora per ogni r I'aperto U, ha il tipo di omotopia di S"~! (risp. S ! e per ogni r < R
linclusione U, C Ug € un isomorfismo in omologia. Infatti, se 0 < s < r la sfera {x | ||z|| = s
€ un retratto per deformazione sia di U, che di Ug. Similmente ogni V; ha il tipo di omotopia
di S™~1. Sia R > 0 tale che Ur C A, dato che f & aperta e continua esisteono ¢, > 0 tali che
f(U;) C Vi C f(Ug). Ma allora 'applicazione continua

1
v, Lov, I up
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¢ esattamente 'inclusione e quindi induce un isomorfismo
Z~H, 1(U,)— H,—1(Ugr) ~Z,
in contraddizione con il fatto che H,_1(V;) = 0. O

Il teorema di invarianza della dimensione puo essere visto come corollario del prossimo
teorema, per la cui dimostrazione (molto piu lunga e complicata) rimandiamo a [54].

TEOREMA 1.9.5 (invarianza dei domini). Sia A C R™ un sottoinsieme. Se A é omeomorfo
ad un aperto di R™, allora A ¢ aperto.

Rimandiamo ai testi [5, 13, 54| per altre applicazioni della successione esatta di Mayer—
Vietoris.

Esercizi.

ESERCIZIO 1.16. Dimostrare che Hy(Pg) = Z e che il morfismo H;(S') — Hi(PL) indotto
dalla proiezione naturale S — IP)]E e uguale alla moltiplicazione per +2, con il segno + dipendente
dalla scelta delle basi, vedi Esercizio 1.10.

EsERcIz10 1.17. Siano zg, 1, 2 coordinate omogenee su ]P’%{ e si considerino i tre sottospazi

A= {[x07x1’x2] € PI%& | Ty # 0}7 B = {[xvalva] € P?R ’ (5517552) # (O’O)}v
C = {[xo,x1,20] €PE |22 =22 + 23} C ANB.
Dimostrare che:
(1) A & un aperto contraibile;
(2) linclusione C < AN B e la proiezione 7: B — Pg, 7([zo,z1,72]) = [z1, 2], sono
equivalenze omotopiche;
(3) Tinclusione A N B C B induce in omologia un omomorfismo Hi(A N B) — H;(B) con
nucleo banale e conucleo di ordine 2.
Usare i tre punti precedenti e la successione esatta di Mayer—Vietoris per calcolare tutti i gruppi
di omologia di IP’IQR.






CAPITOLO 2

Omologia e coomologia delle varieta compatte

Questo capitolo ha un duplice obiettivo: introdurre la coomologia singolare e dimostrare che
le varieta compatte hanno tutti i gruppi di omologia e coomologia finitamente generati.

2.1. Gruppi abeliani finitamente generati

Un gruppo abeliano M si dice finitamente generato se ¢ generato da un numero finito
di elementi. E utile osservare che M & finitamente generato se e solo se esiste un omomorfismo
surgettivo Z™ — M per qualche n € N. Infatti, se f: Z™" — M & surgettivo ed e1,...,e, ¢ la
base canonica di Z", allora f(e1),..., f(en) generano M; viceversa, se my,...,m, € M sono
generatori, allora 'omomorfismo f: Z" — M tale che f(e;) = m; risulta surgettivo.

LEMMA 2.1.1.

(1) Sottogruppi e quozienti di gruppi abeliani finitamente generati sono finitamente generati.

(2) Se M i> N % P ¢ una succcesione esatta di gruppi abeliani, con M, P finitamente
generati, allora anche N ¢ finitamente generato.

DIMOSTRAZIONE. 1) Siano p: Z™ — M un omomorfismo surgettivo e N C M un sottogrup-
po. La composizione di p con la proiezione al quoziente M /N & surgettiva e quindi anche M /N
¢ finitamente generato. Il sottgruppo p~'(N) C Z" & isomorfo a Z™ per qualche m < n ed il
morfismo p: p~1(N) — N & surgettivo.

2) A meno di sostituire P con il suo sottogruppo g(N), che & ancora finitamente generato,
non e restrittivo supporre g surgettiva. Siano p: Z" — M e q: Z™ — P omomorfismi surgettivi.
Scegliamo un omomorfismo h: Z™ — N tale che gh = g, allora ’omomorfismo

Z"eZ™ — N,  (z,y) ~ fp(z) +h(y),
e surgettivo. =

Dall’unione del Lemma 2.1.1 con la successione esatta di Mayer—Vietoris segue il seguente
risultato.

TEOREMA 2.1.2. Sia X = UyU---UU, un ricoprimento aperto finito di uno spazio topologico.
Si assuma che per ogni 1 < i1 < --- < i < n 1 gruppi di omologia di U;; N --- N U;, siano
finitamente generati. Allora anche i gruppi di omologia di X sono finitamente generati.

DIMOSTRAZIONE. Induzione su n, con il caso n = 1 vero per ipotesi. Supponiamo n > 1 e
poniamo Y = Uy U---UU,_1. Per l'ipotesi induttiva, sia i gruppi di omologia di Y che quelli di
YNU,=UNU,)U---U(U,-1 NU,) sono finitamente generati.

Sia p > 0 fissato, per Mayer—Vietoris esiste una successione esatta

H,(Y)® Hy(U,) & Hy(X) L Hy (Y NT,).

Per I'ipotesi induttiva i due gruppi ai lati sono finitamente generati e la conclusione segue dal
Lemma 2.1.1. g

COROLLARIO 2.1.3. Sia X C R"™ compatto e retratto di un aperto V.C R™. Allora i gruppi
di omologia di X sono finitamente generati.

DIMOSTRAZIONE. Sia r: V' — X una retrazione, ossia r(x) = x per ogni x € X. Per la
compattezza di X esiste un numero finito di aperti convessi By,...,B, C V tali che X C B; U
---U By,; chiaramente ogni intersezione B;, N---NB;, ¢ ancora un aperto convesso, possibilmente
vuoto. Se B = B U ---U B, per il Teorema 2.1.2 i gruppi di omologia di B sono finitamente
generati, e dato che r: B — X ¢ ancora una retrazione, tutti i morfismi r,: H,(B) — Hy,(X)
sono surgettivi. ]

37
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Uno spazio topologico X si dice localmente euclideo se ogni punto di X possiede un intorno
aperto omeomorfo ad un aperto di R", per qualche n > 0. Piu precisamente, X ¢ localmente
euclideo se per ogni p € X esistono: un aperto U C X tale che p € U, un aperto V C R™ ed un
omeomorfismo ¢: U — V.

In uno spazio localmente euclideo ogni punto possiede un sistema fondamentale di intorni
aperti contraibili; ad esempio, nelle notazioni precedenti basta considerare gli intorni di p dati da
¢ Y (B(p(p),r)) per ogni r > 0 tale che B(p(p),r) C V. In particolare, le componenti connesse
sono aperte e coincidono con le componenti connesse per archi.

Siano X localmente euclideo e p € X; se Uy, Uy sono intorni aperti di p omeomorfi rispetti-
vamente ad un aperto di R™ ed un aperto di R™, allora U; N Uy & omeomorfo sia ad un aperto
di R” che ad un aperto di R™ e, per il teorema di invarianza della dimensione, questo ¢ possibile
solo se n = m. La seguente definizione ¢ quindi ben posta.

DEFINIZIONE 2.1.4. Sia X uno spazio localmente euclideo. La dimensione di X in un punto
p € X e uguale all’'unico intero n tale che p possiede un intorno aperto omeomorfo ad un aperto
di R™.

DEFINIZIONE 2.1.5. Una varieta topologica compatta ¢ uno spazio localmente euclideo,
compatto e di Hausdorff.

TEOREMA 2.1.6. I gruppi di omologia di una varieta topologica compatta sono finitamente
generati.

Il Teorema 2.1.6 segue immediatamente dal Corollario 2.1.3 e dal seguente fatto non banale,
per la cui dimostrazione rimandiamo all’Appendice II di [54].

TEOREMA 2.1.7. Ogni varieta topologica compatta é omeomorfa ad un sottospazio di RY,
per qualche N > 0. Se un sottospazio X C RN ¢ compatto e localmente euclideo, allora X é
retratto di un aperto che lo contiene.

Con un diverso ragionamento, nella prossima sezione daremo una dimostrazione completa
del Teorema 2.1.6 aggiungendo un’ipotesi che in pratica, ossia nei casi che ci interessano, risulta
sempre verificata.

Esiste anche una nozione generale di varieta topologica in cui la condizione di compattezza
viene indebolita nel modo seguente.

DEFINIZIONE 2.1.8. Una varieta topologica ¢ uno spazio localmente euclideo di Hausdorff
in cui ogni componente connessa possiede una base numerabile di aperti.

Con questa definizione, ogni sottospazio aperto di una varieta topologica & ancora una varieta
topologica. Unione disgiunta di varieta topologiche & ancora una varieta topologica. Per il teorema
(non banale) di Poincaré—Volterra (vedi [38]) ogni rivestimento di una varieta topologica € ancora
una varieta topologica.

Esercizi.

EsERCIZIO 2.1. Siano G il gruppo delle successioni a: N — Z e I C G il sottogruppo e delle
successioni definitivamente nulle. Dimostrare che I non ¢ finitamente generato.

EsERcCIZ10 2.2. Un gruppo abeliano G si dice senza torsione se non possiede elementi non
nulli di ordine finito; equivalentemente, G & senza torsione se per ogni n > 0 ’'omomorfismo
n: G — G, T — ne,
¢ iniettivo.
Dimostrare che un gruppo abeliano finitamente generato ¢ libero se e solo se & senza torsione.
(Suggerimento: sia {aj,...,a,} C G un insieme finito di generatori e sia I C {ai,...,a,} un
sottoinsieme massimale di elementi linearmente indipendenti su Z. Se H C G ¢ il sottogruppo

generato da I, provare che H e libero e che esiste n > 0 tale che na; € H per ogni ¢. Per conclu-

dere, mostrare che la moltiplicazione per n definisce un isomorfismo tra G' ed un sottogruppo di

Esgrcizio 2.3. Sia X C R" il complementare di una unione finita di sottospazi affini.
Dimostrare che i gruppi di omologia di X sono tutti finitamente generati.
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2.2. Ricoprimenti semplici

Iniziamo con una precisazione sul concetto di ricoprimento; dato uno spazio topologico X,
con insieme delle parti P(X) si definisce:

e Un ricoprimento proprio come una sottofamiglia 7 C P(X) la cui unione & tutto X,
ossia X = [Jyer A

e Un ricoprimento indicizzato come un elemento (A;);cr € [[;c; P(X) tale che X =
Uie[ A;.

In un ricoprimento indicizzato (A;);er non si richiede che l'applicazione i — A; sia iniet-
tiva e pertanto lo stesso sottoinsieme di X puo comparire con molteplicita qualunque nel ri-
coprimento. Ogni ricoprimento proprio F C P(X) & tautologicamente indicizzato da se stesso,
ossia corrisponde all’elemento di [],c7P(X) che nella coordinata A € F vale A. Viceversa,
ad ogni ricoprimento indicizzato (A;);cs € associato in maniera naturale il ricoprimento proprio
{A;|iel} CPX).

Per la stragrande maggioranza delle questioni che si incontrano in topologia generale, ad
esempio per tutto cio che riguarda la compattezza, la teoria ¢ indipendente dalla definizione di
ricoprimento adottata. Invece, in (co)omologia la differenza tra le due nozioni si inizia e sentire.

Da ora in poi, salvo avviso contrario, intenderemo i ricoprimenti di uno spazio topologico X
sempre in senso indicizzato. Dunque, per noi, un ricoprimento (A;);er dello spazio X & il dato
di un insieme I, che chiameremo insieme degli indici, e di un’applicazione I 5 ¢ — A; C X tale
che J;c; Ai = X.

Sia X uno spazio topologico localmente euclideo. Un atlante su X e una collezione di terne

(Ui, Ai, ¢i)ier, indicizzata da un insieme I, dove:
(1) (U;)ier € un ricoprimento aperto di X;
(2) ogni A; & un aperto non vuoto di R"™, per qualche n > 0;
(3) ogni ¢;: U; — A; & un omeomorfismo.

Gli aperti U; sono detti carte locali dell’atlante. Segue immediatamente dalle definizioni
che ogni spazio localmente euclideo possiede atlanti.

Ad ogni atlante (U;, A;, ¢;)ier si associa una collezione di applicazioni (¢;;); jer definita nel
modo seguente: per ogni coppia di indici (¢, j) € I x I denotiamo U;; = U;NUj e Aij = ¢i(Uij) C
A;. Dato che Uj; ¢ aperto in U; e ¢; ¢ un omeomorfismo, si ha che A;; ¢ aperto in A; ed ¢ quindi
un aperto di R" per qualche n. Attenzione che, mentre U;; = Uj;, in generale A;; # Aj;.

Definiamo

pij: Aig = Aji,  pij(e) = (e (@),
di modo che si abbiano i seguenti diagrammi commutativi

Ul'j
>\
Pij

nei quali ogni applicazione ¢ un omeomorfismo; si noti che A; = A;, p;; = Ida; e pi; = goj_il per
ogni 1, J.

DEFINIZIONE 2.2.1. Un atlante (U;, A;, @;)icr si dice di classe C* se tutte le applicazioni Pij
sono di classe C¥, o equivalentemente, se ogni @i; ¢ un diffeomorfismo di classe Ck.

Ripasso 2.2.2. Dati due aperti U C R™ e V C R™, un’applicazione f: U — V si dice di
classe C*, con k > 0, se ogni sua componente f;: U — R, dove i = 1,...,m, & una funzione di
classe C*, e ciot con tutte le derivate parziali fino all’ordine k definite e continue. Ricordiamo
anche che una funzione si dice di classe C™ se ¢ di classe C* per ogni k > 0; in tal caso tutte le
sue derivate parziali, di ogni ordine, esistono e sono funzioni di classe C*°.

Diremo che f: U — V & un diffeomorfismo di classe C* se ¢ invertibile e se la sua inversa
f~1:V — U ¢ ancora di classe C*.

In questa sezione dimostreremo, seguendo [53], che se una varieta topologica compatta X
possiede un atlante di classe C?, allora possiede anche un ricoprimento aperto finito X = U; U
---UU, tale che 'intersezione U;; N---NUj;, € omeomorfa ad un convesso (possibilmente vuoto)
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per ogni sottosuccessione 1 < 47 < --- < i < n; segue quindi dal Teorema 2.1.2 che ogni gruppo
H,;(X) ¢ finitamente generato.

Nei seguenti risultati denoteremo con || - || la norma euclidea in R™ e con B(p, ) le corrispon-
denti palle aperte, ossia

el = /=1 +--+2},  Bpr)={zeR"|[lz—p|<r}
Nelle seguenti considerazioni avremo bisogno dell’'uguaglianza
(2.1) lz +ylI* + lz =yl = 20z + [lylI*)
e sara pertanto necessario utilizzare la norma euclidea.

LEMMA 2.2.3. Siano U C R"™ un aperto, D C U un compatto e r > 0 tali che x + h € U
per ogni x € D ed ogni h € A(r) := {2z € R" | ||z|| < r}. Allora per ogni funzione f: U — R di
classe C? esistono due costanti K1, Ko > 0 tali che

of

[f(@+h) = f(@)] < Killhll, | f(z+h) = fz) - %(x)higKthHz,

per ogni x € D, ed ogni h = (h1,...,hy,) € A(r).

Nel corso della dimostrazione, il lettore riconoscera senza alcun dubbio che alcune ipotesi
sono decisamente ridondanti e sono assunte al solo fine di economizzare e compattare la nostra
trattazione, cosi come la stima molto grezza delle costanti K1, K.

DIMOSTRAZIONE. Sia x € D fissato, per la formula di Taylor, vedi ad esempio [1], per ogni
h € A(r) esiste t € [0,1] tale che

h) th)h;h;.
fle+ )+ Z 3:6, ]Z_ 8301335] (@ + th)
Siccome th € A(r), se ¢;; € il massimo della funzione continua
1| 9%f
9ij: D x A(r) = R, 9ij(x,y) = ’5‘ 81']( T+y)|,

e ¢ = max; j ¢;; si ha

‘f(:Hh) = (@) —Zjimh

i=1

il < e Ihillhyl.
iJ

Per dimostrare l'esistenza della costante Ko basta osservare che 2|h;||hj| < h? + h? e quindi

> lhillhy] < n||h||?. Se denotiamo con A il massimo su D della norma del gradiente di f, per
Cauchy—Schwarz si ha

L )| < Al
> G, @ < ALl

da cui |f(z + h) — f(z)| < A||h|| + K2||h||? e basta prendere K1 = A + rKs. O

TEOREMA 2.2.4. Siano f: U — V un diffeomorfismo di classe C? tra aperti di R" e p € U.
Allora esiste € > 0 tale che B(p,e) CU e f(B(p,s)) € un aperto convesso per ogni 0 < s < €.

DIMOSTRAZIONE. A meno di traslazioni, possiamo p = 0 e f(p) = 0. Sia § > 0 tale
che B(0,30) C V; per il Lemma 2.2.3 applicato a f~!, con D = B(0,d) e r = 24, esistono
un’applicazione S: B(0,0) x B(0,25) — R™ ed una costante L > 0 tale che

FH k) =12+ S(= k), [I1S(z,k)| < L|IK|

per ogni z € B(0,0), k € B(0,26). Sia r > 0 tale che B(0,2r) C U e f(B(0,r)) C B(0,9).
Di nuovo per il Lemma 2.2.3 esiste un’applicazione R: B(0,7) x B(0,7) — R™ ed una costante
K > 0 tale che

flz+h) = +Z

©)hi + R(z,h), | R(z,h)| < K]|h||?
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per ogni z, h € B(0,r). Definiamo

) 1
€ = min <r, 3KL> >0
e proviamo che tesi del teorema ¢ verificata.

Fissiamo un 0 < s < ¢, ¢ allora ovvio che B(0, s) C U; grazie al Lemma 1.2.2, per dimostrare
la convessita dell’aperto f(B(0,s)) basta provare che (a + b)/2 € f(B(0,s)) per ogni a,b €
f(B(0,s)); siccome V contiene I'inviluppo convesso di f(B(0,s)) e f: U — V & bigettiva, ci
basta dimostrare che

5 > € B(0,s)

per ogni u,v € B(0, s). Siano dunque u,v € B(0, s), ponendo z = (u+wv)/2 e h = (u—v)/2 si ha
x,h € B(0,s), u=x+h, v=x-h,

e quindi

f(u) ; f) _ fl@+h) ; F@ =) )+ R ),
dove R(x,h) = (R(x,h)+R(z,~h))/2 e pertanto || R(z, h)| < K||h[*. noltre, siccome f (u), f(v), f(x)

hanno norma < é si ha | R(x, h)|| < 26. Dunque

FHF ) + f(0))/2) = 71 (f(@) + Rz, h) = 2 + S(f(«), R(x, b))

con

Iz <5 IS(f(@), Rz, )| < LRz, h)| < KL||R|?.

Ponendo t = S(f(x), R(z,h)) si ha
/71 ) + F) /2P =l + 22 < (el + 121D < Nl + 2] + (1]
Tenendo presente che, per (2.1), si ha la disuguaglianza

2 2
HxHQ + HhHZ — Hu” ;”UH S 82,

per verificare (2.2) ci basta mostrare che 2s||t| + ||t]|? < ||h]|?, e questo segue da
2s(tl| + [[¢1* < 2sKL{|R|)* + K>L?||al|* < |A]*(2/3 + K2L?s%) < [|h]|*(2/3 +1/9) < [|A]*.
O

Si noti che nella dimostrazione del Teorema 2.2.4 ¢ fondamentale che le palle B(0, s) siano
prese nella distanza euclidea e non in altre.

LEMMA 2.2.5. Sia X = Uy U---UU, un ricoprimento aperto finito di uno spazio topologico
compatto di Hausdorff. Esistono allora aperti W1,..., W, C X tali che:
(1) W; C U; per ogni i,
(2) X =WiuU---UWw,

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo per induzione su k = 1,...,n la seguente affermazione: esi-
stono aperti W1,..., W}, tali che W; C U; per ognii =1,....,ke X = Wi UWp UUgq U
U U,.

Per £ = 0 non c’¢ nulla da dimostrare. Se X = W U---UW, UUgy1 U---UU, consideriamo
i due sottospazi chiusi e disgiunti A = X — (Wi U--- UW, UUgsoU---UUp,), B=X — Ugy1.
Dato che A, B sono compatti ed il prodotto A x B non interseca la diagonale A C X x X,
per il teorema di Wallace [38] esistono due aperti Wy.1,V C X tali che A C Wiy, BC Ve
Wii1 x VNA =, ossia tali che Wy 1NV = (. Quindicon Wy, 1 CX -V C X—-B=Uy;. O

Il Lemma 2.2.5 € un caso particolare del teorema di restringimento, che tratteremo piu avanti
nel contesto piu generale degli spazi paracompatti di Hausdorff.

TEOREMA 2.2.6. Sia X una varieta topologica compatta di dimensione n che possiede un
atlante di classe C?. Esiste allora un ricoprimento aperto finito V di X tale che ogni intersezione
di elementi di V e vuota oppure omeomorfa ad un aperto convesso di R™.
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DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi X possiede un atlante finito (U;, A;, ¢i)i=1,.n di classe C?
(basta prendere un qualsiasi atlante di classe C? e restringersi ad un sottoinsieme finito di carte
locali che ricoprono il compatto X). Per il lemma di restringimento esiste un ricoprimento aperto
X = UL, W; tale che per ogni indice ¢ si ha W; C Uj.

Adesso, per ogni z € X scegliamo un suo intorno aperto x € V,, C X. Dato che gli aperti
U;, W; ed i chiusi W; sono in numero finito, restringendo V,, quanto basta, possiamo supporre:

(1) se x € U; allora V,, C Uj,
(2) se x € Wj allora V, C W;
(3) se x ¢ W, allora V, N W; = 0.

Adesso, per ogni z € X scegliamo un indice i(z) € I tale che x € Wj(,). Per il Teorema 2.2.6,
a meno di restringere ulteriormente ciascun V, possiamo inoltre supporre che

(1) ®i(2)(Vz) ¢ una palla aperta in 4; C R”,
(2) se x € Wy, e quindi V,, C U;j Ny, allora @;(V,) = 0ij(@i(2) (V) & un aperto convesso

di A;.
Siano y, x1, ..., Tm € X tali che V,NV;, N---NV,, . # (. Siccome V,, € W,y si ha V, "W,y #
0 e quindi z; € Wi, per ogni j = 1,...,m. Dunque ogni ¢;(,)(Vz;) € un aperto convesso e di

conseguenza goi(y)(Vy NV N---NV, ) e intersezione di aperti convessi di R™.
Per concludere basta scegliere come V un qualunque sottoricoprimento finito del ricoprimento
aperto (V)zex-
O

COROLLARIO 2.2.7. Sia X una varieta topologica compatta che ammette un atlante di classe
C?. Allora i gruppi di omologia singolare di X sono finitamente generati.

DIMOSTRAZIONE. Basta prendere un ricoprimento V come nel Teorema 2.2.6 ed applicare il
Teorema 2.1.2. ]

Per spiegare il titolo di questa sezione, riportiamo due definizioni che si trovano spesso il
letteratura.

DEFINIZIONE 2.2.8. Un ricoprimento aperto di uno spazio topologico si dice omotopicamen-
te semplice se ogni intersezione finita di aperti del ricoprimento ¢ vuota oppure contraibile.

Ricordiamo che contraibile significa avere lo stesso tipo di omotopia del punto.

DEFINIZIONE 2.2.9. Un ricoprimento aperto di uno spazio topologico si dice omologica-
mente semplice se ogni intersezione finita di aperti del ricoprimento € vuota oppure ha gli
stessi gruppi di omologia del punto.

Esercizi.

ESERCIZIO 2.4. Siano X uno spazio topologico di Hausdorff, U C X un apertoe f: R” - U
un omeomorfismo. Provare che per ogni » > 0 si ha

fBO,r) = f({z e R [ lzf| <r}) = fF({z e R" | [lz] <r}),

dove Doverline indica la chiusura in X. Dire inoltre se tale fatto continua ad essere vero senza
I'ipotesi di Hausdorff.

ESERCIZIO 2.5. Sia 1 < a < 2 e si consideri il diffeomorfismo di classe C*
fiRP =R fa,y) = (@9 + |2]%).
Provare che per ogni s > 0 'aperto f(B(0,s)) non & convesso.

ESERCIZIO 2.6. Sia X uno spazio di Hausdorff che possiede un atlante di classe C?. Si assuma
inoltre che esista un’applicazione propria f: X — R™ per qualche n > 0 (propria vuol dire che la
controimmagine di un compatto ¢ compatta). Dimostrare che X possiede ricoprimenti semplici.
L’esempio X = Z mostra pero che l'omologia puod non essere finitamente generata.
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2.3. Il funtore Hom

Dati due gruppi abeliani G, M, I'insieme Hom (G, M) degli omomorfismi da G in M ¢ ancora
un gruppo abeliano, con 'operazione di somma definita nel modo naturale (f + g)(z) = f(z) +
g(z). Se K & un campo, allora il gruppo abeliano Hom (G, K) possiede una naturale struttura di
spazio vettoriale su K, con il prodotto per scalare definito dalla formula (af)(z) = af(x) per
a€Ked f € Hom(G,K).

La struttura di gruppo su Hom(G, M) ¢ preservata dalle composizioni con omomorfismi; piu
precisamente, per ogni omomorfismo f: G — H di gruppi abeliani, e per ogni gruppo abeliano
M le due applicazioni

Hom(M,G) — Hom(M, H), a— foa,
Hom(H, M) — Hom(G, M), B fY(B)=Bof,

sono ancora omomorfismi di gruppi.

In analogia con l’algebra lineare, chiameremo fV il trasposto di f. La trasposizione si com-
porta con le composizioni nel modo che uno si aspetta, e cioe (fg)¥ = ¢g¥fV; vediamo adesso
alcuni risultati su come si comporta con le successioni esatte.

LEMMA 2.3.1. Sia M un gruppo abeliano. Allora per ogni successione esatta di gruppi abeliani
A i> B% o= 0, la successione

0 — Hom(C, M) —> Hom(B, M) —> Hom(A, M)
e ancora esatta.

DIMOSTRAZIONE. Per considerazioni puramente insiemistiche, g surgettivo implica gV iniet-
tivo. Inoltre fVg" = (gf)Y = 0. Rimane da dimostrare che ker f¥ C Im(g¥). Sia a: B - M
tale che fY(«a) = 0; allora f si annulla sul nucleo di « e quindi si fattorizza come a = ap, dove
p: B — B/f(A) élaproiezione al quoziente e a: B/f(A) — M. D’altra parte g si fattorizza come
g = gp per un opportuno isomorfismo g: B/f(A) — C e basta osservare che a = g¥(ag~1). O

A differenza di quanto accade con gli spazi vettoriali e le applicazioni lineari, se g & iniettivo

non & detto che gV sia surgettivo. Pitl in generale, se 0 — A i> B C — 0 ¢ esatta, in generale
la successione

0 — Hom(C, M) —>Hom(B M) —>Hom(A M)—0

non ¢ esatta. Ad esempio, se partiamo dalla successione esatta 0 — Z —> VAN 7./27 — 0, dove
f(z) = 2z, Pomomorfismo f¥: Hom(Z,Z) — Hom(Z,Z) non & surgettivo (esercizio: perché?).

LEMMA 2.3.2. Per una successione esatta corta di gruppi abeliani 0 — A i> B4 ¢ — 0, le
sequenti condizioni sono equivalenti:
(1) esiste un omomorfismo p: B — A tale che pf = Id ;
(2) esiste un omomorfismo s: C — B tale che gs = 1d¢;
(3) esiste un isomorfismo ¢: A @® C — B tale che ¢(a,0) = f(a) e gp(a,c) = ¢ per ogni
ac€AeceC;
(4) per ogni gruppo abeliano M, la successione

0 — Hom(C, M) 9, Hom(B, M) AN Hom(A, M) — 0
¢ esatta.

DIMOSTRAZIONE. (1)=-(2). Dato ¢ € C definiamo s(c¢) = b— fp(b), dove b € B & un qualun-
que elemento tale che g(b) = ¢. Bisogna verificare che s & ben definito: se ¢ = g(b) = g(V') allora
esiste a € A tale che f(a) =b—b'. Ma allora

(b= fp() = (V' = fp(t))) = f(a) = fpf(a) = f(a) = f(a) = 0.

)
Siccome gf = 0 si ha gs(¢) = ¢ per ogni ¢ € C.
(2)=(3). Definiamo ¢(a,c) = f(a) + s(c); ¢ allora immediato osservare che ¢(a,0) = f(a) e
go(a,c) = g(f(a)) + g(s(c)) = 0+ ¢ = c. Per mostrare che 'omomorfismo ¢ & bigettivo usiamo
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il lemma dei 5 (Teorema 1.8.5) applicato al diagramma commutativo con righe esatte

0 A a—(a,0) AoC (a,c)—c c 0
i ¢
f
0 A B C 0

(3)=(4). Per il Lemma 2.3.1 basta dimostrare che fY & surgettiva. Dato un omomorfismo

a: A — M basta estenderlo ad un omomorfismo o': A® C — M, ad esempio o/(a,c) = «a(a),

prendere 3 = o/ 0 ¢~ ! e osservare che per ogni a € A vale 5(f(a)) = 8(¢(a,0)) = /(a,0) = a(a).
(4)=(1). Prediamo M = A e p € Hom(B, A) tale che f¥(p) =Ida.

O

DEFINIZIONE 2.3.3. Una successione esatta di gruppi abeliani che soddisfa le quattro condi-
zioni equivalenti del Lemma 2.3.2 si dice contraibile, o che spacca, o split.

EsEMPIO 2.3.4. Ogni successione esatta corta 0 — A i> B4 C —0incui C¢un gruppo
libero e split. Per verificare la condizione (2) del Lemma 2.3.2 prendiamo una base (¢;);er di C,
scegliamo b; € B tale che g(b;) = ¢; per ogni i e definiamo s: C'— B ponendo s(¢;) = b;.

COROLLARIO 2.3.5. Per ogni successione esatta corta 0 — A = B S0 50 di gruppi
abeliani liberi ed ogni gruppo abeliano M, la successione

\
0 — Hom(C, M) 2 Hom(B, M) 25 Hom(A, M) — 0
e esatta.
DiMOSTRAZIONE. Dato che C e libero, la successione e split e si applica il Lemma 2.3.2 [J

DEFINIZIONE 2.3.6. Un gruppo abeliano G si dice:

(1) divisibile se per ogni x € G ed ogni intero positivo n esiste y € G tale che ny = x;
(2) ridotto se non possiede sottogruppi divisibili non banali;

Ad esempio, ogni spazio vettoriale su Q & un gruppo abeliano divisibile, cosi come i gruppi
quoziente Q/Z = {radici complesse dell'unita}, R/Z = S' e C/Z =2 C*. Segue dalla definizioni
che un gruppo divisibile non possiede elementi primitivi. Somme e prodotti diretti di gruppi
divisibili sono ancora divisibili; idem per gruppi ridotti; idem per gruppi senza torsione.

LEMMA 2.3.7. Siano B,G due gruppi abeliani, A C B un sottogruppo e f: A — G un
omomorfismo. Se:
(1) il quoziente B/A é libero, oppure
(2) G ¢ divisibile,
allora f si estende ad un omomorfismo B — G.

DIMOSTRAZIONE. (1) Se B/A libero, per ’'Esempio 2.3.4 la successione esatta corta 0 —
A — B — B/A — 0 ¢ split e per il Lemma 2.3.3 'omomorfismo di restrizione Hom(B,G) —
Hom(A, G) & surgettivo.

(2) Supponiamo G divisibile e consideriamo prima il caso particolare in cui esiste un omo-
morfismo surgettivo p: Z — B/A. Scegliamo un sollevamento di p ad un omomorfismo ¢: Z — B,
allora B = A+ q(Z). Sia n > 0 il generatore di ¢~1(A), ossia ¢(m) € A se e solo se n divide m.
Sia y € G tale che ny = fq(n) e definiamo

g:B—G,  gla+ f(s)) = f(a) - sy.

Bisogna verificare che g & ben definito, e cioe che se a; + ¢(s1) = as + ¢(s2) con aj,as € A e
s1,892 € Z, allora f(a1) — s1y = f(az2) — soy. Siccome q(s2 — $1) = a1 — az € A esiste r € Z tale
che sy — s1 = nr, da cui segue soy — s1y = nry e a1 — ag = rq(n), f(az) — f(a1) = rny.

Passiamo adesso al caso generale. Denotiamo con A la collezione di tutte le coppie (H,h)
con A C H C B sottogruppo e h: H — G che estende f. Tale collezione & non vuota (contiene
(A4, f)), ¢ ordinata per estensione e soddisfa le ipotesi del lemma di Zorn. Sia (L, 1) € A massimale
e dimostriamo che L = B. Se cosi non fosse, scegliamo x € B — L e consideriamo il sottogruppo
M = L + Zz. Dato che 'omomorfismo ¢: Z — M/L tale che ¢(1) = x & surgettivo, per il caso
particolare I’omomorfismo [ si estende ad M, in contraddizione con la massimalita. O
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OSSERVAZIONE 2.3.8. Lo stesso argomento del lemma di Zorn usato nella dimostrazione del
Lemma 2.3.7 si puo applicare in algebra lineare per dimostrare che se U € uno spazio vettoriale su
K e V C U un sottospazio, allora ogni applicazione lineare V' — K si estende ad una applicazione
lineare U — K, ossia che 'applicazione di restrizione UY — V'V tra i rispettivi spazi duali &
surgettiva. Rispetto al caso dei gruppi la situazione € ancora piu semplice dato che se x € U — V
allora V 4+ Kz = V @ Kz (dettagli per esercizio).

PROPOSIZIONE 2.3.9. Siano G, M gruppt abeliani finitamente generati e K un campo. Allora:
(1) il gruppo abeliano Hom(G, M) é finitamente generato;
(2) lo spazio vettoriale Hom(G,K) ha dimensione finita su K.
DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi esiste un omomorfismo surgettivo di gruppi p: Z" — G e da
questo segue che 'applicazione trasposta
p’: Hom(G, M) — Hom(Z", M),  p'(f)=fop

€ un omomorfismo iniettivo di gruppi. D’altra parte ogni omomorfismo f: Z™ — M & univoca-
mente determinato dai valori che assume f nella base canonica di Z™ e quindi si ha un isomorfismo
naturale Hom(Z", M) = @;_, M.

Dunque, se M ¢ finitamente generato, anche Hom(Z"™, M) ¢ finitamente generato e, per il
Lemma 2.1.1 anche il suo sottogruppo p¥ Hom(G, M) = Hom(G, M) ¢ finitamente generato.

Se M = K ¢ un campo, allora Hom(Z", M) = K" ha dimensione finita e p" & un’applicazione
K-lineare iniettiva. O

COROLLARIO 2.3.10. K un campo di caratteristica 0, G un gruppo abeliano finitamente ge-
nerato e ai,...,a, € G una successione massimale di elementi linearmente indipendenti su 7Z.
Allora dimg Hom(G,K) = m. In particolare:

(1) walgono le uguaglianze
dimg Hom(G, K) = dimg Hom(G, Q) = dimg Hom(G,R) = dimc Hom(G, C);

(2) tutte le successioni massimali di elementi linearmente indipendenti hanno la stessa

lunghezza.
DIMOSTRAZIONE. Dato che ay,...,a, € G sono linearmente indipendenti su Z, il sottogrup-
po H C G generato da ay,...,a, € isomorfo a Z™. Dato che K contiene Q, come gruppo abe-

liano K risulta divisibile e quindi il morfismo di restrizione r: Hom(G,K) — Hom(H,K) = K™
e surgettivo per il Lemma 2.3.7. Rimane da dimostrare che kerr = 0.

Sia f € kerr, dalla massimalita della successione aq, ..., a,, segue che per ogni a € (G esiste
una relazione del tipo nga = > | n;a;, con gli interi n; non tutti nulli. Dato che a1, ..., a,, sono
linearmente indipendenti su Z deve essere ng # 0 e quindi ngf(a) = 0 da cui segue f(a) =0. O

DEFINIZIONE 2.3.11. Il rango di un gruppo abeliano finitamente generato G e il massimo
numero di elementi di G' che sono linearmente indipendenti su Z.

Il teorema di scambio ci garantisce che il rango € ben definito ed ¢ un numero naturale; il
Corollario 2.3.10 ci dice che ogni successione massimale di elementi linearmente indipendenti ha
lunghezza uguale al rango.

Esercizi.

EsERrcIzIO 2.7. Dati tre gruppi abeliani A, B, G descrivere concretamente un isomorfismo
Hom(A & B, G) = Hom(A, G) @ Hom(B, G)
tale che:
(1) per ogni coppia di omomorfismi f: C — A, g: C — B si abbia (f +g¢)" = f¥ +¢";
(2) per ogni coppia di omomorfismi h: A — C, h: B — C si abbia (h+k)¥ = hY + kV.

EsErcizio 2.8 (Additivita del rango). Sia 0 - A — B — C — 0 una successione esatta

corta di gruppi abeliani finitamente generati. Dimostrare che il rango di B ¢ uguale alla somma
dei ranghi di A e C.

Esercizio 2.9 (Teorema di struttura dei gruppi abeliani finitamente generati). Sia G un
gruppo abeliano finitamente generato di rango r e denotiamo con T'(G) C G il sottoinsieme degli
elementi di ordine finito. Dimostrare:
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(1) T(G) & un sottogruppo finito di G;

(2) il gruppo quoziente G/T(G) & abeliano libero di rango 7;
(3) esiste un isomorfismo (non canonico) G = T(G) & Z";
(4)

il gruppo Hom(G,Z) ha rango r.
(Sugg.: vedere gli Esercizi 2.2, 2.8 e la dimostrazione del Lemma 2.3.7.)
EsERCIZIO 2.10. Sia G un gruppo abeliano fissato. Dimostrare che per ogni successione esatta

di gruppi 0 — A ENYSIER C, la successione

0 — Hom(G, A) 2°=» Hom(G, B) 2= Hom(G, C)
¢ ancora esatta.

EsERCIZIO 2.11. Siano G un gruppo abeliano finitamente generato di rango r e K un campo.
Dimostrare che dimg Hom(G,K) dipende solo dalla caratteristica di K e dimg Hom(G,K) > r.

(Suggerimento: prendere una successione esatta del tipo 0 — Z™ Mogn G = 0ed interpretare
M come una matrice n x m a coefficienti interi.)

ESERCIZIO 2.12. Sia G un gruppo divisibile. Dimostrare che ogni successione esatta corta
del tipo 0 > G — B — C' — 0 ¢ split.

EsERcIz10 2.13. Un gruppo abeliano G si dice ridotto se non possiede sottogruppi divisibili
non banali. Provare che somme e prodotti diretti di gruppi, rispettivamente, divisibili, ridotti,
senza torsione) sono ancora, rispettivamente, divisibili, ridotti, senza torsione.

ESERCIZIO 2.14. Dimostrare che ogni gruppo abeliano e isomorfo alla somma diretta di un
gruppo ridotto ed un gruppo divisibile.

EsErcizio 2.15. Nelle notazioni del Lemma 2.3.7, si assuma che esista un intero n > 0
tale che nx = 0 per ogni x € B/A. Dimostrare che per ogni omomorfismo f: A — Z, il suo
multiplo nf si estende ad un omomorfismo B — Z. (Suggerimento: sia g: B — Q che estende la
composizione di f con l'inclusione usuale Z — Q e provare che I'immagine di ng € contenuta in

Z.)

Esercizio 2.16. Nelle notazioni del Lemma 2.3.7, si assuma che il gruppo B/A sia finita-
mente generato. Dimostrare che esiste un intero positivo n > 0 tale che, per ogni omomorfismo
f+ A — Z,il suo multiplo nf si estende ad un omomorfismo B — Z. (Suggerimento: sia H C B/A
il sottogruppo generato da una successione massimale linearmente indipendente, K C B la sua
controimmagine e considerare separatamente le estensioni di f prima a K e poi a B.)

ESERCIZIO 2.17. Sia G un gruppo abeliano. Provare che per ogni 0 # a € G esiste un
omomorfismo f: G — Q/Z tale che f(a) # 0. Dedurre che G & isomorfo ad un sottogruppo del

gruppo divisibile [, o Q/Z.

2.4. Coomologia singolare

Sia GG un gruppo abeliano fissato. Per ogni spazio topologico X ed ogni p > 0 definiamo il
gruppo delle p-cocatene singolari a coefficienti in G come

SP(X,G) = Hom(S,(X), G).

Dato che S,(X) e per definizione il gruppo libero generato dallinsieme A(X), dei p-simplessi
singolari di X, ogni omomorfismo S,(X) — G & univocamente determinato dai valori che assume
su A(X), e partanto possiamo scrivere

SP(X,G) ={f: A(X), — G}.
11 trasposto del differenziale d: Sp41(X) — Sp(X) determina un omomorfismo
dV: SP(X,G) = SPTHX,G),  d'(f)=fod, f¢&Hom(Sy(X),G).

Siccome d¥ o dV = (dod)V = 0, se consegue che

X 0 d¥ a1 v a2 d”
S*(X,G): 0—-5"(X,G) — S (X,G) — S(X,G) —
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& un complesso di cocatene e quindi ha senso considerare cocicli, cobordi e gruppi di coomologia,
denotati rispettivamente

ZMX,G)={f € S"(X,G) | d"(f) = fd =0},
B"(X,G) ={d"(f) = fd| f € " 1 (X,G)},
H"(X,G) = Z"(X,G)/B"(X,G).

Da ora in poi, per semplicita notazionale, useremo il simbolo d anche per indicare il differen-
ziale in S*(X, @), al posto del formalmente piu corretto dV. Va inoltre ricordato che se G = K
¢ un campo, allora S*(X,K) & un complesso di spazi vettoriali e che i gruppi abeliani S™(X,Z)
sono ridotti e senza torsione, ma non liberi in generale.

EsEMPIO 2.4.1. Le coomologie del vuoto e del punto si calcolano molto facilmente. Dato che
Sp(0) = 0 per ogni n, si ha S™(0,G) = 0 ed a maggior ragione H"((), G) = 0 per ogni n. Invece,
dualizzando il complesso delle catene singolari del punto (Esempio 1.3.6) si ottiene il complesso
S*(pt, G), con S™(pt,G) = G per ogni n > 0 e d: S"(pt,G) — S""(pt,G) nullo per n pari e
bigettivo per n dispari. Abbiamo quindi H°(pt,G) = G e H"(pt, G) = 0 per ogni n > 0.

Possiamo identificare (esercizio: perché?) SY(X,G) con il gruppo delle applicazioni insiemi-
stiche X — G e si dimostra facilmente (esercizio) che H(X,G) = Z°(X,G) @ il gruppo delle
applicazioni X — G che sono costanti su ciascuna componente connessa per archi.

Abbiamo detto che ogni risultato algebrico di natura generale sui complessi di catene ha un
suo corrispondente immediato sui complessi di cocatene, ottenuto semplicemente cambiando il
segno degli indici.

Dato un qualunque complesso di gruppi abeliani, in notazione coomologica,

o e dond

possiamo definire, per ogni n:
(1) il gruppo degli n-cocicli
ZMC*) ={x e C" | dx = 0};

(2) il gruppo degli n-cobordi

BY(C*) ={dx e C" |z c C" '},
(3) I’ n-esimo gruppo di coomologia

zZ™(C*

Un complesso di cocatene si dice aciclico se i suoi gruppi di coomologia sono tutti nulli,
ossia se il complesso € anche una successione esatta.

Le nozioni di morfismo di complessi e omotopia hanno un loro equivalente immediato nella
notazione coomologica. Un morfismo f: C* — D* di complessi di cocatene ¢ una successione di
omomorfismi di gruppi f,: C™ — D" che commutano con i differenziali, ossia df, = f,11d per
ogni n.

Una omotopia T: C* — D*[—1] tra due morfismi f,g: C* — D* & una successione di
omomorfismi di gruppi T},: C™ — D"~ ! tali che dT +Td = f — g.

Ogni morfismo preserva cocicli, cobordi e quindi induce un morfismo in coomologia. Le
versioni coomologiche del Lemma 1.6.3 del Teorema 1.8.7 diventano.

LEMMA 2.4.2. Due morfismi di complessi f,g: C* — D* omotopi inducono gli stessi morfismi
in coomologia f = g: H*(C*) — H*(D*).

TEOREMA 2.4.3 (successione esatta lunga di coomologia). Sia
oA L %o o
una successione esatta corta di complessi di cocatene. Allora é ben definita una successione di

omomorfismi di gruppi
§: H™(C*) — H™ (A", n e Z,
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che induce una successione esatta (lunga) di coomologia

On—
L2l Aty Lo ey S ar ey S arttan) L
Ovviamente per dimostrare i precedenti risultati basta cambiare segno ai gradi e ricondursi
al caso omologico.
Se f: X — Y & un’applicazione continua, il trasposto del morfismo di complessi f,: Si(X) —
S, (Y') definisce un morfismo di complessi

= £V 55 (Y,G) = S*(X, Q).

Concretamente, per ogni simplesso singolare ¢: A? — X ed ogni a: Sp(Y) — G siha f*(a)(¢) =
a(fo@). Per verificare che f* & effettivamente un morfismo, e non un semplice pre-morfismo, di
complessi basta dualizzare le uguaglianze f.d = df, ottenendo dV f* = f*d".

Si ha dunque un morfismo tra i gruppi di coomologia f*: H*(Y,G) — H*(X,G); da notare
la controvarianza, ossia (fg)* = ¢g*f*. Da osservare anche che se G = K & un campo, allora
I’applicazione f* & K-lineare.

ESEMPIO 2.4.4. Sia 7: S™ — PR la proiezione canonica. Usiamo la teoria dei rivestimenti per
dimostrare che il morfismo indotto in coomologia reale 7*: H*(Pg,R) — H*(S™,R) ¢ iniettivo.

Sia ¢: AP — PR un qualsiasi simplesso singolare; dato che AP ¢ un convesso, segue dai
teoremi di esistenza ed unicita dei sollevamenti che esistono esattamente due simplessi singolari
G4, p—: AP — S™ tali che (1) = ¢, e vale p_ = oo, dove o: S™ — S™ denota I’applicazione
antipodo.

Da cio segue che, per ogni gruppo abeliano G, I'applicazione 7*: SP(Pg,G) — SP(S™,G) ¢
iniettiva ed ha come immagine il sottogruppo delle cocatene a: A(S™), — G tali che a = c*a.
Possiamo adesso scrivere S*(S™,R) come somma diretta dei due sottocomplessi A = {a | a =
c*a} e B={a|a=—0c*a} e quindi

7 H*(P%,R) = H*(A),  H*(S",R) = H*(A) & H*(B).

E chiaro che lo stesso argomento funziona se al posto di R viene messo un qualsiasi gruppo
abeliano G in cui la moltiplicazione per 2 ¢ invertibile.

PROPOSIZIONE 2.4.5. Siano f,g: X — Y applicazioni omotope. Allora i due morfismi di
complessi f*,g*: S*(Y,G) — S*(X,G) sono omotopi e quindi f* = g*: H*(Y,G) —» H*(X,G).

DIMOSTRAZIONE. Sappiamo che esiste un’omotopia 7': S, (X) — S.(Y)[1] tra fs e g.. Basta
allora considerare gli omomorfismi trasposti K,, = TV ;: S*(Y,G) — S"1(X,G), K,(f) =
foT,_1, per ottenere un’omotopia tra f* e g* (dettagli per esercizio). O

La stessa dimostrazione del caso omologico dimostra che se f: X — Y & un’equivalenza
omotopica allora f* & un isomorfismo in coomologia.

2.5. Il teorema dei coefficienti universali, versione ‘lazy’

Occupiamoci adesso del teorema dei coefficienti universali, del quale non faremo una tratta-
zione completa (richiederebbe un energico studio dei funtori Tor ed Ext), ma solamente di alcuni
suoi aspetti particolari.

Sia M un gruppo abeliano fissato. Per ogni complesso di catene

d d
Ci: -+ =>Ch1—>Cp—>Chy — -+,

in cui ogni C; € un gruppo abeliano libero, applicando Hom(-, M) si ottiene un complesso di
cocatene

Hom(Cy, M): -+ — Hom(Cp_1, M) 5 Hom(Cpy, M) 5 Hom(Cpyq, M) — - --
dove d¥ denota il trasposto di d, ossia d¥(f) = f o d.

TEOREMA 2.5.1 (Coefficienti universali, per matematici pigri). Sia

Co: o Cm S, S0, nez
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un complesso omologico di gruppi abeliani liberi. Allora, per ogni intero n ed ogni gruppo abeliano
M esiste un omomorfismo naturale surgettivo

e: H"(Hom(Cy, M)) — Hom(H,(Cy), M).
Inoltre:
(1) esiste un isomorfismo non canonico H™"(Hom(Cy, M)) = Hom(H,(Cy), M) & kere;

(2) se Hy,—1(Cy) € un gruppo abeliano libero oppure se M é divisibile, allora € é un isomor-
fismo.

DIMOSTRAZIONE. Dati f € Z"(Hom(Cy, M)) e z € Z,(Cy) proviamo che 'elemento f(x) €
M dipende solo dalle classi [f] € H"(Hom(Cy, M)) e [z] € Hy,(Cy). Siccome dx =0e fod =0,
per ogni y € Cpy1 ed ogni h: Cp,—1 — M si ha

(f +hod)(z+dy) = f(z)+ (f o d)(x) + h(dx) + h(d*y) = f().
Possiamo quindi definire

e([f): Hn(C) = M, e([f])[z] = f(2).

Dimostriamo adesso la surgettivita di €; a tal fine dimostriamo che esiste un omomorfismo
s: Hom(H,(Cy), M) — H"(Hom(Cy, M)) tale che e o s = Id.

Si consideri 'omomorfismo surgettivo d: C,, — B,_1(Cy); siccome B,_1(Cy) ¢ un sotto-
gruppo del gruppo libero C,_1, anche B,_1(Cy) & libero ed esiste quindi un omomorfismo
B: Bp-1(Cyx) — C, tale che df = Id (vedi Esempio 2.3.4). Se 7: Z,(Cy) — H,(Cy) denota
la proiezione al quoziente, per ogni omomorfismo g: H,(X) — M, 'omomorfismo

Q:CR%M7 g(l’):gﬂ'(l'—/@dl’),

¢ ben definito e appartiene a Z"(Hom(Cy, M)); infatti d(z — Bdx) = dx — dfdx = dx — dz = 0,
dunque z — fdx € Z,(C,) e pertanto § risulta ben definito. Inoltre, §(dy) = gn(dy — Bd%y) =
grdy = 0 poiché wd = 0. Definiamo s(g) come la classe di coomologia di g. Per verificare che
es(g) = g, dato che g & un cociclo che rappresenta s(g), basta provare che g(x) = gm(z) per ogni
x € Zn(Cy), e questo & ovvio poiché se x € Z,(C,) allora Sdx = 0.

E doveroso notare che, mentre € & canonico, s non lo €, dato che dipende dalla scelta soggettiva
dell’omomorfismo f. Il ragionamento usato nella dimostrazione del Lemma 2.3.3 mostra che

Hom(H,(Cy), M) ® kere — H"(Hom(Cy, M)), (g,h) — s(g) + h,

¢ un isomorfismo di gruppi abeliani.

Supponiamo adesso che H,,_1(Cx) sia libero oppure che M sia divisibile; sia f € Z"(Hom(Cy, M))
tale che €([f]) = 0, ossia f(z) = 0 per ogni z € Z,(C); vogliamo dimostrare che f €
B"(Hom(Cy, M)), e cioe che esiste h: Cp,—1 — M tale che f = hod.

Dato che d: C), — B;,,—1(Cy) & un omomorfismo surgettivo con nucleo ker d = Z,,(C,) C ker f,
I'omomorfismo f induce per passaggio al quoziente un omomorfismo f: B, _1(C,) — M tale che
fod= f;se Hy 1(Cy) = Zn_1(Cs)/Bn_1(Cy) & libero oppure M divisibile, per il Lemma 2.3.7
f si estende ad un omomorfismo Z,_1(Cy) — G, che per I'argomento precedente si estende ad
un omomorfismo h: C,,_1 — G che & quello cercato dato che h(y) = f(y) per ogni y € B,_1(C%)

e quindi h(dx) = f(x) per ogni z € C,,. O

COROLLARIO 2.5.2. Sia
Coi o= Cpp1 S C B Cpy =

un complesso aciclico, ossia con omologia nulla, in cui ogni C; € un gruppo abeliano libero.
Allora, per ogni gruppo abeliano M, il complesso di cocatene

Hom(Cy, M): -+ — Hom(Cp_1, M) 25 Hom(Cp, M) X5 Hom(Cpyr, M) — ---
e aciclico.
DIMOSTRAZIONE. Immediata conseguenza del Teorema 2.5.1. U

Per evitare possibili errori non va dimenticato che se F' = @;<;Z ¢ un gruppo abeliano libero,
allora Hom(F, M) = [],.; M; in particolare, Hom(F,Z) & un gruppo abeliano libero se e solo se
I & un insieme finito.

i€l
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TEOREMA 2.5.3. Siano n € Z e (Cy,d) un complesso di catene di gruppi abeliani liberi tale
che H,(Cy) e Hy,—1(Cy) siano finitamente generati. Allora:
(1) per ogni gruppo abeliano M finitamente generato, il gruppo H™(Hom(Cy, M)) ¢ finita-
mente generato;
(2) per ogni campo K, lo spazio vettoriale H" (Hom(Cy,K)) ha dimensione finita.

DIMOSTRAZIONE. Dalla finita generazione di H,_1(C)) segue che esiste un omomorfismo
di gruppi p: Z™ — Z,_1(Cy) tale che la composizione di p con la proiezione al quoziente
Zn-1(Cy) — Hy_1(Cy) sia surgettiva. Adesso pensiamo C, come un sottocomplesso del com-
plesso D, definito nel modo seguente: D; = C; per ogni ¢ # n e D, = C,, ® Z™; il differenziale
d: D; — D;_1 concide con quello di C per ogni i #n e

d: D, =C,®Z™ — Dp—1 = Chp_q, d(z,y) = d(x) + p(y).
Si ha allora una successione esatta corta di complessi
0—-Cy—Dy— FE,—0

con F; = 0 per ogni i # n e F, = Z™. Dalla successione esatta lunga di omologia segue che
H,(D,) ¢ finitamente generato, e per come abbiamo definito il differenziale d: D,, — D,,_1, che
H,_1(D,)=0.

Sia M un gruppo abeliano, allora per il Teorema 2.5.1 H"(Hom(D,, M)) = Hom(H,, (D), M).
D’altra parte, si ha una successione esatta corta di complessi

0 — Hom(FE,, M) — Hom(D,, M) — Hom(C, M) — 0,
che, per la successione esatta lunga di coomologia ci da una successione esatta
Hom(H,,(D,), M) = H"(Hom(D,, M)) — H"(Hom(C,, M)) — H"" (Hom(E,, M)) = 0.

Adesso assumiamo che M sia finitamente generato oppure un campo e concludiamo grazie alla
Proposizione 2.3.9 ed al Lemma 2.1.1. ]

Vediamo adesso alcune applicazioni del teorema dei coefficienti universali alla coomologia
singolare. Sia X uno spazio topologico, allora per ogni n > 0 esiste un omomorfismo surgettivo
H"(X,G) — Hom(H,(X),G), che diventa bigettivo quando H,,_;(X) ¢ libero oppure G divisi-
bile. Dato che H_;(X) = 0 e Hp(X) ¢ il gruppo libero generato dalle componenti connesse per
archi, si hanno gli isomorfismi

HY(X,G) =2 Hom(Hy(X),G), HYX,G)=Hom(H(X),G).

(Attenzione: in generale H"(X, G) # Hom(H,(X),G) per n > 2.)
Se K & un campo di caratteristica 0, allora contiene Q ed & un gruppo divisibile; quindi
H"(X,K) = Hom(H,(X),K) per ogni n.

COROLLARIO 2.5.4. Se tutti i gruppi di omologia di uno spazio topologico X sono finitamente
generati, allora i gruppi H"(X,Z) sono finitamente generati e, per ogni campo K, gli spazi
vettoriali H"(X,K) hanno dimension finita.

DIMOSTRAZIONE. E un caso particolare del Teorema 2.5.3. |

COROLLARIO 2.5.5. Sia X wuna varieta topologica compatta. Allora i gruppi di cooomologia
singolare a coefficienti interi di X sono finitamente generati. Gli spazi di coomologia singolare
di X a coefficienti in un campo sono spazi vettoriali di dimensione finita.

DIMOSTRAZIONE. Segue dal Teorema 2.1.6 e dal Corollario 2.5.4. u

Una possibilita che abbiamo a disposizione per calcolare i gruppi di coomologia singolare &
quello di calcolare i gruppi di omologia e poi applicare il Teorema 2.5.1 dei coefficienti universali.
Utilizziamo questo metodo per calcolare i gruppi di coomologia delle sfere.

ESEMPIO 2.5.6. Siano SP? C RP*! la sfera di dimensione p > 0 e G un gruppo abeliano. Allora
H"(SP,G)=Gsen=0,pe H"(SP,G) = 0 se n # 0, p. Pure qui il gruppo H,,_1(S?) & abeliano
libero per ogni n e quindi H"(X,G) = Hom(H,(X), G).
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Esercizi.

EsErcizio 2.18. Nella situazione del Teorema 2.5.1 provare che:

1) in generale € non ¢ iniettivo, utilizzando come controesempio Cy = C1 = Z, C,, = 0 per
n > 1, il differenziale d ¢ la moltiplicazione per 2 e G = Z/2;

2) se togliamo 'ipotesi che i gruppi C; siano liberi, allora € continua ad essere ben definito
ma non piu surgettivo in generale. Studiare il caso in cui Cy = C; = Z/4, C,, = 0 per n # 0, 1,
il differenziale d ¢ la moltiplicazione per 2 e G = Z/2.

EsgErcizio 2.19. Mostrare che il risultato del Corollario 2.3.5 € falso ogni volta che il gruppo
C non ¢ libero. Piu precisamente, dimostrare che un gruppo abeliano C' ¢ libero se e solo se
per ogni successione esatta 0 - A — B — C' — 0 Papplicazione Hom(B, A) — Hom(A, A) &
surgettiva.

EsErci1zio 2.20. Nelle notazioni del Teorema 2.5.1 dimostrare che il nucleo di € € isomorfo al
conucleo del morfismo di restrizione Hom(Z,,_1(Cy), M) — Hom(B,,_1(Cy), M). Piu in generale,
se A C Z,_1(Cy) & un qualsiasi sottogruppo tale che A + B,_1(Cy) = Z,_1(Cy), provare che
il nucleo di € ¢ isomorfo al conucleo della restrizione Hom(A, M) — Hom(B,_1(Cyx) N A, M) e
usare questo fatto per una dimostrazione alternativa del Teorema 2.5.3.

EsERcIZIO 2.21. Sianon € Z e (Cy, d) un complesso di catene di gruppi abeliani liberi tale che
H,(Cy) e Hy,_1(Cy) siano finitamente generati. Dimostrare che il nucleo di e: H"(Hom(C\,Z)) —
Hom(H,(C4),Z) ¢ un gruppo finito e dedurre che i due gruppi H,(C,) e H"(Hom(Cy,Z)) hanno
lo stesso rango. (Suggerimento: usando il Teorema 2.5.3 ed alcuni esercizi precedenti, dimostrare
nell’ordine: Hom(H,,(Cy),Z) e ker € sono finitamente generati, Hom(H,(Cy),Z) e H,(C) hanno
lo stesso rango, ogni elemento di ker € ha ordine finito e quindi ker ¢ ha rango zero.)

ESERCIZIO 2.22. Sia X una varieta compatta, dimostrare che il rango di H,(X), detto p-
esimo numero di Betti di X, e denotato usualmente b,(X) (talvolta B,(X)) ¢ uguale al rango
di HP(X,Z) ed anche alla dimensione su K = Q, R, C dello spazio vettoriale HP (X, K).

2.6. Mayer—Vietoris e cocatene piccole

Sia X uno spazio topologico, per ogni aperto aperto U C X ed ogni o € SP(X, G) denotiamo
con pxy(a) € SP(U,G) la restrizione di a: A(X), — G al sottoinsieme A(U), dei p-simplessi
singolari con immagine contenuta in U. Equivalentemente, pxy(a) = i*(a) dove i: U — X
denota il morfismo di inclusione.

Pit in generale, se V' C U sono aperti di X, denotiamo con

PUV : Sp(U, G) — Sp(V, G)

I'applicazione che ad ogni cocatena a: A(U), associa la sua restrizione a A(V'),. Le seguenti
proprieta sono di immediata verifica:

(1) ogni pyy € un omomorfismo di gruppi;

(2) puu = Id per ogni aperto U,

(3) pvwpuv = puw per ogni terna di aperti W CV C U.

Un piccolo abuso di notazione. Per semplicita di scrittura, dati U C X apertoe a € SP(X, G),
scriveremo oy = pxy(a) € SP(U,G) e chiameremo o la restrizione di a ad U. Questa nota-
zione semplificata risulta molto utile a condizione di tenere a mente che o non & una funzione
definita su U ma su un qualcosa che dipende, in maniera naturale, da U. Ad esempio non dobbia-
mo cadere nel riflesso condizionato per cui, se X = UUV, iy = 0 e oy = 0, allora v = 0: infatti
nulla vieta che a(¢) # 0 per qualche simplesso ¢: AP — X la cui immagine non & contenuta né
inU néin V.

Siald = {U;} C P(X) un ricoprimento aperto proprio dello spazio topologico X e denotiamo
con j: Sy(U) — Si(X) il morfismo di inclusione, che per il teorema delle catene piccole € un
quasi-isomorfismo di complessi. Fissato un gruppo abeliano G possiamo applicare Hom(-, G)
ricavando il morfismo trasposto

3V S*(X,G) = Hom(S4(X),G) — Hom(S,(U),G).
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Pill concretamente, j¥ associa ad ogni catena a: A(X), — G la sua restrizione al sottoinsieme
dei simplessi singolare con immagine contenuta in qualche aperto del ricoprimento.

TEOREMA 2.6.1 (delle cocatene piccole, I). Nelle notazioni precedenti, il morfismo
3V 8*(X,G) — Hom(S,(U),G)
e un quasi-isomorfismo surgettivo di complessi.

DIMOSTRAZIONE. Dato che in generale il rasposto di un quasi-isomorfismo iniettivo non e
un quasi-isomorfismo surgettivo, la dimostrazione richiede qualche considerazione aggiuntiva.

Denotando con S, (X,U) il conucleo di j, otteniamo una successione esatta corta di complessi
di gruppi abeliani liberi

0= S.(U) L S (X) = Su(X,U) — 0.
Segue infatti dalle definizioni che
S (X, U)o = S (X, U) = S1(X,U) — So(X,U) — 0,

e Sp(X,U) = Sp(X)/Sy(U) ¢ canonicamente isomorfo al gruppo abeliano libero generato dai
p-simplessi singolari la cui immagine non € contenuta in alcun Us;.

Per il teorema delle catene piccole l'inclusione j € un quasi-isomorfismo e quindi, per la
successione esatta lunga di omologia, il complesso S.(X,U) ¢ aciclico. Per il Corollario 2.5.2
anche il complesso di cocatene Hom(S.(X,U), G) ¢ aciclico.

Applicando Hom(-,G), per il Corollario 2.3.5 si ottiene una successione esatta corta di
complessi di cocatene

(2.3) 0 — Hom(S,(X,U),G) — §*(X, @) = Hom(S, (), G) — 0,
con kerj¥ = Hom(S.(X,U),G) sottocomplesso aciclico di S*(X,G) e quindi con jV quasi-
isomorfismo. ]

Dal teorema delle cocatene piccole, gli stessi ragionamenti fatti per 'omologia ci conducono
alla successione esatta di Mayer—Vietoris in coomologia.

TEOREMA 2.6.2 (Mayer—Vietoris in coomologia). Sia X = AU B con le parti interne di A
e B che ricoprono X. Allora per ogni gruppo abeliano G si ha una successione esatta lunga di
coomologia

= H'(X,G) - H"(A,G) ® H"(B,G) — H(ANB,G) — H"(X,G) — - --

DiMOSTRAZIONE. Nella dimostrazione di Mayer—Vietoris in omologia abbiamo considerato
il ricoprimento aperto U = {A, B} ed il diagramma di morfismi di complessi

0— > S,(ANB) — S,.(A) & S.(B) S.(U) 0

|

S (X)

con la riga superiore successione esatta corta e j quasi-isomorfismo. Applicando Hom(-, G), si
ottiene il diagramma

S*(X,G)
v
0 —— Hom(S,(U),G) — S*(A,G) & S*(B,G) — S*(ANB,G) —=0

con la riga inferiore esatta per il Corollario 2.3.5 e jV quasi-isomorfismo.
Per concludere basta applicare la successione esatta lunga di coomologia. ]

Segnaliamo, a livello terminologico, che quando G = Z,Q, R, C, la coomologia a coefficienti
in G viene anche detta coomologia intera, razionale, reale e complessa, rispettivamente.

EsemMPIO 2.6.3 (Coomologia intera degli spazi proiettivi complessi). Come applicazione
della successione esatta di Mayer—Vietoris in coomologia calcoliamo i gruppi di coomologia a
coefficienti interi degli spazi proiettivi complessi P = P(C™+1).
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LEMMA 2.6.4. Nello spazio proiettivo complesso P¢:, n > 0, con coordinate omogenee z, . .., zp
st constderino i due apert:

U = {z # 0}, V=P"—{[1,0,...,0]}.
Allora UUV =P¢ e:
(1) U é contraibile;
(2) V ha il tipo di omotopia di P%fl;
(3) UNV ha il tipo di omotopia della sfera S*"1.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione ¢ identica a quella usata in [38] per dimostrare la sem-
plice connessione e la riportiamo per comodita del lettore. L’aperto U e contraibile in quanto si
ha un omeomorfismo

f:Cn_>Ua f(yla"'>yn>:[Lylw-wynL

che inoltre identifica U N’V con C" — {0} cha ha quindi il tipo di omotopia di S?"~1.
L’iperpiano H = {zp = 0} & Pg_l ¢ contenuto in V; 'applicazione

R:V x[0,1] =V, R([z0, 21, -+, 2n],t) = [t20,21, -, 2],
¢ continua, ben definita e mostra che H ¢ un retratto per deformazione di V. ]

In particolare U NV & connesso e lo stesso ragionamento fatto per le sfere mostra che
HY(PL,Z) = 0.

Dato che i gruppi di coomologia di IF’?C e delle sfere sono noti, € un semplice esercizio, usando
Mayer—Vietoris ed induzione su n, dimostrare che:

( HO(PR,7Z) = H*(PR,Z) = H (PR, Z) = --- = H* (PR, Z) = 7,
2.4) ‘
H'(P¢,Z) =0 in tutti gli altri casi.

Inoltre, se j: ]P’gil < P & linclusione di un iperpiano, allora j*: H' (PR, Z) — Hi(]P’gfl,Z)
¢ un isomorfismo per ogni ¢ # 2n. Ne segue che per ogni retta proiettiva L C P il morfismo di
inclusione induce un isomorfismo H?*(P{,Z) = H*(L,Z).

Risultati analoghi valgono per i gruppi di coomologia a coefficienti in un qualsiasi grup-
po. Inoltre, si puo arrivare alla stessa conclusione calcolando, con Mayer—Vietoris, i gruppi di
omologia singolare ed applicando il teorema dei coefficienti universali.

EseMPIO 2.6.5 (Coomologia reale degli spazi proiettivi reali). Dimostriamo adesso che

HZ( n R) = {R se 1 = 0 oppure ¢ = n dispari,

0 altrimenti.

Sappiamo che HO(P%,R) = R e HY(S",R) = R?, che P} = S! e che H(PE,R) = H°(S™,R)
per ogni n > 0. Inoltre, abbiamo gia dimostrato che ’applicazione indotta in coomologia reale
dalla proiezione naturale 7: S™ — Py ¢ iniettiva. In particolare H 7;(IP)H%, R) = 0 per ogni i # 0,n
e per concludere ci basta dimostrare che per ogni n > 2 si ha

H(PR,R) = {]R per n disl?ari,
0  per n pari.

Sia dunque n > 2; osserviamo che il Lemma 2.6.4 vale, con la medesima dimostrazione, anche
per spazi proiettivi reali, con I'unica differenza che U NV ha il tipo di omotopia della sfera S™~ 1.
A differenza del caso complesso, U NV risulta sconnesso per n = 1, e questo rende decisamente
complicato il calcolo della coomologia intera.

La conclusione segue adesso per induzione su n e dal seguente frammento della successione
esatta di Mayer—Vietoris

0=H"'PE,R) - H" YV,R) = H" '(Py ', R) - H" ' (UNV,R) =R
— H"(P},R) — H"(V,R) = H*(Pg",R) = 0.

Riprenderemo questo calcolo quando tratteremo orientabilita e dualita di Poincaré.
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DEFINIZIONE 2.6.6. Una cocatena a € SP(X,G) si dice localmente nulla se per ogni
7 € X esiste un intorno aperto x € U tale che o)y = 0. Denotiamo con K?(X,G) C SP(X,G) il
sottogruppo delle cocatene localmente nulle.

Data o € SP(X,G), se qy = 0 allora (da);y = 0 dato che S.(U) & un sottocomplesso di
S, (X). Abbiamo quindi il sottocomplesso delle cocatene localmente nulle K*(X,G) C S*(X, G).

Per ogni applicazione continua f: X — Y si ha f*K*(Y,G) C K*(X,G); infatti, per ogni
a € K*(Y,G) ed ogni z € X esiste un aperto f(z) € U C Y tale che ajy = 0 e quindi
(f*a)jp-10n) = 0.

DEFINIZIONE 2.6.7. Chiameremo il complesso quoziente

PH(X,G) = §*(X,G) /K (X, G)

complesso delle cocatene piccole (stavolta piccole in senso assoluto) di X a coefficienti in G.

Notiamo che K°(X,G) = 0, quindi P*(X,G) = SY(X,G) = {a: X — G} e quindi H*(P*(X, G))
continua ad essere identificato in maniera naturale con il sottogruppo delle applicazioni X — G
costanti sulle componenti connesse per archi.

TEOREMA 2.6.8 (delle cocatene piccole, IT). La proiezione al quoziente S*(X,G) — P*(X, G)
¢ un quasi-isomorfismo di complessi. In particolare, HP(X,G) = HP(P*(X,G)) per ogni p.

DIMOSTRAZIONE. Per la successione esatta lunga di coomologia il teorema ¢ del tutto equi-
valante a dire che il sottocomplesso K*(X, G) ¢ aciclico, ossia una successione esatta.

Sia a € KP(X,G) tale che da = 0 e scegliamo un ricoprimento aperto U = {U;} di X tale che
o)y, = 0 per ogni ¢ (ad esempio prendiamo per ogni z un suo intorno aperto dove « si annulla).

Per il teorema delle cocatene piccole il nucleo del morfismo

(2.5) S*(X,G) 25 Hom(S, (1), G),

¢ un sottocomplesso aciclico di S*(X, G). Osserviamo anche che il nucleo di jV & formato dalle
cocatene che si annullano su tutti i simplessi singolari la cui immagine e interamente contenuta
in almeno un aperto Uj.

Per come abbiamo scelto U in funzione di « abbiamo che j¥(a) = 0, ossia il cociclo «
appartiene al sottocomplesso aciclico ker j¥ e dunque ¢ un cobordo. A maggior ragione o & un
cobordo in K*(X, G). O

Dato che i sottocomplessi delle cocatene localmente nulle sono preservati dalle applicazioni
continue, per ogni aperto U C X il morfismo di restrizione pxy: S*(X,G) — S*(U,G) si
fattorizza ad un morfismo di complessi P*(X,G) — P*(U, G).

Nel seguito dei queste note, avremo bisogno della seguente conseguenza del Teorema 2.6.8.

COROLLARIO 2.6.9. Sia X uno spazio contraibile, allora si ha una successione esatta
eV 0 dv 1 dv
0—-G—P'(X,G) —P(X,G — -,
dove €" associa ad ogni a € G 'applicazione costante a: X — G.

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che X & connesso per archi e la proiezione S*(X,G) —
P*(X, @A) & un quasi-isomorfismo. Dunque
HY(P*(X,Q)) = H(X,G) = {a: X — G costanti}
e HP(P*(X,G)) = 0 per ogni p > 0. O

2.7. Coomologia di Alexander—Spanier

Denotiamo con EP la base canonica di RPT!, ossia I'insieme ordinato dei vertici del simples-
so topologico standard AP; la applicazioni faccia d; preservano i vertici dei simplessi e quindi
§;: EP~1 — EP per ogni 0 < i < p.

Per ogni spazio topologico X denotiamo con E(X), I'insieme di tutte le applicazioni f: EP —
X. Per ogni p > 0 esiste una ovvia bigezione

E(X)p%Xp—H? f'_> (f(QO)w"af(ep)),
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ed una ovvia applicazione
r: A(X)p = E(X)p, f= fig,

In generale r non e surgettiva, ma lo diventa se X € un convesso oppure se possiede la topologia
banale.

Sia G un gruppo abeliano fissato e denotiamo con C?(X,G) = {f: E(X), — G}. La compo-
sizione a destra con r definisce quindi degli omomorfismi 7*: CP(X,G) — SP(X, G). Definendo
gli omomorfismi

p

0: CPHX,G) = CP(X,G),  (0)(@) = D (~1)'f(¢04),
i=0
si ha evidentemente 7*0 = dr*, dove d denota in differenziale del complesso S*(X, G). Si ha inoltre
0% = 0; la dimostrazione & del tutto simile a quella del Lemma 1.2.5 e viene pertanto omessa.
Alternativamente, si pud osservare che i gruppi CP(X,G) e le applicazioni d non dipendono
affatto dalla topologia di X, quindi possiamo mettere su X la topologia banale in modo da avere
r* injettiva e quindi 0 = d?r* = dr*0 = r*9? implica 9% = 0.
In questo modo abbiamo trovato un morfismo di complessi di cocatene
r*: C*(X,G) = S*(X,G).
Dato che il complesso C*(X,G) non dipende dalla topologia di X non ci aspettiamo nulla
di interessante dai suoi gruppi di coomologia. Infatti, si ha
H(C*(X,@)) = Z2°(C*(X,@)) = {f: X — G costanti} = G,
e H"(C*(X,G)) = 0 per ogni n > 0. Per dimostrarlo conviene interpretare C?(X,G) come il
gruppo di tutte le applicazioni f: XP*1 — G, con il differenziale 9 che diventa
P
0: CP"1(X,G) = CP(X,G), 0f(wo,...,ap) = > (=1)'f(x0,...,Fi,...,1p).
i=0
Se f € C%X, Q) allora 0f(x,y) = f(y) — f(x) e quindi df = 0 se e solo se f & costante.
Se f e ZP(C*(X,G)) con p > 0, scegliamo un punto z € X e definiamo

geCr (X, q), gyi, ) = f(z01, - Yp),  Yyi,...,yp € X,
Dal fatto che df = 0 segue in particolare

Of(z,xo,x1,...,2p) =0 Vzo,...,2p € X,

che si puo riscrivere come
P

flao,ar,. . zp) =Y (1) f(z, 20, Ty ., 2p) = Dg(m0, 31, ..., Tp).
i=0
Adesso facciamo intervenire la topologia di X introducendo il sottocomplesso N*(X,G) C
C*(X, G) delle applicazioni nulle in un intorno della diagonale piccola;® piti precisamente, un’ap-

plicazione f: XPT! — G appartiene a NP(X,G) se per ogni x € X esiste un intorno = € U tale
che f si annulla su UP*!,

DEFINIZIONE 2.7.1. Definendo AP(X,G) = CP(X,G)/NP(X,G) per ogni p, il comples-
so quoziente (A*(X,G),0) viene detto complesso delle cocatene di Alexander—Spanier.
Conseguentemente, chiameremo

Hi¢(X,G):= H (A" (X,Q))
coomologia di Alexander—Spanier di X a coefficienti in G.
ESEMPIO 2.7.2. Per ogni spazio X ed ogni gruppo G si ha
H%4(X,G) = Z°(A*(X,G)) = {f: X = G localmente costanti}.
Infatti, A%(X,G) = C%(X,G) e per una f: X — G vale f € NY(X, Q) se e solo se per ogni
x € X esiste un intorno = € U tale che 0f(y,z) = f(z) — f(y) = 0 per ogni y,z € U.

IDiagonale piccola= {(z,x,...,z) | € X}, diagonale grande= {(zo, ...,z,) | 3i # j tali che z; = z;}.
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Nelle notazioni della sezione precedente, ¢ chiaro che se f € NP(X,G) allora r*(f) €
KP(X,G) e quindi r* si fattorizza ad un morfismo di complessi

A% (X, G) = P*(X,G)

che induce un morfismo naturale H}¢(X,G) — H*(X,G) tra la coomologia di Alexander—
Spanier e la coomologia singolare.

In generale il morfismo H}¢(X,G) — H*(X,G) si guarda bene dall’essere bigettivo; gia a
livello di H?, da una parte abbiamo le funzioni localmente costanti, dall’altra le funzioni costanti
sulle componenti connesse per archi; come esempio potete considerare X = Q con la topologia
euclidea.

Concettualmente, la differenza dipende dal fatto che, detto in maniera molto vaga, la coo-
mologia singolare tiene conto sia della struttura locale che della struttura globale dello spazio
topologico, mentre la coomologia di Alexander—Spanier solamente della struttura globale.

Entrando piu in dettaglio, a differenza di quanto accade in coomologia singolare (vedi Eserci-
zio 2.23), nella coomologia di Alexander—Spanier ogni cociclo di dimensione positiva ¢ localmente
un cobordo, nel senso descritto dal seguente lemma.

LEMMA 2.7.3. Siano U un aperto in uno spazio topologico, x € U un suo punto, G un gruppo
abeliano, ¢ > 0 e o € AY(U, Q) tale che da = 0. Allora esiste un aperto x € V.C U ed una
cocatena 3 € ATV, Q) tale che OB = oy .

DIMOSTRAZIONE. Sia f € C™(U,G) un sollevamento di «. Dal fatto che da = 0 segue che
df € N"*Y(U,G) e quindi esiste un aperto z € V C U tale che dfv = 0. Siccome g > 0 esiste
g € C17YV, Q) tale che 0g = fiv ed a maggior ragione oy = 93, dove 3 ¢ la classe di g in
ALV, Q). O

Non tratteremo la coomologia di Alexander—Spanier in profondita; segnaliamo solo che an-
chessa € un invariante omotopico, ossia vale il risultato della Proposizione 2.4.5, mentre per avere
altre proprieta tipiche delle teorie coomologiche occorre aggiungere opportune ipotesi sulla to-
pologia, vedi [48]. Ritroveremo il complesso delle cocatene di Alexander—Spanier tra gli esempi
di risoluzioni fini di fasci costanti in spazi paracompatti di Hausdorff.

Esercizi.

ESERCIZIO 2.23. Sia X C R? I'unione delle circonferenze di centro (1/n,0) e raggio 1/n, al
variare di n tra gli interi positivi. Trovare un cociclo singolare in X che non sia localmente un
cobordo, e piu precisamente che non sia un cobordo la sua restrizione ad un qualunque intorno

di (0,0).



CAPITOLO 3

Fasci

In 1940, the French mathematician and artillery officer Jean Leray was taken
prisoner by the Germans. He told his captors that he was a topologist, fearful
that if they discovered his true area of expertise, hydrodynamics, they would
force him to aid the German war effort. For the nearly five years of his impri-
sonment, Leray kept up this subterfuge by carrying out research in topology, a
branch of mathematics that studies deformable shapes. He wound up creating
one of the most revolutionary ideas in modern mathematics: the notion of a
“sheaf”.

(Incipit di [46]).

fascio s. m. [lat. fascis]. Quantita pitc o meno grande di oggetti della stessa
natura, per lo pit di forma allungata, come legna, spighe, erbe eccetera.
(Vocabolario Treccani).

In Moliére’s play Le Bourgeois Gentilhomme, M. Jourdain was amazed to learn
from his grammar teacher that he had been speaking all of his life in prose! In
the same way, I hope to persuade you that you have been using some of the
ideas of sheaf theory without knowing it ever since your first calculus course.
(Miles Reid: Chapters on algebraic surfaces).

3.1. Germi di funzioni differenziabili

Salvo avviso contrario, per ogni insieme S ed ogni gruppo abeliano G, interpreteremo la col-
lezione {f: S — G} = [[,c¢ G come gruppo abeliano. In particolare, I'insieme delle applicazioni
dal vuoto ad un qualunque gruppo abeliano ¢ il gruppo banale.

Sia n > 0 un intero fissato. Per ogni aperto U C R™ denotiamo
Ck(U):{f:U%RdiclasseCk}, 0<k<oo.

E ben noto dai corsi di analisi che somme e prodotti di funzioni di classe C* sono ancora di
classe C*; questo implica che gli insiemi C*(U') ammettono le seguenti strutture algebriche:

(1) C*(U) & uno spazio vettoriale reale;
(2) C*(U) & un anello commutativo con unita (la funzione costantemente uguale ad 1).

Inoltre, per ogni h > k si ha che C*(U) & un sottospazio vettoriale ed un sottoanello di C*(U).
Tali proprieta algebriche sono possedute anche da altri insiemi di funzioni; per i nostri usi
risulteranno particolarmente interessanti i seguenti:

DR(U) = {tutte le funzioni U — R} = H R,
1ceU

R(U) = {f: U — R localmente costante}.

Chiameremo DR(U) spazio delle funzioni discontinue, o delle sezioni discontinue di R,
sull’aperto U (il senso di questa seconda terminologia sara spiegato pitt avanti).

Per definizione, f: U — R & localmente costante se per ogni punto p € U esiste un intorno
p € V C R" tale che f sia costante su U N V. Ogni funzione localmente costante e costante in
ogni componente connessa; negli spazi localmente connessi vale anche il viceversa.

Notiamo anche che R(U) ¢ un sottospazio vettoriale ed un sottoanello di C*°(U).

Vogliamo adesso studiare come si comportano tali spazi al variare di U tra gli aperti di R";
per concretizzare la trattazione studieremo solo le funzioni C°°; ma tutto si applica, mutatis
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mutandis, anche alle altre situazioni (con I'ovvia eccezione dell’Esempio 3.1.1). Iniziamo verifi-
cando 5 proprieta basilari FO,... ,F4 che poi saranno utilizzate per definire assiomaticamente la
nozione di fascio.

Proprieta F0. Si ha C*°(0)) = 0.

Se V' C U sono aperti, la restrizione a V di una funzione C°*° su U & ancora di classe C*°;
questo perché essere C'™° & una proprieta locale, ossia dipende solo dal comportamento in intorni
sufficientemente piccoli di ogni punto. Abbiamo quindi un’applicazione di restrizione

puv: C®U) — C®(V), puv(f) = fiv,

che ¢ un omomorfismo di gruppi abeliani, un’applicazione lineare ed un omomorfismo di anelli.

Proprieta F1. pyy = Id, ossia per ogni f € C*(U) vale pyu(f) = fiuv = f-

Esempio 3.1.1. Siano z1,...,x, le coordinate di R”, dato che le derivate parziali di una
funzione f in un punto p dipendono solo dai valori di f in intorni arbitrariamente piccoli, per
ogni coppia di aperti V C U si hanno i diagrammi commutativi

2]

L

Co(U) i 0°(U)  i=1,...,n.

iva lPUV

O (V) s C(V)

Proprieta F2. Per ogni terna di aperti W C V C U si ha pywpuyv = puw, ossia per ogni
fecU) vale (fijy)w = fiw-

Siano (U;)ier una collezione indicizzata di aperti di R" e U = U;U; la loro unione. Per ogni
coppia di indici 4, j € I, possibilmente ripetuti, denotiamo U;; = U; N Uj;.

Proprieta F3. Per una funzione f € C*°(U) vale f = 0 se e solo se pyy, (f) = fiy, = 0 per
ognii € 1.

Infatti, se fy, = 0 per ogni i, allora per ogni p € U esiste un indice i tale che p € U; e quindi

f(p) = fiu,(p) = 0.

Proprieta F4. Sia data, per ogni i € I una funzione f; € C*(U;). Se pu,u,, (fi) = pu,u,; (fi)
per ogni 4, j allora esiste f € C*°(U) tale che pyy,(f) = fi per ogni i.

Infatti, possiamo definire f € DR(U) ponendo f(p) = fi(p) se p € U;; si tratta di una buona
definizione in quanto, se p € U; N U; allora

fi(p) = fiy,, (p) = fi,; (p) = fi(p).

Per costruzione fi;;, = f; e la funzione f risulta di classe C*° dato che lo ¢ su ogni aperto Us;.
Fissato un punto p € R", chiameremo funzione C*° in un intorno di p una qualunque
coppia (U, f) con p € U aperto e f € C*°(U). Denoteremo con

C=((p) ={U0. /) Ipe U, feC™U)}
Iinsieme delle funzioni C'*° in un intorno di p. Per ogni aperto p € U esiste una naturale
applicazione iniettiva C*(U) — C*°((p)), f — (U, f).

L’insieme C*°((p)) non possiede strutture algebriche interessanti e, in analogia con molte
altre situazioni (ad esempio il gruppo fondamentale), risulta utile considerarne il quoziente per
una opportuna relazione di equivalenza.

Definiamo la relazione ~ su C*°((p)) ponendo (U, f) ~ (V, g) se esiste un apertop € A C UN
V tale che fi4 = g|4. Le proprieta riflessiva e simmetrica sono evidenti, mentre se (U, f) ~ (V, g)
e (V,g) ~ (W, h) vuol dire che esistono due apertip e ACUNV ep e BCVNW tali che
fla= 914, 9B = hyp- Ma allorape ANBCVNW e flanp = 9janB = hanB-
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Denotiamo con Cp° = C*°((p))/ ~ il corrispondente insieme quoziente, e con [U, f] € C7° la
classe di equivalenza della coppia (U, f). Gli elementi di C;° sono detti germi di funzioni C'*°
nel punto p.

Prima di studiare le strutture algebriche su C° ¢ utile fare alcune semplici osservazioni sulla
relazione ~.

(1) Se (U, f) € C>=((p)) epe V C U, allora [U, f] = [V, fjv], in particolare, se f = c ¢ una
funzione costante, allora [U, ¢|] = [V, ¢] per ogni coppia U,V di intorni aperti di p.

(2) Per ogni &1,...,8, € Cp° ed ogni aperto p € U, esiste un aperto p € V. C U e fun-
zioni f1,..., fn € C(V) tali che & = [V, fi] per ogni i. Infatti se & = [W;, g;] basta
considerare V=UNWiN---NW, e f; = gi|v-

(3) Per ogni aperto p € U consideriamo ’applicazione

nup: CU) = C°, nup(f) = U, f].
Per i punti precedenti:
() nmup = nv,ppuv per ogni p € V C U aperti;
(b) per ogni intorno aperto p € U si ha Cp° = U ey cry Im(nvp).

Il quoziente Cp° possiede una struttura di spazio vettoriale e anello commutativo con le
operazioni:

(L) [Ufl+ Vgl =UNV, f+g];
(2) U, f] =1[U,cf], c € R;
3) U flIV.gl = [UNV, fg].

La verifica che tali operazioni sono ben definite ¢ molto semplice; ad esempio, se [U, f| =
[U', f'] e[V,g] =[V',¢] vuol dire che esistono apertip € ACUNU',pe BC VNV’ tali che
fia= f|’A egp= g|’B. Ma allora

UNV.f+g=[ANB,f+gl=[ANB, f'+g]=[UNV" f +].

Inoltre tali operazioni sono le uniche che rendono tutte le applicazioni 7y, lineari ed omo-
morfismi di anelli: 'unicita segue da Cp° = ey Im(nvp)-

LEMMA 3.1.2. L’applicazione

e: O =R, U, f]=[f(p),
e ben definita ed e un omomorfismo di anelli surgettivo. Il suo nucleo m, = kere & l'unico ideale

massimale di C’;O.

DIMOSTRAZIONE. La prima parte segue immediatamente dalle definizioni. Dato che R e
un campo, si ha che m;, ¢ massimale. Per dimostrare che ogni ideale di Cp° ¢ contenuto in
m,, basta provare che un germe [U, f] & invertibile se f(p) # 0. A tal fine basta osservare che
V={zeU| f(z) #0 ¢ un intorno aperto di p, 1/f € C*(V) e [U, fl[V,1/f]=[V.1]=1. O

Altre funzioni di uso comune sono quelle a supporto compatto.

DEFINIZIONE 3.1.3. Siano X uno spazio topologico e G un gruppo abeliano; un’applicazione
f: X — G si dice a supporto compatto se esiste un sottospazio K C X chiuso e compatto
tale che f(x) =0 per ogni z ¢ K.

Per ogni aperto U C R” si definisce C*°(U)y € C*°(U) come il sottoinsieme delle funzioni a
supporto compatto. E chiaro che si tratta di un sottospazio vettoriale e di un sottoanello.

E importante osservare che le funzioni a supporto compatto non soddisfano la proprieta F1:
se f € C®(U)o eV CU &un aperto, in generale la restrizione f|;; non ha supporto compatto.

E invece definita una inclusione naturale iy¢r: C°°(V)g — C°°(U)g ottenuta estendendo f a 0:
, ) flx) sexeV
vu(f)le) = {0 sexeceU—-V

Infatti, se K C V & un compatto (automaticamente chiuso perché V ¢ di Hausdorff) tale che
f(x) =0 per ogni z € V — K, allora K & chiuso in U e si puo scrivere

wn = {00 el
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Ne segue che iy (f) e di classe C* per la proprieta F4.

Invece, se prendiamo gli spazi duali e definiamo D(U) = Homg (C*° (U)o, R) per ogni aperto
U e pyyv = iy per ogni V C U, allora valgono le proprieta F0,F1,F2, ossia D(0) = 0, pyy = Id
e puw = pywpuv. In realta valgono anche F3 ed F4, ma questo lo dimostreremo piu avanti
usando le partizioni dell’unita.

3.2. Prefasci

Uno dei concetti pitt importanti nella matematica contemporanea ¢ quello di fascio, introdot-
to da J. Leray e poi leggermente modificato da H. Cartan nel 1950. La definizione originale di Car-
tan era di tipo topologico, cf. [32, 39, 47|, ma ben presto si & affermato un approccio equivalente
di tipo algebrico, cf. [12, 19], basato sulla nozione di prefascio, che adesso introdurremo.

DEFINIZIONE 3.2.1. Sia X uno spazio topologico. Un prefascio F di gruppi abeliani su X
e il dato di:
(1) un gruppo abeliano F(U) per ogni aperto U C X;
(2) un omomorfismo di gruppi pyy: F(U) — F(V) per ogni inclusione di aperti V C U.
Il dato precedente deve soddisfare le seguenti condizioni:
F0) F(0) =0;
F1) pyv: F(U) = F(U) e lidentita per ogni U;
F2) se W CV C U sono inclusioni di aperti, allora pyw = pywpuyv: F(U) — F(W).

I morfismi pyy vengono detti morfismi di restrizione del prefascio; molto spesso, per
semplicita notazionale, se s € F(U) e V C U si scrive pyv(s) = sy

Se F & un prefascio su X, ogni coppia (U, s), con U C X aperto e s € F(U), viene detta una
sezione di F. Meno genericamente, per un aperto fissato U gli elementi del gruppo abeliano
F(U) vengono detti le sezioni di F su U, mentre gli elementi del gruppo abeliano F(X) sono
detti sezioni globali di F.

Tenendo conto dell’assioma FO, per descrivere un prefascio ¢ sufficiente definire le sue sezioni
ed i morfismi di restrizione esclusivamente per gli aperti non vuoti.

EseEmpio 3.2.2. 11 prefascio delle funzioni reali continue in uno spazio topologico X e definito,
ponendo
Cx(U)={f: U — R continue } VU C X aperto,

e i morfismi pyy sono quelli di restrizione usuale.

Esempio 3.2.3. 1l prefascio delle funzioni C*° su R" ¢ definito, ponendo
Cpo(U) ={f: U — R di classe C*°} VU C R" aperto,
e i morfismi pyy sono quelli di restrizione usuale.

Sinoti che CR;, ¢ un sottoprefascio di Cg». La nozione di sottoprefascio non presenta grosse
sorprese: dato un prefascio F con funzioni di restrizione pyy, un sottoprefascio G C F ¢ il dato,
per ogni aperto U, di un sottogruppo G(U) C F(U) tale che, per ogni coppia di aperti V C U,
si ha pyy(G(U)) € G(V). Le restrizioni a G delle funzioni di restrizione di F inducono una
struttura di prefascio su G.

EsSEMPIO 3.2.4. Sia X uno spazio topologico. Ad ogni gruppo abeliano G possiamo associare
tre prefasci Gy, Gx e DGx su X, dove per ogni aperto non vuoto U si definisce:

Gx(U)={f: U — G costante},
Gx(U) ={f: U — G localmente costante},

DGx(U) ={f: U — G senza restrizioni} = H G.
zelU
Come sopra i morfismi pyy sono quelli naturali di restrizione. Poiché somma e differenza di due
funzioni (localmente) costanti sono ancora (localmente) costanti, ogni Gx (U) ¢ in modo naturale
un gruppo abeliano e G x (U) un suo sottogruppo. Dunque G x € un prefascio su X e G un suo
sottoprefascio. Similmente, Gx € un sottoprefascio di DGx.
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Si noti che prendendo i gruppi quoziente possiamo definire un terzo prefascio
_ Gx(U)
Gx(U)

con la proprieta che F(U) = 0 se U & connesso.

F(U)

OSSERVAZIONE 3.2.5. Le funzioni localmente costanti sono costanti sulle componenti con-
nesse. Infatti, un’applicazione f: X — G & localmente costante se e solo se ogni fibra f~1(a),
a € G, & aperta in X. Dunque X & unione disgiunta degli aperti f~!(a) e se X & connesso si
deve avere f~1(a) # 0 per al pilt un valore a € G.

Il viceversa e in generale falso; ad esempio, 'applicazione

£ Q-7 f(x):bsex:%,b>0, MCD(a,b) =1,

non e localmente costante pur essendo costante su ogni componente connessa.
EsemMPIO 3.2.6. Nello studio della coomologia singolare abbiamo incontrato molti prefasci:
U~ SPU,G), PP(U,G), H?(U,G), Hom(H,(U), G) eccetera.

DEFINIZIONE 3.2.7 (germe e spiga). Sia JF un prefascio con funzioni di restrizione pyy su
uno spazio topologico X e sia x € X un punto fissato: sull’insieme

F((x)) ={(U,s) | U intorno aperto di z, s € F(U)} = {sezioni intorno a =}
si consideri la relazione di equivalenzas:
(U,s) ~ (V,t) <= JW aperto tale che x € W CUNV e sy = t|w-

La verifica che ~ e una relazione di equivalenza ¢ immediata. Definiamo la spiga di F in x come
I'insieme quoziente:

F, = {germi di sezioni di F in o} = 2 _ {9 [z €V, s € FO)}

~

Equivalentemente ~ ¢ la pill piccola relazione di equivalenza tale che, per ogni V' C U ed
ogni s € F(U) si ha (U,s) ~ (V,sy).

Denoteremo con [U,s] € F, la classe di equivalenza della coppia (U, s), che chiameremo
germe (=germoglio) di s nel punto x. Per alleggerire la notazione, risulta utile denotare con
Sy € Fy il germe in x di una sezione s € F(U), beninteso quando = € U.

Ogni spiga & un gruppo abeliano, dove 'operazione di somma & indotta per passaggio al
quoziente dalle applicazioni

U, s] + [V, 1] = [W, sw + tyw], reWCVvVnU.

L’elemento neutro e chiaramente [X, 0] e 'opposto ¢ —[U, s] = [U, —s].
Notiamo che per ogni aperto U ed ogni x € U ’applicazione

.F(U)gfx, s+ sy = [U, 9],

¢ un omomorfismo di gruppi (per pedanteria dovremmo scrivere 1y, al posto di 77, ma & preferibile
essere noi ad abusare, leggermente, delle notazioni piuttosto che subire le loro vessazioni).

Segue dalla definizione di spiga che ogni germe in F, appartiene all'immagine di F(U) 2 F,
per qualche intorno aperto U, e quindi anche per tutti gli intorni aperti di « contenuti in U.

Dato che intersezione finita di intorni aperti € ancora un intorno aperto, ogni insieme finito
di germi sy, ...,s, € F, appartiene all'immagine di F(U) 3 F, per qualche intorno aperto U.
Da questo segue immediatamente che la struttura di gruppo su F, e 'unica che rende tutte le
applicazioni F(U) % F, omomorfismi.

EsemMPIO 3.2.8 (importante). Le spighe del prefascio Gx delle funzioni localmente costanti
(Esempio 3.2.4) sono tutte isomorfe al gruppo G. Infatti, identificando G con il sottogruppo di
Gx(U) delle applicazioni costanti, per ogni intorno aperto U del punto x, sono ben definiti due
omomorfismi

f:G=(Gx)e,  [fla)=[X,a],  g:(Gx)e =G, glU,a] = a(x).
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Dato che gf = Idg basta provare che f ¢ surgettiva: dato un germe [U, ], esiste un aperto x € V'
tale che o)y, & costante, diciamo a(y) = a per ogni y € V. Ma allora

[U,a] =1V, a|V] = [V,a] = [X,a] = f(a).

DEFINIZIONE 3.2.9. Siano F,G due prefasci sullo stesso spazio topologico X. Un morfismo
f+ F — G eil dato, per ogni aperto U C X, di un omomorfismo di gruppi abeliani fy: F(U) —
G(U). Gli omomorfismi fi; devono commutare con i morfismi di restrizione, ossia per ogni coppia
di aperti V' C U si deve avere un diagramma commutativo

Fu) L2 g)
Fv) L g(v)

La composizione di morfismi ¢ definita in maniera prevedibile: (g o f)y = gy o fu se F EN

G % H. Anche la nozione di isomorfismo di prefasci non riserva alcuna sorpresa e la riportiamo
su richiesta degli uffici amministrativi: un morfismo di prefasci f: F — G € un isomorfismo se
fu: F(U) — G(U) & un isomorfismo di gruppi per ogni aperto U.

L’insieme dei morfismi tra due prefasci ¢ un gruppo abeliano, con la somma definita in
maniera prevedibile

fi9: F =G, (f+9v="fuv+gu: FU)—GU),

. 0 ..
e che ha come elemento neutro il morfismo nullo 7 — G, ossia il morfismo che manda tutte le
sezioni in 0.

EsEmpio 3.2.10. Ogni omomorfismo di gruppi abeliani A — B induce in maniera naturale
un morfismo tra i rispettivi prefasci di funzioni localmente costanti Ax — Byx.

EsEmpIO 3.2.11. Dato che ogni funzione localmente costante ¢ anche continua, si ha un ovvio
morfismo di prefasci Ry — Cx, che per ogni aperto U corrisponde all’inclusione

{f: U — R localmente costante } C {f: U — R continua }.

Ogni morfismo di prefasci f: F — G induce canonicamente dei morfismi tra le rispettive
spighe: per ogni punto x € X vi € un unico omomorfismo di gruppi f,: F, — G, che, per ogni
intorno aperto x € U, rende il diagramma

(3.1) F(U)—=6(U)
Fo—tsg,
commutativo: pit precisamente, f,[U, s| = [U, fu(s)]. Per verificare che f, & ben definito, suppo-

niamo che [U, s] = [V, t] e dimostriamo che [U, fu(s)] = [V, fv(s)]; se z € W CU NV ¢ tale che
sjw = tjw allora

U, fu(s)] = W, fu(s)w] = W, fw(sw)] = W, fw (tw)] = W, fv O w] = [V, fr (t)].

Un isomorfismo di prefasci induce isomorfismi sulle spighe, ma il viceversa ¢ generalmente
falso.

LEMMA 3.2.12. Per un morfismo di prefasci f: F — G su X le sequenti condizioni sono
equivalents:
(1) fo: Fo — Gy € surgettivo per ogni x € X;
(2) ogni sezione di G ¢é localmente nell’immagine di F; con cio intendiamo che per ogni
t € G(U) ed ogni x € U esistono un aperto x € V.C U ed una sezione s € F(V) tale
che fy(s) =ty.

E importante osservare che nel punto (2) Uaperto V' dipende da t.
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DIMOSTRAZIONE. Supponiamo f, surgettivo per ogni z. Siano U aperto, t € G(U), x € U
e scegliamo s, € F, tale che fy(sy) = tz. Se s, = [W,s] con z € W e s € F(W), allora
[U,t] = [W, fw(s)] € Gz, e quindi esiste un aperto V'C W NU tale che fy(s) =ty .

Viceversa, supponiamo che ogni sezione di G sia localmente nell’immagine di F e prendiamo
ty € Gy Se ty = [U, ], esiste un aperto x € V' C U ed una sezione s € F(V) tale che fy(s) =ty
e basta osservare che il germe di ¢y, in @ & ancora t, che quindi risulta uguale a f;(sz). O

OSSERVAZIONE 3.2.13. Per completezza, informiamo il lettore che il raccordo tra la teoria
‘topologica’ dei fasci e quella tramite prefasci avviene passando attaverso i cosiddetti spazi étale.!
Dato un prefascio F su X ha senso definire 'insieme

et(F) ={(z,s;) ex € X, s, € Fp} = H Fu,
zeX

dove [] & il simbolo di unione disgiunta. Ogni sezione f € F(U) definisce un sottoinsieme di
et(F)

Un ={(z,hy) |z € U} Cet(F)
dove h, € F, denota il germe della sezione h nel punto zx.

LEMMA 3.2.14. La famiglia di tutti i sottoinsiemi Uy é una base di una topologia su et(F)
che rende la proiezione
p: et(F) = X, p(z,s) = x,

un omeomorfismo locale.

DIMOSTRAZIONE. Dato che 'unione degli Uj ¢ tutto et(F), per dimostrare che sono base
di una topologia basta provare che se (x,s) € Uy NV} allora esiste una sezione (W,1) tale che
(z,s) € W; C Uy N Vi. Siccome (z,s) € Up NV vuol dire che x € VNU e hy, = ky, = s, per
definizione di germe esiste un aperto x € W C VNU tale che hjyy = kjyy e quindi (x,s) € Wy, =
Wi C U, NV

Per ogni (z,s) € et(F) ed ogni aperto z € U, esiste un aperto x € V' C U ed una sezione
h € F(V) tale che h, = s; dunque (z,s) € Vj, e p(V3) C U e questo prova che p & continua.
Chiaramente p(Up) = U per ogni sezione (U, h) e questo prova che p ¢ aperta. Per concludere
basta osservare che p: Uy, — U ¢ iniettiva. U

Con la topologia appena definita, lo spazio topologico et(F) viene detto spazio étale del
prefascio F.

3.3. Fasci

Come gia detto, i fasci furono introdotti da Leray e Cartan in topologia algebrica e geometria
analitica complessa. Successivamente, il loro uso fu adottato da Kodaira [31] e, soprattutto, da
Serre in [47], dove vengono esposti i fondamenti della moderna geometria algebrica. Tuttavia, il
lavoro pit significativo in teoria dei fasci rimane probabilmente [15], dove Grothendieck inquadra
la teoria coomologica dei fasci e la teoria dei funtori derivati di Cartan—Eilenberg nel contesto
comune delle categorie abeliane, aprendo un oceano di applicazioni e generalizzazioni.

La nozione di fascio ¢ utile per risolvere problemi globali di esistenza e unicita: molto bre-
vemente, il problema viene prima affrontato da un punto di vista locale, poi la teoria dei fasci
permette di adottare tecniche standard di topologia algebrica ed algebra omologica per studiare
il problema dal punto di vista globale.

Prima di applicare la teoria dei fasci alla geometria analitica complessa, useremo i fasci in
topologia algebrica e differenziale dimostrando, tra le altre cose, che in ogni varieta topologica
le coomologie singolare e di Alexander—Spanier coincidono, e che in ogni varieta differenziabi-
le la coomologia di de Rham coincide con la coomologia singolare a coefficienti reali. Sempre
utilizzando la teoria dei fasci dimostreremo la dualita di Poincaré in coomologia di de Rham.

DEFINIZIONE 3.3.1. Un prefascio F di gruppi abeliani su X si dice un fascio se per famiglia
indicizzata di aperti (U;);er con unione di aperti U = U;U;, valgono le seguenti condizioni:

Ha oramai preso piede a livello internazionale il termine francese étale, sebbene esista una meravigliosa
traduzione italiana in spazio lasagnato.
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F3) Sia s € F(U). Allora s = 0 se e solo se s, = pyu;(s) = 0 per ogni 4.
F4) Data, per ogni ¢ € I, una sezione s; € F(U;) in modo tale che per ogni 4,5 € I si abbia

Si‘Uij :Sj‘Uij7 dove Uz'j:UZ'ﬂUj,

(ossia le due restrizioni di s; ed s; all’aperto U; NU; coincidono), allora esiste s € F(U)
tale che s|7, = s; per ogni i.

Chiameremo F3 proprieta di localita dell’annullamento e la F4 proprieta di incollamento.
Dato che FO puo essere visto come F3 nel caso particolare I = (), in letteratura i fasci vengo-
no talvolta definiti usando solo gli assiomi F1-F4, ed in alcuni casi usando solo F2-F4 (vedi
Esercizio 3.1).

E immediato osservare che se vale la condizione F3 allora la sezione s in F4 & unica: infatti se
per s,t € F(U) fosse s, = t|y, = si per ogni i, allora (s —t)|y, = 0 per ogni i e quindi s —t = 0.

Ribadiamo che ogni fascio e, per definizione, anche un prefascio.

EsEMPIO 3.3.2. Esistono prefasci che non sono fasci; ad esempio sia X uno spazio topologico
sconnesso, unione di due aperti disgiunti e non vuoti A, B. Allora il prefascio Zx delle funzioni
costanti U — Z, U # 0, non & un fascio. Presi due elementi s € Zx(A) =Z ep € Zx(B) = Z
diversi tra loro, le loro restrizioni coincidono sull’intersezione che & 'insieme vuoto, ma non esiste
alcun elemento di Z = Zx (X) la cui restrizione su A valga s e su V valga p.

OSSERVAZIONE 3.3.3. In teoria dei fasci esistono alcune variazioni sulle notazioni usate che
devono essere conosciute per poter comprendere i testi scritti. In particolare, per il gruppo delle
sezioni di un fascio F su di un aperto U vengono usate indistintamente le tre notazioni:

FU)=T(U,F)=H"U,F).

Pure in queste note le precedenti tre notazioni saranno utilizzate tutte, scegliendo di volta in
volta quella che si adatta meglio al contesto. Invece, per i prefasci che non sono fasci si usa
prevalentemente la notazione F(U).

EsemMpIO 3.3.4. Il prefascio delle funzioni continue in uno spazio topologico X ¢ un fascio.
Il prefascio delle funzioni di classe C'*° su R" & un fascio.

EsEMPIO 3.3.5. Per ogni gruppo abeliano G, il prefascio G x delle funzioni localmente costanti
in uno spazio topologico X a valori in G & un fascio, detto fascio costante.? L’Esempio 3.3.2
mostra che in generale il prefascio delle funzioni costanti Gy non € un fascio.

I novizi devono fare attenzione e ricordarsi che i fasci costanti sono quelli delle funzioni
localmente costanti e non quelli delle funzioni costanti (che non sono fasci in generale).

EseMPIO 3.3.6 (Fasci grattacielo). Siano x € X e G un gruppo abeliano. Per ogni aperto
U C X possiamo definire un fascio F ponendo

0 altrimenti 0 altrimenti

G sexeU 1d sexeVCU
f(U)z{ pwz{ ¢ .

Si verifica facilmente che
G seye{z}
F, = veln
0 seyd{x}
ESEMPIO 3.3.7 (restrizione ad aperti). Se F & un prefascio su X e U C X ¢ un aperto,

definiamo il prefascio |y su U ponendo Fj;(V) = F(V) per ogni aperto V' C U. Se F ¢ un
fascio, allora anche F|; ¢ un fascio.

EseMPIO 3.3.8 (immagine diretta). Siano f: X — Y applicazione continua e F un fascio su
X. 1l fascio f.F su Y, detto immagine diretta di F & definito come f,F (V) = F(f~1(V)) per
ogni aperto V C Y.

2In alcuni testi classici i fasci costanti sono detti “semplici”; oggi si preferisce chiamare fasci semplici quelli
che hanno come endomorfismi solamente le omotetie.
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ESEMPIO 3.3.9 (Somma diretta). Dati due fasci F e G, la loro somma diretta ¢ definita come
(Feg)(U)=FU)oG(U)

per ogni aperto U. Si dimostra facilmente che F & G & un fascio e che per ogni punto x vale

Similmente la somma diretta di un numero finito di fasci F1,...,F, si definisce come

(@ E) ) =P FW)
i=1 i=1
mentre per le somme dirette infinite rimandiamo all’Esercizio 3.10.

Esempio 3.3.10. Sia f: F — G un morfismo di prefasci e si assuma che G sia un fascio.
Per ogni aperto U definiamo H(U) C G(U) il sottogruppo delle sezioni che sono localmente
nell'immagine di f. In altri termini, una sezione ¢ € G(U) appartiene ad H(U) se e solo se per
ogni punto p € U esiste un aperto p € V' C U ed una sezione s € F(V) tale che fy(s) = ty.
Allora H ¢ un sottofascio di G.

EseMPIO 3.3.11 (fasci discreti). Sia X uno spazio topologico e sia data un’applicazione F' che
ad ogni punto z € X associa un gruppo abeliano F'(z). Definiamo il fascio DF su X ponendo,
per ogni aperto non vuoto U

DF(U) = [] Fla).
zelU
Dunque, dare una sezione s € DF(U) significa dare un elemento s(x) € F(x) per ogni x € U;
la verifica che si tratta di un fascio ¢ molto semplice e lasciata al lettore. Il medesimo lettore
non deve confondere il valore puntuale s(z) € F(z) con il germe s, € DF,. E chiaro che il
valore puntuale s(z) dipende solo dal germe di s in z ed & quindi ben definito un omomorfismo
surgettivo di gruppi DF, — F(x).

Chiameremo fasci discreti i fasci ottenuti in questa maniera. Segue dagli assiomi FO-F4

che su uno spazio topologico discreto ogni fascio e discreto.

EseMPIO 3.3.12 (Importante, da sapere). A partire da un qualsiasi prefascio F possiamo
costruire in maniera naturale un fascio discreto DF, detto delle sezioni discontinue di F,
un suo sottofascio F+ C DJF, detto delle sezioni continue di F, ed un morfismo di prefasci
i: F — F7T che & un isomorfismo sulle spighe.

Definiamo DF come il fascio discreto associato all’applicazione che ad ogni punto x associa
la spiga F; dunque, per ogni aperto non vuoto U si ha DF(U) =[],y Fo. In altri termini una
sezione a € DF(U) & una collezione di germi a = (a(x)),ev, con a(z) € F, per ogni x € U. Se
V C U, il morfismo di restrizione DF(U) — DF (V) ¢ definito nel modo ovvio.

Ogni morfismo di prefasci f: F — G definisce omomorfismi tra le spighe f,: F,, — G e
quindi un morfismo di fasci

f: DF = DG, (fa(z)) = fz(a(z)) per ogni x.

E naturalmente definito un morfismo di prefasci i: F — DF che ad ogni sezione s € F(U)
associa la collezione dei suoi germi: i(s)(x) = s, per ogni z.

Definiamo poi F C DF come il sottofascio delle sezioni che sono localmente nell’immagine
di #: Dato un aperto U, una sezione a = {a(z)} € DF(U) appartiene a F1(U) se e solo se per
ogni p € U esiste un intorno aperto p € V' C U ed una sezione s € F(V) tale che i(s) = ay,
ossia a(x) = s, per ogni z € V.

E tautologico osservare che per ogni aperto U si ha iy (F(U)) C F*(U). Per il Lemma 3.2.12
il morfismo di prefasci i: F — F*1 ¢ surgettivo sulle spighe. Se i,(s;) = 0 per qualche z € U
aperto e s € F(U), vuol dire che esiste un aperto x € V' C U tale che i(s);y = 0, ossia s, = 0
per ogni y € V ed a maggior ragione s; = 0.

Esercizi.

EsERrcizIO 3.1. Dimostrare che le due condizioni F2 ed F3 implicano F1. (Sugg.: da F3 segue
che pyy € iniettivo; se pyy(x) = y allora, da F2 segue pyy(z —y) = 0.)
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EsErcizio 3.2. Sia F un fascio e siano U,V due aperti tali che il morfismo di restrizione

F(V) — F(U NYV) sia surgettivo. Dimostrare che anche la restrizione F(U U V) — F(U) &
surgettiva.

EsERcIZ10 3.3. Sia F il prefascio su R definito come

J'"(U):{

e con pyy la usuale restrizione quando U & limitato. Dire se F € un fascio.

{f: U — R localmente costanti} se U limitato
0 se U illimitato

EsErcizio 3.4 (cf. [14, pag. 35]). Per ogni aperto U C R poniamo

[ 11 < o0

Dire se F, con gli usuali morfismi di restrizione, ¢ un fascio.

FU) = {f: U — R continue

EsErcizio 3.5. Siano F un fascio su X e G C F un sottoprefascio. Dimostrare che G soddisfa
la condizione F3. Provare inoltre che G soddisfa F4 se e solo se per ogni unione di aperti U = U;U;
ed ogni sezione s € F(U) tale che sy, € G(U;) per ogni i, si ha s € G(U).

ESERCIZIO 3.6. Siano F un fascio su X e s € F(U) una sezione su di un aperto U. Si definisce
il supporto di s come il sottoinsieme

Supp(s) ={z € U | 0 # s, € Fy}.

Dimostrare che si tratta di un sottoinsieme chiuso e che, per una funzione continua ¢ € Cx(X)
si ha

Supp(p) = {z € X | p(x) # 0}.

EsERcCIZIO 3.7. Sia X uno spazio topologico e denotiamo con Xy 'insieme X dotato della
topologia discreta; in tal modo l'identita Id: X; — X & un’applicazione continua. Provare che
per ogni fascio F su Xy, il fascio immagine diretta Id, F & discreto e che ogni fascio discreto su
X si ottiene in questo modo.

EsErciz1o 3.8 (Immagine inversa di un fascio). Siano f: X — Y continua e F un fascio su
Y. Sia DF il fascio discreto su X associato all’applicazione F'(x) = Fy(,). Per ogni coppia di
aperti U C X e V CY tali che f(U) C V, abbiamo un omomorfismo

fow: FV) = DR, fiu(s) = (s5w)aev-

Per ogni aperto W C X sia f~Y(W) C DF(W) il sottogruppo delle sezioni localmente
nell’immagine degli omomorfismi f{j/’U. Piu precisamente, una sezione t € DF(W') appartiene a
fH(W) se per ogni x € X esistono due aperti x € U C W e f(U) C V C Y ed una sezione
s € F(V) tali che t)y = f{&U(S).

Dimostrare che f~'F ¢ un fascio e che per ogni € X esiste un isomorfismo naturale di
spighe (f~'F)z = Fr(a)-

3.4. Morfismi di fasci

Un morfismo di fasci e per definizione un morfismo di prefasci (ogni fascio ¢ anche un
prefascio). Similmente, un isomorfismo di fasci & un isomorfismo di prefasci.

EsemPIO 3.4.1. Dati due fasci F e G, le due inclusioni naturali di inclusione 7 — F & G,
g — F ® G, sono morfismi.

EsEmPIO 3.4.2. Siano F un fascio su X, x € X e consideriamo il fascio grattacielo
Fro xzelU
U) =
() {0 x & U.

Gli omomorfismi
no: F(U) = Fe=6U),  zeU nu(s)= s
definiscono un morfismo di fasci n: F — G tale che 1, =Id e n, = 0 per ogni y ¢ {z}.
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EsEmPIO 3.4.3. Costruiamo sullo spazio proiettivo reale X = Py, n > 0, un fascio F con
tutte le spighe isomorfe a Z ma senza sezioni globali, ossia tale che F(X) = 0.
Denotiamo con 7: S™ — X la proiezione naturale e poniamo, per ogni aperto U C X,

FU)={s: m1(U) = Z continue dispari}.

Dato che Z & uno spazio discreto, dire che s: 771 (U) — Z & continua ¢ la stessa cosa che dire
localmente costante; dispari vuol dire s(—z) = —s(x).

Dato che S™ ¢ connessa le uniche funzioni continue S™ = 7~1(X) — Z sono le costanti e
questo implica immediatamente F(X) = 0. Proviamo adesso che se U C X ¢ il complementare
di un iperpiano, allora F;; ¢ isomorfo al fascio costante Zy; da questo segue che le spighe di F
sono tutte isomorfe a Z.

Possiamo scrivere 7~ 1(U) = U, UU_, dove U, e U_ sono aperti disgiunti, ciascuno omeomor-
fo a U tramite 7 e antipodali I'uno con ’altro. Per ogni aperto V' C U esiste un’ovvia bigezione
tra F(V) e le funzioni continue 7~1(V) N Uy — Z, che a loro volta sono in bigezione con le
applicazioni continue V' — Z. Possiamo quindi affermare che il fascio iy ¢ isomorfo al fascio
costante Zj;.

OSSERVAZIONE 3.4.4. I fasci localmente isomorfi a fasci costanti, come quello dell’esempio
precedente, vengono anche detti sistemi di coefficienti locali, e la loro introduzione in mate-
matica (Reidemaster 1935, Steenrod 1942) & precedente a quella dei fasci, ovviamente con una
diversa definizione, e cioé come rivestimenti in cui ogni fibra ha una struttura di gruppo abelia-
no e gli operatori di monodromia (vedi [38]) sono isomorfismi di gruppi: il raccordo tra le due
definizioni si ottiene passando dagli spazi étale (aggiungendo alcune ipotesi sulla topologia).

I morfismi tra fasci sono univocamente determinati dai morfismi tra le rispettive spighe, nel
senso descritto dal seguente lemma:

LEMMA 3.4.5. Siano f,g: F — G due morfismi di fasci. Allora f = g se e solo se f, =
gz Fu — Gy per ogni x. In particolare, un morfismo di fasci ¢ nullo se e solo se é nullo sulle
spighe.

DiMOSTRAZIONE. Una implicazione e chiara. Viceversa, supponiamo f, = g, per ogni z € X
e siano U C X aperto e s € F(U) una sezione. Per ipotesi si ha

f(8)e = fo(sz) = 92(5z) = 9(5)a per ogni x € U.

Per definizione di germe, per ogni z € U esiste un aperto x € V; C U tale che f(s)y, = g(s)}v,,
ossia (f(s) — g(s));y, = 0. Siccome gli aperti V, ricoprono U, per F3 si ha f(s) —g(s) =0. O

Una delle conseguenze del Lemma 3.4.5 ¢ che per definire un morfismo di fasci f: F — G ¢
sufficiente definire, in maniera compatibile, gli omomorfismi fi: F(U) — G(U) al variare di U
in una base di aperti fissata.

PROPOSIZIONE 3.4.6. Siano F,G due fasci su X e B una base di aperti della topologia. Sia
dato, per ogni U € B, un omomorfismo fy: F(U) — G(U) in modo tale che se UV € B e
V C U, dllora pyv fu = fvpuv. Allora i morfismi fy si estendono in maniera unica ad un
morfismo di fasci f: F — G.

DIMOSTRAZIONE. Siano U C X un aperto e s € F(U) una sezione; proviamo prima che se
VW eBeVUW CU, allora

(3.2) fv(sy)vew = fw (sw)vaw-

Dato che G & un fascio e V.N W & unione di elementi di B, basta dimostrare che fy (s|v )z =
Jw(syw)a per ogni H € B tale che H C V' NW. Questo segue dalle ipotesi poiché

fv(sy)ig = fu(sig) = fw(sw)a-

Consideriamo adesso il ricoprimento aperto di U formato da tutti gli elementi di B contenuti
in U e definiamo fy(s) € G(U) come l'unica sezione tale che fy(s)y = fv(s)y) per ogni aperto
V della base contenuto in U; questo ¢ possibile per gli assiomi FO-F4 e la proprieta (3.2). In
questo modo otteniamo un morfismo di fasci f: F — G.

L’unicita di f segue dal fatto che i morfismi tra spighe sono univocamente determinati dal
comportamento di f negli aperti di una qualunque base topologica. O
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Dati due fasci F,G su X, si denota con Homy (F,G) il gruppo abeliano formato da tut-
ti 1 morfismi f: F — G. Per ogni aperto U C X & ben definito un morfismo di restrizione
Homy (F,G) — Homy (Fjy,Gy): basta tenere conto degli omomorfismi fy: F(V) — G(V) al
variare di V tra gli aperti contenuti in U e ‘dimenticare’ gli altri.

Ne consegue che risulta ben definito un prefascio Hom x (F,G) ponendo

Homx (F,G)(U) = Homy (Fly, Gv)
per ogni aperto U C X.
TEOREMA 3.4.7. Nelle notazioni precedenti, Homx (F,G) € un fascio.

DIMOSTRAZIONE. L’assioma F3 segue dal Lemma 3.4.5, mentre F4 segue dalla Proposizio-
ne 3.4.6, tenendo presente che se U = U;U; allora gli aperti contenuti in qualche U; formano una
base della topologia su U. I dettagli sono lasciati per esercizio. ([l

Esercizi.

EsERrcIz10 3.9. Siano g: G — H un morfismo di fasci su X e ¢ € H(X) una sezione globale.
Si consideri la collezione A di tutte le coppie (U,s) con U C X aperto e s € G(U) tali che
gu(s) = tjy. Provare che A possiede elementi massimali rispetto all’ordinamento di estensione
(Uys) < (V,r)seU C Ve ry = s. Trovare un controesempio quando G & solo un prefascio

(Sugg.: Esercizio 3.3).

EsErc1z10 3.10. Sia (F;)ier una famiglia di fasci su X e consideriamo il prefascio F(U) =
,c; Fi(U). Dimostrare che ogni spiga di F ¢ uguale alla somma diretta delle spighe dei fasci
Fi.

Mostrare con un esempio che, se I ¢ infinito allora in generale F non & un fascio. Per tale
ragione si definisce @, ; F; = F ' (mostreremo pili avanti che se F ¢ un fascio allora i: F — F* &
un isomorfismo e quindi questa definizione di somma diretta non ¢ conflittuale con la precedente).

Esgrcizio 3.11. Siano F un fascio su X e ¢: X — Z una funzione localmente costante.
Provare che le applicazioni

fu: F(U) = FU), fu(s) = o -s,

sono ben definite per ogni aperto U (qui bisogna usare che F & un fascio) e definiscono un
morfismo di fasci f: F — F.

ESERCIZIO 3.12. Sia X uno spazio topologico. Per ogni aperto U C X definiamo il prefascio
Zgn su X che sull’aperto V C X vale

Zin(V)={s€Zx(V)|s(xr) =0perognizecV —-U}.
Provare che Zg € un fascio e che per ogni fascio F su X esiste un isomorfismo di gruppi
Hom(Zy, F) = F(U)

EsErcizio 3.13. Siano F un fascio su X e DF il fascio discreto associato all’applicazione
x +— F(z). Provare che esiste un isomorfismo naturale

Hom(F, DF) = [[ Hom(Fy, F(x)).
zeX

EsErciz1o 3.14 (Fasci iniettivi). Un fascio Z su X si dice iniettivo se per ogni fascio F
su X, ogni sottofascio G C F ed ogni morfismo f: G — Z, esiste un morfismo g: F — Z che
estende f. Sia DF un fascio discreto tale che ogni gruppo F'(z) sia divisibile; dimostrare che DF
¢ iniettivo. Dedurre dall’Esercizio 2.17 che ogni fascio ¢ isomorfo ad un sottofascio di un fascio
iniettivo.
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3.5. Successioni esatte

Una successione di morfismi di fasci (di gruppi abeliani)

dnfl d dn+1
= Gn = Gpyp1 ——

si dice una successione esatta se per ogni punto x la successione di spighe

dn— dn dn

€ una successione esatta. In particolare, I’esattezza o meno di una successione di fasci dipende
solo dal comportamento dei morfismi sulle spighe.

LEMMA 3.5.1 (Esattezza sulle sezioni implica esattezza sulle spighe). Siano B una base della
topologia su X e F i) G L H due morfismi di prefasci su X tali che per ogni aperto U € B la
successione

FU) 2 6y 22 w(v)

sia esatta. Allora per ogni x € X la successione di spighe

RN LN VS
e esatta.

DIMOSTRAZIONE. La verifica che f,(F,) C kerg, ¢ immediata. Per l'inclusione opposta
notiamo che il seguente diagramma di gruppi € commutativo per ogni scelta dell’aperto U che
contenga il punto .

FU) L2 ) 2 n(v)

L,

Fp— g, — = 9,

Dobbiamo dimostrare che se s, € ker g, allora esiste 7, € F, tale che f;(r;) = s,. Consideriamo
un rappresentante di s,, indichiamolo con sy € G(V), x € V, ed il fatto che g,(s;) = 0 ci
assicura che esiste un aperto della base W € B tale che x € W e gy (sy = 0. A questo punto
consideriamo la successione esatta

Nw

FW) e gw) -2 H(w)

per 'esattezza sappiamo che esiste ry tale che fyy(ryw) = sw. La tesi segue scegliendo come 7,
la classe di ryy. ]

Ad esempio, se F & un sottoprefascio del prefascio G, allora ogni spiga F, € un sottogruppo
di G;: per dimostrarlo basta applicare il Lemma 3.5.1 alla successione 0 — F — G.

TEOREMA 3.5.2 (Esattezza a sinistra delle sezioni globali). Per ogni successione esatta di
fasci su X del tipo

0%}'59%%

e per ogni aperto U C X, la successione di gruppi abeliani

0— F(U) L% gU) & 1)
e esatta.

DIMOSTRAZIONE. Segue immediatamente dal Lemma 3.4.5 che gy fy = (¢f)v = 0. Data
una sezione s € ker fy abbiamo che questa va a zero in ogni spigha di G su U, e dunque per ogni
x € U vale s, € ker f,, = 0. Segue dalle proprieta di fascio di F che s & 0 e dunque fi7 € iniettiva.

Dato un elemento s € ker g7 1o stesso ragionamento usato sopra mostra che per ogni x € X
esiste r, € F, tale che f,(r;) = s,. Dunque per ogni x esiste un aperto x € V, e sezioni
ry, € F(Vy) tali che f(ry,) = s)y,. Per concludere resta da verificare che, dati due punti z,y

si abbia che 7y, ma chiaramente 7y, ha come immagine 0

‘vay N rVy'Vxnvy = 0. Quindi
per le proprieta di fascio di F segue la tesi. -

‘vzmvy =T ‘Vzmvy’ ‘vmmvy - TVy‘Vszy
e dunque per l'iniettivita mostrata al punto precedente si ha ry;,
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In particolare, se f: F — G & un morfismo di fasci e se f,: F, — G, e iniettivo per ogni x,
allora fy: F(U) — G(U) ¢ iniettivo per ogni aperto U. Basta infatti applicare il Teorema 3.5.2
alla successione esatta di fasci

050sFL g.

Similmente, se f: F — G & un morfismo di fasci e se f,: F, — G, & bigettivo per ogni z,
allora fr: F(U) — G(U) & bigettivo per ogni aperto U. Basta infatti applicare il Teorema 3.5.2
alla successione esatta di fasci

0 F L G —0.

Abbiamo quindi dimostrato che: un morfismo di fasci é un isomorfismo se e solo se é un
isomorfismo sulle spighe. Alla luce di questo fatto e utile riconsiderare la costruzione del fascio
F 1 delle sezioni continue di un prefascio.

Ricordiamo che per ogni prefascio F ¢ definito il morfismo i: F — DJF che ad ogni sezione
associa la collezione dei suoi germi ed il sottofascio F* C DF della sezioni localmente nell’im-
magine di i: abbiamo dimostrato che i: F — F* & un isomorfismo sulle spighe e quindi, se F &
un fascio, allora i: F — F* & un isomorfismo.

TEOREMA 3.5.3 (proprieta universale di F1). Siano F un prefascio, G un fascio e f: F — G
un morfismo di prefasci. Allora esiste un unico morfismo di fasci f*: F* — G tale che f = f*oi.

DIMOSTRAZIONE. Dato che i,: F, — F,= & un isomorfismo per ogni z, si deve avere f,7 =
fri; ' e questo implica I'unicita di f*. Per dimostrare 1'esistenza basta osservare che f induce il
morfismo

Df: DF — DG, Dfu((sz)zev) = (f2(8z))zev,
che, per come sono definiti i fasci F* e G, si restringe ad un morfismo Df: F+ — G tale che
Dfi=if; adesso si usa il fatto che i: G — G & un isomorfismo. O

COROLLARIO 3.5.4. Siano G un fascio e F un sottoprefascio di G. Allora, il sottofascio di G
delle sezioni che appartengono localmente a F ¢& isomorfo ad F+.

DIMOSTRAZIONE. Denotiamo con H C G il sottofascio delle sezioni localmente in F (Esem-
pio 3.3.10). Siccome F C H si ha F, C H,, mentre per come & definito H il morfismo tra spighe
Fr — Mz & surgettivo. Dunque F, = H, ed il morfismo F+ — H dato dalla proprieta universale
¢ un isomorfismo sulle spighe. O

In analogia con la definizione di successione esatta, diremo che un morfismo di fasci f: F — G
¢ iniettivo (resp.: surgettivo, bigettivo) se per ogni x il morfismo tra le spighe f: F, — G, &
iniettivo (resp.: surgettivo, bigettivo).

Abbiamo visto un tale f ¢ iniettivo (resp.: bigettivo) se e solo se per ogni aperto U il morfismo
fu: F(U) — G(U) ¢ iniettivo (resp.: bigettivo).

Abbiamo anche visto che un morfismo surgettivo di fasci non ¢ necessariamente surgettivo a
livello di sezioni. Vale pero il seguente risultato parziale.

LEMMA 3.5.5. Siano F i) G — 0 una successione esatta di fasci e s € G(U) una sezione.
Allora per ogni p € U esiste un apertop € V C U ed una sezione t € F (V) tale che fy(t) = s)y.

DIMOSTRAZIONE. Segue immediatamente dalla definizione di morfismo surgettivo e dal Lem-
ma 3.2.12. O

Dato un morfismo di fasci f: F — G su X, vogliamo definire in maniera naturale il suo
nucleo ker f ed il suo conucleo coker f in modo tale che si abbia una successione esatta

O—>kerf—>]-"i>gﬁcokerf—>0.
Per il nucleo la cosa & molto facile: definiamo il prefascio ker f come
(ker f)(U) =ker fu = {s € F(U) | fu(s) =0}, YV U aperto.
LEMMA 3.5.6. Nella notazioni precedenti ker f é un fascio e (ker f), = ker f, per ognix € X.

DIMOSTRAZIONE. Dato che ker f & un sottoprefascio del fascio F la localita dell’annullamento
(F3) ¢ immediata.

Per quanto riguarda l’assiome di incollamento F4, siano U = U;U; e s; € F(U;) tali che
fu,(si) = 0 per ogni i e SilUy; = Sj|u,, Per ogni 4,j. Dato che F & un fascio esiste s € F(U)
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tale che sy, = s; per ogni i. Ma allora fy(s)y, = fu,(si) = 0 e dato che anche G & un fascio
ne consegue che fi7(s) = 0. Abbiamo provato che ker f & un fascio. Per ogni aperto U si ha una
successione esatta di gruppi

0 — ker f(U) — F(U) 1% g(U)

e per il Lemma 3.5.1 la successione di fasci

0skerf—oFLlg

¢ esatta. O

Per il conucleo la situazione ¢ leggermente piu complessa; naturalmente ¢ ben definito il
prefascio C dei conuclei, C(U) = coker fi7, che perd non ¢ un fascio in generale.
Per il Lemma 3.5.1, la successione delle spighe

7o e e, 50

¢ esatta per ogni x € X, e quindi C, = coker f,. Possiamo quindi definire coker f = C* (fascio
delle sezioni continue di C) e, componendo i due morfismi di prefasci G — C e i: C — C™T,
otteniamo una successione esatta di fasci

ng—>C+:cokerf—>O.

Equivalentemente, possiamo inizialmente definire D coker f come il fascio discreto associato
all’applicazione x — coker f, e poi coker f come il sottofascio di D coker f formato dalle sezio-
ni localmente nell'immagine del morfismo naturale G — D coker f; si verifica a posteriori che
D coker f coincide con il fascio delle sezioni discontinue di coker f.

DEFINIZIONE 3.5.7 (estensione canonica di un fascio). Per ogni fascio F, con relativo fascio
delle sezioni discontinue DF, chiamiamo la successione esatta

0—>.7:i>D.7:%cokeri—>0

estensione canonica di F.

EsEMPIO 3.5.8. Se 0 — F i> g 9y 94 5 0 e una successione esatta di fasci, non ¢ detto che
per ogni aperto U la successione

0— F(U) 1% gU) 2 1) — 0

sia esatta. Ad esempio, prendiamo un qualunque fascio F su X non nullo ma senza sezioni
globali, come quello dell’Esempio 3.4.3. Sia x € X tale che F, # 0 e consideriamo il morfismo
surgettivo n: F — G, dove G ¢ il fascio grattacielo che vale F, nel punto x (Esempio 3.4.2).
Allora si ha una successione esatta di fasci 0 — kern — F a, G — 0 in cui il morfismo
nx: F(X)=0— G(X) = F, non e surgettivo.

Un altro esempio, forse piu significativo, verra descritto nella prossima sezione.

Esercizi.

Esgrcizio 3.15. Sia 0 - F — G — H — 0 una successione esatta di fasci su X e si assuma
che per ogni coppia di aperti U,V C X l'applicazione di restrizione F(V) — F(U NV) sia
surgettiva. Dimostrare che G(X) — H(X) & surgettivo. (Sugg. siano t € H(X) e (U, s) massimale
nella famiglia A dell’Esercizio 3.9 e si assuma che esista « € U. Prendere V un intorno aperto
di z tale che ty sia nell'immagine di G(V).)

ESERCIZ1O 3.16 (fasci fiacchi). Un fascio F su X si dice fiacco se tutti gli omomorfismi di
restrizione pyy: F(U) — F(V) sono surgettivi. Dimostrare che:

(1) Un fascio F su X e fiacco se e solo se per ogni U C X aperto, 'applicazione pxy: F(X) —
F(U) & surgettiva.

(2) T fasci discreti sono fiacchi, ma non tutti i fasci fiacchi sono discreti.

(3) Sia 0 - F — G — H — 0 una successione esatta di fasci su X con F fiacco. Allora
G(U) — H(U) ¢ surgettiva per ogni U.

(4) Sia 0 - F — G — H — 0 una successione esatta di fasci su X con F e G fiacchi. Allora
anche H e fiacco.
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(5) Sia 0 — F; — Fo — --- — F, una successione esatta di fasci su X con F,..., Fn_1
fiacchi. Dimostrare che 0 — F1(X) — F2(X) — -+ - — F,(X) & una successione esatta.
(6) L’immagine diretta di un fascio fiacco & ancora fiacca.

3.6. La successione esponenziale

Diamo un esempio di successione esatta corta di fasci che, assieme alle sue varianti C™ e
olomorfa, riveste un ruolo importantissimo in geometria. Per semplicita di notazione scriveremo
Z,C,C* per indicare i gruppi abeliani (Z, +), (C, +), (C—{0}, -) rispettivamente. Abbiamo allora
una successione esatta corta

inclusione e ;
0—7Z - CZ5 Ccr =0, exm(z) = 2™,

Dotiamo C e C* della topologia euclidea. Fissato uno spazio topologico X denotiano con C e C* i
fasci su X delle funzioni continue a valori in C e C* rispettivamente. Dato che Z & discreto in C,
possiamo identificare il fascio costante Zx con il sottofascio di C delle funzioni continue a valori
interi. Abbiamo allora una successione di morfismi di fasci

0—Zx -CZ5C* =0, ex(f)(z) = 27/@) gz e X,

che vogliamo dimostrare essere esatta. Le stesse considerazioni si applicano se al posto delle
funzioni continue prendiamo quelle di classe C*° (quando X & un aperto di R™ o piu in generale
una varieta differenziabile) e per quelle olomorfe (quando X & un aperto di C™ o piu in generale
una varieta complessa).

Per ogni aperto U C X la successione

0— Zx(U) = Cc(U) =% ¢*(U)

¢ esatta dato che, per una funzione continua f: U — C, si ha exw(f) = 1 se e solo se f(z) € Z
per ogni € U. Per il Lemma 3.5.1 anche la successione di fasci 0 — Zx — C = C* & esatta.

In generale 'omomorfismo ex7my; non & surgettivo. Consideriamo ad esempio X = S' C C
e la funzione g € C*(S') definita come g(t) = t. E ben noto, e comunque facile da dimostrare
(Esercizio 3.17), che non esiste alcuna funzione continua f: S* — C tale che 2™/(*) = ¢,

Per dimostrare che exm & surgettiva sulle spighe proviamo che ogni sezione di C* & localmente
sulllimmagine di C, vedi Lemma 3.2.12. Siano U C X aperto, g: U — C* continua e p € U.
Scriviamo g(x) = ¢g(p)(1 —h(z)) con h: U — C continua tale che h(p) = 0. A meno di restringere
U ad un intorno piu piccolo possiamo supporre |h(z)| < 1/2 per ogni x € U e quindi

1 1 XA
1—h =exn(f), dovef—mlog(l—h)_mnz::ln.

Basta adesso scegliere un numero complesso a tale che exm(a) = g(p) per avere exm(a + f) = g.

Al fine di motivare la coomologia di Cech con un esempio significativo, presentiamo un’ap-
plicazione del teorema delle cocatene piccole all’esistenza del logaritmo di funzioni complesse.
Sia g € C*(X) fissata, dall’esattezza della successione esponenziale

0 — ZX inclusione C exT C* 0’ ex7r(f) _ 627rif,

segue che ¢ ¢ localmente nell’immagine di exm e quindi esiste un ricoprimento aperto U = (U;);er
tale che ogni restrizione gj;;, ammette un logaritmo continuo. In generale, il ricoprimento ¢ non
¢ unico; se un ricoprimento aperto V = (Vj);es ha la proprieta che ogni j € J esiste i € I tale
che V; C U;, allora allora la restrizione di g ad ogni V; possiede logaritmo continuo.

Fissiamo dunque un ricoprimento aperto U = (U;);er come sopra e scegliamo, per ogni i € I,
una sezione f; € C(U;) tale che exw(f;) = gju,-

Per semplicita notazionale scriviamo

Uij =U;NU;, Uik =U;NU;NU;, perognii,jkel.

La collezione delle sezioni f; € C(U;) definisce, nella sua globalita un elemento del prodotto
diretto

f=f)eJcw.

icl
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Siccome exm(f;) = exm(fj) su Ui, la collezione delle differenze w;; = f; — fi € Zx(Uij)
rappresenta un elemento del prodotto diretto

w=(wy)e ][] zxUy)
(4,5)€IxI

che soddisfa le seguenti condizioni:

(1) wi =0 per ogni i € [;

(2) wij = —wj; per ogni i,j € I;

(3) wij = wik + wij su Usjp, per ogni 4,5,k € 1.

Le precedenti tre condizioni possono essere condensate nell’unica espressione

(3.3) wjp —wik +wij =0,  su Uk, per ognii,j, ke l.

Infatti, se vale (3.3), ponendo i = j = k si trova w;; = 0, mentre con k = i si trova w;; = —wj;.
Quindi il nostro w = (w;;) € un elemento del gruppo abeliano

ZYU,Zx) = ne H Zx(Uiz) | njk — ik +nij = 0 su Ugj, Vi, j,kel
(i,5)EIxI
Vediamo adesso cosa succede ad w quando esiste globalmente il logaritmo continuo di g, e

cioe una sezione f € C(X) tale che exm(f) = g. In tale situazione, per ogni indice ¢ € I la sezione
a; = fi — fiu, appartiene a Zx (U;) ed inoltre vale w;; = a; — a; in Uy;. Abbiamo quindi provato

che, se g appartiene allimmagine di C(X) =5 C*(X), allora w appartiene al sottogruppo

BYU,F) = {n c ZYU, F)

E!(al) (S HZX(Ui)7 Nij = G — a5 Su Uij, VZ,] (S I} .
el
Viceversa se w € BY(U, F), ossia se esistono a; € Zx(U;) tali che wij = a; — a; per ogni
i,j € I, allora le sezioni f; — a; € C(U;) coincidono nelle doppie intersezioni Us; e quindi si
incollano ad una funzione f € C(X) tale che exn(f) = g.

In conclusione, abbiamo dimostrato che g € C*(X) si solleva a C(X) se e solo se la classe di
w si annulla nel gruppo quoziente

H'U,Zx) = Z"U,Zx)/B U, Zx),
che dipende solo dal fascio Zx e dal ricoprimento U.

DEFINIZIONE 3.6.1. Chiameremo H'(U,Zyx) primo gruppo di coomologia di Cech del
ricoprimento U a valori in Zx

Notiamo che la definizione di H'(U,Zy) si estende immediatamente se al posto del fascio
costante Zx mettiamo un qualsiasi prefascio F: infatti possiamo considerare i due omomorfismi
di gruppi abeliani

[T7w) * T Fwip) = T W),

iel i,jel i,j,kel
(008)ij = Sjlu,, — SilUy» (019)ijk = Sik|U,, — Sik|U. T Sid |,
e definire
ZYU,F) =kerdy, BY(U,F)=1Tm(d), H'U,F)=2"U,F)/B'U,F).

Svilupperemo questa ed altre generalizzazioni nei prossimi capitoli.
Siamo adesso in grado di dimostrare il seguente criterio di esistenza della determinazione
continua del logaritmo.

TEOREMA 3.6.2. Se X ¢ localmente connesso per archi e H'(X,Z) = 0 (coomologia singo-
lare), allora l’esponenziale

exm: C(X) = C*(X),  exna(f) = e/,

e surgettivo.
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DiMOSTRAZIONE. Ricordiamo dai corsi di topologia generale che “localmente connesso per
archi” significa che ogni punto possiede un sistema fondamentale di intorni connessi per archi
0, equivalentemente, che le componenti connesse per archi di un qualunque aperto sono ancora
aperte.

Sia g € C*(X) fissata; per ogni x € X scegliamo un suo intorno aperto U, connesso per archi
nel quale la funzione g possiede logaritmo continuo. Per le considerazioni precedenti basta quindi
provare che, per il ricoprimento aperto U = (U,)zex la condizione H'(X,Z) = 0 in coomologia
singolare implica la condizione H'(U,Zx) = 0 in coomologia di Cech. Grazie al teorema delle
cocatene piccole possiamo usare il complesso S*(U, Z) = Hom(S.(U), Z) per calcolare H*(X,Z).

Sia dunque w € Z1(U,Zx) = 0 fissato e consideriamo I"omomorfismo a: S1(U) — Z che nel
simplesso ¢ vale

(34) &(¢) - wx,z(x) - wy,z(y)a dove: ¢(A1) g Uzv T = ¢(07 1)7 Y= ¢(17 0)
Dobbiamo verificare che si tratta di una buona definizione dato che il punto z non € univocamente
determinato da ¢. Supponiamo quindi che ¢(Al) C U, allora ¢: Al — U, N U, ha immagine
connessa e di conseguenza w, ., () = w, ., (y). Questo implica I'uguaglianza

Wz, (%) — wyw(Y) = (Wa,z + wew) (T) — (Wy,z + Wyw) (Y) = Wa 2 (T) — wy 2 (y).

La cocatena singolare « si annulla sui bordi dei 2-simplessi singolari in So(U): infatti se z € X &
tale che 1)(A?) C U,, basta considerare ¥d;: Al — U, ed applicare la definizione (3.4) per avere
immediatamente a(diy) = 0.

Siccome H'(X,Z) = 0, il cociclo singolare a & anche un cobordo, ossia esiste un’applicazione
B: X — Z tale che a(¢) = 5(¢(0,1)) — B(¢(1,0)) per ogni 1-simplesso con immagine in qualche
aperto U,. Per concludere dimostriamo che se U, N U, # (¢ la funzione Wy U NUy, — Z &
costante e vale w,, = [(y) — B(x). Sia u € U, N Uy; siccome Uy, Uy, sono connessi peer archi
possiamo trovare due 1-simplessi singolari ¢1: Al — U, e ¢o: Al — U, tali che

¢1(1,0) =Z, d)l(ov 1) :(bg(l,O) =z QZ)Z(O? 1) =Y.
Dalle uguaglianze
a(‘bl) = wx,z(x) - wz,:v(z) = _wm,Z(z) = 5(Z) - ﬁ(l’),
ap2) = W y(2) —wyy(y) = w.y(2) = Bly) — B(2),
si ottiene

W:c,y(z) = Wx,z(z) + Wz,y(z) = B(y) - ﬁ(x)
]

OSSERVAZIONE 3.6.3. Segue dalla formula H'(X,Z) = Hom(H;(X),Z) e dal fatto, non
dimostrato, che negli spazi connessi per archi il primo gruppo di omologia e ’abelianizzato del
gruppo fondamentale, che se X & connesso per archi allora H'(X,Z) ¢ isomorfo al gruppo degli
omomorfismi m (X, ) — Z. Ne consegue che si puo anche dimostrare il Teorema 3.6.2 utilizzando
la teoria dei rivestimenti, ed in particolare, il teorema di sollevamento di applicazioni qualsiasi.

Esercizi.

ESERCIZIO 3.17. Sia f: S' — R continua. Dimostrare che esiste t € S* tale che f(t) = f(—t),
e quindi che exr(f) non ¢ iniettiva. (Sugg.: 'applicazione g: S* — R, g(t) = f(t)— f(—t) & dispari
ed ha immagine connessa.)



CAPITOLO 4

Coomologia di Cech

Dopo aver visto le coomologie singolari e di Alexander—Spanier, introduciamo adesso la
coomologia di Cech, estendendo e generalizzando la costruzione del gruppo H YU, Zx) vista
nella Sezione 3.6. La prima differenza che salta agli occhi € che qui il gruppo dei coefficienti non
¢ necessariamente fisso ma puo variare da punto a punto; questa iniziale complicazione si rivelera
ben presto una cornucopia di utili ed interessanti applicazioni.

4.1. Coomologia di Cech dei ricoprimenti

In tutta la sezione, indicheremo con F un prefascio di gruppi abeliani su di uno spazio
topologico X. Ricordiamo inoltre la nostra convenzione di considerare i ricoprimenti aperti di
uno spazio topologico sempre in forma di famiglia indicizzata.

Sia U = (Uy)aer un ricoprimento aperto di X. Per semplicita di notazione scriveremo

Unoorag = Ung MUy N+ NUgys 0y y0g € 1.

Il gruppo C%UU,F) delle g-cocatene di Cech sul ricoprimento U a valori in F & per
definizione

CYU,F) = 11 F(Uapar..ag)s a4 >0.
(ao,...,aq)€T9HL
In altri termini una g-cocatena € una famiglia di sezioni ¢ = (¢agay ..o q), con ciascun
Capai...aq S ]:(Uaoal---aq)
al variare di ap,...,oq € I. La struttura di gruppo su C9(U,F) ¢ quella ovvia dedotta dalla
legge di addizione sulle sezioni di F. Dato che F(f)) = 0 si ha
C'U,F)= [ FlUspar.a): dove Ng={(n,...,cq) € I | Usgay...ap # 0}
(a0,...,0,q)ENg
1l differenziale di Cech §: CY(U,F) — CI1 (U, F) ¢ definito dalla formula

q+1

(4.1) (5¢)acrgss = D (1Y eap 5 agsa [V 11
j=0

In grado 0, se ¢ = (ca) € COU,F) = [l,e; F(Ua), allora dc = ((6c)ap) € C U, F) =
1o ser F(Uag), dove per ogni coppia a, 8 € I si ha

(4.2) (0¢)ap = Cﬁ’Uaﬁ - COC‘U@,B :
In grado 1, se ¢ = (cop) € CH(U,F) = 1o ger F(Uap) siha dc = ((6¢)apy), con

(43) (56)046“{ = Cﬁ“{‘Uaﬁ'y - Ca’7|Ua,B'y + Caﬁ‘Uaﬁ'y‘

Per semplificare le notazioni e pratica usuale sottintendere 'operazione di restrizione e
scrivere (4.1) nella forma semplificata:

q+1

(4.4) (0)agang1 = (1) aprctioager-
=0

L’applicazione § ¢ un omomorfismo di gruppi (qui & fondamentale che il prefascio sia di
gruppi abeliani) ed il nome differenziale ¢ motivato dal seguente lemma.

LEMMA 4.1.1. Nelle notazioni precedenti 6> = §o 6 = 0.

75
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DIMOSTRAZIONE. Data una g-cocatena ¢ € C%(U, F), per ogni ag, ..., 0q+2 € I si ha
q+2
) B .
(6%C)agagrr = O _(—1)(66)aga-aqsn

§=0
q+2 j-1 q+2 g+2

_ i+ itj—1

S e S S 0
§=0 i=0 §=0 i=j+1

Scambiando ¢ e j in una delle due sommatorie si vede facilmente che tutti i termini si cancellano
a coppie. O

Otteniarzlo cosl un complesso di cocatene (C*(U, F),d), chiamato il complesso delle co-
catene di Cech del prefascio F sul ricoprimento /. Alla solita maniera si definiscono i cocicli
Z1(U,F) ed i cobordi BY(U, F).

DEFINIZIONE 4.1.2. 1l g-esimo gruppo di coomologia di Cech di F relativo ad U ¢
HYU,F):= H(C*(U,F))=Z1U,F)/BIU,F).

Un modo equivalente di chiamare i gruppi H?(U, F) ¢ quello di coomologia di U a valori in

F.
LEMMA 4.1.3. Nelle notazioni precedenti esiste un omomorfismo naturale di gruppi
e: F(X)— H' U, F).
Se F & un fascio, allora € é un isomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. Definiamo "omomorfismo
e: F(X) — C’O(Z/{,]:), e(s) = (s)u,)act-

Segue dagli assiomi di prefascio che de = 0 e quindi I'immagine di € & contenuta in Z%(U, F) =
HO°(U, F). E immediato osservare che le proprietad F3 e F4 per il ricoprimento U sono del tutto
equivalenti a dire che e: F(X) — Z°(U, F) ¢ iniettiva e surgettiva, rispettivamente. O

Nel lemma precedente, 'aggettivo “naturale” e riferito al fatto che commuta con i morfismi
di prefasci. Se f: F — G ¢ un morfismo di prefasci, allora per ogni ag,...,aq € I si ha un
omomorfismo di gruppi f: F(Uaga;...a;) = G(Uagas...a,)- Presi tutti assieme, tali omomorfismi
definiscono un morfismo di complessi

[ OUF) 5 UG, [(Cagay)) = (Fleapa)
(esercizio: verificare) e di conseguenza un morfismo in coomologia f: H*(U,F) — H*(U,G).

Quello che in (co)omologia singolare era l’esempio banale dello spazio formato da un solo
punto, qui diventa ’esempio dei ricoprimenti stupidi.

DEFINIZIONE 4.1.4. Diremo che un ricoprimento aperto U = (U;);cr di X ¢ stupido se esiste
i € I tale che U; = X.

LEMMA 4.1.5. Sia U = (U;)ie; un ricoprimento aperto stupido di X. Allora HO(U,F) =
F(X) e HY(U,F) =0 per ognin > 0.

DIMOSTRAZIONE. Per quanto riguarda il calcolo dell’ H” basta dimostrare che la successione

0= F(X) 5 COUF) S C'UF),  els) = (s)ier,

¢ esatta. Scegliamo un indice 0 € I tale che Uy = X, allora U'iniettivita di € segue dal fatto che
la sua composizione con la proiezione C°(U, F) — F(Up) ¢ I'identita. Se a = (a;) € Z°(U,F) e
poniamo s = ag, allora (da)o; = a; — 5|y, = 0 e quindi a; = 5|y, per ogni 4, ossia a = €(s).

Sia a € C™"(U,F), n > 0, un cociclo e definiamo

be C" NUTF),  biyein = Q0iyeins
per ogni %1,...,i, € I. La definizione di b ¢ ben posta in quanto per ipotesi Uy = X e di
conseguenza Uj,...;,, = Upiy...s,,- Per ogni ig,...,%, € I si ha
n

0 = (6@)0ig-iy, = Gigin — Y (=1 ag, 7.

i = aio...in — (5b)mzn,
7=0

in
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e quindi a = db € un cobordo. O

DEFINIZIONE 4.1.6. Siano U = (U;)icr € V = (Vj)jes due ricoprimenti dello stesso spazio
topologico. Una funzione di raffinamento da V a U e un’applicazione ~: J — [ tale che
V; € U, per ogni j € J. Diremo che V ¢ piu fine, o anche un raffinamento, di U e
scriveremo V < U, se esistono funzioni di raffinamemto da )V a U. Scriveremo V < U per indicare
che V & piu fine di U.

In altri termini, vale YV < U se e solo se ogni elemento di )V € contenuto in almeno un elemento

di U.
EsEMPIO 4.1.7. Ogni sottoricoprimento € anche un raffinamento.

EsEMPIO 4.1.8. Nelle notazioni della Definizione 4.1.6, il ricoprimento U 11V = (U;NVj); jyerxs

¢ piu fine di U e V. Come funzioni di raffinamento possiamo prendere le due proiezioni I x J — [
el xJ—J.

OSSERVAZIONE 4.1.9. Il lettore deve fare attenzione al fatto che < non ¢ un ordinamento
poiché non soddisfa la proprieta antisimmetrica; ad esempio, se U, ) sono ricoprimenti stupidi
di X, allora &/ <V < U. Inoltre, dato che non abbiamo imposto alcuna limitazione sull’insieme
degli indici di un ricoprimento, il solito ragionamento intorno al paradosso di Russell ci dice che
la collezione dei ricoprimenti aperti (indicizzati e senza restrizioni sull’insieme degli indici), di
uno spazio topologico non € un insieme.

Chi ha una conoscenza di base di teoria delle categorie puo osservare che i ricoprimenti aperti
di uno spazio topologico formano una categoria, con le funzioni di raffinamento come morfismi,
e che UIIV coincide con il prodotto categoriale.

Per ovviare, parzialmente, ai problemi esposti nell’Osservazione 4.1.9 ¢ utile introdurre
I'insieme ordinato dei ricoprimenti uniformi.

DEFINIZIONE 4.1.10. Un ricoprimento uniforme di uno spazio topologico X & un ricopri-
mento aperto (U, )zex, indicizzato da X, e tale che = € U, per ogni x € X.

Dati due ricoprimenti uniformi & = (Uy)zex € V = (Va)zex, scriveremo U <V se U, C V,
per ogni x € X.

Il nome “ricoprimento uniforme” e chiaramente dovuto all’ovvio legame con le strutture
uniformi, vedi ad esempio [7, 27].

LEMMA 4.1.11. Siano W = (W;)ier un ricopripemto aperto e V = (Vy)zex un ricoprimento
uniforme dello spazio X . Esiste allora un ricoprimento uniformeUd = (U)zex ed un’applicazione
[+ X — I tale che Uy € Wy N Vy per ogni x. In particolare, ogni ricoprimento aperto possiede
un raffinamento uniforme.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni x € X scegliamo f(z) € I tale che x € Wy(,) e definiamo
U, = Wf(z) N V. D

Se il ricoprimento aperto V = (V});es € piu fine del ricoprimento aperto U = (U;);er, data
una funzione di raffinamento v: J — I, ossia tale che V; C U, ;) per ogni j € J, ¢ definito in
maniera naturale un morfismo di complessi

vy Cr U, F) — C*(V,F)
dove
(4.5) (V' Cjorsa = yGo)-1(ia) Vi i

con la proprieta di commutazione con i differenziali di Cech 67* = v* di immediata verifica. Se
W = (Wp)hen € un raffinamento di V con funzione n: H — J, si ha n*y* = (yn)*.

Il problema che si pone e che il morfismo di complessi v* dipende non solo dai ricoprimenti
U,V ma anche dalla funzione di raffinamento. Per fortuna, in coomologia le cose funzionano
meglio.

TEOREMA 4.1.12. Nelle notazioni precedenti, siano v,n: J — I due funzioni di raffinamento.
Allora i due morfismi di complessi

vn*: C*U,F) = C*(V, F)
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sono omotopi e quindi
vy =n"H'U,F)— HV,F).

DIMOSTRAZIONE. Una possibile omotopia esplicita T: C*(U,F) — C*(V,F)[—1] & data
dalle applicazioni
T: CYU,F)— CT NV, F),
qg—1

(Tjojer = (=1 yG0) -GG -nla1) Vig-sy -
=0

Data c € C1{(U, F) e jo,...,jq € J si ha

q

(T66)j0-4, = D_(=1)'(66)yjo)- (o)) (i)

=0
_ Cqyith,. _ q\ithtl - .
= Z (1) C""Y(jh)“"Y(ji)ﬂ(ji)"'n(jq)+ Z (=1) €y GG nGn)-n(ia)’
0<h<i<q Osishsq

q

h
(5Tc)j0"'jq = Z(_l) (hc)j()"'ﬁ'“jq

h=0
-  1\it+h o _1\ith—1 . .
= Z (1) C""‘/(ji)'ﬂ(ji)"‘ﬂ(jh)"'n(jq)+ Z (=1) A0 G)-n(a)’
0<i<h<q 0<h<i<gq

da cui

q
(6T + T3¢ jojs = Y Cy(io)vGemtInGi)nlGa) — Crlio)1GenGsss)-nGa)
1=0

= Cn(jo)-n(ia) ~ “y(o)(dq)"
U

La morale di tutto questo e che se V < U allora ¢ ben definito un omomorfismo in coomologia
ruy: H*U,F) — H*(V,F), ottenuto scegliendo una qualunque funzione di raffinamento. E
chiaro che 1313y = Id e che se W <V < U allora ryyw = ry wru,v-

COROLLARIO 4.1.13. Siano U,V due ricoprimenti aperti di X. Seld <V eV < U, ad esempio
se U eV hanno gli stessi aperti con diverse ripetizioni oppure se si ottengono l'uno dall’altro
mediante permutazione degli indici, allora esiste un isomorfismo naturale H*(U, F) = H*(V, F).

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che ryy: H* (U, F) — H*(V,F) e ryy: H*(V,F) —
H*(U,F) sono entrambi ben definiti e le loro composizioni ry yryy = ryy, rvuruy = ruu
sono entrambe applicazioni identiche. O

Tra le ovvie conseguenze del Corollario 4.1.13 c’e il fatto che ogni gruppo di coomologia
di Cech & naturalmente isomorfo ad un gruppo di coomologia di un ricoprimento aperto senza
ripetizioni. In particolare, hanno perfettamente senso i gruppi H*(A, F) dove A C P(X) & un
ricoprimento aperto proprio.

Esercizi.

EsErcizio 4.1. Provare che uno spazio topologico € compatto se e solo se ogni ricoprimento
aperto possiede un raffinamento finito.

EsERrcIzIO 4.2. Siano U = (U;);e; un ricoprimento aperto di X e v: J — I un’applicazione
di insiemi. Si assuma che per ogni ¢ € [ esiste j € J tale che U; C Uw(j)' Dimostrare che
V = (Uy(;))jes & un ricoprimento aperto di X e H*(V,F) = H*(U, F) per ogni prefascio F.
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4.2. Cocatene di Cech normalizzate, alternanti ed ordinate

Siano U = (Uy)aer un ricoprimento aperto di uno spazio topologico X e F & un prefascio
su X. Per vari motivi, risulta spesso utile rimpiazzare il complesso C*(U,F) con complessi
quasi-isomorfi ‘pitt piccoli’.

DEFINIZIONE 4.2.1 (cocatene normalizzate). Una cocatena ¢ € C4(U, F) si dice normaliz-
zata se Cqq..a, = 0 ogni volta che a; = ;41 per qualche ¢ = 0,...,q — 1. Denoteremo con
Cilor(U, F) C C1(U, F) il sottogruppo delle cocatene normalizzate.

Le cocatene normalizzate sono preservate dal differenziale di Cech, e quindi definiscono un
sottocomplesso Cj,.(U, F) C C*(U,F). Infatti, se ¢ € Clor(U,F) € ap,...,aq+1 € I sono tali
che a; = ;41 per qualche ¢ =0, ..., q, allora

q+1 A i+1 A
(0C)ag—agi1 = E:(—1)70060..‘07]....Oéq+1 = Z:(—1)30040...07]....aq+1 =0.
3=0 j=i

DEFINIZIONE 4.2.2 (cocatene alternanti). Una cocatena ¢ € C?(U, F) si dice alternante se &
normalizzata € se Ca, g ..ap(,) = (=1)%¢ay...a, Per ogni permutazione o di {0, ..., ¢} con segnatura

(—=1)?. Denoteremo con C’th (U, F) C Cior(U, F) il sottogruppo delle cocatene alternanti.

Si nota subito che se ¢ € una cocatena alternante, allora cq,.. .o . = 0 se a; = a; per qualche
1 # j e che, se il ricoprimento U/ contiene esattamente n aperti non vuoti, allora Cglt U, F)=20
per ogni g > n.

Pure le cocatene alternanti sono preservate dal differenziale di Cech e pertanto definiscono

un sottocomplesso C, (U, F) € Cy,.(U,F). Infatti, se ¢ € CL,(U,F), gia sappiamo che dc €
Cf{jﬁ(u,f ); dato che il gruppo delle permutazioni ¢ generato dalle trasposizioni di elementi
adiacenti, per verificare che dc € C’qH(U ,F) ci basta provare che per ogni ag,...,aq11 € I

alt
ed ogni i =0,...,q vale 6Caq-a;aii1agi1 = —0Cagaiiiai—aqm - Sviluppando i conti, e tenendo

presente che c ¢ alternante, si ottiene
i—1

(—l)jC...a;...aiaiH... + (—l)iC...a;aiH...
0

56040"'aiai+1'”04q+1 -

=

. q+1 .
+ (—1)”’10_,,%@1,,, + Z (=1 c.apaiiia;-
j=i+2
i—1
= - Z(_l)]cm@mawmim + (—1)16...04“1071..“
§=0
. q+1 .
+ (D" e gman — Z (=1)c.aiiiaia;-
j=i+2

= —0Cap g1 0-g 1 -

Riepilogando, le cocatene alternanti e normalizzate definiscono due sottocomplessi
;lt(u’]:) - C;;or(ua]:) C C*(u?]:)

Supponiamo adesso che I'insieme degli indici I sia dotato di un ordinamento < tale che, se
UiNUj # 0 allora i < j oppure j < 4; questo ¢ del tutto equivalente a dire che se J C I e
N s Ui # (), allora (J,<) & una catena di I. Ordinamenti con tale proprieta esistono sempre,
ad esempio quelli totali e, a maggior ragione, i buoni ordinamenti.

Definiamo le g-cocatene ordinate come gli elementi del gruppo

CLu,Fy= [] FUspay,)-

ap<--<og

E immediato osservare che la medesima formula del differenziale di Cech § ha senso anche
per le cocatene ordinate

§: CLU,F) — CL U, F)
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e che se denotiamo con p: C4U,F) — CL(U,F) la proiezione sulle componenti indicizzate da
successioni strettamente crescenti di indici, allora p: C*(U, F) — C%(U,F) ¢ un morfismo di
complessi (pd = dp).

Quindi il complesso C% (U, F) ¢ un quoziente di C*(U,F): non va dimenticato che per
definire CZ abbiamo avuto bisogno di aggiungere un elemento estraneo al dato iniziale e non
univocamente definito.

Abbiamo dunque tre morfismi di complessi (due inclusioni ed una proiezione)

(4.6) U, F) = Gl U, F) = C* U F) 5 CLU, F)
la cui composizione & un isomorfismo; infatti ogni g-cocatena alternante c¢ € univocamente
determinata dalle componenti cqaq...q, in cui g < -+ < .

Passando in coomologia abbiamo dei morfismi

(4.7) H, (U, F)— H} (U, F)— H*(U, F) ——= H: (U, F) .

nor

S

~

dove, ovviamente, H} (U, F) = H*(C;(U,F)) per x € {alt,nor, <}. Fortuna vuole che si abbia:

TEOREMA 4.2.3. Siano F un prefascio su X el ricoprimento aperto di X. Allora i morfismi
in (4.7) sono isomorfismi:

(4.8) Hy, (U, F) = Hy (U, F) = HY(U, F) = HZ(U, F) per ogni p.
In altri termini, i morfismi di complessi in (4.6) sono quasi-isomorfismi.

La dimostrazione ¢ abbastanza laboriosa ed e didatticamente utile dare prima alcune semplici
dimostrazioni nei casi n = 0, 1; la dimostrazione del caso generale puo essere omessa ad una prima
lettura senza compromettere la comprensione generale del testo. Con una dimostrazione ancora
piu laboriosa (che non riportiamo) si puo anche dimostrare che i morfismi di complessi in (4.6)
sono equivalenze omotopiche.

PROPOSIZIONE 4.2.4. Siano F un prefascio su X, e U ricoprimento aperto di X. Allora
(49) Holt(uaf) = HO (Z/{,f) = Ho(uaf)v Hc}lt(uvf) = H’I%,OT‘(”?‘F) = Hl(uvf)

DIMOSTRAZIONE. Dato che C% (U, F) = CY, (U,F) = C°(U,F) basta dimostrare che
Z;lt(u"’r) = Z%or(u?]:) = Zl(u’f)

Sia ¢ € Z1(U, F); per ogni « si ha
0= (5C)aaa = Caa — Caa T Caa = Caa
e per ogni «, f:
Cap + CBa = Cap — €33 + Caa = (0¢)gag =0

Dunque ogni 1-cociclo di C*(U, F) & alternante di per sé. Attenzione che queste uguaglianze tra
cocicli non valgono in grado > 1. O

Alcuni autori definiscono la coomologia di Cech usando direttamente le cocatene alternanti
(e.g. [32]), altri quelle ordinate (e.g. [19]) ed altri ancora quelle normalizzate (e.g. [14]).

Dimostrazione del Teorema 4.2.3. La dimostrazione standard, adottata dalla maggior parte
dei testi in circolazione, deduce il Teorema 4.2.3 da un analogo risultato per I’omologia simpliciale,
riferendosi spesso ai testi classici di Cartan, Eilenberg e Steenrod per la dimostrazione (ad
esempio [10, Sezione VI.6]).

Noi, che non abbiamo trattato I’omologia simpliciale, adotteremo un approccio diretto che
riprende ed espande una traccia di dimostrazione contenuta in una versione preliminare (giugno
2008) di [44]; nella versione finale dello stesso viene presentata la dimostrazione standard. Su
Stacks project (Tag 01FG) si trova descritta, senza dimostrazione, un’equivalenza omotopica
esplicita tra i due complessi, che pero risulta impossibile da verificare a meno di non essere un
mago della combinatoria.

Dimostriamo prima gli isomorfismi H, (U, F) = H*(U,F) = HL(U,F). Dato che ogni
insieme possiede ordinamenti totali, e sufficiente dimostrare che, per un ordinamento totale
fissato <, la proiezione p: C*(U, F) — C*(U,F) & un quasi-isomorfismo.


https://stacks.math.columbia.edu/tag/01FG
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LEMMA 4.2.5. Sia f: C* — E* un morfismo surgettivo di complessi di cocatene con nucleo
D* = kerp C C*. Se esiste un’omotopia h: D* — D*[—1] tale che (dh + hd)x = x per ogni
x € D*, allora f ¢ un quasi-isomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che h definisce una omotopia tra l'identita in D* ed il
morfismo nullo. Questo implica che D* & un complesso aciclico e tutto segue dalla successione
esatta lunga di coomologia. O

Imitiamo la costruzione di CZ per le successioni non decrescenti di indici definendo, per ogni

CoU,F) = H F(Uag-an) -

ap<ai;<--<apn

La solita formula del differenziale di Cech ¢ definisce un complesso
CoU,F):  CQU,F) > iU, F) L C2u, F) S -
ed il morfismo p si fattorizza come composizione di due proiezioni naturali
p: C*(U,F) = CGU,F) L CLU, F).
LEMMA 4.2.6. Il morfismo surgettivo di complessi Cj(U, F) 4, C:(U,F) éun un isomorfismo
i coomologia.
DIMOSTRAZIONE. Sia D* il nucleo di ¢, ossia
D" ={ce CyU,F) | cagan =0 Vag<---<ap}
e consideriamo ’omotopia
h: CyYY U, F) — C U, F)
dove per ag < -+ < ay, e ¢ € CTH (U, F) si pone
(h¢)agean, =0se ap < -+ < ay, .

Altrimenti, se 0 < k < n denota il piu piccolo intero tale che ay = ay41 si definisce

(he)ag-an = (_l)kcoco~~~akockak+1man-
Ad esempio:
(hc)i23a =0,  (hc)i223 = —ci2223,  (he)1133 = C11133 -

E immediato osservare che h(D*) C D*; per il Lemma 4.2.5 basta dimostrare che hd + dh &
identita su D*. Si noti che D° = 0. Siano c € D®, n > 0e ag < --- < a, fissati.
Se ag < -+ < ayy, vale

(0h)apman = 3 £(he).are =0,  (h6€)apa, =0

e quindi
(0h + hd)cag-a, =0 = Cag-an -

Altrimenti sia 0 < k& < n il piu piccolo intero tale che oy = ay1; siccome (hc)---a;ak+1--- =
(he)...qparry- St ha
n ' k—1 4 n '
(6he)agman = Y _(~1)'(he).gr. = > (1) (he).ar + >, (—1)'(he)...5:..
i=0 =0 i=k+2
k—1 ‘ n )
= (—I)Hk_lc...@...akak... + Z (—1)Z+k(hc)...akak...a\i....
=0 i=k+2

Dato che ay = ag4 si ha

k k+1 k+2 k
(71) C~~-&2akak+1~- + (71) + C"'Oék@ak+1"' + (7]‘) * Cmakozkmm = (7]‘) CQO"'Oén

e quindi
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(h6C)ayan = (—1)*(66)--apapar.s--

_ H—k z+k+1
= Cog--op + Z(_ C..aiagpag- + Z hC) QOO
= i=k+2

In conclusione:

(hd 4 0h)Cag-an = Cag--om-

Per ogni coppia di interi p, k > 0 denotiamo
L= {(a0,...,0p) € " [y < g <o <yl

osservando che:

(1) BCICC I,

(2) JY = IP*! per ogni k > p,

(3) JE=1IF x Jg_k per ogni k < p.
Infine per ogni k£ > 0 definiamo ’applicazione

Jk: UJ};H%N, Ji(ao, ..., ap) =max{i|i <p, a; < ag}.
p=0

Estendiamo ora la costruzione di Cj(U,F) ad una serie di complessi C}(U,F), k > 0,
ponendo

cAu,F)= [ FUsap).

(@0ye-ap) €T
La solita formula del differenziale di Cech definisce dei complessi
U, F) L CHu, F) S Cqu, F) -, k>0,
e le proiezioni canoniche
@ Crp (U, F) = Cr U F),  qr: C°UF) = Cp(U, F)

sono morfismi di complessi. Siccome C¥ (U, F) = CP(U, F) per ogni k > p, ne segue che g e g
inducono isomorfismi tra i rispettivi HP per ogni p > k.

LEMMA 4.2.7. Per ognik > 0 la proiezione qi: Cj (U, F) — Ci:(U, F) ¢ un quasi-isomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. Sia k > 0 fissato e denotiamo con D* C C} | (U, F) il nucleo di g, ossia

DP=<ce H F(Uag--ap) | Cagra, = 0se k> p oppure ap < agyq

k+1

Definiamo adesso una omotopia h: D*(U, F) — D*(U,F)[—1] tale che hd + 0h = Id. Siccome
DP = 0 per ogni p < k, ci basta definire h: DPt! — DP per p > k.
Dati0 <k <pecec D C C’pH(U F), per ogni (ap,...,qp) € J,fﬂ sia
Jj=Jk(ag,...,ap) =max{i| i <p, a5 < ai}
e definiamo (hc)qq...a, inserendo un doppione di ay in posizione j + 2 (ricordiamo che si parte
da 0) e cambiando il segno nel modo seguente:
(hc)ao...ap = (—1)j650...5p+1, (50, e 7617-1—1) = (Oéo, ey Oy o n ,Oéj, AL, Oéj+1, e ,Ozp).

Dato che < e un ordinamento totale si ha hc € Cﬁ +1(U , F); per verificare che hc € DP basta
osservare che B = ay e Bry1 = oy (se j = k) oppure Sr11 = agq (se j > k). In entrambi i casi,
se ag < agq1 allora i, < By e quindi (hc)ag..a, = 0.

Vediamo qualche esempio concreto, con I = {0,1,2,3,4}.

k=0: (hc)o11 = coo11,  (he)2i2 = 2122, (he)102 = —ci012,

E=1: (hc)oi2 = —co112,  (hc)210 = c2101,  (h¢)241233 = —C2412334.
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Rimane da dimostrare che (hd + dh)c = ¢ per ogni ¢ € D*. Sia ¢ € DP fissato (con p > k)

e prendiamo un multiindice (ap,...,qp) € J,fH, ossia tale che aj1 < --- < ) e denotiamo
Jj=jlaw,...,0p) =max{i| i <p, oy < ay}. Allora

(hdc)ag.a, = (—1)j(5c)a0...ajawj+1...ap

J p
— § i+j _ E i+j+1 —
- (_1) Coz0~--ai~~-ajak~~-ap + Cap-ap + (_1) Cao...ajoék...ai.“ap
i=0 i=j+1
e siccome ¢ € DP i primi addendi svaniscono e si ha

J D
_ i+7 i+j+1
(h0)agap = Y (=1 Heaggimajapay + Capmay + 3 (=1 o aiapeaiay-
i=k+1 1=j+1

Similmente, siccome hc € DP~!, si ha

p p
(0hc)ag-ap = » (=1)"(h€)agara, = (=1)"(RC) ag-a7-cur -
P P p
i=0 i=k+1
Siccome
" N ) j—1 perk<i<jy
OO,y .oy Oy Olpy) = 7 L
Je(Co 7 D j per j < i < D
si ottiene
j . . p . .
(5hc)a0"~ozp = Z (_I)H_]_1ca0~~6}~o¢jak--~o¢p + Z <_1)Z+]Cao~~-o¢jo¢kma\imap'
i=k+1 i=j+1
e facendo le somme hd + dh = Idp. O

Per i due lemmi precedenti abbiamo una successione di isomorfismi
- HY(Cpya (U, F)) = HY(CEU, F)) -+ H(C{ (U, F)) = H(C5U, F)) = H*(CLU, F))
e per concludere basta ricordare che CP(U, F) = C}.(U,F) per ogni k > p e quindi
HPU, F) = HP(C (U, F))

per ogni k£ > p. Il Teorema 4.2.3 risulta quindi dimostrato per quanto riguarda le cocatene
alternanti e ordinate.

Per quanto riguarda le cocatene normalizzate, esiste una decomposizione in somma diretta

C*U,F)=C;,.(U,F)® K*, dove

nor
K? ={ce C’(U,F) | cag...o, = 0 s€ j # ;11 per ogni i =0,...,p— 1},

e lasciamo al lettore la semplice verifica che K* ¢ un sottocomplesso di C*(U, F). Ne segue che
I'inclusione C} (U, F) C C*(U,F) ¢ iniettiva in coomologia. D’altra parte C}.(U, F) contiene
il sottocomplesso delle cocatene alternanti, e quanto gia dimostrato implica che l’inclusione

CrorU,F) C C*(U,F) ¢ anche surgettiva in coomologia.
OSSERVAZIONE 4.2.8. Chi volesse dimostare direttamente che C}; (U, F) — C*(U,F) ¢ un
quasi-isomorfismo, puo trasporre in ambiente coomologico la dimostrazione di [55, Theorem

8.3.8] e/o quella di [37, Theorem 6.1], per dimostrare che K* & un complesso aciclico.

Esercizi.

ESERCIZIO 4.3. Mostrare che se, nel complesso di Cech, si considerano le cocatene ¢ tali che
Cap...aq = 0 s€ a; = aj per qualche 7 # j, non si ottiene un sottocomplesso. Viceversa, se per un
ricoprimento U = (U;) ed un prefascio F, consideriamo

GPU, F) = 11 F(Uig-wiy)s
{80+ ,ip)|iaFip Va£b}

allora la formula del differenziale di Cech definisce un complesso che perd non calcola la coomo-
logia di Cech (prendere U formato da due aperti).
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4.3. Insiemi diretti e colimiti

La costruzione delle spighe ¢ un caso particolare di colimite, che andiamo a presentare nel
contesto semplificato degli insiemi diretti, piu che sufficiente per i nostri bisogni.

DEFINIZIONE 4.3.1. Un insieme diretto ¢ una coppia (D, =») dove D ¢ un insieme e =¥
una relazione binaria su D che soddisfa le seguenti tre condizioni:
(1) (identita) d=»d per ogni d € D;
(2) (composizione) se a=db e b=»c allora a=¥¢;
(3) (filtranza) per ogni a,b € D esiste ¢ € D tale che a=dce b=dc.

Abbiamo preferito usare i termini identita, composizione e filtranza al posto di riflessiva,
transitiva e reticolo superiore, nonché usare una freccia cicciottella, perché il contesto natura-
le e generale dei colimiti ¢ quello delle categorie piccole (vedi Appendice) e non quello degli
ordinamenti, oltre al fatto che non si richiede la proprieta antisimmetrica.

Vediamo alcuni esempi di insiemi diretti:

ESEMPIO 4.3.2. La famiglia dei sottoinsiemi finiti di un insieme S con la relazione A =» B se
ACB.

EseEmpIO 4.3.3. L’insieme degli interi non nulli, e piu in generale l'insieme dei non divisori
di zero in un anello commutativo, con la relazione a =¥ b se a divide b.

EsEMPIO 4.3.4. La famiglia degli aperti in uno spazio topologico con la relazione U =V se
UCV.

EsEMPIO 4.3.5. La famiglia degli aperti in uno spazio topologico con la relazione U =V se
VCU.

EseMPIO 4.3.6. La famiglia degli intorni aperti di un punto fissato in uno spazio topologico,
con la relazione U=V se V C U.

EsEmpIO 4.3.7. La famiglia dei ricoprimenti uniformi di uno spazio topologico, con la rela-
zione =¥V seld > V.

EsEMPIO 4.3.8. La famiglia dei ricoprimenti aperti (U;);c; di uno spazio topologico, con I
sottoinsieme di una potenza cartesiana finita di un insieme fissato S,! con la relazione U =V se
Y < U. La filtranza si puo dimostrare considerando ad esempio la costruzione dell’Esempio 4.1.8.

DEFINIZIONE 4.3.9. Sia (D, =») un insieme diretto. Un sistema diretto di gruppi abeliani
su (D, =) ¢ il dato di:
(1) un gruppo abeliano F, per ogni a € D;
(2) un omomorfismo fgup,: Fy — Fp per ogni a,b € D tali che a=»b.

Gli omomorfismi f,, devono soddisfare le seguenti condizioni:

(1) faa =1dg, per ogni a € D;
(2) foefab = fac pPer ogni a,b,c € D tali che a=db=dc.

Ad esempio, un prefascio puo essere visto come un sistema diretto di gruppi abeliani sull’in-
sieme diretto dell’Esempio 4.3.5 che si annulla sull’aperto vuoto.

Dato un sistema diretto (Fy, fup) di gruppi abeliani su D insieme diretto non vuoto, definiamo
il suo colimite (chiamato anche limite diretto nei testi classici) come

colim F, = {(a,z) |a € D,z € F,}/ ~
acD

dove (a,x) ~ (b,y) se esiste ¢ € D tale che a=dc, b=dc e fo(z) = foc(y).

Lasciamo come esercizio la facile verifica che ~ & una relazione di equivalenza. Equivalen-
temente, possiamo definire ~ come la piu piccola relazione di equivalenza tale che (a,z) ~
(b, fap(z)) per ogni a=»b.

11, unione disgiunta delle potenze cartesiane S™ & un insieme, e pill precisamente un sottoinsieme dell’insieme
delle parti finite di N x S.
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Per ogni = € F, denoteremo con [a, z] € colim; F; la classe di equivalenza di (a, z). Esiste sul
colimite una unica struttura di gruppo abeliano che rende tutte le applicazioni

fa: Fq — colim Fj, fa(z) = [a, x],

omomorfismi: in concreto, dati [a, x], [b,y] € colim; F; scegliamo ¢ € D tale che a=»c, b=dc e
definiamo
la,z] + [b,y] = [c, fac(z)] + ¢, foc(y)] = [¢; fac(®) + foc(y)]-

Tale definizione di somma ¢ ben posta, I’elemento neutro ¢ [a,0] (per ogni a € D) e —[a,z] =
[a, —z].

Ad esempio se x € X, F & un prefascio su X e consideriamo 'insieme diretto degli intorni
aperti di « (Esempio 4.3.6), allora la costruzione del colimite coincide con la costruzione della
spiga Fg.

TEOREMA 4.3.10 (proprieta universale del colimite). Siano G un gruppo abeliano e (Fg, fap)
un sistema diretto di gruppi abeliani sull’insieme diretto (D, =¥). Sia dato per ogni a un omo-
morfismo di gruppi g,: Fo — G e si assuma che gpfop = ga per ogni a=»b. Allora esiste un unico
omomorfismo di gruppi g: colimg Fy — G tale che gf, = g4 per ogni a € D.

DIMOSTRAZIONE. Basta porre g([a,z]) = g.(z) e verificare (esercizio) che g ¢ ben definito
ed e 'unico tale che gf, = g, per ogni a. O

Dati due sistemi diretti (Fy, fap), (Ga, gap) sullo stesso insieme diretto D, un morfismo

(07 (Faafab) — (Gmgab)

& una famiglia di omomorfismi «,: F, — G, tale che apfop = gapq per ogni a =»b.
Ogni morfismo di sistemi diretti induce un omomorfismo tra i colimiti

@: colim F; — colim Gj

tale che @f, = goaq per ogni a € D. Concretamente @([a, x]) = [a, aq(z)].
1l seguente risultato ¢ una generalizzazione del Lemma 3.5.1.

LEMMA 4.3.11 (esattezza del colimite). Siano (Fy, fap) =N (Ga, Gab) i (Hg, hap) morfismi di

insiemi diretti sullo stesso insieme diretto D. Se la successione Fy <% G, ﬁ—“) H, ¢ esatta per
ogni a € D, allora anche

colim F; < colim G LN colim H;
(2 7 (2
e esatta.

DIMOSTRAZIONE. Sia [a, x] € colim; F}, allora Bala, x| = [a, Baaa ()] = [a, 0] e questo prova
che Ba = 0. Sia adesso [a,y] € ker B; siccome [a, B4(y)] = 0 esiste a ~— b tal che By(gap(y)) =
hab(Ba(y)) = 0. Dunque gay(y) € ker By ed esiste x € Fy, tale che ap(x) = gap(y). Per concludere
osserviamo che @[b, x| = [b, ap(x)] = [b, gap(y)] = [a, y]. O

Esercizi.

ESERCIZIO 4.4. Sia D un insieme diretto che possiede un elemento finale w, ossia un elemento
tale che a=»w per ogni a € D. Provare che per ogni sistema diretto di gruppi abeliani (Fy, fqp)
su D, 'omomorfismo f,: F,, — colim, F, € un isomorfismo.

EsErci1z1O 4.5. Sia (D, =) un insieme diretto. Un sottoinsieme H C D si dice cofinale se
per ogni a € D esiste b € H tale che a=»b. Provare che ogni sottoinsieme cofinale & a sua volta
un insieme diretto con la relazione indotta per restrizione.

Sia adesso (Fy, fap) un sistema diretto di gruppi abeliani su (D, =»). Provare che esiste un
isomorfismo naturale

colim F, —=» colim Fy, la,z] — [a,z], a€ H, x € F,.
acH a€eD

EsSERCIZIO 4.6. Sia < una relazione su un insieme S che soddisfa le proprieta riflessiva e
transitiva. Sia D la collezione dei sottoinsiemi finiti di S e, dati a,b € D conveniamo che a=»b
se per ogni = € a esiste y € b tale che a < b. Provare che (D, =) & un insieme diretto.
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EsErcizio 4.7. Sia (F,, fa) un sistema diretto di gruppi abeliani sull’insieme diretto D.

Definiamo il gruppo
L-Pr, / R,

a€D
dove R ¢ il sottogruppo di @, F, generato da tutti gli elementi del tipo « — fqp(x), al variare di
a=»b e x € F,. Dimostrare che L € canonicamente isomorfo a colim, Fy,.
Nota. Non ¢ difficile dimostrare che la definizione di L ha senso e soddisfa la proprieta
universale del colimite anche quando la relazione =% non ¢ filtrante.

Esercizio 4.8. Sia (U;)ier un ricoprimento aperto di uno spazio topologico X e denotiamo
con D l'insieme diretto dei sottoinsiemi finiti di I. Per ogni a € D (ossia a C I finito) definiamo

Fa — Hn(Uiean)

mentre se a=¥b (ossia a C b) definiamo fyu: F, — F} come il morfismo indotto in omologia
dall’inclusione U;e,U; C U;eplU;. Dimostrare che H,(X) = colim, F, (Sugg.: ogni catena ha
supporto compatto).

4.4. Coomologia di Cech di fasci e prefasci

Partendo dai gruppi di coomologia di un ricoprimento aperto a valori in un prefascio, voglia-
mo togliere la dipendenza dal ricoprimento. Tra i vari modi possibili di farlo, tra loro equivalenti,
seguiremo [12] definendo i gruppi di coomologia di Cech come colimiti sull’insieme diretto dei
ricoprimenti uniformi.

Per ogni spazio topologico X, denotiamo con U(X) I'insieme dei suoi ricoprimenti uniformi.
Abbiamo visto che U(X) ¢ anche un insieme diretto, con la relazione di direzione

(Up)zex = (Va)zex < Vi, C U, per ogni x.

Dato un prefascio F su X, un intero n e due ricoprimenti uniformi U = (Up)zex ¢ V =
(Va)zex, se Vy C Uy per ogni z, allora € ben definito 'omomorfismo 1y : H™(U,F) — H*(V, F)
ottenuto, ad esempio, considerando 'identita su X come funzione di raffinamento.

Dunque, (H"(U,F),ruy) € un sistema diretto di gruppi abeliani sull’insieme diretto dei
ricoprimenti uniformi di X. Possiamo definire i gruppi di coomologia di Cech del prefascio
F su X come i rispettivi colimiti:

H"(X,F)= colim H"(U,F).
UEU(X)
Piu concretamente,
H"(X,F)={U,z) |ae H"U.F)}/ ~,
dove U varia tra tutti i ricoprimenti uniformi di X e (U, a) ~ (V,b) se esiste un ricoprimento
uniforme W tale che
wW<u, W<y, myw(a)=ryw(b).

Per le proprieta generali dei colimiti, per ogni ricoprimento uniforme U ¢ ben definito 1’omo-
morfismo 1y : H™(U, F) — H"(X,F), che ad ogni a € H™(U, F) associa la classe di equivalenza
di (U, a).

Adesso, grazie al Teorema 4.1.12 possiamo definire per ogni ricoprimento aperto U = (U;);er
di X, non necessariamente uniforme, un morfismo naturale

(4.10) ry: H'(U,F) — H* (X, F).

Infatti, preso un qualunque raffinamento uniforme V = (V,,),ex < U, ed una qualunque funzione
di raffinamento v: X — I, possiamo considerare I’omomorfismo

s HUU,F) 2 HY(V, F) 2 H™(X, F).

Per verificare che 4 € ben definito, prendiamo un altro raffinamento uniforme W = (W, )zex < U
con funzione di raffinamento n: X — I. Se consideriamo il ricoprimento uniforme H = (V; N
Wy)zex, allora per il Teorema 4.1.12 si ha ry 3 o ¥* = ry 3 o n* e quindi

ryoyt =ryoryyoy =ruorwmon =rwon.
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La dimostrazione appena esposta ci dice anche che per ogni raffinamento di ricoprimenti
aperti v: V — U si ha ryy = ry o v*; basta infatti prendere un raffinamento uniforme n: W — V
per definire ry ed usare la composizione vn: W — U per definire ry.

A livello di operativita risulta molto spesso piu agevole maneggiare i cocicli, e pertanto,
se U & un qualunque ricoprimento aperto e a € Z™(U,F), denoteremo con [U,a] € H"(X,F)
I'immagine della classe di coomologia di a tramite 'omomorfismo 7, : H™(U, F) — H"(X, F).

LEMMA 4.4.1. Dati due ricoprimenti aperti U = (U;)icr, V = (Vj)jes e due cocicli a €
ZMU,F), b€ Z"(V,F), si ha [U,a] = [V,b] in H*(X,F) se e solo se esiste un raffinamento
comune W = (Whp)nen e funzioni di raffinamento v: H — I, n: H — J tale che

7 (a) =" (b) € B*(W, F).

DIMOSTRAZIONE. Denotiamo temporaneamente con (U,a) € H"(U,F) la classe di coo-
mologia di un cociclo a € Z"(U,F). Il lemma segue immediatamente dal fatto che la clas-
se ryw({U,a)) ¢ rappresentata dal cociclo v*(a), per una qualunque funzione di raffinamento
v: H — I;seq: H — I & un’altra funzione di raffinamento, allora 5*(a) —v*(a) € B"(W, F). O

E utile osservare che se X & compatto, allora ogni elemento di H "(X,F) ¢ rappresentato da
una coppia [, a] con U ricoprimento aperto finito.

ESEMPIO 4.4.2. Sia F un prefascio in uno spazio topologico discreto X. Allora I:I”(X, F)=0
per ogni n > 0. Infatti, ogni ricoprimento aperto possiede come raffinamento il ricoprimento
uniforme U = (U )zex, dove U, = {z}, e per tale ricoprimento vale C7},(U,F) = 0 per ogni
n > 0.

Sia f: F — G un morfismo di prefasci, Allora i morfismi indotti f: H*(U,F) — H*(U,G)
commutano con i morfismi di raffinamento ;4. Se ci restringiamo all’insieme diretto dei rico-
primenti uniformi, si ottiene un morfismo di sistemi diretti che, per passaggio al colimite, induce
un morfismo in coomologia

f: HY(X,F) — H*(X,G).

Sebbene sia stato possibile definire il gruppi H "(X,F) per qualunque prefascio, solamente
aggiungendo le condizioni F3,F4 riusciamo ad ottenere qualche risultato minimamente utile ed
interessante su tali gruppi di coomologia.

LEMMA 4.4.3. Siano F un fascio su X e U un ricoprimento aperto. Allora
HU,F)=F(X)=T(X,F) = H (X, F).
DIMOSTRAZIONE. Sia U = (U;);cs. Per definizione HO(U, F) & il gruppo degli 0 cocicli, ossia
delle famiglie di sezioni ¢; € F(U;) tali che cj|y,; — cilu,; = 0, che per le proprieta F3 ed F4

corrispondono esattamente alle sezioni globali. Si noti che il lemma e equivalente all’esattezza
della successione

0= F(X)SCOWUF) S C'UF), ()i = cu,.
O
LEMMA 4.4.4. Siano F un fascio su X e U un ricoprimento aperto di X. Allora ’'omo-

morfismo ry: HY(U,F) — HY(X,F) ¢ iniettivo. In particolare, H*(X,F) = 0 se e solo se
HY(U, F) =0 per ogni ricoprimento aperto U.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo U = (U, )aes- Per construzione, se x € H' (U, F) e ry(z) = 0,
allora esiste un raffinamento V = (V});cs < U, con funzione v: J — I, tale che v*(z) = 0 in
H'(V, F). Possiamo considerare il ricoprimento UIIY = (U N V})(a.j)crxs come raffinamento
comune di U e V e prendere come funzioni di raffinamento le proiezioni sui fattori:

n:IxJ—J nlaj)=7; p:IxJ—=1, pla,j)=oa.

Dall’indipendenza dei morfismi di raffinamento in coomologia segue che p*(x) = n*y*(z) = 0.
Scegliamo un cociclo (aqag) € Z*(U, F) che rappresenta x, allora il cociclo

(C(a,h)(ﬁ,k)) = aaﬁanﬂthk’ a,B€l; hked,
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rappresenta p*(r) ed ¢ pertanto un cobordo. Esistono quindi delle sezioni by, 4y € F(Us N V3)
tali che

(4.11) (C(a,h)(ﬁ,k)) = b(,@,k) — b(a,h)a a,Bel; h kel
Siccome aqq = 0 per ogni a (vedi Proposizione 4.2.4), si ha b(q ) = bia,n) per ogni h, k e per
la proprieta F4 applicata alle unioni U, = UpU, N V4, esistono sezioni b, € F(U,) tali che
b(a,h) = ba|u,nv;, Der ogni h. Ma allora la relazione (4.11) diventa

aop = bg — by su Usg N Vi, Vo,B,hk
che per I'assiome F3 equivale a dire ang = bg — by su Uyg, ossia (aq5) € BY(U, F). O

TEOREMA 4.4.5. Siano DF un fascio discreto su X. Allora H"(U,DF) = H"(X,DF) = 0
per ognin > 0 ed ogni ricoprimento aperto U.

DIMOSTRAZIONE. Scriviamo U = (U;);es. Per ogni z € X denotiamo con U, = ({x} NU;);er,
pensato come ricoprimento di {x}. Per ipotesi DF'(U) = [[, <y () per una opportuna famiglia
indicizzata di gruppi abeliani (F'(z))zex. Per ogni # € X denotiamo F, il fascio su {x} che vale
0 sul vuoto e F(x) su {z}. Possiamo allora scrivere

cu,pr) =[] [I F@ =[] 7={z}nv) =[] [[ 7=z} nUi) = [ C°Whe, Fa).
i€l xeU; i€l xeX zeX i€l zeX
Lo stesso ragionamento si applica alle cocatene di grado superiore, ottenendo
C*U,DF) = [[ C*Us, F),  H*U,DF) = [[ H* U, Fa).
zeX zeX
Si conclude osservando che ogni ricoprimento U, e stupido. O

DEFINIZIONE 4.4.6. Si definisce il supporto di un morfismo di fasci f: F — G su X come
il sottoinsieme

Supp(f) ={z € X |0# fo: Fo — G}

Ad esempio, se il morfismo f: Cx — Cx e dato dalla moltiplicazione per una funzione
continua ¢: X — C, allora

Supp(f) = Supp(¢) = {z € X | p(z) # 0}.
Per prevenire un errore comune, va detto che in generale il supporto di un morfismo di fasci non
¢ un sottoinsieme chiuso. Notiamo che per ogni aperto U C X tale che U N Supp(f) = 0 si ha
fu=0.

DEFINIZIONE 4.4.7. Siano F un fascio su X e U = (U;);e1, un ricoprimento aperto di X. Una
partizione dell’identita di F subordinata ad U & una famiglia di morfismi di fasci f;: F — F,
1 € 1, tali che:

(1) Supp(f;) € U; per ogni i;

(2) la famiglia dei supporti Supp(f;)icr, € localmente finita: questo significa che ogni punto
di X possiede un intorno che interseca Supp(f;) per al pitt un numero finito di indici i;

(3) Sies fi = .

Il terzo punto della definizione richiede una spiegazione. Dati U C X aperto e s € F(U),
vogliamo definire ), ; fi(s) € F(U). Scegliamo un ricoprimento aperto U = U;U; tale che per
ogni j si abbia U; N Supp(f;) # O per un numero finito di indici i. Ha quindi senso considerare
le sezioni t; = 3. fi(sy;) € F(Uj). Ma allora t; =t su U; N Uy, per ogni j, h e quindi esiste,
ed ¢ unica, una sezione ¢t € F(U) tale che ¢y, =t; per ogni j. Si definisce ),/ fi(s) = 1.

DEFINIZIONE 4.4.8. Un fascio si dice fine se ammette partizioni dell’identita subordinate a
qualunque ricoprimento aperto.

Vedremo molti esempi, anche importanti, di fasci fini piu avanti. Per il momento acconten-
tiamoci di studiare il loro comportamento in coomologia.

TEOREMA 4.4.9. Sia F un fascio su X che possiede una partizione dell’unita rispetto ad un
ricoprimento aperto U. Allora

H"(U,F)=0 per ogni n > 0.
Di consegquenza, se F ¢ un fascio fine su X, allora H"(X,F) =0 per ogni n > 0.
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DIMOSTRAZIONE. Scriviamo U = (U;);ey e sia f;: F — F, i € I, una partizione dell’identita
di F subordinata ad . Ogni f; si innesta in un diagramma commutativo di fasci

dove Fi(U) = F(UiNU) e puv = puunu, per ogni aperto U C X; si noti che, se j: U; —
X ¢ linclusione, allora F; = j.«(F|y). Ciascun morfismo g; ¢ univocamente determinato dal
diagramma (p ¢ surgettivo sulle spighe), e sull’aperto U C X vale

fi(8)vnv, sulUinU

g+ FilU) = F(U),  i(s) {0 su U — S5 T,

Dalla condizione ) . ; f; = Id 7 segue che per ogni aperto U ed ogni sezione s € F(U) si ha
> gilswr,) = Y gipvwnu,(s) = Y fils) = s.

Siano adesso n > 0 ed a € Z" (U, F). La condizione da = 0 si pud scrivere come

n

h .o .
Qig-reiy, = Z(—l) Wiy i, per ogni j,ig,...,i, € I.
h=0

Per ogni j,19,...,i, € I si ha
95+ FUjio,..in) = FjUig,...in) = F(Ui,...,in)-

Definiamo la cocatena b € C" (U, F) come
bllln = Zgj(ajil...in)
J

che ha senso per la locale finitezza dei supporti. Per concludere basta dimostrare che b = a. Per
ogni ig,...,i, € I vale

5bi0,...,in = Z(_l)hbio...{g...in = Z(_l)h Zgj(ajio---i;---in)
h=0 h=0

jel
n
h
= Zgj (Z(_l) ajio~~~i;~--in> = Zgj(a/i()"'in) = Qig-ipy -
jel h=0 JjeI

Esercizi.

ESERCIZIO 4.9. Siano f: X — Y un’immersione chiusa (ossia continua, chiusa ed iniettiva)
e F un fascio su X. Provare che esiste un isomorfismo naturale H*(X, F) = H*(Y, f.F).

EsERcIz10 4.10. Sia G un gruppo abeliano non banale che agisce in maniera propriamente
discontinua su uno spazio topologico connesso per archi F, e denotiamo con X = E/G il cor-

rispondente spazio quoziente. Usare la teoria dei rivestimenti per dimostrare che H' (X,Gx) #
0.
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4.5. Spazi topologici paracompatti e PHH

Ricordiamo che, salvo avviso contrario, intenderemo i ricoprimenti sempre in senso indiciz-
zato.

DEFINIZIONE 4.5.1. Un ricoprimento (A;);c; di uno spazio topologico X si dice:
(1) aperto se ogni A; € aperto;
(2) chiuso se ogni A; ¢ chiuso;
(3) puntualmente finito se ogni punto = € X appartiene ad A; per al pit un numero
finito di indici 4.
(4) localmente finito se ogni punto z € X possiede un intorno V tale che VN A; # () per
al pit un numero finito di indici 7.

Dato che ogni intorno contiene un aperto, e che un aperto interseca un sottoinsieme A se e
soltanto se interseca la sua chiusura, ne segue che un ricoprimento (4;) & localmente finito se e

solo se il ricoprimento delle chiusure (4;) ¢ localmente finito.

LEMMA 4.5.2. Sia (Aj)ier un ricoprimento localmente finito di uno spazio topologico X.
Allora per ogni sottoinsieme J C I wvale
U Aj = U Aij
JjeJ jedJ
In particolare, se ogni A; é chiuso, allora Ujcj A; & chiuso per ogni J C I.
DIMOSTRAZIONE. E un semplice esercizio di topologia generale. O

In un certo senso, i ricoprimenti localmente finiti si posizionano agli antipodi dei ricopri-
menti uniformi (Definizione 4.1.10): in uno spazio topologico in cui ogni aperto non vuoto &
infinito, non esistono ricoprimenti uniformi localmente finiti. Tuttavia, la possibilita di passare,
mediante raffinamenti, da ricoprimenti uniformi a ricoprimenti aperti localmente finiti assume
un importante ruolo in matematica e ci conduce alla nozione di paracompattezza.

DEFINIZIONE 4.5.3. Uno spazio topologico si dice paracompatto se ogni ricoprimento aperto
U ammette un raffinamento ¥V < U con V ricoprimento aperto localmente finito.

Rimandiamo il lettore ai testi [7, 38, 39] per una trattazione approfondita degli spazi pa-
racompatti. Qui ci limiteremo a dimostrare il risultato di cui avremo maggiormente bisogno, il
teorema di restringimento, al quale premettiamo un lemma di autonomo interesse.

LEMMA 4.5.4. In uno spazio topologico paracompatto di Hausdorff ogni punto possiede un
sistema fondamentale di intorni chiusi.

DIMOSTRAZIONE. Siano X paracompatto di Hausdorff e x € X fissato. Dato un intorno
aperto U di =, dobbiamo dimostrare che esiste un aperto VC X taleche z € V CV C U.

Denotiamo Y = X — U; dato che X e di Hausdorff, ogni y € Y possiede un intorno aperto
y € W, tale che z ¢ W,,. Denotiamo W, = U e sia (A;);c; un raffinamento aperto localmente
finito del ricoprimento aperto (Wy),eyu(s}, con funzione di raffinamento v: I — Y U {z}. Se
poniamo A = (J{4; | 7(?) € Y}, allora A & un aperto che contiene Y e la cui chiusura

A= J{4 vy evyc | Jw,

yeYy
non contiene x. Basta quindi considerare V' = X — A per avere 'aperto cercato. O

TEOREMA 4.5.5 (di restringimento). Sia U = (U;)ier un ricoprimento aperto di uno spazio
topologico paracompatto di Hausdorff X. Esiste allora un ricoprimento aperto localmente finito
V = (Vi)ier tale che V; C U; per ognii € I.

In particolare, l'identita su I é una funzione di raffinamento da 'V a U.

DIMOSTRAZIONE. Per il Lemma 4.5.4, per ogni « € X possiamo scegliere un indice y(z) € I
tale che = € Uy () ed un aperto x € W, tale che W, C Us(z)- Abbiamo quindi un raffinamento
uniforme (W,),ex di U, con funzione di raffinamento v: X — I.

Sia adesso (Aj)jes un raffinamento aperto localmente finito di (W;)zex, scegliamo una
funzione di raffinamento n: J — X e denotiamo

Vi:U{Aj | yn(j3) =i}, per ogni ¢ € 1.
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Dato che gli elementi di (V;);c; sono ottenuti come unione di aperti di un ricoprimento localmente
finito, a maggior ragione anche (V;);c; € un ricoprimento aperto localmente finito. Inoltre, per
ogni ¢ si ha
Vi = (@& | () =i} S| JWe | (@) =i} C UL
O

Come abbiamo visto nella dimostrazione, nel teorema di restringimento puo succedere che

V; = 0 anche se U; # (.

OSSERVAZIONE 4.5.6. E molto facile dimostrare che se X ¢ paracompatto e Y C X é chiuso,
allora anche Y & paracompatto. Invece, un sottospazio aperto di uno spazio paracompatto di
Hausdorff non & necessariamente paracompatto. Si tratta tuttavia di un fenomeno estremamente
raro e non e facile trovare controesempi in letteratura: I'unico che conosco, di D. Zelinski e
riportato nell’appendice, viene dato come esercizio nel “Topologie générale” di Bourbaki e non ¢
particolarmente istruttivo, se non per il fatto che si ottiene partendo da un buon ordinamento su
un insieme non numerabile, che quindi esiste ma che non ¢ possibile descrivere concretamente.?

In queste note, per avere una trattazione semplificata e concettualmente piu limpida, in alcuni
risultati classici in cui si richiedono spazi paracompatti di Hausdorff aggiungeremo 'ipotesi che
anche ogni sottospazio aperto sia paracompatto. Per quanto detto nell’osservazione precedente,
si tratta di una limitazione del tutto irrilevante nella pratica matematica.

DEFINIZIONE 4.5.7. Diremo che uno spazio topologico ¢ PHH (Paracompact Hereditary and
Hausdorff) se ¢ di Hausdorff ed ogni suo aperto ¢ paracompatto.

PROPOSIZIONE 4.5.8. Sia X uno spazio topologico PHH. Allora ogni sottospazio di X ¢ PHH.

DiMOSTRAZIONE. Basta dimostrare che ogni sottospazio € paracompatto. Siano ¥ C X e
U = (U;NY);er un ricoprimento di Y, con ciascun U; aperto di X. Per ipotesi 'aperto U = U;U;
¢ paracompatto e quindi esiste un ricoprimento aperto localmente finito V = (Vj);jes di U ed
un’applicazione v: J — I tale che V; C U, ;) per ogni j. Ma allora (V;NY ) e ¢ un ricoprimento
aperto localmente finito di Y che & piu fine di U. O

Terminiamo la sezione con tre risultati, senza dimostrazione, i quali mostrano che la stra-
grande maggioranza degli spazi topologici di uso comune ¢ PHH.

TEOREMA 4.5.9. Ogni spazio topologico localmente compatto di Hausdorff a base numerabile
¢ PHH.

DIMOSTRAZIONE. Omessa, si puo trovare in [7, 38, 39]. O

PROPOSIZIONE 4.5.10. Per uno spazio di Hausdorff localmente euclideo X le sequenti condi-
zioni sono equivalenti:

(1) X ¢ PHH;

(2) X ¢é paracompatto;

(3) ogni componente connessa di X ¢ a base numerabile;

(4) ogni componente connessa di X é unione numerabile di compatti.

DIMOSTRAZIONE. Omessa, si puo trovare in [38, 39]. O

DEFINIZIONE 4.5.11. Una varieta topologica ¢ uno spazio di Hausdorff localmente euclideo
che soddisfa le quattro condizioni equivalenti della precedente Proposizione 4.5.10.

PROPOSIZIONE 4.5.12 (A.H. Stone e Morita, 1948). Ogni spazio metrizzabile ¢ PHH.

DIMOSTRAZIONE. Omessa, si pud trovare in [7]. O

2L’impossibilit?a di una descrizione esplicita deriva sostanzialmente dall’indipendenza dell’ipotesi del continuo.
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Esercizi.

EsErcizio 4.11. Provare che uno spazio topologico ¢ paracompatto se e solo se ogni ricopri-
mento uniforme possiede raffinamenti aperti localmente finiti.

EsERrC1z10 4.12. Provare che, in uno spazio paracompatto di Hausdorff, un fascio ¢ fine se
e solo se possiede partizioni dell’identita subordinate ad ogni ricoprimento aperto localmente
finito.

EsErcIzIO 4.13. Siano U e V = (V;) due ricoprimenti aperti di X. Diremo che V & un
raffinamento stellato di U se il ricoprimento uniforme

W= (Wm)xer W, = U{VJ | T € Vj},

¢ un raffinamento di U. Provare che in uno spazio paracompatto di Hausdorff, ogni ricoprimento
aperto possiede un raffinamento stellato.

EsErCiZ1O 4.14. Dedurre dal teorema di retringimento che ogni spazio paracompatto di
Hausdorff ¢ normale. (Ricordiamo che uno spazio topologico si dice normale se & T2 + T4, ossia
se ¢ di Hausdorff ed ogni coppia di chiusi disgiunti possiede intorni aperti disgiunti.)

EsErcizio 4.15 (Teorema di restringimento per spazi normali). Sia U = (U;);er un ricopri-
mento aperto localmente finito di uno spazio topologico normale X. Si consideri la collezione A
formata dalle famiglie indicizzate di aperti (V}) e tali che:

(1) J CIeV; CU, per ogni j € J;

(2) Ujes ViUlUier—, Ui = X.
(Cf. Lemma 2.2.5). Ordiniamo A ponendo (V})jc; < (Wh)hen se J C H e V; = W; per ogni
j € J. Dimostrare che A possiede elementi massimali e dedurre che esiste un ricoprimento aperto
V = (Vi)ier di X tale che V; C U; per ognii € I.

Rispetto al teorema di restringimento per spazi paracompatti di Hausdorff abbiamo indebo-
lito le ipotesi su X e rafforzato quelle su U, chiedendo che il ricoprimento di partenza fosse local-
mente finito. D’altra parte ¢ chiaro dalle definizioni che uno spazio di Hausdorff ¢ paracompatto
se e solo vale il teorema di restringimento.

4.6. La successione esatta lunga di coomologia

Non e difficile dimostrare che per ogni successione esatta di fasci

0—>5’i>]-'i>(]—>0,

sullo spazio X, esiste una successione esatta di gruppi abeliani
412)  0— HX, &) L A'x, ) L AYXx,0) S H(x, &) L B (x, F) S HY(X,9),

con il morfismo & definito nel modo seguente: sia t € H(X,G) = G(X) e scegliamo un ricopri-
mento uniforme U = (Uy)zex e sezioni s(z) € F(U,) tali che f(s(z)) = t|y, per ogni z. Allora
§(t) & uguale all'immagine della classe di coomologia del cociclo (s(y) — s(x))sy € Z' (U, ker f)
tramite ’omomorfismo naturale (iniettivo) H (U, ker f) = H (U, E) — HY(X, E); i dettagli sono
rimandati all’Esercizio 4.17.

Ci piacerebbe continuare ed allungare la successione esatta con le coomologie di ordine supe-
riore, ma non possiamo farlo perché la coomologia di Cech non gode in generale delle proprieta
che uno si aspetta da una buona teoria coomologia. Per avere una ‘buona’ teoria occorre ag-
giungere determinate condizioni sulla quaterna (X, F,G,H). Le ipotesi extra piu utilizzate in
matematica sono:

(1) X paracompatto di Hausdorff, oppure
(2) X varieta algebrica o schema noetheriano separato, e F, G, H coerenti (qualunque cosa
questo voglia significare, cf. [19]).

In queste note adotteremo solo la prima ipotesi. E utile osservare che I'ipotesi di paracom-
pattezza T2 interviene solamente nella dimostrazione del seguente lemma tecnico.
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LEMMA 4.6.1. Siano G un prefascio su di uno spazio paracompatto di Hausdorff X e H C G
un sottoprefascio tale che il morfismo di inclusione H — G sia un isomorfismo sulle spighe,
0ssia Hy = Gy per ogni x. Allora H*(X,H) = H*(X,G).

DIMOSTRAZIONE. (cf. [47, p. 218], [23, Thm. 2.9.1]) Dato che H & un sottoprefascio di G,
per ogni ricoprimento aperto U di X si ha che C*(U,H) & un sottocomplesso di C*(U,G); in
particolare, Z* (U, H) = Z*(U,G) N C*(U, H).

Sia n > 0 intero fissato e scriviamo U = (U;);e;. Per iniziare, proviamo che per ogni cocatena
a € C"(U,QG) esiste un raffinamento uniforme V = (V}))pex < U ed una funzione di raffinamento
v: X — I tali che v*(a) € C™"(V, H).

Per il teorema di restringimento possiamo trovare un ricoprimento aperto (W;);cs localmente
finito tale che W; C U; per ogni 4. Definiamo subito la funzione di raffinamento v scegliendo, per
ogni p € X, un indice y(p) € I tale che p € W, .

Adesso definiamo gli aperti V,. Per ogni punto p € X scegliamo un intorno aperto p € V,
tale che V), C W,y e V, N W; # () per al pitt un numero finito di indici 7. Adesso eseguiamo
una successione finita di restringimenti di V), ad intorni aperti piu piccoli in modo tale che, in
aggiunta, siano soddisfatte le seguenti condizioni:

(1) Se V, N W; # () allora V,, C U;. Infatti, se p € W; possiamo restringere V,, in modo che
V, C U;, mentre se p € W; possiamo restringere V,, in modo tale che V,, N W; = 0; si usa
il fatto che V, N W; # () per al piu finiti indici 1.

(2) Se V, N Wig...i,, # 0, e quindi Vj, C Uj,...;,, per il punto precedente, allora (as,...i, )y, €
H(V,); questo € possibile perché V, N Wj,...;,, # () per un numero finito di successioni
10, - - - , in, per l'uguaglianza di spighe H, = G, ed il Lemma 3.2.12.

Adesso prendiamo come ricoprimento uniforme V = (V,),cx e dimostriamo che vy*(a) €
C"(V, M), e cioé che per ogni po, ..., pn € X siha (aypg)ry(pn))|Vog pn € H(Voopn)-

Se Vipgoopn, = 0 allora H(Vpy.p,) = G(Vpgepn) = 0. Se invece V..., # 0, dal fatto che
Voo-pu © Wi(po)-y(pn) 368U Voo Wi gy p) 7 0 € quindi Vg © Us o)y (pn) € (@p0)-v(pn) ) V3 €
H(Vpo). A maggior ragione (ay(pg)--(pn))Voy. o € H(Vio-pn)-

Siamo adesso pronti per dimostrare che il morfismo naturale H*(X,H) — H"(X,G) &
surgettivo ed iniettivo.

Surgettivita. Sia [U,a] € H™(X,G), dove a € Z™(U,G). Abbiamo provato che esiste un
raffinamento uniforme V = (V})pex con funzione di raffinamento v: X — I tale che v*(a) €
Z"V,G)NC™"(V,H) = Z"(V,H). Dunque [U,a] = [V,~v*(a)] € H*(X,H).

Iniettivita. Sia [U,a] € H"(X,H), a € Z"(U,H) tale che [U,a] = 0 in H*(X,G). Questo si-
gnifica che, a meno di sostituire I con un suo raffinamento vale a € B"(U,G). Siab € C"~1(U,G)

tale che db = a. Per il conto precedente, a meno di raffinare ancora U/ possiamo supporre
b€ C" YU, H) e quindi anche a & un cobordo. O

TEOREMA 4.6.2. In uno spazio paracompatto di Hausdorff X, ad ogni successione esatta
corta di fasci
0sesrFlgoo,

corrisponde una successione esatta lunga di gruppi di coomologia
0— HOX, &) % a'x, F) L a'(x,¢0) » BNX,6) L (X, 7)) L .
L ax,g) - atix,e) S artix, Ry Lo

DIMOSTRAZIONE. Denotiamo con H il prefascio immagine di f, ossia H(U) = f(F(U)) C
G(U). Per 'esattezza a sinistra delle sezioni, per ogni aperto U C X si ha una successione esatta
0—=-&U)— FU)— HU)—O0.

Ne segue che, per ogni ricoprimento aperto U = (U;);er, il prodotto diretto delle successioni
esatte corte

ci fornisce una successione esatta corta di complessi

0= C UL o U, F) L oruH) = o
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ed una successione esatta lunga in coomologia
0— HOW, &) L HOW, F) L HOU M) — H U, &) S B UF) L

Prendendo i colimiti (che preservano 'esattezza) sull’insieme diretto dei ricoprimenti uniformi
di X, abbiamo una successione esatta

0 H(X, &) % BOX, F) L 80X, 1) — BN X, &) L X, F) L.
Per il Lemma 4.6.1 si ha H*(X,H) = H*(X,G) e questo conclude la dimostrazione. O

Esercizi.

ESERCIZIO 4.16. B possibile dimostrare che in ogni spazio paracompatto di Hausdorff il fascio
delle funzioni continue a valori complessi ¢ fine (non lo faremo, dimostreremo in seguito ’analogo
C*° sulla varieta differenziabili).

Dimostrare che in uno spazio paracompatto di Haudorff X vale H'(X,Zx) = 0 se e solo se
ogni funzione continua f: X — C* possiede logaritmo continuo.

EsERCIZ10 4.17. Siano ‘H e G come nel Lemma 4.6.1. Provare che, senza ipotesi alcuna sulla
topologia di X, il morfismo naturale H™(X,H) — H"(X,G) & bigettivo per n = 0 ed iniettivo
per n = 1. Usare lo stesso ragionamento della dimostrazione del Teorema 4.6.2 per dedurre
Pesattezza della successione (4.12).

4.7. 11 teorema di Leray

In questa sezione, denoteremo con X uno spazio topologico paracompatto di Hausdorff, con
F un fascio su X e con U = (U;);er un ricoprimento aperto di X. Per ogni aperto U C X
scriveremo H*(U, F) per indicare i gruppi di coomologia H*(U, Fy)-

DEFINIZIONE 4.7.1. Nelle notazioni precedenti, diremo che la coppia (U, F) ha la proprieta
Ly, se per ogni 0 < p < n ed ogni successione i, ..., € I 'aperto Uj,...;, ¢ paracompatto e
H”_p(UiO...iP,}") =0.

Ad esempio, la condizione Lg & vuota (sempre soddisfatta), mentre L; significa che per
I'aperto U; & paracompatto e H'(U;, F) = 0 per ogni i € I. Inoltre, dato che gli indici nella

successione i, . . . , i, possono essere ripetuti, la condizione L,, equivale a chiedere che per ogni 0 <
q < p < n ed ogni successione i, ... ,iq € I 'aperto Uj,..;, ¢ paracompatto e H"P(Us,...;,, F) =
0.

LEMMA 4.7.2. Nelle notazioni precedenti, L, = L,_1 per ogni intero n.

DIMOSTRAZIONE. Se vale Ly, allora per ogni 0 < ¢ < n—-1,siha0 <¢g+1<ne
quindi, per ogni i, ..., i, € I Paperto Us...;, = Ui,...iyi, € paracompatto e H(”_l)_q(UiO...iq,}") =
Hn_(q—’—l)(UiO...iqiq,]:) =0. U

Il principale obiettivo di questa sezione e dimostrare il celebre, ed importante, teorema di
Leray dei ricoprimenti aciclici.

TEOREMA 4.7.3 (Leray). Siano F un fascio su di uno spazio paracompato di Hausdorff X e
U un ricoprimento aperto di X. Per ogni p > 0 denotiamo con

ap: HP (U, F) — HP(X, F)
la componente in grado p del morfismo naturale ry (vedi (4.10)).

Se la coppia (U, F) soddisfa Ly, allora oy, é bigettivo per ogni 0 < p <n e apnq1 € iniettivo.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo il teorema per induzione su n, con il caso iniziale n = 0 gia
dimostrato nelle sezioni precedenti. Supponiamo quindi n > 0 e scegliamo una successione esatta
corta di fasci

f 9
0—=+F=C=>E—0
con C fascio discreto, ad esempio I'estensione canonica. Allora si hanno successioni esatte

0— f(UiO---ip) i) C(Uio---ip) i) g(Uio---ip) Vio, - ,’ip el,
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che determinano una successione esatta di complessi
0= C*U,F) L cru,0) S o, 8).

Denotiamo con M* = g(C*(U,C)) C C*(U, £) il sottocomplesso immagine di g, in modo da avere
una successione esatta corta di complessi

0= U F) L orw,e) L M.

Ricordiamo che, siccome C & discreto, si ha H9(U,C) = HY(X,C) = 0 per ogni ¢ > 0, e dalla
successione esatta lunga di coomologia segue H”(M*) = H" (U, F) per ogni r > 0.
Dalla condizione L,, segue che
H'(Ujyiys F) =0 per ogni 0 < ¢ < n ed ogni i, ...,i, € I,

e quindi, per la successione esatta lunga di coomologia sull’aperto paracompatto Uj,...;, si ha

0= F(Uiyi)) D CUi,) L E(Uiyi,) = 0.

Questo prova che M? = C1(U,E) per ogni q < n e quindi HI(M*) = HY(U,E) per ogni ¢ < n
e H"(M*) € H"(U,E&). Inoltre, dato che H"(Uj,...;,,C) = 0 per ogni 7 > 0 (la restrizione di C
ad ogni aperto & ancora un fascio discreto), sempre dalla successione esatta lunga di coomologia
segue che

Hniliq(UiO...iq,g) :Hniq(Uio...iq,f) =0 VO<g<n-—1, i,...,0q €1,

e di conseguenza &£ soddisfa la condizione L,,_.
Siccome n > 0 si ha un diagramma commutativo con le righe esatte

O, C) —L~ HO(M*) —— H U, F) —=0

|

H(X,C) > HY(X,£) —= HY(X,F) —=0

da cui segue che a € un isomorfismo. Per mostrare l'iniettivita di as basta osservare che dalle
successioni esatte lunghe e dal caso n = 0 per il fascio £ segue

H*U,F)=H'(M") CH'U,E) C H'(X,E) = H*(X, F).
Se n > 2, abbiamo visto che la coppia (U, E) soddisfa L,_1. Dunque, per ogni 0 < g < n si
ha
H U, F) = HI(M*) & B, &) 2% (X, &) = AP (X, F)
con h, oy isomorfismi per ¢ < n ed entrambi iniettivi per ¢ = n. O

DEFINIZIONE 4.7.4. Un ricoprimento aperto U si dice Leray-aciclico per un fascio F se la
coppia (U, F) soddisfa L,, per ogni n > 0.

Dunque, se U ¢ Leray-aciclico per F si ha H*(U, F) = H*(X, F).

4.8. Risoluzioni e teorema di de Rham astratto

In tutta la sezione, X denotera uno spazio topologico fissato.
Chiameremo risoluzione (coomologica) di un fascio F una qualunque successione esatta di
fasci

(4.13) 0 F5He0delderd g3l
E ovviamente possibile definire una risoluzione omologica di F come un successione esatta
& — & — & — F — 0; tuttavia in questo testo ci occuperemo solamente di risoluzioni
coomologiche, che chiamemo semplicemente risoluzioni.
Se ad una risoluzione come in (4.13) togliamo F e prendiamo le sezioni globali otteniamo un
complesso (coomologico) di gruppi abeliani

E(X): X)L ax)Lerx)d 3x) L.
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del quale possiamo considerare i gruppi di coomologia

ker(d: E"(X) — E"TH(X))
H"(&EY (X)) =

) AET(X)

Se la risoluzione ha determinate proprieta, esiste un legame tra i gruppi H™(E*(X)) ed i
gruppi di coomologia di F.

TEOREMA 4.8.1. Supponiamo X paracompatto di Hausdorff. Per ogni risoluzione
(4.14) 0 FLe0detdexd ead
st hanno degli omomorfismi naturali
an: H'(EX(X)) — H"(X, F), n >0,

che godono delle sequenti proprieta:

(1) se I?”_Z:_l(X,‘é'") =0perognii=0,...,n—2, allora oy, ¢& iniettivo;

(2) se H"'(X,&") =0 per ogni i =0,...,n— 1, allora a,, é surgettivo.
In particolare agy € un sempre un isomorfismo e oy € sempre iniettivo.

Prima di dare la dimostrazione, precisiamo che quando diciamo che i morfismi a,, sono
naturali si intende che per ogni diagramma commutativo di fasci

0 F go_d g1 _d g2 d
b e
0 G HO Loyt 4 g2

con le righe risoluzioni di F e G rispettivamente, si hanno dei diagrammi commutativi

d

H™"(E*(X)) =~ H(X, F)

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo il teorema per induzione su n trattando separatamente i casi
n=0,n=1en>2. Sen =0, allora

HY(X,F) = F(X)

e si ha la successione esatta corta

0= F(X) 5 %x) % el(X)

che equivale all’isomorfismo
it HO(X, F) =5 ker(€9(X) & €1(X)) = HY(E*(X)).
Tale isomorfismo e chiaramente naturale e quindi lo & anche il suo inverso
ag =i ' HY(E*(X)) — HY(X, F).

Se n > 0, denotiamo con F' il nucleo di d: ' — 2. Allora la risoluzione (4.14) si spezza in
una successione esatta corta

05 F =L F =0
ed una risoluzione
0 F setberdend
La successione esatta corta ci da una successione esatta lunga
e EX) S HYX,F) = HY(X,F) > HY(X, &) = -
mentre Pipotesi induttiva applicata alla risoluzione di F’ c¢i da 'uguaglianza H X, F) =

ker(E1(X) 4 £%(X)). Rimettendo assieme le cose si ottiene una successione esatta

ker(E1(X) 4 EXX)) a

0— JE) A 7YX, F) = HY(X, &).
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Cosi facendo, abbiamo anche dimostrato che a1 € sempre iniettivo, e che e surgettivo qualora
HY(X, &% =0.

Sia adesso n > 1 e supponiamo vero il teorema per tutti gli interi minori di n. Abbiamo la
successione esatta lunga di coomologia

o HYX,EY) » HVYX, F) S BYX,F) = HY(X, % > -+
e per l'ipotesi induttiva abbiamo anche un morfismo naturale
o HHETH X)) = HM(EX (X)) —» H (X, F').

Basta allora definire «;, come la composizione di § ed o/, ;. Anche qui notiamo che «, ¢ iniettivo
se a,_, & iniettivo e H" (X, E% = 0, mentre o, & surgettivo se o), & surgettivo e H"(X,E%) =
0. O

DEFINIZIONE 4.8.2. Un fascio F sullo spazio X si dice aciclico (in coomologia di Cech) se
H™(X,F) =0 per ogni n > 0.

Ad esempio, sono aciclici tutti i fasci discreti e tutti i fasci fini (il viceversa non vale, in
entrambi i casil).

DEFINIZIONE 4.8.3. Una risoluzione
i d d d d
0 FLe0o et ez 835
di un fascio F ¢ detta aciclica se ciascun fascio &; ¢ aciclico.

COROLLARIO 4.8.4 (Teorema di de Rham astratto, o delle risoluzioni acicliche). Data una
risoluzione aciclica

0 FLHetbetderdesd
di un fascio F sullo spazio paracompato di Hausdorff X, si hanno degli isomomorfismi naturali
H"(EX(X)) = H"(X,F) .
DiMOSTRAZIONE. Conseguenza immediata del Teorema 4.8.1. U

OSSERVAZIONE 4.8.5. Dato un diagramma commutativo

0 F g0t 4, g2 ¢
N
0—>G—=H Loyt Lo 2
con la riga superiore una risoluzione di F e con la riga inferiore una risoluzione aciclica di G, i

morfismi indotti in coomologia H™(£*(X)) — H™(H*(X)) dipendono solo da f e non dipendono
da g. Infatti per naturalita si hanno dei quadrati commutativi

H"(€*(X)) —" H"(X, F)
C
H"(H*(X)) =~ H"(X.9)
con la seconda freccia orizzontale un isomorfismo per il Corollario 4.8.4.

Esempio: la risoluzione canonica. Dato un qualunque fascio F su X, prendiamo la sua
estensione canonica

0 F5prl 7) = coker(i) — 0.

Poi prendiamo la risoluzione canonica di F()

0— FO 2 pr®) 22, 7(2) = coker(iy) — 0,

e proseguiamo allo stesso modo per ogni n:

0 — F Iy prn) Lntly plntl) coker (in) — 0.
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Ponendo C° = DF e C" = DF™ si ottiene quella che si chiama risoluzione canonica, o anche
risoluzione di Godement, del fascio F:

0_>]_-i>co 11p1 Cl i2p2 CQ 13p3

Dato che ogni C™ & un fascio discreto, e quindi aciclico, per il teorema di de Rham astratto
abbiamo che, per ogni spazio paracompatto di Hausdorff X si ha

(4.15) H*(X,F) = H*(C*(X)).

Se X non ¢ paracompatto di Hausdorff, allora la coomologia di Cech non ha le buone proprieta
che ci aspettiamo da una teoria coomologica. Ecco allora che in tal caso possiamo usare la
(4.15) come definizione della coomologia di F, ossia H™(X,F) := H*(C*(X)). In questo modo
otteniamo una teoria coomologica con tutte le proprieta volute, che molto brevemente sono:
funtorialita rispetto ai morfismi di fasci, H°(X,F) = F(X), H"(punto, F) = 0 per ogni n > 0,
successione esatta lunga di coomologia.

Per maggiori dettagli e dimostrazioni complete rimandiamo alle dispense del corso di geo-
metria superiore 20192020, oppure a [12, 17, 39].

Esempio: la risoluzione di Cech. Sialf = (U;);e; un ricoprimento aperto di X; mostriamo co-
me i morfismi ry: H™(U,F) — H™(X, F) possono essere interpretati alla luce del Teorema 4.8.1.
Per ogni ¢ > 0 definiamo il fascio C}, come

)= [] FWUNUg.,), U apertoC X.

10,..,0g €T

Equivalentemente, C,(U) = C?(Uy, Fiu) ¢ il gruppo delle g-cocatene di Cech del fascio ristretto
Flu sul ricoprimento aperto Uy := (U N U;)ier. Per ogni aperto U si ha un complesso di gruppi
abeliani
€ 0 0 A1 [ ) 1)
0—-FU)—=CuU)—=CyU)—=CHU) = ---

che ¢ una successione esatta quando Uy e stupido, ossia ogni volta che U ¢ contenuto in un
aperto U;. Siccome gli aperti contenuti in qualche U; sono una base della topologia, abbiamo
una successione esatta di fasci

5 5 5
0-FSey>e, >t

detta risoluzione di Cech di F relativa al ricoprimento U, e per come & stata costruita, si ha
H™(C (X)) = H*(U, F).

OSSERVAZIONE 4.8.6. Sembra naturale poter dimostrare il Teorema di Leray come conse-
guenza del teorema di de Rham astratto applicato alla risoluzione di Cech. In effetti, naturale lo
& ma, in coomologia di Cech, dedurre le ipotesi del teorema di de Rham da quelle del teorema di
Leray non e affatto immediato e richiede una dimostrazione che, oltre ad utilizzare le proprieta
dei fasci fiacchi, risulta di difficolta non inferiore a quella del teorema di Leray che abbiamo
presentato.

Esercizi.

EsErcizio 4.18. Sia 0 — F — ng — CLI, — --- la risoluzione di Cech di un fascio fiacco F
relativa ad un ricoprimento . Provare che ogni fascio CZZ e fiacco e dedurre dall’Esercizio 3.16

che H"(U,F) = 0 per ogni n > 0.

4.9. Le risoluzioni singolare e di Alexander—Spanier

Fissati un intero p > 0, un gruppo abeliano G ed uno spazio topologico X possiamo
considerare il prefascio su X delle p-cocatene singolari a valori in G, e cioe

Uw— SP(U,G).
Gli assiomi FO,F1,F2,F4 sono soddisfatti. Se p > 0, si vede subito che ’assioma F3 non &
soddisfatto e quindi che SP(-,G) non ¢ un fascio: infatti, se X = AU B con A, B aperti, nulla

vieta ad una catena singolare a: A(X), — G di annullarsi su A(A4), U A(B), ma di essere non
banale sui simplessi la cui immagine non ¢ interamente contenuta in A oppure in B.
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Sembra naturale allora quozientare per le catene localmente nulle e prendere il prefascio
Uw— PP(U,G)

delle cocatene piccole; adesso FO,F1,F2,F3 sono soddisfatti ma qualcosa potrebbe essere andato
storto con F4, anche se non sono a conoscenza di controesempi. Obiettivo di questa sezione &
mostrare che, negli spazi PHH la proprieta F4 passa al quoziente e quindi che PP(-,G) ¢ un
fascio.

Consideriamo un contesto piu generale, che si applica anche alle cocatene di Alexander—
Spanier.

Siano X, A spazi topologici non vuoti e G un gruppo abeliano fissati. Nelle nostre future ap-
plicazioni lo spazio A sara un simplesso topologico standard AP (coomologia singolare) oppure
I'insieme dei suoi vertici EP (coomologia di Alexander—Spanier).

Notazioni. Per ogni sottospazio topologico A C X denotiamo con:

(1) A(A) l'insieme di tutte le applicazioni continue ¢: A — X tali che ¢(A) C A;se AC B
allora A(A) C A(B).

(2) S(A) il gruppo abeliano libero generato da A(A).

(3) F(A) = Hom(S(A), G), che coincide con il gruppo di tutte le applicazioni f: A(A) — G.
Se AC Bed f € F(B), per semplicita notazionale scriveremo f|4 € F(A) al posto di
fiaa)-

(4) K(A) C F(A) il sottogruppo delle applicazioni localmente nulle nella topologia di sot-
tospazio, ossia f € K(A) se e solo se per ogni x € A esiste un aperto U di X tale che

(5) P(A) = F(4)/K(A).

Se B C A C X, allora sono definiti nella maniera ovvia i morfismi di restrizione F(A) —
F(B), K(A) - K(B) e P(A) — P(B).

LEMMA 4.9.1. Siano A, B C X due sottospazi.

(1) Se B é chiuso, la restrizione K(A) — K(AN B) ¢ surgettiva.

(2) Siano f € F(A), g € F(B) tali che fianp = gjanB, allora esiste h € F(AU B) tale che
ha=fehp=g.

(3) La restrizione P(X) — P(A) é surgettiva.

DIMOSTRAZIONE. 1) Se f: A(BN A) — G ¢é localmente nulla basta basta estendere a zero
su A(A) — A(AN B), ossia definire f(¢) = 0 per ogni ¢ € A(A) — A(B). La chiusura di B
garantisce che ’estensione a zero ¢ ancora localmente nulla.
2) Siccome A(A)NA(B) = A(AN B) basta estendere a zero in A(AU B) — (A(A)UA(B)).
3) Basta dimostrare che F(X) — F(A) & surgettiva, e per questo basta estendere a zero su
A(X) —A(A).
U

Se ci restringiamo agli aperti di X, allora F, K, P definiscono tre prefasci, ed ¢ chiaro dalle
definizioni che la proiezione F' — P & un morfismo di prefasci ed un isomorfismo sulle spighe.
Dato U aperto, una sezione s € F(U) appartiene a K (U) se e solo se tutti i suoi germi s,, x € U,
si annullano, ossia K (U) = ker iy, dove i: F' — F* ¢ il morfismo naturale nel fascio delle sezioni
continue di F. In particolare, il morfismo i si fattorizza ad un morfismo di prefasci P — F'* che
¢ iniettivo sulle sezioni ed un isomorfismo sulle spighe.

TEOREMA 4.9.2. Nelle notazioni precedenti, si assuma che X sia uno spazio topologico PHH.
Allora la restrizione di P agli aperti di X e un fascio fine.

DIMOSTRAZIONE. Sia (U;);er, una famiglia di aperti di X e denotiamo U = |JU;. Dato che
P(V) = F(V)/K(V) per ogni aperto V', gli assiomi F3 ed F4 possono essere scritti nel modo
seguente:

F3) Sia f € F(U) tale che fiy, € K(U;) per ogni i, allora f € K(U);

F4) Siano f; € F(U;) tali che f; — f; € K(U; NUj) per ogni 4, j, allora esiste f € F(U) tale

che f — f; € K(U;) per ogni i.
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La prova di F3 & immediata e non richiede alcuna ipotesi sulla topologia di X. Infatti,
l'appartenenza a K di una sezione f dipende solo dal comportamento locale di f.

La dimostrazione di F4 e decisamente meno elementare. A meno di considerare le restrizioni
dei tre prefasci all’aperto U, non e restrittivo supporre U = X.

Dato che X & paracompatto di Hausdorff, per il teorema di restringimento esiste un rico-
primento chiuso localmente finito X = |J,; C; tale che C; C U; per ogni i: nelle notazioni del
Teorema 4.5.5 basta prendere C; = V.

Per ogni J C I denotiamo C; = U;c;C;. Allora C; = X e dalla locale finitezza del
ricoprimento segue che ogni C'y € un chiuso di X.

Sia A l'insieme delle coppie (J,g) con J C I e g € F(Cy) tali che g — f; € K(CyNU;) per
ogni 7. Ordiniamo A per estensione, ossia (J,g) < (H,h) se J C H e hi¢, = g, e dimostriamo
che A possiede elementi massimali.

Per il Lemma di Zorn ci basta dimostrare che ogni catena B = {(Js,gs)} in A possiede
maggioranti. Poniamo H = UgJs e definiamo h € F(Cp) ponendo, per un ‘simplesso’ ¢: A —
CH7

i€l

h() = gs(¢)  se esiste s tale che ¢(A) C C,
|0 se p(A) & Cy, Vs,

ed il fatto che B sia una catena garantisce che h € ben definita. Rimane da dimostrare che
h — fi € K(Cg NU;) per ogni i. Sia adesso ¢ € I fissato; per ogni z € U; N Cy scegliamo un
intorno « € W tale che WNC; # 0 per al pitt un numero finito di indici j € H. Ma allora esiste J;
nella catena che contiene tali indici, quindi WNCyr = WNCy, e h—f; = gs— fi € K(WNCyNUj).
Dato che z & un punto qualsiasi di U; N Cy si ottiene h — f; = gs — f; € K(Cyg NU;).

Sia dunque (H,h) € A un elemento massimale e dimostriamo che H = I. Assumiamo per
assurdo che esista ¢ ¢ H. Per il Lemma 4.9.1 possiamo trovare:

(1) un elemento ¢ € K (U;) tale che qc,nu, = h — fi;
(2) un elemento k € F(Cy U U;) tale che l;?\CH =he ];3|Ui = fi+aq.

Denotiamo M = HU {i} e k = l;:‘CK e dimostriamo che (M, k) € A in modo da avere una
contraddizione. Occorre provare che per ogni j si ha k — f; € K(Cy N Uj); Preso un punto
x € Oy NUj, sono possibili due casi: x € C; e x € C;.

Se x ¢ C; allora basta prendere un aperto x € W C U, tale che W N C; = . Allora
CuyNW = CygNW e qui la restrizione di k — f; a Cyy N W ¢ una sezione di K. Se z € C;
prendiamo come intorno 2 € W = U; NU;, allora (k — f;)c,,nw ¢ la restrizione di (k — fi)w che
pero & uguale alla f; + ¢ — f; che appartiene a K(W).

Abbiamo dunque provato che P & un fascio. Per dimostrare che P ¢ fine, sia (U;)ier un
ricoprimento aperto di X rispetto al quale vogliamo trovare una partizione dell’identita e sce-
gliamo un ricoprimento (C;);er chiuso e localmente finito di X tale che C; C U; per ogni i:
tale ricoprimento esiste per il teorema di restringimento. Fissiamo un punto o € A e scegliamo
un’applicazione s: X — I tale che z € Cy,) per ogni z € X.

Per ogni i € I definiamo "omomorfismo p;: S(X) — S(X) che negli elementi della base

¢ € A(X) vale:
() = {¢ se s(6(0)) =1,

0 altrimenti

E chiaro dalla definizione che p;(S(V)) € S(V) per ogni i € I ed ogni aperto V C X, e che per
ogni ¢ € S(X) si ha p;(c) # 0 per finiti indici i e ), pi(c) = c.

I morfismi di prefasci f;: F — F, f; = p;, preservano le sezioni localmente nulle e si fatto-
rizzano a morfismi di fasci f;: P — P. Per ogni aperto U, ogni o € F(U) ed ogni ¢: A — U si
ha
a(¢)  se s(p(0)) =i
0 altrimenti.

Se U = X — C; = ) allora s(¢(0)) # i e questo prova che f; € nullo su U, ossia Supp(f;) C C;. Ha
quindi senso considerare la somma ), f;: P — P ed ¢ chiaro dalla definizione che ), f; =1d. O

Siamo adesso in grado di studiare le relazioni tra le coomologie singolari, di Cech e di
Alexander—Spanier negli spazi PHH. Come sopra, denotiamo con G un gruppo abeliano fissato.



4.9. LE RISOLUZIONI SINGOLARE E DI ALEXANDER-SPANIER 101

TEOREMA 4.9.3. Sia X uno spazio topologico PHH che ammette una base della topologia di
X formata da aperti contraibili. Allora la coomologia di Cech di X a valori nel fascio costante
Gx coincide con la coomologia singolare a coefficienti in G.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni aperto U C X abbiamo visto nel Teorema 2.6.8 che i gruppi di
coomologia singolare HP (U, ) sono isomorfi ai gruppi di coomologia del complesso delle cocatene
singolari piccole

0—PUU,G) L Pl U, G) s

Dalla definizione di cocatena piccola segue inoltre PO(U,G) = S°(U,G) = {f: U — G} e
possiamo considerare il complesso esteso

0= Gx(U) S PW,q) % Pr,a) L.

dove ¢ e 'inclusione naturale, dalle applicazioni localmente costanti alle applicazioni tutte. Il
fatto che di = 0 segue dal fatto che, per motivi di connessione, ogni applicazione localmente
costante U — G ¢ costante sull’'immagine di ogni simplesso singolare. Se U ¢ contraibile sappiamo
che HY(U,G) = {f: U — G costanti} = Gx(U), HP?(U,G) = 0 per ogni p > 0 e di conseguenza

0 Gx(U) 5 PW,6) L PHU,G) — -

€ una successione esatta.

Per ipotesi X ¢ PHH, e per il Teorema 4.9.2 tutti i prefasci P}, dove PL(U) = PI(U,G),
sono fasci fini. Per ipotesi esiste una base della topologia di X formata da aperti contraibili ed
il Lemma 3.5.1 implica che

; v
0 Gx 5P PL— -
€ una risoluzione fine del fascio costante. Per concludere basta applicare il Corollario 4.8.4. [

TEOREMA 4.9.4. Sia X uno spazio topologico PHH. Allora la coomologia di Cech di X a
valori nel fascio costante Gx coincide con la coomologia di Alexander—Spanier a coefficienti in

G.

DIMOSTRAZIONE. Sia U C X un aperto; nella Sezione 2.7 abbiamo definito il complesso di
Alexander—Spanier

0— AWU,6) % A U,6) S -
ed abbiamo visto che
0 Gx(U) 5 AWU,6) S AU, G)

¢ una successione esatta, dove 7 € I'inclusione delle funzioni U — G localmente costanti nelle
funzioni tutte.

Sempre per il Teorema 4.9.2 tutti i prefasci A9, dove AY(U) = AY(U, G), sono fasci fini. Per
concludere, grazie a teorema di de Rham astratto ci basta dimostrare che

0= Gy 5 A0 LAl ...

& una successione esatta. L’esattezza di 0 — Gx — A° 9 4 segue dall’esattezza a livello di
sezioni su ogni aperto e dal Lemma 3.5.1. Rimane da verificare I’esattezza in A? per ogni ¢ > 1.

Siano quindi * € X e a; € A% un germe di cocatena tale che da, = 0. Scegliamo un
intorno aperto U di = ed una cocatena o € AY(U, G) tali che a, = [U, a. Allora da si annulla
in un intorno di « e quindi, a meno di restringere U, non e restrittivo supporre da = 0. Per il
Lemma 2.7.3 esiste un aperto € V C U ed una cocatena 3 € A9V, G) tale che 98 = apy. A
maggior ragione 083, = ay. O

Come corollario immediato dei precedenti teoremi abbiamo che negli spazi PHH localmente
contraibili le coomologie singolare e di Alexander—Spanier coincidono.
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Esercizi.
Negli esercizi manterremo le notazioni utilizzate nella sezione.

ESERCIZIO 4.19. Dimostrare che il morfismo di prefasci F© — P & un isomorfismo sulle spighe
e che esiste un morfismo di prefasci P — FT. Dedurre che se X ¢ PHH allora P = F.

EsErci1z10 4.20. Modificare (leggermente) la dimostrazione del Teorema 4.9.2 per dimostrare
che se X & paracompatto di Hausdorff (ma non PHH), allora F™ = PT & un fascio tale che

PH(X) = P(X).



CAPITOLO 5

Spazi con funzioni

Il concetto di spazio con funzioni & utile per trattare in maniera unificata alcuni oggetti di
uso comune in geometria: varieta differenziabili, varieta complesse, varieta algebriche su campi
algebricamente chiusi, spazi complessi ridotti ed altri ancora. Esiste la nozione ancora piu ge-
nerale di spazio anellato, necessaria per definire, ad esempio, gli schemi, gli spazi algebrici e gli
spazi complessi non ridotti, che pero si colloca molto al di fuori del contesto di queste note.

Esistono in letteratura diverse definizioni di spazio con funzioni, che differiscono leggermente
I'una dall’altra; noi seguiremo la definizione data da Kempf [28]. Infine, per semplicita termino-
logica, chiameremo “prevarieta” gli spazi con funzioni, anche se questo termine & estremamente
generico e viene utlizzato per indicare una moltitudine di oggetti, anche molto differenti tra loro.

5.1. Fasci di anelli, moduli e spazi vettoriali

Richiamiamo brevemente il concetto di modulo su un anello: salvo avviso contrario, ogni
anello viene considerato commutativo con unita. Dato un anello A, un A-modulo & un gruppo
abeliano (M, +,0), equipaggiato con un’applicazione

Ax M — M, (a,m) — am,

che soddisfa le stesse identiche condizioni assiomatiche degli spazi vettoriali. Se M ¢ un A-
modulo, un sottogruppo N C M si dice un sottomodulo se an € N per ogni a € A ed ogni
n € N.

Ad esempio, per ogni anello A, il prodotto A x A — A definisce su A una struttura di
A-modulo i cui sottomoduli sono esattamente gli ideali di A.

EsSEMPIO 5.1.1. Per alcuni anelli particolari, la nozione di modulo coincide con altri concetti
gia incontrati:

(1) se A=K & un campo, allora gli A-moduli sono esattamente gli spazi vettoriali su K;

(2) se A =7, allora gli A-moduli sono esattamente i gruppi abeliani;

(3) se A =K][t], allora gli A-moduli sono esattamente gli spazi vettoriali su K equipaggiati
di un endomorfismo K-lineare (corrispondente alla moltiplicazione per t);

(4) se A = Klzy,...,zy], allora gli A-moduli sono esattamente gli spazi vettoriali su K
equipaggiati con n endomorfismi K-lineari che commutano tra loro.

Se M, N sono A-moduli, denotiamo con Hom4 (N, M) l'insieme dei morfismi di A-moduli
f: N — M, definiti alla stessa maniera delle applicazioni lineari, ossia tali che f(az + by) =
af(z)+bf(y) per ogni a,b € Aex,y € N.

Anche Hom 4 (N, M) possiede una struttura naturale di A-modulo, dove per a € A e f,g €
Hom 4 (N, M) si pone:

(af)(z) = a(f(x)), (f+9)(z) = f(z) + g(x), per ogni x € N.

Lasciamo al lettore il compito di estendere la nozione di gruppo quoziente (e corrispondenti
proprieta universali, ossia i teoremi di isomorfismo dei gruppi) al contesto dei moduli. Una
catena di morfismi di A-moduli si dice una successione esatta (risp.: un complesso) se lo ¢ come
successione di gruppi abeliani.

Dato un insieme I ed una famiglia di A-moduli (M;);c; si definisce il loro prodotto diretto

11 M = {(2)ier | 2 € M; per ogni i}
icl
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e la loro somma diretta

P M = {(%)z’el € HMi

1€l el

x; # 0 per al piu finiti indici 2} .

Per definizione, un A-modulo & libero se & isomorfo ad una somma diretta di copie di A; ad
esempio, sono liberi i moduli

A"::{(al,ag,...,an)|ai€A}:@A=HA, n € N.
i=1 i=1

Lo A-modulo libero generato da un insieme S &

@ As = {combinazioni lineari finite Z a;s;cona; € A,s; €8 } .
ses

Dunque la nozione di Z-modulo libero coincide con quella di gruppo abeliano libero; segue dal
teorema di esistenza delle basi che ogni spazio vettoriale su K ¢ un K-modulo libero.

Ricordiamo che per dominio ad ideali principali si intende un anello commutativo con
unita che & un dominio di integrita ed ogni ideale & generato da un solo elemento. I tre anelli K,
Z, e K[t] dell’Esempio 5.1.1 sono domini ad ideali principali; & ben noto che ogni anello euclideo
¢ un dominio ad ideali principali. L’anello Z/47Z non ¢ un dominio ad ideali principali, sebbene
i suoi unici ideali siano (0), (1), (2), mentre l'ideale di Z[t] formato dai polinomi p(t) tali che
p(0) € 2Z non ¢ principale.

Per i moduli liberi su domini ad ideali principali vale, con dimostrazione sostanzialmente
identica, ’analogo del Teorema 1.1.5.

TEOREMA 5.1.2. Siano A un dominio ad ideali principali, M = @, 1 A, con A; = A, un
A-modulo libero e N C M un sottomodulo. Allora anche N ¢ un A-modulo libero. Inoltre, se I
e un insieme finito, ossia M = A™ con m € N, allora N = A" con 0 < n < m.

Un A-modulo M si dice finitamente generato se ¢ generato da un numero finito di elementi
0, equivalentemente, se esiste un omomorfismo surgettivo A™ — M per qualche n € N. Quindi, un
gruppo abeliano G ¢ finitamente generato se lo &€ come Z-modulo, ossia se esiste un omomorfismo
surgettivo di gruppi Z" — G.

LEMMA 5.1.3. Sia A un dominio ad ideali principali. Allora:
(1) sottomoduli e quozienti di A-moduli finitamente generati sono finitamente generati;

(2) se M i> N & P ¢ una succcesione esatta di A-moduli, con M, P finitamente generati,
allora anche N ¢ finitamente generato.

Anche in questo caso la dimostrazione & la stessa, mutatis mutandis, del Lemma 2.1.1; i
dettagli sono lasciati per esercizio.

Per anelli qualsiasi il Lemma 5.1.3 & generalmente falso (vedi Esercizio 2.1); gli anelli nei
quali & vero prendono il nome di anelli noetheriani. Rimandiamo al classico testo di Atiyah e
Macdonald [3] per una trattazione approfondita degli anelli noetheriani, ed in particolare per la
prova che un anello A & noetheriano se e soltanto se ogni suo ideale ¢ finitamente generato.

Esistono molti anelli noetheriani che non sono domini ad ideali principali; ad esempio Z[t],
K[z, y] e piu in generale tutti i quozienti di A[ty,...,t,] con A dominio ad ideali principali.

Dato un gruppo abeliano G ed un A-modulo M, il gruppo abeliano Hom(G, M) possiede una
naturale struttura di A-modulo con il prodotto per scalare definito dalla formula (af)(z) = af(z)
pera € Aed f € Hom(G, M).

PROPOSIZIONE 5.1.4. Siano G un gruppo abeliano finitamente generato, A un dominio ad
ideali principali ed M un A-modulo finitamente generato. Allora Hom(G, M) ¢é un A-modulo
finitamente generato.

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi esiste un omomorfismo surgettivo di gruppi p: Z" — G e da
questo segue che 'applicazione trasposta

p’: Hom(G, M) — Hom(Z", M),  p"'(f)=fop,
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¢ un omomorfismo iniettivo di A-moduli. D’altra parte ogni omomorfismo f: Z" — M & uni-
vocamente determinato dai valori che assume f nella base canonica di Z" e quindi si ha un
isomorfismo naturale di A-moduli Hom(Z", M) = €} ; M. Dunque, se M & finitamente ge-
nerato, anche Hom(Z™, M) ¢ finitamente generato e, se A ¢ un dominio ad ideali principali
(basterebbe noetheriano), allora per il Lemma 2.1.1 il sottomodulo Hom(G, M) ¢ finitamente
generato. U

La definizione di (pre)fascio di anelli non presenta grosse sorprese. Un (pre)fascio di anelli .4
¢ un (pre)fascio di gruppi abeliani tale che ogni A(U) ¢ un anello per ogni aperto U e la funzioni
di restrizione sono omomorfismi di anelli. E quasi immediato osservare che ogni spiga possiede
un’unica struttura di anello per cui tutti i morfismi A(U) — A,, con x € U, sono omomorfismi
di anelli.

Se A & un (pre)fascio di anelli, un (pre)fascio di sottoanelli di A & un sotto(pre)fascio B C A
tale che per ogni aperto U si ha che B(U) & un sottoanello di A(U). Analogamente si definiscono
i (pre)fasci di ideali.

DEFINIZIONE 5.1.5. Sia A un fascio di anelli commutativi su X. Un A-modulo & un fascio di
gruppi abeliani F equipaggiato di un morfismo di fasci A x F — F tale che per ogni aperto U il
‘prodotto’ A(U) x F(U) — F(U) induce una struttura di A(U)-modulo su F(U). Un morfismo
di A-moduli & un morfismo di fasci che commuta con i prodotti.

DEFINIZIONE 5.1.6. Siano A un fascio di anelli commutativi e F un A-modulo. Diremo che
F e libero di rango n se esistono n sezioni si, ..., s, tali che il morfismo di fasci

éA—LF, (al,...,an)HZaisi
i=1 i

¢ un isomorfismo (’espressione ), a;s; va ovviamente interpretata cum grano salis). Diremo che
F ¢ localmente libero di rango n se ogni punto possiede un intorno aperto U tale che Fji; &
un Aj-modulo libero di rango n.

Lasciamo al lettore il semplice compito di immaginare la corretta definizione di fascio di
spazi vettoriali su di un campo K.

Esercizi.

ESERCIZIO 5.1. Siano A un anello commutativo con unita e I C A un ideale proprio. Provare
ogni elemento di A — I & invertibile se e solo se I & 'unico ideale massimale di A.

EsErciz10 5.2 (Prodotto tensoriale di A-moduli). Sia A un anello commutativo (non neces-
sariamente con unita); dati due A-moduli M, N indichiamo con M ® N il loro prodotto tensoriale
come gruppi abeliani. Si consideri il sottogruppo S € M ® N generato da tutti gli elementi del
tipo am ® n — m ® an, al variare dia € A, m € M e n € N. Definiamo M @4 N = M @ N/S.
Dimostrare che:

(1) esiste un’unica struttura di A-modulo su M ®4 N per cui vale a(
m ® an (sugg.: per ogni a € A, 'applicazione M x N - M @ N, (
Z-bilineare);

(2) Papplicazione M x N = M ®@4 N, (m,n) — m @ n & A-bilineare;

(3) (proprieta universale) per ogni applicazione A-bilineare ¢: M x N — P esiste un unico
morfismo di A-moduli f: M ® 4 N — P tale che f(m ®n) = ¢(m,n).

(4) ogni coppia di morfismi di A-moduli M — M’, N — N’ induce in maniera naturale un
morfismo di A-moduli M @ 4 N — M' @4 N'.

®Xn) =am
n

m,n) — (am)

EsERCIZIO 5.3 (Prodotto cup in coomologia di Cech). Siano I un ricoprimento aperto di X
e A un prefascio di anelli commutativi su X. Per ogni p,q > 0 definiamo

U: CP(U,A) X C’q(L{,A) — Cp+q(U,A), (f Ug)io~-~ip+q = in"‘ipgip"'ip+q7

dove il prodotto a destra dell’'uguaglianza € inteso come il prodotto in A(U;
di fig-ip € Gip-ipy,- Dimostrare:

o--ipiq) delle restrizioni

(1) 11 prodotto U & associativo.
(2) Se f e Z°%U,.A) allora f Ug = gU f per ogni g € CI(U, A).
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(3) Se f & una p-cocatena, allora 6(f Ug) = (6f)Ug+ (—1)Pf U (dg).
(4) Il prodotto U si fattorizza ad un prodotto associativo in coomologia
HP (U, A) x HIU, A) = HH(U, A)
che commuta con le applicazioni di raffinamento e quindi, passando al colimite, induce
un prodotto HP(X, A) x H(X, A) = HPH(X, A).
Nota: abbiamo visto che se f € H(U, A) e g € HI(U, A), allora f Ug = gU f. In generale, si
puo dimostrare (non & banale) che se f € HP(U, A) e g € H1(U, A), allora f Ug = (—1)PlgU f.
ESERCIZIO 5.4. Sia 7: R"™! — {0} — PZ la proiezione canonica e consideriamo su P% il fascio
di anelli A dato dalle funzioni continue. Per ogni intero n definiamo il fascio JF;,, ponendo, per
ogni aperto U C Py
Fo(U) ={f: 771 (U) = R continua | f(tz) =t"f(z) Yz € 7 1(U), 0 # t € R}.

1) Provare ogni F, ¢ un .A-modulo localmente libero di rango 1. Provare inoltre che Fy ¢
libero e F_; non ¢ libero (suggerimento: il rivestimento S™ — P§ non & banale).
2) Provare inoltre che per ogni n esiste un isomorfismo di A-moduli F,, — F,+2.

Nota: si puo fare la stessa costruzione sui numeri complessi e ogni JF,, continua ad essere un
A-modulo localmente libero di rango 1. Si puo anche dimostrare (ma non € banale) che di questi
solamente Fy ¢ libero e F; ¢ isomorfo ad F; solo se ¢ = j.

5.2. Prevarieta

Sia K un campo, per ogni spazio topologico X denotiamo con Kx il fascio delle funzioni
localmente costanti a valori in K e con DK x quello delle sue sezioni discontinue, e cioe

DKx(U)={f:U—-K} =[] K
xelU
Entrambi sono fasci di anelli commutativi con unita.
Data un’applicazione continua F': X — Y, per ogni aperto U C Y denotiamo
F*: DRy (U) — DRx(F~Y(U)), F*(f)=foF.
Si tratta di un omomorfismo di anelli che preserva le unita e le funzioni localmente costanti.

DEFINIZIONE 5.2.1. Una K-prevarieta, o spazio con funzioni in K, ¢ una coppia (X,.A)
con X spazio topologico e A C DK x sottofascio di sottoanelli tale che:
(1) Kx C A,
(2) per ogni aperto U C X ed ogni f € A(U), 'insieme

D(f) :={z e U] f(x) # 0}
e aperto e 1/f € A(D(f)).

Gli elementi di A(U) si dicono funzioni regolari su U ed A prende il nome di fascio struttu-
rale della K-prevarieta.

E utile osservare che, nella definizione precedente, la condizione (1) ¢ equivalente a ciascuna
delle seguenti:

(1a) Ogni anello A(U) contiene le funzioni costanti U € K.
(1b) Ogni anello A(U) contiene la fuzione costante f(z) = 1 ed & un sottospazio vettoriale
di DKx(U).
L’unica implicazione non banale & (1a)=-(1): se f: U — K & localmente costante, allora esiste
un ricoprimento aperto U = U;U; tale che fy;, € costante per ogni i. Ma allora fy, € A(U;) per
ogni 7 e, dato che A ¢ un sottofascio di DKy si ha f € A(U).

ESEMPIO 5.2.2. Per i nostri scopi immediati, I'esempio di preverieta (X,.A) piu rilevante &
quello in cui X ¢ un aperto di R" e A = C* ¢ il fascio delle funzioni di classe C*° a valori reali.

ESEMPIO 5.2.3 (restrizione degli aperti). Una K-prevarieta (X, .4) determina canonicamente
una K-prevarieta (U, Aj;;) per ogni aperto U C X, dove Ay ¢ la restrizione ad U del fascio
strutturale A.
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ESEMPIO 5.2.4 (restrizione a sottospazi). Una K-prevarieta (X, .A) determina canonicamente
una K-prevarieta (Y, .A)y) per ogni sottospazio Y C X. In questo caso il fascio Ay ¢ dato dalle
funzioni che sono localmente restrizioni di funzioni in A. Piu precisamente, se U € un aperto di
Y diciamo che una funzione f € DKy (U) appartiene a Ajy (U) se per ogni = € U esistono un
aperto V di X ed una funzione g € A(V) tali che x € VNY CU e gyny = flvny-

DEFINIZIONE 5.2.5. Nelle notazioni dell’Esempio 5.2.4 diremo che (Y, .A}y) ¢ una sottopre-
varieta di (X, .A). Diremo che una sottoprevarieta (Y,.Ay) ¢ aperta (risp.: chiusa, localmente
chiusa, compatta, connessa ecc.) se il sottospazio Y & aperto (risp.: chiuso, localmente chiuso,
compatto, connesso ecc.).

ESEMPIO 5.2.6 (estensione degli scalari). Se K C F' & una estensione di campi, vi € un modo
naturale di associare ad ogni K-prevarietd (X, .A) una F-prevarieta (X, A).
Iniziamo definendo due prefasci di sottoanelli A, A” C DFx; per ogni aperto U C X poniamo

AU = {Z aifi | ai € F, f; GAX(U)}.

finite

Se pensiamo F' come uno spazio vettoriale su K, allora ogni funzione g € A’(U) si scrive in
maniera unica come g = Y ; a;f;, con f; € A(U) e gli a; € F linearmente indipendenti su K;
in tal caso g(z) = 0 se e solo se f;(z) = 0 per ogni ¢ e quindi D(g) = U} {D(f;) € un aperto. Il
secondo sottofascio di anelli &

A"(U)={f/g| f.g € A(U), g(z) # 0Vx € U}.

Per concludere, definiamo A" C DFy come il sottofascio delle sezioni che appartengono local-
mente a A”. Lasciamo per esercizio la verifica che (X, AF ) € una F-prevarieta e che, nel caso
dell’estensione R C C si ha

A=A = A ={f+ig| f.g€ A}

Per semplificare le notazioni, da ora in poi diremo semplicemente prevarieta al posto di
K-prevarieta quando il campo K & fissato a priori e/o & chiaro dal contesto

DEFINIZIONE 5.2.7. Un morfismo, o applicazione regolare, di prevarieta (sullo stesso
campo K) F: (X, Ax) — (Y, Ay) & un’applicazione continua F': X — Y tale che per ogni aperto
U CY siha F*(Ay(U)) C Ax(F~Y(U)), ossia se per ogni f € Ay (U) vale foF € Ax(F~Y(U)).

Con un leggero abuso di notazione, scriveremo F*Ay C Ax per indicare la condizione
espressa nella precedente definizione di morfismo. E immediato osservare che le identita sono
morfismi e che composizione di morfismi ¢ ancora un morfismo.

EsEMPIO 5.2.8. Se (Y, Ajy) ¢ una sottoprevarieta di (X,.A), allora il morfismo di inclusione
Y — X ¢ anche un morfismo di prevarieta.

Un isomorfismo ¢ un morfismo F': (X, Ay) — (Y, Ay) tale che F' ¢ un omeomorfismo e
F*: Ay (U) — Ax(F~Y(U)) & un isomorfismo di anelli per ogni aperto U C Y. In tal caso F~!
& ancora un isomorfismo di prevarieta.

Vediamo come sono fatti, in concreto, i morfismi tra prevarieta come nell’Esempio 5.2.2.

PROPOSIZIONE 5.2.9. Siano X CR"™ e Y C R™ due aperti e f1,..., fm: X — R le compo-
nenti di un’applicazione continua F: X — Y. Allora F: (X,C®) — (Y,C*) é un morfismo di
prevarietda se e solo se f; € C°(X) per ogni i, ossia se e solo se F' ¢ un’applicazione di classe

ce.

DIMOSTRAZIONE. Se F & un morfismo di prevarieta, ossia se F*C*(V) C C®(F~1(V)) per
ogni aperto V C Y, dato che la restrizione a Y delle funzioni coordinate x1,...,Zm: R™ — R
sono di classe C°°, anche le funzioni f; = F*x; sono di classe C*° su F~1(Y) = X. Viceversa, se
ogni f; & C*, allora per ogni funzione g di classe C* su un V si ha F*g = g(f1,..., fn) che &
ancora di classe C™ su F~!(V) per i ben noti risultati di analisi. O

LEMMA 5.2.10. Siano date due prevarieta (X, A), (Y, E) ed un’applicazione continua F: X —
Y:
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(1) date due basi Bx,By delle topologie di X e Y rispettivamente, F é un morfismo di
prevarieta se e solo se per ogni U € Bx, V € By tali che F(U) CV ed ogni f € E(V)
vale (F*f); € A(U).

(2) dati due ricoprimenti aperti X = UierUs;, Y = UjesV; ed una funzione v: I — J tale
che F(U;) € V() per ogni i, F' ¢ un morfismo di prevarieta se e solo se per ognii € I
Vapplicazione F': (Ui, Ajy,) — (Vy), 5|V7(i)) ¢ un morfismo di prevarieta.

DIMOSTRAZIONE. Entrambe le proprieta seguono facilmente dalle definizioni e dal fatto che
A & un fascio (dettagli per esercizio). O

Esercizi.

EsERCIZIO 5.5. Siano (X, .A), (Y, B) due prevarieta sullo stesso campo, (W, Bjy) una sotto-
prevarieta di (Y, B) e F': X — W continua. Provare che F': (X, A) — (W, Bjy) ¢ un morfismo
di prevarieta se e solo se F': (X, A) — (Y, B) & un morfismo di prevarieta.

EsERrc1z10 5.6 (Incollamento di fasci). Sia (U;)icr un ricoprimento aperto di uno spazio to-
pologico X. Si supponga che siano dati un fascio JF; sull’aperto U; per ogni indice i, e isomorfismi
di fasci fij: Fiu,;, — ]:lez-j per ogni 7,7 € I. Si supponga inoltre che per ogni terna ordinata
1,7,k € I si abbia un diagramma commutativo di isomorfismi di fasci

‘B\Uijk
fis fik

]:j|Uijk ik ]:k’\Uijk

In particolare, f;; = Id (mettere j =k =1) e fi; = f;l (mettere ¢ = k). Definiamo il prefascio
F ponendo, per ogni aperto U C X:

F(U) = {(si) e[[RUNU)

el

fij(sﬂUij) = Sj|u;; POt ognt Zj]} .

Dimostrare che F & un fascio e che esistono isomorfismi di fasci f;: Flo, = Fi tali che f;; =
fjo fi_1 su U;;, per ogni 4,5 € 1.

Viceversa, sia G un fascio su X e si assuma che esistano isomorfismi g;: Fjy, — F; tali che
fij =gjo gi_1 su U;j, per ogni 7, j € I. Dimostrare che G ¢ isomorfo a F.

Spesso, con linguaggio impreciso, ci si riferisce ad F come al fascio ottenuto ‘incollando’ i
fasci F;.

EsErcizio 5.7 (Discesa di fasci). Sia (U;);er un ricoprimento aperto di uno spazio topologico
X e denotiamo con N la famiglia dei sottoinsiemi finiti e non vuoti o C I tali che

Ua = ﬂ Uz 75 @
1€
Si supponga che siano dati un fascio JF,, sull’aperto U, per ogni o € N, e isomorfismi di fasci

fap: Falus — Fp per ogni a C B € N. Si supponga inoltre che per ogni terna o C 3 C v € N
si abbia un diagramma commutativo di isomorfismi di fasci

]:oz|Uw

fa/ fa'y

]:B\U7

F
fﬁv K

Dimostrare che esiste un fascio F su X ed isomorfismi di fasci fo: Fjy, — Fo taliche fopfa = f3
su Ug, per ogni a C f € N. (Sugg.: per ogni i,j € I definire g;; = f{j}{i,j}féi{ij} e usare
I’Esercizio 5.6.)
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5.3. Prevarietad modellate

Si assuma di aver fissato un insieme M di prevarieta definite sullo stesso campo. Chiameremo
modelli gli elementi di M.

DEFINIZIONE 5.3.1. Diremo che una prevarieta (X,.4) ¢ modellata su M se & localmente
isomorfa ad un modello in M, e cioé se per ogni punto x € X esiste un intorno apertox € U C X
tale che la prevarieta (U, A7) sia isomorfa ad un modello in M.

Se M7 e Ms sono due insiemi di modelli tali che ogni elemento di M7 ¢ modellato su My,
allora ogni prevarieta modellata su M; € anche modellata su Ms.

Un modo tradizionale di costruire prevarieta modellate &€ mediante gli atlanti. Per semplicita
di notazione, se (X, .A) ¢ una prevarieta e U C X & un aperto, scriveremo (U, A) per indicare la
prevarieta (U, Ajyy)

DEFINIZIONE 5.3.2. Sia M un insieme di modelli. Un M-atlante di uno spazio topologico
X & una collezione indicizzata (U;, F;, (Vi, &;))ier dove:
(1) (Ui)ier € un ricoprimento aperto di X;
(2) (Vir&) € M per ogni is
(3) F;: Uy — V; & un omeomorfismo per ogni i.
Per tale collezione deve valere la condizione che, per ogni ,j € I tali che U;; = U; NU; # 0,
I’applicazione

(5.1) Fyj = (Fj)u,; o (B Dy s (Vig, &) = (Vi ), dove Vi := F(U; N Uy) €V,
sia un isomorfismo di prevarieta.

TEOREMA 5.3.3. Ogni M-atlante (U;, F;, (V;, &;)) di uno spazio topologico X determina uni-
vocamente un fascio strutturale A che rende (X, A) una prevarieta e tale che F;: (U;, A) —
(Vi, &) sia un isomorfismo per ogni i. In particolare, (X, A) una prevarieta modellata su M.

DiMOSTRAZIONE. Tenendo presente che A deve essere un sottofascio di DK x, per ogni aperto
U C X si deve avere

AWU) ={f: U = K| flunu, € A(UNU;) per ogni i},

mentre la condizione che ogni F;: (U;, A) — (V;,&;) sia un isomorfismo impone AU NU;) =
Fx&(F;(UNU;)) per ogni i; in questo modo abbiamo dimostrato 'unicita di A.

Per quanto riguarda ’esistenza risulta piu agevole lavorare con gli omeomorfismi inversi
G; = Fi_l: Vi — U;. Per quanto visto a riguardo dell’unicita, non dobbiamo fare altro che
verificare che il prefascio di sottoanelli

AWU) ={f: U = K| G (funu,) € &EFi(UNU;)) per ogni i}

¢ il fascio strutturale di una prevarieta che soddisfa le condizioni del teorema.

Siccome una funzione f: U — K ¢ localmente costante se e solo se ogni restrizione f: UNU; —
K & localmemte costante, si ha Ky C A.

Dato che A C DKy, per mostrare che A & un sottofascio basta provare che per ogni unione
di aperti W = UjesW; ed ogni funzione f: W — K tale che fi, € A(W;) per ogni j si ha
feAW); se

G (fiw;nv;) € E(Fi(W; 0 U)),
per ogni ¢, j, allora
G (fiw,nv) = G (fiw,nu,) in F(W; 0 Wy, N U;)
e dato che &; & un fascio esiste g; € & (F;(W NU;)) tale che g; = fo(f\wiji) su Fy(W; NU;) per
ogni j. Ma allora fiwny, = Fj'(g) € F&(F(W NU;)).

Se f € A(U) allora D(f) = U;D(fiunu,) ed ogni D(fiyny,) ¢ un aperto in U N U;. Inoltre
1/f € A(D(fjunv,)) per ogni i e quindi 1/f € A(D(f)) per le proprieta di fascio.

Abbiamo quindi provato che (X,.A) & una prevarieta. Sia adesso i un indice fissato e di-
mostriamo che per ogni aperto W C U; si ha A(W) = F}&(F;(W)). L’inclusione A(W) C
Fx&(F;(W)) segue dalla definizione di A; dimostriamo l'inclusione opposta, ossia che per ogni
g € &E(Fi(W)) st ha F(g) € A(U), ossia che per ogni j vale I/ (9)wru, € F;&(F;(W NU;)).
Ma questo segue immediatamente dal fatto che Fj; ¢ un isomorfismo di prevarieta. O
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Una generalizzazione della costruzione di prevarieta a partire da atlanti & quella che in gergo
viene detta ‘incollamento’. Il dato di partenza, detto dato di incollamento, & composto da
un campo K e tre collezioni di oggetti che chiameremo rispettivamemte base, pezze e cociclo,
definiti nel modo seguente:

1) La base & una collezione indicizzata di aperti (U;);es in uno spazio topologico X.

2) Le pezze sono delle coppie (Y;,p;), con i € I, dove Y; & una prevarieta su K e p;: Y; — U;
applicazione continua. Date base e pezze, per ogni ig,...,%, € I denotiamo
-1
Koilmip :pio (Uzozp) g }/Z'()

considerata come sottoprevarieta aperta di Y;,.

3) 11 cociclo ¢ una collezione di isomorfismi di K-prevarieta

fijg: Y=Yy, i, el

tali che
(52) pifz'j = pj su }/]Z VZ,] S I,
(5.3) firftfiy=1d su Y Vi, j kel

Gli isomorfismi f;; vengono usualmente detti funzioni di incollamento e la condizione (5.3)

condizione di cociclo. E immediato verificare che la condizione di cociclo e del tutto equivalente
a

fii=1d per ogni i € I,
(5-4) fii =1 per ogni 4,j € I,
fij = firfr; per ognii,j k€.

Infatti dalle fjkfijclfij = Id segue (per i = j = k) fi;; = Id per ogni i, poi (per i = k) che
fij = f3;! ed infine che fi; = fikfﬁgl = fikSrj-

TEOREMA 5.3.4 (di incollamento). Siano date la base (U;)icr, le pezze pi: Y; — U; e le fun-
zioni di incollamento f;; come sopra. Allora esiste una prevarieta Y assieme ad un’applicazione
continua p: Y — X e isomorfismi q;: Y; — p~Y(U;) tali che pg; = p; per ogni i e fij = q{lqﬂy_i
per ogni t,j € I. ’

Inoltre, se X e ogni Y; sono di Hausdorff, anche Y ¢ di Hausdorff.

DIMOSTRAZIONE. Iniziamo con il costruire Y come spazio topologico e p: Y — X come
applicazione continua. Denotiamo con W = [[Y; l'unione disgiunta degli spazi topologici Y;:
nella topologia dell’'unione disgiunta un sottoinsieme U C W & aperto se e solo se U NY; e aperto
per ogni 7; in particolare ciascun Y; € aperto in W. Dati z,y € W definiamo = ~ y se, detti
i,j € I gli indici tali che z € Y;, y € Yj si ha pi(z) = p;(y) e UiNUj e fi(y) = .

La relazione ~ e di equivalenza: le proprieta riflessiva, simmetrica e transitiva seguono fa-
cilmente dalle condizioni f;; = Id, f;; = ng e fij = fikfrj. Definiamo Y = W/ ~ (quoziente
topologico) e denotiamo con

g W—=Y=W/~
la proiezione al quoziente. Per la proprieta universale delle identificazioni, ’applicazione continua
W — X, x— pi(r) sex e,

si fattorizza ad un’applicazione continua p: ¥ — X.

Per ogni ¢ € I denotiamo con ¢;: Y; — Y la restrizione di ¢ a Y;: per costruzione pg; =
pi: Y; — U; per ogni i e, dati x € YV;, y € Y; si ha ¢i(z) = ¢;(y) se esolose x € YVjj, y € Yj; e
z = fij(y)-

Proviamo adesso che le applicazioni continue ¢;: Y; — p~!(U;) sono omeomorfismi, ossia
aperte e bigettive. Per dimostrare che ¢; € aperta bisogna provare che per ogni j ed ogni aperto
V CY;siha ¢ (g;(V)) NY; aperto in Yj; cid & vero in quanto

T N a(V)NY;={yeY;| eV, fijly) =z} = fH:(VNY).
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Sempre per definizione di ~ dati due punti x,y € Y; si ha ¢;(z) = ¢;(y) se e solo se x = f;(y)
ossia se e solo se x = y. Per finire, sia u € p~!(U;) e prendiamo w € W tale che q(w) = w.
Se w € Yj allora p(u) = pj(w) € U; N Uj, dunque v = g(w) = ¢;(fij(w)). Abbiamo quindi
dimostrato, nell’ordine, che ¢;: Y; — p~!(U;) & continua, aperta, iniettiva e surgettiva.

Se X ed ogni Y; sono di Hausdorff, dati z,y € Y, x # y, se p(z) # p(y), siccome X & di
Hausdorff e p & continua ne segue che z, y hanno intorni disgiunti in Y. Se invece p(z) = p(y) € U;
allora z,y appartengono entrambi all’aperto p~!(U;) che ¢ di Hausdorff. Dunque anche Y & di
Hausdorff.

Per concludere, basta osservare che se prendiamo come insieme dei modelli M = {Y;}ier,

allora {(p~'(U;), q; 1 ¥i)}Yier & un M-atlante e quindi determina una struttura di prevarieta su
Y. ]

Osserviamo che il dato (Y, p,q;) costruito nel teorema di incollamento € unico a meno di
isomorfismo: se Z ¢ una prevarieta dotata di un applicazione continua 7: Z — X e isomorfismi
s;: Y; — r~1(U;) tali che rs; = p; per ogni i e f;j = 5;15]- per ogni 1, j, allora le applicazioni
8iq; 1si incollano ad un isomorfismo ¢: Y — Z tale che r¢ = p.

5.4. Spazi tangente e cotangente di Zariski

Ricordiamo dai corsi di algebra che un anello commutativo si dice locale se possiede un unico
ideale massimale. Ad esempio, ogni campo ¢ un anello locale (con 0 unico ideale massimale).
Equivalentemente, I’anello A ¢ locale se esiste un ideale proprio I C A tale che ogni elemento di
A — I ¢ invertibile.

LEMMA 5.4.1. Sia (X, .A) una K-prevarieta. Allora per ogni x € X, la spiga A, del fascio A
nel punto x, oltre ad essere uno spazio vettoriale su K, é un anello locale con ideale massimale

m, = {f € A; | f(x) =0}

DIMOSTRAZIONE. L’ideale m, & proprio poiché K C A, (germi di funzioni costanti) e KN
m, = 0. Se f, € A, — m,, allora f, & rappresentato da una funzione f € A(U) tale che z € U e
f(xz) #0. Ma allorax € D(f) ={yecU| f(y) #0e (V,1/f) & l'inverso di f; in A,. O

DEFINIZIONE 5.4.2. Per ogni punto x in una K-prevarieta (X, A) il K-spazio vettoriale m, /m?2
viene detto spazio cotangente di Zariski di X nel punto z. L’applicazione lineare
d: A, me/mgv df:f*f('r) (mOd mg)a
viene detta differenziale di de Rham nel punto x.

Ricordiamo che, per definizione, m? & l'ideale formato delle somme finite di elementi del tipo

fg, con f,g €my.
Per definire d abbiamo usato il fatto che A, contiene i germi di funzioni costanti. Se f & il

germe di una funzione costante allora df = 0, e per ogni f,g € A, vale la formula di Leibniz
d(fg) = fg— f9(@) = (f = f())(g — 9(x)) + (f — f(2))g(x) + f(z)(g — g())
=dfg(z) + f(z)dg  (mod m3).
DEFINIZIONE 5.4.3. 1l duale del cotangente
T,X := Homg (m,/m?, K)
viene detto spazio tangente di Zariski di X nel punto x.

E utile dare una diversa interpretazione dello spazio tangente di Zariski in termini di deri-
vazioni nell’anello dei germi A,.
Diremo che un’applicazione a: A, — K & una K-derivazione se:

(1) « & K-lineare;
(2) per ogni f,g € A, vale la regola di Leibniz:
a(fg) = a(f)g(x) + f(z)a(g).
Le K-derivazioni A, — K formano uno spazio vettoriale che denoteremo Derg (A, K).

TEOREMA 5.4.4. Esiste un isomorfismo di spazi vettoriali 6: Derg(A,, K) — T, X univoca-
mente determinato dalla condizione 0(a)(df) = a(f) per ogni f € A,.
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DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che per ogni K-derivazione a: A, — K si ha a(K) = a(m?2) =
0.
Infatti, per la regola di Leibniz (1) = a(1-1) = a(1) + a(1) da cui segue a(1) = 0 e per

K-linearita a(c) = 0 per ogni ¢ € K. Se f, g € m,, per la regola di Leibniz
a(fg) = a(f)g(z) + f(z)alg)

e siccome f(z) = g(z) = 0 si ha a(fg) = 0. Inoltre, se f € my, il suo differenziale df coincide
con la sua classe al quoziente m,/m2 e quindi risulta ben definito

O(a) € T, X, 0(a)(df) = a(f) per ogni f € m,.

L’applicazione 6 ¢ lineare; resta da dimostrare che vale 6(«)(df) = «(f) per ogni f € A, e
provare che esiste §~1. Per ogni f € A, ed ogni a € Derg (A, K), siccome a(f(z)) = 0 si ha

a(f) = a(f = f(z)) = 0()(d(f = f(2))) = () (df).
L’uguaglianza 0(«)(df) = a(f) implica immediatamente che 6 ¢ iniettiva. Per concludere, rimane
da dimostrare che per ogni applicazione lineare 3: m,/m2 — K, I’applicazione

ar A, = K, a(f) = B(df),
¢ una K-derivazione. La K-linearita di « ¢ chiara. Date f,g € A si ha

a(fg) = B(d(fg)) = B((df)g(z) + f(z)(dg)) = a(f)g(z) + f(z)alg).
O

Consideriamo adesso un morfismo F': (X, A) — (Y,&) di prevarieta sullo stesso campo K.
Prendiamo un punto z € X e denotiamo y = F(z). Possiamo allora definire un omomorfismo
di anelli F*: & — Ag; se f, € & ¢ il germe di una funzione regolare f € £(U), y € U, si
definisce F*(f,) come il germe in z della funzione regolare F*f = fo F € A(F~}(U). E chiaro
che F*fy(x) = fy(y) e quindi F*(my) C m,. Inoltre, F*K = K e F* & anche K-lineare.

Possiamo quindi definire un’applicazione lineare tra gli spazi tangenti di Zariski

dF: T, X = T,Y

detta, differenziale di F' in z, ponendo dF(«) = « o F* per ogni derivazione a: A, — K.
Lasciamo per esercizio la semplice verifica che dF'(«) € Derg (&, K) e che, via 'isomorfismo del
Teorema 5.4.4, dF ¢ il trasposto di F*: m,/m2 — m,/m2.

ESEMPIO 5.4.5. Consideriamo la prevarieta (R2, C*), la sua sottoprevarieta
Y ={(z,y) eR? | y* = 2%}

ed il punto p = (0,0) € Y. Lasciamo per esercizio al lettore la prova che l'applicazione R — Y,
t s (t2,1%), & un omeomorfismo.

Vogliamo mostrare che lo spazio tangente 7,,Y ha dimensione strettamente maggiore di 1.
Sia A il fascio strutturale di Y'; per definizione di sottoprevarieta la restrizione ad Y di funzioni
C™ su aperti di R? induce un omomorfismo surgettivo tra le spighe 7*: Cp° — Ap. Proviamo
che le due derivate parziali

0.0, CF SR, 0u(1) = -0 34(1) = G0
si annullano entrambe sul nucleo di 7* e quindi si fattorizzano a derivazioni 0, 0,: A, — R. Sia
g una funzione di classe C* definita in un intorno di p e tale che gy = 0. Dunque per ogni ¢t € R
sufficientemente piccolo si ha g(t2,t3) = 0. D’altra parte per la formula di Taylor, in un intorno
di p si ha
l9(2,y) — Bu(g)a — 9y (9)y| < K (2* +y°),
per un’opportuna costante positiva K; questo implica

102(9)t* + 0, (9)t?| < K (t* +t°)

e facendo tendere t a 0 si ottiene 0,(g) = 9y(g) = 0. Dal calcolo delle derivazioni 0,0, € T,Y
sulle funzioni x|y e yy segue la loro indipendenza lineare.

(Nota: il conto sarebbe stato piut semplice se avessimo potuto usare il fatto, vero ma non
dimostrato in queste note, che il nucleo di r* € uguale all’ideale principale generato dal germe di

y?> — )
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Esercizi.

ESERCIZIO 5.8. Provare che, per ogni primo p, il sottoanello Z,) C Q, formato dalle frazioni
del tipo n/m con m non divisibile per p, & un anello locale. L’inclusione Z,) — Q mostra che,
in generale, un omomorfismo A — B di anelli locali non mappa l'ideale massimale di A dentro
I'ideale massimale di B.






CAPITOLO 6

Varieta differenziabili

Gia potremmo definire una varieta differenziabile come uno spazio localmente euclideo para-
compatto di Hausdorff che possiede atlanti di classe C°°. Tuttavia, nell’ottica di rendere le suc-
cessive considerazioni coomologiche piu chiare, & pitt opportuno vedere le varieta differenziabili
come particolari esempi di prevarieta modellate.

Chi preferisce mantenere un approccio piu tradizionale puo consultare le centinaia di testi
disponibili in letteratura, come ad esempio [4, 16, 22, 30, 49, 51], solo per citarne alcuni.

6.1. Varieta differenziabili

Non esiste una nozione generale di varieta ma esistono varie nozioni di varieta modellate
ottenute aggiungendo di volta in volta ipotesi sulla topologia e/o sull’insieme dei modelli e/o sui
morfismi dai modelli alla varieta.

Nello specifico delle varieta differenziabili si prende K = R e come insieme dei modelli
M = U2 M, dove M,, ¢ la famiglia di tutti gli aperti di R dotati del fascio delle funzioni
C*. Ogni prevarieta modellata su M risulta automaticamente uno spazio localmente euclideo;
per come abbiamo definito M, ogni sottoprevarieta aperta di un modello ¢ ancora un modello.

DEFINIZIONE 6.1.1. Sia M come sopra, una prevarieta (X, ) modellata su M si dice una
varieta differenziabile se X & paracompatto di Hausdorff. Se & modellata su M,, diremo che
(X, &) ha dimensione n e si scrive dim X = n.

In particolare, ogni modello di M,, & una varieta differenziabile di dimensione n.

Giova ricordare che, per il teorema di invarianza della dimensione, un aperto non vuoto di
R™ & omeomorfo ad un aperto di R™ solo se n = m. Da questo segue che ogni componente
connessa di una varieta differenziabile ha una sua dimensione ben definita che dipende solo dalla
struttura topologica e non dal fascio strutturale. Per la Proposizione 4.5.10, nella Definizione 6.1.1
la condizione di paracompattezza puo essere equivalentemente sostituita con l'ipotesi che ogni
componente connessa sia a base numerabile, oppure che ogni componente connessa sia unione
numerabile di compatti. Per la medesima proposizione, ogni sottoprevarieta aperta di una varieta
differenziabile ¢ ancora paracompatta di Hausdorff e modellata su M, e quindi una varieta
differenziabile.

OSSERVAZIONE 6.1.2. In letteratura di trova spesso una definizione piu restrittiva di varieta
differenziabile, in cui la condizione di paracompattezza ¢ sostituita con il secondo assioma di
numerabilita; le due definizioni differiscono solo nel caso in cui ci sia una quantita pit che nume-
rabile di componenti connesse. In queste note abbiamo optato per 'ipotesi di paracompattezza
al fine di rendere immediatamente applicabile la teoria coomologica di Cech.

Nel contesto delle varieta differenziabili, i morfismi vengono detti applicazioni differen-
ziabili, gli isomorfismi sono detti diffeomorfismi e gli M-atlanti (U;, F;, (V;, C*)) sono detti
atlanti differenziabili.

La traduzione della Proposizione 5.2.9 in questa nuova terminologia assume un aspetto molto
rassicurante e ci descrive completamente le applicazioni differenziabili tra i modelli di M.

PROPOSIZIONE 6.1.3. Siano X CR"™ eY CR™ aperti e F': X — Y continua con componenti
fi,--o, fm- Allora F' & un’applicazione differenziabile se e solo se ogni f; & una funzione C*° su
X.

ESEMPIO 6.1.4. Siano (X, &) una varieta differenziabile e f1,..., fn, € £(X). Allora I'appli-
cazione

F:(flvafm)X_)Rm

115
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¢ differenziabile. Dato che ogni f; & continua, anche F' & continua. Basta allora verificare che e
differenziabile la restrizione di F' ad ogni aperto di un atlante differenziabile fissato, e questo
segue immediatamente dalla Proposizione 6.1.3.

DEFINIZIONE 6.1.5. Siano U un aperto in una varieta differenziabile (X, £) di dimensione n

exy,...,x, € E(U); abbiamo dunque un’applicazione differenziabile F' = (z1,...,2,): U — R™.
Diremo che zy,...,x, sono coordinate locali in U se F(U) ¢ aperto e F': U — F(U) ¢ un
diffeomorfismo.

Ogni punto possiede un intorno aperto dotato di coordinate locali; basta infatti prendere
un elemento (U, F, (V,C*)) di un atlante differenziabile tale che x € U e come funzioni z; le
componenti di F', ossia x; = F*y; dove y1,...,yn sono le restrizioni a V' delle funzioni coordinate
in R™.

EseMPIO 6.1.6 (Le sfere). Consideriamo S™ = {z € R"*! | ||z|| = 1} come sottoprevarieta di
R™ ! ossia con fascio strutturale £ dato delle funzioni che sono localmente restrizione di funzioni
C™ su aperti di R"*!, cf. Esempio 5.2.4, e proviamo che (S",€) & una varieta differenziabile di
dimensione n, ossia che ogni punto x = (xy, .. ., x,) possiede un intorno aperto diffeomorfo ad un
aperto di R”. A meno di permutazioni di indici non e restrittivo supporre xg # 0 e supponiamo
inoltre, per fissare le idee, che zyp > 0 (il caso xzy < 0 si tratta alla stessa maniera). Allora
U={xeS"|xy>0}e&un intorno aperto di x in S™ e la proiezione

p:U—=R"  plxo,...,zn) = (T1,...,Tp),

definisce un omeomorfismo tra U e la palla aperta B = {x € R" | ||z|| < 1} con inverso

q: B—=U, q(xl,...,:cn):(,/1—Zix?,az1,...,xn>.

Dato che ¢ & di classe C* come applicazione da B ad R™!, I'operatore ¢* trasforma le
restrizioni ad S™ di funzioni C* su aperti R”*! in funzioni C™ su aperti di B; questo prova che
g € un’applicazione differenziabile. Viceversa, se V' C B aperto e f € C*°(V) allora p*(f) ¢ la
restrizione a S™ della funzione g(xo, ..., zn) = f(x1,...,2y) che & di classe C* su R x V; questo
prova che anche p € un’applicazione differenziabile.

EsEmMPIO 6.1.7 (Il gruppo speciale ortogonale). Sia SO, (R) C M, ,(R) il chiuso delle ma-
trici ortogonali a determinante 1. Proviamo che, con la struttura di prevarieta ereditata da
My n(R) = R™ & una varietd differenziabile di dimensione n(n — 1)/2. Dato che il gruppo or-
togonale agisce per diffeomorfismi su M, ,(R) e transitivamente su se stesso, basta dimostrare
che la matrice identita possiede in SO, (R) un intorno diffeomorfo ad un aperto di R™"~1/2,
La prima carta locale che viene in mente ¢ indubbiamente quella formata dall’esponenziale di
matrici antisimmetriche; per differenziarci ed aggiungere un pezzettino di conoscenza seguiremo
un’altra strada, e pitt precisamente useremo la cosiddetta trasformata di Cayley (1846).

Denotiamo con @ C M, »(R) il sottospazio delle matrici antisimmetriche e con W C M, ,(R)
I'aperto delle matrici che non hanno —1 come autovalore. Iniziamo con 1’analizzare le proprieta
dell’applicazione differenziabile

F:W = M,,(R), FA)=I-A)T+A)"

(1) Per ogni A € W si ha F(A) = (I + A)~Y(I — A), infatti (I + A)~! commuta con I + A
e quindi anche con tutte le matrici del tipo A + AI.
(2) Si ha F(W) C W. Infatti per ogni A € W la matrice

I+FA) =T+ -AI+A) ' =(T+A)+T-A)T+A) P =2I+4)""

¢ invertibile con inversa (I + F(A))™! = (I + A)/2.
(3) FoF =1d, infatti per ogni A € W si ha
F(F(A)) = (I FA) (I + FA)™ = (- (1~ A+ )~ EED
LI+ A4)
2

=((I+4)—(I-A)I+A) — A
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Dunque F' & un diffeomorfismo di W in sé. Per concludere basta dimostrare che una matrice A
¢ speciale ortogonale se e solo se F'(A) ¢ antisimmetrica; in questo modo abbiamo trovato un
diffemorfismo tra W N SO, (R) (aperto di SO,(R)) e W NQ (aperto di Q).

Sia A € W antisimmetrica; allora det(I + A) = det((I + A)T) = det(I — A) e questo prova
che F(A) ha determinante +1 e

FA =((IT+A™ Y1 -AT =T+ T+A)=T-A)"T+A)=FAL
Dunque F(Q N W) C W N SO,(R) e per concludere basta provare che se E € W & ortogonale,
allora F'(F) ¢ antisimmetrica.

FEE) =((I+E) ) (I-E'=I+E) ' (I-E
= (EYE+D) N EYE-I)=(E+I)"YE-I)=-F(E).
11 conto precedente mostra implicitamente che se E ¢ ortogonale e det(I+ F) # 0 allora det(F) =
1; questo puo essere dimostato direttamente osservando che
det(I + E) = det(I + ET) = det((E 4+ I)ET) = det(I + E) det(ET).

La trasformata di Cayley ha senso su ogni campo di caratteristica diversa da 2; I'unica differenza
sui reali e che in questo caso si ha Q C W.

ESEMPIO 6.1.8 (Spazi proiettivi reali). Sia

p: R™L {0} = P :=P2,  p(20,...,20) = [20,-- -, Znl,

la proiezione naturale. Ricordiamo dai corsi di topologia che P™ & compatto di Hausdorff e che
p € una identificazione aperta; in particolare, per ogni aperto U C P" ed ogni spazio topologico
X, un’applicazione f: U — X & continua se e solo se fp: p~*(U) — X & continua.

Definiamo il fascio di sottoanelli £ C DRpr ponendo, per ogni aperto U,

EU)={f:U—=R|[fpeCep(U))}

e proviamo che la prevarieta (P", £) ¢ una varieta differenziabile di dimensione n, mostrando che
per ogni ¢ = 0,...,n 'applicazione

Fy:U={[z] €P" |z #0} > R",  Fjlz] = (Z(’,...,Zl—l,‘z’*l,...,%) :
% Z % Zj
¢ un isomorfismo. Osserviamo preliminarmente che ogni endomorfismo lineare invertibile di R+
¢ anche un diffeomorfismo; da questo e dalla definizione di £ segue immediatamente che ogni
proiettivita € un isomorfismo di prevarieta.
Basta quindi dimostrare che Fy € un isomorismo. L’applicazione bigettiva Fy € continua in
quanto lo ¢ Fyp; la sua inversa F|, 14 continua in quanto composizione di p e

i: R™ — R"™ — {0}, (1, xn) = Lz, ..., ).

Per definizione di &, I’applicazione p ¢ un morfismo di prevarieta, lo stesso vale per ¢ e quindi
anche Fj L. R™ - Up & un morfismo di prevarietd. Sempre dalla definizione di £ e dal fatto che

Fop: {x e R"™ | 20 £ 0} - R
e differenziabile, segue che anche Fj € un morfismo di prevarieta.
Da scrivere: altri esempi di varieta, e.g. matrici di rango costante

EseEmP1O 6.1.9. Non tutte le sottoprevarieta di (R™,C°°) sono varieta differenziabili; ad
esempio, 'unione degli assi coordinati di R? non & una varieta differenziabile (esercizio: perché?).

Un altro esempio, meno banale, & dato dal chiuso Y = {(x,y) € R? | y?> = 23} che, seppur
omeomorfo a R (I'applicazione R — Y, t + (t2,#3), & un omeomorfismo), con la struttura
di sottoprevarietd di R? non ¢ una varietd differenziabile. Per dimostrare questo occorre perd
attendere i risultati della Sezione 6.3.

OSSERVAZIONE 6.1.10. E stato dimostrato che in dimensione < 3 ogni varieta topologica
possiede una struttura differenziabile unica a meno di diffeomorfismo. Fino al 1956 era un pro-
blema aperto se due varieta differenziabili omeomorfe fossero anche diffeomorfe (non chiediamo
se ogni omeomorfismo ¢ anche un diffeomorfismo, palesemente falso, ma una cosa diversa).

Poi, nel 1956 arriva John Milnor (aveva 25 anni) e prova che sulla sfera S7 esistono 28
strutture differenziabili tra loro non diffeomorfe (quella standard e altre 27 dette esotiche). A
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Milnor hanno dato la Medaglia Fields e da allora si sono trovati molti altri esempi di varieta
omeomorfe ma non diffeomorfe.

Sorprendentemente, alcune sfere esotiche sono di semplice descrizione; ad esempio, per ogni
r > 0 sufficientemente piccolo, il chiuso X € C8 ~ R!? definito dalle equazioni

=Y, lzll=mr
i=1
¢ una varietd differenziabile omeomorfa ma non diffeomorfa a S?. Come potete immaginare, la
dimostrazione non ¢ né banale né elementare [40].

Fino al 1982 tutti gli esempi di strutture esotiche erano in dimensione > 5, dato che in
dimensione 4 manca uno strumento di indagine fondamentale in questo tipo di problematiche, il
teorema di h-cobordismo. Nel 1982, il dottorando Simon Donaldson (25 anni pure lui) studia le
varieta in dimensione 4 usando idee derivanti dalla fisica teorica (equazione di Yang—Mills) ed i
suoi risultati sulla struttura del prodotto di intersezione in coomologia intera, uniti a precedenti
risultati di Freedman e Casson, dimostrarono che esistono varieta topologiche di dimensione 4 che
non possiedono alcuna struttura differenziabile, e che esistono varieta differenziabili omeomorfe
ma non diffeomorfe a R*. Da notare che per n # 4 ¢ dimostrato che tutte le strutture differen-
ziabili su R” sono tra loro diffeomorfe, mentre dovrebbe essere ancora irrisolta la questione se
esistono S* esotiche.

Nel 1994, buona parte della teoria di Donaldson [6], piuttosto complessa dal punto di vista
matematico, e stata semplificata da Edward Witten che ha sostituito ’equazione di Yang—Mills
con I’equazione di monopolo (sebbene mai osservati in natura, i monopoli magnetici sono studiati
perché 'esistenza di uno solo di essi nell’intero universo spiegherebbe la natura discreta della
carica elettrica [26]; se ho capito bene, ma non garantisco nulla, perché sono compatibili solo con
la versione quantistica delle equazioni di Maxwell). Witten & un fisico e le sue ‘dimostrazioni’
erano alquanto esoteriche (I’ho sentito personalmente parlare di limite all’infrarosso e limite
all’'ultravioletto in teoria di gauge!) ma sono state rese rigorose e comprensibili, vedi [42]. A
Witten la Medaglia Fields non ’hanno data, ma solo perché I’aveva gia presa nel 1990 per altri
contributi.

L’angolo dell’ego: nel 1997 pure io ho dato un piccolo, e nemmeno minimamente comparabile,
contributo a questo tipo di problematiche trovando esempi di varieta compatte di dimensione 4
il cui insieme di strutture complesse € sconnesso (era un problema aperto).

Esercizi.

ESERCIZIO 6.1. Provare che la restrizione a S™ di ogni operatore ortogonale di R**! & un
diffeomorfismo.

EsErcizio 6.2. Sia p = (1,0,...,0) € S™. Provare che la proiezione stereografica

1

f:8"—={p} —>R", f(x)= 1_360(901,...,;1:”),

¢ un diffeomorfismo.

EsERrci1z10 6.3. Provare che le proiettivita sono diffeomorfismi dello spazio proiettivo in sé.

6.2. Bernoccoli e partizioni dell’unita

Con l'obiettivo primario, ma non esclusivo, di dimostrare che il fascio strutturale di ogni
varieta differenziabile, pensato come fascio di gruppi e non di anelli, & un fascio fine, partiamo
scegliendo una qualsiasi funzione h: R — [0, +oo[ di classe C™ tale che h(t) > 0 se e solo se
t > 0; ad esempio possiamo prendere

—1/t
R

Poi, per ogni coppia di numeri reali r < R consideriamo la funzione, ancora di classe C'*°
h(R —t)
h(R—1t)+h(t—r1)

hr,R: R — [0, 1], hT,R(t) =
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che soddisfa le condizioni:
(1) hyr(t) =1seesoloset <r,
(2) hyr(t) =0seesoloset>R.

Fissato un intero n > 0, consideriamo le funzioni ¢, r: R — [0,1], dette bernoccoli o
funzioni bump, definite al variare di p € R" e 0 < r < R come

(6.1) bprr(y) = hrr(llp —yl)

che sono di classe C* e tali che:

(1) ¢prr(y) =1seesolose |p—y| <r,
(2) ¢prr(y) =0seesolose |p—y| > R.

~

- ¢p,r,R(x)
ﬂw ﬂ

> r R

F1GURA 6.1. La funzione h e relativi bernoccoli

Le funzioni bump sono uno strumento indispensabile nello studio delle varieta differenziabili.

LEMMA 6.2.1. Siano X wuna varieta differenziabile, x € X un punto, U C X wun intorno
aperto di x. Esiste allora una funzione f: X — [0,1] di classe C™ che vale 1 in un intorno di x
e Supp(f) ={x € X | f(x) # 0} ¢é un sottospazio compatto di U.

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo una carta locale (W, V,4) in un intorno di z, ossia z € W C X
e V C R™ aperti, e ¢p: W — V diffeomorfismo. Denotiamo p = ¥ (z) € V' e scegliamo due numeri
reali positivi 0 < r < R con 'unica condizione da rispettare

B(p,R) ={y eR" [ [lp—yl <R} S¢(UNW).

Quindi K := ¢~1(B(0, R)) & un sottospazio compatto di U N W; dato che X & di Hausdorff il
sottospazio K ¢ chiuso in X.
Per concludere basta definire

_ Joprr(P(y)) seyeW,
f(y)_{() seye X — K.

0

DEFINIZIONE 6.2.2 (partizione dell’unita). Sia U = (U;)ier un ricoprimento aperto di una
varieta differenziabile X. Chiameremo partizione dell’unita subordinata ad I/ una collezione
(fi)ier di funzioni differenziabili su X tali che:

(1) fir X —[0,1] e Supp(f;) € U; per ogni i;
(2) la famiglia dei supporti {Supp(f;)}icr € un ricoprimento chiuso localmente finito di X;

(3) > fi=1

Come nel caso delle partizioni dell’identita per i morfismi dei fasci, non e escluso che per
alcuni indici i si abbia f; = 0 e Supp(f;) =0

TEOREMA 6.2.3. In una varieta differenziabile ogni ricoprimento aperto possiede partizioni
dell’unita subordinate.

DIMOSTRAZIONE. Dato che le componenti connesse di X sono aperte, e sufficiente dimostrare
che per ogni componente connessa X' esiste una partizione dell’unita subordinata al ricoprimento
(X" NUj)ier. Non & quindi restrittivo supporre che X sia connessa e quindi a base numerabile.
Per ogni Y C X denotiamo con Y° C Y la sua parte interna.

Il Lemma 6.2.1 ci permette di scegliere, per ogni punto € X, un indice vy(x) € I tale che
7 € Uy(y) ed una funzione ¢,: X — [0, 1] di classe C*° tale che:

(1) ¢ vale 1 in un intorno di z;
(2) Supp(¢e) € Uy(s)-
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Il primo dei punti precedenti ci permette di considerare il ricoprimento uniforme X = U,V,,
dove V, := (¢;!(1))°. Dato che X ha una base numerabile di aperti, il ricoprimento (V,)zex
possiede un sottoricoprimento numerabile (Vp,Vi,...) che si porta appresso una successione
(b0, ¢1, - ..) di funzioni differenziabili ¢,,: X — [0, 1] ed una funzione di raffinamento v: N — [
tali che ¢,, vale identicamente 1 su V, e Supp(én) € Uy, per ogni n € N.

Definiamo gli aperti
Wy i={z € X | ¢n(x) >0e ¢i(x) <1 perogni0<i<n}.

E chiaro che W,, C ¢;,1(]0,1]) e, prendendo le chiusure, che W,, C Supp(¢,) C Us(n) Per ogni n.
Dimostriamo che (W),)nen € un ricoprimento aperto localmente finito di X. Sia x € X,
siccome z € U,V,, 'insieme M(z) = {n € N | ¢,(x) = 1} &€ non vuoto e, se m(z) indica il suo
minimo, si ha x € Wy,(,). Siccome ¢, = 1 su Vj,, si ha che V,, "Wy, = () per ogni k > n, e quindi
ciascun aperto V,, interseca un numero finito di aperti W.
In particolare, sono localmente finiti sia il ricoprimento chiuso (W,,)nen che il ricoprimento
aperto

(Adier, A= | W
{nly(n)=i}
Sia h: R — [0,1] di classe C™ tale che h(t) > 0 se e solo se t > 0. Per ogni n definiamo
gn: X — [0, 1] come il prodotto

gn(ﬂﬁ) = h<¢n(x))h(1 - (bO(x)) T h(l - ¢n_1($))7

osservando che vale g, (x) > 0 se e solo se z € W,,.
Dunque g =), gn € ben definita, di classe C* e sempre positiva. Basta definire

1 .
fi = ; Z 9n, (S I?
{nly(n)=i}
e osservare che
Suwpp(fi)= |J Wu= |J WacCU
{nly(n)=i} {nly(n)=i}
per avere una partizione dell’'unita subordinata al ricoprimento.

0

COROLLARIO 6.2.4 (funzioni di Urysohn). Siano A, B chiusi disgiunti di una varieta diffe-
renziabile X. Allora esiste f: X — [0,1] di classe C*° tale che fija =0 e fijp = 1.

DIMOSTRAZIONE. Prendiamo f = fy, dove fy,fi = 1 — fy € una partizione dell’unita
subordinata al ricoprimento Uy =X — Ae U; = X — B. ]

COROLLARIO 6.2.5. Sia (X, &) una varieta differenziabile. Allora ogni £-modulo é un fascio

fine.

DIMOSTRAZIONE. Se F & un £-modulo, per ogni ricoprimento aperto (U;);er di X basta
considerare i morfismi di fasci f;: F — F ottenuti per moltiplicazione con le funzioni di una
partizione dell’unita subordinata al ricoprimento. ]

Esercizi.

ESERCIZIO 6.4. Siano (X, ) una varieta differenziabile e x € X. Provare che ’'omomorfismo
di anelli n: £(X) — &, & surgettivo.

ESERCIZIO 6.5. Siano (X, £) una varieta differenziabile e (Y, £y-) una sottoprevarieta chiusa.
Provare che I'omomorfismo di restrizione £(X) — &y (Y) ¢ surgettivo.
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6.3. Spazi tangenti

In ogni varieta differenziabile (X, £), in quanto preverieta, possiamo definire gli spazi tangenti
di Zariski, da ora in poi chiamati semplicemente spazi tangenti:

T, X = Derg (&, R), r e X.

Osserviamo subito che se (U, £y) ¢ una sottovarieta aperta di X, siccome i fasci £ e £y hanno
le stesse spighe nei punti di U, si ha T,,U =T, X per ogni x € U.

Per iniziare, dimostriamo che se (X, £) ha dimensione n, allora tutti gli spazi tangenti T, X
sono spazi vettoriali reali di dimensione n. A tal fine, osserviamo che se F: U — V C R" &
una carta locale tale che F'(z) = 0 (una tale carta esiste sempre dato che le traslazioni in R"
sono diffeoemorfismi), il differenziale dF': T, X = T, U — ToV = TyR"™ & un isomorfismo di spazi
vettoriali. Basta quindi provare che lo spazio vettoriale ToR™ ha dimensione n.

LEMMA 6.3.1 (formula di Taylor). Siano U C R™ un aperto, p = (p1,...,pn) € U un punto e
feC>(U). Allora esistono delle funzioni a supporto compatto fi,..., fn € C*(U)y ed numero
reale positivo r tali che B(p,r) CU e

f(z )+ Z —pi) fi(x) nell’aperto B(0,r),
of
o0x;

DIMOSTRAZIONE. Sia € > 0 tale che B(p,e) C U; allora per ogni x € B(p,€) possiamo
scrivere

(6.2)

fi(z) =

(p) perognii=1,...,n.

f(z /dttle—l— Op1y ..ty + (1 —t)py)dt
/ > o

=1

)+ X pl/@xl (1 + (1~ t)p)it.

)p)%(txi + (1 —t)p;)dt

Quindi, le funzioni

o0 tof
0 9T
soddisfano
of -
9i(p) = o2, (), flx)=rf(p)+ Z(wi —pi)gi(xz) per x € B(p,e).

Per finire basta prendere un bernoccolo ¢, g come in (6.1) con 0 < 7 < R < ¢, e definire f; €
C*°(U)p come 'estensione a zero della funzione a supporto compatto g;¢, . r € C(B(p,€))o. O

Per ogni p € R", lo spazio tangente T,R" = Derg(C;°,R) contiene le derivazioni 01, ..., 0n,
definite come

of
0;(f) = .
i(f) o7, (p)
Vogliamo dimostrare che 0i,...,0d, formano una base. L’indipendenza lineare e facile, basta

infatti osservare che
8.%‘j
8.%',‘
Per vedere che generano sia a: Cp;° — R una derivazione, consideriamo gli n numeri reali a; =
. B s . . o
a(z;) e proviamo che a =), a;0;, ossia che per ogni f € Cp° vale

Z az 8%

(p) = d; (delta di Kronecker).
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Segue dalla formula di Taylor (Lemma 6.3.1) che in C§° vale una relazione del tipo

(p) + Z(xz -
=1

con fi,..., fn € Cp° taliche fi(p) = %(p). Ma allora, dato che o annulla le costanti f(p), p1, ..., Pn
e le funzioni x; — p; si annullano tutte in p, si ha

alf) = Z a(z; = pi) fi(p) + (zi(p) — Za’axz

)

Riepilogando, abbiamo dimostrato il seguente risultato.

COROLLARIO 6.3.2 (dimensione dello spazio tangente). Sia (X, ) una varieta differenziabile
di dimensione n. Allora per ogni x € X lo spazio tangente

T,X = Derg (&, R)
e uno spazio vettoriale reale di dimensione n.

OSSERVAZIONE 6.3.3 (rivolta a chi conosce e apprezza gli anelli Noetheriani). Un’altra con-
seguenza della formula di Taylor ¢ che 'ideale massimale my € C§°, 0 € R", ¢ generato dalle
funzioni x;. Dunque m% e I'ideale generato dalle funzioni z;z; e piu in generale m ¢ I'ideale gene-
rato da tutti i monomi di grado s nelle funzioni coordinate x1,...,x,. Dunque tutte le potenze
dell’ideale massimale sono ideali finitamente generati.

Inoltre, I = N2 ym; coincide con l'ideale delle funzioni cha hanno tutte le derivate, di qua-
lunque ordine, nulle nell’origine. Sempre grazie alla formula di Taylor si dimostra che I non &
finitamente generato, e quindi che ’anello dei germi C§° non ¢ noetheriano: diamo solo una trac-
cia di dimostrazione lasciando i dettagli per esercizio. Supponiamo per assurdo che g1, ...,gm € 1
sia un insieme finito di generatori, allora i germi g¢;(t,0,...,0) generano 'ideale dei germi di fun-
zioni nella variabile ¢ che hanno tutte le derivate nulle. Non e quindi restrittivo supporre n = 1.
Dimostriamo adesso che g; = 0 per ogni ¢, in contraddizione con il fatto che I # 0. Per Taylor esi-
stono germi di funzioni hq, ... h,, tali che g;(t) = th;(t) e segue dalla formula di Leibniz che anche
h; € I. Esistono dunque germi di funzioni a;;(t) tali che h;(t) = 3_; a;;(t)g;(t). Per concludere
basta osservare che la matrice I —t(a;;(t)), a coefficienti nell’anello de1 germi, ¢ invertibile.

Nelle prossime versioni delle note il resto di questa sezione sard spostato al capitolo succes-
$100.

Sia adesso (X, &) una varieta differenziabile di dimensione n e denotiamo con DT il fascio
discreto di spazi vettoriali su X associato all’applicazione X 3 x — T,X. Per definizione, dato
un aperto U C X, ogni elemento o € DT(U) ¢ una collezione di vettori tangenti o(z) € T, X,
x € U. Chiameremo le sezioni di DT campi di vettori discontinui.

Per ogni aperto U C X esiste una naturale applicazione bilineare

DTWU) x EU) L DR (U), (o, f)(@) = a(2)(fs) V€U,
dove come al solito f, € £, denota il germe di f in z. Tali applicazioni bilineari commutano con
le restrizioni a sottoaperti nella maniera ovvia.

DEFINIZIONE 6.3.4. Un campo di vettori discontinuo a € DT'(U) di dice regolare, o di classe
C*°, se per ogni aperto V C U ed ogni f € £(V) si ha (ayy, f) € £(V). I campi di vettori regolari
definiscono un sottofascio di DT denotato Xx.

La verifica che Xx & un sottofascio di DT & immediata. E anche immediato verificare che
Xx € un &-modulo, dove per a € Xx(U) e f € E(U), il prodotto fa & definito nel modo ovvio
(fa)(x) = f(z)a(z).

Per semplicita, diremo campo di vettori intendendo un campo di vettori regolare e scriveremo
X al posto di Xx quando la varieta X e chiara dal contesto. Vediamo come sono fatti in concreto
i fasci Xx quando X e un aperto di R™.
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LEMMA 6.3.5. Sia U un aperto di R™, con coordinate x1,...,x,. Per ogni aperto V C U ed
ogni campo di vettori o € Xy (V') esistono, e sono uniche, funzioni regolari fi,..., f, € C®(V)
tali che

n
0
6.3 a = ;—.
(6.3) 2_; figa

Viceversa, per ogni fi,..., fn € C°(V) la formula (6.3) definisce un campo di vettori su V.

DIMOSTRAZIONE. Dato che le derivate parziali 8%1- sono una base di T,U per ogni p € U,
esistono e sono uniche fi,..., f, € DR(V) tali che v = 3 " | f,;a%i. Dato che x; € C*°(V) per
ogni 7 ne segue che anche f; = a(x;) & di classe C*°. Viceversa, se « = > " | fia%i € DT (V) cone
le funzioni f; di classe C°°, allora per ogni aperto W C V ed ogni g € C°°(W) si ha

() = Fio € C(w)
i=1 !

e quindi a € Xy (V). O

Se F': X — Y ¢ un diffeomorfismo, allora dF': T; X — Tp,)Y ¢ un isomorfismo di spazi
vettoriali per ogni x € X. Ne segue che al variare di U tra gli aperti di X le applicazioni

dF: DT(U) = DT(F(U)),  (dFa)(y) = dF(ap-1(),

sono isomorfismi di spazi vettoriali che commutano con le restrizioni a sottoaperti. E chiaro che
per definire dF': DT (U) — DT (F(U)) ci basta che F' sia regolare e bigettiva, ma in tal caso non
€ necessariamente un isomorfismo di spazi vettoriali.

LEMMA 6.3.6. Sia F': X — Y wun diffeomorfismo, allora per ogni aperto U C X si ha
dF(X(U)) = X(F(U)) e vale la formula dF (F*(f)a) = fdF(«) per ogni o € X(U) e f funzione
C™ su F(U).

DIMOSTRAZIONE. Siano o € X(U), W C F(U) un aperto e g € £(W). Dobbiamo dimostrare
che la funzione h(y) = (dFayy, g)(y) ¢ di classe C>° su W; dato che F' ¢ un diffeomorfismo cio
equivale a dire che ho F & di classe C* su F~H(W).

Per ogni # € F~1(W) si ha

hE(z) = ((dFa)jw, 9)(F(2)) = (dF(2))(9r (@) = a(x)(Fg:))

e quindi hF = (p1wy, F*g) € E(F~Y(W)). O

Tutto questo ci porta a concludere che se z1,...,x, sono coordinate locali in un aperto U
di una varieta differenziabile, allora esistono unici dei campi di vettori in X(U), che denoteremo
0 -9_ tali che
dry0 " By

0 L
a—xl(x]) = 0;; perogni ¢,j =1,...,n.

Se F: U — V C R" ¢ il diffeomorfismo di componenti x1,...,x,, basta definire 8%1- come |’unico

campo di vettori tale che dF (B%i) ¢ la derivazione rispetto alla ¢-esima coordinata.
Per ogni o € X(U) vale

= 0
o= ZQ(IZ)OTUZ

=1

Infatti, i campi di vettori % formano una base in ogni spazio tangente e quindi esistono
3

fiooifur U= R tali che a = 3, fiz2-. Ma allora a(z;) = Y, fig2 = fi.
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6.4. Sottovarieta e dipendenza analitica

Sia (X, &) una varieta differenziabile. Abbiamo visto che ogni sottoinsieme Y C X possiede
una naturale struttura di prevarieta (Y, €‘y), con £y fascio delle funzioni localmente restrizioni
ad Y di funzioni differenziabili su X.

DEFINIZIONE 6.4.1. Nelle notazioni precedenti, diremo che Y & una sottovarieta di X se la
prevarieta (Y, &y) ¢ una varieta differenziabile. Diremo inoltre che Y & una sottovarieta chiusa
(risp.: aperta) se in aggiunta Y ¢ chiuso (risp.: aperto) in X.

A differenza. del caso delle sottoprevarieta non diamo la definizione di sottovarieta localmente
chiusa perché tra poco dimostreremo che tutte le sottovarieta sono localmente chiuse.

ESEMPIO 6.4.2. Siano (X,&) una varieta differenziabile e (Y, &y) una sottovarieta di X.
Siccome (€y)|z = &z per ogni Z C Y, si ha che Z & una sottovarieta di X se e solo se ¢ una
sottovarieta di Y.

EsEMPIO 6.4.3. Ogni sottoprevarieta aperta di una varieta differenziabile € una sottovarieta
aperta. Questo perche ogni sottoprevarieta aperta di una varieta modello & ancora un modello.

Questo implica in particolare che la proprieta di essere una sottovarieta e locale, nel senso
che Y e una sottovarieta di X se e solo se per ogni y € Y esiste un intorno aperto y € U C X
tale che Y NU sia una sottovarieta di U.

EsEmPIO 6.4.4. Ogni sottospazio affine H C R™ e una sottovarieta diffeomorfa a R", dove
m e la dimensione di H. Infatti, siccome le affinita di R™ sono diffeomorfismi, non & restrittivo
supporre H = {x;,41 = - -+ = x,, = 0}. Siccome le applicazioni

f:R™ - R", flxr, . xm) = (x1,. .., Tm,0,...,0)

g: R" - R™ g(x1, .. xp) = (21, -, Tm),
sono differenziabili, per definizione di sottoprevarieta risultano regolari sia la corestrizione f: R™ —

H che la restrizione g;;: H — R™. Tali applicazioni sono una I'inversa dell’altra e determinano
un isomorfismo tra H e R™.

EsEmpiO 6.4.5. Siano U C R" e V C R™ due aperti e F': U — V un’applicazione diffe-
renziabile. Allora il grafico di F' & una sottovarietd chiusa del prodotto U x V' C R"*™, Basta
dimostrare che il grafico & una sottovarieta chiusa di U x R™; il diffeomorfismo

f:UXR™ - UxR™, flz,y) = (z,y — F(x)),

con inverso f~(z,y) = (z,y+ F(z)) trasforma il grafico di F' in un aperto del sottospazio affine
di R di equazione y = 0.

Per dimostrare che ogni sottovarieta ¢ localmente chiusa introduciamo la nozione di (in)dipendenza
analitica. Sebbene cio abbia senso nel contesto delle prevarieta, per semplicita di esposizione
trattiamo direttamente il caso delle varieta differenziabili, dove risultera strettamente collegato
all’importante teorema del Dini.

Sia (X, &) una varieta differenziabile; via Iidentificazione naturale dello spazio cotangente
di Zariski con il duale dello spazio tangente (questo perché entrambi sono spazi di dimensione
finita), abbiamo che il differenziale di de Rham di un germe f € &, puo essere interpretato come
I’applicazione lineare

df : T, X — R, df (o) = a(f) per ogni « € Derg(&,, R).

DEFINIZIONE 6.4.6. Siano (X, &) una varieta differenziabile e U C X un aperto. Diremo
che fi1,...,fm € E(U) sono analiticamente dipendenti nel punto x € U se i differenzia-
li dfi,...,dfm sono linearmente dipendenti come vettori nel duale di T, X. Diremo che sono
analiticamente dipendenti in un sottoinsieme C' C U se lo sono in ogni punto x € C.

Conseguentemente, nelle notazioni della Definizione 6.4.6 diremo che fi,..., f;, sono anali-
ticamente indipendenti in x se i funzionali dfi, ..., df, sono linearmente indipendenti nel duale
di T, X. Se X ha dimensione n, per i ben noti fatti di algebra lineare, I'indipendenza analitica
di fi1,..., fm nel punto z equivale a dire che il sottospazio vettoriale (-, kerdf; C T, X ha
dimensione n — m.
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TEOREMA 6.4.7 (di invertibilita locale). Siano U e V' due aperti di R™,
F=(F,...,F,): U=V

un’applicazione di classe C*° e p € U. Se il determinante Jacobiano di F nel punto p ¢ diverso
da 0, ossia se

OB (p) - O(p)
: . #0,
Eap) - SE2(p)

allora esistono un intorno aperto W C U di p e un intorno aperto Z C 'V di F(p) tali che
Fiw: W — Z e un diffeomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. Vedi, ad esempio, [1, Thm. 13.6]. O

COROLLARIO 6.4.8. Siano U e V due aperti di R™. Allora, un’applicazione differenziabile
F: U —V e un diffeomorfismo se e solo se é bigettiva ed ha determinante Jacobiano diverso da
0 in ogni punto.

DiMOSTRAZIONE. Un diffeomorfismo ha determinante Jacobiano mai nullo, dove definito.
Infatti, dato che la Jacobiana della composizione di due funzioni ¢ la composizione (ovvero
il prodotto, in termini matriciali) delle loro Jacobiane, si ha che se F' ¢ un diffeomorfismo la
Jacobiana di F~! nel punto F(p) & la matrice inversa della Jacobiana di F' nel punto p.

Viceversa, per l'ipotesi di biunivocita di F', sappiamo che & ben definita F~1: V — U; quello
che ci resta da verificare & che sia di classe C°°. Possiamo applicare in ogni punto p € U il
Teorema 6.4.7; per ogni p € U esistono un intorno aperto W C U di p e un intorno aperto

Z C V di F(p) tali che Fyy: W — Z sia un diffeomorfismo, e quindi con F|}1: Z — W sia

di classe C®. E sufficiente ora osservare che la proprieta di essere C*° ¢ per definizione una
proprieta locale, e che tutti i possibili Z che otteniamo ricoprono V. ]

TEOREMA 6.4.9 (del Dini o delle funzioni implicite). Siano (X, &) una varieta differenziabile
di dimensione n, U C X un aperto, fi,..., fm € E(U) analiticamente indipendenti in un punto
p € U. Allora, esistono un intorno aperto W C U di p, un aperto V.C R™ e un diffeomorfismo
g: V. — W tali che fi(g(x1,...,2n)) =z per ognit =1,...,m ed ogni x = (x1,...,2,) € V.

DiMOSTRAZIONE. Dato che I’enunciato riguarda solamente un intorno di p non & restrittivo
supporre U dentro una carta locale e quindi, a meno di diffeomorfismi, possiamo supporre U

un aperto dello spazio R™, con coordinate x1,...,z,. Prendendo come base degli spazi tangenti
8%1’ cee % la condizione che f1, ..., f;, € £(U) siano analiticamente indipendenti in p equivale

a dire che la matrice m x n di coefficienti gg L ha rango m nel punto p. Agendo, se necessario,
J

con una permutazione delle coordinate in R™ possiamo supporre che la matrice

0 0
L) -

Ofm T

Hmp) - F=(p)
abbia determinante diverso da 0. Per il Teorema 6.4.7 di invertibilita locale basta allora prendere
come diffeomorfismo g l'inverso delle restrizione di

(fl,...,fm,xm+1,...,xn): U—-R"

ad un intorno aperto p € W C U sufficientemente piccolo. O

TEOREMA 6.4.10 (di struttura locale delle sottovarieta). Siano (X, &) una varieta differen-
ztabile di dimensionen e Y C X. Allora 'Y é una sottovarieta di dimensione n — m se e solo
se per ogni p € Y esistono un intorno apertop € U C X e f1,..., fm € E(U) analiticamente
indipendenti in p tali che

YNU={zeU| fi(z)="---= fn(x) =0}.

In particolare, ogni sottovarieta di X é localmente chiusa.
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DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo prima l'implicazione “se”. Dobbiamo verificare che per ogni
p € Y esiste un aperto p € U C X tale che la sottoprevarieta Y NU sia isomorfa ad un aperto di
R™™ ™. Per ipotesi esistono p € U C X aperto e f1,..., fm € E(U) analiticamente indipendenti
inptaliche YNU = {z € U | fi(x) = -+ = f(z) = 0}. Per il Teorema 6.4.9, a meno di
restringere U ad un intorno piu piccolo di p, esiste un aperto Z C R" ed un diffeomorfismo
g: Z — U tale che f; 0 g = ;. In particolare, g~! induce un isomorfismo di prevarieta tra Y N U
e ZN{xy =+ =z, = 0} che puo essere visto come una sottovarieta aperta di R"~"™, ossia un
modello.

Viceversa, supponiamo che Y sia una sottovarieta di dimensione n — m e fissiamo p € Y.
Denotiamo con A = &}y il fascio strutturale di Y, allora il morfismo surgettivo di restrizione
r: & — Ap permette di identificare T),Y" con il sottospazio di 7, X formato dalle derivazioni
nulle sul nucleo di 7.

Sia f1,..., fs € kerr un insieme massimale di germi analiticamente indipendenti nel punto
p e dimostriamo che T,Y" coincide con il sottospazio delle derivazioni che annullano f1,..., fs:
se a € T, X annulla i germi f1,..., fs e se a(g) # 0 per un qualche g € kerr, allora fi,..., fs, g
sarebbero analiticamente indipendenti in p. Quindi 7,Y = (;_, ker df; ed, in particolare, s = m.
Sia U C X un intorno aperto di p tale che fi,..., f;, siano definiti da funzioni in £(U); dato
che il germe in p di ogni restrizione fz‘\YnU ¢ nullo, a meno di restringere U possiamo supporre
fijynuv = 0 per ogni i.

Siccome fi,..., fs sono analiticamente indipendenti in p, per il Teorema del Dini, a meno
di restringere ulteriormente U, si ha che W = {z € U | fi(x) = -+ = f(z) = 0} & una
sottovarieta di U di dimensione n — m, il morfismo di inclusione Y NU — W ¢ differenziabile e
induce un isomorfismo tra gli spazi tangenti in p. Per il teorema di invertibilita locale, I'inclusione
Y NU — W & un diffeomorfismo in un intorno di p e, restringendo se necessario U si ottiene
YNnU=W. O

Vediamo una diversa formulazione (cf. [1, Thm. 13.7]) del teorema delle funzioni implicite,
con ipotesi e tesi leggermente diverse dal quelle del Teorema 6.4.9, che risulta pitt comoda in
certe situazioni.

TEOREMA 6.4.11 (del Dini o delle funzioni implicite). Siano 0 € U CR™ e 0 € V C R™ due
aperti e

f:(f17"'afm):UXV_>Rm7 fl:fl($7y)ECOO(UXV),

un’applicazione C tale che f(0,0) =0 e con la matrice quadrata

(8f L0, 0))
dy; i,j=1,...m

invertibile. Allora, a meno di restringere U e V., il chiuso f~1(0) ¢ il grafico di un’applicazione
r: U — V di classe C*®. In particolare, f~1(0) & una sottovarieta di U x V e la proiezione

f710) = U ¢ un diffeomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. L’applicazione
g:UxV = UxR™,  g(z,y) = (z, f(z,9))

ha matrice Jacobiana invertibile in (0,0); per il teorema di invertibilita locale, possibilmente
restringendo U e V ad aperti piu piccoli, si ha un diffeomorfismo tra aperti di R” x R™

g UxV —= 5 gUxV)CUxR"
che commuta con le proiezioni sul primo fattore. Si consideri 'aperto
U'={zeU]|(z,0) € g(UxV)}

siccome (0,0) = ¢(0,0) € g(U x V) si ha 0 € U’. A meno di sostituire U con U’ possiamo
quindi supporre che U x {0} C g(U x V) C U x R™ e quindi che f~1(0) = ¢~ (U x {0}) & una
sottovarieta regolare chiusa di U x V ed e il grafico dell’applicazione r: U — V definita dalla
formula (z,7(z)) = g~ *(z,0). O
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ESEMPIO 6.4.12 (Intorni tubolari). Diamo adesso una interessante applicazione del teorema
del Dini. Sia M C R"™ una sottovarieta compatta e denotiamo con 2 = (21,...,2,): M — R" il
morfismo di inclusione. Per ogni x € R” consideriamo la funzione

$o: M =R, ¢u(p) = [lp — z[* = [|lz —o(p)[|*,
osservando che la distanza euclidea di x da M & uguale a

d(xz, M) = mln oz (p) -

E facile dimostrare che I'applicazione R" — R, 2 — d(xz, M) & continua e quindi, per ogni € > 0
I'insieme

T.={zeR"|d(z,M) < €}
¢ un intorno aperto di M, chiamato intorno tubolare.

TEOREMA 6.4.13. Nelle notazioni precedenti esiste un € > 0 tale che per ogni x € T, esiste
un unico punto r(x) € M tale che

d(z, M) = ||z —r(@)|| == ¢u(r(z)) = ming, .
Inoltre, lapplicazione r: T, — M é differenziabile.
DiMOSTRAZIONE. Consideriamo i seguenti sottoinsiemi H,Y C M x R™:

H={(p,z) | ||z —pl|l = d(z, M)}, ¥ = {(p, ) | p punto critico di ¢,}.

Siccome ogni punto di minimo assoluto € anche un punto critico si ha H C 3.
Sia p € M un punto e sia p € V C M una carta locale con coordinate y;: V. — R, i =
1,...,m =dim M, y;(p) = 0 per ogni i. Allora

0 .
SNV xR ={ (y, ) @Z(zj(y) — )2 =0Vi
J

={,2) | h(y,z) =" = fm(y, ) = 0}
dove per ogni i = 1,...,m si ha
fily, z) = 203, Zj:(-’ffj —1(y))” = ;(Zj(y) - l‘j)ayi (¥).
Nel punto (p,p) si ha y =0 e x = 1(y) per cui
8fz 370 623
Z &gh ayz )

e tale matrice ¢ data dagli m? prodotti scalari di m vettori di R™ linearmente indipendenti:
dunque tale matrice ¢ simmetrica definita positiva ed in particolare invertibile.

Per il Teorema del Dini, esistono due intorni aperti p € V;, C V e p € U, C R", tali che
YNV, x U, ¢il grafico di una funzione r: U, — V,, di classe C*°.

Sia 6 = d(p, M — V,)/2 > 0, allora a meno di intersecare U, con la palla aperta di centro p
e raggio 0 possiamo supporre che d(z,q) > d(x,p) per ogni z € U, ed ogni ¢ € M — V,,. Infatti,
se fosse d(x,q) < d(x,p) si avrebbe la disuguaglianza contraddittoria d(p,q) < 2d(z,p) < 20 =

Sia adesso € > 0 il minimo su M della funzione continua M € ¢ — d(q,C), dove C ¢ il
complementare dell’'unione degli aperti U, al variare di p € M.

Se xz € T, allora z ¢ C e l'insieme non vuoto dei punti di minimo della funzione ¢, &
esattamente H N M x {x}. Per ogni p € M tale che x € U, abbiamo visto che d(z, M) <
|z —p| <d(xz, M —V),) e quindi

D£HNMx{z}=HnV,x{z} cENV, x {z} = (r(z),x).

Questo prova che 'applicazione differenziabile r: U, — M restituisce ad ogni x I'unico punto

di minimo della funzione ¢,. In particolare per ogni p1,p2 € M le due applicazioni r: U,, — M

e r: Up, — M coincidono sull’intersezione Up,, N Up, e quindi si incollano ad una funzione
differenziabile 7: (J,cp, Up — M. O
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Esercizi.
ESERCIZIO 6.6. Siano U un aperto in una varieta differenziabile (X, &) e fi,..., fm € E(U).
Provare che I'insieme dei punti « € U dove fi, ..., fn sono analiticamente indipendenti ¢ aperto.

6.5. La prima classe di Stiefel-Whitney

La teoria delle classi caratteristiche, nata dai lavori di Stiefel (1935), Whitney (1935), Pontr-
jagin (1942) e Chern (1946), ¢ un potentissimo strumento di indagine geometrica ed ¢ alla base di
importantissimi teoremi, come ad esempio quello di Hirzebruch—Riemann—Roch. In questa sezio-
ne diamo un piccolissimo assaggio introducendo la classe caratteristica pitt semplice in assoluto,
e cioé la prima classe di Stiefel-Whitney di una varieta differenziabile. Chi volesse approfondire
teoria ed applicazioni delle classi caratteristiche pud consultare [41] (dopo aver seguito un corso
di topologia algebrica).

Sia A = (U;, F;, Vi)ier un’atlante differenziabile di una varieta differenziabile X di dimensione
n, ossia il dato di un ricoprimento aperto U = (U;);er e una collezione (V;);c; di aperti di R™
con diffeomorfismi F;: U; — V.

Sia pu = {£1} = Z/(2) il gruppo (moltiplicativo) delle radici quadrate di 1 e, per ogni i,j € I
consideriamo l'applicazione c¢;;: U;; — p definita come

cij(z) = segno del determinante jacobiano di Fy; = Fj o F; ! in F(x).

Dato che ogni F;; ¢ un diffeomorfismo tra aperti di R" il determinante Jacobiano non si annulla
mai e il suo segno ¢ localmente costante. Per ogni i,j,k € I si ha Fy, = FjFy;: Fi(Ugji) —
Fi.(Usji), segue immadiatamente dalla regola di derivazione delle applicazioni composte che ¢;;, =
¢jkcik € quindi che (¢;;) € Z1(U, p); Denotiamo con wq(A) € H (U, ;1) la sua classe di coomologia
e con wy(X) € HY(X, 1) la sua immagine al colimite.

Dimostriamo che wj(X) dipende solamente da X e non dall’atlante A; preso un secondo
atlante B = (A;, G}, Bj)jes possiamo prendere come terzo atlante la loro unione disgiunta AIlB
e segue immediatamente dalle definizioni che wi(A) e w;i(B) sono le immagini di w;(A Il B)
tramite la funzioni di raffinamento date dalle inclusioni naturali I — I' 11 J e J — I 11 J. Ne
consegue che w1 (A), w;(B) e w; (ATl B) rappresentano lo stesso elemento nel gruppo H'(X, ).

DEFINIZIONE 6.5.1. La classe wi(X) € HY(X, ) = HY(X,Z/(2)) viene detta prima classe
di Stiefel-Whitney di X.

Le varieta in cul la prima classe di Stiefel-Whitney si annulla sono dette orientabili.
Dall’iniettivita dei morfismi H'(U, u) — H'(X, u) segue il seguente risultato.

PROPOSIZIONE 6.5.2. Una varieta differenziabile X di dimensione n e orientabile se e solo
se esiste un atlante differenziabile A = (U;, F;, V;)icr le cui funzioni di transizione Fi; hanno
tutte determinante jacobiano positivo in ogni punto.

DiMOSTRAZIONE. L’implicazione “se” segue immediatamente dalla definizione del cociclo
che rappresenta wi(A). Viceversa, supponiamo wi(X) = 0 e prendiamo un qualsiasi atlante
A = (U;, F;,V;)ier in cui tutti gli aperti U; siano connessi. Allora anche wi(A) = 0 e questo
significa che esiste una collezione (b; € p);cs tale che

segno del determinante jacobiano di Fj; = b;/b;.

Basta allora prendere un atlante B = (U;, G; o F;, W;);cr dove G;: V; — W; ¢ il diffeomorfismo
tra aperti di R™ ottenuto moltiplicando la prima coordinata per b;. ]

Esercizi.

EsErcizio 6.7. Siano U = (U;);er un ricoprimento aperto di uno spazio topologico X e G
un sottogruppo abeliano del gruppo delle permutazioni di un insieme F. Ad ogni cociclo (g;;) €
ZY(U, G) possiamo associare uno spazio topologico Y ed un’applicazione continua p: Y — X
nel modo seguente (cf. Teorema 5.3.4). Poniamo su F' la topologia discreta e sia W 1'unione
disgiunta degli spazi topologici U; x F. Definiamo su W la relazione di equivalenza data da

U xF>3(z,a)~(y,b) eU; x F <= x =1y, b= g;a),
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e con Y = W/ ~. Dimostrare che I'applicazione p: Y — X, p[z,a] = x, & un rivestimento in
cui ogni aperto U; & banalizzante, e che due cococli differiscono per un cobordo se e solo se
definiscono rivestimenti isomorfi. In particolare, il rivestimento p: Y — X & banale se e solo se
(9ij) € un cobordo.

Nota: usando questa costruzione con la prima classe di Stiefel-Whitney si trova che ad ogni
varieta differenziabile & associato, a meno di isomorfismo, un rivestimento di grado 2 che risulta
banale se e solo se la varieta e orientabile.

N

ESERCIZIO 6.8. Provare che ogni sottovarieta aperta di una varieta orientabile & ancora
orientabile. Provare che P} ¢ orientabile se e solo se n = 0 oppure n dispari. (Sugg.: se n >0 ¢

pari, dimostrare che non e orientabile il complementare di un sottospazio proiettivo di dimensione
n—2.)
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