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Avvertenza: Queste dispense, ancora nella fase work in progress, sono state scritte ab-
bastanza di fretta e contengono inevitabilmente molte lacune, imprecisioni ed errori di stmpa.
Sono distribuite, senza alcuna garanzia, per gli usi relativi all’insegnamento di Geometria
Superiore 2019-20, Corso di Laurea Magistrale in Matematica, Sapienza Università di Roma.

1 // 2

��
5

3 // 4

@@

Figura 0.1. Diagramma di propedeuticità dei capitoli.

Conoscenze preliminari richieste: Buona conoscenza dei contenuti dei corsi di algebra,
geometria 2 e variabile complessa della Laurea triennale in Matematica, nonché delle forme
differenziali e della coomologia di de Rham, argomenti usualmente svolti nel corso di istituzioni
di geometria superiore.
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CAPITOLO 1

Funzioni olomorfe di variabili complesse

1.1. Richiami sulla convergenza totale

Iniziamo con un semplice esercizio di Analisi per il lettore. Dato un insieme I ed un’appli-
cazione a : I → [0,+∞[, diremo che

∑
i∈I ai < +∞ se esiste un numero reale M tale che per

ogni sottoinsieme finito J ⊂ I vale
∑
i∈J ai < M . È immediato osservare che ciò è possibile

solo se ai > 0 per al più un insieme numerabile di indici.
Data un’applicazione b : I → C diremo che la “serie”

∑
i∈I bi è assolutamente conver-

gente se
∑
i∈I |bi| < +∞. In tal caso esiste la somma della serie∑

i∈I
bi = b

univocamente determinata dalla proprietà che per ogni ε > 0 ed ogni sottoinsieme finito H ⊂ I
esiste un sottoinsieme finito H ⊂ J ⊂ I tale che |b −

∑
i∈J bi| < ε. Si dimostra agevolmente

che se J1 ⊂ J2 ⊂ · · · è una qualunque catena numerabile di sottoinsiemi finiti di I tali che

{i ∈ I | bi 6= 0} ⊂
∞⋃
n=1

Jn

allora

b = lim
n→∞

(∑
i∈Jn

bi

)
.

Siano X uno spazio topologico e denotiamo con C(X,C) lo spazio vettoriale delle funzioni
continue f : X → C. Data f : I → C(X,C) diremo che la serie

∑
i∈I fi converge totalmente

sui compatti se per ogni sottoinsieme compatto K ⊂ X si ha
∑
i∈I maxx∈K |fi(x)| < +∞.

In tal caso, siccome i punti sono compatti, la serie
∑
i∈I fi converge puntualmente ad una

funzione f ; per ogni compatto K ⊂ X ed ogni ε > 0 esiste un sottoinsieme finito J ⊂ I tale
che ∣∣∣∣∣f(x)−

∑
i∈J

fi(x)

∣∣∣∣∣ < ε per ogni x ∈ K .

Se X è localmente compatto allora la funzione f è continua.

Le stesse considerazioni si applicano, mutatis mutandis, ai prodotti infiniti. Dato un insie-
me I ed un’applicazione a : I → [0,+∞[, se

∑
i∈I ai = M < +∞ allora per ogni sottoinsieme

finito J ⊂ I segue dalla disuguaglianza exp(x) = ex ≥ 1 +x e dal teorema del valor medio che∏
i∈J

(1 + ai)− 1 ≤
∏
i∈J

eai − 1 = exp(
∑
i∈J

ai)− 1 ≤ eM
∑
i∈J

ai .

Data un’applicazione b : I → C tale che
∑
i∈I |bi| < +∞ possiamo definire il prodotto

infinito
∏
i∈I(1 + bi) nel modo seguente: sia J1 ⊂ J2 ⊂ · · · una catena di sottoinsiemi di I tali

che la successione δn =
∑
i∈I−Jn |bi| sia infinitesima, allora la successione cn =

∏
i∈Jn(1+bi) è

di Cauchy (esercizio) ed il limite
∏
i∈I(1 + bi) = limn cn non dipende dalla scelta della catena

{Jn} (altro esercizio).

1



2 1. FUNZIONI OLOMORFE DI VARIABILI COMPLESSE

1.2. Richiami sulle funzioni olomorfe in una variabile

Notazione: siano 0 < r < +∞ e p ∈ C. Il disco aperto ed il disco chiuso di centro p e
raggio r sono definiti rispettivamente come

∆(p, r) = {z ∈ C | |z − p| < r} , ∆(p, r) = {z ∈ C | |z − p| ≤ r} .

La differenza tra i due è il bordo del disco

∂∆(p, r) = {z ∈ C | |z − p| = r} .

Definizione 1.2.1. Sia U ⊂ C aperto; una funzione f : U → C si dice olomorfa se è
analitica complessa, ossia se è sviluppabile localmente in una serie di potenze. Più precisamente
f è olomorfa se per ogni p ∈ U esiste r > 0 tale che ∆(p, r) ⊂ U e

f(z) =

∞∑
n=0

an(z − p)n, z ∈ ∆(p, r) .

Dal fatto che la serie
∑∞
n=0 an(z − p)n sia convergente quando |z − p| < r segue che per

ogni 0 ≤ R < r si ha
∑
n |an|Rn < ∞. Viceversa, se

∑
n |an|Rn < ∞ per una successione

an ∈ C, allora
∑∞
n=0 an(z − p)n definisce una funzione olomorfa su ∆(p,R).

Segue immediatamente dalla definizione e dalla teoria delle serie di potenze che somme e
prodotti di funzioni olomorfe sono ancora olomorfe. Se f : U → C è olomorfa e f(z) 6= 0 per
ogni z ∈ U , allora anche 1/f è olomorfa: se p ∈ U si può scrivere

f(z)

f(p)
= 1− g(z), g(p) = 0

ed esiste un intorno p ∈ V ⊂ U tale che |g(z)| < 1/2 per ogni z ∈ V . Allora

1

f(z)
=

1

f(p)

∞∑
n=0

g(z)n, z ∈ V .

Esempio 1.2.2. Data una qualunque funzione continua g : ∂∆(0, r)→ C, la funzione

f : ∆(0, r)→ C, f(z) =
1

2πi

∫
∂∆

g(ξ)

ξ − z
dξ

è olomorfa, con sviluppo in serie

f(z) =
∑

anz
n, an =

1

2πi

∫
∂∆

g(ξ)

ξn+1
dξ .

Infatti, basta osservare che per ogni z ∈ ∆(0, r) ed ogni ξ ∈ ∂∆(0, r) si ha∣∣∣∣zξ
∣∣∣∣ < 1,

1

ξ − z
=

1

ξ
· 1

1− z

ξ

=

∞∑
n=0

zn

ξn+1

e quindi

f(z) =
1

2πi

∫
∂∆

g(ξ)

ξ − z
dξ =

∞∑
n=0

(
1

2πi

∫
∂∆

g(ξ)

ξn+1
dξ

)
zn .

Si noti che se M è il massimo su ∂∆ di |g(ξ)|, allora |an| ≤M/rn per ogni n e quindi la serie∑
anz

n ha raggio di convergenza ≥ r.

Per ogni aperto U ⊂ C denotiamo

O(U) = {f : U → C olomorfa },

avendo già osservato che si tratta di un anello commutativo con unità ed uno spazio vettoriale
su C. Tramite l’identificazione naturale R2 → C, (x, y) 7→ x+iy, possiamo pensare ogni aperto
U ⊂ C come un aperto di R2 ed ivi considerare lo spazio delle p-forme differenziali Ap(U),
0 ≤ p ≤ 2, a valori complessi:

A0(U) = {f : U → C di classe C∞},
A1(U) = {fdx+ gdy | f, g ∈ A0(U)},
A2(U) = {fdx ∧ dy | f ∈ A0(U)}.
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Risulta molto utile rappresentare le forme differenziali nella base dz = dx+idy e dz = dx−idy,
per cui

dx =
dz + dz

2
, dy =

dz − dz
2i

, dz ∧ dz = −2i dx ∧ dy,

e quindi

A0(U) = {f : U → C di classe C∞},
A1(U) = {fdz + gdz | f, g ∈ A0(U)},
A2(U) = {fdz ∧ dz | f ∈ A0(U)}.

In tale rappresentazione il differenziale di una funzione f ∈ A0(U) si scrive

df =
∂f

∂z
dz +

∂f

∂z
dz

dove
∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)
,

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
.

Ogni funzione olomorfa è analitica reale e quindi di classe C∞, ossia O(U) ⊂ A0(U).
Inoltre ogni f ∈ O(U) soddisfa l’equazione di Cauchy-Riemann

∂f

∂z
=

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
= 0 .

Infatti per ogni p ∈ U si può scrivere in un suo intorno f(z) = f(p) + (z − p)g(z) da cui, per
la formula di Leibniz:

∂f

∂x
(p) =

∂z − p
∂x

(p)g(p) = g(p),
∂f

∂y
(p) =

∂z − p
∂y

(p)g(p) = ig(p) .

Vale anche il viceversa, ossia che ogni funzione di classe C∞ (ma basta C1 ed anche
meno) che soddisfa le equazioni di Cauchy-Riemann è olomorfa. Per uso futuro è utile far
vedere come questo segue dalla formula di Stokes per forme differenziali su domini di R2 con
bordo regolare.

Lemma 1.2.3 (Formula di Cauchy generalizzata). Sia U ⊂ C un intorno aperto del disco
chiuso ∆ = ∆(0, r) e sia f : U → C di classe C∞. Allora per ogni z ∈ ∆(0, r) vale la formula

f(z) =
1

2πi

∫
|ξ|=r

f(ξ)

ξ − z
dξ +

1

2πi

∫∫
∆

∂f

∂ξ
(ξ)

dξ ∧ dξ
ξ − z

.

Prima della dimostrazione urge chiarire che per ogni disco chiuso D = ∆(p, r) e per ogni
funzione continua f : D → C l’integrale doppio∫∫

D

f(z)
dz ∧ dz
z − p

è ben definito e limitato. Infatti passando ad un sistema di coordinate polari u, v centrate in
p, ossia ponendo z = p+ ueiv, si ottiene

dz = dueiv + iueivdv, dz = due−iv − ιue−ivdv,
dz ∧ dz
z − p

= −2e−ivdu ∧ dv ,

e l’integrale doppio diventa

−2

∫ r

u=0

∫ 2π

v=0

f(p+ ueiv)e−ivdu ∧ dv .

Dimostrazione. Sia z un punto fissato, allora la 1-forma differenziale f(ξ)
ξ−z dξ è C∞ al di

fuori di z ed il suo differenziale è

d

(
f(ξ)

ξ−z
dξ

)
=

∂

∂ξ

(
f(ξ)

ξ−z

)
dξ ∧ dξ = −∂f

∂ξ
(ξ)

dξ ∧ dξ
ξ − z

.

Sia 0 < ε < r− |z|; la formula di Stokes sulla varietà con bordo Dε = ∆(0, r)−∆(z, ε) dà∫
|ξ−z|=ε

f(ξ)

ξ − z
dξ =

∫
|ξ|=r

f(ξ)

ξ − z
dξ +

∫∫
Dε

∂f

∂ξ
(ξ)

dξ ∧ dξ
ξ − z

.
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Per concludere basta adesso fare il limite per ε→ 0. �

Data una f ∈ A0(U) tale che
∂f

∂z
= 0, per ogni polidisco chiuso ∆ ⊂ U ed ogni z ∈ ∆

vale

f(z) =
1

2πi

∫
∂∆

f(ξ)

ξ − z
dξ

e quindi f è olomorfa per l’Esempio 1.2.2.

Teorema 1.2.4 (Formula di Cauchy). Sia f una funzione olomorfa definita in un intorno
aperto del disco chiuso ∆(p, r). Allora

f(z) =
1

2πi

∫
∂∆

f(ξ)

ξ − z
dξ, z ∈ ∆(p, r).

Dimostrazione. Segue dal fatto che ogni funzione olomorfa soddisfa l’equazione di
Cauchy-Riemann ∂f/∂z = 0 e dalla formula di Cauchy generalizzata 1.2.3. �

Data f : U → C olomorfa e p ∈ U , diremo che f ha uno zero di ordine k in p se

f(z) =

∞∑
i=k

ai(z − p)i, ak 6= 0 .

Equivalentemente, l’ordine di zero in p è il più grande intero k tale che f(z)/(z−p)k è olomorfa
su U .

Per finire, riportiamo senza dimostrazione il celebre teorema di estensione di Riemann.

Teorema 1.2.5 (di estensione di Riemann). Siano U ⊂ C aperto e T ⊂ U sottoinsieme
discreto; equivalentemente per ogni p ∈ T esiste un r > 0 tale che ∆(p, r) ∩ T = {p}.

Allora ogni funzione f : U − T → C olomorfa e limitata si estende in maniera unica ad
una funzione olomorfa f̃ su U .

Notiamo che l’unicità dell’estensione di f è garantita dal fatto che U − T è denso in U o,
se preferite, dalla formula di Cauchy: infatti per ogni t ∈ T si deve avere

f̃(t) =
1

2πi

∫
|ξ−p|=r

f(ξ)

ξ − t
dξ,

dove r > 0 è tale che ∆(t, r) ⊂ U e ∂∆(t, r) ∩ T = ∅.

1.3. Funzioni olomorfe in più variabili

Sia Cn lo spazio vettoriale complesso n-dimensionale. Indichiamo con z = (z1, . . . , zn) il
vettore di Cn di coordinate z1, . . . , zn. Salvo avviso contrario considereremo su Cn la topologia
classica, ossia quella indotta dalla norma Euclidea ‖z‖ =

√∑
i |zi|2, ed anche dalla norma

policilindrica, ad essa equivalente, che per semplicità denoteremo

|z| = max
i
|zi| .

Chiamiamo poliraggio l’n-upla r = (r1, . . . , rn) ∈ Rn, ri > 0, e chiamiamo polidisco
aperto di centro w = (w1, . . . , wn) ∈ Cn e poliraggio r il sottoinsieme di Cn dato da

∆(w, r) = {z ∈ Cn | |zi − wi| < ri ∀ i} = ∆(w1, r1)× · · · ×∆(wn, rn).

Dato un tale polidisco, definiamo il suo bordo di Shilov come

∂0∆(w, r) = ∂∆(w1, r1)× · · · × ∂∆(wn, rn),

da non confondersi con il bordo topologico ∂∆(w, r).
Similmente chiameremo ∆(w, r) = {z ∈ Cn | |zi − wi| ≤ ri ∀ i} polidisco chiuso di

centro w e poliraggio r.

Definizione 1.3.1. Sia V un aperto di Cn, una funzione f : V → C si dice olomorfa se
è analitica complessa, ossia se per ogni w ∈ V esiste un intorno U di w dove f è sviluppabile
in serie di potenze. Ossia:
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f(z) =

∞∑
ν1,...,νn=0

aν1,...,νn(z1 − w1)ν1 · · · (zn − wn)νn

per ogni z ∈ U : la convergenza della serie al secondo membro deve essere interpretata come
nella Sezione 1.1. Definiamo, inoltre

O(V ) = {f : V → C | f olomorfa in V }.

L’olomorfia di una funzione f : V → C è una proprietà locale: con questo si intende che:

• se f ∈ O(V ) allora per ogni aperto U ⊂ V si ha f|U ∈ O(U);
• se V = ∪Ui è un ricoprimento aperto e f|Ui ∈ O(Ui) per ogni i, allora f ∈ O(V ).

È chiaro che le funzioni olomorfe godono della proprietà di incollamento: sia U = ∪Ui,
i ∈ I, una unione qualsiasi di aperti di Cn e sia data, per ogni indice i, una funzione olomorfa
fi ∈ O(Ui). Se accade che per ogni coppia di indici i, j le funzioni fi ed fj coincidono in
Ui ∩ Uj , allora le fi si incollano ad una funzione f : U → C tale che f|Ui = fi per ogni i, che
per quanto appena osservato risulta essere olomorfa, f ∈ O(U).

Osservazione 1.3.2. Gli stessi argomenti usati nello studio delle funzioni di una variabile
mostrano che data una polisuccessione

ai1···in ∈ C, i1, . . . , in ∈ N,

ed un poliraggio r = (r1, . . . , rn), se∑
i1,...,in

|ai1···in |r
i1
1 · · · rinn <∞

allora la serie

(1.1)
∑

i1,...,in

ai1···inz
i1
1 · · · zinn

converge totalmente ed assolutamente sui compatti di ∆(0, r) e definisce quindi una funzione
olomorfa ∑

i1,...,in

ai1···inz
i1
1 · · · zinn ∈ O(∆(0, r)) .

Viceversa, se la serie (1.1) è convergente nel polidisco ∆(0, r), allora∑
i1,...,in

|ai1···in |R
i1
1 · · ·Rinn <∞

per ogni R < r (si intende Ri < ri per ogni i).

Diremo che una funzione f : U → C è olomorfa nella variabile zj se per ogni p =
(p1, . . . , pn) ∈ U la funzione di una variabile complessa

zj 7→ f(p1, . . . , pj−1, zj , pj+1, . . . , pn)

è olomorfa in un intorno di pi. Diremo che una funzione è separatamente olomorfa se
è e olomorfa in ogni variabile. È chiaro che ogni funzione olomorfa è anche separatamente
olomorfa.

Proposizione 1.3.3. Sia U ⊂ Cn aperto. Una funzione f : U −→ C è olomorfa se e solo
se è continua1 e separatamente olomorfa.

Dimostrazione. Dimostriamo solo l’implicazione non banale. Sia w ∈ U e fissiamo un
poliraggio r = (r1, . . . , rn) tale che ∆(w, r) ⊂ U . Sia ora z ∈ ∆(w, r). Dato che f è olomorfa
rispetto a z1, applicando la formula di Cauchy otteniamo

f(z) =
1

2πi

∫
|ζ1−w1|=r1

f(ζ1, z2, . . . , zn)

ζ1 − z1
dζ1 .

1Molti testi concordano nel dire che esiste un teorema non banale secondo il quale l’ipotesi di continuità

può essere omessa.
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Ripetendo lo stesso ragionamento rispetto alle altre variabili, partendo da z2

f(z) =

(
1

2πi

)2 ∫
|ζ1−w1|=r1

∫
|ζ2−w2|=r2

f(ζ1, ζ2, z3, . . . , zn)

(ζ1 − z1)(ζ2 − z2)
dζ1dζ2

si arriva, dopo n trattamenti, alla cosiddetta formula di Cauchy per polidischi:

(1.2) f(z1, . . . , zn) =

(
1

2πi

)n ∫
∂0∆

f(ζ1, . . . , ζn)

(ζ1 − z1) · · · (ζn − zn)
dζ1 · · · dζn .

Da notare che l’integrale è fatto sulla frontiera di Shilov, il che rende complicato estendere
la formula di Cauchy a domini che non siano polidischi. Dal momento che per ogni k = 1, . . . , n
vale |ζk − wk| > |zk − wk|, abbiamo

1

ζk − zk
=

1

ζk − wk
· 1

1− zk − wk
ζk − wk

=
1

ζk − wk

∞∑
ik=0

(
zk − wk
ζk − wk

)ik
.

Sostituendo queste espressioni in quella precedentemente ricavata, si ottiene

f(z) =
∑

i1,...,in≥0

ai1···in(z1 − w1)i1 · · · (zn − wn)in ,

dove

ai1···in =

(
1

2πi

)n ∫
∂0∆

f(ζ1, . . . , ζn)

(ζ1 − w1)i1+1 · · · (ζn − wn)in+1
dζ1 · · · dζn.

Detto M il massimo di |f | su ∂0∆(w, r), si ha |ai1...in | ≤
M

ri11 · · · r
in
n

, il che garantisce la

convergenza assoluta della serie in ∆(w, r). �

Osservazione 1.3.4. È immediato dalla definizione che O(U) è un sottoanello dell’anello
delle funzioni continue su U . Se f(x) 6= 0 per ogni x ∈ U , allora la funzione 1/f è ancora
olomorfa: questo si dimostra subito usando la Proposizione 1.3.3 e l’analogo risultato per
funzioni in una variabile.

Per quanto riguarda invece gli aspetti topologici di O(U) è possibile dimostrare agevol-
mente che la topologia della convergenza uniforme sui compatti è indotta da una struttura di
spazio di Fréchet: procediamo con ordine.

Per ogni compatto K ⊂ U ed ogni f ∈ O(U) denotiamo ‖f‖K = maxK |f |. Nella topologia
della convergenza uniforme sui compatti, un sottoinsieme A ⊂ O(U) è aperto se e solo se per
ogni f ∈ A esistono un compatto K ⊂ U ed un numero reale positivo ε tali che

{g ∈ O(U) | ‖g − f‖K < ε} ⊂ A .

Per definizione, dire che lo spazio vettoriale O(U) dotato di con tale topologia, è uno
spazio di Fréchet significa dire che:

(1) ogni punto possiede un sistema fondamentale di intorni convessi;
(2) la topologia è indotta da una metrica completa ed invariante per traslazioni.

Senza entrare in dettagli tecnici di topologia ed analisi funzionale, la completezza segue
sostanzialmente dalla seguente applicazione della formula di Cauchy, che poi è esattamente
quello di cui abbiamo bisogno in queste note.

Teorema 1.3.5. Siano U ⊂ Cn aperto e fi ∈ O(U) una successione di funzioni olomorfe.
Si assuma che per ogni compatto K ⊂ U ed ogni ε > 0 esista un intero N = N(K, ε) tale
che ‖fi − fj‖K < ε per ogni i, j ≥ N (in particolare la successione fi(z) è di Cauchy per ogni
z ∈ U). Allora il limite puntuale f(z) = limi fi(z) è una funzione olomorfa.

Dimostrazione. Sia p ∈ U qualsiasi e sia r un poliraggio tale che ∆(p, r) ⊂ U ; vogliamo
dimostrare che f è olomorfa in ∆(p, r). Per ogni i ∈ N ed ogni z ∈ ∆(p, r) vale la formula di
Cauchy

fi(z) =

(
1

2πi

)n ∫
∂0∆(p,r)

fi(ζ1, . . . , ζn)

(ζ1 − z1) · · · (ζn − zn)
dζ1 · · · dζn .
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Siccome il bordo di Shilov ∂0∆(p, r) è un compatto contenuto in U possiamo passare il limite
sotto il segno di integrale ed ottenere

f(z) =

(
1

2πi

)n ∫
∂0∆(p,r)

f(ζ1, . . . , ζn)

(ζ1 − z1) · · · (ζn − zn)
dζ1 · · · dζn .

Abbiamo già dimostrato che la formula di Cauchy per i polidischi è equivalente all’olomorfia.
�

Corollario 1.3.6. Siano U ⊂ K ⊂ Cn con U aperto e K compatto. Sia gi : Vi → C
una successione di funzioni olomorfe tali che K ⊂ Vi e ‖gi‖K ≤ 2−i per ogni i. Allora∑
i gi ∈ O(U).

Dimostrazione. Le funzioni fi =
∑i
j=1 gj ∈ O(U) soddisfano le ipotesi del Teore-

ma 1.3.5. �

Esempio 1.3.7. Sia ∆ = ∆(0, r) un polidisco aperto. Allora i polinomi sono densi in
O(∆). Siano infatti f ∈ O(∆), K ⊂ ∆ compatto ed ε > 0. Se r = (r1, . . . , rn) allora Ri :=
maxK |zi| < ri per ogni i. Abbiamo visto che f possiede uno sviluppo in serie

f(z) =
∑

i1,...,in

ai1···inz
i1
1 · · · zinn

tale che
∑
i1,...,in

|ai1···in |R
i1
1 · · ·Rinn < ∞. Basta allora prendere la somma parziale di un

numero sufficientemente alto di termini nello sviluppo in serie di f(z) per avere un polinomio
p(z) tale che ‖f − p‖K < ε.

Le funzioni olomorfe, in quanto analitiche complesse sono anche differenziabili in senso
complesso, ciò significa che se f ∈ O(U) con U ⊂ Cn aperto, allora per ogni x ∈ V esiste
un’applicazione lineare df(x) : Cn → C tale che per ogni v ∈ Cn si ha

f(x+ tv) = f(x) + tdf(x)(v) + o(|t|), t ∈ C, x+ tv ∈ U .
In particolare dzi(x)(v) = vi (coordinata i-esima) ed un semplice conto, identico al caso reale,
mostra che

df(x) =

n∑
i=1

∂f

∂zi
(x)dzi,

dove
∂f

∂zh
(x) è la derivata complessa della funzione olomorfa di una variabile t 7→ f(x1, . . . , xh+

t, . . . , xn). Vale inoltre la formula di Leibniz:

d(fg)(x) = g(x)df(x) + f(x)dg(x), f, g ∈ O(U) .

Gli stessi argomenti usati per le funzioni olomorfe in una variabile mostrano che se nel
polidisco ∆(w, r) la funzione f ha lo sviluppo in serie

f(z) =

∞∑
i1,...,in=0

ai1···in(z1 − w1)i1 · · · (zn − wn)in

allora nel medesimo polidisco le derivate parziali hanno gli sviluppi in serie

∂f

∂zh
(z) =

∞∑
i1,...,in=0

ai1···in
ih

zh − wh
(z1 − w1)i1 · · · (zn − wn)in .

Dunque pure le derivate parziali sono funzioni olomorfe e per un chiaro effetto ricorsivo le
funzioni olomorfe sono derivabili infinite volte in senso complesso. Se f si estende in maniera
continua al polidisco chiuso ∆(w, r), derivando la Formula (1.2) segue la formula generale di
Cauchy per le derivate di ogni ordine e grado:

∂k1+···+knf(z)

∂zk11 · · · ∂z
kn
n

=
k1! · · · kn!

(2πi)n

∫
ζ∈∂0∆

f(ζ)dζ1 · · · dζn
(ζ1 − z1)k1+1 · · · (ζn − zn)kn+1

.

Teorema 1.3.8 (Principio di identità). Siano U ⊆ Cn aperto connesso e f : U −→ C una
funzione olomorfa. Se f si annulla in un aperto non vuoto di U , allora f = 0 su tutto U .
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Dimostrazione. Il risultato vale più in generale per tutte le funzioni analitiche reali,
ossia per le funzioni che sono localmente uguali al proprio sviluppo di Taylor.

Quindi, siano U ⊂ Rk un aperto connesso, f : U → C analitica reale e denotiamo E ⊂ U
il luogo dei punti dove si annullano f e tutte le sue derivate parziali di ogni ordine e grado.
L’insieme E è intersezione di chiusi (ciascuno dove si annulla una determinata derivata) e
quindi chiuso, ed è anche aperto perché f analitica coincide localmente con il suo sviluppo
di Taylor. Se f ≡ 0 su un aperto non vuoto V ⊂ U , lo stesso vale per la derivate parziali e
quindi V ⊂ E. Dunque E è chiuso, aperto e non vuoto in U connesso. �

Corollario 1.3.9. Siano U ⊂ Cn un aperto connesso, f, g : U → C funzioni olomorfe.
Se f(z) = g(z) su un aperto non vuoto, allora f = g.

Dimostrazione. Basta applicare il principio di identità alla funzione f − g. �

Corollario 1.3.10. Sia U ⊂ Cn un aperto connesso, allora O(U) è un dominio di
integrità.

Dimostrazione. Siano f, g : V → C due funzioni olomorfe tali che fg(z) = f(z)g(z) = 0
per ogni z. Allora U è unione dei due chiusi F = {z ∈ U | f(z) = 0}, G = {z ∈ U | g(z) = 0}.
Se F = U allora f è la funzione nulla, se F 6= U allora g si annulla nell’aperto non vuoto
U − F e per il principio di identità g si annulla ovunque. �

Teorema 1.3.11 (di estensione di Hartogs). Siano ∆ ⊂ C2 un polidisco aperto e D ⊂ Cn,
n ≥ 0, un aperto connesso cos̀ı che il loro prodotto U = ∆×D è un aperto connesso di C2+n.
Sia poi H ⊂ U un sottoinsieme chiuso tale che:

(1) U −H è connesso,
(2) esiste un compatto K ⊂ ∆ tale che H ⊂ K ×D.

Allora ogni funzione olomorfa f ∈ O(U − H) f si estende in modo unico ad una funzione

olomorfa f̃ ∈ O(U).

Dimostrazione. L’unicità dell’estensione segue dalla connessione di U e dal principio di
identità: infatti siccome K 6= ∆, l’aperto U −H contiene (∆−K)×D ed è quindi non vuoto.

Dimostriamo l’esistenza. Non è restrittivo supporre ∆ centrato in 0 e quindi ∆ = ∆(0, r)
per un poliraggio r = (r1, r2). Essendo K compatto possiamo trovare due numeri reali δ1, δ2
tali che

k1 = max
z∈K
|z1| < δ1 < r1, k2 = max

z∈K
|z2| < δ2 < r2.

Denotando

V = ∆(0, δ1)×∆(0, r2)×D,
si osserva che H ⊂ K ×D ⊂ V , ossia U = V ∪ (U −H), e che V −H = V ∩ (U −H) è un
aperto connesso: infatti H è chiuso in U ed a maggior ragione è chiuso anche in V , mentre per
la connessione basta osservare che possiamo definire un’applicazione continua e surgettiva

p : U −H → V −H, p(z1, z2, w1, . . . , wn) = (φ(|z1|)z1, z2, w1, . . . , wn),

dove

φ(t) = min

(
1, 1− t− k1

r1 − k1

(
1− δ1

r1

))
.

La funzione

g : V → C, g(z1, z2, w1, . . . , wn) =
1

2πi

∫
|ζ|=δ1

f(ζ, z2, w1, . . . , wn)

ζ1 − z1
dζ,

è olomorfa e per la formula di Cauchy si ha:

∆(0, δ1)× {z2} ⊂ ∆−K =⇒ g(z1, z2, w1 . . . , wn) = f(z1, z2, w1 . . . , wn) .

In particolare

δ2 < |z2| < r2 =⇒ g(z1, z2, w1 . . . , wn) = f(z1, z2, w1 . . . , wn)

e quindi f, g concidono in un aperto nonvuoto di V −H = V ∩ (U −H). Per il principio di
identità f, g concidono su tutto V −H e basta incollare f e g per avere l’estensione cercata. �
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Corollario 1.3.12. Siano 0 ∈ U ⊂ Cn un aperto con n ≥ 2, H ⊂ U sottospazio discreto
ed f una funzione olomorfa su U −H allora f si può estendere ad una funzione olomorfa su
tutto U .

Dimostrazione. Per ogni p ∈ H sia ∆p ⊂ U un polidisco tale che H ∩∆p = {p}. Per
il teorema di Hartogs 1.3.11 la funzione f si estende ad una funzione olomorfa fp : ∆p → C.
Siccome per ogni p 6= q si ha ∆p ∩∆q ∩H = ∅, le funzioni funzioni f e fp, p ∈ K, coincidono
sulle intersezioni dei domini e quindi si incollano ad una funzione su U . �

Il significato del Corollario 1.3.12 è tanto evidente quanto importante: se n ≥ 2 le funzioni
su un aperto U ⊂ Cn olomorfe ovunque tranne che in un punto non possono che avere una
singolarità eliminabile.

Esiste anche l’analogo del teorema di estensione di Riemann 1.2.5 per funzioni olomorfe
in più variabili, che però dimostreremo più avanti (Teorema 1.8.5) in quanto nell’enunciato
entrano nozioni non banali e non ancora introdotte.

Esercizio 1.3.13. Siano f : ∆(0, r)→ C olomorfa e d ∈ R tali che

f(eiθz) = eidθf(z), ∀ z ∈ ∆(0, r), ∀ θ ∈ R .

Provare che d ∈ N e f è un polinomio omogeneo di grado d.

1.4. Principio del massimo modulo e lemma di Schwarz

Richiamiamo e dimostriamo il principio del massimo modulo per funzioni di una variabile
complessa.

Teorema 1.4.1 (Principio del massimo modulo). Siano U ⊂ C aperto connesso e f : U →
C olomorfa. Allora |f | possiede un punto di massimo locale se e solo se f è costante.

Dimostrazione. Sia w ∈ U un punto di massimo locale per la funzione |f(z)|. Per il
principio di identità basta provare che f è costante in un intorno di w; a meno di restringere
U non è restrittivo supporre che w sia un punto di massimo globale. Sia R > 0 tale che
∆(w,R) ⊂ U : per ogni 0 < r < R si ha

f(w) =
1

2πi

∫
|z−w|=r

f(z)

z − w
dz =

∫ 1

0

f(w + re2πit)dt .

Per la disuguaglianza triangolare

|f(w)| ≤
∫ 1

0

|f(w + re2πit)|dt ,

e siccome |f(z)| ≤ |f(w)| per ogni z ne segue |f(z)| = |f(w)| per ogni z ∈ ∂∆(w, r).
Si consideri adesso la funzione g(z) = f(z) + f(w). Allora per ogni z vale

|g(z)| ≤ |f(z)|+ |f(w)| ≤ 2|f(w)| = |2f(w)| = |g(w)|

e lo stesso argomento di sopra mostra che |g(z)| = |g(w)| per ogni z ∈ ∂∆(w, r). Basta adesso
osservare che per un qualunque z ∈ ∂∆(w, r) si ha

f(z) = f(w) ⇐⇒ |f(z)| = |f(w)| e |f(z) + f(w)| = 2|f(w)| .

Variando r da 0 ad R si ottiene la costanza di f su ∆(w,R). �

La generalizzazione a più variabili è immediata:

Corollario 1.4.2. Sia f(z) una funzione olomorfa in un aperto connesso U ⊂ Cn.
Allora |f | possiede un punto di massimo locale se e solo se f è costante.

Dimostrazione. Sia w ∈ U tale che |f(z)| ≤ |f(w)| per ogni z in un intorno di w e
dimostriamo che f(z) = f(w) per ogni z ∈ U . Sia r > 0 tale che

B := {z ∈ Cn | ‖z − w‖ =
√∑

|zi − wi|2 < r} ⊂ U ;
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per il principio di identità basta provare che f è costante sulla palla aperta B. Se L ⊂ Cn
è una retta affine passante per w, allora B ∩ L è un disco aperto: più precisamente, se L è
uguale all’immagine dell’applicazione affine

ϕ : C→ Cn, ϕ(t) = w + th, 0 6= h ∈ Cn,
allora ϕ−1(B) = {t ∈ C | ‖th‖ < r} = ∆(0, r/‖h‖).

Per il principio del massimo in una variabile, f(z) = f(w) per ogni z ∈ L ∩ B; variando
L tra tutte le rette passanti per w ottiene f(z) = f(w) per ogni z ∈ B. �

Consideriamo lo sviluppo di Taylor di una funzione olomorfa f in un intorno del punto
w = (w1, . . . , wn):

f(z) =

∞∑
i1,...,in=0

ai1···in(z1 − w1)i1 · · · (zn − wn)in

Siccome in questo intorno la serie risulta essere assolutamente convergente, possiamo racco-
gliere i termini della serie in una serie di polinomi omogenei nel modo seguente:

f(z) =

∞∑
k=0

( ∑
i1+···+in=k

ai1···in(z1 − w1)i1 · · · (zn − wn)in

)
=

∞∑
k=0

pk(z).

Se pk è il polinomio di grado minimo che non è identicamente nullo in w allora f si dice di
molteplicità k in w e si scrive

k = νw(f) = molteplicità di f nel punto w.

Se f(z) è identicamente nulla in un intorno di w allora diremo che f ha molteplicità +∞.

Esercizio 1.4.3. Data f olomorfa in un intorno di 0 ∈ Cn e 0 < k < n un intero,
denotiamo con g la restrizione di f al sottospazio vettoriale di equazione z1 = · · · = zk = 0,
ossia g(zk+1, . . . , zn) = f(0, . . . , 0, zk+1, . . . , zn). Dimostrare che

ν0(f) = min

(
ν0(g), ν0

(
∂f

∂z1

)
+ 1, . . . , ν0

(
∂f

∂zk

)
+ 1

)
.

In particolare ν0(g) ≥ ν0(f) e l’uguaglianza vale se ν0

(
∂f

∂zi

)
≥ ν0(f) per ogni i = 1, . . . , k.

Corollario 1.4.4 (Lemma di Schwarz). Sia f olomorfa in un intorno del polidisco chiuso
∆(0, r), r = (r1, r2, . . . , rn). Supponiamo, inoltre, che f abbia molteplicità k nel punto z = 0
e che |f(z)| ≤M in ∆(0, r). Allora

|f(z)| ≤M max
i

∣∣∣∣ziri
∣∣∣∣k per ogni z ∈ ∆(0, r).

Dimostrazione. Per k = 0 il risultato è vuoto e non c’è nulla da dimostrare. Se k > 0
allora f(z) = 0 e possiamo supporre z 6= 0. Sia 0 6= z ∈ ∆(0, r) fissato e denotiamo

0 < ρ = min
{i|zi 6=0}

ri
|zi|

⇐⇒ 0 < ρ−1 = max
i

∣∣∣∣ziri
∣∣∣∣ .

Notiamo che per un numero complesso t ∈ C si ha

tz ∈ ∆(0, r) ⇐⇒ |t||zi| ≤ ri ∀i ⇐⇒ |t| ≤ min
{i|zi 6=0}

ri
|zi|

⇐⇒ |t| ≤ ρ .

La funzione olomorfa in una variabile t 7→ f(tz) ha uno zero di ordine ≥ k per t = 0; risulta
quindi ben definita ed olomorfa in un intorno del disco chiuso di raggio ρ la funzione:

g(t) =
f(tz)

tk
.

Per il principio del massimo, la funzione |g(t)| assume il valore massimo su ∆(0, ρ) in un punto
t0 del bordo, |t0| = ρ. In particolare |g(1)| ≤ |g(t0)| e quindi

|f(z)| = |g(1)| ≤ |g(t0)| = |f(t0z)|
ρk

≤Mρ−k .

�
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1.5. Serie di potenze formali

Sia A un anello commutativo con unità fissato. Una serie formale a coefficienti in A
nelle indeterminate x1, . . . , xn è una espressione del tipo

φ =

∞∑
i1,...,in=0

ai1···inx
i1
1 x

i2
2 · · ·xinn =

∑
I∈Nn

aIx
I , ai1···in ∈ A,

dove nell’espressione semplificata a destra si sono usate le convenzioni:

N = {0, 1, . . .}, I = (i1, . . . , in), aI = ai1···in , xI = xi11 x
i2
2 · · ·xinn .

La n-upla I = (i1, . . . , in) viene detta multiindice e per definizione is suo grado è uguale a
|I| = i1 + · · ·+ in. Spesso è utile accorpare i termini di una serie formale relativi a multiindici
dello stesso grado e scrivere

φ =
∑
I∈Nn

aIx
I =

∑
k≥0

∑
|I|=k

aIx
I =

∑
k≥0

φk, φk ∈ A[x1, . . . , xn] omogeneo di grado k .

Chiaramente un polinomio a coefficienti in A può essere pensato come una serie formale
in cui i coefficienti sono diversi da 0 per al più un numero finito di multiindici.

Definizione 1.5.1. La molteplicità ν(φ) di una serie formale φ è il più piccolo grado
dei monomi che vi fanno parte con coefficiente non nullo:

ν(
∑

aIx
I) = min{ |I| | aI 6= 0}.

Per convenzione ν(0) = +∞.

Con le ben note regole di somma e di prodotto di Cauchy:∑
aIx

I +
∑

bIx
I =

∑
(aI + bI)x

I , (
∑

aIx
I)(
∑

bIx
I) =

∑
H

(
∑

I+J=H

aIbJ)xH ,

le serie formali formano un anello commutativo denotato con A[[x1, . . . , xn]]. È ben definito
un omomorfismo surgettivo di anelli

A[[x1, . . . , xn]]→ A, φ =
∑
I

aIx
I 7→ φ(0) = a0···0 (valutazione in x = 0).

Si noti che per ogni f, g ∈ A[[x1, . . . , xn]] valgono le formule:

ν(f + g) ≥ min(ν(f), ν(g)), ν(fg) ≥ ν(f) + ν(g) .

Se A è un dominio di integrità vale ν(fg) = ν(f) + ν(g).
Data una successione φn, n ∈ N, di serie formali, in generale non è possibile dare un senso

alla sommatoria
∑∞
n=0 φn. Tuttavia si ha il seguente:

Lemma 1.5.2. Sia φn ∈ A[[x1, . . . , xn]], n ∈ N, una successione di serie formali. Se

lim
n→∞

ν(φn) = +∞

allora risulta ben definita ed “assolutamente convergente” la serie

φ =

∞∑
n=0

φn ∈ A[[x1, . . . , xn]] ,

univocamente determinata dalla condizione

lim
n→∞

ν

(
φ−

n∑
i=0

φi

)
= +∞ .

Dimostrazione. Basta osservare che ogni monomio xI compare con coefficiente non
nullo in un numero finito di serie φn. Con “assolutamente convergente” si intende che il valore
della serie non cambia a seguito di permutazioni degli indici e che il tutto si comporta bene
rispetto alla somma ed al prodotto, ossia che se limn→∞ ν(φn) = limn→∞ ν(ψn) = +∞ allora∑

φn +
∑

ψn =
∑

(φn + ψn), (
∑

φn)(
∑

ψn) =
∑
n

(
∑
i+j=n

φiψj) .

�
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Come prima applicazione del Lemma 1.5.2 mostriamo che una serie φ ∈ A[[x1, . . . , xn]]
è invertibile se e solo se φ(0) è invertibile in A. Infatti, se esiste ψ ∈ A[[x1, . . . , xn]] tale che
φψ = 1, a maggior ragione φ(0)ψ(0) = 1. Viceversa, se esiste a ∈ A tale che aφ(0) = 1, allora
si può scrivere aφ = 1− θ con ν(θ) > 0 e quindi

1

φ
=

a

aφ
=

a

1− θ
= a

∞∑
i=0

θi ,

con la sommatoria a destra ben definita poiché ν(θi) ≥ i per ogni i.

Teorema 1.5.3 (delle contrazioni formali). Sia H : A[[x1, . . . , xn]] → A[[x1, . . . , xn]] un
omomorfismo di gruppi abeliani2 tale che ν(H(f)) > ν(f) per ogni f 6= 0. Allora valgono le
seguenti proposizioni:

(1) l’applicazione

I −H : A[[x1, . . . , xn]]→ A[[x1, . . . , xn]], f 7→ f −H(f),

è bigettiva.
(2) per ogni f ∈ A[[x1, . . . , xn]], l’applicazione

Hf : A[[x1, . . . , xn]]→ A[[x1, . . . , xn]], Hf (g) = H(g + f),

ha un unico punto fisso.

Inoltre per ogni f ∈ A[[x1, . . . , xn]] si ha (I −H)−1(f) =

∞∑
i=0

Hi(f).

Dimostrazione. Dimostriamo l’equivalenza delle due proposizioni. Vale (1) se e solo se
per ogni f esiste unico x tale che x−H(x) = f ; ponendo g = x− f si deduce che vale (1) se
e solo se per ogni f esiste unico g tale che g + f −H(f + g) = f , ossia g = H(f + g), ossia se
e solo se vale (2).

Per dimostrare (2), proviamo che la serie g =
∑∞
i=1H

i(f), che è ben definita per le
ipotesi su H, è l’unico punto fisso di Hf . Per l’unicità basta osservare che se g = H(f + g) e
k = H(f + k), allora

g − k = H(f + g)−H(f + k) = H(g − k)

in contraddizione con l’ipotesi ν(H(g − k)) > ν(g − k) qualora g 6= k. Inoltre

Hf (g) = H(f + g) = H(f) +H(g) = H(f) +H(

∞∑
n=1

Hn(f))

e per concludere che g è un punto fisso basta provare che ν(g−H(f+g)) ≥ N per ogni N > 0.
Sia m > 0 tale che ν(Hi(f)) ≥ N per ogni i > m, allora

ν

(
g −

m∑
i=1

Hi(f)

)
≥ N, ν

(
g −

m+1∑
i=1

Hi(f)

)
≥ N .

Dalla prima disuguaglianza segue che

ν(H(f + g)−
m+1∑
i=1

Hi(f)) = ν(H(g)−
m+1∑
i=2

Hi(f)) = ν(H(g −
m∑
i=1

Hi(f))) > N,

e facendo la differenza con la seconda

ν(g −H(f + g)) ≥ min(ν(g −
m+1∑
i=1

Hi(f)), ν(H(f + g)−
m+1∑
i=1

Hi(f))) ≥ N .

Per finire notiamo che i conti precedenti mostrano che x =
∑∞
i=0H

i(f) è l’unico elemento
tale che x−H(x) = f . �

Osservazione 1.5.4. Una diversa dimostrazione del teorema delle contrazioni formali
può essere fatta osservando che con la distanza d(f, g) = 2−ν(f−g) l’anello delle serie formali
diventa uno spazio metrico completo (esercizio!), e poi usare il teorema delle contrazioni usuale.

2Stiamo considerando solo la struttura additiva dell’anello A[[x1, . . . , xn]].
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Osservazione 1.5.5. Il teorema delle contrazioni formali vale, con la stessa dimostrazio-
ne, se la molteplicità viene sostituita con un peso: fissiamo un vettore w = (w1, . . . , wn), dove
ogni coordinata wi è un numero reale positivo e definiamo il peso di una serie formale come

w(
∑

aIx
I) = min{w · I = w1i1 + · · ·+ wnin | aI 6= 0}.

Infatti, per ogni f, g continuano a valere le formule w(f ± g) ≥ min(w(f), w(g)), w(fg) ≥
w(f) + w(g) e per ogni R ∈ R esistono al più finiti monomi di peso ≤ R. È ovvio che la
molteplicità corrisponde al peso quando w = (1, 1, . . . , 1).

1.6. I teoremi di preparazione e di divisione di Weierstrass

Definizione 1.6.1. Un campo normato è una coppia (K, | |), dove K è un campo e
| | : K→ R è un’applicazione, detta norma, che soddisfa le seguenti proprietà:

(1) |a| ≥ 0 per ogni a ∈ K;

(2) |a| = 0 se e solo se a = 0;

(3) |a+ b| ≤ |a|+ |b| per ogni a, b ∈ K (disuguaglianza triangolare);

(4) |ab| = |a||b| per ogni a, b ∈ K.

Si noti che |1| = | − 1| = 1 e che ogni campo normato ha una struttura di spazio metrico
con distanza d(a, b) = |a− b|. Il campo normato (K, | |) si dice completo se lo spazio metrico
(K, d) è completo.

Esempio 1.6.2. Se K è un sottocampo di C, allora il valore assoluto usuale induce una
norma su K. Tale norma viene talvolta indicata con | |∞, rispetto alla quale gli unici sottocampi
completi sono K = R,C.

Esempio 1.6.3. Sia K un campo qualsiasi, la funzione |0| = 0, |a| = 1 per ogni a 6= 0, è
una norma che induce la topologia discreta.

Esempio 1.6.4. Sia K = Q e sia p un numero primo. La norma p-adica | |p : Q → R

si definisce nel modo seguente: se a = pr
b

c
con b, c, r ∈ Z e b, c non divisibili per p, si pone

|a|p = p−r. Non è arduo dimostrare che si tratta di una norma.

Se r = (r1, . . . , rn) è un multiraggio, 0 < ri < +∞, e I = (i1, . . . , in) un multiindice si

pone rI = ri11 r
i2
2 · · · rinn .

Consideriamo adesso l’anello delle serie formali K[[x1, . . . , xn]] a coefficienti in un campo
normato (K, | |) fissato: non si richiede che la norma sia completa.

Definizione 1.6.5. Per ogni multiraggio r ed ogni serie formale φ =
∑
aIx

I ∈ K[[x1, . . . , xk]]
denotiamo

‖φ‖r = ‖
∑

aIx
I‖r =

∑
I

|aI |rI ∈ [0,+∞],

Br = {φ ∈ K[[x1, . . . , xk]] | ‖φ‖r <∞} .
Una serie formale φ ∈ K[[x1, . . . , xk]] si dice convergente (rispetto alla norma | |) se esiste
un multiraggio r tale che φ ∈ Br. Il sottoinsieme delle serie convergenti è denotato

K{x1, . . . , xk} = ∪rBr ⊂ K[[x1, . . . , xk]].

Se K = R,C e | | è la norma usuale, questa definizione coincide con la classica nozione
di serie convergente. Rispetto alla norma dell’Esempio 1.6.3 ogni serie formale è convergente
(prendere r = (1/2, · · · , 1/2)).

Lemma 1.6.6. Sia r un multiraggio fissato. Allora per ogni φ, ψ ∈ Br vale:

(1) ‖φ+ ψ‖r ≤ ‖φ‖r + ‖ψ‖r;
(2) ‖φψ‖r ≤ ‖φ‖r‖ψ‖r;
(3) se φ ha molteplicità k, per ogni 0 < t ≤ 1 si ha

‖φ‖tr ≤ tk‖φ‖r, dove t(r1, . . . , rn) = (tr1, . . . , trn) .

In particolare gli insiemi K{x1, . . . , xn} e Br sono sottoanelli di K[[x1, . . . , xn]].
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Dimostrazione. 1) è immediata consequenza della disuguaglianza triangolare |a+ b| ≤
|a| + |b|. Per lo stesso motivo, se φn è una successione di serie formali tali che ν(φn) → ∞,
allora vale la disuguaglianza

‖
∑
n

φn‖r ≤
∑
n

‖φn‖r .

2) Se ψ è un monomio segue immediatamente dall’uguaglianza |ab| = |a||b| che ‖φψ‖r =
‖φ‖r‖ψ‖r e quindi se ψ è un polinomio il punto 2) segue immediatamente da 1). Dunque se
ψ =

∑
k ψk, con ψk polinomio omogeneo di grado k si ha ν(φψk) → ∞, φψ =

∑
k φψk e

quindi

‖φψ‖r ≤
∑
k

‖φψk‖r ≤
∑
k

‖φ‖r‖ψk‖r = ‖φ‖r
∑
k

‖ψk‖r = ‖φ‖r‖ψ‖r .

Per la 3) scriviamo φ come somma di polinomi omogenei φi di grado i: φ =
∑∞
i=k φi. È chiaro

che ‖φi‖tr = ti‖φi‖r e quindi, siccome t ≤ 1 vale

‖φ‖tr =

∞∑
i=k

‖φi‖tr =

∞∑
i=k

ti‖φi‖r ≤ tk
∞∑
i=k

‖φi‖r = tk‖φ‖r .

�

Nelle prossime pagine studieremo serie di potenze in cui una indeterminata gioca un ruolo
privilegiato rispetto alle altre: per esaltare tale differenza indicheremo con t l’indeterminata
“nobile” e con x1, . . . , xn le indeterminate “plebaglia”.

Dato di partenza: Sia

φ =

+∞∑
i=0

φi(x)ti ∈ K[[x1, . . . , xn, t]]

una serie fissata e si assuma che esista un intero N ≥ 0 tale che φi(0) = 0 per ogni i < N e
φN (0) = 1. Equivalentemente

φ(0, . . . , 0, t) = tN + aN+1t
N+1 + aN+2t

N+2 + · · · .

Si considerino le applicazioni (dipendenti da φ)

L : K[[x1, . . . , xn, t]]→ K[[x1, . . . , xn, t]], L(
∑
i≥0 fi(x)ti) =

∑
i≥N fi(x)ti−N

V : K[[x1, . . . , xn, t]]→ K[[x1, . . . , xn, t]], V (f) = L(φf).

Lemma 1.6.7. Nelle notazioni precedenti, se φ ∈ Br per un multiraggio r, allora V (Br) ⊂
Br.

Dimostrazione. Se r = (p, q) = (p1, . . . , pn, q) e f =
∑
fi(x)ti si ha

‖f‖r = ‖
∑
i

fi(x)ti‖r =
∑
i≥0

‖fi‖p qi,

e quindi

‖L(f)‖r = ‖
∑
i≥n

fi(x)ti−N‖r =
∑
i≥N

‖fi‖p qi−N ≤
‖f‖r
qN

,

‖V (f)‖r = ‖L(φf)‖r ≤
1

qN
‖φf‖r ≤

‖φ‖r
qN
‖f‖r .

�

Dati due multiraggi r = (r1, . . . rn) e R = (R1, . . . , Rn), scriveremo R ≤ r (risp.: R < r)

se vale Ri ≤ ri (risp.: Ri < ri) per ogni i. È evidente che se R ≤ r allora ‖f‖R ≤ ‖f‖r per
ogni f .

Lemma 1.6.8. Nelle notazioni precedenti, se φ ∈ Br, allora esiste un multiraggio R ≤ r
tale che V : BR → BR è bigettiva.
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Dimostrazione. Raggruppiamo la plebaglia x = (x1, . . . , xn) e scriviamo la serie φ nella
forma

φ = tN + tNe(x, t) +

N∑
i=1

φi(x)tN−i, φi(x) ∈ K[[x1, . . . , xn]],

con e(0, 0) = φi(0) = 0 e dimostriamo preliminarmente che

V : K[[x1, . . . , xn, t]]→ K[[x1, . . . , xn, t]]

è bigettiva.
Come nel Teorema 1.5.3, ponendo H = Id−V , basta dimostrare che con il peso

w = (N + 1, N + 1, . . . , N + 1, 1),

per ogni serie formale f si ha w(H(f)) > w(f): si noti che vale

w(
∑

fi(x)ti) = min
i

(i+ (N + 1)ν(fi)),

ed abbiamo già osservato che w(fg) = w(f) + w(g), w(f + g) ≥ min(w(f), w(g)). Si ha

H(g) = g − V (g) = g − L(φg) = −eg −
N∑
i=1

L(φit
N−ig) :

(1) siccome e(0) = 0 si ha w(eg) ≥ w(eg) + 1;

(2) se g =
∑
h gh(x)th si ha L(tN−ig) =

∑
h≥i gh(x)th−i da cui w(L(tN−ig)) ≥ w(g)− i

e siccome ν(φi) > 0 si ha

w(L(φit
N−ig)) ≥ N + 1− i+ w(g) ≥ w(g) + 1 .

In conclusione

w(H(g)) = w

(
−eg −

N∑
i=1

L(φit
N−ig)

)
≥ min

i
(w(eg), w(L(φit

N−ig))) ≥ w(g) + 1 .

Dunque V è bigettiva a livello di serie formali. Dimostriamo adesso che esiste un multi-
raggio R ≤ r tale che la serie

∑∞
k=0H

k(g) ha senso in BR, ad esempio mostrando che per
ogni g ∈ BR vale ‖H(g)‖R ≤ ‖g‖R/2.

Sia ε =
1

2(N + 1)
, siccome e ha molteplicità positiva si ha ‖e‖tr ≤ t‖e‖r per ogni 0 < t ≤ 1;

a meno di moltiplicare r per un numero reale 0 < α ≤ 1 si può supporre ‖e‖r < ε. Sia
r = (p, q) = (p1, . . . , pn, q) il nuovo r; adesso ci teniamo fisso q e rimpiccioliamo i pi secondo
necessità. Anche le serie φi hanno molteplicità positiva, per ogni 0 < t < 1 si ha

‖φi‖tp ≤ t‖φi‖p
e quindi a meno di rimpicciolire p si può supporre ‖φi‖p ≤ εqi per ogni i = 1, . . . N . Siccome
‖L(tN−ig)‖r ≤ q−i‖g‖r si ha

‖H(g)‖r = ‖g−V (g)‖r = ‖L(φg)−g‖r ≤ ‖eg‖r+
N∑
i=1

‖φi‖p‖L(tN−ig)‖r ≤ (N+1)ε‖g‖r =
1

2
‖g‖r .

�

Da ora in poi supponiamo che la serie φ del dato di partenza sia convergente, ossia
φ ∈ K{x1, . . . , xn, t}.

Teorema 1.6.9 (di divisione). Siano φ ed N come sopra. Allora, per ogni serie conver-
gente f ∈ K{x1, . . . , xn, t} esistono unici g ∈ K{x1, . . . , xn, t} e r ∈ K{x1, . . . , xn}[t] di grado
< N in t tali che

f = φg + r.

Dimostrazione. Per definizione di serie convergente esiste un multiraggio R tale che
f, φ ∈ BR e per il lemma precedente, a meno di restringere in modo opportuno R, esiste g
convergente tale che L(f) = V (g) = L(φg). Quindi r = f − φg ha grado < N in t. Viceversa
se f = φg + r, allora L(f) = L(φg) e g è unica per l’iniettività di V . �

Nota: il teorema di divisione è generalmente noto come il teorema di divisione di Weier-
strass, nonostante il primo a dimostrarlo sia stato Stickelberger nel 1887.
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Teorema 1.6.10 (di preparazione di Weierstrass). Siano φ,N come sopra, allora esiste
unica e ∈ K{x1, . . . , xn, t} invertibile tale che

φe = tN +

N∑
i=1

ψi(x)tN−i, ψi(0) = 0.

Dimostrazione. Per il teorema di divisione esiste unica una serie di potenze convergente
e tale che tN = eφ + r con r polinomio in t di grado < N , basta quindi dimostrare che
e(0) 6= 0, r(0, t) = 0. Siccome φ(0, t) = tN + roba di ordine superiore si ha e(0, t)φ(0, t) =
e(0)tN +

∑
i>N ait

i e quindi necessariamente e e(0) = 1 e ψi(0) = 0 per ogni i. �

1.7. Germi e loro fattorizzazione unica

Siano U ⊂ Cn un aperto e x ∈ U . L’anello dei germi di funzioni olomorfe in x è
definito come il quoziente

OU,x =
{(V, f) | x ∈ V aperto , f ∈ O(V )}

∼
,

dove
(V, f) ∼ (W, g) ⇐⇒ ∃ H aperto tale che 0 ∈ H ⊂W ∩ V e f|H = g|H .

Lasciamo al lettore la semplice verifica che ∼ è una relazione di equivalenza e che le
operazioni

(V, f) + (W, g) = (U ∩W, f + g), (V, f)(W, g) = (U ∩W, fg)

inducono al quoziente una struttura di anello commutativo con unità. Tale struttura è univo-
camente determinata dal fatto che per ogni aperto V ⊂ U l’applicazione naturale

O(V )→ OU,x, f 7→ fx := (V, f) (mod ∼),

è un omomorfismo di anelli (iniettivo se V è connesso per il principio di identità); chiameremo
l’elemento fx ∈ OU,x il germe di f nel punto x.

È chiaro che OU,x = OCn,x per ogni x ∈ U ⊂ Cn e considerando la composizione di
funzioni olomorfe con traslazioni di Cn, si ottengono degli isomorfismi di anelli OCn,x ' OCn,y
per ogni x, y ∈ Cn.

Possiamo interpretare lo sviluppo di Taylor nell’origine (di Maclaurin per i puristi) come
un omomorfismo iniettivo di anelli

OCn,0 −→ C[[z1, . . . , zn]],

la cui immagine è il sottoanello C{z1, . . . , zn} delle serie convergenti (rispetto alla norma
Euclidea su C). Infatti se una serie formale

∑
aIz

I è lo sviluppo di Taylor di una funzione
olomorfa f definita in U aperto, e r è un poliraggio tale che ∆(0, r) ⊂ U , dalla formula
di Cauchy segue

∑
|aI |RI < ∞ per ogni R < r e quindi

∑
aIz

I ∈ BR ⊂ C{z1, . . . , zn}.
Viceversa, se

∑
aIz

I ∈ C{z1, . . . , zn}, per definizione esiste un poliraggio R tale che
∑
aIz

I ∈
BR; dalla completezza di C rispetto alla norma, segue che

∑
aIz

I è totalmente convergente sui
compatti del polidisco ∆(0, R) e definisce quindi una funzione f che è olomorfa per definizione.

In definitiva, per ogni n > 0 si ha un isomorfismo naturale

OCn,0 ∼= C{z1, . . . , zn} .
Abbiamo già osservato che la valutazione in z1 = · · · = zn = 0 dà un omomorfismo

surgettivo di anelli
OCn,0 ∼= C{z1, . . . , zn} → C, f 7→ f(0),

il cui nucleo
m = {f ∈ OCn,0 | f(0) = 0}

è un ideale massimale (perché C è un campo).

Lemma 1.7.1. Nelle notazioni precedenti, m è l’unico ideale massimale di OCn,0.

Dimostrazione. Basta vedere che m contiene ogni ideale proprio, o equivalentemente
che ogni f 6∈ m è invertibile. Ma se f è definita in un aperto U , e f(0) 6= 0, a meno di
restringere U possiamo supporre f(x) 6= 0 per ogni x ∈ U e quindi l’inverso 1/f è ben definito
ed olomorfo. �
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Definizione 1.7.2. Un anello che possiede un unico ideale massimale si dice un anello
locale.

Quindi OCn,0 ' C{z1, . . . , zn} è un dominio locale: dominio è l’abbreviazione di dominio
di integrità (è un sottoanello del dominio delle serie formali). Veniamo adesso con questa mia
a dirvi il teorema più importante della presente sezione:

Teorema 1.7.3. Gli anelli OCn,0 ' C{z1, . . . , zn}, n ≥ 0, sono domini a fattorizzazione
unica.

Prima di fare la dimostrazione è utile richiamare, dai corsi di algebra, alcuni concetti base
riguardanti il concetto di fattorizzazione unica su anelli commutativi più generali di Z e K[t]:
per maggiori dettagli e dimostrazioni si può consultare ad esempio [2, Capitolo 11].

Nel seguito tutti gli anelli sono intesi commutativi e con unità e la scrittura a|b significa
che a divide b.

(1) Un elemento a 6= 0 in un anello si dice:
(a) irriducibile se non è invertibile e se a = bc implica che uno tra b e c è invertibile.
(b) primo se non è invertibile e se a|bc implica che a|b oppure a|c.
In un dominio di integrità ogni primo è irriducibile, ma il viceversa è generalmente
falso, vedi Esercizio 1.7.7.

(2) un insieme a1, . . . , an di elementi in un anello A si dice senza fattori comuni se
ogni divisore comune è invertibile, e cioè b ∈ A divide a1, . . . , an solo se b è invertibile.
Un polinomio in A[t] di dice primitivo se è diverso da 0 e se i suoi coefficienti non
hanno fattori comuni.

(3) Un dominio di integrità di dice a fattorizzazione unica se:
(a) ogni elemento non nullo e non invertibile è un prodotto finito di irriducibli;
(b) ogni irriducibile è primo.

Grossolanamente, (a) equivale all’esistenza della fattorizzazione come prodot-
to di irriducibili e (b) all’unicità, intesa come al solito a meno dell’ordine e di
moltiplicazione per invertibili.

(4) Per ogni campo K, l’anello K[t] è un dominio a fattorizzazione unica. (L’esistenza
della fattorizzazione è ovvia conseguenza del fatto che il grado del prodotto è ugua-
le alla somma dei gradi, mentre dimostrare che ogni irriducibile è primo richiede
l’algoritmo di divisione Euclidea).

(5) (Lemma di Gauss). Siano A un dominio a fattorizzazione unica e K il suo campo
delle frazioni. Se p(t), q(t) ∈ A[t] con p(t) primitivo e p(t) divide q(t) in K[t], allora
p(t) divide q(t) in A[t].

(6) Segue facilmente dal lemma di Gauss che se A è un dominio a fattorizzazione unica
allora anche A[t] lo è. Inoltre, due polinomi p, q ∈ A[t] hanno un fattore comune di
grado positivo in t nell’anello A[t] se e solo se lo stesso vale in K[t].

Esempio 1.7.4. Il germe nell’origine della funzione olomorfa in due variabili f(x, y) =
x2 − y3 è irriducibile. Infatti, se fosse f = gh, con g(0) = h(0) = 0, guardando le componenti

omogenee di grado più basso si deve avere g = ax+ g̃, h = a−1x+ h̃, con a ∈ C− {0} e g̃, h̃
non nulle e di molteplicità > 1 in 0. A meno di moltiplicare g, h per delle costanti possiamo
supporre a = 1 e quindi x2 − y3 = x2 + x(g̃ + h̃) + g̃h̃. Ma questo è assurdo perché il termine

y3 può comparire solo nel prodotto g̃h̃ che però ha molteplicità ≥ 4.

Esercizio 1.7.5. Dimostrare che il germe nell’origine della funzione olomorfa in due
variabili f(x, y) = x2 − yk è irriducibile se e solo se k è dispari.

Esercizio 1.7.6. Dimostrare che la definizione di dominio a fattorizzazione unica data al
precedente punto (3) coincide con quella più tradizionale in cui il punto (b) è sostituito con
l’unicità della fattorizzazione, ossia:

(b’) se f1 · · · fn = g1 · · · gm con gli fi e gj irriducibili, allora n = m ed a meno di permuta-
zioni degli indici si ha che per ogni i gli elementi fi e gi differiscono per moltiplicazione
con un invertibile.

Esercizio 1.7.7. Dimostrare che, per ogni intero dispari δ ≥ 5, nel sottoanello Z[i
√
δ] ⊂ C

formato dai numeri complessi del tipo a + ib
√
δ, con a, b ∈ Z, il numero 2 è irriducibile ma
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non è primo. (Lo stesso vale anche per δ = 3 ma la dimostrazione è più difficile. È invece noto
dai corsi di algebra che l’anello Z[i] degli interi di Gauss è un dominio a fattorizzazione unica,
ed infatti 2 = (1 + i)(1− i) non è irriducibile.)

Esercizio 1.7.8. Sia A = C[t2, t3] ⊂ C[t] il sottoanello dei polinomi con il coefficiente di
t nullo. Provare che A non è un dominio a fattorizzazione unica.

Esercizio 1.7.9. Si consideri il sottoanello A ⊂ C[t]×C[t] formato dalle coppie (p(t), q(t))
tali che p(0) = q(0). Provare che (t, 0) è primo ma non irriducibile in A.

In geometria, la fattorizzazione unica è tanto utile quanto rara: la prossima definizione
descrive una proprietà meno rara (vedi e.g. Teorema 1.8.14) e tuttavia dotata di una certa
utilità, sebbene inferiore alla fattorizzazione unica.

Definizione 1.7.10. Un dominio di integrità A con campo delle frazioni K si dice inte-
gralmente chiuso se nessun elemento in K−A è radice di un polinomio monico a coefficienti
in A.

In altri termini A è integralmente chiuso se ogniqualvolta p(α) = 0 con p ∈ A[t] polinomio
monico e α = a/b ∈ K si ha α ∈ A.

Ogni dominio a fattorizzazione unica A è integralmente chiuso: siano infatti p(t) = td +
a1t

d−1 + · · ·+ ad ∈ A[t] un polinomio monico e x = a/b una frazione tali che p(x) = 0. Non è
restrittivo prendere a/b in forma ridotta, ossia con a, b senza fattori comuni, in tal caso dalla
relazione

0 = bdp(x) = ad + b(
∑
· · · ) = 0

segue che b divide ad e questo è possibile solo se b è invertibile e quindi x ∈ A.

Esercizio 1.7.11. Sia A ⊂ C[x, y] il sottoanello dei polinomi p(x, y) tali che p(x, y) =
p(−x,−y), e cioè con tutti i monomi di grado pari. Dimostrare che A è un dominio integral-
mente chiuso che non è a fattorizzazione unica.

La dimostrazione del Teorema 1.7.3 si fa per induzione su n, sebbene per n = 1 si può
dimostrare un risultato più forte.

Proposizione 1.7.12. Ogni ideale non nullo di C{t} è del tipo (ts). In particolare C{t}
è un dominio ad ideali principali.

Dimostrazione. Sia 0 6= I ⊂ C{t} un ideale e sia f ∈ I di molteplicità minima ν(f) =
m. Siccome tm divide ogni g ∈ I basta dimostrare che tm ∈ I. Si può scrivere f = tmφ con
φ(0) 6= 0; dato che φ è invertibile vale tm = fφ−1 ∈ I. �

Sia n ≥ 0 fissato e supponiamo per induzione di aver già dimostrato che C{z1, . . . , zn} è
un dominio a fattorizzazione unica. Per semplicità notazionale scriviamo:

A = C{z1, . . . , zn}, A[t] = C{z1, . . . , zn}[t], B = C{z1, . . . , zn, t} .

Definizione 1.7.13. Un elemento f =
∑n
i=0 fi(z)t

i ∈ A[t] si dice un polinomio di
Weierstrass di grado n se fn = 1 e fi(0) = 0 per ogni i < n.

Ad esempio sono polinomi di Weierstrass

zt+ t2, z3 + t2, t3 + zt+ z3 ∈ C{z}[t],
mentre non sono polinomi di Weierstrass t+ t2, t3 + zt4 eccetera.

Con tale terminologia possiamo rienunciare il teorema di preparazione di Weierstrass
1.6.10:

Teorema 1.7.14 (di preparazione di Weiertrass). Nelle notazioni precedenti, se φ ∈ B e
la serie φ(0, t) è non nulla di molteplicità N <∞, allora esiste unico e ∈ B tale che e(0) 6= 0
ed il prodotto eφ ∈ A[t] è un polinomio di Weierstrass di grado N .

Dimostrazione. Basta osservare che a meno di moltiplicazione per un numero complesso
diverso da 0 la serie φ soddisfa le ipotesi del Teorema 1.6.10. �

Lemma 1.7.15. Nelle notazioni precedenti, siano f, g ∈ A[t] con f polinomio di Weier-
strass. Se f divide g in B, allora lo divide anche in A[t]. In particolare f è invertibile in A[t]
se e solo se è invertibile in B.



1.7. GERMI E LORO FATTORIZZAZIONE UNICA 19

Si noti che se f non è di Weierstrass il risultato è falso, si consideri ad esempio il caso
n = 0, g = t3 e f = t+ t2.

Dimostrazione. Per ipotesi

f = tN +

N∑
i=1

fi(z)t
N−i, fi(0) = 0 ∀i , g =

M∑
i=0

gi(z)t
i;

ed esiste h =
∑
i≥0 hi(z)t

i tale che g = fh.
Supponiamo, per assurdo, che sia hi 6≡ 0 per qualche i > M −N . Sia j > M −N per cui

hj abbia molteplicità minima, ossia tale che ν(hj) ≤ ν(hi) per ogni i > M − N (ricordiamo
che per definizione ν(0) = +∞).

Cos̀ı, dall’espressione di g, si ricava 0 = gN+j = hj+
∑N
i=1 fihj+i. Osservando che ν(hj) <

ν(fihj+i) per ogni i = 1, . . . , N , per come è stato scelto j, si perviene all’assurdo

ν(hj) = ν(−
∑

fihj+i) ≥ min
i
ν(fihj+i) > min

i
ν(hj+i) ≥ ν(hj) .

Ponendo g = 1 si ottiene la parte sull’invertibilità.
�

Lemma 1.7.16. Nelle notazioni precedenti, sia f ∈ A[t] polinomio di Weierstrass. Allora
f è irriducibile in A[t] se e solo se f è irriducibile in B.

Dimostrazione. Già dimostrato che f è invertibile in A[t] se e solo se è invertibile in B.
Supponiamo f irriducibile in A[t] e f = f1f2, con f1, f2 ∈ B; vogliamo dimostrare che almeno
uno degli fi è invertibile.

Se N è il grado di f come polinomio di Weierstrass, si ha f1(0, t)f2(0, t) = tN . Dunque le
serie fi(0, t) non sono identicamente nulle; per il Teorema di preparazione di Weierstrass si ha
f1 = e1g1, f2 = e2g2, dove gli ei sono invertibili e g1, g2 sono polinomi di Weierstrass. Quindi
f = e1e2g1g2 e dall’unicità segue f = g1g2, 1 = e1e2. Dal momento che f è irriducibile in A[t],
almeno uno dei gi è invertibile in A. Quindi gi è un polinomio di Weierstrass invertibile, e da
ciò si ricava che fi è invertibile in B.

Viceversa, se f è irriducibile in B e f = f1f2, con fi ∈ A[t]. Siano d1, d2 i gradi di f1 ed
f2 come polinomi nella variabile t, allora d1 + d2 = N è il grado di f in t

Dal momento che f è irriducibile in B, uno degli fi è invertibile in B, ad esempio f1, e
cos̀ı f1(0, 0) 6= 0. Essendo f un polinomio di Weierstrass, si ha f(0, t) = tN = f1(0, t)f2(0, t)
e quindi f1(0, t) = ats, f2(0, t) = a−1tN−s e siccome s ≤ d1, N − s ≤ d2 ne consegue s = d1.
D’altra parte f1(0, 0) 6= 0 e cos̀ı deve essere s = 0. Pertanto f1 ha grado 0 in t ed essendo
f1(0) 6= 0 è invertibile in A[t]. �

Teorema 1.7.17. Per ogni n ≥ 0 l’anello C{z1, . . . , zn} è un dominio a fattorizzazione
unica.

Dimostrazione. Procediamo per induzione su n.
Per n = 0 otteniamo un campo, per n = 1 un dominio ad ideali principali: in entrambi i casi
l’enunciato è dimostrato.

Supponiamolo ora vero per C{z1, . . . , zn} e dimostriamolo per C{z1, . . . , zn, zn+1}. Sia
f ∈ C{z1, . . . , zn+1} non invertibile di molteplicità ν(f) = m > 0. Decomponiamo f nella
somma delle sue componenti omogenee f = fm+fm+1 + · · · , con fm non identicamente nulla;
siano a1, . . . , an+1 ∈ C che non annullano il polinomio zn+1fm, che vuol dire an+1 6= 0 e
fm(a1, . . . , an+1) 6= 0. A meno del cambio lineare di coordinate

C{z1, . . . , zn, zn+1}
'−→ C{z1, . . . , zn, t},

zn+1 7→ an+1t, zi 7→ zi + ait, ai ∈ C,
possiamo supporre fm(0, . . . , 0, 1) 6= 0 ed a meno di moltiplicare f per una costante possiamo
supporre fm(0, . . . , 0, 1) = 1. Notiamo che i cambi lineari di coordinate inducono isomorfismi
dell’anello dei germi e quindi non influiscono su esistenza ed unicità delle decomposizioni
irriducibili.

Pertanto vale f(0, . . . , 0, t) = tm +
∑
i>m bit

i e per il teorema di preparazione di Weier-
strass vale f = eg, con e invertibile e g polinomio di Weierstrass di grado m in t. Ponendo
come sopra A[t] = C{z1, . . . , zn}[t] si ha g ∈ A[t] e per l’ipotesi induttiva A[t] è un dominio



20 1. FUNZIONI OLOMORFE DI VARIABILI COMPLESSE

a fattorizzazione unica e g si decompone in maniera unica in fattori irriducibili g = g1 · · · gd,
con gi(0, t) = tsi a meno di moltiplicazione per una costante. Cos̀ı ogni gi è di Weierstrass
e quindi, per il Lemma 1.7.16 gi è anche irriducibile in B e pertanto f = e g1 · · · gd è una
decomposizione in irriducibili in C{z1, . . . , zn}.

Dimostriamo ora l’unicità di una tale decomposizione. Sia f = f1 · · · fr un’altra decompo-
sizione di f in irriducibili. Di nuovo, fi(0, t) | f(0, t), ed applicando il teorema di preparazione
di Weierstrass alle fi si ha fi = eihi; pertanto f = e1 · · · er h1 · · ·hr. Essendo le ei invertibili
si ha gi | h1 · · ·hr. Per il primo dei due lemmi introduttivi gi | h1 · · ·hr anche in A[t]. Dato
che A è a fattorizzazione unica, gi è primo in A[t] e quindi esiste j tale che gi | hj , da cui
hj = gieij , con eij invertibile. Ciò dà l’unicità della decomposizione. �

Osservazione 1.7.18. Se U ⊂ Cn è un aperto connesso e non vuoto, il dominio di
integrità O(U) non è mai a fattorizzazione unica. Sia infatti V = π(U) ⊂ C l’immagine di
U mediante la proiezione π : Cn → C sulla prima coordinata, allora V è aperto connesso ed
esiste una funzione olomorfa g ∈ O(V ) non nulla che si annulla in una successione di infiniti
punti distinti p1, p2, . . .: infatti, siccome C è connesso si ha V = C oppure esiste un punto
p ∈ V − V ; nel primo caso possiamo prendere g(z) = e2πiz − 1 che si annulla sugli interi; nel
secondo caso scegliamo una successione pi ∈ V di punti distinti tali che |pi−p| < 2−i per ogni
i e consideriamo il prodotto infinito:

g(z) =
∞∏
i=1

z − pi
z − p

=

∞∏
i=1

(
1 +

p− pi
z − p

)
∈ O(V ) .

Consideriamo adesso f = g ◦ π ∈ O(U) e supponiamo per assurdo che f = f1 · · · fr sia una
decomposizione in fattori irriducibili. Per ogni indice i, siccome z − pi divide g per ogni i, ne
segue che z1 − pi divide f quindi esiste un fattore fj che divide z1 − pi. Per il principio dei
cassetti esiste un fattore irriducibile fh che divide z1 − pi, z1 − pj con pi 6= pj . Ma allora fh
divide pi − pj e quindi sarebbe invertibile.

In un dominio a fattorizzazione unica ha senso parlare di Massimo Comune Divisore
(MCD) di un insieme finito di elementi non nulli, che risulta definito a meno di invertibili.
Per indicare che due elementi a, b sono senza fattori comuni si scrive MCD(a, b) = 1.

Teorema 1.7.19. Siano f, g ∈ O(U) due funzioni olomorfe in un aperto U ⊂ Cn+1. Per
ogni x ∈ U denotiamo con fx, gx ∈ OU,x i germi di f e g nel punto x, ossia gli sviluppi di
Taylor di f e g nel punto x. Se fx, gx 6= 0 per ogni x, allora l’insieme

V = {x ∈ U |MCD(fx, gx) = 1 in OU,x}
è aperto.

Dimostrazione. Agendo con traslazioni q.b., basta provare che se 0 ∈ V , allora V
è un intorno di 0. A meno di cambi lineari di coordinate, possiamo supporre che le serie
f(0, . . . , 0, t), g(0, . . . , 0, t) non siano identicamente nulle. A meno di restringere U e moltipli-
care f, g per delle funzioni invertibili possiamo supporre f, g polinomi di Weierstrass, ed in
particolare monici:

f(z, t), g(z, t) ∈ C{z1, . . . , zn}[t] = A[t] .

Abbiamo visto che in tale situazione, ogni fattore comune di f, g in A[t] è anche fattore comune
in C{z1, . . . , zn, t}; per ipotesi f, g non hanno fattori comuni e per il lemma di Gauss lo stesso
vale nell’anello ad ideali principali K[t], dove K campo delle frazioni di A. Dunque esistono
p, q ∈ K[t] tali che pf + qg = α, α ∈ K−{0}: a meno di moltiplicare p, q per un denominatore
comune dei coefficienti non è restrittivo assumere che valga:

pf + qg = α, p, q ∈ A[t], α ∈ A− {0} .
A meno di restringere U se necessario, possiamo supporre che p, q definiscano funzioni olomorfe
su U . Dunque per ogni y ∈ U sui ha una uguaglianza di germi

pyfy + qygy = αy

Sia y = (a, t0) ∈ U , siccome fy, gy sono polinomi monici in t − t0 (a coefficienti funzioni
olomorfe in z1, . . . , zn) se h ∈ OU,y è un fattore comune non invertible, la serie h(a, t − t0)
non è identicamente nulla. A meno di moltiplicare per un invertibile possiamo supporre h
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polinomio di Weierstrass di grado positivo, ma in tal caso non può dividere αy che ha grado
0 in t. �

Esempio 1.7.20. Il Teorema 1.7.19 potrebbe far pensare erroneamente che per ogni funzio-
ne olomorfa f ∈ O(U), l’insieme dei punti p ∈ U dove il germe di f è invertibile oppure irridu-
cibile è un aperto. Si consideri ad esempio il polinomio in tre variabili f(x, y, z) = x2−y3−zy2

e mostriamo che è irriducibile in (0, 0, 0) e che non è irriducibile in (0, 0, a) per ogni a 6= 0.
Se fosse f = gh con g(0) = h(0) = 0, a maggior ragione si avrebbe

x2 − y3 = f(x, y, 0) = g(x, y, 0)h(x, y, 0)

in contraddizione con l’irriducibilità di x2 − y3.
Viceversa, se a 6= 0, allora la funzione z + y possiede una radice quadrata in un intorno

di (0, 0, a), ed esiste una fattorizzazione

f(x, y, z) = x2 − y2(z + y) = (x+ y
√
z + y)(x− y

√
z + y) .

Terminiamo la sezione con una curiosa applicazione del teorema di preparazione di Weier-
strass di cui avremo bisogno nei prossimi capitoli.

Lemma 1.7.21. Siano f ∈ C{z1, . . . , zn} e 1 ≤ m < n che soddisfano la seguente proprietà:

(1.3) f divide
∂f

∂zi
in C{z1, . . . , zn} ∀ i = m+ 1, . . . , n.

Allora esiste e ∈ C{z1, . . . , zn} invertibile tale che ef ∈ C{z1, . . . , zm}.

Dimostrazione. Notiamo che ipotesi e tesi sono preservate se moltiplichiamo f per un
invertibile. Infatti se f divide ∂f/∂zi ed e è invertible, allora anche ef divide ∂ef/∂zi. Per
induzione basta allora dimostrare il lemma nel caso m = n−1 e quindi che esiste un invertibile
e tale che ef ∈ C{z1, . . . , zn−1}.

Se f(0) 6= 0 basta prendere e = 1/f , mentre se f(0) = 0 scriviamo lo sviluppo di Taylor
di f nella forma

f =

∞∑
i=0

fi(z1, . . . , zn−1)zin, f0(0) = 0 .

Se fi = 0 per ogni i > 0 non c’è nulla da dimostrare; supponiamo quindi f(0) = 0 e fi 6= 0
per qualche i > 0. Se fosse f0 = 0 allora la derivata ∂f/∂zn avrebbe molteplicità strettamente
minore della molteplicità di f e questo è contrario alle ipotesi.

Rimane da considerare il caso f0 6= 0 e f(0) = 0. Ciò è possibile solo se n > 1 ed a me-
no di cambi lineari delle coordinate z1, . . . , zn−1 si può supporre che la serie f(z1, 0, . . . , 0) =
f0(z1, 0, . . . , 0) sia non banale. Per il teorema di preparazione di Weierstrass esiste un invertibi-
le e ∈ C{z1, z2, . . . , zn} tale che ef ∈ C{z2, . . . , zn}[z1] è un polinomio di Weierstrass di grado
positivo in z1. Siccome ef divide la derivata ∂ef/∂zn in C{z1, . . . , zn}, per il Lemma 1.7.15
ef divide la derivata ∂ef/∂zn anche in C{z2, . . . , zn}[z1] e questo è assurdo perché ef è un
polinomio monico e dunque il grado di ∂ef/∂zn nella variabile z1 è strettamente minore di
quello di ef . �

1.8. Chiusi analitici e funzioni meromorfe

Si consideri un aperto U ⊂ Cn e sia O(U) l’anello delle funzioni olomorfe su U . Per ogni
sottinsieme E ⊂ O(U), si definisce il luogo degli zeri di E come:

V (E) = {z ∈ U | f(z) = 0, ∀f ∈ E}.

Osservazione 1.8.1. Dalla definizione segue che V (E) = ∩f∈EV (f) = ∩f∈Ef−1(0). Più
in generale V (∪Ei) = ∩V (Ei) per ogni famiglia di sottoinsiemi Ei ⊂ O(U). D’altra parte, se
per E,F ⊂ O(U) definiamo

E · F = {f · g | f ∈ E, g ∈ F} ⊂ O(U),

Allora

V (E · F ) = V (E) ∪ V (F ) .
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Infatti se f(x) = 0 per ogni f ∈ E, a maggior ragione h(x) = 0 per ogni h ∈ E · F , quindi
V (E) ⊂ V (E · F ) e per simmetria V (F ) ⊂ V (E · F ). Viceversa se x ∈ U − (V (E) ∪ V (F ))
esistono f ∈ E e g ∈ F tali che f(x) 6= 0, g(x) 6= 0 e quindi fg(x) 6= 0 da cui x 6∈ V (E · F ).

Definizione 1.8.2. Un sottoinsieme X ⊂ U si dice chiuso analitico se per ogni punto
x ∈ U esiste un aperto W ⊂ U , con x ∈W , e un sottoinsieme finito3 E ⊂ O(W ) per cui vale:

(1.4) X ∩W = V (E)

Ogni chiuso analitico è anche un chiuso nella topologia classica. Infatti se X ⊂ U è un
chiuso analitico e x 6∈ X, esiste un aperto x ∈ W ⊂ U ed un insieme finito E ⊂ O(W ) tale
che X ∩W = V (E) e quindi x ∈W −V (E) ⊂ U −X: basta osservare che W −V (E) è aperto
in W e quindi pure in U .

In termini più colloquiali, un chiuso analitico può essere descritto come un chiuso che è
localmente luogo degli zeri di un numero finito di funzioni olomorfe.

Nelle notazioni precedenti, valgono le seguenti proprietà:

(1) ∅ = V (1) e U = V (0) sono chiusi analitici di U ;
(2) se X1, X2 ⊂ U sono chiusi analitici =⇒ X1 ∪X2 è chiuso analitico;
(3) se X1, X2 ⊂ U sono chiusi analitici =⇒ X1 ∩X2 è chiuso analitico.

Verifichiamo tali proprietà:

(1) risulta immediata dalla definizione.
(2) X1,X2 chiusi analitici =⇒ ∀x ∈ U esistonoW1 , W2 aperti di U e E1 ⊂ O(W1) , E2 ⊂
O(W2) sottoinsiemi finiti tali che Xi ∩Wi = V (Ei):

Si consideri l’insieme

E1 · E2 = {f · g | f ∈ E1 e g ∈ E2} ⊂ O(W1 ∩W2).

Per quanto osservato nella Remark 1.8.1 si ha

(X1 ∪X2) ∩ (W1 ∩W2) = V (E1 · E2) .

(3) Del tutto simile a quella del punto 2 con E1 ∪ E2 ⊂ O(W1 ∩W2).

Esercizio 1.8.3. Provare che i chiusi analitici di C sono tutti e soli i sottoinsiemi chiusi
e discreti nella topologia classica.

Lemma 1.8.4. Siano U ⊂ Cn un aperto e X ⊂ U un chiuso analitico. Allora la parte
interna di X è aperta e chiusa in U ; in particolare se U è connesso e X 6= U , allora X è un
chiuso raro, ossia senza parte interna.

Dimostrazione. Sia A = Xo la parte interna di X e denotiamo con A la chiusura di A
in U . Per ogni punto x ∈ A−A esiste un aperto x ∈W ⊂ U ed un insieme finito E ⊂ O(W )
tale che X ∩W = V (E); a meno di restringere W possiamo supporre W aperto connesso.
Siccome l’aperto W ∩A è non vuoto, per il principio di identità ogni f ∈ E si annulla su W ,
ossia W ⊂ X e x ∈ A. Abbiamo quindi dimostrato che A = A.

Se X 6= U a maggior ragione A = A 6= U e se U è connesso deve quindi essere A = ∅. �

Siamo adesso in grado di enunciare e dimostrare l’analogo pluridimensionale del teorema
di estensione di Riemann.

Teorema 1.8.5 (di estensione di Riemann). Siano U ⊂ Cn un aperto connesso e X ⊂ U
un chiuso analitico proprio. Allora l’aperto complementare U −X è connesso e ogni funzione
f : U −X → C olomorfa e localmente limitata intorno ad X si estende, in maniera unica, ad
una funzione olomorfa f̃ : U → C.

Dimostrazione. Quando diciamo che f è localmente limitata intorno ad X intendiamo
dire che per ogni x ∈ X esiste un aperto V ⊂ U tale che x ⊂ V e f : V −X → C limitata.

Basta dimostrare che ogni funzione olomorfa e limitata si estende ad una funzione olomorfa
su U : siccome U −X è denso in U per il Lemma 1.8.4, l’estensione è necessariamente unica.
Inoltre, se U−X fosse sconnesso, esisterebbe una funzione localmente costante ma non costante
U −X → {±1}, che pur essendo olomorfa e limitata, non può essere estesa con continuità.

3Nota per chi segue anche Geometria Algebrica: la restrizione ad insiemi finiti è tecnicamente utile
e conveniente perché gli anelli O(U) non sono Noetheriani (come per la fattorizzazione unica sono invece

Noetheriani gli anelli dei germi, ma questo va al di là degli obiettivi di queste note).



1.8. CHIUSI ANALITICI E FUNZIONI MEROMORFE 23

Sempre per il Lemma 1.8.4, se A,B ⊂ U sono due aperti, allora A ∩ B 6= ∅ se e solo se
A ∩B ∩ (U −X) 6= ∅; per il principio di identità basta quindi dimostrare che per ogni x ∈ U
la funzione f si estende ad un intorno aperto e connesso di x.

Non è chiaramente restrittivo supporre x ∈ X, ed a meno di traslazioni che x = 0 ∈ Cn.
Per ipotesi esiste un aperto 0 ∈ W ed una funzione olomorfa non nulla g ∈ O(W ) tale che
X ∩W ⊂ V (g). A meno di restringere W possiamo assumere che f sia limitata in W −X e
a meno di un cambio lineare di coordinate non è restrittivo supporre g non nulla sull’asse zn.
Per il teorema di preparazione di Weierstrass, a meno di restringere ulteriormente W esiste
una funzione olomorfa e ∈ O(W ) tale che h := eg sia un polinomio di Weierstrass in zn; è
chiaro che X ∩W ⊂ V (h).

Possiamo quindi scrivere:

h = zdn +
∑
i< d

hi(z1, . . . , zn)zin, hi(0) = 0, (z1, . . . , zn) ∈W .

Sia r = (r1, . . . , rn) un poliraggio tale che ∆(0, r) ⊂W ; allora

|zn| = rn =⇒ h(0, . . . , 0, zn) = zdn 6= 0 .

Siccome la proiezione

p : ∆(0, (r1, . . . , rn−1))× ∂∆(0, rn)→ ∆(0, (r1, . . . , rn−1))

è un’applicazione chiusa, l’immagine dell’intersezione del dominio con V (h) è un chiuso che
non contiene 0, ed a meno di restringere r1, . . . , rn−1 (e lasciare fisso rn) si ha

|zi| < ri, ∀ 1 ≤ i < n, |zn| = rn =⇒ h(z1, . . . , zn−1, zn) 6= 0 .

Per ogni (z1, . . . , zn−1) ∈ ∆(0, (r1, . . . , rn−1)) l’insieme {zn ∈ ∆(0, rn) | h(z1, . . . , zn) = 0}
è finito (sono le radici di un polinomio di grado d) e per il teorema di estensione di Riemann
in una variabile, sappiamo che la funzione zn 7→ f(z1, . . . , zn) si estende ad una funzione

olomorfa f̃ che per la formula di Cauchy deve necessariamente essere uguale a

(1.5) f̃(z1, . . . , zn) =
1

2πi

∫
|ξ|=rn

f(z1, . . . , zn−1, ξ)

ξ − zn
dξ .

Ma la funzione f̃ definita in (1.5) è olomorfa non solo nella variabile zn ma in tutto il polidisco
∆(0, r). �

Un’altra utile applicazione del Lemma 1.8.4 è la dimostrazione che la divisibilità di
funzioni olomorfe è una proprietà locale.

Proposizione 1.8.6. Siano f, g funzioni olomorfe su un aperto connesso U ⊂ Cn. Sono
fatti equivalenti:

(1) f divide g nell’anello O(U);
(2) esiste un ricoprimento aperto U = ∪iUi tale che f|Ui divide g|Ui in O(Ui) per ogni i;
(3) il germe fx divide il germe gx in OU,x per ogni x ∈ U .

Dimostrazione. Per come è definito l’anello dei germi, la condizione 3) è del tutto
equivalente a dire che ogni punto x ∈ U possiede un intorno aperto x ∈ V ⊂ U ed una
funzione olomorfa h ∈ O(V ) tale che g = fh in O(V ); dunque le condizioni 2) e 3) sono del
tutto equivalenti ed è del tutto ovvio che 1) implica 2). Viceversa, se vale 2) esistono delle
funzioni hi ∈ O(Ui) tali che fhi = g. Per dimostrare che le hi si incollano ad una funzione
olomorfa su U bisogna vedere che hi(x) = hj(x) per ogni x ∈ Ui ∩ Uj ed ogni i, j.

Sia dunque x ∈ Ui ∩ Uj e consideriamo un polidisco aperto x ∈ ∆ ⊂ Ui ∩ Uj . Sappiamo
che V (f) è un chiuso raro e quindi ∆− V (f) è un aperto non vuoto nel quale hi = hj = g/f ;
basta adesso invocare il principio di identità per dedurre che hi = hj su tutto ∆ e nel punto
x in particolare. �

Per uso futuro dimostriamo adesso una interessante applicazione del teorema di prepara-
zione di Weierstrass ai chiusi V (f) e che può essere vista come caso particolare del teorema
degli zeri di Rückert [7, Cap. III].

Teorema 1.8.7 (degli zeri per ipersuperfici). Siano 0 ∈ U ⊂ Cn un aperto connesso f, g ∈
O(U) tali che 0 ∈ V (f) ⊂ V (g). Allora, nel dominio a fattorizzazione unica C{z1, . . . , zn},
ogni fattore irriducibile di f divide g.
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Dimostrazione. Non è restrittivo supporre g diversa da zero e quindi V (g), V (f) chiusi
analitici rari. Se f1, . . . , fr sono i fattori irriducibli di f in C{z1, . . . , zn} allora, a meno di
restringere U non è restrittivo supporre fi ∈ O(U) per ogni i e V (f) = V (f1) ∪ · · · ∪ V (fr);
quindi 0 ∈ V (fi) ⊂ V (g) per ogni i ed è sufficiente dimostrare il teorema per f irriducibile.

A meno di un cambio lineare di coordinate si può supporre g(0, . . . , 0, t) non identicamente
nulla, quindi pure f(0, . . . , 0, t) non identicamente nulla. Per il teorema di preparazione di
Weierstrass, a meno di restringere U e moltiplicare f, g per invertibili si può supporre f, g
polinomi di Weierstrass nella variabile zn: diciamo, tanto per fissare le notazioni

f(z) = zdn +

d∑
i=1

fi(z1, . . . , zn−1)zd−in , fi(0) = 0 .

Se π : U → Cn−1 denota la proiezione sulle prime n − 1 coordinate, allora π(V (f)) contiene
un intorno di 0: osserviamo preliminarmente che se

td +

d∑
i=1

ait
d−i, ai, t ∈ C

allora |t| ≤ maxi
i
√

(d+ 1)|ai|. Infatti se fosse |ti| > (d+ 1)|ai| per ogni i si avrebbe t 6= 0 e

|td| ≤
d∑
i=1

|ai||t|d−i ≤
d∑
i=1

|t|d

d+ 1
=

d

d+ 1
|td| .

In altri termini, quando tutti i coefficienti, escluso quello direttivo, di un polinomio monico
tendono a 0 allora anche tutte le radici tendono a 0. Siccome le fi hanno tutte molteplicità
positiva, per tutti gli z ∈ Cn−1 di norma sufficientemente piccola, i coefficienti fi(z) sono tali

da assicurare che per ogni t ∈ C tale che td +
∑d
i=1 fi(z)t

d−i = 0 si abbia (z, t) ∈ U e quindi
(z, t) ∈ V (f).

Se f è irriducible e, per assurdo, fosse senza fattori comuni con g, le stesse considerazioni
fatte nella dimostrazione del Teorema 1.7.19 mostrano che, a meno di restringere ulteriormente
U si ha una relazione del tipo pf+qg = α con p, q ∈ O(U), e α funzione non nulla nelle variabili
z1, . . . , zn−1. Ma siccome V (f) ⊂ V (g) si ha anche V (f) ⊂ V (α) che implica α = 0 poiché
α dipende dalle prime n − 1 coordinate e la proiezione di V (f) sulle medesime contiene un
aperto. �

Corollario 1.8.8. Siano 0 ∈ U ⊂ Cn un aperto convesso, t : Cn → C lineare non nulla
e f ∈ O(U) tale che V (f) ⊂ V (t). Allora esiste un intero d ≥ 0 tale che f = tdg con g ∈ O(U)
invertibile.

Dimostrazione. Innanzitutto possiamo estendere t ad un sistema di coordinate lineari
t, z2, . . . , zn. Dimostriamo preliminarmente che se f(0) = 0 allora t divide f in un intorno di 0.
Per il Teorema 1.8.7 ogni fattore irriducibile di f divide t, ma essendo t irriducibile esso stesso,
ne segue che, a meno di invertibili, t è l’unica componente irriducibile di f in C{t, z2, . . . , zn}.
In particolare t divide f in un intorno di 0.

Torniamo adesso a studiare la situazione globale su U . Sia d il massimo intero tale che td

divide f in U ; chiaramente d è minore od uguale alla molteplicità di f in 0. Siccome V (f) =
V (f/td) ∪ V (td), a meno di sostituire f con f/td basta dimostrare che se ∅ 6= V (f) ⊂ V (t)
allora t divide f . Se esiste p ∈ V (f), abbiamo dimostrato che t divide f in un intorno di p, e per
il principio di identità f(0, z) = 0 per ogni (0, z) ∈ U . Sempre per quanto dimostrato per ogni
u ∈ U esiste un polidisco ∆(u, s) dove t divide f . Dunque per ogni u esiste gu ∈ O(∆(u, s))
tale che f = tgu e per la Proposizione 1.8.6 ne consegue che t divide f in O(U).

Si noti che a posteriori, dal fatto che f = tdg segue V (f) = V (t). �

Ricordiamo che un elemento a di un anello commutativo A si dice un divisore di zero
se l’applicazione

a· : A→ A, b 7→ ab (moltiplicazione per a),

non è iniettiva, ossia se esiste b 6= 0 tale che ab = 0. Pertanto A è un dominio di integrità se
e solo se A non ha divisori di zero diversi da 0.
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Lemma 1.8.9. Siano U ⊂ Cn aperto e f : U → C olomorfa. Allora f è un divisore di 0
nell’anello O(U) se e solo se il luogo di zeri di f ha parte interna non vuota.

In particolare, se f ∈ O(U) non è un divisore di 0, allora f|V ∈ O(V ) non è un divisore
di 0 per ogni aperto non vuoto V ⊂ U .

Dimostrazione. Se esiste g ∈ O(U) non nulla tale che fg = 0 allora f si annulla
nell’aperto non vuoto A = {x ∈ U | g(x) 6= 0} che pertanto è contenuto nella parte interna
del luogo di zeri di f . Viceversa, sia A = V (f)o ⊂ U la parte interna del luogo di zeri di f ;
per il Lemma 1.8.4 si ha A = A (A=chiusura di A in U) e dunque U = A∪B con A,B aperti
disgiunti. Ma allora la funzione g che vale 1 in A e 0 in B è olomorfa e fg = 0 e se A 6= ∅
allora g 6= 0 ed f risulta essere un divisore di 0.

Se f|V è un divisore di zero, per quanto appena dimostrato la funzione f si annulla su un
aperto non vuoto di V e quindi V (f) avrebbe parte interna non vuota. �

Per ogni anello commutativo A con unità 1 ∈ A, denotiamo con SA ⊂ A l’insieme degli
elemento che non sono divisori di 0: ossia a ∈ SA se e solo se la moltiplicazione per a è
iniettiva. È chiaro che 1 ∈ SA e che se s, t ∈ SA allora st ∈ SA.

Definiamo poi l’anello delle frazioni globali di A come

D(A) =
{a
s

∣∣∣ a ∈ A, s ∈ SA} / ∼
dove

a

s
∼ b

t
⇐⇒ sb = ta .

Lasciamo per esercizio la semplice verifica che ∼ è una relazione di equivalenza (sarà fonda-
mentale che i denominatori non siano divisori di zero), che D(A) è un anello con operazioni

a

s
± b

t
=
ta± sb
st

,
a

s

b

t
=
ab

st
,

e che l’applicazione

A→ D(A), a 7→ a

1
,

è un omomorfismo iniettivo di anelli. Se A è un dominio di integrità, allora SA = A − {0}
e quindi D(A) coincide con il campo delle frazioni di A. Viceversa, se D(A) è un campo,
allora A è un dominio di integrità: infatti, dato che esiste un omomorfismo iniettivo di anelli
A → D(A), se D(A) è un dominio di integrità a maggior ragione anche A è un dominio di
integrità.

Nelle notazioni precedenti, per ogni aperto U ⊂ Cn abbiamo dimostrato che SO(U) =
{f ∈ O(U) | V (f)o = ∅}: denotiamo

H(U) = D(O(U)) =

{
f

g

∣∣∣∣ f, g ∈ OX(U), V (g)o = ∅
}
.

Per ogni aperto non vuoto V ⊂ U , il Lemma 1.8.9 garantisce che l’applicazione di restrizione

H(U)→ H(V ),
f

g
7→

f|V

g|V
,

è ben definita ed è un omomorfismo di anelli. Chiameremo H(U) anello delle frazioni olo-
morfe su U .

Siamo adesso in grado di definire una funzione meromorfa su U come una “funzione”
localmente uguale ad una frazione olomorfa. Siccome le frazioni olomorfe non sono delle vere
e proprie funzioni, il precedente concetto ha bisogno di essere precisato meglio ed occorre,
almeno in prima battuta, essere un po’ più pedanti e precisi.

Definizione 1.8.10. Una espressione meromorfa su un aperto U è il dato di un

ricoprimento aperto U = ∪iUi e frazioni meromorfe
fi
gi
∈ H(Ui) tali che, per ogni coppia

di indici i, j le frazioni olomorfe
fi
gi

e
fj
gj

abbiano la stessa restrizione a H(Ui ∩ Uj), ossia tali

che figj = fjgi nell’aperto Ui ∩ Uj .
Una espressione meromorfa (Ui, fi/gi) si dice normalizzata (od anche “in forma norma-

le”) se per ogni i ed ogni x ∈ Ui i germi delle funzioni fi, gi nel dominio a fattorizzazione
unica OU,x non hanno fattori comuni.
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Date due espressioni meromorfe (Ui, fi/gi) e (Vj , hj/kj) sull’aperto U = ∪iUi = ∪jVj ,
diremo che sono equivalenti, e scriveremo (Ui, fi/gi) ∼ (Vj , hj/kj), se per ogni coppia i, j si
ha

fi
gi

=
hj
kj
∈ H(Ui ∩ Vj) ⇐⇒ fikj = gihj ∈ O(Ui ∩ Vj) .

Che ∼ sia una relazione di equivalenza non è del tutto ovvio, soprattutto per quanto riguar-
da la proprietà transitiva. Supponiamo (Ui, fi/gi) ∼ (Vj , hj/kj) e (Vj , hj/kj) ∼ (Al, pl/ql),
vogliamo dimostrare che per ogni i, l si ha fiql = gipl ∈ O(Ui ∩Al). Sia x ∈ Ui ∩Al, prendia-
mo un polidisco ∆ = ∆(x, r) di poliraggio r sufficientemente piccolo tale che ∆ ⊂ Ui ∩ Al e
scegliamo un indice j tale che x ∈ Vj . Ma allora in ∆ ∩ Vj si ha

qlfikj = qlgihj = gikjpl

e siccome kj non è un divisore di zero qlfi = gipl in ∆ ∩ Vj e per il principio di identità
qlfi = gipl in ∆.

Ad esempio, l’espressione meromorfa (Ui, fi/gi) è equivalente a (U, h), con h ∈ O(U), se
e solo se fi = hgi per ogni i.

Definizione 1.8.11. Una funzione meromorfa su U è una classe di equivalenza di
espressioni meromorfe. L’anello delle funzioni meromorfe su U viene denotato M(U).

La struttura di anello in M(U) è definita in maniera naturale partendo da quella delle
frazioni olomorfe: A livello di espressioni olomorfe si vede facilmente che le operazioni(

Ui,
fi
gi

)
∗
(
Vj ,

pj
qj

)
=

(
Ui ∩ Vj ,

fi
gi
∗ pj
qj

)
, ∗ = +,−,× ,

commutano con la relazione ∼ ed inducono una struttura di anello commutativo con unità su
M(U).

Vi è un applicazione naturale

O(U)→M(U), f 7→ classe dell’espressione (U, f/1),

che si vede subito essere un omomorfismo iniettivo di anelli. Inoltre un’espressione meromorfa
(Ui, fi/gi) rappresenta una funzione olomorfa, ossia (Ui, fi/gi) ∼ (U, h) per qualche h ∈ O(U)
se e solo se per ogni i la funzione gi divide fi nell’anello O(Ui). Una implicazione è immediata:
se (Ui, fi/gi) ∼ (U, h) per definizione si ha fi = hgi per ogni i. Viceversa se esistono delle
funzioni hi ∈ O(Ui) tali che fi = gihi, allora higigj = hjgigj in Ui ∩ Uj . Siccome gi, gj non
sono un divisori di zero in Ui ∩ Uj ne consegue che hi = hj .

Lemma 1.8.12. Ogni funzione meromorfa è rappresentata da un’espressione meromorfa
normalizzata.

Dimostrazione. Occorre dimostrare che ogni espressione meromorfa (Ui, fi/gi) è equi-
valente ad una normalizzata. Per ogni x ∈ U = ∪Ui possiamo trovare due germi fx, gx ∈ OU,x
senza fattori comuni tali che fx/gx = fi/gi nell’anello delle frazioni di OU,x per ogni indice i
tale che x ∈ Ui. Basta infatti scegliere un indice i tale che x ∈ Ui e dividere i germi di fi e gi
per il loro massimo comun divisore δ = MCD(fi, gi). Se x ∈ Uj per un altro indice, dividendo
per δ l’uguaglianza figj = gifj si ottiene fx/gx = fi/gi.

Per il Teorema 1.7.19 esiste un intorno aperto x ∈ Vx dove le funzioni fx, gx sono definite
e senza fattori comuni in OVx,y per ogni y. In conclusione l’espressione meromorfa (Ui, fi/gi)
è equivalente all’espressione normalizzata (Vx, fx/gx). �

Poiché è ben definita la restrizione ad aperti delle frazioni olomorfe, lo stesso vale per le
funzioni meromorfe: se V ⊂ U sono aperti di Cn si ha un morfismo di restrizione

M(U)→M(V ), ϕ = {(Ui, fi/gi)} 7→ ϕ|V = {(Ui ∩ V, fi/gi)} .

Per quanto visto sopra, un’espressione meromorfa (Ui, fi/gi) definisce una funzione olo-
morfa nell’aperto V se e solo se gi divide fi in Ui ∩ V per ogni indice i.

Definizione 1.8.13. Sia U ⊂ Cn aperto. Un punto x ∈ U si dice regolare per una
funzione meromorfa ϕ ∈ M(U) se esiste un intorno aperto x ∈ V ⊂ U tale che ϕ|V ∈ O(V ).
Un punto che non è regolare si dice singolare.
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È facile vedere che l’insieme S dei punti singolari di una funzione meromorfa ϕ ∈M(U) è
un chiuso analitico raro di U . A tale scopo basta dimostrare che se (Ui, fi/gi) è un’espressione
normalizzata per ϕ allora vale S ∩ Ui = V (gi) per ogni i.

Sia dunque i un indice fissato e x ∈ Ui. Se gi(x) 6= 0 allora il quoziente fi/gi è olomorfo
in un intorno di x e questo prova che x 6∈ S. Viceversa se esiste un intorno x ∈ V ⊂ Ui ed una
funzione olomorfa h ∈ V tale che fi/gi = h ∈ H(V ), allora fi = gih in O(V ) ed a maggior
ragione fi = gih in OV,x. Poiché i germi di fi e gi in x non hanno fattori comuni, questo
implica che gi è invertibile, ossia gi(x) 6= 0.

Dunque la restrizione di una funzione meromorfa all’aperto denso dei suoi punti regolari
è una funzione olomorfa. Da ciò segue facilmente l’equivalente del principio di identità per le
funzioni meromorfe (dettagli lasciati per esercizio al lettore).

Teorema 1.8.14. Siano U ⊂ Cn aperto e ϕ ∈ M(U) una funzione meromorfa che è
radice di un polinomio monico a coefficienti in O(U). Allora ϕ è olomorfa.

In particolare, se U è connesso il dominio di integrità O(U) è integralmente chiuso.

Dimostrazione. Per ipotesi esistono a1, . . . , ad ∈ O(U) tali che

ϕd + aiϕ
d−1 + · · ·+ ad = 0.

Vogliamo dimostrare che ogni punto di U è regolare per ϕ. Sia (Ui, fi/gi) una espressione di ϕ;
se x ∈ Ui allora fi/gi è radice di un polinomio monico a coefficienti nell’anello a fattorizzazione
unica OU,x ed abbiamo già osservato ciò è possibile solo se gi divide fi in OU,x. Questo è vero
per ogni x ∈ Ui e quindi gi divide fi in Ui; questo è vero per ogni i e quindi ϕ è olomorfa. �

1.9. Biolomorfismi locali e globali

Definizione 1.9.1. Siano U ⊂ Cn, V ⊂ Cm aperti. Un’applicazione

f = (f1, . . . , fm) : U → V

si dice olomorfa se tutte le sue componenti4 fi : U → C sono funzioni olomorfe.

Per una f come nella precedente definizione, un punto u ∈ U , un vettore colonna h ∈ Cn
e t ∈ C in un intorno sufficientemente piccolo di 0 si ha:

fi(u+ th) = fi(u) + t

(
∂f1

∂z1
(u), . . . ,

∂f1

∂zn
(u)

)
h+ t2(· · · )

e quindi

f(u+ th) = f(u) + t(Jf (u)h) + t2(· · · )
dove Jf (u)h è il prodotto righe per colonne della matrice Jacobiana5

Jf (u) =


∂f1

∂z1
(u) · · · ∂f1

∂zn
(u)

...
. . .

...
∂fm
∂z1

(u) · · · ∂fm
∂zn

(u)


con il vettore h.

La composizione di applicazioni olomorfe, quando definita, è ancora olomorfa e, esatta-
mente come nel caso reale, vale la regola di derivazione della funzione composta: la matrice
Jacobiana della composizione è uguale al prodotto delle matrici Jacobiane.

La controimmagine di un chiuso analitico mediante un’applicazione olomorfa è ancora un
chiuso analitico: infatti la controimmagine commuta con le intersezioni e se g ∈ O(V ), allora
per ogni applicazione olomorfa f : U → V si ha V (gf) = f−1(V (g)). In generale l’immagine
di un chiuso analitico non è un chiuso analitico, ed in molti casi nemmeno un chiuso come per
la proiezione dell’iperbole V (xy − 1) ⊂ C2 sugli assi coordinati.

4Anche se per comodità si scrive f = (f1, . . . , fm) non bisogna dimenticare che la convenzione standard

è considerare gli elementi di Cn come vettori colonna.
5Ricordo, per primo a me stesso, che Karl Jacobi era tedesco, e quindi si pronuncia “iacobi”, o meglio

ancora “ya’kobi”; dunque Jf è la matrice iacobiana.
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Esempio 1.9.2. Siano U, V ⊂ Cn intorni aperti di 0 e f : U → Cn, g : V → Cn due
applicazioni olomorfe tali che f(0) = g(0) = 0. Siano 0 ∈ ∆(0, r) ⊂ U e 0 ∈ ∆(0, s) ⊂ V due
polidischi tali che f(∆(0, r)) ⊂ V e g(∆(0, s)) ⊂ U . Allora vale

fg(x) = x ∀x ∈ ∆(0, s) ⇐⇒ gf(y) = y ∀y ∈ ∆(0, r) .

Supponiamo che fg sia l’identità in ∆(0, s) allora le matrici Jacobiane di f e g in 0 sono
una l’inversa dell’altra e di conseguenza anche la matrice Jacobiana di gf : ∆(0, r)→ Cn in 0
è uguale all’identità. Ciò significa che in un intorno di 0 si ha

gf(z1, . . . , zn) = (z1 + h1(z), . . . , zn + hn(z))

con le hi serie di potenze di molteplicià in 0 maggiore di 1. Per il principio di identità basta
provare che h1 = 0 per ogni i; dimostriamo che h1 = 0 (lo stesso argomento si applica alle
altre funzioni hi. Supponiamo per assurdo h1 6= 0 e sia d ≥ 2 la sua molteplicità in 0, allora
h1(z) = p(z) + q(z) con p polinomio omogeneo di grado d e q serie di molteplicità > d. In
un intorno sufficientemente piccolo di 0 è definita la composizione gfgf e se fg = Id allora
gfgf = gf . Ma questo è assurdo perché la prima componente di gfgf è

z1 + h1(z) + h1(gf(z)) = z1 + 2p(z) + q′(z)

con q′ di molteplicità > d.

Un’applicazione olomorfa e invertibile, con inversa olomorfa si dice un biolomorfismo,
oppure isomorfismo olomorfo. Un isomorfismo olomorfo da un aperto in sé viene detto
automorfismo olomorfo; gli automorfismi olomorfi formano un gruppo, con il prodotto di
composizione.

Il prossimo lemma, conseguenza del principio di identità, mostra che per un’applicazione
olomorfa tra aperti connessi di Cn, essere un biolomorfismo equivale ad avere un inverso destro
o sinistro.

Lemma 1.9.3. Per due applicazioni olomorfe f : U → V , g : V → U , tra aperti connessi
di Cn, le seguenti condizioni sono equivalenti:

(1) f è un biolomorfismo con inverso f−1 = g;
(2) gf = IdU ;
(3) fg = IdV .

Dimostrazione. Per definizione 1) è equivalente a 2) e 3). Occorre quindi dimostrare
che 2) e 3) sono equivalenti; ma questo segue imemdiatamente dal principio di identità e
dall’Esempio 1.9.2. �

Esempio 1.9.4. Consideriamo le due applicazioni olomorfe f, g : Cn → Cn le cui compo-
nenti fp, gp, 1 ≤ p ≤ n, sono:

fp(z1, . . . , zn) =
∑

i1<···<ip

zi1zi2 · · · zip (funzioni simmetriche elementari)

gp(z1, . . . , zn) =
1

p

n∑
i=1

zpi .

Vogliamo provare che esiste un automorfismo olomorfo φ : Cn → Cn tale che φf = g.
A tal fine definiamo estendiamo la definizione di gp ad ogni intero positivo p e per ogni

z ∈ Cn consideriamo la serie formale

γz(t) =

n∏
i=1

(1 + tzi) = 1 +

n∑
p=1

fp(z)t
p

il cui logaritmo si calcola in due modi diversi:

log(γz(t)) =

p∑
i=1

log(1 + zit) =

n∑
i=1

∞∑
p=1

(−1)p−1zpi
p

tp =

∞∑
p=1

(−1)p−1gp(z)t
p

=

∞∑
h=1

(−1)h

h

(
n∑
p=1

fp(z)t
p

)h
.



1.9. BIOLOMORFISMI LOCALI E GLOBALI 29

Per ogni p > 0 esiste quindi un polinomio φp ∈ Q[x1, . . . , xn] tale che gp(z) = φp(f1(z), . . . , fn(z))
e quindi g = φf , dove φ : Cn → Cn è l’applicazione di componenti φ1, . . . , φn. Similmente si
ha

n∑
p=1

fp(z)t
p = exp(log(γz(t)))− 1

= exp

( ∞∑
p=1

(−1)p−1gp(z)t
p

)
− 1 =

∞∑
h=1

1

h!

( ∞∑
p=1

(−1)p−1gp(z)t
p

)h
ed anche in questo caso per ogni 0 < p ≤ n esiste un polinomio ψp ∈ Q[x1, . . . , xn] tale
che fp(z) = ψp(g1(z), . . . , gn(z)). Dunque ψg = f dove ψ : Cn → Cn ha come componenti
ψ1, . . . , ψn. Siccome f è surgettiva (teorema fondamentale dell’algebra) si ha φψ = Id. Per il
Lemma 1.9.3 φ e ψ sono biolomorfismi uno l’inverso dell’altro.

Esempio 1.9.5. Siano r > 0 e u ∈ ∆(0, r). Allora

ρu : ∆(0, r)→ ∆(0, r), ρu(z) = r2 u− z
r2 − uz

,

è un automorfismo olomorfo del disco ∆(0, r) tale che ρu(0) = u e ρu ◦ ρu = Id.

È ovvio che ρu(0) = u, mentre la verifica che ρu(ρu(z)) = z è noiosa ma del tutto banale e
lasciata al lettore. Dimostriamo adesso che ρu(∆(0, r)) ⊂ ∆(0, r). Siccome la funzione olomorfa
ρu è definita e continua sul disco chiuso ∆(0, r), per il principio del massimo basta dimostrare
che |ρu(z)| ≤ r quando |z| = r. Moltiplicando numeratore e denominatore per z = r2/z si
ottiene

|z| = r ⇒ ρu(z) = r2 u− z
r2 − uz

= −z u− z
u− z

e basta osservare che numeratore e denominatore della frazione sono uno il coniugato dell’altro
e quindi con lo stesso modulo. Osserviamo inoltre che per ogni u, z ∈ ∆(0, r) vale

|ρu(z)| ≤ |u|+ |z|+ |uz|
r

.

Infatti, la funzione f(z) = ρu(z)− u è olomorfa in un intorno di ∆(0, r), f(0) = 0 e |f(z)| ≤
r + |u| per ogni z. Dal lemma di Schwarz segue che

|ρu(z)| ≤ |u|+ |f(z)| ≤ |u|+ |z|
r

(r + |u|) .

Esempio 1.9.6. Il gruppo degli automorfismi olomorfi di un polidisco aperto ∆(0, r) ⊂ Cn
agisce transitivamente: ossia per ogni x, y ∈ ∆(0, r) esiste un biolomorfismo ρ : ∆(0, r) →
∆(0, r) tale che ρ(x) = ρ(y).

Per n = 1 segue dall’esempio precedente considerando ρ = ρy ◦ ρx. Per n > 1 basta agire
separatamente sui fattori.

Come per le funzioni di classe C1, le applicazioni olomorfe soddisfano il teorema di
invertibilità locale.

Teorema 1.9.7 (di invertibilità locale). Siano U, V ⊂ Cn aperti e

f = (f1, . . . , fn) : U → V

applicazione olomorfa. Allora f è localmente un biolomorfismo in u ∈ U se e solo se la matrice
Jacobiana

Jf (u) =


∂f1

∂z1
(u) · · · ∂f1

∂zn
(u)

...
. . .

...
∂fn
∂z1

(u) · · · ∂fn
∂zn

(u)


è invertibile.

Dire che f è localmente un biolomorfismo in u ∈ U significa dire che esistono due aperti
u ∈ U ′ ⊂ U e f(u) ∈ V ′ ⊂ V tali che f : U ′ → V ′ è un biolomorfismo.
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Dimostrazione. La dimostrazione è omessa e rimandiamo ai classici testi sull’argomento
[6, 7, 15].

In ogni modo basta traslare al caso olomorfo la classica dimostrazione per le funzioni
di classe C1; alternativamente si dimostra preliminarmente che se la matrice Jacobiana è
invertibile allora esiste l’inversa di classe C1 (usando il teorema usuale) e poi usare le equazioni
di Cauchy-Riemann per mostrare che l’inversa è olomorfa.

Non è difficile dare una dimostrazione come conseguenza del teorema di preparazione di
Weiertrass (qui abbozzata nell’Esercizio 1.9.9).

�

Un’applicazione olomorfa f : U → V si dice un biolomorfismo locale se è localmente un
biolomorfismo in ogni punto di U . Segue dal teorema di invertibilità locale che l’applicazione

exπ : C→ C∗ = C− {0}, exπ(z) = e2πiz

è un biolomorfismo locale, cos̀ı come le elevazioni a potenza

C∗ → C∗, z 7→ zn, n 6= 0 .

Anticipiamo il seguente risultato, che per maggior agevolezza dimostreremo in seguito nel
contesto delle varietà complesse.

Teorema 1.9.8 (di invertibilità globale). Sia f : U → V un’applicazione olomorfa e
bigettiva tra due aperti di Cn. Allora f è un biolomorfismo.

In virtù del teorema di invertibilità locale, il teorema di invertibilità globale è del tutto
equivalente a dire che se f : U → V un’applicazione olomorfa e bigettiva tra due aperti di Cn,
allora la matrice Jacobiana di f è ovunque invertibile.

Esercizio 1.9.9. Sia f(z1, . . . , zn) funzione olomorfa in un intorno di 0 tale che f(0) = 0

e
∂f

∂z1
(0) 6= 0 e si consideri la funzione in n+ 1 variabili

g(t, z1, . . . , zn) = t− f(z1, . . . , zn).

Per il Teorema di preparazione di Weierstrass si può scrivere

t− f(z1, . . . , zn) = e(t, z) · (z1 − ϕ(t, z2, . . . , zn)), e(0, 0) 6= 0, ϕ(0) = 0

in modo tale che t = f(z1, . . . , zn) se e solo se z1 = ϕ(t, z2, . . . , zn), in un intorno sufficiente-
mente piccolo di 0. Provare che l’applicazione

(z1, . . . , zn) 7→ (f(z), z2, . . . , zn)

è un biolomorfismo locale con inverso

(y1, . . . , yn) 7→ (ϕ(t, y2, . . . , yn), y2, . . . , yn) .

Usare tale fatto per dare una dimostrazione del Teorema 1.9.7: non è restrittivo supporre
u = 0, Jf (u) = Id e ragionare per induzione sul numero di indici i tali che fi(z) 6= zi.

Esercizio 1.9.10. Sia U ⊂ Cn aperto connesso limitato e sia f : U → U olomorfa. Si
assuma che esista un punto x ∈ U tale che f(x) = 0 e con la matrice Jacobiana di f in
x uguale all’identità. Dimostrare che f = Id. (Sugg.: si considerino le potenze fp, p >> 0;
studiare l’argomento usato nella dimostrazione del Lemma 1.9.3 ed usare la formula di Cauchy
per dare un limite superiore al modulo delle derivate parziali di fp in 0 che non dipende da
p.)



CAPITOLO 2

Varietà complesse

2.1. Varietà complesse

Siamo adesso pronti per definire il concetto di varietà complessa: anche qui si parte da una
varietà topologica, e poi tutto segue in maniera analoga al caso delle varietà differenziabili.

Per comodità di chi legge ricordiamo che uno spazio topologico X si dice varietà topo-
logica di dimensione k se:

(1) X è di Hausdorff;
(2) Ogni punto di X possiede un intorno aperto omeomorfo ad un aperto di Rk cioè per

ogni p ∈ X esistono p ∈ U ⊂ X aperto, V ⊂ Rk aperto e ϕ : U → V omeomorfismo.
La terna (U, V, ϕ) si dice carta;

(3a) X è paracompatto.

Osservazione 2.1.1. È ben noto (vedi ad esempio [18]) che nella definizione di varietà
topologica la condizione di paracompattezza (3a) può essere sostituita con la

(3b) ogni componente connessa di X ha base numerabile,

nel senso che se valgono (1) e (2) allora le condizioni (3a) e (3b) sono completamente equiva-
lenti.

Per varietà topologiche di dimensione pari k = 2n in ogni carta (U, V, ϕ) possiamo
considerare V aperto di Cn.

Definizione 2.1.2. Sia X varietà topologica di dimensione 2n. Chiameremo atlante
complesso su X una famiglia di carte (Ui, Vi ⊂ Cn, ϕi) tali che

⋃
i Ui = X.

Definizione 2.1.3. Un atlante complesso (Ui, Vi, ϕi) su una varietà X si dice olomorfo
se per ogni i, j:

Ui ∩ Uj
ϕj

''

ϕi

ww
Vi ⊃ ϕi(Ui ∩ Uj)

ϕj◦ϕ−1
i

// ϕj(Ui ∩ Uj) ⊂ Vj

le funzioni di transizione ϕj ◦ ϕ−1
i sono olomorfe.

Sia X una varietà topologica di dimensione pari e consideriamo l’insieme di tutti gli atlanti
olomorfi su X:

AO(X) = {B = (Ui, Vi, ϕi) atlante olomorfo su X}.
Dati due atlanti B = (Ui, Vi, ϕi) ∈ AO(X) e C = (Wj , Zj , ψj) ∈ AO(X) poniamo

B ∼ C se e solo se B ∪ C ∈ AO(X) ,

e le stesse considerazioni del caso degli atlanti differenziabili mostrano che ∼ è una relazione
di equivalenza su AO(X) e che B ∼ C se e solo se B ∪HC ∈ AO(X) per ogni sottofamiglia
finita di carte H ⊂ C.

Definizione 2.1.4. Si definisce varietà complessa di dimensione n la coppia com-
posta da una varietà topologica X di dimensione 2n e una classe di equivalenza di atlanti
olomorfi.

Definizione 2.1.5. Diremo che (U ⊂ X,V ⊂ Cn, ϕ) è una carta olomorfa di una varietà
complessa X se appartiene ad almeno un atlante olomorfo fra quelli (tra di loro equivalenti)
che inducono la struttura complessa.

31
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Una varietà complessa si dice compatta, connessa ecc. se lo è come spazio topologico.

Diamo alcuni esempi di varietà complesse.

Esempio 2.1.6. Un esempio banale di varietà complessa di dimensione n è dato da un
qualunque sottinsieme aperto U ⊂ Cn che ha come atlante olomorfo la carta (U,U, Id).

Esempio 2.1.7. Se X è varietà complessa, ogni suo aperto non vuoto U ⊂ X è ancora
una varietà complessa della stessa dimensione. Se B = (Ui, Vi, ϕi) è un atlante olomorfo che
induce la struttura complessa su X, allora l’atlante

B ∩ U = (Ui ∩ U,ϕi(U ∩ Ui) ⊂ Vi, ϕi)

induce la struttura complessa su U .

Esempio 2.1.8 (Lo spazio proiettivo complesso PnC). Ricordiamo la definizione di spazio
proiettivo,

PnC =
Cn+1 − {0}

∼
dove (z0, . . . , zn) ∼ (w0, . . . , wn) se esiste λ ∈ C−{0} tale che wi = λzi per ogni i = 0, . . . , n.
Dotiamo PnC della topologia quoziente: è noto dai corsi di topologia (aka geometria 2) che PnC
è compatto, connesso, di Hausdorff ed a base numerabile.

Per ogni z ∈ Cn+1 − {0} denotiamo con [z] ∈ PnC la corrispondente classe di equivalenza.
Gli insiemi aperti

Ui = {[z0, . . . , zn] | zi 6= 0}
sono tali che ∪ni=1Ui = PnC mentre le funzioni:

ϕi : Ui −→ Cn. [z0, . . . , zn] 7→
(
z0

zi
, . . . ,

ẑi
zi
, . . . ,

zn
zi

)
sono omeomorfismi (come al solito il cappello dell’invisibilità ̂ sovrasta le quantità fantasma).
Consideriamo l’atlante complesso {(Ui,Cn, ϕi), i = 0, . . . , n} e mostriamo che le funzioni di
transizione sono olomorfe: per comodità lo facciamo solo per ϕn ◦ ϕ−1

0 .

U0 ∩ Un
ϕn

''

ϕ0

ww
Cn − {yn = 0}

ϕn◦ϕ−1
0

// Cn − {w1 = 0}

ϕ0(z) =

(
z1

z0
, . . . ,

zn
z0

)
, ϕn(z) =

(
z0

zn
, . . . ,

zn−1

zn

)
e quindi

ϕn ◦ ϕ−1
0 (y1, . . . , yn) =

(
1

yn
,
y1

yn
, . . . ,

yn−1

yn

)
è chiaramente olomorfa.

Date due varietà complesse X e Y un’applicazione F : X → Y è olomorfa se è continua
e per ogni coppia di carte olomorfe (U ⊂ X,V, ϕ) e (Z ⊂ Y,W,ψ), che portano al diagramma,

F−1(Z) ∩ U F //

ϕ

��

Z

ψ

��
V ⊃ ϕ(F−1(Z) ∩ U)

ψ◦F◦ϕ−1

// W

l’applicazione ψ ◦ F ◦ ϕ−1 è una funzione olomorfa tra aperti di Cn. Le stesse verifiche del
caso differenziabile mostrano che basta verificare la precedente condizione per le carte di due
atlanti olomorfi fissati, uno per X ed uno per Y .

Esempio 2.1.9. La proiezione al quoziente Cn+1 − {0} → PnC, z 7→ [z], è olomorfa.
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Per ogni aperto U in una varietà complessa X denotiamo

OX(U) = {f : U → C olomorfa } .
Per definizione, una funzione f : U → C è olomorfa se e solo se per ogni carta olomorfa
(V,A, φ) su X l’applicazione

A ∩ φ(U ∩ V )
φ−1

−−→ U ∩ V f−→ C

è olomorfa.
Siano X una varietà complessa di dimensione n e x ∈ X. Per sistema di coordinate

olomorfe in x si intende un insieme di funzioni olomorfe z1, . . . , zn in un intorno aperto di
x ∈ U tale che l’applicazione

ϕ : U → Cn, ϕ(y) = (z1(y), . . . , zn(y))

sia una carta olomorfa della varietà: con ciò si intende che ϕ(U) ⊂ Cn è aperto e la tripla
(U,ϕ(U), ϕ) è una carta olomorfa.

Come conseguenza del teorema di invertibilità locale 1.9.7, se z1, . . . , zn sono coordinate
locali olomorfe in x, allora una n-upla t1, . . . , tn di funzioni olomorfe in un intorno di x sono

a loro volta coordinate olomorfe in x se e solo se la matrice

(
∂ti
∂zj

(x)

)
è invertibile.

Chiameremo polidisco centrato in x una qualunque carta olomorfa del tipo

X ⊃ U ϕ−−→ ∆(0, r) ⊂ Cn, ϕ(x) = 0 .

I principi di identità e del massimo modulo si estendono in maniera indolore alle varietà
connesse. Come al solito, per una funzione olomorfa f ∈ OX(U) si definisce il suo luogo di
zeri V (f) come

V (f) = {x ∈ U | f(x) = 0}.

Teorema 2.1.10. Siano X una varietà complessa connessa e f : X → C olomorfa.

(1) (identità) il luogo di zeri V (f) ha parte interna non vuota se e solo se f è identica-
mente nulla;

(2) (massimo modulo) se la funzione |f | possiede un punto di massimo locale, allora f
è costante.

Dimostrazione. 1) si consideri il chiuso V (f) = {x ∈ X | f(x) = 0} e sia A ⊂ V (f) la
sua parte interna; se A 6= ∅, siccome X è connesso esiste x ∈ A − A. Basta allora prendere
un polidisco ∆ centrato in x e osservare che ∆ ∩A è un aperto non vuoto. Per il principio di
identità ∆ ⊂ V (f) e quindi x ∈ A in contraddizione con l’ipotesi x ∈ A−A.

Similmente se x ∈ X è un punto di massimo locale per |f | allora la restrizione di f ad un
polidisco centrato in x è costante e per il principio di identità f è costante.

�

Corollario 2.1.11. Ogni funzione olomorfa su una varietà complessa connessa e com-
patta X è costante.

Dimostrazione. Per ogni f ∈ OX(X) la funzione continua |f | ammette massimo, quindi
f è costante. In altri termini, per ogni varietà X olomorfa, connessa, compatta e non vuota
si ha OX(X) = C. �

Definizione 2.1.12. Un’applicazione tra due varietà complesse si dice un biolomorfi-
smo, od anche un isomorfismo olomorfo, se è olomorfa e invertibile con inversa olomorfa.

Esempio 2.1.13 (Scoppiamento di Cn+1 nell’origine). Sia n > 0 un intero, si consideri il
sottoinsieme

X = {(x, [z]) ∈ Cn+1 × Pn | x, z linearmente dipendenti}
e mostriamo che è una varietà complessa di dimensione n+1. Per n = 1 laproiezione sul primo
fattore è bigettiva; consideriamo quindi il caso n > 1.

Siano Ui = {[z0, . . . , zn] ∈ Pn | zi 6= 0} le usuali carte nello spazio proiettivo, allora le
carte Cn+1 × Ui formano un atlante olomorfo di Cn+1 × Pn. Allora

Xi = X ∩ Cn+1 × Ui = {(x, [z]) ∈ Cn+1 × Ui | xj =
zj
zi
xi, ∀j}
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è un chiuso omeomorfo a Cn+1, con carta

ϕi : Xi → Cn+1, ϕi(x, [z]) = y, yi = xi, yj =
zj
zi
, j 6= i ,

ed è facile verificare che la applicazioni ϕiϕ
−1
j sono tutte olomorfe nei loro domini di defini-

zione.
Su ciascuna carta Xi, la proiezione sul primo fattore σ : X → Cn+1 si scrive nelle

coordinate y come
σ(y) = (y0yi, . . . , yi−1yi, yi, yi+1yi, . . . , ynyi)

ed è quindi olomorfa. Si noti che σ−1(0) = 0× Pn e σ−1(x) = (x, [x]) per ogni x 6= 0.

Lemma 2.1.14. Sia f : U → V un bilomorfismo tra due aperti di Cn+1 tale che 0 ∈ U ∩V
e f(0) = 0. Allora f si solleva, in maniera unica, ad un biolomorfismo g : σ−1(U)→ σ−1(V )
tale che σg = fσ.

Dimostrazione. L’unicità è chiara in quanto il luogo dove σ è iniettivo, ossia σ−1(U −
{0}) è un aperto denso di σ−1(U).

Inoltre l’esistenza è chiara se f è la restrizione di un’applicazione lineare invertibile in
quanto g(x, [z]) = (f(x), [f(z)]) è ben definita e olomorfa.

In generale, a meno di comporre f con un’applicazione lineare invertibile non è restrittivo
supporre che f abbia differenziale uguale all’identità nel punto 0, ossia f(x) = x + h(x) con
ogni componente di h di molteplicità ≥ 2 nel punto 0.

Per concludere basta adesso dimostrare che l’applicazione

g : σ−1(U)→ σ−1(V ), g(0, [z]) = (0, [z]), g(x, [x]) = (f(x), [f(x)]), x 6= 0,

è olomorfa: ripetendo lo stesso argomento per f−1 e usando di nuovo l’unicità seguirà che g è
un biolomorfismo.

Per dimostrare che g è olomorfa in un intorno di ciascun punto di σ−1(0), agendo con
cambi lineari di coordinate basta dimostrare che g è olomorfa in un intorno del punto p =
(0, [1, 0, . . . , 0]) ∈ X0. In tale punto abbiamo le coordinate yi determinate dalle relazioni

ϕ0(x, [z]) = y, y0 = x0, yi =
zi
z0
, z0 = 1, zi = yi, xi = yiy0, i 6= 0 .

Dunque p è il punto di coordinate y = 0 mentre

gϕ−1
0 (y) = (f(y0, y0y1, . . . , y0yn), [f(y0, y0y1, . . . , y0yn)]) .

Basta adesso osservare che
f(y0, y0y1, . . . , y0yn)

y0
è olomorfa e non nulla in un intorno di 0. �

Teorema 2.1.15 (di invertibilità globale). Sia f : X → Y un’applicazione olomorfa e
bigettiva tra due varietà complesse della stessa dimensione. Allora f è un biolomorfismo.

Riportiamo, nella sostanza, la dimostrazione esposta in [6]. È sufficiente dimostrare che
ogni applicazione olomorfa e iniettiva f : X → Y tra varietà complesse della stessa dimensione
è un biolomorfismo locale. Non è quindi restrittivo supporre X,Y aperti di Cn ed in tal caso
tutto segue dai seguenti due lemmi assieme al teorema di invertibilità locale.

Lemma 2.1.16. Siano U ⊂ Cn aperto e f : U → C olomorfa; come al solito per ogni x ∈ U
denotiamo con νx(f) la molteplicità di f nel punto x. Sia p ∈ V (f) tale che

0 < d := νp(f) < +∞ e νp(f) ≤ νx(f) per ogni x ∈ V (f) .

Allora, in un intorno sufficientemente piccolo di p esiste un sistema di coordinate locali
olomorfe z1, . . . , zn tali che f = zd1 .

Dimostrazione. Per ogni multiindice a = (a1, . . . , an) ∈ Nn denotiamo |a| =
∑
ai e con

∂a l’opeatore di derivazione di ordine |a|:

∂a =

(
∂

∂z1

)a1
· · ·
(
∂

∂zn

)an
.

Per ipotesi ∂af(x) = 0 per ogni x ∈ V (f) ed ogni a con |a| < d ed esiste b con |b| = d tale che
∂bf(p) 6= 0. A meno di permutazioni degli indici possiamo quindi supporre che esista a con

|a| = d−1 tale che
∂(∂af)

∂z1
(p) 6= 0. Ponendo t = t = ∂af per definizione di d si ha V (f) ⊂ V (t),
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mentre per il teorema di invertibilità locale, in un intorno di p le funzioni t, z2, . . . , zn sono
un sistema di coordinate olomorfe. Per il Corollario 1.8.8 in un intorno di p si ha f = tdg
con g(p) 6= 0. Adesso basta prendere una funzione h tale che hd = g in un intorno di p e
considerare come nuovo sistema di coordinate olomorfe th, z2, . . . , zn. �

Lemma 2.1.17. Siano U ⊂ Cn aperto e f = (f1, . . . , fn) : U → Cn applicazione olomorfa
e iniettiva. Allora la matrice Jacobiana di f è invertibile in ogni punto di U ; in particolare f
è aperta ed un biolomorfismo sull’immagine.

Dimostrazione. Sia X = V (det(Jf )) il luogo di zeri del determinante della matrice
Jacobiana Jf . Supponiamo per assurdo X 6= ∅ e dimostriamo per induzione su n che ciò
implica f non iniettiva. Il caso n = 1 è un semplice esercizio ed è lasciato per esercizio.

Supponiamo n > 1 e sia p ∈ X un punto di X in cui la matrice Jacobiana assume rango
massimo r < n. Se r = 0 allora Jf è identicamente nulla su X, mentre per il lemma precedente
applicato al determinante della matrice Jacobiana esiste un’applicazione iniettiva ed olomorfa
α da un aperto di Cn−1 ad X. Le derivate parziali della composizione fα sono tutte nulle e
quindi fα è costante, contraddicendo l’iniettività di f .

Se invece r > 0, a meno di cambi lineari di coordinate in arrivo ed in partenza possiamo
supporre

∂fi
∂zj

(p) = 1 se i = j ≤ r; ∂fi
∂zj

(p) = 0 altrimenti.

Ma allora possiamo prendere come nuovo sistema di coordinate locali olomorfe

(t1, . . . , tn) = (f1, . . . , fr, zr+1, . . . , zn),
∂ti
∂zj

= δij ,

rispetto alle quali l’applicazione f si scrive

f(t, z) = (t1, . . . , tr, gr+1(t), . . . , gn(t)),
∂gi
∂tj

(p) = 0 ∀i, j > r .

Siccome n > r > 0, per l’ipotesi induttiva l’applicazione

t = (0, . . . , 0, tr+1, . . . , tn)→ (gr+1(t), . . . , gn(t))

non è iniettiva ed a maggior ragione non è iniettiva nemmeno f . �

È ben noto a tutti che l’analogo del teorema di invertibilità globale non vale per le varietà
analitiche reali: e.g. f : R→ R, f(x) = x3.

Esercizio 2.1.18. Mostrare che se X,Y sono varietà complesse di dimensione n,m
rispettivamente, allora il prodotto X × Y è una varietà complessa si dimensione n+m.

2.2. Incollamenti e scoppiamenti

Intuitivamente una varietà complessa di dimensione n è ottenuta incollando assieme degli
aperti di Cn in maniera opportuna sia dal punto di vista topologico che analitico complesso.
Più in generale esistono delle procedure per incollare tra di loro varietà complesse della stessa
dimensione per costruirne di nuove. Una di queste procedure, semplice e utile al tempo stesso
è la seguente:

Supponiamo di avere il dato di incollamento composto da:

• (la base) un ricoprimento aperto X = ∪iUi, i ∈ I, di una varietà complessa connessa
X;

• (le pezze) per ogni indice i ∈ I una varietà complessa Yi di dimensione n ed
un’applicazione olomorfa pi : Yi → Ui ;

• (le funzioni di incollamento) una famiglia di biolomorfismi

fij : p−1
j (Ui ∩ Uj)→ p−1

i (Ui ∩ Uj), i, j ∈ I,

tali che

pifij = pj : p−1
j (Ui ∩ Uj)→ Ui ∩ Uj ∀i, j ∈ I ,

(2.1) fjkf
−1
ik fij = Id su p−1

j (Ui ∩ Uj ∩ Uk) ∀i, j, k ∈ I .



36 2. VARIETÀ COMPLESSE

La condizione (2.1) viene detta in gergo “condizione di cociclo” ed immediato verificare
che è equivalente sia alla condizione

(2.2) fij = fikfkj : p−1
j (Ui ∩ Uj ∩ Uk)→ p−1

i (Ui ∩ Uj ∩ Uk) ∀i, j, k ∈ I .

che alla condizione

(2.3)


fii = 0 per ogni i ∈ I,
fij = f−1

ji per ogni i, j ∈ I,
fjkfkifij = Id per ogni i, j, k ∈ I.

Infatti dalle fjkf
−1
ik fij = Id segue (per i = j = k) fii = Id per ogni i, poi (per i = k) che

fij = f−1
ji ed infine che fij = fikf

−1
jk = fikfkj .

Teorema 2.2.1 (di incollamento). Siano date la base X = ∪Ui, le pezze pi : Yi → Ui e le
funzioni di incollamento fij come sopra. Allora esiste una varietà complessa Y di dimensione
n assieme ad un’applicazione olomorfa p : Y → X e biolomorfismi qi : Yi → p−1(Ui) tali che
pqi = pi per ogni i

fij = q−1
i qj : p−1

j (Ui ∩ Uj)→ p−1
i (Ui ∩ Uj), ∀ i, j ∈ I .

Dimostrazione. Per semplificare (di molto) la dimostrazione supponiamo che ciascuna
varietà Yi sia a base numerabile; negli esempi di nostro interesse e nelle prossime applicazioni
tale condizione è sempre soddisfatta.

Iniziamo con il costruire Y come spazio topologico e p : Y → X come applicazione con-
tinua. Denotiamo con W =

∐
Yi l’unione disgiunta degli spazi topologici Yi: nella topologia

dell’unione disgiunta un sottoinsieme U ⊂W è aperto se e solo se U ∩ Yi è aperto per ogni i;
in particolare ciascun Yi è aperto in W . Dati x, y ∈ W definiamo x ∼ y se, detti i, j ∈ I gli
indici tali che x ∈ Yi, y ∈ Yj si ha pi(x) = pj(y) ∈ Ui ∩ Uj e fij(y) = x.

La relazione ∼ è di equivalenza: le proprietà riflessiva, simmetrica e transitiva seguono
facilmente dalle condizioni fii = Id, fij = f−1

ji e fij = fikfkj . Definiamo Y il quoziente
topologico

q : W → Y = W/ ∼ .

Per la proprietà universale delle identificazioni, l’applicazione continua

W → X, x 7→ pi(x) se x ∈ Yi,
si fattorizza ad un’applicazione continua p : Y → X.

Per ogni i ∈ I denotiamo con qi : Yi → Y la restrizione di q a Yi: per costruzione pqi =
pi : Yi → Ui per ogni i e qi(x) = qj(y) se e solo se x = fij(y).

Proviamo adesso che le applicazioni continue qi : Yi → p−1(Ui) sono omeomorfismi, ossia
aperte e bigettive. Per dimostrare che qi è aperta bisogna provare che per ogni j ed ogni aperto
V ⊂ Yi si ha q−1(qi(V )) ∩ Yj aperto in Yj ; ciò è vero in quanto

q−1(qi(V )) ∩ Yj = {y ∈ Yj | ∃x ∈ V, fij(y) = x} = fji(V ∩ p−1
i (Ui ∩ Uj)).

Sempre per definizione di ∼ dati due punti x, y ∈ Yi si ha qi(x) = qi(y) se e solo se x = fii(y)
ossia se e solo se x = y. Per finire, sia u ∈ p−1(Ui) e prendiamo w ∈ W tale che q(w) = u.
Se w ∈ Yj allora p(u) = pj(w) ∈ Ui ∩ Uj , dunque u = q(w) = qi(fij(w)). Abbiamo quindi
dimostrato, nell’ordine, che qi : Yi → p−1(Ui) è continua, aperta, iniettiva e surgettiva.

Siccome la varietà connessa X è uno spazio a base numerabile, il ricoprimento aperto
Ui possiede un sottoricoprimento numerabile: ∃ γ : N → I tale che X = ∪jUγ(j) allora Y è

unione numerabile degli aperti p−1(Uγ(j)), ciascuno omemorfo allo spazio topologico a base
numerabile Yγ(j). Quindi anche Y è a base numerabile.

Dati x, y ∈ Y , x 6= y, se p(x) 6= p(y), siccome X è di Hausdorff e p è continua ne segue
che x, y hanno intorni disgiunti in Y . Se invece p(x) = p(y) ∈ Ui allora x, y appartengono
entrambi all’aperto p−1(Ui) che è di Hausdorff. Abbiamo dimostrato che Y è di Hausdorff.

Per finire usiamo gli omeomorfismi qi per trasportare gli atlanti olomorfi delle varietà
complesse Yi in un atlante complesso di X. La dimostrazione che tale atlante è olomorfo
equivale nella sostanza (dettagli per esercizio) al fatto che le applicazioni qiq

−1
j sono olomorfe

nei loro domini di definizione. Basta adesso osservare che q−1
i qj = fij . Dunque Y è una varietà

complessa ed ogni qi è un biolomorfismo sull’immagine. �
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Osserviamo che il dato (Y, p, qi) costruito nel teorema di incollamento è unico a meno di
isomorfismo: se Z è una varietà complessa dotata di un applicazione olomorfa r : Z → X e
biolomorfismi si : Yi → r−1(Ui) tali che rsi = pi per ogni i e fij = s−1

i sj per ogni i, j, allora

le applicazioni siq
−1
i si incollano ad un biolomorfismo ϕ : Y → Z tale che rϕ = p.

Un tipico esempio di incollamento si ha nello scoppiamento di un punto p di una varietà

complessa X. A tal fine prendiamo una carta locale X ⊃ U0
ϕ−→ V ⊂ Cn con p ∈ U0, ϕ(p) = 0

e sia Y0
σ−→ V lo scoppiamento dell’origine (Esempio 2.1.13).

Usando il dato di incollamento p0 = ϕ−1σ, Y1 = U1 = X − {p}, p1 = Id si ottiene una
nuova varietà Y → X detta scoppiamento di X in p. Segue dal Lemma 2.1.14 che la classe
di biolomorfismo di Y non dipende dalla scelta della carta locale.

Geometricamente, quello che abbiamo fatto è lasciare invariato X − {p} e sostituire al
posto di p uno spazio proiettivo di dimensione dimX − 1, il tutto in modo da ottenere una
nuova varietà complessa della stessa dimensione.

2.3. Chiusi analitici e funzioni meromorfe su varietà

Le nozioni di chiuso analitico e funzione meromorfa si estendono in maniera semplice e
naturale dagli aperti di Cn alle varietà complesse. Se U ⊂ X è un aperto in una varietà
complessa e f ∈ OX(U), continuiamo ad indicare con

V (f) = {x ∈ U | f(x) = 0}
il luogo di zeri di f .

Definizione 2.3.1. Un sottoinsieme C di una varietà complessa X si dice un chiuso
analitico se esistono un ricoprimento aperto X = ∪Ui e sottoinsiemi finiti Ei ⊂ OX(Ui) tali
che per ogni indice i si ha

C ∩ Ui = V (Ei) =
⋂
f∈Ei

V (f) .

Lemma 2.3.2. Sia C un chiuso analitico proprio di una varietà connessa X. Allora C
non ha parte interna e X − C è connesso.

Dimostrazione. La dimostrazione che Co = ∅ è del tutto simile a quella esposta nel
Lemma 1.8.4 e viene pertanto lasciata per esercizio. Diamo invece una dimostrazione della
connessione di X − C diversa da quella proposta nel Teorema 1.8.5.

Se X è un aperto convesso di C, allora C è un sottoinsieme discreto e la connessione di
X − C è chiara. Se X è un aperto convesso di Cn, per ogni coppia di punti x, y ∈ X − C gli
insiemi

Y = {t ∈ C | tx+ (1− t)y ∈ X}, D = {t ∈ C | tx+ (1− t)y ∈ C}
sono rispettivamente un aperto convesso ed un chiuso analitico di Y . Quindi Y −D è connesso
e x, y appartengono alla medesima componente connessa di X − C.

In generale, sia A una componente connessa di X − C e fissiamo un ricoprimento aperto
X = ∪iUi, i ∈ I, con ciascun Ui biolomorfo ad un aperto convesso di Cn. Abbiamo dimostrato
che Ui−C è non vuoto e connesso per ogni i e quindi vale Ui−C ⊂ A oppure (Ui−C)∩A = ∅.
Dunque se denotiamo con S ⊂ I l’insieme degli indici i tali che Ui − C ⊂ A, allora vale

A =
⋃
i∈S

(Ui − C), X =
⋃
i∈S

Ui ∪
⋃
i6∈S

Ui .

Se S = I allora A = X − C, mentre se S 6= I per la connessione di X esistono i ∈ S e j 6∈ S
tali che Ui ∩ Uj 6= ∅. Ma allora anche

∅ 6= Ui ∩ Uj − C = (Ui − C) ∩ (Uj − C) ⊂ A ∩ (Uj − C) = ∅
che è una contraddizione. �

Per ogni varietà complessa X l’anello delle funzioni meromorfe è definito

MX(X) =
{espressioni meromorfe (Ui, fi/gi)}

∼
dove un espressione meromorfa (Ui, fi/gi) è il dato di un ricoprimento aperto X = ∪iUi e
di una famiglia di frazioni olomorfe fi/gi (quindi fi, gi ∈ OX(Ui) e V (gi)

o = ∅) tali che
figj = fjgi in Ui ∩ Uj per ogni i, j.
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Per definizione (Ui, fi/gi) ∼ (Vl, pl/ql) se per ogni i, l vale fiql = plgi nell’aperto Ui ∩ Vj .
È chiaro che ogni funzione meromorfa possiede rappresentanti (Vi, fi/gi) con ogni Vi

polidisco aperto.

Lemma 2.3.3. L’anello MX(X) delle funzioni meromorfe su di una varietà connessa X
è un campo.

Dimostrazione. Sia ϕ ∈MX(X) rappresentata da (Ui, fi/gi), i ∈ I; bisogna dimostrare
che fi = 0 per ogni i, ossia che ϕ è la funzione nulla, oppure che V (fi)

o = ∅ per ogni i e quindi
che esiste ϕ−1 rappresentata da (Ui, gi/fi).

Consideriamo l’aperto A = ∪iV (fi)
o e dimostriamo che A = A. Dato x ∈ A esiste un

indice j ed un aperto connesso W tali che x ∈W ⊂ Uj . Siccome W ∩A 6= ∅ esiste un indice i
tale che W ∩V (fi)

o 6= ∅. Dato che in W ∩V (fi)
o ⊂ Ui∩Uj vale fjgi = figj = 0 e gi non divide

0 in alcun aperto di Ui, ne segue fj = 0 su tutto W ∩ V (fi)
o e per il principio di identità

fj = 0 su W . Dunque W ⊂ V (fj)
o ⊂ A.

Siccome X è connesso si ha A = ∅, ed in tal caso è definita ϕ−1, oppure A = X. Nel
secondo caso, per ogni indice i ed ogni x ∈ Ui esiste un intorno aperto connesso x ∈ W ⊂ Ui
ed un indice j tale che x ∈ V (fj)

o ⊂ Uj . Lo stesso argomento usato sopra mostra che fi = 0
su W e quindi A = X implica fi = 0 per ogni i. �

Esempio 2.3.4. Siano p, q ∈ C[z0, . . . , zn] polinomi omogenei del medesimo grado con
q 6= 0, allora la loro frazione olomorfa p/q (in Cn+1) discende ad una funzione meromorfa su
Pn: il motivo sostanziale è che essendo p, q omogenei dello stesso grado, il valore p(z)/q(z) non
cambia se z = (z0, . . . , zn) viene moltiplicata per un numero complesso non nullo. In maniera
più pedante, se Pn = ∪Ui, i = 0, . . . , n, denota il solito ricoprimento affine Ui = {zi 6= 0},
allora p/q è rappresentata dall’espressione meromorfa

(Ui, pi/qi), pi = p

(
z0

zi
, · · · ẑi

zi
· · · , zn

zi

)
, qi = q

(
z0

zi
, · · · ẑi

zi
· · · , zn

zi

)
.

Si noti che tali quozienti definiscono un sottocampo

C ⊂ Q = {p/q | p, q ∈ C[z0, . . . , zn] omogenei stesso grado} ⊂ MPn(Pn)

e dimostreremo al termine di questo capitolo che vale l’uguaglianza Q =MPn(Pn).

Dunque ad ogni varietà complessa connessa X abbiamo associato due enti algebrici, en-
trambi invarianti per biolomorfismi: l’anello delle funzioni olomorfe OX(X) ed il campo delle
funzioni meromorfe MX(X).

Abbiamo visto che se X è anche compatta l’anello OX(X) = C non ci aiuta molto a
comprendere la geometria di X: quindi non rimane altro che “buttarsi” su MX(X). Qui le
cose vanno decisamente meglio anche grazie al seguente risultato, che dimostreremo più avanti
come Corollario 2.8.7:

Teorema 2.3.5 (Teorema di Siegel). Sia X varietà complessa connessa e compatta di
dimensione n. Allora il campo delle funzioni meromorfeMX(X) è una estensione finitamente
generata di C con grado di trascendenza ≤ n.

Osservazione 2.3.6. Il nome deriva dalla dimostrazione (che qui riportiamo nella so-
stanza) data da C. L. Siegel nel 1955. Tuttavia, sembra che il primo a dimostrare il teorema
fu un certo W. Thimm nel 1939 nella propria tesi, mai pubblicata e rimasta a lungo ignota.

Più che per l’importanza in sé del teorema, il motivo per cui faremo la dimostrazione
è di tipo didattico-pedagogico: faremo intervenire tutta una serie di tecniche basilari che si
ritrovano spesso in geometria algebrica e complessa.

Iniziamo con alcuni richiami sulle estensioni di campi utili a comprendere sia l’enunciato
che la dimostrazione del teorema di Siegel.

Sia K ⊂ F una estensione di campi (ad esempio C ⊂ MX(X) per una varietà connessa
X). Ricordiamo che un elemento α ∈ F si dice:

(1) algebrico su K se l’applicazione

K[t]→ F, p(t) 7→ p(α),

non è iniettiva;
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(2) trascendente su K se l’applicazione

K[t]→ F, p(t) 7→ p(α),

è iniettiva.

L’estensione K ⊂ F si dice algebrica se ogni elemento di F è algebrico su K. Si dice
algebricamente chiusa se ogni elemento di F algebrico su K appartiene a K. L’aggiunzione
simbolica di radici (vedi [2]) implica che un campo K è algebricamente chiuso se e solo se ogni
estensione K ⊂ F è algebricamente chiusa.

Dato un qualunque sottoinsieme S ⊂ F denotiamo con K(S) ⊂ F il più piccolo sotto-
campo contenente K ed S. L’estensione K ⊂ F si dice finitamente generata se esiste un
sottoinsieme finito S ⊂ F tale che K(S) = F .

Se α ∈ F è algebrico su K e d è minimo grado di un polinomio non nullo p(t) ∈ K[t] tale
che p(α) = 0, allora 1, α, . . . , αd−1 è una base di K(α) come spazio vettoriale su K.

Se invece α ∈ F è trascendente su K allora il campo

K(α) =

{
p(α)

q(α)

∣∣∣∣ p, q ∈ K[t], q 6= 0

}
è isomorfo al campo delle funzioni razionali su K.

Teorema 2.3.7 (dell’elemento primitivo). Sia K ⊂ F un’estensione algebrica finitamente
generata di campi di caratteristica 0. Allora esiste un elemento θ ∈ F (detto primitivo) tale
che F = K(θ); equivalentemente esiste d > 0 tale che 1, θ, . . . , θd−1 è una base di F come
K-spazio vettoriale.

Dimostrazione. Vedi ad esempio [24, Sezione 6.10] oppure [2, Sezione 14.4]. �

Corollario 2.3.8. Un’estensione algebrica K ⊂ F di campi di caratteristica 0 è finita-
mente generata se e solo se esiste un intero positivo b tale che ogni α ∈ F è radice di un
polinomio di grado ≤ b.

Dimostrazione. Dimostriamo solamente l’implicazione non banale. Supponiamo per as-
surdo che F non sia finitamente generato su K, possiamo allora costruire ricorsivamente una
successione infinita di elementi α1, α2, . . . ∈ F con αi+1 6∈ K(α1, . . . , αi). Dunque la dimensio-
ne come K-spazio vettoriale dei sottocampi Fi = K(α1, . . . , αi) non è limitata ed esiste n tale
che dimensione d := dimK Fn > b. Ma per il teorema dell’elemento primitivo si ha Fn = K(θ)
con 1, θ, . . . , θd−1 linearmente indipendenti e questo implica che l’unico polinomio di grado
≤ b che annulla θ è quello banale. �

Definizione 2.3.9. Sia K ⊂ F estensione di campi. Degli elementi α1, . . . , αn ∈ F si
dicono algebricamente indipendenti su K se l’omomorfismo di anelli

K[t1, . . . , tn]→ F, p(t1, . . . , tn) 7→ p(α1, . . . , αn),

è iniettivo. Altrimenti si dicono algebricamente dipendenti.

Esercizio 2.3.10. Provare che per ogni p, q ∈ Q[t] ed ogni numero reale θ, i due numeri
reali p(θ), q(θ) sono algebricamente dipendenti su Q. (Suggerimento: provare che esiste una
costante 0 < C ≤ 1/2 tale che per ogni d >> 0 l’insieme {(a, b) ∈ N2 | deg(paqb) ≤ d} contiene
almeno Cd2 elementi.)

Definizione 2.3.11. Il grado di trascendenza di una estensione di campi K ⊂ F è
l’estremo superiore del numero di elementi algebricamente indipendenti.

Dunque il grado di trascendenza assume valori in ∈ N ∪ {+∞} e vale 0 se e solo se
l’estensione è algebrica.

Dire che l’estensione K ⊂ F ha grado di trascendenza ≤ n è del tutto equivalente a dire
che non esistono omomorfismi iniettivi di anelli

K[t0, . . . , tn]→ F

che estendono l’inclusione naturale K ⊂ F .

Esempio 2.3.12. L’estensione C ⊂ Q dell’Esempio 2.3.4 ha grado di trascendenza ≥ n
dato che le n funzioni meromorfe ϕi = zi/z0, i = 1, . . . , n sono algebricamente indipendenti:
per ogni polinomio p ∈ C[y1, . . . , yn], la restrizione di p(ϕ1, . . . , ϕn) all’aperto U0 = {z0 6= 0}
restituisce il polinomio p.
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Osservazione 2.3.13. Supponiamo che l’estensione K ⊂ F abbia grado di trascenden-
za n < ∞ e siano α1, . . . , αn ∈ F algebricamente indipendenti su K. Allora l’estensione
K(α1, . . . , αn) ⊂ F è algebrica. Infatti, l’applicazione

K[t1, . . . , tn]→ K(α1, . . . , αn), p(t1, . . . , tn) 7→ p(α1, . . . , αn),

è iniettiva e se esistesse β ∈ F trascendente su K(α1, . . . , αn) allora l’applicazione

K(α1, . . . , αn)[x]→ F, p(x) 7→ p(β),

sarebbe iniettiva e lo stesso si avrebbe per la composizione

K[t1, . . . , tn, x]→ K(α1, . . . , αn)[x]→ F , ti 7→ αi, x 7→ β .

Le nozione di indipendenza algebrica si comporta in maniera simile a quella di indipen-
denza lineare. In particolare vale l’analogo del teorema di scambio.

Teorema 2.3.14 (di scambio). Sia K ⊂ F estensione di campi e siano:

(1) a1, . . . , an ∈ F tali che l’estensione K(a1, . . . , an) ⊂ F è algebrica;

(2) b1, . . . , bm ∈ F algebricamente indipendenti su K.

Allora m ≤ n.

Dimostrazione. Omessa: il teorema di scambio si trova ampiamente il letteratura,
spesso in enunciati equivalenti seppur non identici. Vedi ad esempio [11, 16, 24]. �

In queste note non avremo bisogno del teorema di scambio, sebbene esso sia utilissi-
mo a chiarire il concetto di grado di trascendenza e necessario per poter definire le basi di
trascendenza (come insiemi massimali di elementi algebricamente indipendenti).

Esempio 2.3.15. Il teorema di Siegel non vale se la varietà X non è compatta. Ad esempio,
si consideri la varietà X = C (di dimensione 1) e la successione di funzioni olomorfe fn = ez

n

,
n = 1, 2, . . ..

Proviamo che le funzioni fn sono algebricamente indipendenti: siccome fmn = emz
n

ciò
equivale a dire che le funzioni 1 e emz

n

, m,n > 0, sono linearmente indipendenti. Supponiamo
di avere una relazione non banale di dipendenza lineare:

a0,0 +

N∑
n=1

Mn∑
m=1

an,me
mzn = 0, an,m ∈ C , aN,MN

6= 0 .

Dividendo per eMNz
N

e facendo il limite per z ∈ R tendente a +∞ si ottiene una contraddi-
zione.

Esempio 2.3.16 (Tori complessi). Fissiamo n > 0 e siano γ1, . . . , γ2n ∈ Cn che formano
una base come R-spazio vettoriale e denotiamo con Γ = {

∑
aiγi | ai ∈ Z} ⊂ Cn il sottogruppo

abeliano da essi generato. Esiste allora un’isomorfismo R-lineare Cn → R2n che identifica Γ con
Z2n: questo implica che Γ agisce per traslazioni su Cn in maniera propriamente discontinua,
che la proiezione p : Cn → T := Cn/Γ è un rivestimento e che T è omeomorfo al toro (S1)2n.
Usando gli inversi locali di p come carte complesse, si ottiene un atlante olomorfo e quindi
una struttura di varietà complessa su T che rende p un biolomorfismo locale. La varietà T
viene detta toro complesso di dimensione n.

La teoria dei tori complessi è un argomento ricco ed affascinante: al termine di questo corso
sarete in grado di leggere il (bellissimo) libro di George R. Kempf [13] dedicato all’argomento.
Alcune cose (non banali) che si possono dimostrare (non lo faremo) sono:

(1) per ogni n > 0 fissato, sebbene i tori complessi Cn/Γ di dimensione n sono tut-
ti diffeomorfi tra loro, al variare di Γ non sono biolomorfi: il numero di classi di
biolomorfismo distinte ha la cardinalità del continuo.

(2) le funzioni meromorfe sui tori complessi di dimensione 1 hanno grado di trascendenza
1 su C;

(3) per ogni n ≥ 2 ed ogni 0 ≤ k ≤ n esiste un toro complesso di dimensione n il cui
campo delle funzioni meromorfe ha grado di trascendenza k. Dunque per ogni n ≥ 2
esistono tori complessi di dimensione n le cui uniche funzioni meromorfe sono le
costanti.
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2.4. Spazio tangente e sottovarietà

Ogni varietà complessa X di dimensione (complessa) n è in particolare una varietà diffe-
renziabile di dimensione (reale) 2n e quindi ogni punto x ∈ X possiede uno spazio tangente
Tx,R che è uno spazio vettoriale reale di dimensione reale 2n. Ricordiamo che Tx,R è definito in
maniera astratta e coordinate free come lo spazio delle derivazioni dell’anello dei germi delle
funzioni C∞ (vedi e.g. [23]).

Possiamo ripetere la medesima costruzione sostituendo R con C ed i germi di funzioni
differenziabili con i germi di funzioni olomorfe ed ottenere lo spazio tangente complesso
Tx = DerC(OX,x,C): esplicitando la nozione di derivazione si ha quindi

Tx = {α : OX,x → C | C-lineare, α(fg) = α(f)g(x) + f(x)α(g)} .

La definizione di OX,x è esattamente la stessa data all’inizio della Sezione 1.7, beninteso con-
siderando funzioni olomorfe su sottoinsiemi aperti di X anziché di U . Le derivazioni possono
essere sommate e moltiplicate per scalare; dunque Tx è un sottospazio vettoriale complesso di
HomC(OX,x,C).

Ogni sistema di coordinate locali olomorfe z1, . . . , zn tali che z1(x) = · · · = zn(x) = 0
determina un isomorfismo C-lineare di anelli OX,x ' C{z1, . . . , zn}.

Di conseguenza, le coordinate olomorfe z1, . . . , zn definiscono un isomorfismo

Tx ' DerC(C{z1, . . . , zn},C)

' {α : C{z1, . . . , zn} → C | C-lineare, α(fg) = α(f)g(0) + f(0)α(g)} .

Le usuali derivate parziali, calcolate nell’unico punto possibile z = 0, determinano quindi
n vettori tangenti:

∂

∂zi
: C{z1, . . . , zn} → C, f 7→ ∂f

∂zi
(0) .

Lemma 2.4.1. Nelle notazioni precedenti, i vettori tangenti
∂

∂zi
sono una base dello spazio

vettoriale complesso Tx.

Dimostrazione. Le derivazioni
∂

∂zi
sono linearmente indipendenti in quanto la matrice(
∂

∂zi
(zj)

)
è uguale all’identità.

Sia α : C{z1, . . . , zn} → C una derivazione, consideriamo i numeri complessi ai = α(zi) e

mostriamo che α =
∑
ai

∂

∂zi
.

Data una qualunque serie di potenze f ∈ C{z1, . . . , zn} possiamo scrivere

f = f(0) +

n∑
i=1

zifi, fi ∈ C{z1, . . . , zn}.

Sebbene le fi non sono in generale uniche, il loro valore in 0 è univocamente determinato da
f , infatti per ogni i si ha

∂f

∂zi
=

n∑
j=1

∂zj
∂zi

fj(0) + zj(0)
∂fj
∂zi

= fi(0) .

Osserviamo che α si annulla sulle costanti: infatti per la regola di Leibniz si ha α(1) =
α(1)1 + 1α(1) da cui α(1) = 0 e per linearità α(c) = 0 per ogni c ∈ C. Applicando α alla
funzione f si ottiene quindi

α(f) =

n∑
i=1

α(zi)fi(0) + zi(0)α(fi) =

n∑
i=1

ai
∂f

∂zi
,

come volevasi dimostrare. �

Anche il concetto di sottovarietà complessa è del tutto analogo al concetto di sottovarietà
differenziabile, per cui trattiamo il concetto molto velocemente.
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Definizione 2.4.2. Sia X una varietà complessa di dimensione n. Un sottoinsieme chiuso
Z ⊂ X si dice una sottovarietà di dimensione p se per ogni zıZ esiste un aperto x ∈ U ⊂ X
ed un biolomorfismo ϕ : U → ∆(0, r) (polidisco aperto in Cn di centro 0) talw che ϕ(Z ∩U) =
{z ∈ ∆(0, r) | zp+1 = · · · = zn = 0}.

In particolare ogni sottovarietà Z ⊂ X è a sua volta una varietà complessa: basta
infatti considerare come atlante olomorfo la restrizioni delle applicazioni ϕ descritte nella
Definizione 2.4.2.

Esempio 2.4.3. Siano U un aperto di Cn e f ∈ O(U). Abbiamo allora in U il chiuso
analitico V (f) = {x ∈ U | f(x) = 0}. Se in ogni x ∈ V (f) esiste almeno una derivata parziale
di f che non annulla, allora V (f) è una sottovarietà di dimensione n− 1.

Infatti, se z1, . . . , zn sono un sistema di coordinate in Cn e ad esempio
∂f

∂z1
(x) 6= 0, allora

per il teorema di invertibilità locale l’applicazione

ϕ : U → Cn, ϕ(z) = (f(z), z2, . . . , zn),

è un biolomorfismo in un intorno di x che manda V (f) nell’iperpiano dato dall’annullarsi della
prima coordinata.

Esempio 2.4.4 (Ipersuperfici proiettive). Sia F ∈ C[z0, . . . , zn] un polinomio omogeneo.
Allora possiamo definire il luogo di zeri proiettivo di F come

V (F ) = {[x] ∈ Pn | F (x) = 0}.
Il fatto che F sia omogeneo ci assicura che la definizione di V (F ) è ben posta: infatti se F ha
grado d, allora per ogni λ ∈ C− {0} ed ogni x ∈ Cn+1 − {0} si ha

F (λx) = λdF (x)

e quindi F (x) = 0 ⇐⇒ F (λx) = 0.
Anche le derivate parziali di F sono polinomi omogenei, e possiamo quindi definire i loro

luoghi di zeri proiettivi V ( ∂F∂zi ) ⊂ Pn. Vale inoltre laFormula di Eulero:

F =
1

deg(F )

n∑
i=0

zi
∂F

∂zi
,

la cui (semplice) dimostrazione viene lasciata per esercizio.

Proposizione 2.4.5. Nelle notazioni precedenti, se

V (F ) ∩ V
(
∂F

∂z0

)
∩ · · · ∩ V

(
∂F

∂zn

)
= ∅,

ossia se in ogni punto di V (F ) esiste almeno una derivata parziale che non si annulla, allora
V (F ) è una sottovarietà complessa di dimensione n− 1.

Dimostrazione. Denotiamo come al solito con Ui = {[z] ∈ Pn | zi 6= 0} il consueto
atlante olomorfo fatto con le parti affini dello spazio proiettivo. Allora per ogni i si hanno le
coordinate affini yj = zj/zi, j 6= i, e

V (F ) ∩ Ui = {y ∈ Ui | F (y0, . . . , yi−1, 1, yi+1, . . . , yn) = 0}.
Dunque V (F ) ∩ Ui è chiuso in Ui e di conseguenza V (F ) è chiuso in Pn. Per l’Esempio 2.4.3
basta dimostrare che in ogni punto di V (F ) ∩ Ui la funzione

f(y0, . . . , yi−1, yi+1, . . . , yn) = F (y0, . . . , yi−1, 1, yi+1, . . . , yn)

ha almeno una derivata non nulla. Sia x ∈ V (F ) ∩ Ui e supponiamo per assurdo ∂f
∂yj

(x) = 0

per ogni j 6= i. Siccome ∂f
∂yj

(x) = ∂F
∂zj

(x), dalla formula di Eulero segue

0 = F (x) =
1

deg(F )
xi
∂F

∂zi
(x)

e siccome xi = 0 si ottiene che anche
∂F

∂zi
(x) = 0, in contraddizione con le ipotesi. �
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2.5. Fibrati e line bundles

Notazione: Quando abbiamo un ricoprimento aperto X = ∪iUi, i ∈ I, è molto comodo
usare la seguente notazione

Uij = Ui ∩ Uj , Uijk = Ui ∩ Uj ∩ Uk, Ui0···ip = Ui0 ∩ · · · ∩ Uip .

Sia X una varietà complessa, allora anche X×Cm è una varietà complessa: se (Ui, Vi, ϕi)
è un atlante olomorfo per X, allora (Ui × Cm, Vi × Cm, ϕi × Id) è un atlante olomorfo per
X × Cm e la proiezione p : X × Cm → X è olomorfa. Chiameremo la terna (X × Cm, p,X)
fibrato vettoriale banale di rango m su X.

Consideriamo un aperto U ⊂ X ed un’applicazione F : U × Cm → U × Cm che commuta
con la proiezione p : U × Cm → U , ossia pF = p, ossia F (x, v) = (x, F2(x, v)) per ogni
(x, v) ∈ U × Cm. Diremo che F è lineare sulle fibre se vale

F (x, v) = (x,A(x)v)

con A(x) ∈Mm,m(C). Ciò equivale a chiedere che per ogni x ∈ U l’applicazione

Cm v 7→(x,v)−−−−−→ {x} × Cm F−−→ {x} × Cm (x,w)7→w−−−−−−→ Cm

è lineare.
Si noti che F è olomorfa se e solo se l’applicazione A : U → Mm,m(C) è olomorfa e F è

bigettiva se e solo se A(x) è invertibile per ogni x.
L’idea adesso è quella di definire i fibrati vettoriali per incollamento di fibrati banali,

con le funzioni di transizione lineari sulle fibre. Per non differire troppo dalla letteratura
sull’argomento iniziamo però da una definizione diversa per poi trattare gli incollamenti in un
secondo momento.

Definizione 2.5.1. Sia X una varietà complessa. Un fibrato vettoriale olomorfo di
rango m su X è il dato di una famiglia Ex, x ∈ X, di spazi vettoriali complessi di dimensione
m, assieme ad una struttura di varietà complessa sulla loro unione disgiunta E =

∐
xEx tale

che:

(1) la proiezione naturale

p : E → X, p(v) = x per ogni x ∈ X, v ∈ Ex,
è olomorfa;

(2) esistono un ricoprimento aperto X = ∪iUi e una famiglia di applicazioni olomorfe

τ ′i : p−1(Ui) =
∐
x∈Ui

Ex −→ Cm, i ∈ I,

che ristrette a ciascun Ex, x ∈ Ui, siano isomorfismi lineari e tali che le applicazioni

τi := (p, τ ′i) : p−1(Ui) =
∐
x∈Ui

Ex
'−−→ Ui × Cm, i ∈ I,

siano biolomorfismi.

Nella notazioni precedenti, gli spazi vettoriali Ex vengono detti le fibre del fibrato, E
viene detto lo spazio totale, X base del fibrato e p : E → X proiezione. La famiglia di
biolomorfismi τi viene detta banalizzazione locale.

Va ribadito che, mentre la struttura di varietà complessa su E e le strutture di spazio
vettoriale sulle fibre Ex fanno parte del dato del fibrato e da esso univocamente determinate,
la banalizzazione non è unica.

Ad esempio, se (Ui, τi), i ∈ I, è una banalizzazione locale di un fibrato p : E → X
(avete capito: per semplicità notazionale nel seguito ci riferiremo ad un fibrato come nella
Definizione 2.5.1 solamente indicando lo spazio totale E oppure, quando serve, la proiezione
p : E → X), e X = ∪jVj , j ∈ J , è un ricoprimento aperto per cui esiste una funzione di
raffinamento

% : J → I, Vj ⊂ U%(j) ∀ j ∈ J
allora le applicazioni

η′j : p−1(Vj)→ Cm, η′j = τ ′%(j)
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definiscono una diversa banalizzazione locale (Vj , ηj).
Sia (Ui, τi), i, j ∈ I, una banalizzazione locale del fibrato E. Se U ⊂ Ui è aperto, allora la

restrizione di τi determina un biolomorfismo τi : p
−1(U)

'−−→ U × Cm; in particolare per ogni
coppia i, j ∈ I si ha un biolomorfismo composto

τij : Uij × Cm
τ−1
j−−→ p−1(Uij)

τi−→ Uij × Cm

che è lineare sulle fibre e che soddisfa la condizione di cociclo:

(2.4) τjkτ
−1
ik τij = Id su Uijk × Cm ∀i, j, k .

Notiamo che la (2.4) è un caso particolare della (2.1), con ciascun pi uguale alla proiezione
sul primo fattore Ui × Cm → Ui.

Proposizione 2.5.2. Siano X una varietà complessa e p : E → X un’applicazione sur-
gettiva di insiemi. Si assuma che esistano un ricoprimento aperto X = ∪iUi, i ∈ I, ed
applicazioni bigettive

τi : p
−1(Ui)

∼=−−→ Ui × Cm, i ∈ I,

tali che:

(1) pi ◦ τi = p, dove pi : Ui × Cm → Ui denota la proiezione sul primo fattore;
(2) per ogni i, j ∈ I i morfismi di transizione

τij := τi ◦ τ−1
j : Uij × Cm → Uij × Cm

sono biolomorfi e lineari sulle fibre.

È allora univocamente determinata una struttura di fibrato vettoriale olomorfo su p : E → X
che rende la famiglia (Ui, τi) una banalizzazione locale.

Dimostrazione. In ciascuna fibra Ex = p−1(x) è definita una struttura di spazio vetto-
riale complesso tale che, ogniqualvolta x ∈ Ui, l’applicazione

Cm → Ex, v 7→ τ−1
i (x, v),

è un isomorfismo lineare.1 Tale struttura è ben definita in quanto, se x ∈ Ui ∩ Uj , allora le

due applicazioni τ−1
i e τ−1

j differiscono per un isomorfismo lineare di Cm.

Le bigezioni inverse τ−1
i : Ui × Cm → p−1(Ui) ⊂ E inducono un’applicazone surgettiva

q :
∐
i

Ui × Cm → E, q(x, v) = τ−1
i (x, v) se x ∈ Ui .

Si noti che pq(x, v) = x e quindi, dati (x, v) ∈ Ui×Cm e (y, w) ∈ Uj×Cm, si ha q(x, v) = q(y, w)
se e solo se x = y ∈ Ui∩Uj e (x, v) = τij(y, w). Ma le applicazioni τij soddisfano la condizione
di cociclo ed il Teorema di incollamento 2.2.1 ci garantisce esistenza ed unicità della struttura
di varietà complessa su E di modo tale che le τi siano biolomorfismi. �

Definizione 2.5.3. Un morfismo di fibrati vettoriali olomorfi è un diagramma commu-
tativo

E
ϕ //

p

  

F
q

~~
X

con ϕ olomorfa e lineare sulle fibre. Un isomorfismo di fibrati vettoriali olomorfi è un
morfismo che è anche un biolomorfismo.

1Per evitare errori, va tenuto presente che è ben definita solo la struttura di spazio vettoriale e che non

è ben definita alcuna base della fibra.
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Se (Ui, τi) è una banalizzazione locale per E e (Vj , ηj) è una banalizzazione locale per F ,
il morfismo di fibrati ϕ si rappresenta sopra gli aperti Ui ∩ Vj

(Ui ∩ Vj)× Cm

(x,v)7→(x,Aij(x)v)

++
τ−1
i // E|Ui∩Vj

ϕ //

p

##

F|Ui∩Vj
q

||

ηj // (Ui ∩ Vj)× Cl

X

con Aij : Ui ∩ Vj → Ml,m(C) olomorfa. Si ha che ϕ è un isomorfismo se e solo se l = m e le
funzioni Aij sono a valori nelle matrici invertibili.

Similmente, dato un fibrato vettoriale olomorfo p : E → X di rango m, ogni sua banaliz-
zazione locale

(Ui, τi), i ∈ I, τi : p
−1(Ui)→ Ui × Cm,

determina una famiglia di applicazioni olomorfe

gij : Uij → GLm(C) = {A ∈Mm,m(C) | det(A) 6= 0}, i, j ∈ I,
mediante la formula

τi ◦ τ−1
j (x, v) = (x, gij(x)v), x ∈ Uij , v ∈ Cm .

È chiaro che gii = Id, gij = g−1
ji e che su Uijk vale la condizione di cociclo

(2.5) gjk g
−1
ik gij = Id , ⇐⇒ gki = gkjgji , ∀ i, j, k .

Per semplicità di notazione, ci riferiremo ad un insieme di applicazioni olomorfe gij : Uij →
GLm(C) che soddisfano (2.5) con il termine generico di cociclo.

Si noti che se ϕ : E → F è un isomorfismo di fibrati e (Ui, τi) è una banalizzazione locale
per E, allora (Ui, τi ◦ ϕ−1) è una banalizzazione per F che induce il medesimo cociclo.

Grazie al teorema di incollamento possiamo fare il percorso inverso, e ricostruire, a meno
di isomorfismo, il fibrato e la banalizzazione locale partendo da un cociclo. Concretamente,
siano dati un ricoprimento aperto X = ∪Ui di una varietà complessa X e d una famiglia di
applicazioni olomorfe gij : Uij → GLm(C) tali che

gki = gkjgji , ∀ i, j, k .
Possiamo allora usare tale dato per incollare le pezze pi : Ui × Cm, pi(x, v) = x, mediante le
funzioni di incollamento

τij : Uij × Cm → Uij × Cm, τij(x, v) = (x, gij(x)v),

ed ottenere un fibrato p : E → X, assieme a delle banalizzazioni τi : p
−1(Ui) → Ui × Cm tali

che τij = τiτ
−1
j .

Il cociclo risulta particolarmente utile per descrivere le sezioni di un fibrato vettoriale
olomorfo p : E → X, ossia le applicazioni olomorfe s : X → E tali che ps = Id.

Siano (Ui, τi) una banalizzazione locale di E e s : X → E una sezione; per ogni i definiamo
un’applicazione olomorfa si : Ui → Cm mediante la formula

τi(s(x)) = (x, si(x)), x ∈ Ui .
Per ogni x ∈ Ui ∩ Uj si ha quindi s(x) = τ−1

i (x, si(x)) = τ−1
j (x, sj(x)) da cui se gij : Uij →

GLm(C) è il cociclo vale:

(x, si(x)) = τiτ
−1
j (x, sj(x)) ⇐⇒ si(x) = gij(x)sj(x) .

Viceversa, ogni famiglia di applicazioni olomorfe si : Ui → Cm tali che si = gijsj su Uij
per ogni i, j definisce una sezione s : X → E mediante la formula

s(x) = τ−1
i (x, si(x)), x ∈ Ui .

Denotiamo con Γ(X,E) lo spazio vettoriale delle sezioni olomorfe di E: la struttura di
spazio vettoriale sulle sezioni è indotta dalla struttura di spazio vettoriale sulle fibre. Equiva-
lentemente, se due sezioni s, r sono definite da funzioni si, ri : Ui → Cm tali che si = gijsj e
ri = gijrj , la somma s+r è definita dalle funzioni si+ri : Ui → Cm. Da notare che che Γ(X,E)
non è mai vuoto in quanto ogni fibrato vettoriele ammette la sezione nulla 0 ∈ Γ(X,E):
0(x) = 0 ∈ Ex per ogni x ∈ X.
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Data una sezione s ∈ Γ(X,E) il suo luogo di zeri V (s) è l’insieme dei punti x ∈ X tali che

s(x) = 0 ∈ Ex. È chiaro che si tratta di un chiuso analitico di X: se s è definita da applicazioni
olomorfe si = (s1

i , . . . , s
m
i ) : Ui → Cm, allora V (s) ∩ Ui = ∩mr=1V (sri ).

Vediamo adesso alcuni esempi di fibrati vettoriali olomorfi, in aggiunta a quello banale
già descritto.

Esempio 2.5.4. Sia X una varietà complessa di dimensione n; il fibrato tangente
olomorfo TX è l’unione disgiunta degli spazi tangenti dei punti di X:

TX =
∐
x∈X

Tx,X , p : TX → X proiezione .

Se z1, . . . , zn sono un sistema di coordinate olomorfe su una carta locale

X ⊃ U z=(z1,...,zn)−−−−−−−−→ V ⊂ Cn,
allora per ogni punto x ∈ U , lo spazio tangente Tx,X ha come base le n derivazioni ∂

∂zi
, ed i

differenziali dzi : Tx,X → C sono la corrispondente base duale. Possiamo quindi definire una
carta locale

φ : p−1(U)
(z,dz)−−−−→ V × Cn,

φ(x, v) = (z(x), dz(v)) = (z1(x), . . . , zn(x), dz1(v), . . . , dzn(v)) .

Tali carte locali formano un atlante olomorfo e commutano con le proiezioni. Se z1, . . . , zn
e w1, . . . , wn sono due sistemi di coordinate olomorfe su un medesimo aperto U il fatto che
dzi =

∑
j
∂zi
∂wj

dwj implica che i biolomorfismi di transizione sono lineari sulle fibre ed il

corrispondente cociclo è dato dalle matrici Jacobiane di cambiamento di coordinate.
Le sezioni del fibrato tangente olomorfo sono esattamente i campi di vettori olomorfi: un

campo di vettori η è olomorfo se localmente, su ogni carta locale U con coordinate olomorfe
z1, . . . , zn, si ha

η =

n∑
i=1

ηi(z)
∂

∂zi
, ηi ∈ OX(U) .

Esempio 2.5.5. Per ogni intero positivo n > 0 fissato possiamo definire una collezione di
fibrati vettoriali olomorfi di rango 1

p : Ha → Pn, a ∈ Z
nel modo seguente:

Ha =
(Cn+1 − {0})× C

C∗
dove l’azione del gruppo moltiplicativo C∗ = C− {0} è data da:

λ(z0, . . . , zn, t) = (λz0, . . . , λzn, λ
at).

Denotando con [z, t] ∈ Ha la classe di equivalenza di (z, t) ∈ (Cn+1 − {0}) × C, si ha
un’applicazione surgettiva

p : Ha →Pn

p([z0, . . . , zn, t]) = [z0, . . . , zn]

che per la Proposizione 2.5.2 risulta essere un fibrato olomorfo di rango 1 su Pn. Considerando
infatti gli aperti affini coordinati Ui = {[z] | zi 6= 0} si hanno le bigezioni

τi : p
−1(Ui)→ Ui × C, τi([z0, . . . , zn, t]) =

(
[z0, . . . , zn],

t

zai

)
,

con annessi morfismi di transizione

τij : Uij × C→ Uij × C, τij([z], v) =

(
[z],

zaj
zai

v

)
chiaramente biolomorfi, e cociclo gij =

zaj
zai
∈ O(Uij).

Si osservi che H0 è il fibrato banale Pn × C ed esiste una bigezione naturale

H−1 → {([z], x) ∈ Pn × Cn+1 | ∃λ ∈ C, x = λz}, [z, t] 7→ ([z], zt) ,
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(qualcuno riconoscerà nel codominio lo scoppiamento dell’origine in Cn+1); il fibrato H−1

viene detto fibrato tautologico, mentre il fibrato H1 viene detto fibrato iperpiano. In
[15] e [6] i fibrati Ha vengono denotati rispettivamente Ea e [aH].

Vogliamo adesso dare una descrizione più concreta delle sezioni olomorfe dei fibrati Ha

per ogni a ∈ Z. Sia π : Cn+1−{0} → Pn la proiezione naturale, allora per ogni aperto U ⊂ Pn
vale

(2.6) Γ(U,Ha) = {f ∈ O(π−1(U)) | f(λz) = λaf(z), ∀λ ∈ C∗}.

L’uguaglianza è chiara a livello di sezioni insiemistiche, ossia senza tenere conto dell’olo-
morfia: ad ogni applicazione f : π−1(U) → C tale che f(λz) = λaf(z) possiamo associare la
sezione

s : U → p−1(U), s([z]) = [z, f(z)].

Viceversa, ogni sezione r : U → p−1(U) determina un’applicazione g : π−1(U) → C tale che
rπ(z) = [z, g(z)]. Per ogni λ, siccome rπ(λz) = rπ(z), vale [z, g(z)] = [λz, g(λz)] da cui segue
g(λz) = λag(z). La questione che tali corrispondenze preservano l’olomorfia è puramente
locale e non è restrittivo supporre U contenuto in una carta locale: ad esempio se z0 6= 0
in U , nelle precedenti notazioni, se f è olomorfa e y ∈ Cn si ha s([1, y]) = [1, y, f(1, y)] e
quindi s è olomorfa. Similmente data r olomorfa si ha rπ(1, y) = [1, y, g(1, y)] da cui segue
che y 7→ g(1, y) e z 7→ g(z) = g(z0, z0y) = za0g(1, y) sono olomorfe.

Per U = Pn si ha π−1(U) = Cn+1 − {0} si ottiene

(2.7) Γ(Pn, Ha) = {f ∈ O(Cn+1 − {0}) | f(λz) = λaf(z), ∀λ ∈ C∗}.

Per il teorema di estensione di Hartogs O(Cn+1 − {0}) = O(Cn+1) e per continuità (o anche
per il principio di identità):

(2.8) Γ(Pn, Ha) = {f ∈ O(Cn+1) | f(λz) = λaf(z), ∀λ ∈ C∗}.

Ma adesso, guardando lo sviluppo di Taylor nell’origine di una funzione f ∈ O(Cn+1) , la
condizione f(λz) = λaf(z) è soddisfatta se e solo se f è un polinomio omogeneo di grado a.
Abbiamo quindi dimostrato la seguente proposizione:

Proposizione 2.5.6. Le sezioni globali olomorfe del fibrato Ha sono tutte e sole del tipo

s : Pn → Ha, s([z]) = [z, q(z)],

con q ∈ C[z0, . . . , zn] omogeneo di grado a. In particolare dimC Γ(Pn, Ha) <∞ per ogni a ∈ Z
e Γ(Pn, Ha) = 0 per ogni a < 0 (esiste solo la sezione nulla).

Giova osservare che il luogo di zeri di una sezione non nulla del fibrato iperpiano è un
iperpiano.

Esercizio 2.5.7. Si consideri il seguente aggeggio2

p :
Pn ×Hom(Cn+1,C)

∼
→ Pn, p([z], f) = [z],

dove ([z], f) ∼ ([w], g) se e solo se [z] = [w] e f(z) = g(z). Dimostrare che l’aggeggio possiede
una struttura di fibrato vettoriale di rango 1 isomorfo al fibrato iperpiano H1.

Un fibrato vettoriale olomorfo di rango 1 viene anche detto fibrato in rette o, più
frequentemente, line bundle.

Le funzioni olomorfe su una varietà possono essere interpretate come le sezioni del fibrato
banale di rango 1. Più precisamente un’applicazione f : X → C è olomorfa se e solo se x 7→
(x, f(x)) è una sezione olomorfa del fibrato X × C → X. Il principio di identità continua a
valere anche per le sezioni di un fibrato.

Proposizione 2.5.8. Siano s, r ∈ Γ(X,E) sezioni di un fibrato vettoriale olomorfo su
una varietà connessa X. Se {x ∈ X | s(x) = r(x)} contiene un aperto non vuoto, allora
s = r.

2 “aggeggio”: qualcosa che, per il momento, non si conosce appieno e di cui si ignora il nome, la funzione

e l’utilità.
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Dimostrazione. Sia m il rango di E, prendiamo una banalizzazione locale su un ri-
coprimento aperto X = ∪iUi, i ∈ I, tale che ciascun Ui sia un aperto connesso, e sia
gij : Uij → GLm(C) il cociclo associato.

Le sezioni s, r sono descritte da funzioni olomorfe si, ri : Ui → Cm tali che

si = gijsj , ri = gijrj , ∀ i, j .

Sia V un aperto non vuoto tale che s|V = r|V ; per il principio di identità si ha ri = si se
V ∩ Ui 6= ∅ e quindi l’insieme S = {i ∈ I | si = ri} è non vuoto. Supponiamo per assurdo
S 6= I, allora

X =

(⋃
i∈S

Ui

)
∪

⋃
i 6∈S

Ui


e per connessione esistono i ∈ S e j 6∈ S tali che Uij 6= ∅. Ma allora sj = gjisi = gjiri = rj in
Uij e per il principio di identità su Uj si ha rj = sj . �

L’esempio dei fibrati Ha sullo spazio proiettivo mostra che non esiste un’ovvia estensione
del principio del massimo. Esistono tuttavia versioni non banali del principio del massimo per
fibrati noti con il nome di “vanishing theorems” (vedi ad esempio [14, Cap. 3]).

2.6. Il gruppo di Picard

Dati due fibrati vettoriali olomorfi p : E → X e q : F → X sulla stessa varietà complessa
possiamo sempre trovare banalizzazioni locali di E,F sul medesimo ricoprimento aperto X =
∪Ui:

τi : p
−1(Ui)

'−→ Ui × Cm, ηi : q
−1(Ui)

'−→ Ui × Cl .
I rispettivi cocicli sono dunque

gij : Uij → GLm(C), hij : Uij → GLl(C) ,

definiti dalle relazioni

τiτ
−1
j (x, v) = (x, gij(x)v), ηiη

−1
j (x, v) = (x, hij(x)v) .

Un morfismo di fibrati ϕ : E → F , in quanto olomorfo e lineare sulle fibre, è univocamente
determinato da applicazioni olomorfe ϕi : Ui →Ml,m(C) tali che

ϕτ−1
i (x, v) = η−1

i (x, ϕi(x)v), x ∈ Ui, v ∈ Cm .

Quindi per ogni i, j ed ogni x ∈ Uij si ha

τ−1
j (x, v) = τ−1

i (x, gij(x)v), η−1
j (x, v) = η−1

i (x, hij(x)v)

ϕτ−1
j (x, v) = η−1

j (x, ϕj(x)v) = η−1
i (x, hijϕj(x)v),

ϕτ−1
j (x, v) = ϕτ−1

i (x, gij(x)v) = η−1
i (x, ϕi(x)gijv),

da cui si ricava

hijϕj(x) = ϕi(x)gij ⇐⇒ ϕj = h−1
ij ϕigij .

Possiamo rifare lo stesso percorso in senso contrario e dedurre quindi che i morfismi di fibrati
E → F sono in bigezione con le famiglie di applicazioni olomorfe ϕi : Ui → Ml,m(C) tali che

ϕj = h−1
ij ϕigij per ogni i, j.

Corollario 2.6.1. Siano E,F fibrati vettoriali olomorfi di rango m sulla varietà X
con rispettivi cocicli gij , hij : Uij → GLm(C) relativi ad un ricoprimento banalizzante comune
X = ∪iUi. Allora E,F sono isomorfi se e solo se esistono ϕi : Ui → GLm(C) olomorfe e tali
che

hij = ϕigijϕ
−1
j , ∀ i, j .

Dimostrazione. Abbiamo visto che esiste un isomorfismo ϕ : E → F se e solo se esistono
ϕi : Ui → GLm(C) tali che ϕj = h−1

ij ϕigij . Basta adesso moltiplicare a destra per ϕ−1
j ed a

sinistra per hij . �
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Dati due fibrati vettoriali olomorfi p : E → X e q : F → X di ranghi m e l sulla stessa
varietà complessa possiamo costruire in maniera naturale i fibrati E⊕F → X (somma diretta)
e E ⊗ F → X (prodotto tensoriale) le cui fibre sono rispettivamente

(E ⊕ F )x = Ex ⊕ Fx, (E ⊗ F )x = Ex ⊗C Fx, x ∈ X .

Sebbene sia possibile definire la somma diretta come un semplice prodotto fibrato

E ⊕ F = E ×X F = {(x, y) ∈ E × F | p(x) = q(y)}

risulta a posteriori più conveniente trattare le precedenti construzioni in termini di cocicli. Si
considerino due banalizzazioni locali di E,F sul medesimo ricoprimento aperto X = ∪Ui e
cocicli

gij : Uij → GLm(C), hij : Uij → GLl(C) .

Definiamo allora il fibrato E ⊕ F di rango m+ l come quello di cociclo

Uij 3 x 7→
(
gij(x) 0

0 hij(x)

)
.

Tale costruzione è ben definita (a meno di isomorfismo) in quanto se

g′ij : Uij → GLm(C), h′ij : Uij → GLl(C) .

sono due diversi di cocicli dei fibrati E,F , per il corollario precedente esistono funzioni olo-
morfe ϕi : Ui → GLm(C) e ψi : Ui → GLl(C) tali che g′ij = ϕigijϕ

−1
j e h′ij = ψihijψ

−1
j e

quindi (
g′ij 0
0 h′ij

)
=

(
ϕi 0
0 ψi

)(
gij 0
0 hij

)(
ϕj 0
0 ψj

)−1

.

Similmente si definisce il prodotto tensoriale E ⊗ F come il fibrato di rango ml e cociclo

gij ⊗ hij : Uij → GL(Cm ⊗C Cl) ,

dove per g ∈ GL(Cm) e h ∈ GL(Cl) si ha per definizione

g ⊗ h ∈ GL(Cm ⊗C Cl), (g ⊗ h)

(∑
r

xr ⊗ yr

)
=
∑
r

g(xr)⊗ h(yr) .

Allo stesso modo della somma diretta si verifica che il prodotto tensoriale è ben definito a
meno di isomorfismo.

Similmente, non sorprende affatto che per ogni fibrato p : E → X si possono definire il
suo duale E∨ e le sue potenze esterne E∧k, k = 0, 1, . . . : torneremo su questo punto quando
servirà.

Quando E,F sono entrambi fibrati in rette, siccome il prodotto in C induce un isomorfismo
naturale C ⊗C C ' C, il loro prodotto tensoriale E ⊗ F è ancora un fibrato in rette, il cui
cociclo è il prodotto dei cocicli (gijhij nelle notazioni precedenti). Notiamo che il cociclo che
vale costantemente 1 definisce il fibrato banale di rango 1.

Definizione 2.6.2. Il gruppo di Picard Pic(X) di una varietà complessa X è l’insieme
delle classi di isomorfismo di line bundles dotato del prodotto

Pic(X)× Pic(X)→ Pic(X), (L,M) 7→ L⊗M .

Si tratta chiaramente di un gruppo abeliano con elemento neutro il fibrato banale ed
inverso L−1 definito dall’inverso del cociclo di L.

Ad esempio, abbiamo visto che nello spazio proiettivo Pn con coordinate omogenee z0, . . . , zn,
le funzioni

gij : {zizj 6= 0} → C∗, gij([z]) =
zaj
zai
,

sono il cociclo di Ha: quindi Ha⊗Hb = Ha+b per ogni a, b ∈ Z, e cioè l’applicazione H : Z→
Pic(Pn), a 7→ Ha, è un omomorfismo di gruppi (che dimostreremo nei prossimi capitoli essere
bigettivo).

Dato un line bundle p : L→ X con annesso cociclo (uno dei tanti possibili)

gij ∈ O∗(Uij) = {f : Uij → GL1(C) = C∗ olomorfe }
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relativo ad un ricoprimento aperto X = ∪iUi, abbiamo visto che lo spazio Γ(X,L) delle sezioni
globali di L è uguale al sottospazio di

∏
iO(Ui) formato dalle famiglie di funzioni olomorfe

{si ∈ O(Ui)} tali che

si = gijsj ∈ O(Uij), ∀ i, j .
Dati due line bundle L,M su una varietà X è ben definito un prodotto bilineare

Γ(X,L)× Γ(X,M)→ Γ(X,L⊗M), (s, r) 7→ sr ,

nella maniera più naturale possibile: se gij , hij ∈ O∗(Uij) sono cocicli relativi ad un ricopri-
mento Ui per L e M rispettivamente e s = {si | si = gijsj}, r = {ri | ri = hijrj}, allora
siri = gijhijsjrj e quindi {siri} definisce la sezione sr di L⊗M .

Si verifica facilmente che il prodotto non dipende dalla scelta dei cocicli e che è associativo.
In particolare per ogni line bundle L è definito un anello associativo graduato

R[L] =

∞⊕
n=0

Γ(X,Ln), Ln = L⊗ L⊗ · · · ⊗ L︸ ︷︷ ︸
n

.

Se X è connessa, per il principio di identità R[L] è un dominio di integrità e possiamo
considerare il campo delle frazioni omogenee di grado 0 come:

Q(X,L) :=
{s
r

∣∣∣ s, r ∈ Γ(X,Ln) con n ≥ 0, r 6= 0
}

Definizione 2.6.3 (Dimensione di Iitaka-Kodaira). La dimensione di Iitaka-Kodaira
κ(X,L) di un line bundle L→ X è definita come:

(1) −∞ se Γ(X,Ln) = 0 per ogni n > 0;
(2) il grado di trascendenza dell’estensione di campi C ⊂ Q(X,L) se Γ(X,Ln) 6= 0 per

qualche n > 0.

Se X è connessa e r, s ∈ Γ(X,L) con r 6= 0, allora ha senso considerare il rapporto s/r
come una funzione meromorfa. Infatti, se tali sezioni sono descritte dalle funzioni olomorfe

si, ri ∈ O(Ui), si = gijsj , ri = gijrj ,

allora si/ri = sj/rj per ogni i, j e quindi la funzione meromorfa s/r è rappresentata dall’e-
spressione meromorfa (Ui, si/ri). Abbiamo usato il principio di identità 2.5.8 per dedurre che
V (r) non ha parte interna e quindi che le funzioni ri non si annullano in aperti non vuoti.

Si osservi che date r, s ∈ Γ(X,L) e f, g ∈ Γ(X,M) vale
s

r
=
f

g
se e solo se sg = rf ∈

Γ(X,L⊗M): in particolare esiste un morfismo iniettivo di campi Q(X,L)→MX(X).

Definizione 2.6.4 (Dimensione algebrica). La dimensione algebrica a(X) di una
varietà complessa connessa è il grado di trascendenza dell’estensione di campi C ⊂MX(X).

Quindi la dimensione di Iitaka-Kodaira di un line bundle è sempre minore o uguale alla
dimensione algebrica della varietà.

La cosa interessante è che ogni funzione meromorfa si può ottenere come quoziente di
sezioni di un opportuno line bundle.

Teorema 2.6.5. Siano ϕ una funzione meromorfa su una varietà complessa connessa X.
Esistono allora un line bundle L → X (dipendente da ϕ) e due sezioni s0, s1 ∈ Γ(X,L) tali
che ϕ = s1/s0.

Dimostrazione. Non è restrittivo supporre ϕ 6= 0. Grazie alla fattorizzazione unica dei
germi ed al Teorema 1.7.19, per ogni punto x ∈ X possiamo trovare un aperto connesso x ∈ Ux
e 2 funzioni olomorfe non nulle fx, gx ∈ O(Ux) tali che:

(1) ϕ = fx/gx su Ux;
(2) in ogni punto y ∈ Ux i germi di fx e gx in OX,y non hanno fattori comuni.

Sia I ⊂ X tale cheX = ∪i∈IUi, allora per ogni h la funzione meromorfa ϕh è rappresentata
da (Ui, fi/gi), i ∈ I. Sull’aperto Uij vale figj = fjgi, e siccome fi e gi non hanno fattori comuni
in ogni punto ne segue che fj divide fi in ogni punto, ossia che

hij :=
fi
fj

=
gi
gj
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è olomorfa in Uij ed invertibile ovunque (vedi Proposizione 1.8.6). È inoltre evidente che hki =
hkjhji e quindi che hij è un cociclo che definisce un line bundle L. Basta allora considerare
come sezioni s0, s1 i dati (Ui, gi) e (Ui, fi). �

Corollario 2.6.6. Siano ϕ1, . . . , ϕm funzioni meromorfe in una varietà complessa con-
nessa. Esiste allora un line bundle L e m+ 1 sezioni s0, . . . , sm ∈ Γ(X,L) tali che ϕi = si/s0

per ogni i.

Dimostrazione. Per il Teorema 2.6.5, per ogni i = 1, . . . ,m esiste un line bundle Li e
due sezioni ri, ti ∈ Γ(X,Li) tali che ϕi = ri/ti. Basta allora definire

L = L1 ⊗ · · · ⊗ Lm, s0 = t1 · · · tm, si = ri
∏
j 6=i

tj .

�

2.7. Finitezza delle sezioni sulle varietà compatte

In questa sezione proveremo che le sezioni di un fibrato vettoriale olomorfo su di una
varietà compatta sono uno spazio vettoriale di dimensione finita. La dimostrazione che daremo
(una delle tante possibili) utilizza il lemma di Schwarz e richiede alcune osservazioni ed alcuni
lemmi preliminari.

Per ogni x = (x1, . . . , xn) ∈ Cn ed ogni numero reale r > 0 si con denota

∆(x, r) = ∆(x, (r, . . . , r)) = {z ∈ Cn | |zi − xi| < r ∀ i}

il polidisco aperto “regolare”, ossia la palla aperta di centro x e raggio r nella distanza
policilindrica.

Lemma 2.7.1. Siano U ⊂ Cn un aperto ed E ⊂ U un sottoinsieme denso. Per ogni
0 < α ≤ 1 esiste una famiglia di polidischi ∆(xi, ri), i ∈ I, tali che:

(1) xi ∈ E e ∆(xi, ri) ⊂ U per ogni i;

(2)
⋃
i ∆(xi, αri) = U .

Dimostrazione. La dimostrazione richiede solamente l’assioma della scelta e la disu-
guaglianza triangolare per la distanza

d(x, y) = max
i
|xi − yi|,

ed è valida in qualunque spazio metrico. Siccome U è aperto esiste un’applicazione s : U →
]0,+∞[ tale che ∆(x, s(x)) ⊂ U per ogni x ∈ U . Siccome E è denso in U esiste un’applicazione
f : U → E tale che

d(f(x), x) <
α

1 + α
s(x), ∀ x ∈ U .

Poniamo r(x) =
s(x)

1 + α
, allora per la disuguaglianza triangolare si ha

x ∈ ∆(f(x), αr(x)), ∆(f(x), r(x)) ⊂ ∆(x, s(x)) ⊂ U .

Per finire basta considerare un qualsiasi sottoricoprimento del ricoprimento aperto

U =
⋃
x∈U

∆(f(x), αr(x)) .

�

Sia x un punto di una varietà complessa X: con un leggero abuso di notazione, chiameremo
polidisco di centro x e raggio 1 un aperto ∆(x, 1) ⊂ X intorno di x, con un sistema di
coordinate locali olomorfe z1, . . . , zn tali che

z = (z1, . . . , zn) : ∆(x, 1)→ ∆(0, 1) ⊂ Cn

sia un biolomorfismo che fa corrispondere x all’origine, ossia z(x) = 0. In tal caso, per ogni
0 < r < 1 si denota ∆(x, r) = {y ∈ ∆(x, 1) | z(y) ∈ ∆(0, r)}.
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Teorema 2.7.2. Siano p : L → X un line bundle su una varietà complessa compatta X
e E ⊂ X un sottoinsieme denso. Allora esistono finiti punti x1, . . . , xm ∈ E ed un intero
positivo h tali che, per ogni d > 0 una sezione s ∈ Γ(X,Ld) ha molteplicità > dh nei punti
x1, . . . , xm se e solo se s = 0.

Dimostrazione. Possiamo trovare una famiglia di polidischi ∆(xj , 1) ciascuno dei quali
di centro xj ∈ E e contenuto in qualche aperto banalizzante per L ed in modo tale che i
polidischi ∆(xj , 1/3) ricoprono X: basta infatti applicare il Lemma 2.7.1 (con α = 1/3) ad
ogni carta locale di un atlante dove L si banalizza e poi riscalare tutti i raggi ad 1 mediante
omotetie dei sistemi di coordinate locali.

Siccome X è compatta possiamo trovare un sottoinsieme finito di polidischi

∆(x1, 1), . . . ,∆(xm, 1) ⊂ X, x1, . . . , xm ∈ E,

tali che X = ∪i∆(xi, 1/3) e con L banale su ogni ∆(x1, 1). Possiamo quindi considerare come
ricoprimento banalizzante per L il ricoprimento aperto finito

X =

m⋃
i=1

Ui, Ui = ∆(xi, 1) .

Sia gij ∈ O∗(∆(xi, 1) ∩ ∆(xj , 1)) il corrispondente cociclo e sia h ∈ N un intero fissato tale
che

2h ≥ max
i,j

max{ |gij(y)| | y ∈ ∆(xi, 2/3) ∩∆(xj , 2/3)} .

Allora per ogni intero d > 0 vale anche

2dh ≥ max
i,j

max{ |gdij(y)| | y ∈ ∆(xi, 2/3) ∩∆(xj , 2/3)} .

Siano d > 0 e s ∈ Γ(X,Ld) rappresentata dalle m funzioni olomorfe si ∈ O(∆(xi, 1)) tali
che si = gdijsj .

Dimostriamo adesso che se per ogni i la funzione si ha molteplicità strettamente maggiore
di dh nel punto xi, allora s = 0. A tal fine definiamo

|s| = max
i

max{|si(y)| | y ∈ ∆(xi, 2/3)}

e scegliamo un indice i ed un punto u ∈ ∆(xi, 2/3) tale che |s| = |si(u)|. Sia adesso j un indice
tale che u ∈ ∆(xj , 1/3), siccome sj ha molteplicità > dh in xj , per il lemma di Schwarz si ha

|sj(u)| ≤ 1

2dh+1
max{|sj(y)| | y ∈ ∆(xj , 2/3)} ≤ |s|

2dh+1
.

e quindi

|s| = |si(u)| = |gdij(u)sj(u)| ≤ 2hd
|s|

2dh+1
=
|s|
2
,

che implica |s| = 0. �

Sia n un intero positivo fissato. Il sottospazio vettoriale Pd ⊂ C[z1, . . . , zn] dei polinomi
di grado ≤ d ha dimensione uguale a(

n+ d

n

)
=

(
n+ d

d

)
=

1

n!
(d+ 1)(d+ 2) · · · (d+ n) :

ragionando per induzione su d+ n, basta usare la formula(
n+ d

n

)
=

(
n+ d− 1

n

)
+

(
n+ d− 1

n− 1

)
ed usare l’ipotesi induttiva per concludere che il primo addendo conta i monomi divisibili per
tn ed il secondo addendo quelli non divisibili per tn.

Osservazione 2.7.3. Nelle notazioni precedenti, la disomogeneizzazione z0 7→ 1 deter-
mina un isomorfismo lineare tra il sottospazio vettoriale Sd ⊂ C[z0, z1, . . . , zn] dei polinomi
omogenei di grado d ed il sottospazio Pd. Segue quindi dalla Proposizione 2.5.6 la formula

dimC Γ(Pn, Hd) =

(
d+ n

n

)
, per ogni d ≥ 0 .
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Per ogni intero positivo d > 0 vale

1

n!
<

1

dn

(
n+ d

n

)
≤ n+ 1 ,

con la limitazione superiore raggiunta per d = 1 e quella inferiore per d→∞. Infatti

d+ i

1 + i
≤ d ∀ i, d ≥ 1

e quindi (
n+ d

n

)
= (n+ 1)

n∏
i=1

d+ i

1 + i
≤ (n+ 1)dn .

Esercizio 2.7.4. Provare, ad esempio per induzione su d ≥ 0, che

1

(1− t)d+1
=

∞∑
n=0

(
n+ d

d

)
tn .

Corollario 2.7.5. Sia p : L → X un line bundle su una varietà complessa connessa e
compatta X di dimensione n. Allora esiste una costante positiva C (dipendente da L) tale che
per ogni intero d > 0 vale

dimC Γ(X,Ld) ≤ C dn .

Dimostrazione. Per il Teorema 2.7.2 esiste un sottoinsieme finito x1, . . . , xm ∈ X ed un
intero h tali che se una sezione s ∈ Γ(X,Ld) ha molteplicità > dh in ciascun punto xi allora
s = 0.

Per ogni s ∈ Γ(X,Ld) denotiamo con Ti(s) ∈ Pdh il polinomio di Taylor di ordine dh
della funzione si (in un dato sistema di coordinate locali): in questo modo abbiamo definito
un’applicazione lineare ed iniettiva

T = T1 + · · ·+ Tm : Γ(X,Ld)→ ⊕iPdh
da cui segue

dimC Γ(X,Ld) ≤ mdimPdh = m

(
n+ dh

n

)
≤ (m(n+ 1)hn) dn .

�

Siamo adesso in grado di dimostrare la parte “facile” del teorema di Siegel, ossia che la
dimensione algebrica a(X) di una varietà complessa compatta X non supera la dimensione
complessa dimCX.

Corollario 2.7.6. Sia X varietà complessa connessa e compatta di dimensione n. Allora
a(X) ≤ n.

Dimostrazione. Occorre dimostrare che ogni omomorfismo di anelli ϕ : C[t1, . . . , tn+1]→
MX(X) che estende l’inclusione C ⊂MX(X) non è iniettivo.

Abbiamo visto che esistono un line bundle L e n + 2 sezioni s0, . . . , sn+1 ∈ Γ(X,L) tali
che

ϕ(ti) =
si
s0
, i = 1, . . . , n+ 1 .

Scriviamo C[t1, . . . , tn+1] = ∪Pd dove Pd è lo spazio vettoriale dei polinomi di grado ≤ d:

dimPd =

(
n+ 1 + d

n+ 1

)
>

dn+1

(n+ 1)!
.

Se p ∈ C[t1, . . . , tn+1] è un polinomio di grado ≤ d allora

sd0ϕ(p) = sd0 p

(
s1

s0
, . . . ,

sn+1

s0

)
∈ Γ(X,Ld)

e quindi sd0ϕ definisce un’applicazione lineare da Pd a Γ(X,Ld). Ma il Teorema 2.7.2 implica
che per d >> 0 la dimensione di Γ(X,Ld) è strettamente minore della dimensione di Pd e
quindi ϕ non può essere iniettiva. �

Corollario 2.7.7. Sia E un fibrato vettoriale olomorfo su una varietà compatta X,
allora lo spazio vettoriale Γ(X,E) delle sezioni olomorfe su E ha dimensione finita.
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Dimostrazione. È possibile usare un argomento simile a quello usato nella dimostra-
zione del Teorema 2.7.2, ma è utile ed istruttivo dare una diversa dimostrazione.

Ragioniamo per induzione sul rango m di E, con il caso m = 1 dimostrato nel Teore-
ma 2.7.2. Sia p : E → X fibrato vettoriale olomorfo di rango m > 1. Come al solito indi-
chiamo con Ex la fibra di E su x, con E∨x = Hom(Ex,C) lo spazio vettoriale duale e con
P(Ex) = (Ex − {0})/C∗ il proiettivizzato.

A partire dalla struttura di varietà su E costruiamo due strutture di varietà complessa
compatta sugli insiemi P(E),P(E), definiti come:

P(E) = {(x, [v]) | x ∈ X, [v] ∈ P(Ex)}, P(E) = {(x, [f ]) | x ∈ X, [f ] ∈ P(E∨x )}.
Entrambe le costruzioni sono geometricamente importanti ed interessanti; qui ci occuperemo
solamente della seconda (la prima è del tutto analoga) anche perché in questa dimostrazione
ci serve solamente P(E). Sia q : P(E)→ X la proiezione sulla prima coordinata, si noti che

P(E)x = q−1(x) = P(E∨x ) .

Se (Ui, τi) è una banalizzazione di E, essendo i biolomorfismi τi : p
−1(Ui) → Ui × Cm

isomorfismi lineari sulle fibre, essi inducono delle bigezioni

ηi : q
−1(Ui)→ Ui × P(Hom(Cm,C)),

e tutti gli elementi del cociclo

ηij = ηiη
−1
j : Uij × P(Hom(Cm,C))→ Uij × P(Hom(Cm,C))

sono biolomorfismi. Per il Teorema di incollamento 2.2.1 si ha una unica struttura di va-
rietà complessa su P(E) che rende le applicazioni ηi dei biolomorfismi. Inoltre le proiezioni
q : q−1(Ui)→ Ui sono chiuse con fibre compatte ed un semplice argomento di topologia gene-
rale prova che lo stesso vale per q : P(E)→ X: dunque anche P(E) è una varietà compatta.

Idea: costruire un fibrato vettoriale olomorfo L su P(E) la cui restrizione ad ogni fibra
P(E)x ' Pm−1 sia il fibrato iperpiano.

Nel perseguire tale idea è naturale definire

L =
{(x, f, t) | x ∈ X, 0 6= f ∈ E∨x , t ∈ C}

C∗
dove l’azione di C∗ è

λ ∈ C∗, λ(x, f, t) = (x, λf, λt) .

Si ha un’ovvia applicazione

π : L→ P(E), π([x, f, t]) = (x, [f ]),

e (qπ)−1(x) è esattamente il fibrato iperpiano H1 sullo spazio proiettivo P(E∨x ). Le stesse
considerazioni fatte per i fibrati Ha mostrano che L è un fibrato vettoriale olomorfo su P(E).

Per concludere la dimostrazione basta quindi dimostrare che esiste un’applicazione lineare
iniettiva

Γ(X,E) −̃−→ Γ(P(E), L) .

Data una sezione s : X → E, s(x) ∈ Ex, ∀x, basta considerare la sezione

s̃ : P(E)→ L, s̃(x, [f ]) = [x, f, f(s(x))],

che si vede essere olomorfa e ben definita. Si ha s̃ = 0 se e solo se per ogni x ∈ X ed ogni
0 6= f ∈ E∨x vale f(s(x)) = 0 ma questo è possibile solo se s(x) = 0 per ogni x.

Informiamo il lettore che, con un’analisi più accurata, basata sulla caratterizzazione delle
sezioni del fibrato iperpiano, si può dimostrare che ·̃ è bigettiva.

�

Una domanda sensata è chiedere se, per un line bundle fissato L su una varietà X, è vero
che ogni funzione meromorfa si può scrivere come quoziente di due sezioni di una potenza di
L. La risposta a tale domanda è sorprendentemente semplice ed elegante.

Se X è connessa abbiamo a suo tempo introdotto il sottocampo

Q(X,L) =
{a
b
| a, b ∈ Γ(X,Ld), d ≥ 0, b 6= 0

}
⊂MX(X)
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e definito la dimensione di Iitaka κ(X,L) come il grado di trascendenza dell’estensione C ⊂
Q(X,L) se Γ(X,Ld) 6= 0 per qualche d > 0 e −∞ se invece Γ(X,Ld) = 0 per ogni d > 0.

Teorema 2.7.8. Per un line bundle L su una varietà complessa compatta e connessa X
vale Q(X,L) =MX(X) se e solo se i due campi hanno lo stesso grado di trascendenza su C,
ossia se e solo se a(X) = max(0, κ(X,L)).

Dimostrazione. Se Q(X,L) = MX(X) è ovvio che C ⊂ Q(X,L) ha lo stesso grado
di trascendenza di C ⊂ MX(X). Viceversa, sia d = a(X) la dimensione algebrica di X
(per il Corollario 2.7.6 vale d ≤ dimCX) e fissiamo un insieme di d elementi algebricamente
indipendenti f1, . . . , fd ∈ Q(X,L). Allora per ogni ϕ ∈ MX(X) i d+ 1 elementi ϕ, f1, . . . , fd
non sono algebricamente indipendenti ed esiste quindi un polinomio non nullo P (t0, . . . , td) tale
che P (ϕ, f1, . . . , fd) = 0. Se P =

∑
m t

m
0 pm(t1, . . . , td), siccome f1, . . . , fd sono algebricamente

indipendenti deve essere pi 6= 0 per qualche i > 0 e questo implica che ϕ è algebrico su
C(f1, . . . , fd). A maggior ragione ϕ è algebrico su Q(X,L) ed il teorema segue dal seguente
risultato di carattere generale. �

Teorema 2.7.9. Siano L un line bundle su una varietà X connessa (ma non necessaria-
mente compatta) e sia ϕ ∈ MX(X) una funzione meromorfa che è algebrica sul sottocampo
Q(X,L). Allora ϕ ∈ Q(X,L).

Dimostrazione. Fissiamo una banalizzazione di L su un ricoprimento aperto X = ∪Ui
e corrispondente cociclo gij ∈ O∗(Uij). Per ogni intero d, in aggiunta alle sezioni olomorfe di
Ld:

Γ(X,Ld) = {si ∈ O(Ui) | si = gdijsj ∀i, j},
possiamo definire le sezioni meromorfe

M(X,Ld) = {φi ∈M(Ui) | φi = gdijφj ∀i, j}.

Per ipotesi ϕ è radice di un polinomio monico a coefficenti in Q(X,L), ossia esiste una
relazione del tipo

(2.9) ϕm +
a1

b1
ϕm−1 + · · ·+ am

bm
= 0

con ai, bi ∈ Γ(X,Ldi), di ≥ 0, bi 6= 0.
Dimostriamo adesso che se c = b1b2 ·bm ∈ Γ(X,Ld), d =

∑
di, allora f := cϕ ∈M(X,Ld)

è in realtà una sezione olomorfa di Ld e di conseguenza ϕ =
f

c
∈ Q(X,L).

La relazione (2.9) moltiplicata per cm diventa

cmϕm +
cma1

b1
ϕm−1 + · · ·+ cmam

bm
= 0

che, siccome bi divide c per ogni i = 1, . . . ,m, si può scrivere come

fm + u1f
m−1 + · · ·+ um = 0

con f ∈ M(X,Ld) e ui =
cmai
bicm−i

∈ Γ(X,Ld) per ogni i = 1, . . . ,m. Sia x ∈ X, allora esiste

un intorno sufficientemente piccolo x ∈ ∆ tale che:

• ∆ ⊂ Ui per qualche i. Quindi L è banale su ∆, le ui ∈ O(∆) e f ∈M(∆);
• f = g/h con g, h ∈ O(∆) e MCD(g, h) = 1 in O∆,x.

Dunque nel dominio a fattorizzazione unica O∆,x vale

gm

hm
+ u1

gm−1

hm−1
+ · · ·+ um = 0 .

Moltiplicando il tutto per hm se ne deduce che h divide gm che è possibile solo se h è invertibile,
ossia solo se f è olomorfa in x. �

Corollario 2.7.10 (Hurwitz). Ogni funzione meromorfa su Pn è il quoziente di due
polinomi omogenei dello stesso grado nelle coordinate omogenee.
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Dimostrazione. Dalla descrizione delle sezioni globali dei fibrati Hd come polinomi
omogenei di grado d segue che Q(Pn, H1) coincide con il sottocampo Q ⊂MPn(Pn) descritto
nell’Esempio 2.3.4 che abbiamo visto (Esempio 2.3.12) avere grado di trascendeza su C almeno
n. D’altra parte per il Corollario 2.7.6 il grado di trascendenza di MPn(Pn) su C è al più n.
Dunque i campi Q(Pn, H1) e MPn(Pn) devono avere entrambi grado di trascendenza n su
C. �

Esercizio 2.7.11. Siano s1, . . . , sm sezioni olomorfe di un fibrato vettoriale olomorfo
E → X. Per ogni 0 ≤ k ≤ m definiamo Xk ⊂ X come il sottoinsieme dei punti x tali che i
vettori s1(x), . . . , sm(x) ∈ Ex generano un sottospazio vettoriale di dimensione ≤ k. Provare
che Xk è un chiuso analitico.

2.8. Indipendenza analitica e teorema di Siegel

Allo stesso modo in cui nelle varietà differenziabili si definiscono le forme differenziali di
classe C∞, si definiscono le forme differenziali olomorfe sulle varietà complesse.

Molto concretamente, se X è una varietà complessa e Tx denota lo spazio tangente olo-
morfo nel punto x ∈ X (che si può definire come lo spazio delle derivazioni OX,x → C), dare
una k-forma differenziale olomorfa ω su un aperto U ⊂ X significa dare, per ogni x ∈ U
un’applicazione C-multilineare alternante

ω(x) : Tx × · · · × Tx︸ ︷︷ ︸
k

→ C

che dipende olomorficamente da x. Ciò significa che in coordinate locali olomorfe z1, . . . , zn
deve essere

(2.10) ω(z) =
∑

i1<···<ik

ai1···ik(z)dzi1 ∧ · · · ∧ dzik

con le funzioni ai1···ik(z) olomorfe. Denotiamo con ΩkX(U) lo spazio vettoriale delle forme
differenziali olomorfe su U . In tale contesto osserviamo che:

(1) dz1, . . . , dzn sono una base del duale di Tx = Der(OX,x,C), mediante l’accoppiamen-
to che ad ogni derivazione η ∈ Der(OX,x,C) associa il numero complesso dzi(η) =
η(zi) ∈ C.

In particolare, per ogni funzione olomorfa f il suo differenziale è

df =

n∑
i=1

∂f

∂zi
dzi .

(2) Nella convenzione adottata in queste note3, per ogni successione di indici i1, . . . , ik ∈
{1, . . . , n} la forma ω = dzi1 ∧ · · · ∧ dzik corrisponde all’applicazione multilineare
alternante

ω(v1, . . . , vk) =
∑
σ

(−1)σdzi1(vσ(k))dzi2(vσ(k−1)) · · · dzik(vσ(1))

dove la somma è presa su tutte le permutazioni σ di {1, . . . , k} e (−1)σ indica la
segnatura.

(3) Il prodotto

(dzi1 ∧ · · · ∧ dzik) ∧ (dzj1 ∧ · · · ∧ dzjh) = dzi1 ∧ · · · ∧ dzik ∧ dzj1 ∧ · · · ∧ dzjh
si estende per bilinearità ad un prodotto associativo

ΩkX(U)× ΩhX(U)→ Ωh+k
X (U), (ω, η) 7→ ω ∧ η .

(4) Il luogo di zeri di una forma differenziale

V (ω) = {x ∈ U | ω(x) = 0}, ω ∈ ΩkX(U),

è un chiuso analitico. Infatti in una carta locale nella quale ω si scrive come in (2.10)
si ha V (ω) = ∩i1<···<ikV (ai1···ik).

3Canonica a meno di fattori costanti.
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Possiamo estendere la nozione di forma differenziale al caso meromorfo: una k-forma
differenziale è meromorfa se in coordinate locali z1, . . . , zn si scrive come

ω(z) =
∑

i1<···<ik

ϕi1···ik(z)dzi1 ∧ · · · ∧ dzik

con le funzioni ϕi1···ik(z) meromorfe. Più precisamente si tratta di una classe di equivalenza
di espressioni meromorfe(

Ui,
ωi
gi

)
, X = ∪Ui, ωi ∈ ΩkX(Ui), gi ∈ OX(Ui), V (gi)

o = ∅, giωj = gjωi .

Due espressioni meromorfe di k-forme (Ui, ωi/gi) e (Vj , ηj/qj) definiscono la stessa forma
meromorfa se e solo se per ogni i, j si ha

qjωi = giηj ∈ Ωk(Ui ∩ Vj) .
Il differenziale di una funzione meromorfa ϕ = (Ui, fi/gi) è ben definito dalla formula

dϕ =

(
Ui,

gi(dfi)− fi(dgi)
g2
i

)
ed è una 1-forma differenziale meromorfa.

Definizione 2.8.1. Sia X una varietà connessa, le funzioni meromorfe ϕ1, . . . , ϕk ∈
MX(X) si dicono analiticamente indipendenti se

dϕ1 ∧ · · · ∧ dϕk 6= 0, .

Lemma 2.8.2. Siano X varietà connessa e ϕ1, . . . , ϕk ∈MX(X) analiticamente indipen-
denti. Allora ϕ1, . . . , ϕk sono algebricamente indipendenti ed esiste un aperto denso e connesso
V ⊂ X tale che ϕi ∈ OX(V ) per ogni i e dϕ1 ∧ · · · ∧ dϕk(x) 6= 0 per ogni x ∈ V .

Dimostrazione. Abbiamo già visto che per ogni i esiste un chiuso analitico proprio Di

tale che ϕi ∈ OX(X −Di). Per 2.3.2 l’aperto U = X − (D1 ∪ · · · ∪Dk) è denso e connesso e
ϕi ∈ O(U) per ogni i. Basta allora definire V = U − V (dϕ1 ∧ · · · ∧ dϕk).

Per quanto riguarda la prima asserzione, supponiamo per assurdo che ϕ1, . . . , ϕk sia-
no algebricamente dipendenti e sia P ∈ C[t1, . . . , tk] non nullo e di grado minimo tale che
P (ϕ1, . . . , ϕk) ≡ 0. Sull’aperto V , per la regola della funzione composta si ha

0 = dP =
∑ ∂P

∂ti
(ϕ1, . . . , ϕk)dϕi

ma siccome i differenziali dϕi sono linearmente indipendenti in ogni punto di V , segue da

principio di identità che che ogni derivata
∂P

∂ti
annulla le ϕ1, . . . , ϕk. Siccome P ha grado

positivo esiste almeno una derivata non nulla il cui grado è minore di quello di P . �

L’Esempio 2.3.15 mostra che in generale funzioni meromorfe algebricamente indipendenti
non sono analiticamente indipendenti. Tuttavia nel caso compatto vale il seguente teorema.

Teorema 2.8.3. In una varietà connessa e compatta, funzioni meromorfe algebricamente
indipendenti sono anche analiticamente indipendenti.

Dimostrazione. Siano ϕ1, . . . , ϕk ∈MX(X) algebricamente indipendenti e supponiamo
per assurdo dϕ1 ∧ · · · ∧ dϕk = 0. A meno di permutazioni degli indici possiamo supporre che
esista un intero 1 ≤ m < k tale che

dϕ1 ∧ · · · ∧ dϕm 6= 0, dϕ1 ∧ · · · ∧ dϕm ∧ dϕm+1 = 0

e creiamo la contraddizione dimostrando che ϕ1, . . . , ϕm+1 sono algebricamente dipendenti.
Per ogni coppia di interi positivi a, b denotiamo con Pa,b ⊂ C[t1, . . . , tm+1] il sottospazio

vettoriale dei polinomi di grado ≤ a nelle variabili t1, . . . , tm e grado ≤ b nella variabile tm+1,
ossia

q ∈ Pa,b ⇐⇒ q =

b∑
i=0

qi(t1, . . . , tm)tim+1, deg(qi) ≤ a .

Le precedenti osservazioni sulla dimensione degli spazi Pd implicano immediatamente che Pa,b
ha dimensione

(b+ 1)

(
a+m

m

)
=
b+ 1

m!
am + · · · ∈ Q[a] .
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Lemma 2.8.4. Nelle notazioni precedenti, Sia x ∈ X un punto dove le ϕ1, . . . , ϕm+1 sono
olomorfe e dove dϕ1 ∧ · · · ∧ dϕm(x) 6= 0. Allora, per ogni d ≥ 0 il sottospazio vettoriale

V = {q ∈ Pa,b | νx(q(ϕ1, . . . , ϕm+1)) > d}

ha codimensione ≤
(
m+ d

d

)
.

Dimostrazione. Siccome dϕ1∧· · ·∧dϕm(x) 6= 0, per il teorema delle funzioni implicite,
in un intorno di x sufficientemente piccolo le funzioni ϕi sono olomorfe ed esiste un sistema di
coordinate locali olomorfe z1, . . . , zn centrate in x e tali che dϕi = dzi per ogni i = 1, . . . ,m.

Per ipotesi dz1∧ · · ·∧dzm∧dϕm+1 ≡ 0, ossia
∂ϕm+1

∂zj
≡ 0 per ogni j > m e dunque ϕm+1

è localmente una serie di potenze in z1, . . . , zm. Di conseguenza anche q(ϕ1, . . . , ϕm+1) ∈

C{z1, . . . , zm} per ogni polinomio q ∈ Pa,b e basta ricordare che

(
m+ d

d

)
è la codimensione

del sottospazio di C{z1, . . . , zm} delle serie di molteplicità > d. �

Torniamo alla dimostrazione del teorema. Per il Corollario 2.6.6 esiste un line bundle L
e m + 2 sezioni s0, . . . , sm+1 ∈ Γ(X,L) tali che ϕi = si/s0. Denotiamo con E ⊂ X l’aperto
denso dove le ϕ1, . . . , ϕm+1 sono olomorfe e dove dϕ1 ∧ · · · ∧ dϕm 6= 0, s0 6= 0.

Per il Teorema 2.7.2 esistono finiti punti x1, . . . , xr ∈ E ed un intero h > 0 tale che se
una sezione di Ld ha molteplicità maggiore di dh in ciascun punto xi allora s = 0.

Basta adesso osservare che per un polinomio q ∈ Pa,b si ha

(2.11) sa+b
0 q(ϕ1, . . . , ϕm+1) ∈ Γ(X,La+b)

e che tale sezione ha la medesima molteplicità di q(ϕ1, . . . , ϕm+1) nei punti xi. Dunque il
sottospazio dei polinomi in Pa,b tali che la sezione (2.11) si annulla ha codimensione

≤ r
(
m+ h(a+ b)

m

)
=
rhm

m!
am + · · · ∈ Q[a] .

Basta quindi fissare un b ≥ rhm affinché, per a >> 0 tale sottospazio abbia dimensione
positiva ed esista un polinomio non nullo che annulla ϕ1, . . . , ϕm+1.

�

Teorema 2.8.5. Siano L un line bundle su una varietà connessa e compatta X e siano
ϕ1, . . . , ϕm ∈ Q(X,L) analiticamente indipendenti. Allora

C(ϕ1, . . . , ϕm) ⊂ F := {φ ∈ Q(X,L) | dϕ1 ∧ · · · ∧ dϕm ∧ dφ = 0},

è una estensione di campi algebrica finita.

Dimostrazione. Vediamo subito che F è un sottocampo di Q(X,L) che contiene C e
ϕ1, . . . , ϕm: basta infatti osservare che la formula di Leibniz

d(φψ) = φdψ + ψdφ, dφ−1 = −dφ
φ2

,

vale anche per i differenziali di funzioni meromorfe.
Se ϕi = ai/bi, con ai, bi ∈ Γ(X,Lei), a meno di passare ad un denominatore comune

possiamo supporre ϕi = si/s0 con s0, . . . , sm ∈ Γ(X,Le) per un opportuno e.
Denotiamo con E ⊂ X l’aperto denso dove s0 6= 0 (quindi ϕ1, . . . , ϕm sono olomorfe in E)

e dove dϕ1 ∧ · · · ∧ dϕm 6= 0. Sempre per il Teorema 2.7.2 esistono finiti punti x1, . . . , xr ∈ E
ed un intero h > 0 tale che se una sezione di Ld ha molteplicità maggiore di dh in ciascun
punto xi allora s = 0, per ogni d > 0.

Fissiamo un intero b ≥ rhmem; per il Corollario 2.3.8 basta dimostrare che ogni elemento
φ ∈ F annulla un polinomio di grado ≤ b a coefficienti in C(ϕ1, . . . , ϕm).

Sia φ ∈ F fissata e scriviamola nella forma φ =
σ1

σ0
∈ F con σ0, σ1 ∈ Γ(X,Lτ ) per un

opportuno intero τ > 0 (dipendente da φ).
Sia x uno qualunque dei suddetti punti x1, . . . , xr ∈ E; per il teorema delle funzioni

implicite, in un intorno di x esiste un sistema di coordinate locali olomorfe z1, . . . , zn (n =
dimX) centrate in x e tali che dϕi = dzi per ogni i = 1, . . . ,m.
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Mostriamo adesso che la funzione meromorfa φ si può scrivere in un intorno di x come un
quoziente φ = f/g con f, g ∈ C{z1, . . . , zm}: se φ = p/q con p, q ∈ C{z1, . . . , zn} senza fattori

comuni, si ha dφ =
qdp− pdq

q2
e dalla relazione

dz1 ∧ · · · ∧ dzm ∧
qdp− pdq

q2
≡ 0

segue che

q
∂p

∂zi
= p

∂q

∂zi
, ∀ i = m+ 1, . . . , n .

Dunque q divide le derivate
∂q

∂zi
per ogni i = m + 1, . . . , n. per il Lemma 1.7.21 a meno di

moltiplicare p, q per un invertibile si può supporre q ∈ C{z1, . . . , zm}; questo implica
∂p

∂zi
=

p

q

∂q

∂zi
= 0 per ogni i > m e quindi anche p ∈ C{z1, . . . , zm}.

Per ogni intero positivo a denotiamo Pa,b ⊂ C[t0, . . . , tm, u0, u1] il sottospazio vettoriale
dei polinomi biomogenei di grado a nelle variabili ti e b nelle variabili uj . La dimensione di
Pa,b è esattamente

(b+ 1)

(
a+m

m

)
=
b+ 1

m!
am + · · · ∈ Q[a]

e per ogni q ∈ Pa,b si ha q(s0, . . . , sm, σ0, σ1) ∈ Γ(X,Lea+τb).
Mostriamo adesso che per ogni s il sottospazio

V = {q ∈ Pa,b | νx(q(s0, . . . , sm, σ0, σ1)) > s}

ha codimensione ≤
(
s+m
m

)
. Nelle coordinate zi come sopra, siccome dzi = dϕi si ha si =

s0(zi + costante) ed esiste un germe di funzione olomorfa α tale che σ0 = αq, σ1 = αp con
p, q ∈ C{z1, . . . , zm}. Ma allora

νx(q(s0, . . . , sm, σ0, σ1)) = νx(sa0α
bq(1, ϕ1, . . . , ϕm, q, p)) ≥ νx(q(1, ϕ1, . . . , ϕm, q, p))

e q(1, ϕ1, . . . , ϕm, q, p) ∈ C{z1, . . . , zm}. Dunque

V ⊃W := {q ∈ Pa,b | νx(q(1, ϕ1, . . . , ϕm, q, p)) > s}

ed il ragionamento già fatto in più occasioni mostra che la codimensione di W è ≤
(
s+m
m

)
.

Da ciò segue che esiste q ∈ Pa,b che annulla q(s0, . . . , sm, σ0, σ1) ogni volta che

(b+ 1)

(
m+ a

m

)
> r

(
m+ h(ea+ τb)

m

)
=
rhmem

m!
am + · · · ∈ Q[a] .

e, siccome b ≥ rhmem, ciò accade per a >> 0. �

Corollario 2.8.6. Siano X varietà connessa e compatta, e ϕ1, . . . , ϕm ∈ MX analiti-
camente indipendenti. Se

F = {φ ∈M(X) | dϕ1 ∧ · · · ∧ dϕm ∧ dφ = 0},

allora

C(ϕ1, . . . , ϕm) ⊂ F
è una estensione di campi algebrica finita.

Dimostrazione. Sappiamo che esiste un line bundle L tale che ϕ1, . . . , ϕm ∈ Q(X,L) e
che, per il Lemma 2.8.2, le funzioni ϕ1, . . . , ϕm sono algebricamente indipendenti. Sia φ ∈ F ,
per il Teorema 2.8.3 le funzioni ϕ1, . . . , ϕm, φ sono algebricamente dipendenti. Dunque φ è
algebrico su C(ϕ1, . . . , ϕm) e per il Teorema 2.7.9 si ha φ ∈ Q(X,L). Dunque F ⊂ Q(X,L) e
la conclusione segue dal Teorema 2.8.5. �

Corollario 2.8.7 (Teorema di Siegel). Sia X varietà connessa compatta di dimensione
n. Allora il campo delle funzioni meromorfe MX(X) è una estensione finitamente generata
di C di grado di trascendenza ≤ n.

Per ogni line bundle L su X il campo Q(X,L) è una estensione finitamente generata di
C.
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Dimostrazione. Per la prima parte, prendere un insieme massimale di funzioni mero-
morfe analiticamente indipendenti ed applicare il Corollario 2.8.6. Per la seconda, un insieme
massimale di funzioni meromorfe in analiticamente indipendenti in Q(X,L) ed applicare il
Teorema 2.8.5 �

Il materiale di questa sezione proviene in buona parte dalle note dei corsi di Aldo Andreotti
[1] e Phillip Griffiths [5].

2.9. I problemi di Cousin

Nel 1883 Henri Poincaré dimostrò che “Si une fonction analytique de deux variables com-
plexes n’admet à distance finie que des singularités non essentielles elle est le quotient de deux
fonctions entières”, che tradotto in linguaggio moderno significa che “ogni funzione meromorfa
su C2 è il quoziente di due funzioni intere.”

Undici anni più tardi, Pierre Cousin, nell’ottica di estendere il teorema di Poincaré in
dimensione più alta e varietà complesse più generali formulò due problemi, oggi detti Cousin
I e Cousin II, che hanno avuto una grande importanza nello sviluppo della matematica.

I problemi di Cousin: (vedi [7]). Sia X = ∪Ui un ricoprimento aperto di una varietà
complessa connessa e siano date funzioni meromorfe ϕi ∈MX(Ui) per ogni i.

(1) (Primo problema.) Si assuma che per ogni i, j valga ϕi − ϕj ∈ OX(Uij). Trovare
ϕ ∈MX(X) tale che ϕ− ϕi ∈ OX(Ui) per ogni i.

(2) (Secondo problema.) Si assuma ϕi invertibile per ogni i e che per ogni i, j valga
ϕi
ϕj
∈ O∗X(Uij). Trovare ϕ ∈MX(X) tale che

ϕ

ϕi
∈ O∗X(Ui) per ogni i.

Entrambi i problemi di Cousin sono soddisfatti da tutti gli aperti di C, con i nomi di
Teorema di Mittag-Leffler (1882, Cousin I) e Teorema di Weierstrass (1876, Cousin II), vedi
ad esempio il capitolo XIII di [17] .

Anche se molto simili (basta scambiare somme con prodotti per passare dal primo al
secondo problema di Cousin), il secondo problema è decisamente più difficile da verificare.
La relazione tra problemi di Cousin ed il teorema di Poincaré è data dal seguente semplice
risultato.

Proposizione 2.9.1. Sia X una varietà complessa connessa in cui il secondo problema di
Cousin ammette sempre soluzione. Allora ogni funzione meromorfa è quoziente di due funzioni
olomorfe f, g ∈ OX(X), con i germi di f e g senza fattori comuni in ogni punto.

Dimostrazione. Sia φ una funzione meromorfa, che possiamo supporre 6= 0 e rappre-
sentata da una espressione normalizzata (Ui, fi/gi). Abbiamo già osservato che in tale caso le
funzioni

hij =
fi
fj

=
gi
gj

sono olomorfe ed invertibili sugli aperti Uij .
Adesso la soluzione del Cousin II per la distribuzione (Ui, fi) è una funzione meromorfa

f tale che f/fi ∈ O∗X(Ui) per ogni i. Ma le fi sono olomorfe e quindi anche f è olomorfa.
Denotando hi = fgi/fi ∈ OX(Ui) si ha hi = hj su Uij e quindi le hi si incollano ad una
funzione olomorfa h ∈ OX(X) tale che f/h = fi/gi. Localmente f, h differiscono da fi, gi per
funzioni olomorfe invertibili e quindi i rispettivi germi hanno gli stessi fattori irriducibili. �

Segue dalla precedente proposizione che, in una varietà compatta avente funzioni mero-
morfe non costanti, il secondo problema di Cousin non può essere risolubile.

Nell’approccio moderno, i problemi di Cousin vengono leggermente modificati in modo
da poter poi essere trattati usando le teorie coomologiche: la nuova versione, che chiameremo
“alla Čech”, è la seguente:

I problemi di Cousin (alla Čech): Sia X = ∪Ui un ricoprimento aperto di una varietà
complessa connessa.
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(1) (Primo problema.) Si assuma che per ogni i, j sia data una funzione olomorfa fij ∈
OX(Uij) e che fjk − fik + fij = 0 in OX(Uijk) per ogni i, j, k. Trovare funzioni
fi ∈ OX(Ui) tali che fj − fi = fij per ogni i, j.

(2) (Secondo problema.) Si assuma che per ogni i, j sia data una funzione olomorfa
fij ∈ O∗X(Uij) e che fjkf

−1
ik fij = 1 in O∗X(Uijk) per ogni i, j, k. Trovare fi ∈ O∗X(Ui)

tali che fj/fi = fij per ogni i, j.

È facile vedere che i problemi alla Čech implicano i problemi classici: vediamo tale impli-
cazione solo per il primo problema; lo stesso argomento, con i prodotti al posto delle somme,
si applica anche per il secondo problema.

Siano dunque ϕi ∈ MX(Ui) tali che fij := ϕj − ϕi ∈ OX(Uij) per ogni i, j. È ovvio
che fjk − fik + fij = 0 in OX(Uijk) per ogni i, j, k e se vale il primo Cousin bis esistono
fi ∈ OX(Ui) tali che fj − fi = fij per ogni i, j. Definiamo ψi = ϕi − fi, allora

ψj − ψi = ϕj − ϕi − fj + fi = fij − fij = 0

e quindi le funzioni meromorfe ψi si incollano ad una unica funzione meromorfa ψ tale che
ψ − ϕi ∈ OX(Ui) per ogni i.





CAPITOLO 3

Fasci

3.1. Brevi e grossolani cenni su categorie, funtori e trasformazioni naturali

La teoria delle categorie nasce dall’osservazione che molte proprietà di sistemi matematici
possono essere unificate, e spesso semplificate, mediante una presentazione con diagrammi di
frecce. In un certo senso, lo scopo della teoria delle categorie è quello di fare a meno degli
elementi, usando al loro posto le frecce.

I primi tre concetti che si incontrano in teoria delle categorie sono, nell’ordine, quelli di
categoria, funtore e trasformazione naturale: l’ultimo dei tre è già ampiamente presente nella
matematica “tradizionale” sotto forma di “(iso)morfismo canonico e/o naturale”; va osservato
che il concetto di “categoria” è stato definito al fine di definire quello di “funtore”, e “funtore”
è stato definito per definire “trasformazione naturale”.

Un esempio di funtore è quello che ad ogni insieme X associa il suo insieme delle parti
P(X): sembrerebbe quindi utile e sensato considerare P come un’applicazione

P : Insieme degli insiemi → Insieme degli insiemi .

Il problema è che assumere l’esistenza dell’insieme degli insiemi porta al celebre para-
dosso di Russell (chi non lo conosce se lo cerchi su Wikipedia oppure su [18]). Bisogna
quindi andare oltre la teoria ingenua degli insiemi e avere un approccio più assiomatico e
meno intuitivo.

A seconda del grado di assiomatizzazione richiesto dal contesto di applicazione delle ca-
tegorie (molto alto per la logica, ragionevolmente basso per la geometria delle varietà) sono
possibili diversi approcci. Quello che seguiremo è uno dei più semplici e si basa sull’alternativa
di von Neumann-Bernays, per la quale la collezione di tutti gli insiemi esiste, ma non
è un insieme.1

Molto grossolanamente, l’idea è quella di avere i concetti di collezione di oggetti e di
appartenenza (∈) ad una collezione come concetti primitivi (che non necessitano di spiega-
zioni ulteriori, ma solo di assiomi ai cui devono sottostare). A differenza della teoria ingenua
degli insiemi [8], ogni insieme è una collezione, ma il viceversa è generalmente falso. Per la
precisione, una collezione X è un insieme se e solo se è a sua volta un oggetto, ossia X ∈ Y , di
qualche altra collezione Y . Le collezioni che non sono insiemi vengono dette classi proprie.
Si può usare il termine classe sia per denotare una classe propria che un insieme.2

Definizione 3.1.1. Una categoria C è una struttura matematica che consiste di tre
dati:

• una classe Ob(C) i cui elementi sono detti oggetti della categoria;
• per ogni coppia di oggetti A,B ∈ Ob(C) è definito un insieme MorC(A,B) i cui

elementi sono detti morfismi, o frecce da A a B, e denotati graficamente come

f : A→ B oppure A
f−→ B;

• per ogni terna di oggetti A, B, C di C, una legge di composizione:

MorC(A,B) × MorC(B,C) → MorC(A,C)

( f , g ) 7−→ g ◦ f ,

per semplicità di notazione denoteremo anche gf = g ◦ f .

1questa alternativa elimina il paradosso di Russell, ma non è esente da altri paradossi, che fortunatamente
sono meno evidenti e lontani dalla maggior parte degli ambiti matematici più comuni. Per una maggiore

protezione è invece necessario adottare l’alternativa di Zermelo-Frankel, secondo cui la collezione di tutti gli
insiemi non esiste, punto.

2Per maggiori informazioni si può vedere l’Appendice di [12].
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I tre dati precedenti deve rispettare i seguenti tre assiomi:

A1: Due insiemi di morfismi MorC(A,B), MorC(A′, B′) sono disgiunti a meno che A =
A′ e B = B′; ossia ogni freccia determina univocamente il proprio dominio e codo-
minio.

A2: la legge di composizione è associativa: f ◦ (g ◦h) = (f ◦ g)◦h ogniqualvolta entrambi
i membri sono definiti;

A3: Per ogni oggetto A ∈ Ob(C) esiste un morfismo IdA ∈ MorC(A,A), detto identità,
e tale che per ogni B, ogni f ∈ MorC(A,B) vale IdA f = f = f IdB .

Esempio 3.1.2. Alcuni esempi ben noti di categorie sono:

(1) la categoria Set degli insiemi: gli oggetti sono gli insiemi, i morfismi sono le appli-
cazioni e la legge di composizione è quella tradizionale;

(2) la categoria Ab dei gruppi abeliani: gli oggetti sono i gruppi abeliani, i morfismi
sono gli omomorfismi e la legge di composizione è quella tradizionale;

(3) la categoria Top degli spazi topologici: gli oggetti sono gli spazi topologici, i morfismi
sono le applicazioni continue e la legge di composizione è quella tradizionale;

Esempio 3.1.3 (Categorie piccole). Una categoria si dice piccola se la classe degli oggetti
è un insieme. Ecco tre esempi di categorie piccole

(1) sia G un gruppo qualsiasi e consideriamo la categoria C che ha un solo oggetto ∗,
come insieme di morfismi MorC(∗, ∗) = G e come legge di composizione il prodotto
in G.

(2) sia X un insieme qualsiasi e consideriamo la categoria C che ha come oggetti X e
come morfismi

MorC(x, y) =

{
Idx se x = y

∅ altrimenti

(3) per ogni insieme ordinato (X,≤) possiamo considerare la categoria che ha come
oggetti X e come morfismi

MorC(x, y) =

{
una sola freccia se x ≤ y
∅ altrimenti

(4) per ogni spazio topologico X denotiamo con Open(X)o la categoria opposta degli
aperti di X, che ha come oggetti gli aperti di X e come morfismi

MorOpen(X)o(U, V ) =

{
una sola freccia se V ⊆ U
∅ altrimenti

Esempio 3.1.4 (Categoria diretta degli ordinali finiti). Denotiamo con
−→
∆ la categoria che

ha come oggetti i sottoinsiemi di N del tipo [n] = {0, 1, . . . , n}, e come morfismi le applicazioni
strettamente crescenti. Si noti che Mor−→

∆
([n− 1], [n]) contiene esattamente gli n+ 1 morfismi

δk : [n− 1]→ [n], δk(p) =

{
p if p < k

p+ 1 if p ≥ k
, k = 0, . . . , n,

Ossia, δk è l’unica applicazione strettamente crescente la cui immagine èvita k. Lasciamo al
lettore la semplice verifica delle identità semicosimpliciali

(3.1) δlδk = δk+1δl , per ogni l ≤ k.
La consueta nozione di diagramma commutativo (di insiemi, gruppi ecc.) si estende in

maniera ovvia ed indolore a qualunque categoria.
Un morfismo f : X → Y in una categoria si dice un isomorfismo se esiste un morfismo

(nella medesima categoria) g : Y → X tale che fg = IdY e gf = IdX . Se un tale g esiste allora
è unico (se hf = Id e fh = Id allora g = g Id = gfh = Idh = h) e viene detto inverso di f .
Le identità sono isomorfismi.

Esercizio 3.1.5. Dimostrare, prima nella categoria degli insiemi e poi in una categoria
qualunque i seguenti risultati:

Lemma 3.1.6 (Regola del 2 su 3). Siano A
f−→ B

g−→ C due morfismi. Se due qualsiasi dei
tre morfismi f, g, gf sono isomorfismi, allora lo è anche il terzo.
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Lemma 3.1.7 (Regola del 2 su 6). Dato un diagramma commutativo

A

f

��

//

  

B

g

��~~
C // D

di 4 oggetti e 6 morfismi, se f e g sono isomorfismi, allora sono isomorfismi pure i rimanenti
quattro morfismi.

Lemma 3.1.8 (Retrazioni). Dato un diagramma commutativo

A

f

��

//

IdA

""
U

g

��

// A

f

��
B //

IdB

==V // B

,

se g è un isomorfismo, allora anche f è un isomorfismo.

Due oggetti X,Y nella medesima categoria C si dicono isomorfi se esiste un isomorfismo
f : X → Y , e si scrive X ' Y . È quasi ovvio che la relazione ' è di equivalenza sulla classe
degli oggetti, e per l’assioma della scelta3, esiste una sottoclasse Q ⊂ Ob(C) con la proprietà
che per ogni X ∈ Ob(C) esiste un unico Y ∈ Q isomorfo ad X.

Definizione 3.1.9. Una sottocategoria D di una categoria C è il dato di:

• una sottoclasse di oggetti Ob(D) ⊂ Ob(C);
• per ogni coppia di oggetti A,B ∈ Ob(D) è definito un sottoinsieme MorD(A,B) ⊂

MorC(A,B).

Si richiede inoltre che la legge di composizione di C definisca una struttura di categoria
su D: ciò equivale a dire che IdA ∈ MorD(A,A) per ogni A ∈ Ob(D) e che gf ∈ MorD(A,C)
per ogni g ∈ MorD(B,C) ed f ∈ MorD(A,B).

Esempio 3.1.10 (Sottocategorie piene). Una sottocategoria si dice piena se ogni sua
coppia di oggetti ha gli stessi morfismi della categoria ambiente. Una sottocategoria piena
D della categoria C è univocamente determinata dalla sottoclasse degli oggetti Ob(D) ⊂
Ob(C). Viceversa ogni sottoclasse H ⊂ Ob(C) definisce una sottocategoria piena D con
oggetti Ob(D) = H e morfismi MorD(A,B) = MorC(A,B) per ogni A,B ∈ H.

Esempio 3.1.11. La categoria dei gruppi abeliani è una sottocategoria piena della cate-
goria dei gruppi, mentre la categoria degli spazi vettoriali complessi non è una sottocategoria
piena della categoria degli spazi vettoriali reali (esercizio: perché?).

I funtori hanno la funzione di collegare, in maniera più o meno completa, categorie
differenti.

Definizione 3.1.12. Siano C,D due categorie. Un funtore da C a D, denotato F : C→
D è il dato di:

• una legge che ad ogni oggetto X di C associa un oggetto F (X) di D;
• per ogni coppia di oggetti X,Y di C, un’applicazione di insiemi

F : MorC(X,Y )→ MorD(F (X), F (Y ))

tale che:
(1) F (fg) = (F (f))(F (g)) ,
(2) F (IdX) = IdF (X) .

Esempio 3.1.13. 1) In ogni categoria è definito il funtore identità che lascia invariati
oggetti e morfismi nella medesima categoria.

2) dicesi generalmente funtore dimenticante un funtore che lascia invariati oggetti e mor-
fismi ma si dimentica di una parte di struttura passando da una categoria ad un altra “più

3Più precisamente per l’estensione di tale assioma alle classi.
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semplice”: ad esempio sono funtori dimenticanti quello dagli spazi topologici agli insiemi che
si dimentica della struttura topologica e quello dagli spazi vettoriali ai gruppi abeliani che si
dimentica del prodotto per scalare.

Esempio 3.1.14. La categoria delle categorie piccole viene usualmente denotata Cat: gli
oggetti sono le categorie piccole ed i morfismi sono i funtori. L’alternativa di von Neumann-
Bernays impedisce di formare la categoria di tutte le categorie (la collezione dei funtori tra due
categorie non piccole non è un insieme) e ci preserva dall’analogo categoriale del paradosso di
Russell.

È chiaro che ogni funtore trasforma diagrammi commutativi in diagrammi commutativi.
Se F : A → B e G : B → C sono due funtori, la loro composizione GF : A → C si definisce
nel modo ovvio ed è ancora un funtore.

Definizione 3.1.15. Un funtore F : C→ D si dice:

(1) fedele se per ogni X,Y ∈ C l’applicazione F : MorC(X,Y ) → MorD(F (X), F (Y ))
è iniettiva;

(2) pieno se per ogni X,Y ∈ C l’applicazione F : MorC(X,Y )→ MorD(F (X), F (Y )) è
surgettiva;

(3) essenzialmente surgettivo sugli oggetti se per ogni Z ∈ D esiste X ∈ C tal che
F (X) ' Z.

Un funtore che soddisfa tutte e tre la precedenti condizioni si dice equivalenza di categorie.

Osservazione 3.1.16. Esiste una ovvia la nozione di isomorfismo di categorie, e cioè un
funtore che è bigettivo sia sugli oggetti che sui morfismi. Questa nozione ha una certa utilità
solo per categorie piccole, in cui gli insiemi degli oggetti sono definiti da condizioni molto
stringenti e dettagliate, cf. Esempio 3.1.14.

Per categorie grandi, la nozione più interessante è quella di equivalenza, sia perché vo-
gliamo mantenere una certa flessibilità nella definizione degli oggetti, sia perché l’equivalenza
rappresenta meglio le motivazioni che hanno portato all’introduzione delle categorie (sono più
importanti le frecce degli oggetti).

In termini informali, le equivalenze collegano categorie che si comportano alla stessa
maniera ma di taglia diversa.

Esempio 3.1.17. (1) il funtore dimenticante Ab → Set è fedele ed essenzialmente
surgettivo sugli oggetti (esercizio), ma non è pieno.

(2) siano C la categoria degli spazi vettoriali reali di dimensione finita e D la categoria
che ha come oggetti i numeri naturali Ob(D) = N, come morfismi

MorD(n,m) = Mm,n(R) matrici m× n ,
e come legge di composizione il prodotto righe per colonne. Abbiamo allora un’equi-
valenza di categorie

F : D→ C, F (n) = Rn,
con FA applicazione lineare associata alla matrice A.

Definizione 3.1.18. Dati due funtori F,G : C → D, una trasformazione naturale
φ : F → G è data, per ogni oggetto X di C, da un morfismo φX : F (X) → G(X) nella
categoria D tale che per ogni morfismo f : X → Y in C si abbia un diagramma commutativo

F (X)
Ff−−−−→ F (Y )

φX

y φY

y
G(X)

Gf−−−−→ G(Y ) .

Diremo che, la trasformazione naturale φ è un isomorfismo di funtori se φX è un
isomorfismo nella categoria D per ogni X ∈ C. In tal caso scriveremo F ' G.

Esempio 3.1.19. Sia C la categoria degli spazi vettoriali su di un campo K fissato (i
morfismi sono le applicazioni lineari).

Per ogni V ∈ C denotiamo
V ∨ = HomK(V,K)
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il suo duale, per f : V →W lineare, denotiamo con fT : W∨ → V ∨ la sua trasposta (fT (φ) =
φ ◦ f). Ad algebra lineare ci hanno sadisticamente raccontato che per ogni spazio vettoriale
V esiste un morfismo “naturale” iniettivo

iV : V → V ∨∨, iV (v)(φ) = φ(v) ∀ v ∈ V, φ ∈ V ∨ .

L’aggettivo naturale può essere precisato usando il linguaggio delle categorie: se I : C→ C
è il funtore identità e T : C→ C è il funtore doppio duale

TV = V ∨∨, T f = fTT ,

allora i : I → T è una trasformazione naturale. Infatti per ogni applicazione lineare f : V →W
si ha un diagramma commutativo

V
f−−−−→ WyiV iW

y
V ∨∨

fTT−−−−→ W∨∨ .

Osservazione 3.1.20. Si può dimostrare (con l’aiuto dell’assioma della scelta per le
classi), che un funtore F : C→ D è una equivalenza di categorie se e solo se esiste un funtore
G : D→ C tale che le composizioni FG e GF siano isomorfe al funtore identità, ovvero

FG ' IdD e GF ' IdC .

Due categorie si dicono equivalenti se esiste una equivalenza fra di loro, ed è abbastanza
chiaro che la relazione di equivalenza di categorie è una relazione di equivalenza.

3.2. Prefasci, spighe e morfismi

Definizione 3.2.1. Sia X uno spazio topologico. Un prefascio F di gruppi abeliani su
X è il dato di:

(1) un gruppo abeliano F(U) per ogni aperto U ⊂ X;
(2) un omomorfismo di gruppi ρUV : F(U)→ F(V ) per ogni inclusione di aperti V ⊂ U .

Il dato precedente deve soddisfare le seguenti condizioni:

(F0) F(∅) = 0;
(F1) ρUU : F(U)→ F(U) è l’identità per ogni U ;
(F2) se W ⊂ V ⊂ U sono inclusioni di aperti, allora ρUW = ρVW ρUV : F(U)→ F(W ).

I morfismi ρUV vengono detti morfismi di restrizione del prefascio; a volte, per semplicità
notazionale, se s ∈ F(U) e V ⊂ U si scrive ρUV (s) = s|V .

Se F è un prefascio su X, ogni coppia (U, s), con U ⊂ X aperto e s ∈ F(U), viene
detta una sezione di F . Meno genericamente, per un aperto fissato U gli elementi del gruppo
abeliano F(U) vengono detti le sezioni di F su U , mentre gli elementi del gruppo abeliano
F(X) sono detti sezioni globali di F .

Naturalmente per descrivere un prefascio è sufficiente definire le sue sezioni ed i morfismi
di restrizione esclusivamente per gli aperti non vuoti, e ciò è esattamente quello che faremo
nei prossimi esempi.

Esempio 3.2.2. Il prefascio CX delle funzioni continue in uno spazio topologico X è
definito, ponendo

CX(U) = {f : U → R continue } ∀ ∅ 6= U ⊂ X,

e i morfismi ρUV sono quelli di restrizione usuale.

Esempio 3.2.3. Il prefascio C∞X delle funzioni C∞ in una varietà differenziabile X è
definito, ponendo

C∞X (U) = {f : U → R di classe C∞} ∀ ∅ 6= U ⊂ X,

e i morfismi ρUV sono quelli di restrizione usuale.
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Si noti che C∞X è un sottoprefascio di CX . La nozione di sottoprefascio non presenta
grosse sorprese: dato un prefascio F con funzioni di restrizione ρUV , un sottoprefascio G ⊂ F
è il dato, per ogni aperto U di un sottogruppo G(U) ⊂ F(U) tale che, per ogni coppia di
aperti V ⊂ U , si ha ρUV (G(U)) ⊂ G(V ). Le restrizioni a G delle funzioni di restrizione di F
inducono una struttura di prefascio su G.

Esempio 3.2.4. Sia X uno spazio topologico. Ad ogni gruppo abeliano G possiamo
associare tre prefasci GX , GX e C0GX , dove per ogni aperto non vuoto U si definisce:

GX(U) = {f : U → G costante },

GX(U) = {f : U → G localmente costante },

C0GX(U) = {f : U → G senza restrizioni } '
∏
x∈U

G .

Come sopra i morfismi ρUV sono quelli naturali di restrizione. Poiché somma e differenza di
due funzioni (localmente) costanti sono ancora (localmente) costanti, ogni GX(U) è in modo
naturale un gruppo abeliano e GX(U) un suo sottogruppo. Dunque GX è un prefascio su X
e GX un suo sottoprefascio. Similmente GX è un sottoprefascio di C0GX .

Si noti che prendendo i gruppi quozienti possiamo definite un terzo prefascio

F(U) =
GX(U)

GX(U)

con la proprietà che F(U) = 0 se U è connesso.

Esempio 3.2.5. Siano X,∆ spazi topologici fissati: per ogni aperto non vuoto U ⊂ X
definiamo

C(∆, U) = {f : ∆→ U continue}, F(U) = {α : C(∆, U)→ Z qualsiasi } .

Allora F è un prefascio con i morfismi di restrizione definiti nel modo naturale. Quando
∆ = ∆n

R coincide con il simplesso topologico standard di dimensione n, ritroviamo la ben nota
costruzione del prefascio delle cocatene singolari di dimensione n.

Definizione 3.2.6 (germe e spiga). Sia F un prefascio con funzioni di restrizione ρUV su
uno spazio topologico X e sia x ∈ X un punto fissato: sull’insieme

{sezioni intorno a x} := {(U, s) | U intorno aperto di x, s ∈ F(U)}

si consideri la relazione di equivalenza:

(U, s) ∼ (V, t) ⇐⇒ ∃W aperto tale che x ∈W ⊂ U ∩ V e ρUW (s) = ρVW (t) .

Una classe di equivalenza per tale relazione, viene detta germe (=germoglio) di sezione.
Definiamo la spiga di F in x come l’insieme quoziente:

Fx = {germi di sezioni di F in x} =
{(U, s) | x ∈ U, s ∈ F(U)}

∼
,

Equivalentemente ∼ è la più piccola relazione di equivalenza tale che, per ogni V ⊂ U ed
ogni s ∈ F(U) si ha (U, s) ∼ (V, ρUV (s)).

Ogni spiga è un gruppo abeliano, dove l’operazione di somma è indotta per passaggio al
quoziente dalle applicazioni

(U, s) + (V, t) = (W,ρUW (s) + ρVW (t)), x ∈W ⊂ V ∩ U.

L’elemento neutro è chiaramente (X, 0) e l’inverso è indotto da (U, s) 7→ (U,−s).
Per ogni sezione (U, s) di F ed ogni x ∈ U denoteremo con sx ∈ Fx il germe di s in x,

ossia sx = [(U, s) (mod ∼)]. Notiamo che per ogni aperto U ed ogni x ∈ U l’applicazione

F(U)
η−→ Fx, s 7→ sx,

è un omomorfismo di gruppi (per pedanteria dovremmo scrivere ηU,x al posto di η, ma è
preferibile essere noi ad abusare, leggermente, delle notazioni piuttosto che subire le loro
vessazioni).
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Esempio 3.2.7. Le spighe del prefascio GX delle funzioni localmente costanti (Esem-
pio 3.2.4) sono tutte isomorfe al gruppo G. Infatti, per ogni punto fissato x, i morfismi
(surgettivi) di valutazione in x:

GX(U)→ G, f 7→ f(x), x ∈ U,
inducono un omomorfismo surgettivo di gruppi abeliani tra la spiga in x ed il gruppo G.
Viceversa, date due sezioni (U, f) e (V, g) con x ∈ U ∩ V , se f(x) = g(x) allora ∃U ′ 3 x
tale che f

∣∣
U ′

è costante. Allo stesso modo, ∃V ′ 3 x tale che g
∣∣
V ′

è costante. Segue che

f
∣∣
U ′∩V ′ = g

∣∣
U ′∩V ′ , ossia (U, f) ∼ (V, g).

Definizione 3.2.8. Siano F ,G due prefasci sullo stesso spazio topologico X. Un morfi-
smo f : F → G è il dato, per ogni aperto non vuoto U , di un omomorfismo di gruppi abeliani
fU : F(U) → G(U). Gli omomorfismo fU devono commutare con i morfismi di restrizione,
ossia per ogni coppia di aperti V ⊂ U si deve avere un diagramma commutativo

F(U)
fU //

ρUV

��

G(U)

ρUV

��
F(V )

fV // G(V )

La composizione di morfismi è definita in maniera prevedibile: (g ◦f)(U) = g(U)◦f(U) se

F
f // G

g // H . Similmente l’insieme dei morfismi tra due prefasci è un gruppo abeliano,
con la somma definita in maniera altrettanto prevedibile

f, g : F → G, (f + g)U = fU + gU : F(U)→ G(U) .

Esempio 3.2.9. Ogni omomorfismo di gruppi abeliani A→ B induce in maniera naturale
un morfismo tra i rispettivi prefasci di sezioni localmente costanti AX → BX .

Esempio 3.2.10. Dato che ogni funzione localmente costante è anche continua, si ha
un ovvio morfismo di prefasci RX → CX , che per ogni aperto non vuoto U corrisponde
all’inclusione

{f : U → R localmente costante } ⊂ {f : U → R continua } .

Ogni morfismo di prefasci f : F → G induce canonicamente dei morfismi tra le rispettive
spighe: per ogni punto x ∈ X vi è un unico omomorfismo di gruppi fx : Fx → Gx che, per ogni
intorno aperto x ∈ U , rende il diagramma

(3.2) F(U)
fU //

��

G(U)

��
Fx

fx // Gx
commutativo.

Osservazione 3.2.11. Un prefascio F suX può essere pensato come un funtore dalla cate-
goria Open(X)o alla categoria dei gruppi abeliani tale che F(∅) = 0. Con tale interpretazione
i morfismi di prefasci corrispondono alle trasformazioni naturali.

Dato un prefascio F su X ha senso definire l’insieme

et(F) = {(x, s) ∈ x ∈ X, s ∈ Fx} =
∐
x∈X
Fx .

Ogni sezione (U, h) di F definisce un sottoinsieme di et(F)

Uh = {(x, hx) | x ∈ U} ⊂ et(F)

dove hx ∈ Fx denota il germe della sezione h nel punto x.

Lemma 3.2.12. I sottoinsiemi Uh sono una base di una topologia su et(F) che rende la
proiezione

p : et(F)→ X, p(x, s) = x,

un omeomorfismo locale.
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Dimostrazione. Dato che l’unione degli Uh è tutto et(F), per dimostrare che sono base
di una topologia basta provare che se (x, s) ∈ Uh ∩ Vk allora esiste una sezione (W, l) tale che
(x, s) ∈ Wl ⊂ Uh ∩ Vk. Siccome (x, s) ∈ Uh ∩ Vk vuol dire che x ∈ V ∩ U e hx = kx = s,
per definizione di germe esiste un aperto x ∈ W ⊂ V ∩ U tale che h|W = k|W e quindi
(x, s) ∈Wh = Wk ⊂ Uh ∩ Vk.

Per ogni (x, s) ∈ et(F) ed ogni aperto x ∈ U , esiste un aperto x ∈ V ⊂ U ed una sezione
h ∈ F(V ) tale che hx = s; dunque (x, s) ∈ Vh e p(Vh) ⊂ U e questo prova che p è continua.
Chiaramente p(Uh) = U per ogni sezione (U, h) e questo prova che p è aperta. Per concludere
basta osservare che p : Uh → U è iniettiva. �

Definizione 3.2.13. Con la topologia appena definita, lo spazio topologico et(F) viene
detto spazio étale.4

3.3. Fasci, successioni esatte e nucleo

Il concetto di prefascio è molto semplice, troppo per essere di grande utilità senza richidere
ulteriori specifiche. Introduciamo quindi la nozione di fascio5 come un prefascio che soddisfa
alcune condizioni aggiuntive, e che si rivelerà di grande uso in matematica.

Definizione 3.3.1. Un prefascio F di gruppi abeliani su X si dice un fascio se per ogni
unione di aperti U = ∪iUi, i ∈ I, nello spazio topologico X, valgono le seguenti condizioni:

(F3) Sia s ∈ F(U). Allora s = 0 se e solo se s|Ui = ρUUi(s) = 0 per ogni i.
(F4) Data, per ogni i ∈ I, una sezione si ∈ F(Ui) in modo tale che per ogni i, j ∈ I si

abbia
si|Uij = sj |Uij , Uij = Ui ∩ Uj ,

(ossia le due restrizioni di si ed sj all’aperto Ui ∩ Uj coincidono), allora esiste s ∈
F(U) tale che s|Ui = si per ogni i.

È immediato osservare che se vale la condizione (F3) allora la sezione s in (F4) è unica:
infatti se per s, t ∈ F(U) fosse s|Ui = t|Ui = si per ogni i, allora (s − t)|Ui = 0 per ogni i e
quindi s− t = 0.

Ribadiamo che ogni fascio è, per definizione, anche un prefascio. Esistono prefasci che non
sono fasci, come negli esempi seguenti.

Esempio 3.3.2. Siano X una varietà differenziabile e n un intero positivo. Definiamo il
prefascio

F(U) = Hn
dR(U) = n-esimo gruppo di coomologia di de Rham di U.

Siccome ogni aperto di X è unione di aperti contraibili, ne consegue che il prefascio F soddisfa
(F3) se e solo se è il prefascio nullo, ed è ben noto che ciò è generalmente falso, e.g. X = Sn.

Esempio 3.3.3. Consideriamo uno spazio topologico sconnesso X, unione di due aperti
disgiunti e non vuoti A,B. Allora il prefascio F delle funzioni costanti U → Z, U 6= ∅, non è
un fascio. Presi due elementi s ∈ F(A) = Z e p ∈ F(B) = Z diversi tra loro, le loro restrizioni
coincidono sull’intersezione che è l’insieme vuoto, ma non esiste alcun elemento di Z = F(X)
la cui restrizione su A valga s e su V valga p.

Osservazione 3.3.4. In teoria dei fasci esistono alcune variazioni sulle notazioni usate
che devono essere conosciute per poter comprendere i testi scritti. In particolare, per il gruppo
delle sezioni di un fascio F su di un aperto U vengono usate indistintamente le due notazioni:

F(U) = Γ(U,F) .

(Per i prefasci che non sono fasci si usa solo la notazione F(U)).

4Ha oramai preso piede a livello internazionale il termine francese étale, sebbene esista una meravigliosa
traduzione italiana in spazio lasagnato.

5Il concetto di fascio è stato introdotto da Leray nel 1946 come strumento per dimostrare, in ambito
topologico, quella che oggi viene comunemente detta “successione spettrale di Leray”. Successivamente la

definizione di fascio è stata modificata nella sua forma attuale da Henri Cartan nel 1950; per la precisione,

Cartan chiama fascio quello che noi abbiamo chiamato spazio étale (la stessa terminologia viene ripresa in
[7, 15, 20]) mentre in tempi più recenti si preferisce dare una una formulazione di fascio di sapore più

categoriale (per mezzo dei prefasci [4, 9, 21, 22]), seppur completamente equivalente.
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Esempio 3.3.5. Il prefascio CX delle funzioni continue in uno spazio topologico X è un
fascio.

Per ogni gruppo abeliano G, il prefascio GX delle funzioni localmente costanti in uno
spazio topologico X a valori in G è un fascio, detto fascio costante. L’Esempio 3.3.3 mostra
che in generale il prefascio delle funzioni costanti GX non è un fascio.

Esempio 3.3.6 (Fasci discreti). Sia X uno spazio topologico e sia dato, per ogni punto
x ∈ X, un gruppo abeliano Ax; molto informalmente6 abbiamo a che fare con un’applicazione
A : X → {gruppi abeliani}. Denotiamo con

A[X] = {(x, a) | x ∈ X, a ∈ Ax}
e con p : A[X] → X, p(x, a) = x, la proiezione sul primo fattore. Per ogni aperto U ⊂ X
definiamo

C0A(U) = {s : U → A[X] | ps = IdU} = { sezioni di p su U}
e i morfismi ρ sono quelli di restrizione usuale; la struttura di gruppo su C0A(U) è indotta
dalle strutture di gruppo sulle fibre di p.

Ricordando la definizione di prodotto diretto possiamo dare una definizione equivalente
di C0A: per ogni aperto U definiamo

C0A(U) =
∏
x∈U

Ax = {a : U → qx∈UAx | a(x) ∈ Ax ∀x ∈ U},

mentre se V ⊂ U definiamo ρUV come l’ovvio morfismo di proiezione su un sottoinsieme di
fattori

ρUV :
∏
x∈U

Ax →
∏
x∈V

Ax .

Si verifica immediatamente che C0A è un fascio che chiameremo discreto. Quando A è
costante, ossia Ax = G per ogni x ∈ X, ritroviamo il fascio C0G definito nell’Esempio 3.2.4.

È altrettanto immediato osservare che in uno spazio topologico discreto X ogni fascio è
discreto: infatti ogni punto è aperto e gli assiomi F3, F4 implicano che per ogni sottoinsieme
U di X l’applicazione

F(U)→
∏
x∈U
F({x}), s 7→ {s|{x} | x ∈ U}

è un isomorfismo di gruppi.

Esempio 3.3.7 (Fasci grattacielo). Siano x ∈ X e G un gruppo abeliano. Per ogni aperto
U ⊂ X possiamo definire un fascio F ponendo

F(U) =

{
G se x ∈ U
0 altrimenti

ρUV =

{
IdG se x ∈ V ⊂ U
0 altrimenti

Equivalentemente F = C0A, dove Ax = G e Ay = 0 per ogni y 6= x. Si verifica facilmente che

Fy =

{
G se y ∈ {x}

0 se y 6∈ {x}
.

Un morfismo di fasci è per definizione un morfismo di prefasci (ogni fascio è anche un
prefascio).

I morfismi tra fasci sono univocamente determinati dai morfismi tra le rispettive spighe,
nel senso descritto dal seguente lemma:

Lemma 3.3.8. Siano f, g : F → G due morfismi di fasci. Allora f = g se e solo se
fx = gx : Fx → Gx per ogni x. In particolare un morfismo di fasci è nullo se e solo se è nullo
sulle spighe.

Dimostrazione. Una implicazione è chiara. Viceversa, supponiamo fx = gx per ogni
x ∈ X e siano U ⊂ X aperto e s ∈ F(U) una sezione. Per ipotesi si ha

f(s)x = fx(sx) = gx(sx) = g(s)x per ogni x ∈ U .
Per definizione di germe, per ogni x ∈ U esiste un aperto x ∈ Vx ⊂ U tale che f(s)|Vx = g(s)|Vx ,
ossia (f(s)−g(s))|Vx = 0. Siccome gli aperti Vx ricoprono U , per F3 si ha f(s)−g(s) = 0. �

6Stiamo volutamente ignorando che non esiste l’insieme dei gruppi abeliani.
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Esempio 3.3.9 (Somma diretta). Dati due fasci F e G, la loro somma diretta è definita
come

(F ⊕ G)(U) = F(U)⊕ G(U)

per ogni aperto U . Esistono due ovvi morfismi di inclusione F → F ⊕ G, G → F ⊕ G e per
ogni punto x vale

(F ⊕ G)x = Fx ⊕ Gx .

Abbiamo visto che non ogni prefascio è un fascio: il seguente criterio si applica a prefasci
contenuti in un fascio ed è molto utile.

Lemma 3.3.10. Siano F un fascio su X e G un sottoprefascio di F . Allora G soddisfa
(F3).

Inoltre, G soddisfa (F4), ossia G è un sottofascio di F , se e solo se per ogni unione di
aperti U = ∪iUi, e per ogni sezione s ∈ F(U) vale:

(3.3) s|Ui ∈ G(Ui) per ogni i ⇐⇒ s ∈ G(U).

Dimostrazione. Dimostriamo la proprietà (F3) per G: si abbia U = ∪iUi ed s ∈ G(U)
tale che s|Ui = 0 per ogni i. Dato che G(U) ⊂ F(U) e che F è un fascio si ha s = 0.

Per dimostrare che (3.3) implica (F4) consideriamo degli elementi si ∈ G(Ui) in modo che
coincidano sull’intersezioni Ui ∩Uj par ogni i, j. Di nuovo, vediamo ogni (Ui, si) come sezioni
di F ; allora esiste s ∈ F(U) tale che s|Ui = si per ogni i. Ma dalla condizione (3.3) si ricava
che s ∈ G(U) e quindi la tesi.

Viceversa se G è un fascio, sia U = ∪iUi una unione di aperti e sia s ∈ F(U). Dobbiamo
mostrare che s|Ui ∈ G(Ui) ⇐⇒ s ∈ G(U). Se s ∈ G(U) allora applicando il morfismo di

restrizione si ottiene s|Ui ∈ G(Ui). Viceversa se s|Ui ∈ G(Ui) per ogni i, siccome
(
s|Ui

) ∣∣
Uj

=

s|Ui∩Uj = s|Uj∩Ui =
(
= s|Uj

) ∣∣
Ui

per ogni i, j, esiste s′ ∈ G(U) tale che s′|Ui = si. Si conclude

applicando la proprietà (F3) a s− s′. �

Ricordiamo che una successione di morfismi di gruppi abeliani

· · · dn−1−−−→ Gn
dn−→ Gn+1

dn+1−−−→ · · · ,
si dice un complesso se dn ◦ dn−1 = 0 per ogni n, o equivalentemente se dn(Gn) ⊂ Ker dn+1

per ogni n. Si dice invece una successione esatta se dn(Gn) = Ker dn+1 per ogni n. In
particolare ogni successione esatta è anche un complesso.

Una successione esatta corta è una successione esatta del tipo 0→ A→ B → C → 0,

ossia formata da 5 gruppi con gli estremi nulli. Equivalentemente, il diagramma 0→ A
f−→ B

g−→
C → 0 è una successione esatta corta se e solo se f è iniettiva, g è surgettiva e f(A) = Ker g.

Esempio 3.3.11. Delle seguenti successioni di morfismi di gruppi:

0→ Z f−→ Z2 g−→ Z→ 0, f(n) = (n, n), g(n,m) = n,

0→ Z f−→ Z2 g−→ Z→ 0, f(n) = (2n, 4n), g(n,m) = 2n−m,

0→ Z f−→ Z2 g−→ Z→ 0, f(n) = (n, 2n), g(n,m) = 2n−m,
la seconda e la terza sono complessi, la terza è esatta (corta).

Osservazione 3.3.12. Ogni successione esatta (lunga) di gruppi abeliani

· · ·Gn−1
dn−1−−−→ Gn

dn−→ Gn+1
dn+1−−−→ · · ·

possiede uno spezzamento canonico in una sequenza di successioni esatte corte:

0→ Ker dn → Gn
dn−→ Ker dn+1 → 0 , n ∈ Z .

Viceversa, una sequenza di successioni esatte corte

0→ An
fn−→ Gn

gn−→ An+1 → 0 , n ∈ Z ,
in cui il terzo elemento della successione esatta nesima coincide con il primo elemento della suc-
cessione (n+1)esima (che abbiamo denotato An+1), può essere ricomposta in una successione
esatta lunga

· · ·Gn−1
fngn−1−−−−−→ Gn

fn+1gn−−−−−→ Gn+1 · · · .
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Lemma 3.3.13 (detto “Lemma dei 5” o “five-lemma”). Sia dato il seguente diagramma
commutativo di gruppi abeliani:

E1
d1 //

α1

��

E2
d2 //

α2

��

E3
d3 //

β

��

E4
d4 //

α4

��

E5

α5

��
H1

h1 // H2
h2 // H3

h3 // H4
h4 // H5

con entrambe le righe successioni esatte.

(1) se α1 è surgettiva e α2, α4 sono iniettive, allora β è iniettiva;
(2) se α5 è iniettiva e α2, α4 sono surgettive, allora β è surgettiva;
(3) se α1, α2, α4, α5 sono bigettive, allora β è bigettiva.

Dimostrazione. Dimostriamo solo il primo punto; la dimostrazione del secondo è del
tutto simile ed è lasciata per esercizio. Il terzo punto segue banalmente dai primi due.

Sia x ∈ E3 tale che β(x) = 0, allora α4d3(x) = h3β(x) = 0 ed essendo per ipotesi α4

iniettiva si ha d3(x) = 0. La prima riga è esatta e quindi esiste y ∈ E2 tale che x = d2(y);
siccome h2α2(y) = βd2(y) = β(x) = 0 e la riga inferiore è esatta, esiste z ∈ H1 tale che
h1(z) = α2(y). Adesso usiamo la surgettività di α1 per trovare w ∈ E1 tale che α1(w) = z,
quindi α2d1(w) = h1α1(w) = h1(z) = α2(y). Per l’iniettività di α2 si ha y = d1(w) e quindi
x = d2(y) = d2d1(w) = 0. �

Le nozioni di complesso e di successione esatta si estendono immediatamente ai fasci. Una
successione di morfismi di fasci (di gruppi abeliani)

· · · dn−1−−−→ Gn
dn−→ Gn+1

dn+1−−−→ · · ·
si dice un complesso se dn ◦ dn−1 = 0 per ogni n. Per il Lemma 3.3.8 una successione di
morfismi di fasci è un complesso se e solo se per ogni punto x la successione delle spighe

· · · dn−1−−−→ (Gn)x
dn−→ (Gn+1)x

dn+1−−−→ · · · ,
è un complesso. Una successione di morfismi di fasci (di gruppi abeliani)

· · · dn−1−−−→ Gn
dn−→ Gn+1

dn+1−−−→ · · ·
si dice una successione esatta se per ogni punto x la successione di spighe

· · · dn−1−−−→ (Gn)x
dn−→ (Gn+1)x

dn+1−−−→ · · · ,

è una successione esatta.
In particolare, l’esattezza o meno di una successione di fasci dipende solo dal compor-

tamento dei morfismi sulle spighe.

Lemma 3.3.14 (Esattezza sulle sezioni implica esattezza sulle spighe). Siano B una base

della topologia su X e F f−→G g−→H due morfismi di prefasci su X tali che per ogni aperto
U ∈ B la successione

F(U)
fU−−→ G(U)

gU−−→ H(U)

è esatta. Allora per ogni x ∈ X la successione di spighe

Fx
fx−→ Gx

gx−→ Hx
è esatta.

Dimostrazione. La verifica che Im fx ⊆ Ker gx è immediata. Per l’inclusione opposta
notiamo che il seguente diagramma di gruppi è commutativo per ogni scelta dell’aperto U che
contenga il punto x.

F(U)
fU //

��

G(U)
gU //

��

H(U)

��
Fx

fx // Gx
gx // Hx

.

Dobbiamo dimostrare che se sx ∈ Ker gx allora esiste rx ∈ Fx tale che fx(rx) = sx. Conside-
riamo un rappresentante di sx, indichiamolo con sV ∈ G(V ), x ∈ V , ed il fatto che gx(sx) = 0
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ci assicura che esiste un aperto della base W ∈ B tale che x ∈ W e gV (sV )
∣∣
W

= 0. A questo
punto consideriamo la successione esatta

F(W )
fW // G(W )

gW // H(W )

per l’esattezza sappiamo che esiste rW tale che fW (rW ) = sW . La tesi segue scegliendo come
rx la classe di rW .

�

Definizione 3.3.15. Il nucleo di un morfismo di fasci f : F → G è definito come

Ker f(U) = Ker(fU : F(U)→ G(U))

per ogni aperto U .

È facile vedere che Ker f è un fascio: basta notare che Ker(f) è un sottoprefascio di F e
vale la proprietà richiesta dal Lemma 3.3.10. Per definizione, la successione

0→ Ker f(U)→ F(U)→ G(U)

è esatta per ogni aperto U . Per il Lemma 3.3.14 si ha quindi una successione esatta di fasci

0→ Ker f → F → G .
L’esistenza del nucleo ci permette di ripetere per i fasci la procedura dell’Osservazione 3.3.12;
possiamo quindi spezzare una qualunque successione esatta di fasci in una serie di successioni
esatte corte.

Teorema 3.3.16 (Esattezza a sinistra delle sezioni globali). Per ogni successione esatta
di fasci su X del tipo

0→ F f−→ G g−→ H ,

e per ogni aperto U ⊂ X la successione di gruppi abeliani

0→ F(U)
fU−−→ G(U)

gU−−→ H(U)

è esatta.

Dimostrazione. Segue immediatamente dal Lemma 3.3.8 che gUfU = (gf)U = 0. Data
una sezione s ∈ Ker fU abbiamo che questa va a zero in ognuna delle spighe di G, e dunque
per ogni punto x vale sx ∈ Ker fx = 0. Segue dalle proprietá di fascio di F che s è 0 e dunque
fU è iniettiva.

Dato un elemento s ∈ Ker gU lo stesso ragionamento usato sopra mostra che per ogni
x ∈ X esiste rx ∈ Fx tale che fx(rx) = sx. Dunque per ogni x esiste un aperto x ∈ Vx e sezioni
rVx ∈ F(Vx) tali che f(rVx) = s|Vx . Per concludere resta da verificare che, dati due punti x, y

si abbia che rVx
∣∣
Vx∩Vy

= rVy
∣∣
Vx∩Vy

, ma chiaramente rVx
∣∣
Vx∩Vy

− rVy
∣∣
Vx∩Vy

ha come immagine

0 e dunque per l’iniettività mostrata al punto precedente si ha rVx
∣∣
Vx∩Vy

− rVy
∣∣
Vx∩Vy

= 0.

Quindi per le proprietà di fascio di F segue la tesi. �

In particolare, se f : F → G è un morfismo di fasci e se fx : Fx → Gx è iniettivo per
ogni x, allora fU : F(U) → G(U) è iniettivo per ogni aperto U . Basta infatti applicare il
Teorema 3.3.16 alla successione esatta di fasci

0→ 0→ F f−→ G .
Similmente, se f : F → G è un morfismo di fasci e se fx : Fx → Gx è bigettivo per

ogni x, allora fU : F(U) → G(U) è bigettivo per ogni aperto U . Basta infatti applicare il
Teorema 3.3.16 alla successione esatta di fasci

0→ F f−→ G → 0 .

Esempio 3.3.17. Se

0→ F f−→ G g−→ H → 0 ,

e una successione esatta di fasci, non è detto che per ogni aperto U la successione

0→ F(U)
fU−−→ G(U)

gU−−→ H(U)→ 0

sia esatta.
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Consideriamo ad esempio C∗ = C− {0} come gruppo abeliano, dotato del prodotto e di
1 come elemento neutro: dato uno spazio topologico X si consideri il fascio

F(U) = {f : U → C∗ continua }, U ⊂ X .

Si ha allora una successione esatta

0→ {±1} → F ·2−→ F → 0,

dove ·2 è l’elevazione al quadrato e {±1} denota il fascio delle funzioni localmente costanti a
valori ±1.

Basta adesso considerare X = C−{0} e verificare che l’identità appartiene a F(X) e non
è il quadrato di alcuna funzione continua su X.

In analogia con la definizione di successione esatta, diremo che un morfismo di fasci
f : F → G è iniettivo (resp.: surgettivo, bigettivo) se per ogni x il morfismo tra le spighe
f : Fx → Gx è iniettivo (resp.: surgettivo, bigettivo). Abbiamo visto un tale f è iniettivo
(resp.: bigettivo) se e solo se per ogni aperto U il morfismo fU : F(U)→ G(U) è iniettivo (resp.:
bigettivo). Abbiamo anche visto che un morfismo surgettivo di fasci non è necessariamente
surgettivo a livello di sezioni.

In particolare il lemma dei 5 continua a valere se i gruppi abeliani vengono sostituiti con
dei fasci di gruppi abeliani: basta applicare il Lemma 3.3.13 alle spighe.

Note. Il materiale di questa sezione è standard. Ottimi riferimenti sono: la Sezione II.1 di [9] e

l’Appendice B di [10].

3.4. Incollamenti e discesa

Dati due gruppi abeliani A,B, l’insieme di tutti gli omomorfismi α : A→ B è ancora un
gruppo abeliano, con elemento neutro l’omomorfismo nullo e con somma

(α+ β)(a) = α(a) + β(a), a ∈ A .
Le stesse considerazioni valgono per i morfismi di fasci, il che rende sensata la seguente
definizione:

Definizione 3.4.1. Dati due fasci F ,G su uno spazio topologicoX, si denota con HomX(F ,G)
il gruppo abeliano dei morfismi di fasci F → G.

Dato un fascio F in uno spazio topologico X ed un aperto U ⊂ X possiamo restringere
F ad U in maniera ovvia: per ogni aperto V ⊆ U si pone

F|U (V ) = F(V ) .

Si verifica immediatamente che F|U è un fascio su U e che se V ⊂ U ⊂ X sono aperti, allora
F|V = (F|U )|V .

Se U ⊂ X è un aperto, segue immediatamente dalle definizioni che ogni morfismo f : F →
G di fasci su X induce un morfismo di fasci su U :

f|U : F|U → G|U .
In altri termini abbiamo definito un prefascio HomX(F ,G):

U 7→ HomX(F ,G)(U) = HomU (F|U ,G|U ) .

Teorema 3.4.2. Il prefascio HomX(F ,G) è un fascio.

Dimostrazione. Sia U = ∪iUi una unione di aperti e verifichiamo F3. Sia f : F|U → G|U
un morfismo di fasci tale che f|Ui = 0 per ogni i. Dobbiamo dimostrare che per ogni aperto
V ⊂ U ed ogni sezione s ∈ F(V ) si ha f(s) = 0. Denotiamo Vi = V ∩ Ui, allora

f(s)|Vi = f(s|Vi) = f|Ui(s|Vi) = 0

per ogni i e quindi f(s) = 0.
Per quanto riguarda F4, siano dato dei morfismi di fasci fi : F|Ui → G|Ui tali che fi|Uij =

fj |Uij per ogni i, j. Data una sezione (V, s) di F|U , e ponendo Vi = V ∩ Ui, Vij = Vi ∩ Vj =
V ∩ Uij , siccome V ⊂ U si ha V = ∪iVi e

fi(s|Vi)|Vij = fi(s|Vij ) = fj(s|Vij ) = fj(s|Vi)|Vij
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per ogni i, j e quindi esiste un’unica sezione f(s) ∈ G(V ) tale che f(s)|Vi = fi(s|Vi) per ogni i.
Questo definisce un omomorfismo di gruppi F(V )→ G(V ) e, al variare di V tra i sottoinsiemi
aperti di U , un morfismo di fasci F|U → G|U . �

Da questo momento fino alla fine della sezione, sia U = {Ui}, i ∈ I, un ricoprimento
aperto di uno spazio topologico fissato X. Per ogni sottoinsieme finito e non vuoto ∅ 6= α ⊂ I
denotiamo con Uα = ∩i∈αUi; si noti che se α ⊂ β allora Uβ ⊆ Uα. Conviene introdurre un
ordinamento totale ≤ su I in modo tale che vi sia una bigezione naturale tra i sottoinsiemi
α ⊂ I di cardinaltà k + 1 e le successioni strettamente monotone i0 < i1 · · · < ik in I.

Supponiamo di avere, per ogni i ∈ I un fascio Fi su Ui e cerchiamo condizioni necessarie
e sufficienti affinché esista un fascio F su X tale che F|Ui ' Fi per ogni i. Se un tale F esiste,
si hanno degli isomorfismi di fasci φi : F|Ui → Fi, che si restringono ad isomorfismi

(φi)|Uij : F|Uij → (Fi)|Uij .
Per ogni i < j abbiamo un isomorfismo di fasci su Uij :

ϕij = (φi)|Uij ◦ (φj)
−1
|Uij : (Fj)|Uij → (Fi)|Uij

ed è evidente per costruzione che, per ogni i < j < k vale la cosiddetta “condizione di cociclo”:

ϕjk ◦ ϕ−1
ik ◦ ϕij = Id: (Fj)|Uijk → (Fj)|Uijk .

Per una diversa scelta di isomorfismi ψi : F|Ui → Fi, si ha ψi = θiφi per opportuni isomorfismi
θi : Fi → Fi, e quindi per ogni i < j si ha.

ψij = ψiψ
−1
j = θiφiφ

−1
j θ−1

j = θiϕijθ
−1
j .

Definizione 3.4.3. Chiameremo dato di incollamento (glueing data) il combinato per
ogni i di un fascio Fi su Ui e, per ogni i < j di isomorfismi di fasci ϕij : (Fj)|Uij → (Fi)|Uij
che soddisfano la condizione di cociclo ϕjk ◦ ϕ−1

ik ◦ ϕij = Id(Fj)|Uijk
per ogni i < j < k.

Proposizione 3.4.4. Sia (Fi, ϕij) un dato di incollamento, allora esiste un fascio F su

X ed isomorfismi φi : F|Ui → Fi tali che ϕij = φiφ
−1
j .

Dimostrazione. Si considerino i due fasci E ,G su X,

E(V ) =
∏
i

Fi(V ∩ Ui) = {{si} | si ∈ Fi(V ∩ Ui), i ∈ I}

G(V ) =
∏
i<j

Fi(V ∩ Uij) = {{sij} | sij ∈ Fi(V ∩ Uij), i < j ∈ I} ,

assieme al morfismo δ : E → G:

(δs)ij = si|Uij − ϕij(sj |Uij ) .

Dimostriamo che F = Ker δ ha le proprietà richieste. Osserviamo che F|Ui è il nucleo di
δ : E|Ui → G|Ui : definiamo φi : F|Ui → Fi come la restrizione F|Ui della proiezione E|Ui → Fi
sul fattore i.

Claim: Se V ⊂ Ui, allora V ∩Uj = V ∩Uij per ogni j e per una sezione {sj} ∈ E(V ) vale
{sj} ∈ F(V ) se e solo se

(3.4) si = ϕij(sj) se i < j; ϕji(si) = sj se i > j .

Infatti (3.4) assieme alla condizione di cociclo implicano che per ogni j < h sull’aperto V ∩Ujh
si ha sj = ϕjh(sh): ci sono 5 casi da trattare a seconda di come si posiziona i rispetto a j ed

h; ad esempio se i < j < h si ha si = ϕij(sj) = ϕih(sh) da cui sj = ϕ−1
ij ϕih(sh), mentre per

la condizione di cociclo ϕjhϕ
−1
ih ϕij .

Il morfismo φi è iniettivo. Dati V ⊂ Ui e s = {sj} ∈ F(V ) per il claim vale s = 0 se e
solo se si = 0.

Il morfismo φi è surgettivo. Dati V ⊂ Ui e si ∈ Fi(V ), possiamo usare la claim per
sollevare si ad una s = {sj} ∈ F(V ).

Se invece V ⊂ Uij con i < j, e {sj} ∈ F(V ), allora φiφ
−1
j (sj) = si e questo implica

φiφ
−1
j = ϕij . �
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Esercizio 3.4.5. Per un ricoprimento apero fissato definire la categoria dei dati di
incollamento in modo tale che la proposizione precedente possa essere interpretata come
un’equivalenza di categorie.

Talvolta i pezzetti di fascio da incollare non sono presentati sotto forma di dati di incol-
lamento ma come dati di discesa. Con il termine dato di discesa (descent data) si intende
l’accozzaglia di:

(1) un fascio Fα su Uα per ogni α ⊂ I finito e nonvuoto;
(2) un isomorfismo di fasci rαβ : (Fα)|Uβ → Fβ su Uβ per ogni α ⊂ β.

(3) le relazioni funtoriali rβγ r
α
β = rαγ per ogni α ⊂ β ⊂ γ.

Ogni fascio F su X determina in maniera naturale un dato di discesa: basta definire
Fα = F|Uα e rαβ gli isomorfismi tautologici

(F|Uα)|Uβ = F|Uβ , Uβ ⊂ Uα .

Anche in questo caso da un dato di discesa si può ricostruire il fascio. Ciò può essere
fatto direttamente ma è più rapido passare in maniera naturale dai dati di discesa ai dati di
incollamento. Per ogni i < j definiamo l’isomorfismo

ϕij : Fj |Uij
rjij−−→ Fij

(riij)
−1

−−−−→ Fi|Uij ⇐⇒ riij ◦ ϕij = rjij .

Possiamo scrivere la condizione di cociclo

ϕjk ◦ ϕ−1
ik ◦ ϕij = Id ⇐⇒ ϕ−1

ij ◦ ϕik ◦ ϕ
−1
jk = Id, i < j < k,

come

ϕik = ϕijϕjk ⇐⇒ riijkϕik = riijkϕijϕjk .

Basta adesso osservare che:

riijkϕijϕjk = rijijkr
i
ijϕijϕjk = rijijkr

j
ijϕjk = rjijkϕjk = rjkijkr

j
jkϕjk = rjkijkr

k
jk = rkijk,

riijkϕik = rikijkr
i
ikϕik = rikijkr

k
ik = rkijk .

3.5. I fasci delle sezioni continue e discontinue

Scopo di questa sezione è quello di associare, in maniera canonica e funtoriale, ad ogni
prefascio F un fascio C0F , un suo sottofascio F+ ⊂ C0F ed un morfismo di prefasci i : F →
F+, il tutto dotato di utili ed interessanti proprietà.

Un caso particolare di fascio discreto, vedi Esempio 3.3.6, è quando l’applicazione X 3
x 7→ Ax viene fornito dalle spighe di un qualunque prefascio F , ossia e Ax = Fx per ogni x.
Il fascio corrispondente viene indicato C0F e detto fascio delle sezioni discontinue di F :

C0F(U) =
∏
x∈U
Fx = {(x, s) | x ∈ U, s ∈ Fx} .

Per ogni aperto U , gli omomorfismi di gruppi abeliani

F(U)→ Fx, (x, s) 7→ s,

inducono un omomorfismo di gruppi η : F(U) →
∏
x∈U Fx compatibile con le restrizioni ad

aperti più piccoli e quindi anche un morfismo di prefasci η : F → C0F .

Lemma 3.5.1. Nelle notazioni precedenti, il prefascio F soddisfa la condizione (F3) se e
solo se per ogni aperto U il morfismo η : F(U)→ C0F(U) =

∏
x∈U Fx è iniettivo.

Dimostrazione. Sia U = ∪Uj una unione di aperti di X e sia s ∈ F(U) tale che s|Uj = 0
per ogni j. Allora per ogni x ∈ U esiste j tale che x ∈ Uj e quindi il germe di s in Fx è uguale
al germe di s|Uj che è nullo. In particolare s appartiene al nucleo di η. Abbiamo quindi provato
che se i è iniettivo per ogni U , allora vale (F3). Viceversa se vale (F3) ed η(s) = 0 per qualche
s ∈ F(U), allora per ogni x ∈ U esiste un intorno aperto x ∈ Vx tale che (U, s) ∼ (Vx, 0).
Per definizione di ∼, a mano di restringere Vx non è restrittivo supporre Vx ⊂ U e s|Vx = 0.
Siccome ∪x∈UVx = U , per (F3) si ha s = 0. �
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Osserviamo inoltre che, per (3.2), ogni morfismo di prefasci f : F → G, induce in maniera
naturale un morfismo tra i rispettivi fasci di sezioni discontinue

f0 : C0F → C0G, f0
U =

∏
x∈U

fx : C0F(U)→ C0G(U),

che commuta con i morfismi i:

(3.5)

F
f //

η

��

G

η

��
C0F

f0

// C0Gx

.

Dato un prefascio F , con annesso morfismo η : F → C0F , che ad ogni sezione associa
l’insieme di tutti i suoi germi, definiamo F+ ⊂ C0F come il sottofascio delle sezioni che sono
localmente nell’immagine di η: più precisamente, dato un aperto U ed una sezione s ∈ C0F(U),
si ha s ∈ F+(U) se e solo se per ogni x ∈ U esiste un aperto x ∈ V ⊂ U ed una sezione
t ∈ F(V ) tale che η(t) = s|V .

La verifica che F+ è un fascio è banale. Dal fatto che η è un morfismo di prefasci segue
immediatamente che F+ è un prefascio e la verifica del criterio esposto nel Lemma 3.3.10 è
immediata. È altres̀ı ovvio che l’immagine di η è contenuta in F+, ossia η : F → F+ ⊂ C0F .

Definizione 3.5.2. Chiameremo F+ il fascio delle sezioni continue di F .

Il motivo per cui i fasci F+ e C0F vengono chiamati rispettivamente fasci delle sezioni
continue e discontinue risiede nel fatto che se consideriamo lo spazio étale p : et(F)→ X del
prefascio F , allora C0F(U) = {s : U → et(F) | ps = IdU}, mentre per come è definita la
topologia in et(F) si ha che

F+(U) = {s : U → et(F) continua | ps = IdU}.

Lemma 3.5.3. Sia F un prefascio su X, allora per ogni x ∈ X il morfismo η : F → F+

induce un isomorfismo di spighe Fx ' F+
x . In particolare η è un isomorfismo se e solo se F

è un fascio.

Dimostrazione. Per definizione ogni sezione di F+ è localmente immagine di una se-
zione di F e questo è del tutto equivalente a dire che η è surgettivo sulle spighe. Per mostrare
l’iniettività basta osservare che per ogni x ∈ X il morfismo η : Fx → (C0F)x ha un inverso a
sinistra, dato dalla valutazione nel punto x dei germi di sezioni discontinue. �

Anche il morfismo η : F → F+ è canonico nel senso che per ogni morfismo di prefasci
h : F → G vi è un unico morfismo di fasci h+ : F+ → G+ tale che h+η = ηh. Siccome η è
un isomorfismo sulle spighe, il morfismo h+ è unico sulle spighe, e dal Lemma 3.3.8 segue
quindi l’unicità di h+. Per quanto riguarda l’esistenza, basta definire h+ come la restrizione
di h0 : C0F → C0G ai sottofasci delle sezioni continue.

Corollario 3.5.4. Per ogni prefascio F , il morfismo η : F → F+ possiede la seguente
prorietà universale: per ogni fascio G ed ogni morfismo di prefasci h : F → G, esiste un unico
morfismo di fasci h+ : F+ → G tale che h = h+i.

Dimostrazione. Siccome η è un isomorfismo sulle spighe, il morfismo h+ è unico sulle
spighe, e dal Lemma 3.3.8 segue quindi l’unicità di h+. Per quanto riguarda l’esistenza, basta
osservare che h induce in maniera canonica un morfismo di fasci h+ : F+ → G+, e che G = G+

in virtù del lemma precedente.

F

h

��

η // F+ �
� //

h+

��

C0F

h0

��
G

η

'
// G+ �

� // C0G

.

�
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La costruzione del fascio F+ permette di definire in maniera utile le nozioni di immagine
e conucleo di un morfismo di fasci.

Sia f : F → G un morfismo di fasci; è duopo notare che la definizione più ovvia di “prefascio
immagine”, ossia:

Im f(U) = Im fU = fU (F(U)), U ⊂ X,
non è in generale un fascio. Si consideri ad esempio il morfismo di elevazione al quadrato
di funzioni complesse descritto nell’Esempio 3.3.17; sempre nel caso X = C − {0} si ha che
possiamo scrivere X come unione di due aperti in cui esiste la radice quadrata dell’identità,
e questo implica che il prefascio immagine non soddisfa (F4).

Definizione 3.5.5. Sia f : F → G un morfismo di fasci. Il fascio immagine Im f è definito
come il sottofascio di G formato dalle sezioni che sono localmente immagine di f .

La definizione di fascio immagine è molto simile a quella del fascio F+ delle sezioni
continue, e la verifica che Im f è un fascio è sostanzialmente identica. Lasciamo per esercizio
la semplice verifica che Im f → Im f è un isomorfismo sulle spighe, o equivalentemente che

Im f+ ' Im f .

3.6. Fasci quoziente

È noto a tutti che per ogni gruppo abeliano G ed ogni suo sottogruppo H ⊂ G possiamo
costruire una proiezione al quoziente π : G→ G/H che è un omomorfismo surgettivo di gruppi
e gode della seguente proprietà universale: dato un omomorfismo di gruppi f : G → A tale
che f(H) = 0, ossia H ⊂ Ker(f), esiste ed è unico un omomorfismo di gruppi f : G/H → A
tale che f = fπ.

Strettamente collegata al concetto di gruppo quoziente è la nozione di conucleo. Dato
un omomorfismo di gruppi abeliani f : G → H, l’immagine f(G) è un sottogruppo (normale
in quanto H abeliano) di H e si definisce il conucleo di f come il gruppo quoziente

Coker(f) =
H

f(G)
.

Se denotiamo con π : H → Coker(f) la proiezione al quoziente, per definizione si ha una
successione esatta

G
f−−→ H

π−−→ Coker(f)→ 0 .

Viceversa, se G
f−−→ H

p−→ K → 0 è una successione esatta, per i classici teoremi di
omomorfismo dei gruppi, essendo p surgettivo, si ha un isomorfismo di gruppi

K ∼=
H

Ker p
=

H

f(G)
= Coker(f) .

Sempre dai classici teoremi di teoria dei gruppi segue la seguente proprietà universale del
conucleo:

Sia G
f−−→ H un omomorfismo dei gruppi con proiezione sul conucleo H

π−−→ Coker(f).
Allora πf = 0 e per ogni omomorfismo di gruppi q : H → K tale che qf = 0 esiste, ed è unico,
un omomorfismo di gruppi q : Coker(f)→ K tale che q = qπ.

G

0 ��

f // H
π //

q

��

Coker(f)

∃! q
zz

// 0

K

.

Infatti, dire che qf = 0 equivale a dire f(G) ⊆ Ker q e questa è condizione necessaria e
sufficiente affinché q si fattorizzi al quoziente H/f(G). L’unicità segue dal fatto π è surgettivo.

Osservazione 3.6.1. Il nome conucleo è motivato dal fatto che la proprietà universale
del conucleo è la duale della proprietà universale del nucleo. Riassumendo, ogni omomorfismo
di gruppi f : G→ H si estende ad un diagramma in serie

0→ Ker(f)
i−→ G

f−→ H
π−→ Coker(f)→ 0
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con le seguenti proprietà:

(1) fi = πf = 0;
(2) ∀g : K → G tale che fg = 0, ∃! k : K → Ker(f) tale che g = ik;
(3) ∀g : G→ L tale che gf = 0, ∃! l : Coker(f)→ L tale che g = lπ.

Tali proprietà sono puramente categoriali e definiscono nucleo e conucleo a meno di iso-
morfismo; esse permettono di definire le nozioni di nucleo e conucleo di un qualunque morfi-
smo in una qualunque categoria nella quale esistono i morfismi 0, dotati della proprietà che
0f = f0 = 0 per ogni f . Naturalmente non in tutte le categorie esistono nuclei e conuclei.

Se però succede che in una data categoria ogni morfismo f : G → H possiede nucleo

Ker(f)
i−→ G e conucleo H

π−→ Coker(f), allora possiamo definire l’immagine come il nucleo
di π e la coimmagine come il conucleo di i. Nella categoria dei gruppi abeliani immagine e
coimmagine sono isomorfe, ma ciò è falso in categorie più generali.

Esercizio 3.6.2. Si consideri la categoria in cui: gli oggetti sono le coppie (A,G) con G
gruppo abeliano ed A ⊂ G sottogruppo; i morfismi f : (A,G)→ (B,H) sono gli omomorfismi
di gruppi f : G→ H tali che f(A) ⊂ B.

Descrivere in tale categoria nuclei, conuclei, immagini e coimmagini. Determinare inoltre
quali morfismi inducono un isomorfismo tra coimmagine ed immagine.

Consideriamo adesso un quadrato commutativo di gruppi abeliani, ossia un diagramma
commutativo del tipo

A

α

��

β // B

γ

��
C

δ // D

Se x ∈ Kerα, allora γβ(x) = δα(x) = 0 e quindi β(x) ∈ Ker γ. Dunque il quadrato commuta-
tivo definisce per restrizione un omomorfismo β : Ker(α)→ Ker(γ). Si noti che se β : A→ B
è iniettivo, allora anche β : Ker(α)→ Ker(γ) è iniettivo.

Si consideri adesso la proiezione sul conucleo π : D → Coker(γ). Allora πδα = πγβ = 0
poiché πγ = 0 e per la proprietà universale del conucleo, l’omomorfismo πδ si fattorizza ad
un omomorfismo tra i conuclei δ : Coker(α)→ Coker(γ):

Ker(α)

��

β // Ker(γ)

��
Ker(β) //

α

��

A

α

��

β // B

γ

��

// Coker(β)

γ

��
Ker(δ) // C

��

δ // D //

��

Coker(δ)

Coker(α)
δ // Coker(γ)

.

Lemma 3.6.3 (Lemma del serpente, prima versione). Sia dato un diagramma commutativo
di gruppi abeliani

N1
f−→ M1

g−→ P1 −→ 0yα yβ yγ
0 −→ N2

h−→ M2
k−→ P2 ,
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con entrambe le righe successioni esatte. Allora esiste un morfismo δ : Ker(γ) → Coker(α),
detto morfismo di bordo, tale che la successione

Ker(α) // Ker(β) // Ker(γ)

δ

// Coker(α) // Coker(β) // Coker(γ)W

è esatta.

Dimostrazione. Sia p ∈ Ker(γ), ossia un elemento p ∈ P1 tale che γ(p) = 0, e sia
m ∈ M1 tale che g(m) = p; siccome il diagramma è commutativo, kβ(m) = 0 in P2 e quindi
β(m) = h(x) per un unico x ∈ N2. Definiamo δ(p) come la classe di x nel conucleo di α.

Siccome l’elemento m non è unico, dobbiamo verificare che δ(p) non dipende dalla scelta
di m: sia m1 ∈M1 un altro elemento tale che g(m1) = p e sia x1 ∈ N2 tale che h(x1) = β(m1):
bisogna dimostrare che le immagini di x, x1 in Coker(α) coincidono, ossia che x1−x ∈ α(N1).
Poiché m1 −m ∈ Ker(g) esiste z ∈ N1 tale che f(z) = m1 −m. Siccome hα(z) = βf(z) =
β(m1)− β(m) = h(x1 − x). Dato che h è iniettiva deve essere x1 − x = α(z) ∈ α(N1).

Lasciamo per esercizio al lettore la verifica che la successione dei nuclei e conuclei è
esatta. �

Corollario 3.6.4 (Lemma del serpente, seconda versione). Sia dato un diagramma
commutativo di gruppi abeliani

0 −→ N1
f−→ M1

g−→ P1 −→ 0yα yβ yγ
0 −→ N2

h−→ M2
k−→ P2 −→ 0,

con entrambe le righe successioni esatte. Allora esiste un morfismo δ : Ker(γ) → Coker(α)
tale che la successione

]

0

.. Ker(α) // Ker(β) // Ker(γ)

δ

// Coker(α) // Coker(β) // Coker(γ)

��
0

è esatta.

Dimostrazione. Immediata conseguenza del Lemma 3.6.3 e del fatto che l’iniettività
di f implica l’iniettività di Ker(α) → Ker(β) e la surgettività di k implica la surgettività di
Coker(β)→ Coker(γ). �

Come per l’immagine, la definizione del conucleo di un morfismo di fasci richiede maggior
cautela, sempre perché, in generale, se f : F → G è un morfismo di fasci, in generale il prefascio

Coker f(U) = Coker fU =
G(U)

fUF(U)
,

non è un fascio.
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Si definisce allora il fascio conucleo come Coker f = Coker f+: equivalentemente, sia C0Φ
il fascio discreto relativo a Φx = Coker fx:

C0Φ(U) =
∏
x∈U

Coker fx =
∏
x∈U

Gx
fxFx

.

I quadrati commutativi

(3.6)

F(U)
fU //

��

G(U)

��
Fx

fx // Gx

definiscono degli omomorfismi di gruppi Coker f(U)→ Coker fx, x ∈ U , e quindi un morfismo

di prefasci i : Coker f → C0Φ. Quindi per ogni aperto U si ha che Coker f(U) ⊂
∏
x∈U

Gx
fxFx è

il sottogruppo delle sezioni localmente nell’immagine di i.
Siccome per ogni aperto U si ha per costruzione una successione esatta

0→ Ker fU → F(U)
fU−−→ G(U)→ Coker f(U)→ 0,

passando alle spighe si ha, per ogni x ∈ X una successione esatta

0→ Ker fx → Fx
fx−→ Gx → Coker f

x
→ 0,

e, siccome il morfismo naturale Coker f → Coker f = Coker f+ è un isomorfismo sulle spighe,
ne consegue una successione esatta di fasci

0→ Ker f → F f−−→ G → Coker f → 0,

che, volendo, si può all’occorrenza spezzare in due successioni esatte corte:

0→ Ker f → F f−−→ Im f → 0, 0→ Im f → G → Coker f → 0 .

Le stesse considerazioni del conucleo valgono ovviamente per i quozienti: più precisamente
se F è un sottofascio del fascio G, si definisce il fascio quoziente G/F come il conucleo del
morfismo di inclusione F ↪→ G: in altri termini le sezioni di G/F su un aperto U sono gli

elementi di
∏
x∈U

Gx
Fx

che sono localmente immagine di sezioni di G. Si ha una successione

esatta di fasci

0→ F → G → G
F
→ 0 .

3.7. Immagini diretta ed inversa di fasci

Denotiamo con Shv(X) la categoria dei fasci di gruppi abeliani sullo spazio topologico
X: gli oggetti sono i fasci ed i morfismi sono i morfismi di fasci.

Data un’applicazione continua f : X → Y vogliamo definire due funtori

f∗ : Shv(X)→ Shv(Y ), f−1 : Shv(Y )→ Shv(X)

che si comportano bene rispetto alla composizione di applicazioni continue, nel senso che se
g : Y → Z è continua si ha (gf)∗ = g∗f∗ e (gf)−1 = f−1g−1, oltre ad avere ulteriori proprietà
di prossima verifica.

Definizione 3.7.1. Data un’applicazione continua f : X → Y ed un fascio F su X, la sua
immagine diretta f∗F , è il fascio su Y definito nel modo seguente: per ogni aperto U ⊂ Y
si ha

f∗F(U) = F(f−1(U)) .

Se V ⊂ U , allora f−1(V ) ⊂ f−1(U) ed è quindi definito in maniera naturale il morfismo di
restrizione f∗F(U)→ f∗F(V ).
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È un facile esercizio verificare che f∗(F) è un fascio: la ragione essenziale è che f−1

commuta con le unioni di aperti e quindi non influisce negativamente sugli assiomi F3 e F4.
Ogni morfismo α : F → G di fasci su X induce canonicamente un morfismo f∗α : f∗F → f∗G
ponendo, per ogni aperto U ⊂ Y ,

(f∗α)U = αf−1(U) : f∗F(U)→ f∗G(U) .

Esercizio 3.7.2. Nelle notazioni precedenti, provare che per ogni x ∈ X esiste un mor-
fismo naturale di spighe (f∗F)f(x) → Fx. (Attenzione: tale morfismo in generale non è né
iniettivo né surgettivo.)

In generale calcolare le spighe di f∗F è molto complicato; un’eccezione è data dal seguente
caso particolare.

Lemma 3.7.3. Siano D ⊂ X un sottoinsieme chiuso e i : D ↪→ X il morfismo di inclusio-
ne. Per ogni fascio F su D ed ogni x ∈ X si ha:

(i∗F)x =

{
Fx se x ∈ D

0 se x 6∈ D

Dimostrazione. Se x 6∈ D, allora x possiede un sistema fondamentale di intorni che non
intersecano D e quindi (i∗F)x = 0. Se x ∈ D, gli aperti di D che contengono x sono tutti e
soli le intersezioni di D con gli aperti di X che contengono x. Segue dalla definizione di spiga
che il morfismo naturale (i∗F)x → Fx è bigettivo. �

Per una generica applicazione continua f : X → Y il funtore f∗ : Shv(X)→ Shv(Y ) non
è esatto, ossia non preserva le successioni esatte: ad esempio, se Y = ∗ è formato da un solo
punto, allora l’unica spiga di f∗F è uguale a F(X) ed abbiamo già osservato che il funtore
sezioni globali è esatto a sinistra (ossia vale il Teorema 3.3.16) ma non è esatto in generale.

Osservazione 3.7.4. È possibile definire un altro funtore

f! : Shv(X)→ Shv(Y )

detto immagine diretta a supporti propri oppure lower shriek7 che gode di una certa
utilità: la definizione generale è piuttosto complessa e qui ci limitiamo al caso delle immersioni
aperte, dove la situazione è nettamente più semplice.

Definizione 3.7.5. Siano U ⊂ X aperto e j : U ↪→ X il corrispondente morfismo di
inclusione. Dato un fascio F su U si definisce j!F come il fascio G+ associato al prefascio

G(V ) =

{
F(V ) se V ⊂ U

0 se V 6⊂ U
, V ⊂ X.

Siccome U è aperto in X è immediato osservare che

(j!F)x = Gx =

{
Fx se x ∈ U

0 se x 6∈ U
.

Esercizio 3.7.6. Siano U ⊂ X aperto e j : U ↪→ X il corrispondente morfismo di inclu-
sione. Dato un fascio G su X esiste un morfismo naturale di fasci j!(G|U )→ G su X che è un
isomorfismo su tutte le spighe sopra U .

Esercizio 3.7.7. Siano U ⊂ X aperto e j : U ↪→ X il corrispondente morfismo di inclu-
sione. Dato un fascio F su U , esiste un morfismo iniettivo naturale di fasci j!F → j∗F che è
un isomorfismo in tutte le spighe al di fuori del bordo topologico ∂U = U − U .

Data un’applicazione continua f : X → Y ed un fascio F su Y , la definizione del fascio
f−1F è decisamente più complessa rispetto al caso delle immagini dirette: per semplificare
l’esposizione definiamo prima quello che a posteriori risulterà il fascio delle sezioni discontinue
di f−1F .

7Ignoro il perché i matematici chiamano “shriek” (urlo di terrore) il punto esclamativo.
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Definizione 3.7.8. Se f : X → Y è un’applicazione continua tra spazi topologici, defi-
niamo il funtore

C0f−1 : Shv(Y )→ Shv(X),

ponendo per ogni fascio F su Y ed ogni aperto U su X

C0f−1F(U) =
∏
x∈U
Ff(x) .

Equivalentemente, se p : et(F)→ Y è lo spazio étale di F , si ha

C0f−1F(U) = {h : U → et(F) | ph = f}.

Ad esempio, se F = GY è un fascio costante (ossia il fascio delle applicazioni localmente
costanti a valori nel gruppo abeliano G), allora Fy = G per ogni Y , allora ogni elemento di∏
x∈U Ff(x) non è altro che un’applicazione U → G e di conseguenza si ha una identificazione

naturale

C0f−1GY (U) = C0GX(U) .

Allo scopo di definire il funtore f−1 : Shv(Y ) → Shv(X) è utile introdurre il sito di f
come

Site(f) = {(U, V ) | U ⊂ X, V ⊂ Y aperti, f(U) ⊂ V }.
Per ogni oggetto del sito (U, V ) (ebbene s̀ı, per motivi che non sto a spiegare il sito deve

essere pensato come una categoria, analoga per costruzione alla categoria degli aperti in uno
spazio topologico), è definito un omomorfismo di gruppi

f# : F(V )→ C0f−1F(U), F(V ) 3 s 7→ f#(s) = {sf(x)}x∈U ,

dove come al solito si denota con sy il germe della sezione s nel punto y.

È utile rappresentare il morfismo f# in maniera più geometrica: si consideri lo spazio
étale di F :

et(F) := {(y, s) | y ∈ Y, s ∈ Fy}
p−→ Y, p(y, s) = y .

Allora per ogni (U, V ) nel sito di f si ha

C0F(V ) = {h : V → et(F) | ph(y) = y, ∀ y ∈ V },

C0f−1F(U) = {h : U → et(F) | ph(x) = f(x), ∀x ∈ U},

ed esiste un ovvio morfismo di composizione con f :

Ψ: C0F(V )→ C0f−1F(U), Ψ(h) = h ◦ f .

Per definizione, f# è allora la composizione del morfismo naturale η : F(V ) → C0F(V ) con
Ψ.

Definizione 3.7.9. Nelle notazioni precedenti si definisce il fascio immagine inversa
f−1F come il sottofascio di C0f−1F formato dalle sezioni che sono localmente nell’immagine
di f#.

Più precisamente, una sezione h ∈ C0f−1F(U) appartiene a f−1F(U) se e solo se per
ogni x ∈ U esistono due aperti x ∈W ⊂ U , f(W ) ⊂ V ⊂ Y ed una sezione s ∈ F(V ) tale che
h|W = f#(s)|W .

È tautologico osservare che ogni sezione nell’immagine dei morfismi f# appartiene al
fascio f−1F ; quindi per ogni oggetto (U, V ) del sito di f è definito un omomorfismo di gruppi

f# : F(V )→ f−1F(U), f#(s)x = sf(x), ∀x ∈ U .

In particolare, per ogni aperto V ⊂ Y si ha

f# : F(V )→ f−1F(f−1(V )) = f∗f
−1F(V )

e questo equivale a dire che è ben definito un morfismo di fasci su Y

f# : F → f∗f
−1F .
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Esempio 3.7.10. Consideriamo il fascio costante GY . Allora esiste un isomorfismo natu-
rale di fasci f−1GY ' GX che trasforma f# nella composizione con f , ossia tale che per ogni
(U, V ) nel sito di f si ha

GY (V )

−◦f

77
f#

// f−1GY (U)
' // GX(U)

Infatti le fibre di GX e GY sono tutte uguali a G, quindi C0f−1GY = C0GX = e per ogni
(U, V ) nel sito f# : GY (V ) → f−1GY (U) ⊂ C0f−1GY (U) corrisponde alla composizione con
f . Per continuità di f , le applicazioni localmente costanti su X sono tutte e sole le applicazioni
localmente composizione di f con una applicazione localmente costante su Y ; da ciò segue che
l’isomorfismo C0GX = C0f−1GY induce l’isomorfismo GX ' f−1GY .

Esempio 3.7.11. Sia U ⊂ X un sottoinsieme aperto e j : U ↪→ X il morfismo di inclusione.
Per ogni fascio F su X si ha per definizione che C0j−1F = C0F|U ed è immediato constatare

che j−1F = F|U .

Lemma 3.7.12. Sia f : X → Y continua e F un fascio su Y . Allora per ogni x ∈ X esiste
un isomorfismo maturale di gruppi abeliani

f# : Ff(x)
'−−→ (f−1F)x .

In particolare il funtore f−1 è esatto (ossia preserva le successioni esatte) e

C0(f−1F) = C0f−1F .

Dimostrazione. Per ogni intorno aperto V di f(x) si ha x ∈ f−1(V ) e quindi un
omomorfismo di gruppi

F(V )
f#

−−→ f−1F(f−1(V ))→ (f−1F)x

che dipende solo dal germe in f(x). Dunque è ben definito f# : Ff(x)
'−−→ (f−1F)x che è

surgettivo per definizione di f−1F . Per ogni aperto x ∈ U ⊂ X si ha

f−1F(U) ⊂ C0f−1F(U) =
∏
y∈U
Ff(y)

e quindi esiste morfismo di proiezione f−1F(U) → Ff(x) che induce un omomorfismo di

spighe π : f−1Fx → Ff(x). Siccome la composizione pf# è l’identità ne consegue che f# è
iniettivo. �

Date X
f−→ Y

g−→ Z continue e F fascio su Z si ha

C0f−1(g−1F) =
∏
x

(g−1F)f(x) =
∏
x

Fgf(x) = C0(gf)−1F ,

ossia
C0f−1(g−1F)(U) = {h : U → et(F) | ph = gf} = C0(gf)−1F(U),

e da ciò segue facilmente che (gf)−1F = f−1(g−1F).

In generale i funtori f−1 e C0 non commutano, ossia f−1C0F 6= C0f−1F in generale.
Si consideri ad esempio il caso in cui X è uguale a Y dotato della topologia discreta e f è
l’identità. Siccome X è discreto si ha C0f−1F = f−1F le cui spighe sono isomorfe a quelle di
F , mentre le spighe di f−1C0F sono isomorfe a quelle di C0F .

Tuttavia, segue dal prossimo lemma (con α = Id) che esiste sempre un morfismo naturale
di fasci f−1(C0F)→ C0f−1F .

Lemma 3.7.13. Siano f : X → Y continua, F un fascio su Y e α : f−1F → H un morfi-
smo di fasci su X. Allora α si estende in maniera canonica ad un diagramma commutativo

f−1F

α

��

f−1ηF // f−1(C0F)

α′

��

� � // C0f−1(C0F)

α′′ww
H

ηH // C0H
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di fasci su X.

Dimostrazione. Basta chiaramente mostrare l’esistenza di α′′. Per quanto visto, per
ogni x ∈ X si ha un morfismo di spighe

θx : (C0F)f(x)
π−→ Ff(x)

f#

−−→ (f−1F)x
α−→ Hx .

Adesso per ogni aperto U ⊂ X basta definire

α′′U : C0f−1F(U)→ C0H(U)

come

α′′U =
∏
x∈U

θx :
∏
x∈U

(C0F)f(x) →
∏
x∈U
Hx.

�

3.8. Piccolo antipastino coomologico

Data una successione esatta corta di fasci 0→ F α−→ G β−→ H → 0 in uno spazio topologico

X, abbiamo visto che a livello di sezioni globali la successione 0→ F(X)
αX−−→ G(X)

βX−−→ H(X)
rimane esatta ma con βX in generale non surgettivo.

Ci interessa quindi capire quando βX è surgettivo e più in generale chi è il suo conucleo:
questo può essere fatto, ad esempio allungando la successione esatta delle sezioni globali ad
una successione esatta

0→ F(X)
αX−−→ G(X)

βX−−→ H(X)→ ? .

Per riempire il punto interrogativo, risolviamo preliminarmente una versione parziale del
problema. Sia U = {Ui | i ∈ I} un ricoprimento aperto di X e denotiamo con Vβ(U) ⊂ H(X)
il sottogruppo delle sezioni le cui restrizioni a ciascun Ui sono nell’immagine di β:

Vβ(U) = {h ∈ H(X) | ∀ i ∈ I ∃ si ∈ G(Ui), β(si) = h|Ui} .

È chiaro che, qualunque sia U , l’immagine di βX è contenuta in Vβ(U), mentre la surgettività
di β ci dice che ogni elemento di H(X) appartiene a Vβ(U) per qualche ricoprimento aperto
U .

Il problema preliminare che vogliamo risolvere è quello di rimpiazzare, in maniera utile e
non tautologica, il punto interrogativo nella successione esatta

0→ F(X)
αX−−→ G(X)

βX−−→ Vβ(U)→ ? .

Per semplicità notazionale scriviamo Uij = Ui∩Uj e Uijk = Ui∩Uj∩Uk per ogni i, j, k ∈ I
ed anche β al posto di βU quando l’aperto U è chiaro dal contesto; non è restrittivo identificare
F con la sua immagine α(F), ossia supporre per ogni aperto U si ha F(U) = {s ∈ G(U) |
β(s) = 0}.

Prendiamo una sezione globale h ∈ Vβ(U), per ipotesi esistono delle sezioni si ∈ G(Ui),
i ∈ I, tali che β(si) = h|Ui per ogni i; la famiglia di sezioni si definisce, nella sua globalità un
elemento del prodotto diretto

s = {si} ∈
∏
i∈I
G(Ui) ,

che appartiene al sottogruppo

Cβ(U) :=

{
{si} ∈

∏
i∈I
G(Ui)

∣∣∣∣∣ β(si) = β(sj) ∀i, j ∈ I

}
.

Naturalmente la condizione β(si) = β(sj), ed altre che scriveremo in seguito, va intesa
“cum grano salis”, restringendo ogni sezione ad aperti più piccoli quando il contesto lo richiede:
nel caso specifico β(si) = β(sj) ha lo stesso significato di βUi(si)|Uij = βUj (sj)|Uij .

Per ogni s ∈ Cβ(U) ed ogni i, j ∈ I, l’elemento ωij = sj |Uij − si|Uij appartiene a F(Uij):
infatti

β(ωij) = β(sj |Uij )− β(si|Uij ) = β(sj)|Uij − β(si)|Uij = h|Uij − h|Uij = 0
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ed è immediato osservare che la famiglia delle sezioni ωij ,

ω = {ωij} ∈
∏
i,j∈I

F(Uij),

soddisfa le seguenti condizioni.

(1) ωii = 0 per ogni i ∈ I;
(2) ωij = −ωji per ogni i, j ∈ I;
(3) ωij = ωik + ωkj in Uijk per ogni i, j, k ∈ I.

Notiamo che le precedenti tre condizioni possono essere condensate nell’unica condizione

(3.7) ωjk − ωik + ωij = 0 in Uijk ∀ i, j, k ∈ I .
Infatti se vale (3.7), ponendo i = j = k si trova ωii = 0, mentre con k = i si trova ωij = −ωji.

Quindi il nostro ω = {ωij} è un elemento del gruppo abeliano (dipendente solo da F ed
U)

Z1(U ,F) :=

ω ∈ ∏
i,j∈I

F(Uij)

∣∣∣∣∣∣ ωjk − ωik + ωij = 0 ∀ i, j, k ∈ I

 ,

e l’applicazione appena definita

Cβ(U)→ Z1(U ,F), {si} 7→ {ωij = sj − si},
è un omomorfismo di gruppi abeliani.

Nelle notazioni precedenti, facciamo adesso l’ipotesi ulteriore che la sezione h ∈ Vβ(U) sia
nell’immagine di βX , ossia che esiste s ∈ G(X) tale che β(s) = h. Allora per ogni indice i ∈ I
l’elemento ai = si − s|Ui appartiene a F(Ui) ed inoltre vale ωij = aj |Uij − ai|Uij . Abbiamo
quindi provato che se h appartiene all’immagine di βX allora ω appartiene al sottogruppo

B1(U ,F) :=

{
ω ∈ Z1(U ,F)

∣∣∣∣∣ ∃ a = {ai} ∈
∏
i∈I
F(Ui), ωij = aj − ai ∀i, j ∈ I

}
.

Viceversa se ω ∈ B1(U ,F), ossia ωij = aj −ai per ogni i, j ∈ I per opportuni ai ∈ F(Ui),
allora le sezioni si − ai ∈ G(Ui) coincidono nelle doppie intersezioni Uij e quindi si incollano
ad una sezione s ∈ G(X) tale che β(s) = 0.

In conclusione, abbiamo dimostrato che h ∈ Vβ(U) si solleva a G(X) se e solo se la classe
di ω si annulla nel gruppo quoziente

H1(U ,F) =
Z1(U ,F)

B1(U ,F)
,

anch’esso dipendente solo da F ed U . Inoltre la classe di ω in H1(U ,F) dipende solo da h e non
dalla scelta dei sollevamenti “locali” si. Infatti se ti ∈ G(Ui) sono tali che β(ti) = β(si) = h|Ui ,
e poniamo η ∈ Z1(U ,F), ηij = tj − ti, allora per ogni i si ha ti − si ∈ F(Ui), per ogni i, j ∈ I
vale

ηij − ωij = (tj − sj)− (ti − si) ∈ B1(U ,F) .

In conclusione risulta ben definito un omomorfismo di gruppi abeliani

δ : Vβ(U)→ H1(U ,F), h 7→ ω (vedi sopra),

univocamente determinato dalla commutatività del diagramma

(3.8)

Cβ(U)
β //

��

Vβ(U)

δ

��

// 0

Z1(U ,F) // H1(U ,F) // 0

e tale che la successione

0→ F(X)
αX−−→ G(X)

βX−−→ Vβ(U)
δ−→ H1(U ,F) → ?? .

è esatta. Sempre nelle notazioni precedenti si ha ω ∈ Z1(U ,F) ∩ B1(U ,G) in quanto per
costruzione ωij = sj−si con si ∈ G(Ui) e quindi la composizione di δ con il morfismo naturale
H1(U ,F)→ H1(U ,G) indotto da α è nullo. Viceversa se la classe di η ∈ Z1(U ,F) appartiene
al nucleo di H1(U ,F) → H1(U ,G) allora η ∈ B1(U ,G) ed esistono sezioni ti ∈ G(Ui) tali
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che ηij = tj − ti. Ma allora le sezioni β(ti) ∈ H(Ui) coincidono negli aperti Uij e dunque
definiscono una sezione globale h ∈ Vβ(U). Per costruzione l’immagine δ(h) è esattamente la
classe di η in H1(U ,F). Tutto questo prova che si ha una successione esatta

(3.9) 0→ F(X)
αX−−→ G(X)

βX−−→ Vβ(U)
δ−→ H1(U ,F) → H1(U ,G) .

Attenzione: qui ci dobbiamo prendere da facili entusiasmi dato che quello che sembrerebbe
il proseguimento naturale, e cioè · · · → H1(U ,F) → H1(U ,G) → H1(U ,H), non è più una
successione esatta in generale.

Definizione 3.8.1. Chiameremo H1(U ,F) primo gruppo di coomologia di Čech del
fascio F nel ricoprimento U .

Notiamo che la definizione di H1(U ,F) ha senso anche se F è un prefascio e/o se U è una
qualunque famiglia di aperti di X (non necessariamente un ricoprimento).

Esempio 3.8.2. Sia F un fascio discreto su X, allora per ogni ricoprimento aperto U vale
H1(U ,F) = 0. Per definizione di fascio discreto esiste una famiglia di gruppi abeliani Ax,
x ∈ X, tale che per ogni aperto U si ha

F(U) = {a : U → qAx | a(x) ∈ Ax ∀x ∈ U} .
Se U = {Ui}, i ∈ I, prendiamo un buon ordinamento di I (buon ordinamento vuol dire che
ogni sottoinsieme non vuoto di I possiede minimo). Per ogni ω ∈ Z1(U ,F) definiamo le sezioni

ai ∈ F(Ui) : ai(x) = ωmi(x), x ∈ Ui, m = min{h ∈ I | x ∈ Uh} .
Allora per ogni x ∈ Uij , detto m = min{h ∈ I | x ∈ Uh} si ha

aj(x)− ai(x) = ωmj(x)− ωmi(x) = ωij(x)

e questo prova che ω ∈ B1(U ,F).

Vediamo adesso cosa succede passando da un ricoprimento U = {Ui}, i ∈ I, ad un altro
più fine V = {Vj}, j ∈ J , ossia tale che per ogni j ∈ J esiste i ∈ I tale che Vj ⊂ Ui.

Scegliamo una funzione di raffinamento % : J → I, ossia Vj ⊂ U%(j) per ogni j. La funzione
% definisce per ogni fascio F un omomorfismo di gruppi

%̃ : Z1(U ,F)→ Z1(V,F), ω 7→ (%̃(ω))jl = ω%(j)%(l)|Vjl , j, l ∈ J .

È immediato osservare che %̃(B1(U ,F)) ⊂ B1(V,F) e quindi definisce par passaggio al
quoziente un omomorfismo di gruppi %̃ : H1(U ,F)→ H1(V,F).

Si noti che per ogni successione esatta corta di fasci, %̃ si estende naturalmente ad un
morfismo tra i diagrammi (3.8) relativi ai ricoprimenti U e V.

Lemma 3.8.3. Nelle notazioni precedenti il morfismo di gruppi abeliani

%̃ : H1(U ,F)→ H1(V,F)

è iniettivo e non dipende dalla scelta della funzione di raffinamento.

Dimostrazione. Dimostriamo prima che %̃ non dipende dalla scelta della funzione di
raffinamento. Sia τ : J → I, tale che Vj ⊂ Uτ(j) per ogni j e sia ω ∈ Z1(U ,F). Se per ogni
j ∈ J poniamo

aj = ω%(j)τ(j)|Vj ∈ F(Vj)

per ogni i, l ∈ J si ha

ω%(j)%(l) + al − aj = ω%(j)%(l) + ω%(l)τ(l) − ω%(j)τ(j) = ω%(j)τ(l) − ω%(j)τ(j) = ωτ(j)τ(l),

e quindi %̃(ω)− τ̃(ω) ∈ B1(U ,F).
Sebbene l’iniettività di %̃ la ritroveremo come conseguenza gratuita ma indiretta di un

conto successivo, è didatticamente utile dare anche una dimostrazione diretta e “concreta”.
Consideriamo il ricoprimento W = {W(i,j) = Ui ∩ Vj}, (i, j) ∈ I × J , assieme alle due

funzioni di raffinamento

p1 : I × J → I, p1(i, j) = i; p2 : I × J → I, p2(i, j) = l

Dato che p1 e p2% inducono lo stesso omomorfismo

p̃1 = p̃2%̃ : H1(U ,F)→ H1(W,F)
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basta dimostrare che p̃1 è iniettiva.
Sia dunque ω ∈ Z1(U ,F) la cui classe di coomologia è nel nucleo di p̃1, ciò significa che

esistono sezioni s(i,j) ∈ F(Ui ∩ Vj), (i, j) ∈ I × J , tali che in particolare, per ogni i, j, l vale

s(i,j) − s(i,l) = (p̃1ω)(i,l),(i,j) = ωii = 0 in Ui ∩ (Vj ∩ Vl) .
Dunque le sezioni s(i,j) si incollano, al variare di j, ad una sezione si ∈ F(Ui). Siano adesso
i, h ∈ I, per dimostrare che ωih = sh−si su Uij basta provare che lo stesso vale in Ui∩Uh∩Vj
per ogni j ∈ J . Ma allora

sh − si = s(h,j) − s(i,j) = (p̃1ω)(i,j),(h,j) = ωih .

�

Vediamo adesso come, grazie al Lemma 3.8.3 ed all’Esempio 3.8.2 ci possiamo rendere
indipendenti dalla scelta del ricoprimento aperto.

Abbiamo visto che ad ogni fascio F su X è associato un morfismo canonico ed iniettivo
di fasci η : F → C0F . Definiamo F (1) come il conucleo di η in modo da avere una successione
esatta corta di fasci

0→ F η−→ C0F γ−−→ F (1) → 0 .

Definizione 3.8.4. Chiameremo primo gruppo di coomologia del fascio F il gruppo

H1(X,F) = Coker(C0F(X)
γ−→ F (1)(X)) .

Per ogni ricoprimento U , segue dalla successione esatta (3.9) e dall’Esempio 3.8.2. che
H1(U , C0F) = 0 e si ha un diagramma solido commutativo con le righe esatte

C0F(X) // Vγ(U)
δ //

� _

��

H1(U ,F) //
� _

u

��

0

C0F(X) // F (1)(X)
p // H1(X,F) // 0

che per la proprietà universale del conucleo induce il morfismo u che risulta essere iniettivo.
Possiamo usare u per identificare il gruppo H1(U ,F) con il sottogruppo

u(H1(U ,F)) = p(Vγ(U)) ⊂ H1(X,F) .

Se V è un raffinamento di U è ovvio che V (U) ⊂ V (V) e dunque anche p(Vγ(U)) ⊂ p(Vγ(V)) ⊂
H1(X,F).

Osservazione 3.8.5. Siccome ogni sezione globale di F (1) appartiene a Vγ(U) per qualche
ricoprimento, ne segue che H1(X,F) è l’unione di tutti i gruppi H1(U ,F), al variare di U tra
i ricoprimenti aperti di X.

Torniamo alla nostra situazione iniziale, lasciando al lettore la verifica che alcuni passaggi

sono ben definiti: per ogni successione esatta corta di fasci 0 → F α−→ G β−→ H → 0 ed ogni
ricoprimento aperto U si ha una successione esatta

0→ F(X)
αX−−→ G(X)

βX−−→ Vβ(U)
δ−→ H1(U ,F) .

Tenendo conto che tutti i gruppi H1(U ,F) sono canonicamente isomorfi a sottogruppi di
H1(X,F) e che H(X) è l’unione dei sottogruppi Vβ(U), possiamo “incollare” le precedenti
successioni esatte ad una successione esatta

(3.10) 0→ F(X)
αX−−→ G(X)

βX−−→ H(X)
δ−→ H1(X,F) .

Allerta spoiler 3.8.6. Nel prossimo capitolo dimostremo non solo che la successione
esatta (3.10) si estende ad una successione esatta

0→ F(X)
αX−−→ G(X)

βX−−→ H(X)
δ−→ H1(X,F)→ H1(X,G)→ H1(X,G)

ma definiremo dei gruppi di coomologia superiore Hn(X,F), n > 1, in modo tale che (3.10)
si estende ad una successione esatta di lunghezza infinita

0→ F(X)
αX−−→ G(X)

βX−−→ H(X)
δ−→ H1(X,F)→ H1(X,G)→ H1(X,G)→ · · ·

· · · → Hn(X,G)→ Hn(X,H)→ Hn+1(X,F)→ Hn+1(X,G)→ · · · .
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Estenderemo anche il gruppo H1(U ,F) ad una successione di gruppi Hn(U ,F), n ≥ 0, e di
omomorfismi u : Hn(U ,F)→ Hn(X,F) che però non sono iniettivi in generale quando n > 1.
Inoltre, a meno che lo spazio topologico X non sia paracompatto di Hausdorff oppure che la
coppia U ,F soddisfi ulteriori condizioni, non sarà nemmeno vero in generale che Hn(X,F) è
l’immagine di tali omomorfismi al variare del ricoprimento U .



CAPITOLO 4

Coomologia

4.1. Elementi di algebra omologica

Abbiamo già incontrato il concetto di complesso di gruppi abeliani e di successione esatta
ed abbiamo esteso tali concetti ai fasci.

Salvo avviso contrario considereremo complessi coomologici (o di cocatene), ossia com-
plessi della forma

G∗ : · · · d−→ Gn
d−→ Gn+1 d−→ · · · n ∈ Z, d2 = 0 ,

con il differenziale d che aumenta i gradi di 1.
Un morfismo di complessi f : G∗ → A∗ è una successione di omomorfismi di gruppi

fn : Gn → An che commutano con i differenziali, ossia dfn(x) = fn+1(dx) per x ∈ Gn. I
morfismi di complessi si possono comporre nel modo ovvio.

Definizione 4.1.1. Dato un complesso G∗ di gruppi abeliani con differenziale d, per ogni
intero n definiamo:

(1) il gruppo degli n cocicli

Zn(G∗) = {x ∈ Gn | dx = 0} ;

(2) il gruppo degli n cobordi

Bn(G∗) = {dx ∈ Gn | x ∈ Gn−1} ;

(3) l’n-esimo gruppo di coomologia

Hn(G∗) =
Zn(G∗)

Bn(G∗)
.

La definizione dei gruppi di coomologia ha perfettamente senso in quanto d2 = 0 e quindi
Bn(G∗) ⊂ Zn(G∗); essendo poi tutti i gruppi abeliani, il quoziente Hn(G∗) è ancora un gruppo
abeliano.

I gruppi di coomologia sono una misura di quanto manca al complesso per essere una
successione esatta: un complesso G∗ è una successione esatta se e soltanto se Hn(G∗) = 0 per
ogni n.

È immediato osservare che ogni morfismo di complessi f : G∗ → A∗ induce, per restrizione
e fattorizzazione, dei morfismi di gruppi abeliani:

f : Zn(G∗)→ Zn(A∗), f : Bn(G∗)→ Bn(A∗), f : Hn(G∗)→ Hn(A∗) .

Definizione 4.1.2. Diremo che un morfismo di complessi f : G∗ → A∗ è:

(1) iniettivo se fn : Gn → An è iniettivo per ogni n;
(2) surgettivo se fn : Gn → An è surgettivo per ogni n.

Esercizio 4.1.3. Sia f : G∗ → A∗ un morfismo di complessi iniettivo. Provare che per
ogni n si ha f−1

n (Bn(A∗)) ⊂ Zn(G∗) e che f : Hn(G∗) → Hn(A∗) è iniettivo se e solo se
f−1
n (Bn(A∗)) = Bn(G∗).

Esercizio 4.1.4. Sia f : G∗ → A∗ un morfismo di complessi surgettivo. Provare che
per ogni n si ha fn(Bn(A∗)) = Bn(G∗) e f : Hn(G∗) → Hn(A∗) è surgettivo se e solo se
fn(Zn(A∗)) = Zn(G∗).

Una successione esatta corta di complessi è una successione

0→ A∗
f−→ B∗

g−→ C∗ → 0

91
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di morfismi di complessi tale che, per ogni intero n la successione di gruppi abeliani

0→ An
fn−→ Bn

gn−→ Cn → 0

è esatta.
Per funtorialità, ogni successione esatta corta di complessi come sopra induce per ogni n

tre complessi

0→ Zn(A∗)
fn−→ Zn(B∗)

gn−→ Zn(C∗)→ 0,

0→ Bn(A∗)
fn−→ Bn(B∗)

gn−→ Bn(C∗)→ 0,

0→ Hn(A∗)
fn−→ Hn(B∗)

gn−→ Hn(C∗)→ 0,

che però non sono successioni esatte in generale. Si consideri ad esempio il caso in cui A1 =
B0 = B1 = C0 = Z e Ai, Bi, Ci = 0 altrimenti, e dove i tre morfismi d : B0 → B1, f1 : A1 →
B1, g0 : B0 → C0 sono tutti uguali all’identità.

I complessi degli 0-coclicli, degli 1-cobordi e della 0-coomologia risultano essere rispetti-
vamente:

0→ 0
f0−→ 0

g0−→ Z→ 0,

0→ 0
f1−→ Z g1−→ 0→ 0,

0→ 0
f0−→ 0

g0−→ Z→ 0 .

Teorema 4.1.5. Sia 0→ A∗
f−→ B∗

g−→ C∗ → 0 una successione esatta corta di complessi
di gruppi abeliani. Allora è ben definita una successione di omomorfismi di gruppi

δn : Hn(C∗)→ Hn+1(A∗), n ∈ Z,

che induce una successione esatta (lunga) di coomologia

· · · δn−1−−−→ Hn(A∗)
fn−→ Hn(B∗)

gn−→ Hn(C∗)
δn−→ Hn+1(A∗)

fn+1−−−→ · · ·

Dimostrazione. Sia n un intero fissato e definiamo δn. Sia x ∈ Hn(C∗), sia X l’insieme
dei rappresentanti di x in Ker gn ⊆ Cn. Siccome gn : Bn → Cn è surgettivo, possiamo scegliere
b ∈ Bn tale che gn(b) ∈ X. Siccome gn+1(db) = dgn(b) = 0 si ha db ∈ Ker gn+1.

Per esattezza vi è un unico elemento a ∈ An+1 tale che fn+1(a) = db. Si vede subito che
a è un cociclo, infatti

fn+2(da) = dfn+1(a) = d2b = 0

ed il morfismo fn+2 è iniettivo. Poniamo dunque

δn(x) = classe di coomologia di a

e mostriamo che non dipende dalla scelta di b. Sia b̃ tale che gn(b̃) ∈ X, allora gn(b − b̃) è

un cobordo, ossia esiste c ∈ Cn−1 tale che dc = gn(b − b̃). Poiché gn−1 è suriettiva, esiste
h ∈ Bn−1 tale che gn−1(h) = c, allora

gn(b− b̃− dh) = gn(b− b̃)− gn(dh) = gn(b− b̃)− dgn−1(h) = 0

e per esattezza esiste k ∈ An tale che fn(k) = b− b̃− dh. Dunque

fn+1(a− dk) = db− fn+1(dk) = db− dfn(k) = db− (db− db̃− d2h) = db̃

e siccome a, a− dk sono cocicli che inducono la stessa classe di coomologia abbiamo provato
che δn(x) è ben definito.

La dimostrazione dell’esattezza della successione lunga di coomologia è lasciata per eser-
cizio. �

I morfismi δn del Teorema 4.1.5 si comportano bene rispetto ai morfismi di complessi.
Ad esempio, segue immediatamente dalla definizione che dato un diagramma commutativo di
morfismi di complessi

0 // A∗ //

��

B∗ //

��

C∗ //

��

0

0 // N∗ // M∗ // L∗ // 0
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con le righe successioni esatte corte, segue che vi è un morfismo tra le corrispondenti successioni
esatte lunghe di coomologia, ossia vi è un diagramma commutativo di gruppi di coomologia

· · · // Hn(C∗)
δn //

��

Hn+1(A∗)

��

// · · ·

· · · // Hn(L∗)
δn // Hn+1(N∗) // · · ·

Note. Per maggiori dettagli sugli argomenti di questa sezione rimandiamo al primo capitolo di

[26] ed al capitolo dedicato all’algebra omologica di [16].

4.2. Risoluzione canonica e coomologia dei fasci

Definizione 4.2.1. Chiameremo risoluzione (coomologica) di un fascio F una qualun-
que successione esatta di fasci

0→ F i−→ E0 d−→ E1 d−→ E2 d−→ E3 d−→ · · · .

Osservazione 4.2.2. Ha ovviamente senso definire le risoluzioni omologiche come le suc-

cessioni esatte del tipo 0 → F i←− E0
d←− E1 · · · , che però, per via del Teorema 3.3.16 e

dell’Esempio 3.3.17 hanno un’importanza decisamente inferiore rispetto alle risoluzioni coo-
mologiche; questo spiega perché con il termine generico di risoluzione si intendono quelle
coomologiche. Per chi si è imbattuto nei funtori derivati Tor ed Ext (e.g. [26]), un altro moti-
vo è dato dal fatto che la categoria dei fasci su uno spazio topologico ha abbastanza iniettivi
ma, in generale, non ha abbastanza proiettivi [9].

Abbiamo visto che ad ogni fascio F è associato un morfismo canonico ed iniettivo di fasci
η : F → C0F . Definiamo F (1) come il conucleo di η in modo da avere una successione esatta

corta di fasci 0 → F η−→ C0F → F (1) → 0. Ripetendo la procedura con F (1) al posto di
F , e poi ricorsivamente aumentando ad ogni passaggio gli indici di 1, si ottiene una serie di
successioni esatte corte

0→ F η−→ C0F → F (1) → 0,

0→ F (1) η−→ C0F (1) → F (2) → 0,

0→ F (2) η−→ C0F (2) → F (3) → 0,

...

che possiamo ricomporre in una unica successione esatta lunga di fasci

0→ F η−→ C0F d−→ C1F d−→ C2F · · · , CnF = Cn−1F (1) = · · · = C0F (n) ,

che chiameremo risoluzione canonica1 di F .
Abbiamo visto che ogni morfismo di fasci f : F → G si estende canonicamente ad un

morfismo f0 : C0F → C0G. Con canonicamente intendiamo tra le altra cose che il tutto si
comporta in maniera funtoriale rispetto ai morfismi di fasci, ossia (fg)0 = f0g0. Considerando
la fattorizzazione di f0 ai conuclei si ottiene un diagramma commutativo

0 // F
η //

f

��

C0F //

f0

��

F (1) //

f(1)

��

0

0 // G
η // C0G // G(1) // 0

e ripetendo la procedura su f (1) e poi ricorsivamente otteniamo che f si estende in maniera
naturale e funtoriale ad un morfismo tra le risoluzioni canoniche

1Il nome completo sarebbe “prima risoluzione canonica di Godement”, [4].
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0 // F

f

��

η // C0F

f0

��

d // C1F

f1

��

// · · ·

0 // G
η // C0G d // C1G // · · ·

Proposizione 4.2.3. Sia 0 → F f−→ G g−→ H → 0 una successione esatta di fasci su X.
Allora per ogni intero n ≥ 0 ed ogni aperto U ⊂ X la successione di gruppi abeliani

0→ CnF(U)
fnU−−→ CnG(U)

gnX−−→ CnH(U)→ 0

è esatta.

Dimostrazione. Induzione su n. Per n = 0 basta osservare che per ogni x ∈ X la

successione di spighe 0→ Fx
f−→ Gx

g−→ Hx → 0 è esatta e ciò implica che per ogni sottoinsieme
Y ⊂ X si ha una successione esatta di gruppi abeliani

0→
∏
x∈Y
Fx →

∏
x∈Y
Gx →

∏
x∈Y
Hx → 0 .

In particolare, per ogni aperto U la successione di gruppi abeliani

0→ C0F(U)
f0
U−−→ C0G(U)

g0U−−→ C0H(U)→ 0

è esatta e per il Lemma 3.3.14, anche la successione di fasci 0→ C0F f0

−→ C0G g0−→ C0H → 0 è
esatta. Il diagramma commutativo di fasci con righe esatte

0 // F //

��

G //

��

H //

��

0

0 // C0F // C0G // C0H // 0

induce un complesso di fasci quoziente, che per il lemma del serpente applicato ai corrispon-
denti diagrammi di spighe ci dà una successione esatta corta di fasci

0→ F (1) −−→ G(1) −−→ H(1) → 0 .

Basta adesso applicare l’ipotesi induttiva osservando che, per come è stata costruita la
risoluzione canonica, si ha

CnF = Cn−1F (1), CnG = Cn−1G(1), CnH = Cn−1H(1),

per ogni n > 0. �

Definizione 4.2.4. I gruppi di coomologia di un fascio F di gruppi abeliani su uno
spazio topologico X si definiscono come i gruppi di coomologia del complesso di gruppi abeliani

0→ C0F(X)
d−→ C1F(X)

d−→ C2F(X)
d−→ C3F(X)

d−→ · · ·

Ricordiamo che per un fascio F si ha la doppia notazione Γ(X,F) = F(X), per cui si può
scrivere:

Hn(X,F) = 0 n < 0,

H0(X,F) = Ker(Γ(X, C0F)
d−→ Γ(X, C1F)),

Hn(X,F) =
Ker(d : Γ(X, CnF)→ Γ(X, Cn+1F))

dΓ(X, Cn−1F)
, n > 0 .

Lemma 4.2.5. Per ogni fascio F su uno spazio topologico X si ha

H0(X,F) = F(X) = Γ(X,F) .

Dimostrazione. Basta applicare il Teorema 3.3.16 alla successione esatta di fasci

0→ F η−→ C0F d−→ C1F
�
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Esempio 4.2.6. Se X è uno spazio topologico discreto, allora per ogni fascio F su X
vale F = C0F . Infatti per ogni punto x ∈ X il sottoinsieme {x} è aperto in X e quindi
Fx = F({x}). Inoltre, per ogni aperto U ⊂ X si ha un ricoprimento aperto U = ∪x∈U{x} e
per l’assioma (F4) si ha

F(U) =
∏
x∈U
F({x}) =

∏
x∈U
Fx = C0F(U)

ed il morfismo η : F → C0F è un isomorfismo.
Dunque F (1) = 0, quindi CnF = 0 per ogni n > 0 e dalla definizione dei gruppi di

coomologia segue immediatamente che Hn(X,F) = 0 per ogni n > 0.

Teorema 4.2.7. Ogni successione esatta corta di fasci

0→ F → G → H → 0

sullo spazio topologico X induce una successione esatta corta di complessi di gruppi abeliani

0→ C∗F(X)→ C∗G(X)→ C∗H(X)→ 0

e quindi una successione esatta lunga di coomologia

0→ H0(X,F) −−→ H0(X,G) −−→ H0(X,H)
δ0−→ H1(X,F) −−→ · · ·

· · · δn−1−−−→ Hn(X,F) −−→ Hn(X,G) −−→ Hn(X,H)
δn−→ Hn+1(X,F) −−→ · · · .

Dimostrazione. Segue dalla Proposizione 4.2.3 che per ogni n ≥ 0 la successione di
gruppi abeliani

0→ CnF(X)→ CnG(X)→ CnH(X)→ 0

è esatta. �

4.3. Fasci fiacchi e fasci aciclici

Il nostro prossimo obiettivo è dimostrare che per il calcolo della coomologia è possibile
usare molte altre risoluzioni, oltre a quella canonica.

Definizione 4.3.1. Un fascio F su uno spazio topologico X si dice fiacco2 se per ogni
aperto U ⊂ X il morfismo di restrizione F(X)→ F(U) è surgettivo.

Osserviamo che se F è fiacco, allora per ogni coppia di aperti U ⊂ V il morfismo di
restrizione F(U) → F(V ) è surgettivo: basta osservare che la composizione della restrizione
F(U) → F(V ) con la restrizione F(X) → F(U) è surgettivo. Lo stesso ragionamento prova
che se F è fiacco, allora per ogni aperto U ⊂ X la restrizione F|U è ancora fiacca.

Ad esempio i fasci di sezioni discontinue C0F sono fiacchi. Basta pensare che i morfismi
di inclusione non sono altro che le proiezioni, cioè, se U ⊆ V , allora:

ρUV : CF (U) =
∏
x∈U
Fx → C0F(V ) =

∏
x∈Y
Fx

è suriettivo. Lo stesso ragionamento prova che ogni fascio discreto (Esempio 3.3.6) è fiacco.

Esempio 4.3.2. Il fascio A0
X delle funzioni C∞ su una varietà differenziabile X di di-

mensione positiva non è fiacco. La verifica è immediata: basta infatti prendere una qualsiasi
carta locale U con coordinate x1, . . . , xn e osservare che la funzione x−1

1 definita sull’aperto
{x1 6= 0} ⊂ U non si estende ad U .

Lemma 4.3.3. Sia 0→ F → G g−→ H → 0 una successione esatta corta di fasci su X:

(1) se F è fiacco allora per ogni aperto U la successione dei gruppi di sezioni

0→ F(U)→ G(U)
g−→ H(U)→ 0

è esatta;
(2) se F e G sono fiacchi, allora anche H è fiacco.

2Dal francese “flasque”, di norma usato anche nei testi di lingua inglese al posto di “flabby”.
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Dimostrazione. L’unico punto non banale da dimostrare è la surgettività di G(U)
g−→

H(U); non è restrittivo supporre F un sottofascio di G e F → G il morfismo di inclusione. Sia
s ∈ H(U) una sezione fissata e consideriamo la famiglia

A = {(V, r) | V ⊂ U, r ∈ G(V ), g(r) = s|V } .

Notiamo che A è non vuoto, poiché contiene la coppia (∅, 0), e che lo possiamo ordinare per
estensione. L’assioma (F4) per G ci garantisce che possiamo applicare il lemma di Zorn ed
avere a disposizione un elemento massimale di (W,h) ∈ A; per concludere la dimostrazione
basta provare che W = U .

Se per assurdo esiste un punto x ∈ U −W , esiste un germe di sezione rx ∈ Gx tale che
g(rx) = sx.

Dunque esiste un intorno aperto x ∈ V ed una sezione r ∈ G(V ) tale che g(r) = s|V . Sia
ψ = h|W∩V −r|W∩V ∈ F(W ∩V ) e, siccome F è fiacco esiste φ ∈ F(V ) che estende ψ; a meno
di sostituire r con r + φ ∈ G(V ) possiamo supporre che r e h coincidono su V ∩W e quindi
si incollano ad una sezione su W ∪ V , contraddicendo la massimalità di (W,h). �

Teorema 4.3.4. Sia

0→ F0
d0−→ F1

d1−→ F2
d2−→ F3

d3−→ F4 → · · ·

una successione esatta di fasci fiacchi su X. Allora i fasci Ker di sono tutti fiacchi e per ogni
aperto U ⊂ X la successione

0→ F0(U)
d0−→ F1(U)

d1−→ F2(U)
d2−→ F3(U)→ · · ·

è esatta.

Dimostrazione. Basta spezzare la successione in successioni esatte corte, applicare il
Lemma 4.3.3 e ricomporre in una successione esatta lunga. �

Corollario 4.3.5. Se F è un fascio fiacco su X, allora Hn(X,F) = 0 per ogni n > 0.
In particolare per ogni fascio F si ha Hn(X, CmF) = 0 per ogni n > 0 ed ogni m ≥ 0.

Dimostrazione. Basta osservare che i fasci CnF sono tutti fiacchi ed applicare il Teo-
rema 4.3.4 alla risoluzione canonica del fascio fiacco F . �

Definizione 4.3.6. Un fascio F tale che Hn(X,F) = 0 per ogni n > 0 si dice aciclico.

Possiamo riscrivere il Corollario 4.3.5 dicendo che ogni fascio fiacco è aciclico.

Per ogni spazio topologico X denotiamo con Shv(X) la categoria dei fasci su X. Per ogni
aperto U ⊂ X abbiamo un funtore di restrizione

Shv(X)→ Shv(U), F 7→ F|U .

Ricordando che F|U (V ) = F(V ) per ogni aperto V ⊂ U , segue subito dalle definizioni che
ogni morfismo F → G induce per restrizione un morfismo F|U → G|U (vedi la definizione del
fascio Hom).

Inoltre:

(1) se F è fiacco, allora F|U è fiacco (ovvio);
(2) per ogni x ∈ U si ha (F|U )x = Fx (ovvio);
(3) se F → G → H esatta, allora F|U → G|U → H|U esatta: infatti l’esattezza si valuta

sulle spighe che, per il punto precedente, non cambiano per restrizione.

Esercizio 4.3.7. Nelle notazioni precedenti, provare che la risoluzione canonica commu-
ta con le restrizioni agli aperti, e quindi che Hn(U,F|U ) coincide con l’n-esimo gruppo di
coomologia del complesso di gruppi abeliani

0→ C0F(U)
d−→ C1F(U)

d−→ C2F(U))
d−→ C3F(U)

d−→ · · ·

Teorema 4.3.8. Sia M un fascio su uno spazio topologico tale che H1(U,M|U ) = 0 per
ogni aperto U ⊂ X. Allora M è aciclico.
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Dimostrazione. Consideriamo una qualunque successione esatta 0→M→ G → F → 0
con G fiacco: ad esempio possiamo prendere G = C0M e F = M(1). Vogliamo dimostrare
che anche F è fiacco, ossia che F(X) → F(U) è surgettiva per ogni aperto U : siccome
G(X) → G(U) è surgettiva per costruzione, è sufficiente dimostrare che G(U) → F(U) è
surgettiva. A tal fine basta considerare la successione di coomologia associata alla successione
esatta corta di fasci

0→M|U → G|U → F|U → 0

ed usare il fatto che H1(U,M|U ) = 0.

Per ipotesi si ha H1(X,M) = 0, mentre per ogni n > 1 dalla successione esatta lunga di
coomologia

· · · −→ Hn−1(X,F) −−→ Hn(X,M) −−→ Hn(X,G)→ · · ·
e dal fatto che F ,G sono fiacchi segue Hn(X,M) = 0. �

Teorema 4.3.9. I fasci delle forme differenziali (di qualunque ordine) su una varietà
differenziabile soddisfano le ipotesi del Teorema 4.3.8 e quindi sono aciclici.

Dimostrazione. Per ogni varietà differenziabile X denotiamo con ApX il fascio delle
forme p-differenziali su X. Ogni aperto U ⊂ X è a sua volta una varietà differenziabile e ApU =
(ApX)|U . Per dimostrare il teorema non è quindi restrittivo dimostrare che H1(X,ApX) = 0
per ogni p ≥ 0 ed ogni varietà differenziabile X.

I due punti chiave della dimostrazione sono: la partizione dell’unità di classe C∞; le forme
differenziali possono essere moltiplicate per funzioni di classe C∞.

Proviamo che per una qualunque successione esatta di fasci 0 → ApX
α−→ G β−→ F → 0

su X, il morfismo β : G(X) → F(X) è surgettivo. Sia s ∈ F(X) fissata, dato che G → F è
surgettivo, esistono un ricoprimento aperto X = ∪iUi e sezioni ri ∈ G(Ui) tali che β(ri) = s|Ui .
Denotiamo come al solito con Uij = Ui ∩ Uj e Uijk = Ui ∩ Uj ∩ Uk; per ogni i, j esiste quindi
una unica forma differenziale ωij ∈ ApX(Uij) tale che

α(ωij) = (rj)|Uij − (ri)|Uij .

Si noti che per ogni i, j, k si ha

(ωjk)|Uijk − (ωik)|Uijk + (ωij)|Uijk = 0

in quanto la sua immagine tramite α è uguale alla restrizione a Uijk di (rk − rj)− (rk − ri) +
(rj − ri).

Sia adesso {ti} una partizione dell’unità C∞ subordinata al ricoprimento aperto X =
∪iUi. Ricordiamo che:

(1) Ogni ti : X → [0, 1] è di classe C∞;
(2) supp(ti) ⊂ Ui per ogni i (per definizione il supporto supp(ti) è la chiusura in X

dell’aperto t−1
i (]0, 1]));

(3) ogni punto x ∈ X possiede un intorno V tale che V ∩ supp(ti) 6= ∅ per un numero
finito di indici i;

(4)
∑
i ti = 1.

In particolare, per ogni i, j la forma differenziale tjωij è ben definita in Ui e quindi

ωij =
∑
k

tkωij =
∑
k

tkωik −
∑
k

tkωjk .

Per ogni indice i possiamo considerare

r̂i = ri + α(
∑
j

tiωij) ∈ G(Ui) .

Si ha β(r̂i) = β(ri) = s|Ui e per ogni i, j

(r̂j)|Uij−(r̂i)|Uij = (rj)|Uij−(ri)|Uij+α(
∑
k

tkωjk−
∑
k

tkωik) = α(ωij+
∑
k

tkωjk−
∑
k

tkωik) = 0.

Dunque le sezioni locali r̂i si incollano ad una sezione globale che solleva s.

Per dimostrare che H1(X,ApX) = 0 basta prendere una successione esatta 0 → ApX
α−→

G β−→ F → 0 in cui G è aciclico (e.g. G = C0ApX) ed applicare la successione lunga di coomologia.
�
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È importante osservare che per dimostrare il Teorema 4.3.9 abbiamo solo usato la possi-
bilità di moltiplicare le sezioni del fascio per una partizione dell’unità di classe C∞: dunque la
stessa dimostrazione prova che anche il fascio dei campi di vettori è aciclico, e più in generale
sono aciclici tutti i fasci delle sezioni di classe C∞ di un qualunque fibrato vettoriale.

Esercizio 4.3.10. Un fascio I si dice iniettivo se per ogni morfismo iniettivo di fasci
i : I → F esiste un morfismo p : F → I tale che pi = IdI . Provare che ogni fascio iniettivo è
fiacco e che esistono fasci fiacchi che non sono iniettivi. (Nota: è un fatto vero, ma non banale,
che ogni fascio è isomorfo ad un sottofascio di un fascio iniettivo, e su questo si basa la teoria
della coomologia come funtore derivato.)

4.4. Risoluzioni acicliche e teorema di de Rham

Ricordiamo che una risoluzione di un fascio F una qualunque successione esatta di fasci

0→ F i−→ E0 d−→ E1 d−→ E2 d−→ E3 d−→ · · · .

Analogamente a quanto fatto con la risoluzione canonica possiamo considerare il complesso
delle sezioni globali (togliendo F)

E0(X)
d−→ E1(X)

d−→ E2(X)
d−→ E3(X)

d−→ · · ·

e calcolarne i gruppi di coomologia

Hn(E∗(X)) =
Ker(d : En(X)→ En+1(X))

d(En−1(X))
,

che in generale di guardano bene dall’essere isomorfi dai gruppi di coomologia di F , ossia del
complesso delle sezioni della risoluzione canonica. Tuttavia un legame c’è, come stabilito dal
seguente teorema.

Teorema 4.4.1. Per ogni risoluzione

0→ F i−→ E0 d−→ E1 d−→ E2 d−→ E3 d−→ · · · ,

si hanno dei morfismi naturali di gruppi

αn : Hn(E∗(X))→ Hn(X,F), n ≥ 0,

che godono delle seguenti proprietà:

(1) se E∗ è la risoluzione canonica, allora αn è l’identità per ogni n;
(2) se Hn−i−1(X, E i) = 0 per ogni i = 0, . . . , n− 2, allora αn è iniettivo;
(3) se Hn−i(X, E i) = 0 per ogni i = 0, . . . , n− 1, allora αn è surgettivo.

In particolare α0 è un sempre un isomorfismo e α1 è sempre iniettivo.

Prima di dare la dimostrazione, precisiamo che quando diciamo che i morfismi αn sono
naturali si intende che per ogni diagramma commutativo di fasci

0 // F //

f

��

E0 d //

g

��

E1 d //

g

��

E2 d //

g

��

· · ·

0 // G // H0 d // H1 d // H2 d // · · ·

con le righe risoluzioni di F e G rispettivamente, si hanno dei diagrammi commutativi

Hn(E∗(X))

g

��

αn // Hn(X,F)

f

��
Hn(H∗(X))

αn // Hn(X,G)

.
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Dimostrazione. Dimostriamo il teorema per induzione su n trattando separatamente i
casi n = 0, n = 1 e n ≥ 2.

Iniziamo con n = 0. Ricordiamo che

H0(X,F) = F(X)

e si ha la successione esatta corta

0→ F(X)
i−→ E0(X)

d−→ E1(X)

che equivale all’isomorfismo

i : H0(X,F)
'−−→ Ker(E0(X)

d−→ E1(X)) = H0(E∗(X)) .

Tale isomorfismo è chiaramente naturale e quindi lo è anche il suo inverso

α0 = i−1 : H0(E∗(X))→ H0(X,F) .

Denotiamo con F ′ il nucleo di d : E1 → E2. Abbiamo allora una successione esatta corta
di fasci

0→ F → E0 d−→ F ′ → 0

ed una risoluzione

0→ F ′ −→ E1 d−→ E2 d−→ E3 d−→ · · · .
Per quanto dimostrato al punto precedente si ha dunque H0(X,F ′) = Ker(E1(X)

d−→ E2(X))
ed una successione esatta lunga

E0(X)
d−→ H0(X,F ′)→ H1(X,F)→ H1(X, E0)→ · · ·

che induce una successione esatta

0→ H0(X,F ′))
d(E0(X))

α1−→ H1(X,F)→ H1(X, E0) .

Ricordando che H0(X,F ′) = Ker(d : E1(X)→ E2(X)) si ottiene il morfismo

H1(E∗(X))
α1−→ H1(X,F)

cercato. Notiamo che abbiamo implicitamente dimostrato anche che α1 è sempre iniettivo ed
è surgettivo qualora H1(X, E0) = 0.

Sia adesso n > 1 e supponiamo vero il teorema per tutti gli interi minori di n. Abbiamo
la successione esatta lunga di coomologia

· · · → Hn−1(X, E0)→ Hn−1(X,F ′) δ−→ Hn(X,F)→ Hn(X, E0)→ · · · ,
e per l’ipotesi induttiva abbiamo anche un morfismo naturale

α′n−1 : Hn−1(E∗−1(X)) = Hn(E∗(X))→ Hn−1(X,F ′) .
Basta allora definire αn come la composizione di δ ed α′n−1. Anche qui notiamo che αn è
iniettivo se α′n−1 è iniettivo e Hn−1(X, E0) = 0, mentre αn è surgettivo se α′n−1 è surgettivo
e Hn(X, E0) = 0. Per concludere, è chiaro dalla costruzione che nel caso della risoluzione
canonica troviamo αn = Id per ogni n. �

Definizione 4.4.2. Una risoluzione

0→ F i−→ E0
d−→ E1

d−→ E2
d−→ E3

d−→ · · ·
di un fascio F è detta aciclica (risp.: fiacca, discreta) se ciascun fascio Ei è aciclico (risp.:
fiacco, discreto).

Ad esempio la risoluzione canonica è discreta, quindi fiacca, quindi aciclica.

Corollario 4.4.3 (Teorema di de Rham astratto). Data una risoluzione aciclica

0→ F i−→ E0
d−→ E1

d−→ E2
d−→ E3

d−→ · · · ,
di un fascio F si hanno degli isomomorfismi naturali

Hn(E∗(X))
'−→ Hn(X,F) .

Dimostrazione. Conseguenza immediata del Teorema 4.4.1. �
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Osservazione 4.4.4. Dato un diagramma commutativo

0 // F //

f

��

E0 d //

g

��

E1 d //

g

��

E2 d //

g

��

· · ·

0 // G // H0 d // H1 d // H2 d // · · ·
con la riga superiore risoluzione di F e con la riga inferiore risoluzione aciclica di G, i morfismi
indotti in coomologia Hn(E∗(X))→ Hn(H∗(X)) dipendono solo da f e non dipendono da g.
Infatti per naturalità si hanno dei quadrati commutativi

Hn(E∗(X))

g

��

αn // Hn(X,F)

f

��
Hn(H∗(X))

αn

'
// Hn(X,G)

con la seconda freccia orizzontale un isomorfismo per il Corollario 4.4.3.

Il passaggio dal teorema di de Rham astratto a quello usuale segue dal lemma di Poincaré,
secondo il quale ogni forma differenziale chiusa è localmente esatta. Ciò implica in particolare
che, a livello di fasci, il complesso di de Rham

A0
X

d−→ A1
X

d−→ A2
X

d−→ A3
X

d−→ · · · ,
è una successione esatta. Siccome una 0-forma è chiusa se e solo se è localmente costante, si
ha una risoluzione aciclica

0→ R→ A0
X

d−→ A1
X

d−→ A2
X

d−→ A3
X

d−→ · · · ,
del fascio R e quindi

Hn(X,R) ∼=
Ker(d : Γ(X,AnX)→ Γ(X,An+1

X ))

dΓ(X,An−1
X )

.

Osservazione 4.4.5. A rigore, il precedente ragionamento mostra che la coomologia di
de Rham coincide con la coomologia del fascio R e non con la coomologia singolare: tuttavia
non è difficile dimostrare, usando le suddivisioni baricentriche [21, Thm. 4.4.14], che per ogni
spazio topologico localmente contraibile la coomologia singolare a coefficienti in un gruppo
abeliano G coincide con la coomologia del fascio G.

Osservazione 4.4.6. Segue dal teorema di de Rham che il fascio R è aciclico su X = R2,
mentre per ogni punto x ∈ X vale H1(X −{x},R) 6= 0 e quindi R non non soddisfa le ipotesi
del Teorema 4.3.8 .

4.5. La risoluzione canonica semicosimpliciale

Questa sezione contiene materiale che non sarà utilizzato nelle sezioni successive e pertanto
può essere omesso in prima lettura senza compromettere la comprensione generale del testo.

Vogliamo definire, per ogni fascio una seconda risoluzione canonica, pure questa introdot-
ta da Godement [4] e chiamata “risoluzione canonica semicosimpliciale”. A differenza della
trattazione originale, seguiremo un approccio più categoriale, descritto ad esempio in [26], e
valido in situazioni più astratte e generali.

Ricordiamo che una trasformazione naturale η : T → S tra due funtori

T, S : A→ B

è il dato, per ogni oggetto x ∈ A di un morfismo

ηx : Tx→ Sx

tale che per ogni morfismo α : x→ y in A si abbia un diagramma commutativo

Tx
Tα //

ηx

��

Ty

ηy

��
Sx

Sα // Sy
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nella categoria B.
Ad esempio dato un funtore T : A → A, dare una trasformazione naturale η : I → T (I

funtore identità) significa dare morfismi ηx : x→ Tx tali che per ogni α : x→ y si abbia

ηy ◦ α = Tα ◦ ηx .
Per evitare ridondanze notazionali scriveremo talvolta η al posto di ηx quando l’oggetto

x è chiaro dal contesto, come ad esempio nell’espressione η : Tx→ Sx.
Sia X uno spazio topologico fissato. Per non entrare rapidamente in conflitto notazionale

con la risoluzione canonica usuale è opportuno denotare con

T : Shv(X)→ Shv(X), TF = C0F ,
il funtore delle sezioni discontinue e con I : Shv(X) → Shv(X) il funtore identità. Abbiamo
dimostrato che T è un funtore esatto, ossia trasforma successioni esatte in successioni esatte.

Abbiamo già definito una trasformazione naturale

η : I → T, F ηF−−→ TF = C0F ,
dove ηF è il solito morfismo (iniettivo) che associa ad una sezione la collezione di tuti i suoi
germi: per ogni morfismo di fasci α : F → G si ha un diagramma commutativo

F
ηF //

α

��

TF

Tα

��
G

ηG // TG

Consideriamo le potenze di T : T 0 = I, T 1 = T , T 2 = TT ecc.; per ogni n ≥ 0 Tn è un
funtore esatto.

Definizione 4.5.1. Per ogni coppia di interi 0 ≤ k ≤ n definiamo una trasformazione
naturale ∂k : Tn → Tn+1 nel modo seguente:

∂k = Tn−kηT k : Tn−k ◦ I ◦ T k → Tn−k ◦ T ◦ T k

Ossia, per ogni fascio F si considera il morfismo ηTkF : T kF → TT kF = T k+1F e poi si
applica il funtore Tn−k:

∂k = Tn−kηTkF : TnF → Tn+1F .

In particolare, per n = k = 0 si ha ∂0 = η.

Lemma 4.5.2 (Identità semicosimpliciali). Nelle notazioni precedenti, per ogni 0 ≤ k ≤
h ≤ n si ha:

∂k∂h = ∂h+1∂k : Tn → Tn+2 .

Dimostrazione. Sia F un fascio, si parte dal morfismo

T kF
η
TkF−−−→ T k+1F

e si applica il funtore Th−k:

ThF
Th−kη

TkF−−−−−−−→ Th+1F .
Siccome η è una trasformazione naturale si ha un diagramma commutativo

ThF
η
ThF
��

Th−kη
TkF // Th+1F

η
Th+1F
��

Th+1F
Th−k+1η

TkF // Th+2F

al quale applicando il funtore Tn−h si ottiene

TnF

Tn−hη
ThF

��

Tn−kη
TkF // Tn+1F

Tn−hη
Th+1F

��
Tn+1F

Tn+1−kη
TkF // Tn+2F

⇒ ∂k∂h = ∂h+1∂k .

�
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Per ogni n ≥ 0 definiamo il morfismo di fasci

dn : TnF → Tn+1F , dn =

n∑
k=0

(−1)k∂k .

Le identità semicosimpliciali implicano che dn+1dn = 0: infatti

dn+1dn =

n+1∑
h=0

n∑
k=0

(−1)h+k∂h∂k =
∑

0≤h≤k≤n

(−1)h+k∂h∂k +
∑

0≤k<h≤n+1

(−1)h+k∂h∂k

Scambiando h con k nella prima sommatoria e h con h+ 1 nella seconda si ha

dn+1dn =
∑

0≤k≤h≤n

(−1)h+k∂k∂h +
∑

0≤k≤h≤n+1

(−1)h+k+1∂h+1∂k

e i termini si cancellano a coppie per le identità semicosimpliciali.

Teorema 4.5.3. Per ogni fascio F il complesso

T ∗F : 0→ F = T 0F d0=ηF−−−−→ T 1F d1−→ T 2F d2−→ T 3F d3−→ T 4F · · ·

è una successione esatta. Abbiamo quindi una risoluzione di F che viene detta risoluzione
canonica semicosimpliciale.3

Abbiamo già dimostrato che dn+1dn = 0 per ogni n ≥ 0, ossia che T ∗F è un complesso di
fasci. Dimostriamo che è una successione esatta in quattro passaggi, ciascuno descritto da un
singolo lemma. Vedremo a posteriori che in realtà il primo dei 4 lemmi può essere facilmente
omesso, ma è tuttavia utile mantenerlo per ragioni didattiche ed espositive.

Lemma 4.5.4. Nelle notazioni precedenti, per ogni fascio F il complesso T ∗F è esatto in
T 0F ed in T 1F .

Dimostrazione. Bisogna dimostrare l’esattezza di

0→ F ηF−−→ TF ∂0−∂1−−−−→ T 2F .

Già sappiamo che d0 = η è iniettivo. Per quanto riguarda l’esattezza in T 1F si consideri la
“solita” successione esatta corta di fasci

0→ F ηF−−→ TF p−→ F (1) → 0 .

Applicando il funtore esatto T e la trasformazione naturale η si trova un diagramma commu-
tativo con le righe esatte

0 // F

∂0

��

∂0 // TF

∂1
��

p // F (1)

ηF(1)

��

// 0

0 // TF ∂0 // T 2F
Tp // TF (1) // 0

Sia x ∈ TF tale che d1x = 0, allora ∂0x = ∂1x e quindi Tp(∂1x) = Tp(∂0x) = 0. Siccome le
frecce verticali sono iniettive ne segue che p(x) = 0 e dunque x = ∂0z = d0z con z ∈ F . �

Lemma 4.5.5. Nelle notazioni precedenti, se esiste un morfismo di fasci µ : TF → F tale
che µ ◦ ηF = IdF , allora il complesso T ∗F è contraibile, ossia esistono dei morfismi di fasci
µn : Tn+1F → TnF , n ≥ 0, tali che

dn−1µn−1 + µndn = IdTnF .

Dimostrazione. Per ogni n ≥ 0 definiamo il morfismo di fasci

µn = Tnµ : Tn+1F → TnF , n ≥ 0.

3Introdotta da Godement [4, II.6.4] con il nome di risoluzione canonica simpliciale: nel rispetto della

terminologia attuale, vedi [26, 8.1.10], è doveroso sostituire simpliciale con semicosimpliciale.
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Dato che Tnη = ∂0, vale µn∂0 = Tn Id = Id: Tn → Tn per ogni n ≥ 0. Siccome η è una
trasformazione naturale, per ogni i ≥ 0 si ha un diagramma commutativo

(4.1) T i+1F

η

��

µi // T iF

η

��
T i+2F

µi+1 // T i+1F
Dunque se 0 ≤ i ≤ n, applicando il funtore Tn−i a (4.1) si ottiene

Tn+1F

∂i+1

��

µn // TnF

∂i
��

Tn+2F
µn+1 // Tn+1F

che equivale a
∂iµn = µn+1∂i+1 : Tn+1 → Tn+1.

Riepilogando, per ogni n ≥ 0 si ha

µn∂0 = Id, e µn∂i = ∂i−1µn−1, ∀ 0 < i ≤ n .
Da cui segue che µ0d0 = IdF , mentre per ogni n > 0 vale

µndn + dn−1µn−1 : TnF → TnF

µndn + dn−1µn−1 =

n∑
i=0

(−1)iµn∂i +

n−1∑
j=0

(−1)j∂jµn−1

=

n∑
i=0

(−1)iµn∂i +

n∑
i=1

(−1)i−1∂i−1µn−1 = µn∂0 = Id .

Abbiamo quindi dimostrato che il complesso è contraibile. �

Lemma 4.5.6. Esiste una trasformazione naturale µ : T 2 → T tale che µ∂0 = µ∂1 =
Id: T → T . In particolare, ogni fascio del tipo TG soddisfa le ipotesi del Lemma 4.5.5.

Dimostrazione. Per ogni fascio F ed ogni punto x ∈ X abbiamo visto che esiste una
retrazione naturale

Fx
η−→ (TF)x

r−→ Fx
dove r è indotto dalle proiezioni sull x-factor

x ∈ U, TF(U) =
∏
y∈U
Fy

proiezione−−−−−−−→ Fx .

Definiamo µF : T 2F → TF , dove per ogni aperto U

µF : T 2F(U) =
∏
x∈U

(TF)x → TF(U) =
∏
x∈U
Fx

è indotto dalle retrazioni r. Il fatto che le retrazioni r commutano con i morfismi di fasci è
chiaro, e quindi che µ è una trasformazione naturale.

Rimane da dimostrare che per ogni fascio F le due composizioni

TF ηTF−−−→ T 2F µF−−→ TF , TF TηF−−−→ T 2F µF−−→ TF ,
sono l’identità.

Per quanto riguarda la prima, siano U un aperto e

s = {hx ∈ Fx | x ∈ U} ∈ TF(U)

una sezione. Allora
η(s) = {sx ∈ (TF)x | x ∈ U} ∈ T 2F(U)

a dato che per definizione r(sx) = hx per ogni x ∈ U ne consegue µηTF = Id.
La seconda composizione è ancora più evidente in quanto, su ciascun aperto U è il prodotto

delle retrazioni
Fx

η−→ (TF)x
r−→ Fx, x ∈ U.

�
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Lemma 4.5.7. Per ogni fascio F il complesso T ∗F è aciclico.

Dimostrazione. Indichiamo con H∗(F) i fasci di coomologia del complesso T ∗F e di-
mostriamo per induzione su n che Hn(F) = 0 per ogni fascio F . I casi n = 0, 1 sono dimostrati
nel Lemma 4.5.4, mentre per i Lemmi 4.5.6 e 4.5.5 si ha Hn(C0F) = 0 per ogni n ed ogni
fascio F

La solita successione esatta corta

0→ F η−→ C0F p−→ F (1) → 0

dà una successione esatta corta di complessi

0→ T ∗F ηF−−→ T ∗(C0F)
p−→ T ∗F (1) → 0

e quindi una successione esatta lunga di coomologia dalla quale si estraggono le successioni
esatte

Hn(F (1))→ Hn+1(F)→ Hn+1(C0F), ∀ n > 0.

La dimostrazione del passo induttivo è chiara. �

Siccome la risoluzione cosimpliciale canonica è una risoluzione fiacca di F , possiamo usarla
per calcolare la coomologia di F :

Hn(X,F) =
Ker dn : TnF(X)→ Tn+1F(X)

dn−1(Tn−1F(X))
.

Osservazione 4.5.8. Ripartendo da 0, si può definire la coomologia usando la risoluzione
cosimpliciale canonica e ridimostrare tutte le principali proprietà in maniera analoga.

Anche se dal lato pratico la cosa non cambia, questo nuovo approccio è migliore dal punto
di vista concettuale in quanto il tutto segue dalle proprietà formali dalla tripla (T, η, µ) e può
essere considerato come un caso particolare di una teoria coomologica più generale.

Le terne (T, η, µ) (funtore+due trasformazioni naturali) che soddisfano alcuni assiomi
modellati sui lemmi precedenti si chiamano triple oppure monadi e, cosa curiosa, hanno
recentemente trovato importanti applicazioni in informatica e nell’analisi del software.

4.6. La successione esatta di Mayer-Vietoris

L’uso delle risoluzioni fiacche permette di dimostrare agevolmente la successione esatta
di Mayer-Vietoris in coomologia dei fasci.

Lemma 4.6.1. Sia F un fascio su spazio topologico X e siano U, V ⊂ X aperti. Si ha una
successione esatta

0→ F(U ∪ V )
i−→ F(U)⊕F(V )

p−→ F(U ∩ V ), i(s) = (s|U , s|V ), p(r, t) = rU∩V − tU∩V .
Se F è fiacco, allora p è surgettiva.

Dimostrazione. (F3) implica i iniettiva; ovvio che pi = 0 e (F4) implica che l’immagine
di i contiene nucleo di p. Se F è fiacco entrambe le restrizioni F(U)→ F(U ∩ V ) e F(V )→
F(U ∩ V ) sono surgettive e a maggior ragione anche p è surgettivo. �

Per semplicità notazionale, per ogni intero n denotiamo Hn(U,F) = Hn(U,F|U ).

Lemma 4.6.2. Siano U ⊂ X aperto e

0→ F → E0 → E1 → E2 → · · ·
una risoluzione fiacca di un fascio F su X. Allora il complesso di gruppi abeliani

E0(U)→ E1(U)→ E2(U)→ · · ·
calcola i gruppi di coomologia H∗(U,F).

Dimostrazione. La restrizione ad U preserva esattezza e fiacchezza, quindi

0→ F|U → E0
|U → E

1
|U → E

2
|U → · · ·

è ancora una risoluzione fiacca. Per il teorema di de Rham astratto il complesso

E0
|U (U)→ E1

|U (U)→ E2
|U (U)→ · · ·

calcola la coomologia di F|U : per finire basta notare che En|U (U) = En(U) per ogni n. �
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Teorema 4.6.3 (Mayer-Vietoris). Sia F un fascio su X. Per ogni coppia di aperti U, V ⊂
X si ha successione esatta lunga

0→ H0(U ∪ V,F) −−→ H0(U,F)⊕H0(V,F) −−→ H0(U ∩ V,F) −−→ H1(U ∪ V,F) −−→ · · ·

· · · −→ Hn(U ∪V,F) −−→ Hn(U,F)⊕Hn(V,F) −−→ Hn(U ∩V,F) −→ Hn+1(U ∪V,F) −−→ · · · .

Dimostrazione. Sia
0→ F → E0 → E1 → E2 → · · ·

una risoluzione fiacca. Per il Lemma 4.6.1 si hanno delle successione esatte corte di gruppi
abeliani

0→ En(U ∪ V )
i−→ En(U)⊕ En(V )

p−→ En(U ∩ V )→ 0, n ≥ 0,

che vuol dire una successione esatta corta di complessi

0→ E∗(U ∪ V )
i−→ E∗(U)⊕ E∗(V )

p−→ E∗(U ∩ V )→ 0,

e la tesi segue dal Lemma 4.6.2 e dalla successione esatta lunga di coomologia. �

4.7. Coomologia di Čech per ricoprimenti

Iniziamo adesso un viaggio in tre tappe che ci permetterà di rendere calcolabile in alcuni
casi concreti la coomologia dei fasci. Le tre tappe saranno:

(1) coomologia di Čech per ricoprimenti;
(2) teorema di Leray dei ricoprimenti aciclici;
(3) riduzione alle cocatene alternanti e/o ordinate.

Sia U = (Uα)α∈I un ricoprimento aperto di X. Per una questione di semplicità di
notazione, indicheremo

Uα0α1···αq = Uα0 ∩ Uα1 ∩ · · · ∩ Uαq .
Il gruppo Cq(U ,F) delle q-cocatene di Čech sul ricoprimento U a valori nel fascio F è

per definizione

Cq(U ,F) =
∏

(α0,...,αq)∈Iq+1

F(Uα0α1...αq ), q ≥ 0 .

In altri termini una q-cocatena è una famiglia di sezioni c = (cα0α1...αq ), con ciascun

cα0α1...αq ∈ F(Uα0α1···αq )

al variare di α0, . . . , αq ∈ I. La struttura di gruppo su Cq(U ,F) è quella ovvia dedotta dalla
legge di addizione sulle sezioni di F .

Il differenziale di Čech δ : Cq(U ,F)→ Cq+1(U ,F) è definito dalla formula

(δc)α0...αq+1
=

q+1∑
j=0

(−1)jcα0...α̂j ...αq+1
|Uα0···αq+1

.(4.2)

In grado 0, se c = {cα} ∈ C0(U ,F) =
∏
α∈I F(Uα), allora δc ∈ C1(U ,F) =

∏
α,β∈I F(Uαβ),

dove per ogni coppia α, β ∈ I si ha

(δc)αβ = cβ |Uαβ − cα|Uαβ .(4.3)

In grado 1, se c = {cαβ} ∈ C1(U ,F) =
∏
α,β∈I F(Uαβ) si ha δc = {(δc)αβγ}, con

(δc)αβγ = cβγ |Uαβγ − cαγ |Uαβγ + cαβ |Uαβγ .(4.4)

Per semplificare le notazioni è pratica usuale sottintendere l’operazione di restrizione e
scrivere (4.2) nella forma semplificata:

(δc)α0···αq+1
=

q+1∑
j=0

(−1)jcα0···α̂j ···αq+1
.(4.5)

L’applicazione δ è un omomorfismo di gruppi (qui è fondamentale che i gruppi siano
abeliani) ed il nome differenziale è motivato dal seguente lemma.
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Lemma 4.7.1. Nelle notazioni precedenti δ2 = δ ◦ δ = 0.

Dimostrazione. Data una q-cocatena c ∈ Cq(U ,F), per ogni α0, . . . , αq+2 ∈ I si ha

(δ2c)α0···αq+2
=

q+2∑
j=0

(−1)j(δc)α0···α̂j ···αq+2

=

q+2∑
j=0

j−1∑
i=0

(−1)i+jcα0···α̂i···α̂j ···αq+2
+

q+2∑
j=0

q+2∑
i=j+1

(−1)i+j−1cα0···α̂j ···α̂i···αq+2
.

Scambiando i e j in una delle due sommatorie si vede facilmente che tutti i termini si cancellano
a coppie. �

Otteniamo cos̀ı un complesso di cocatene (C•(U ,F), δ), chiamato il complesso delle
cocatene di Čech del fascio F sul ricoprimento U . Alla solita maniera si definiscono i cocicli
Zq(U ,F) ed i cobordi Bq(U ,F).

Definizione 4.7.2. Il q-esimo gruppo di coomologia di Čech di F relativo ad U è

Hq(U ,F) := Hq(C•(U ,F)) =
Zq(U ,F)

Bq(U ,F)
.

Lemma 4.7.3. Nelle notazioni precedenti

H0(U ,F) = F(X) = H0(X,F) .

Dimostrazione. Per definizione H0(U ,F) è il gruppo degli 0 cocicli, ossia delle famiglie
di sezioni cα ∈ Fα tali che cβ |Uαβ − cα|Uαβ = 0 che per le proprietà F3 ed F4 corrispon-
dono esattamente alle sezioni globali. Si noti che il lemma è equivalente all’esattezza della
successione

0→ F(X)
ε−→ C0(U ,F)

δ−→ C1(U ,F), (εc)α = c|Uα .

�

Lemma 4.7.4. Sia U = (Uα)α∈I un ricoprimento aperto di X tale che U0 = X per un
indice 0 ∈ I. Allora Hn(U ,F) = 0 per ogni fascio F su X ed ogni n > 0.

Dimostrazione. Sia c ∈ Cn(U ,F), n > 0, un cociclo: in particolare per ogni α0, . . . , αn ∈
I si ha

0 = (δc)0α0···αn = cα0···αn −
n∑
j=0

(−1)jc0α0···α̂j ···αn ∈ F(Uα0···αn) = F(U0α0···αn)

e basta definire
b ∈ Cn−1(U ,F), bβ1···βn = c0β1···βn ,

affinché δb = c. La definizione di b è ben posta in quanto per ipotesi U0 = X. �

Attenzione In generale per i gruppi di coomologia relativi a ricoprimenti non vale la
successione esatta lunga di coomologia associata ad una successione esatta di fasci. Data una
successione esatta di fasci 0 → F → G → H → 0 ed un ricoprimento aperto U , in generale
non esiste alcuna successione esatta

0→ H0(U ,F)→ H0(U ,G)→ H0(U ,H)→ H1(U ,F) :

per convincersi di ciò basta applicare le precedenti osservazioni al ricoprimento formato dal
solo aperto X.

Per poter applicare i risultati della Sezione 4.4 alla coomologia di Čech è utile poter
considerare il complesso delle cocatene di Čech come sezioni globali di una risoluzione del
fascio.

Si fissi un ricoprimento aperto U = {Ui}i∈I di X. Dato un aperto U ⊂ X si ponga

U ∩ U = {Ui ∩ U}i∈I ,
ottenendo in questo modo un ricoprimento aperto di U . Si consideri ora per ogni n ∈ N il
fascio di gruppi abeliani Cn(U ,F) che associa ad ogni aperto U ⊂ X, le n-cocatene di Čech
di F relative al ricoprimento U ∩ U :

Cn(U ,F)(U) = Cn(U ∩ U,F|U ) =
∏

i0,...,in

F(U ∩ Ui0···in) .
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I morfismi di restrizione sono ereditati dai morfismi di restrizione di F . Per definizione,
le sezioni globali Cn(U ,F)(X) di Cn(U ,F) sono esattamente le n-cocatene di Čech Cn(U ,F)
di F relative al ricoprimento U . La medesima formula del differenziale di Čech definisce dei
morfismi di fasci δ : Cn(U ,F)→ Cn+1(U ,F) tali che δ2 = 0.

Esiste un morfismo di fasci canonico

j : F → C0(U ,F)

definito al modo seguente: per ogni aperto U , l’omomorfismo di gruppi

jU : F(U)→ C0(U ,F)(U) =
∏
i

F(U ∩ Ui)

ha come componenti i morfismi di restrizione: jU (s) = {s|U∩Ui}, i ∈ I.

Proposizione 4.7.5. La successione di fasci

0→ F j−→ C0(U ,F)
δ−→ C1(U ,F)

δ−→ C2(U ,F)→ · · ·

è esatta e quindi una risoluzione di F , detta risoluzione di Čech.

Dimostrazione. L’esattezza in C0(U ,F) livello di j è immediata dagli assiomi di fascio,
o se preferite dal Lemma 4.7.3.

Siano adesso n > 0, x ∈ X e fx ∈ Cn(U ,F)x un germe di cocatena annullato da δ.
Sia fx rappresentato da una n-cocatena f ∈ Cn(U∩U,F|U ), per qualche U intorno aperto

di x; siccome δfx = 0, a meno di restringere U possiamo supporre senza perdita di generalità
che δ ∈ Zn(U ∩ U,F|U ) e U ⊂ U0 per qualche 0 ∈ I. Ma per il Lemma 4.7.4 il complesso
C∗(U ∩U,F|U ) non ha coomologia in gradi positivi. Dunque f è un cobordo in C∗(U ∩U,F|U )
ed a maggior ragione fx è un cobordo. �

Corollario 4.7.6. Siano U = {Ui}, i ∈ I, un ricoprimento aperto di X e F un fascio
fiacco su X. Allora

Hn(U ,F) = 0 per ogni n > 0 .

Dimostrazione. Per ogni i0, . . . , in ∈ I il fascio

U 7→ F(U ∩ Ui0···in)

è fiacco e quindi la risoluzione di Čech

0→ F j−→ C0(U ,F)
δ−→ C1(U ,F)

δ−→ C2(U ,F)→ · · ·
è una risoluzione fiacca di F . Per de Rham vale

Hn(U ,F) = Hn(X,F) ∀n.
Per concludere basta ricordare che ogni fascio fiacco è aciclico aciclico.

�

Il Teorema 4.4.1 applicato alla risoluzione di Čech implica che esistono dei morfismi
naturali αn : Hn(U ,F)→ Hn(X,F), con α0 un isomorfismo e α1 iniettivo.

4.8. Cocatene di Čech alternanti ed ordinate

Se F è un fascio su X e U = (Uα)α∈I un ricoprimento aperto di X, denotiamo con
Cqa(U ,F) ⊂ Cq(U ,F) il sottogruppo delle q-cocatene di Čech alternanti, definito come il
sottogruppo delle cocatene di Čech c = {cα0...αq} tali che

(1) cα0...αq = 0 se αi = αj per qualche i 6= j;

(2) cασ(0)...ασ(q) = (−1)σcα0...αq per ogni permutazione σ di {0, . . . , q} di segnatura

(−1)σ.

Osservazione 4.8.1. Il gruppo delle permutazioni è generato dalle trasposizioni di ele-
menti adiacenti. Dunque una cocatena c è alternante se per ogni indice i vale:

c···αiαi··· = 0, c···αiαi+1··· = −c···αi+1αi··· .

Se il ricoprimento U contiene n aperti non vuoti, allora Cqa(U ,F) = 0 per ogni q ≥ n.
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È facile verificare che le cocatene alternanti sono preservate dal differenziale di Čech, nel
senso che se c ∈ Cqa(U ,F) allora

(δc)α0···αq+1
=

q+1∑
j=0

(−1)jcα0···α̂j ···αq+1

è ancora alternante. Ad esempio se α0 = α1 si ha

(δc)α0α0···αq+1 = cα0···αq+1 − cα0···αq+1 +
∑
i>0

±cα0α0···α̂i···

ed i primi due addendi si cancellano a vicenda, gli altri sono nulli perché c alternante.
In altri termini, le cocatene alternanti definiscono un sottocomplesso

C∗a(U ,F) ⊂ C∗(U ,F) .

Supponiamo adesso che l’insieme degli indici I sia dotato di un ordinamento totale ≤:
sappiamo, per il lemma di Zorn, che ogni insieme possiede ordinamenti totali. Allora ogni
q-cocatena alternante c è univocamente determinata dai valori cα0···αq per α0 < · · · < αq e
risulta utile definire le q-cocatene ordinate come gli elementi del gruppo

Cq<(U ,F) =
∏

α0<···<αq

F(Uα0···αq ) .

È immediato osservare che la medesima formula del differenziale di Čech δ ha senso anche
per le cocatene ordinate

δ : Cq<(U ,F)→ Cq+1
< (U ,F)

e che se denotiamo con p : Cq(U ,F)→ Cq<(U ,F) la proiezione sulle componenti indicizzate da
successioni strettamente monotone di indici, allora p : C∗(U ,F) → C∗<(U ,F) è un morfismo
di complessi (pδ = δp).

Quindi il complesso C∗<(U ,F) è un quoziente di C∗(U ,F): non va dimenticato che per
definire C∗< abbiamo avuto bisogno di aggiungere un elemento estraneo al dato iniziale e non
univocamente definito.

Abbiamo già osservato che la composizione dei due morfismi di complessi

C∗a(U ,F) ↪→ C∗(U ,F)
p−→ C∗<(U ,F)

è un isomorfismo, e lo stesso vale passando ai rispettivi gruppi di coomologia

(4.6) H∗a(U ,F)

'
77

� � // H∗(U ,F)
p // H∗<(U ,F) .

Abbiamo quindi dimostrato in particolare che per ogni fascio F ed ogni ricoprimento
aperto U = {Uα}, α ∈ I:

(1) il morfismo H∗a(U ,F) ↪→ H∗(U ,F) è iniettivo.

(2) per ogni ordinamento totale sugli indici il morfismo H∗(U ,F)
p−→ H∗<(U ,F) è sur-

gettivo.
(3) se F è fiacco, allora H∗<(U ,F) = H∗a(U ,F) = 0.

Allerta spoiler 4.8.2. Nelle prossime sezioni dimostreremo che tutti i morfismi in (4.6)
sono isomorfismi, ossia che

H∗a(U ,F) ' H∗(U ,F) ' H∗<(U ,F)

ed a quel punto le notazioni provvisorie H∗a , H
∗
< cesseranno di esistere e rimarrà in servizio

solamente H∗(U ,F). La dimostrazione è abbastanza tecnica e laboriosa ed è didatticamente
utile dare prima alcune semplici dimostrazioni di tale risultato in alcuni casi particolari, e
tuttavia sufficienti in molte applicazioni geometriche. Molti autori, e.g. [9, 15], definiscono
la coomologia di Čech usando direttamente le cocatene alternanti mentre noi siamo rimasti
fedeli alla definizione classica di [3, 20].

Proposizione 4.8.3. Siano F un fascio su X, e U ricoprimento aperto di X. Allora

(4.7) Hn
a (U ,F) ' Hn(U ,F) ' Hn

<(U ,F)

per n = 0 ed n = 1.
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Dimostrazione. Per dimostrare gli isomorfismi (4.7) è sufficiente dimostrare che l’omo-

morfismo Hn(U ,F)
p−→ Hn

<(U ,F) è iniettivo. Siccome Cn−1(U ,F)
p−→ Cn−1

< (U ,F) è surgettiva,

anche Bn(U ,F)
p−→ Bn<(U ,F) è surgettiva e quindi l’iniettività di Hn(U ,F)

p−→ Hn
<(U ,F) è

del tutto equivalente alla condizione

Ker p ∩ Zn(U ,F) ⊂ Bn(U ,F),

che adesso andremo a verificare per n = 0, 1.

Per n = 0, siccome C0(U ,F)
p−→ C0

<(U ,F) bigettiva si ha Ker p = 0.
Per n = 1, sia c ∈ Z1(U ,F); per ogni α si ha

0 = (δc)ααα = cαα − cαα + cαα = cαα

e dunque, per ogni α, β:

cαβ + cβα = cαβ + cβα − cββ = (δc)βαβ = 0

Dunque ogni 1-cociclo è alternante di per sé, ossia Z1(U ,F) ⊂ C1
a(U ,F) e quindi Ker p ∩

Z1(U ,F) = 0. �

Teorema 4.8.4 (Leray). Siano F un fascio su X, e U = {Ui}, i ∈ I, un ricoprimento
aperto di X. Si assuma che per un intero fissato n ≥ 0 si abbia:

Hj(Ui0···iq ,F) = 0 per ogni 0 < j ≤ n, 0 ≤ q ≤ n− j, i0, . . . , iq ∈ I .
Allora

Hp
a(U ,F) = Hp(U ,F) = Hp(X,F) per ogni p = 0, . . . , n .

Dimostrazione. Induzione su n, con il caso n = 0 già dimostrato. Se n > 0 fissato;
per l’ipotesi induttiva Hp

a(U ,F) = Hp(U ,F) = Hp(X,F) per ogni p < n e basta quindi
dimostrare che Hn

a (U ,F) = Hn(U ,F) = Hn(X,F).
Prendiamo una successione esatta corta di fasci 0→ F → G → H → 0 con G fiacco.
Se q < n− 1 allora per ogni 0 < j ≤ n− q − 1 si ha una successione esatta

0 = Hj(Ui0···iq ,G)→ Hj(Ui0···iq ,H)→ Hj+1(Ui0···iq ,F) = 0

e quindi il fascio H soddisfa le ipotesi del teorema per n− 1, da cui per induzione

Hp
a(U ,H) = Hp(U ,H) = Hp(X,H) per ogni p = 0, . . . , n− 1 .

Inoltre Hn(X,G) = 0 ed abbiamo una successione esatta

Hn−1(X,G)→ Hn−1(X,H)→ Hn(X,F)→ 0 .

Dati i0, . . . , iq ∈ I si ha una successione esatta

0→ F|Ui0···iq → G|Ui0···iq → H|Ui0···iq → 0.

Se q < n allora H1(Ui0···iq ,F) = 0 per ipotesi, e si ha una successione esatta

(4.8) 0→ F(Ui0···iq )→ G(Ui0···iq )→ H(Ui0···iq )→ 0, q < n ,

mentre se q ≥ n si ha solamente l’esattezza a sinistra:

(4.9) 0→ F(Ui0···iq )→ G(Ui0···iq )→ H(Ui0···iq ), q ≥ n .
Il prodotto di tutte le successioni esatte (4.8) ed (4.9) al variare di tutte le successioni

finite in I dà una successioni esatte di complessi di cocatene Čech:

(4.10) 0→ C∗(U ,F)→ C∗(U ,G)
β−→ C∗(U ,H),

con β surgettivo in grado < n.
Fissato un ordinamento totale su I, possiamo fare i prodotti di (4.8) ed (4.9) al variare

di tutte le successioni finite e strettamente crescenti in I ed ottenere una successione esatta
di complessi

0→ C∗<(U ,F)→ C∗<(U ,G)
γ−→ C∗<(U ,H),

con γ surgettivo in grado < n.
Da questo momento occorre dimostrare separatamente gli isomorfismiHn(U ,F) = Hn(X,F)

e Hn
<(U ,F) = Hn(X,F): le dimostrazioni sono del tutto simili e ne mostriamo qui solamente

la prima.
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Espandendo nei gradi n− 2, n− 1, n la successione esatta (4.10) si ottiene un diagramma
commutativo con le righe esatte

0 // Cn−2(U ,F)

δ

��

// Cn−2(U ,G)

δ

��

// Cn−2(U ,H)

δ

��

// 0

0 // Cn−1(U ,F)

δ

��

// Cn−1(U ,G)

δ

��

// Cn−1(U ,H)

δ

��

// 0

0 // Zn(U ,F) // Zn(U ,G) // Zn(U ,H)

che per il lemma del serpente ne induce un altro

Cn−1(U ,F)

Bn−1(U ,F)

δ

��

// C
n−1(U ,G)

Bn−1(U ,G)

δ

��

// C
n−1(U ,H)

Bn−1(U ,H)

δ

��

// 0

0 // Zn(U ,F) // Zn(U ,G) // Zn(U ,H)

sempre con le righe esatte. Di nuovo per il lemma del serpente, e per il fatto che Hn(U ,G) = 0
otteniamo una successione esatta

Hn−1(U ,G)→ Hn−1(U ,H)→ Hn(U ,F)→ 0 .

Quindi, siccome Hi(X,G) = Hi(U ,G) per ogni i, separando il caso n = 1 dal caso n > 1 si
ricava

H1(X,F) = Coker(H0(X,G)→ H0(X,H)), H1(U ,F) = Coker(H0(U ,G)→ H0(U ,H))

n > 1, Hn(X,F) = Hn−1(X,H), Hn(U ,F) = Hn−1(U ,H),

e basta adesso applicare ipotesi induttiva

H0(U ,G) = H0(X,G), Hi(U ,H) = Hi(X,H) 0 ≤ i ≤ n− 1 .

�

Definizione 4.8.5. Siano F un fascio su X e U = {Ui}, i ∈ I, un ricoprimento aperto.
Diremo che U è un ricoprimento aciclico (o di Leray) per F se

Hj(Ui0···iq ,F) = 0 per ogni j > 0, q ≥ 0, i0, . . . , iq ∈ I .

Corollario 4.8.6 (teorema dei ricoprimenti aciclici di Leray). Siano F un fascio su X
e U = {Ui}, i ∈ I, un ricoprimento aperto di X aciclico per F . Allora

Hn
a (U ,F) = Hn(U ,F) = Hn(X,F).

Dimostrazione. Immediata conseguenza del Teorema 4.8.4. �

4.9. Omotopia di complessi e morfismi di raffinamento

In prospettiva della dimostrazione, nella prossima sezione, degli isomorfismi

Hn
a (U ,F) = Hn(U ,F) = Hn

<(U ,F)

nella loro piena generalità, richiamiamo la nozione di omotopia in algebra omologica.
Chiameremo, genericamente, complesso di cocatene un complesso di gruppi abeliani

· · · → Gi
d−→ Gi+1 d−→ Gi+2 d−→ · · ·

indicizzati in apice dagli interi e con il differenziale di grado 1, ossia che aumenta gli indici di
1.

Un complesso di cocatene si dice aciclico se è una successione esatta, ossia se tutti i gruppi
di coomologia nulli.
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Osservazione 4.9.1. Per definizione, un fascio F su X è aciclico se e solo se il complesso

0→ F(X)→ C0F(X)→ C1F(X)→ C2F(X)→ C3F(X)→ · · ·
è aciclico.

Definizione 4.9.2. Una omotopia di complessi di cocatene, scritta h : C → D[−1], è
il dato di due complessi di cocatene C,D e di una successione h = {hn} di omomorfismi di
gruppi

hn : Cn → Dn−1 ,

(non si richiede alcuna regola di commutazione con i differenziali).

Definizione 4.9.3. Una contrazione di un complesso di cocatene C è una omotopia
h : C → C[−1] tale che dh+ hd = Id: con ciò intendiamo che per ogni n vale

dhn + hn+1d = Id: Cn → Cn .

Un complesso che possiede una contrazione si dice contraibile.

Lemma 4.9.4. Ogni complesso contraibile è aciclico, ossia con coomolgia nulla.

Dimostrazione. Sia C un complesso che possiede una contrazione h : C → C[−1] e sia
x ∈ Zn(C). Allora, siccome d(x) = 0 a maggior ragione hd(x) = 0 e quindi

x = Id(x) = dh(x) + hd(x) = dh(x) ∈ Bn(C) .

�

È generalmente falso che i complessi aciclici sono contraibili: ad esempio il complesso

0→ Z ·2−−→ Z d−→ Z/(2)→ 0

è aciclico ma non è contraibile. Infatti ogni elemento di Z/(2) ha ordine finito, mentre Z non
ha elementi di ordine finito diversi da 0, da cui segue che l’unico omomorfismo h : Z/(2)→ Z
è quello nullo. In particolare non esiste alcun omomorfismo h : Z/(2) → Z tale che dh sia
l’identità.

Definizione 4.9.5. Due morfismi di complessi f, g : (C, d) → (D, δ) si dicono omotopi
se esiste una omotopia h : C → D[−1] tale che

f − g = δh+ hd ⇐⇒ fn − gn = δn−1hn + hn+1dn ∀ n .

· · · // Cn−1

f−g
��

d // Cn

h

{{
f−g
��

d // Cn+1

h

{{
f
��

// · · ·

. . . // Dn−1 δ // Dn δ // Dn+1 // · · ·

In particolare un complesso C è contraibile se e solo se IdC è omotopa all’applicazione
nulla.

Osservazione 4.9.6. L’omotopia sopra definita è una relazione di equivalenza e per
indicare che f ,g sono omotope scriveremo f ∼ g. Infatti, prendendo h = 0 si ottiene f ∼ f ; se
f − g = δh+hd allora ponendo kn = −hn per ogni n si ha g−f = δk+kd; se f − g = δh+hd
e g − l = δk + kd, allora f − l = δ(h+ k) + (h+ k)d.

Lemma 4.9.7. Due morfismi di complessi f, g : C → D omotopi inducono gli stessi
morfismi in coomologia: se f ∼ g, allora f = g : Hn(C)→ Hn(D) per ogni n.

Dimostrazione. Bisogna dimostrare che se f ∼ g e x ∈ Zn(C), allora f(x) − g(x) ∈
Bn(D). Siccome dx = 0 si ha

f(x)− g(x) = δh(x) + hd(x) = δh(x) ∈ δ(Dn−1) = Bn(D) .

�

Definizione 4.9.8. Un morfismo di complessi f : C → D si dice un’equivalenza omo-
topica se esiste un morfismo di complessi g : D → C tale che la composizione gf : C → C è
omotopa all’identità IdC e fg : D → D è omotopa all’identità IdD:

C omotopo a D ⇐⇒ ∃ f, g, fg ∼ IdD, gf ∼ IdC .
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Lemma 4.9.9. Le equivalenze omotopiche sono quasi-isomorfismi.

Dimostrazione. Sia f : C → D un’equivalenza omotopica. Per definizione esiste un
morfismo di complessi g : D → C tale che gf ∼ IdC e fg ∼ IdD. Per ogni n abbiamo un
diagramma commutativo

Hn(C)

gf

��

f // Hn(D)

fg

��

g

zz
Hn(C)

f // Hn(D)

e per il Lemma 4.9.7 le due frecce verticali sono le identità. Dunque f e g sono uno l’inverso
dell’altro. �

Un utile risultato che useremo spesso nel seguito è:

Corollario 4.9.10. Siano C un complesso di cocatene e D ⊂ C un sottocomplesso. Se
esiste una omotopia h : C → C[−1] tale che:

(1) h(D) ⊂ D;

(2) (dh+ hd)x = x per ogni x ∈ D;

allora la proiezione C → C/D è una equivalenza omotopica e quindi induce un isomorfismo
in coomologia: Hn(C) = Hn(C/D) per ogni n.

Dimostrazione. Sia p : C → C/D la proiezione. Osserviamo che siccome h(D) ⊂ D,
l’omotopia h fattorizza al quoziente h : C/D → C/D[−1], ph = hp. Il morfismo

f = IdC −dh− hd : C → C

è un morfismo di complessi: infatti, siccome d2 = 0 si ha

df = d(Id−dh− hd) = d− d2h− dhd = d− dhd

= d− dhd− hd2 − d = (Id−dh− hd)d = fd .

Per ipotesi f(D) = 0 e quindi f = gp per un opportuno morfismo di complessi g : C/D → C.
Dall’uguaglianza

pf = p(Id−dh− hd) = (Id−hd− dh)p

e dalla surgettività di p segue che pg = Id−hd − dh, mentre dall’uguaglianza gp = f se-
gue IdC −gp = dh + hd. Abbiamo dimostrato che p è un’equivalenza omotopica con inversa
omotopica g. �

Corollario 4.9.11. Sia p : C → E un morfismo surgettivo di complessi di cocatene con
nucleo D = Ker p ⊂ C. Se esiste una omotopia h : C → C[−1] tale che:

(1) h(D) ⊂ D;

(2) (dh+ hd)x = x per ogni x ∈ D;

allora p è una equivalenza omotopica con inversa la fattorizzazione ad E del morfismo Id−dh−
hd : C → C. In particolare p : Hn(C)→ Hn(E) è un isomorfismo per ogni n.

È chiaro che l’isomorfismo in coomologia p : Hn(C)→ Hn(E) del lemma precedente segue
anche dalla successione esatta lunga di coomologia assieme al Lemma 4.9.4.

Come prima applicazione delle precedenti osservazioni mostriamo che i morfismi di raf-
finamento sono ben definiti in coomologia di Čech. Sia V = {Vβ}β∈J un altro ricoprimento
aperto di X più fine di U = {Uα}α∈I . Più fine significa che esiste (almeno) una funzione di
raffinamento ρ : J → I tale che Vβ ⊂ Uρ(β) per ogni β ∈ J .

Scelta una funzione di raffinamento %, per ogni fascio F possiamo definire in maniera
naturale un morfismo di complessi

ρ∗ : C∗(U ,F)→ C∗(V,F)

come

(ρ∗c)β0···βq = cρ(β0)···ρ(βq)|Vβ0···βq ,(4.11)

con la proprietà di commutazione δρ∗ = ρ∗δ di immediata verifica.
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Il problema che si pone è che ρ∗ dipende non solo dai ricoprimenti U ,V ma anche dalla
funzione di raffinamento. Se η : J → I è un’altra funzione di raffinamento in generale ρ∗ 6= η∗.
Per fortuna si ha:

Teorema 4.9.12. Nelle notazioni precedenti i due morfismi di complessi

ρ∗, η∗ : C∗(U ,F)→ C∗(V,F)

sono omotopi e quindi

ρ∗ = η∗ : H∗(U ,F)→ H∗(V,F).

Dimostrazione. Una possibile omotopia esplicita h : C∗(U ,F) → C∗(V,F)[−1] è data
dalle applicazioni

h : Cq(U ,F)→ Cq−1(V,F),

(hc)β0···βq−1
=

q−1∑
j=0

(−1)jcρ(β0)···ρ(βj)η(βj)···η(βq−1)|Vβ0···βq−1
.

Data c ∈ Cq(U ,F) e β0, . . . , βq ∈ J si ha

(hδc)β0···βq =

q∑
j=0

(−1)j(δc)ρ(β0)···ρ(βj)η(βj)···η(βq)

=
∑

0≤i≤j≤q

(−1)i+jc···ρ̂(βi)···ρ(βj)η(βj)···η(βq)
+
∑

0≤j≤i≤q

(−1)i+j+1c···ρ(βj)η(βj)···η̂(βi)···η(βq)
;

(δhc)β0···βq =

q∑
i=0

(−1)i(hc)β0···β̂i···βq

=
∑

0≤j<i≤q

(−1)i+jc···ρ(βj)η(βj)···η̂(βi)···η(βq)
+
∑

0≤i<j≤q

(−1)i+j−1c···ρ̂(βi)···ρ(βj)η(βj)···η(βq)
;

da cui

(δhc+ hδc)β0···βq =

q∑
i=0

cρ(β0)···ρ(βi−1)η(βi)···η(βq) − cρ(β0)···ρ(βi)η(βj+1)···η(βq)

= cη(β0)···η(βq) − cρ(β0)···ρ(βq) .

�

Notiamo che se c è una cocatena alternante, allora ρ∗(c) è alternante, ma hc in generale
non è alternante. Questo è un altro motivo che ci fa preferire le cocatene di Čech originali a
quelle alternanti. Similmente, in caso di ordinamenti totali sugli indici, ρ∗ trasforma cocatene
ordinate in cocatene ordinate se e solo se ρ è strettamente monotona (e quindi iniettiva).

4.10. Cocatene tutte vs. cocatene alternanti

Siano F fascio su X; U = {Uα}, α ∈ I, ricoprimento aperto di X e ≤ ordinamento totale
su I. Abbiamo definito un morfismo surgettivo di complessi

p : C∗(U ,F)→ C∗<(U ,F)

Cn(U ,F) =
∏

α0,...,αn

F(Uα0···αn), Cn<(U ,F) =
∏

α0<···<αn

F(Uα0···αn)

e vogliamo dimostrare:

Teorema 4.10.1. Nelle notazioni precedenti il morfismo di complessi p : C∗(U ,F) →
C∗<(U ,F) induce isomorfismi in coomologia:

p : Hn(U ,F)
'−−→ Hn

<(U ,F), per ogni n .
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La dimostrazione è divisa in lemmi: nel primo imitiamo la costruzione di C∗< per le
successioni non decrescenti di indici definendo, per ogni n:

Cn0 (U ,F) =
∏

α0≤α1≤···≤αn

F(Uα0···αn) .

La solita formula del differenziale di Čech δ definisce un complesso

C∗0 (U ,F) : C0
0 (U ,F)

δ−→ C1
0 (U ,F)

δ−→ C2
0 (U ,F)

δ−→ · · ·

ed il morfismo p si fattorizza come composizione di due proiezioni naturali

p : C∗(U ,F)→ C∗0 (U ,F)
q−→ C∗<(U ,F).

Lemma 4.10.2. Il morfismo surgettivo di complessi C∗0 (U ,F)
q−→ C∗<(U ,F) è una equiva-

lenza omotopica, quindi un isomorfismo in coomologia.

Dimostrazione. Sia D∗ il nucleo di q, ossia

Dn = {c ∈ Cn0 (U ,F) | cα0···αn = 0 ∀α0 < · · · < αn}

e consideriamo l’omotopia

h : Cn+1
0 (U ,F)→ Cn0 (U ,F)

dove per α0 ≤ · · · ≤ αn e c ∈ Cn+1
0 (U ,F) si pone

(hc)α0···αn = 0 se α0 < · · · < αn .

Altrimenti, se 0 ≤ k < n denota il più piccolo intero tale che αk = αk+1 si definisce

(hc)α0···αn = (−1)kcα0···αkαkαk+1···αn .

Ad esempio:

(hc)1234 = 0, (hc)1223 = −c12223, (hc)1133 = c11133 .

È immediato osservare che h(D∗) ⊂ D∗; per il Corollario 4.9.11 basta dimostrare che hδ+ δh
è identità su D∗. Si noti che D0 = 0. Siano c ∈ Dn, n > 0 e α0 ≤ · · · ≤ αn fissati.

Se α0 < · · · < αn vale

(δhc)α0···αn =
∑
i

±(hc)···α̂i··· = 0, (hδc)α0···αn = 0

e quindi

(δh+ hδ)cα0···αn = 0 = cα0···αn .

Altrimenti sia 0 ≤ k < n il più piccolo intero tale che αk = αk+1; siccome (hc)···α̂kαk+1··· =
(hc)···αkα̂k+1··· si ha

(δhc)α0···αn =

n∑
i=0

(−1)i(hc)···α̂i··· =

k−1∑
i=0

(−1)i(hc)···α̂i··· +

n∑
i=k+2

(−1)i(hc)···α̂i···

=

k−1∑
i=0

(−1)i+k−1c···α̂i···αkαk··· +

n∑
i=k+2

(−1)i+k(hc)···αkαk···α̂i··· .

Dato che αk = αk+1 si ha

(−1)kc···α̂kαkαk+1··· + (−1)k+1c···αkα̂kαk+1··· + (−1)k+2c···αkαkα̂k+1··· = (−1)kcα0···αn

e quindi

(hδc)α0···αn = (−1)k(δc)···αkαkαk+1···

= cα0···αn +

k−1∑
i=0

(−1)i+kc···α̂i···αkαk··· +

n∑
i=k+2

(−1)i+k+1(hc)···αkαk···α̂i···.

In conclusione:

(hδ + δh)cα0···αn = cα0···αn .

�
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Estendiamo ora la costruzione precedente ad una serie di complessi C∗k(U ,F), k ∈ N,
ponendo

Cnk (U ,F) =
∏
�

F(Uα0···αn),

� = {α0, . . . , αn ∈ I | α0 ≤ α1 ≤ · · · ≤ αn−k}.UU

La solita formula del differenziale di Čech definisce un complesso

C0
k(U ,F)

δ−→ C1
k(U ,F)

δ−→ C2
k(U ,F)

δ−→ · · ·

e le proiezioni canoniche

qk : C∗k+1(U ,F)→ C∗k(U ,F), q̂k : C∗(U ,F)→ C∗k(U ,F)

sono morfismi di complessi. Siccome Cnk (U ,F) = Cn(U ,F) per ogni k ≥ n, ne segue che qk e
q̂k inducono isomorfismi tra i rispettivi Hn per ogni k > n.

Lemma 4.10.3. Per ogni k ≥ 0 la proiezione qk : C∗k+1(U ,F)→ C∗k(U ,F) è un’equivalenza
omotopica.

Dimostrazione. Sia k ≥ 0 fissato e denotiamo con D∗ ⊂ C∗k+1(U ,F) il nucleo di qk.

Dn = {c ∈
∏

α0,...,αn
α0≤···≤αn−k−1

F(Uα0···αn) | cα0···αn = 0 se αn−k−1 ≤ αn−k}.

Si noti che Dn = 0 se n ≤ k. Definiamo adesso una omotopia h : Cn+1
k+1 (U ,F) → Cnk+1(U ,F),

n ≥ 0, che soddisfa ipotesi del Corollario 4.9.11.
Dati α0, . . . , αn con α0 ≤ · · · ≤ αn−k−1 e c ∈ Cn+1

k+1 (U ,F) si definisce

(hc)α0···αn = 0 se k > n,

mentre se n−k ≥ 0 si inserisce un doppione dell’indice n−k in posizione j nel modo seguente:

(hc)α0···αn = (−1)jcα0···αj−1αn−kαj ···αn−k···

dove 0 ≤ j ≤ n− k è il più piccolo indice tale che αn−k ≤ αj (quindi αj−1 < αn−k se j > 0).
Si noti che se αn−k−1 ≤ αn−k allora

(hc)α0···αn = ±cα0···αn−k−1αn−kαn−k···

che si annulla se c ∈ Dn+1 (i primi n− k + 2 indici sono crescenti). Quindi h(Dn+1) ⊂ Dn

Esempio:

k = 0 : (hc)011 = −c0111, (hc)120 = c0120, (hc)021 = −c0121

k = 1 : (hc)012 = −c0112, (hc)210 = c1210, (hc)221431 = −c2213431

Abbiamo già osservato che h(D∗) ⊂ D∗. Bisogna dimostrare che h è una contrazione su
D∗, ossia che (hδ+ δh)c = c per ogni c ∈ D∗. Sia c ∈ Dp fissato (con p > k) e siano α0, . . . , αp
con α0 ≤ · · · ≤ αp−k−1. Sia 0 ≤ j ≤ p− k più piccolo indice tale che αp−k ≤ αj .

(hδc)α0···αp = (−1)j(δc)α0···αj−1αp−kαj ···αp

=

j−1∑
i=0

(−1)i+jcα0···α̂i···αp−kαj ···αp + cα0···αp +

p−k−1∑
i=j

(−1)i+j+1cα0···αp−kαj ···α̂i···αp

La sommatoria arriva fino a p− k − 1 perché c ∈ Dn e quindi gli addendi di indice i ≥ p− k
si annullano. Inoltre

(δhc)α0···αp =

p∑
i=0

(−1)i(hc)α0···α̂i···αp =

p−k−1∑
i=0

(−1)i(hc)α0···α̂i···αp
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dato che hc ∈ Dp−1 e si annulla quando i primi p− 1− k indici sono ordinati. Adesso

p−k−1∑
i=0

(−1)i(hc)α0···α̂i···αp =

j−1∑
i=0

(−1)i+j−1cα0···α̂i···αp−kαj ···αp+

p−k−1∑
i=j

(−1)i+jcα0···αp−kαj ···α̂i···αp

e facendo le somme si ha che hδ + δh = IdD. �

Dai lemmi precedenti segue per ogni n una successione di isomorfismi

· · ·Hn(C∗k+1(U ,F))
'−→ Hn(C∗k(U ,F)) · · ·Hn(C∗1 (U ,F))

'−→ Hn(C∗0 (U ,F))
'−→ Hn(C∗<(U ,F))

e per concludere basta ricordare che Cn(U ,F) = Cnk (U ,F) per ogni k ≥ n e quindi

Hn(U ,F) = Hn(C∗k(U ,F))

per ogni k > n. Il Teorema 4.10.1 è dimostrato.

4.11. Coomologia ed applicazioni continue

In questa sezione vediamo come si comportano i gruppi di coomologia rispetto ai funtori
immagine diretta ed inversa di fasci.

Data un’applicazione continua f : X → Y , nella Sezione 3.7 Risulta quindi ben definito
un funtore immagine diretta

f∗ : Shv(X)→ Shv(Y )

ponendo, per ogni fascio F su X ed ogni aperto V ⊂ Y f∗F(V ) = F(f−1(U)). È dunque
immediato osservare che se F è un fascio fiacco su X, allora f∗F è fiacco su Y . Purtroppo,
siccome f∗ non è in generale un funtore esatto, in generale non trasforma risoluzioni fiacche
in risoluzioni fiacche. Come nel Lemma 3.7.3 si ha una eccezione per le immersioni chiuse.

Proposizione 4.11.1. Sia i : D ↪→ X una immersione chiusa. Allora per ogni fascio F
su D e per ogni intero n ≥ 0 si ha

Hn(D,F) = Hn(X, i∗F) .

Dimostrazione. Sia 0 → F −→ E0 d−→ E1 d−→ · · · una risoluzione fiacca di F su D, ad
esempio la risoluzione canonica. Siccome i è una immersione chiusa, come conseguenza del
Lemma 3.7.3 la successione

0→ i∗F −→ i∗E0 d−→ i∗E1 d−→ · · ·
è ancora esatta ed i fasci i∗En sono fiacchi. Per concludere basta osservare che

Γ(X, i∗En) = Γ(D, En)

per ogni n ed applicare il teorema di de Rham delle risoluzioni acicliche. �

Quando guardiamo al funtore immagine inversa la situazione diventa in un certo senso
speculare. Infatti, mentre f∗ preserva sezioni globali e fiacchezza ma non spighe ed esattezza;
viceversa il funtore f−1 preserva spighe ed esattezza ma non fiacchezza e sezioni globali.

Se F è un fascio su Y , applicando il funtore esatto f−1 alla risoluzione canonica di F
otteniamo una successione esatta di fasci su X

0→ f−1F i−→ f−1C0F d−→ f−1C1F d−→ f−1C2F d−→ · · ·
ossia una risoluzione di f−1F , che però non è in generale la risoluzione canonica, e nemmeno
aciclica.

Tuttavia, e fortunatamente, vale:

Teorema 4.11.2. Siano f : X → Y continua, F un fascio su Y e G fascio su X. Allora
ogni morfismo α : f−1F → G si estende in maniera canonica ad un morfismo di risoluzioni

0 // f−1F i //

α

��

f−1C0F d0 //

��

f−1C1F d1 //

��

f−1C2F d2 //

��

· · ·

0 // G i // C0G d0 // C1G d1 // C2G d2 // · · ·
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Dimostrazione. Per il Lemma 3.7.13 il morfismo α si estende naturalmente ad un
diagramma commutativo naturale con righe esatte

0 // f−1F //

α

��

f−1C0F

��
0 // G // C0G

che, ricordando la costruzione ricorsiva della risoluzione canonica, si estende ad un morfismo
di successioni esatte corte

0 // f−1F

α

��

// f−1C0F

��

// f−1F (1)

��

// 0

0 // G // C0G // G(1) // 0

con la riga superiore esatta in virtù dell’esattezza del funtore f−1. Basta adesso rifare il tutto
per il morfismo verticale più a destra e procedere ricorsivamente. �

Corollario 4.11.3. Siano f : X → Y continua e F un fascio su Y . Allora esiste un
morfismo naturale di risoluzioni

0 // f−1F i // f−1C0F d0 //

α0

��

f−1C1F d1 //

α1

��

f−1C2F d2 //

α2

��

· · ·

0 // f−1F i // C0f−1F d0 // C1f−1F d1 // C2f−1F d2 // · · ·

Il corollario precedente, assieme ai morfismi naturali

f# : Γ(Y,F)→ Γ(X, f−1F)

permette di definire, per ogni applicazione continua f : X → Y ed ogni fascio F su Y , dei
morfismi naturali di gruppi di coomologia

f∗ : Hn(Y,F)→ Hn(X, f−1F) .

Passando alle sezioni globali otteniamo due morfismi di complessi

0 // Γ(Y,F)
d //

f#

��

Γ(Y, C0F)
d //

f#

��

Γ(Y, C1F)
d //

f#

��

Γ(Y, C2F)
d //

f#

��

· · ·

0 // Γ(X, f−1F)
d // Γ(X, f−1C0F)

d //

α0

��

Γ(X, f−1C1F)
d //

α1

��

Γ(X, f−1C2F)
d //

α2

��

· · ·

0 // Γ(X, f−1F)
d // Γ(X, C0f−1F)

d // Γ(X, C1f−1F)
d // Γ(X, C2f−1F)

d // · · ·

la cui composizione induce in coomologia i morfismi desiderati

f∗ : Hn(Y,F)→ Hn(X, f−1F) .

Senza entrare in dettagli abbastanza “boring”, spero che nessuno abbia dubbi sulla fun-
torialità di tale construzione, ossia che per ogni coppia di applicazioni continue f : X → Y ,
g : Z → X, ogni n ed ogni fascio F su Y si ha un diagramma commutativo

Hn(Y,F)
f∗ //

(fg)∗ ''

Hn(X, f−1F)

g∗

��
Hn(Z, (fg)−1F)

Riepilogando, data f : X → Y continua e F fascio su Y abbiamo definito i morfismi
f∗ : Hn(Y,F)→ Hn(X, f−1F) usando i seguenti ingredienti:
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(1) per ogni fascio G su Y ed ogni aperto V ⊂ Y esiste un morfismo naturale di gruppi
abeliani

f# : G(V )→ f−1G(f−1(V )).

(2) esiste un morfismo naturale di risoluzioni di f−1F

f−1C∗F → C∗f−1F .

Di norma il primo punto è abbastanza comprensibile, ad esempio quando F è un fascio
costante f# è dato dalla composizione con f , mentre il secondo può essere di difficile digestione.
Possiamo però usare un ragionamento alternativo: si consideri una qualunque successione
esatta di fasci su Y

0→ F → G g−→ H → 0

con G aciclico (e.g. fiacco). Il funtore f−1 è esatto e si ha un’altra successione esatta

0→ f−1F → f−1G −→ f−1H → 0

di fasci su X (attenzione che f−1G non è aciclico in generale, nemmeno quando G è C0F).
Allora si ha un diagramma commutativo con le righe esatte

H0(Y,G)
g //

f#

��

H0(Y,H)
δ //

f#

��

H1(Y,F) //

f#

��

0

H0(X, f−1G) // H0(X, f−1H) // H1(X, f−1F)

e la freccia tratteggiata esiste ed è unica per la proprietaà universale del conucleo.
Abbiamo quindi definito il morfismo tra gli H1. Per gruppi di coomologia di ordine supe-

riore basta agire in maniera ricorsiva osservando che Hn−1(Y,H) ' Hn(Y,F) e che esiste un

morfismo naturale di connessione Hn−1(X, f−1H)
δ−→ Hn(X, f−1F).

Osservazione 4.11.4. Se f : X → Y continua e F fascio su Y abbiamo visto che possiamo
interpretare f# come un morfismo di fasci

f# : F → f∗f
−1F .

Siccome f∗ preserva le sezioni globali si hanno delle identificazioni canoniche

Hn(X, f−1F) = Hn(Γ(X, C•f−1F)) = Hn(Γ(Y, f∗C•f−1F))

e f∗ è indotto in coomologia dal morfismo di complessi di cocatene

Γ(Y, C•F)→ Γ(Y, f∗C•f−1F)

indotto a sua volta dal morfismo di complessi di fasci fiacchi

C•F f#

−−→ f∗f
−1C•F f∗α−−→ f∗C•f−1F

dove α è il morfismo di risoluzioni definito nel Corollario 4.11.3.

Osservazione 4.11.5 (di par condicio). Se G è un fascio su X esiste un morfismo naturale
di fasci

τ : f−1f∗G → G.
Tale morfismo è la restrizione (dettagli per esercizio) del morfismo

τ : C0f−1f∗G → C0G

definito come il prodotto diretto dei morfismi di spighe

τx : (f∗G)f(x) → Gx, x ∈ X.

Ciascun τx è indotto dai morfismi di localizzazione

(f∗G)(V ) = G(f−1(V ))→ Gx, f(x) ∈ V aperto .

Ne segue che esistono dei morfismi in coomologia

Hn(Y, f∗G)
f#

−−→ Hn(X, f−1f∗G)
τ−→ Hn(X,G) .
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4.12. Invarianza omotopica della coomologia a coefficienti costanti

Per ogni gruppo abeliano G ed ogni spazio topologico X useremo la notazione semplificata
H∗(X,G) per indicare la coomologia del fascio costante GX . Siccome f−1GY = GX per ogni
applicazione continua f : X → Y , si hanno degli omomorfismi di gruppi

f∗ : Hn(Y,G)→ Hn(X,G) .

Definizione 4.12.1. Diremo che un fascio F su X è quasi fiacco se per ogni x ∈ X
l’applicazione F(X)→ Fx è surgettiva.

Ogni fascio fiacco è anche quasi fiacco; i fasci GX di funzioni localmente costanti sono
quasi fiacchi ma non sono fiacchi in generale. Se F → G è un morfismo surgettivo di fasci e F
è quasi fiacco, allora anche G è quasi fiacco.

Richiamiamo ora due teoremi di topologia generale (vedi [18]) che ci serviranno successi-
vamente.

Teorema 4.12.2 (Teorema del numero di Lebesgue). Ogni ricoprimento apero A di uno
spazio metrico compatto (X, d) ammette un numero di Lebesgue, cioè un numero reale δ > 0
tale che ogni sottoinsieme di diametro minore di δ è contenuto in qualche elemento di A.

Ricordiamo che il diametro è l’estremo superiore delle distanze tra coppie di punti del
sottoinsieme.

Teorema 4.12.3 (Teorema di Wallace). Siano S e T spazi topologici. Se A e B sono
sottospazi compatti di S e T rispettivamente, allora gli aperti della forma U ×V , dove U è un
aperto di S contenente A e V è una aperto di T contenente B, sono una base per gli intorni
A×B in S×T (cioè per ogni aperto Ω di S×T contenente A×B esistono U , V come sopra
tali che sia A×B ⊆ U × V ⊆ Ω).

Ora siamo pronti per enunciare e dimostrare il seguente teorema.

Teorema 4.12.4. Siano X uno spazio topologico, p : X × [0, 1]→ X la proiezione e

0→ F i−→ G q−→ H → 0

una successione esatta di fasci su X × [0, 1]. Se F è quasi fiacco, allora la successione

0→ p∗F
p∗i−−→ p∗G

p∗q−−→ p∗H → 0

è esatta su X.

Dimostrazione. A meno di identificare F con la sua immagine, non è restrittivo sup-
porre F ⊂ G ed i il morfismo di inclusione.

Per ogni aperto U ⊂ X la successione

0→ p∗F(U)
p∗i−−→ p∗G(U)

p∗q−−→ p∗H(U)

coincide, per definizione di p∗, con

0→ F(p−1(U))
i−→ G(p−1(U))

q−→ H(p−1(U))

ed è quindi esatta. Per il Lemma 3.3.14 basta quindi dimostrare che il morfismo p∗G
p−→ p∗H

è surgettivo.
Siano x ∈ X e sx ∈ (p∗H)x fissati e scegliamo un intorno aperto x ∈ U ed una sezione

s ∈ (p∗H)(U) = H(U × [0, 1]) che rappresenta il germe sx. Vogliamo dimostrare che esiste un
aperto x ∈ U ′ ⊂ U tale che la sezione s|U ′ si solleva a p∗G(U ′).

Per ogni t ∈ [0, 1] esiste un intorno aperto di (x, t) in U×[0, 1] dove la sezione s si solleva ad
una sezione di G. Al variare di t, Tali aperti ricoprono lo spazio metrico compatto {x}× [0, 1];
per il teorema del numero di Lebesgue possiamo trovare un intero n aperti V1, . . . , Vn ⊂
U × [0, 1] ed n sezioni hi ∈ G(Vi) tali che per ogni indice i = 1, . . . , n vale:

(1) f(hi) = s|Vi ;

(2) {x} ×
[
i− 1

n
,
i

n

]
⊂ Vi ⊂ U × [0, 1].
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Per il teorema di Wallace si ha

{x} ×
[
i− 1

n
,
i

n

]
⊂ Ui ×Ai ⊂ Vi

dove Ui è un intorno aperto di x e Ai è un intorno aperto di

[
i− 1

n
,
i

n

]
. Essendo gli Ai in

numero finito non è restrittivo supporre

Ai = [0, 1] ∩
]
i− 1

n
− ε, i

n
+ ε

[
per un opportuno ε > 0, ed a meno di restringere U possiamo supporre Ui = U per ogni i. A
meno di ridurre ε possiamo anche supporre Ai ∩Aj = ∅ se |i− j| ≥ 2.

Siccome q(hi−hi+1) = 0, ne segue che hi−hi+1 ∈ F(U×(Ai∩Ai+1)) e siccome i morfismi
F(U× [0, 1])→ F(x,i/n) sono surgettivi, a meno di restringere U e ridurre ε possiamo supporre
che esistano ri ∈ F(U × [0, 1]) tali che

ri|U×Ai∩Ai+1
= hi − hi+1 ∈ G(U × (Ai+1 ∩Ai)) .

A meno di sostituire hi con hi+(r1 +r2 + · · ·+ri−1) si ha che le sezioni hi coincidono sulle
doppie intersezioni e quindi definiscono una sezione h di G sull’aperto U × [0, 1]. Chiaramente
h ∈ p∗G(U) e p∗q(h) = s. �

Corollario 4.12.5. Siano X uno spazio topologico e p : X × [0, 1] → X la proiezione.
Allora per ogni successione esatta

0→ F0
d0−→ F1

d1−→ F2
d2−→ F3

d3−→ F4 → · · ·
di fasci quasi fiacchi su X × [0, 1], la successione

0→ p∗F0
d0−→ p∗F1

d1−→ p∗F2
d2−→ p∗F3 → · · ·

è esatta su X.

Dimostrazione. Spezzare in successioni esatte corte ed usare il teorema precedente. �

Per uso futuro osserviamo che le ipotesi del Corollario 4.12.5 sono soddisfatte in particolare
dalle risoluzioni canoniche dei fasci costanti su X × [0, 1].

Corollario 4.12.6. Siano p : X × [0, 1] → X la proiezione e G un gruppo abeliano.
Allora per ogni n il morfismo

p∗ : Hn(X,G)→ Hn(X × [0, 1], G)

è un isomorfismo.

Dimostrazione. Scriviamo per semplicità notazionale Y = X × [0, 1] e mostriamo che
il morfismo naturale di fasci

p# : GX → p∗p
−1GX

è un isomorfismo. Abbiamo già osservato che p−1GX = GY , quindiH∗(Y,G) = H∗(Y, p−1GX),
e che p# : GX → p∗GY è dato dalla composizione con p. Dalla surgettività di p segue che p#

è iniettiva; viceversa, siano U ⊂ X un aperto e f ∈ p∗GY (U), ossia f : U × [0, 1] → G local-
mente costante. Siccome le fibre di p sono connesse esiste, ed è unica, una funzione g : U → G
tale che f = gp; per finire, siccome p è un’applicazione aperta, dal fatto che f è localmente
costante segue che anche g è localmente costante.

Il Corollario 4.12.5 applicato alla risoluzione canonica del fascio GY = p−1GX dà una
successione esatta di fasci su X

0→ p∗p
−1GX → p∗C0p−1GX → p∗C1p−1GX → p∗C2p−1GX → · · ·

che è anche una risoluzione fiacca.
Per l’Osservazione 4.11.4 il morfismo p∗ è indotto considerando coomologia e sezioni

globali del morfismo di complessi di fasci fiacchi

β : C•GX
p#−−→ p∗p

−1C•GX
f∗α−−→ p∗C•p−1GX .

Per il Corollario 4.12.5 p∗C•p−1GX è una risoluzione fiacca del fascio p∗p
−1GX e quindi per

il teorema di de Rham si hanno dei diagrammi commutativi



4.12. INVARIANZA OMOTOPICA DELLA COOMOLOGIA A COEFFICIENTI COSTANTI 121

Hn(Γ(X, C•GX))

β

��

Hn(X,GX)

p∗

��

p#'
��

Hn(Γ(X, p∗C•p−1GX))
' // Hn(X, p∗p

−1GX)

Hn(Γ(Y, C•p−1GX)) Hn(Y,G)

�

Corollario 4.12.7. Siano f, g : X → Y due applicazioni omotope e G un gruppo abelia-
no. Allora per ogni n si ha:

f∗ = g∗ : Hn(Y,G)→ Hn(X,G) .

Dimostrazione. Sia F : X × [0, 1] → Y tale che F (x, 0) = f(x) e F (x, 1) = g(x);
conviene scrivere f = Fi e g = Fj, dove

i, j : X → X × [0, 1], i(x) = (x, 0), j(x) = (x, 1) .

Siccome f∗ = i∗F ∗, g∗ = j∗F ∗ basta dimostrare che

i∗ = j∗ : Hn(X × [0, 1], G)→ Hn(X,G) .

Basta adesso osservare che pi = pj, dunque i∗p∗ = j∗p∗, e che p∗ è un isomorfismo. �

Ricordiamo che uno spazio topologico X si dice contraibile se esiste un’applicazione
continua

F : X × [0, 1]→ X

tale che F (x, 0) = x per ogni x ∈ X e F (−, 1) è costante. Ad esempio, ogni sottospazio
convesso X ⊂ Rn è contraibile: basta infatti scegliere un qualsiasi punto y ∈ X e considerare
l’applicazione

F (x, t) = (1− t)x+ ty .

Corollario 4.12.8. Siano X uno spazio contraibile e G un gruppo abeliano. Allora vale

H0(X,G) = G, Hn(X,G) = 0 ∀ n > 0 .

Dimostrazione. Per far vedere che H0(X,G) = G basta notare che poiché lo spazio è
connesso Γ(X,GX) = G.

Per n > 0 sappiamo per ipotesi che esistono un punto p ∈ X ed un’applicazione continua
F : X × [0, 1] → X tali che F (x, 0) = x e F (x, 1) = p per ogni x ∈ X. Ciò significa che,
indicando con i : {p} → X l’inclusione, nel diagramma

{p} i−→ X
r−→ {p} i−→ X

la composizione di due applicazioni consecutive è omotopa all’identità. Passando in coomologia
si ha

Hn(X,G)
i∗−→ Hn({p}, G)

r∗−→ Hn(X,G)
i∗−→ Hn({p}, G)

e la composizione di due omomorfismi consecutivi è l’identità. Ma su uno spazio discreto ogni
fascio è aciclico (Esempio 4.2.6) e dunque vale che

Hn({p}, G) = 0 ∀ n > 0 .

Quindi r∗ = 0 implica che l’identità di Hn(X,G) è il morfismo nullo, da cui la tesi.
Il ragionamento appena visto si può estendere facilmente per dimostrare che se X è un

retratto per deformazione di Y allora l’inclusione X ↪→ Y induce un isomorfismo H∗(X,G) ∼=
H∗(Y,G). �

Corollario 4.12.9. Sia X un sottoinsieme convesso si Rm. Allora Hn(X,Z) = 0 per
ogni n > 0.
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4.13. Esempio: coomologia delle sfere e degli spazi proiettivi complessi

Siamo adesso in grado di calcolare i gruppi di coomologia a coefficienti interi delle sfere
Sn ⊂ Rn+1 e di come agiscono in coomologia le trasfomazioni f : Sn → Sn indotte da matrici
ortogonali A ∈ On+1(R).

Il caso n = 0 è particolarmente semplice, infatti S0 è lo spazio discreto formato da due
punti, ricordiamo che poiché è discreto ogni fascio è fiacco, e quindi, per ogni gruppo abeliano
G si ha

H0(S0,Z) = {f : S0 → Z} ' Z⊕ Z, Hn(S0,Z) = 0, n > 0 .

Le uniche matrici ortognali 1×1 sono ±1. La matrice A = −1 ha l’effetto di scambiare i punti
di S0 e quindi agisce in coomologia come

A∗ : Z2 → Z2 A∗(a, b) = (b, a) .

Teorema 4.13.1. Per ogni n > 0 si ha:

(1) H0(Sn,Z) = Hn(Sn,Z) = Z, Hi(Sn,Z) = 0 per i 6= 0, n;
(2) se A ∈ On+1(R), a ∈ H0(Sn,Z) e b ∈ Hn(Sn,Z) si ha

A∗a = a, A∗b = det(A)b .

Dimostrazione. Diamo solo una traccia di dimostrazione, i dettagli sono lasciati per
esercizio. Le affermazioni sui gruppi H0 sono ovvie; dimostriamo quelle sui gruppi Hn, n > 0.
Per ogni n ≥ 0 denotiamo

Sn = {(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1 |
∑

x2
i = 1},

U = {(x0, . . . , xn) ∈ Sn | xn 6= −1},
V = {(x0, . . . , xn) ∈ Sn | xn 6= 1}.

Notiamo che U, V sono aperti omeomorfi a Rn via proiezione stereografica e quindi Hi(U,Z) =
Hi(V,Z) = 0 per ogni i > 0. Inoltre

Sn−1 ' {(x0, . . . , xn) ∈ Sn | xn = 0} ⊂ U ∩ V
è un retratto per deformazione, e quindi Hi(U ∩ V ) ' Hi(Sn−1) per ogni i.

Il primo item del teorema è allora una conseguenza immediata della successione esatta di
Mayer-Vietoris.

Se n > 0, ogni applicazione A : Sn → Sn indotta da una matrice ortogonale è omotopa ad
un’applicazione ortogonale con il medesimo determinante e che lascia fisso il punto (1, 0, . . . , 0)
(esercizio: perché?) e che preserva quindi entrambi gli aperti U, V . La dimostrazione della
seconda parte del teorema si ottiene facilmente per induzione usando di nuovo la successione
esatta di Mayer-Vietoris. �

Esempio 4.13.2. Dal teorema segue facilmente che l’applicazione antipodale

f : Sn → Sn, f(x) = −x,
è omotopa all’identità se e solo se n è dispari. Infatti, se n = 2k − 1 allora possiamo scrivere
Sn = {z ∈ Ck | ‖z‖2 = 1} ed una possibile omotopia tra f e l’identità è data da

F : Sn × [0, 1]→ Sn, F (z, t) = zeiπt .

Viceversa, se n è pari, allora f è indotta dalla matrice ortogonale − Id che ha determinante
−1 e quindi agisce in maniera non banale su Hn(Sn,Z).

Esempio 4.13.3 (Sfere impettinabili). Mostriamo che per ogni intero n > 0 ed ogni ap-
plicazione continua f : S2n → R2n+1 esiste x ∈ S2n tale che i vettori x, f(x) sono linearmente
dipendenti. Infatti se si avesse f(x) 6= λx per ogni λ ∈ R allora

F (x, t) =
x+ tf(x)

‖x+ tf(x)‖
è un’omotopia tra l’identità e l’applicazione g(x) = x+ f(x)/‖x+ f(x)‖, mentre

G(x, t) =
(2t− 1)x+ tf(x)

‖(2t− 1)x+ tf(x)‖
è un’omotopia tra l’antipodo e l’applicazione g. Dunque l’identità è omotopa all’antipodo, ma
per quanto visto nell’esempio precedente questo è impossibile.
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Esempio 4.13.4 (Teorema del punto fisso). Mostriamo che ogni applicazione continua
f : Dn → Dn possiede un punto fisso. Supponiamo n > 1 (per n = 1 è un semplice esercizio
di topologia) e che f(x) 6= x per ogni x ∈ Dn = {x ∈ Rn | ‖x‖ = 1}. Allora l’applicazione

r : Dn → Sn−1, r(x) = x+ t(x− f(x)), t ≥ 0, ‖r(x)‖ = 1,

è tale che r(x) = x per ogni x ∈ Sn−1, ossia ri = Id dove i : Sn−1 → Dn è l’inclusione.
Passando in coomologia si ha quindi che la composizione di

Hn−1(Sn−1,Z)
r∗−→ Hn−1(Dn,Z)

i∗−→ Hn−1(Sn−1,Z) = Z
è l’identità, ma questo è impossibile perché Dn è contraibile e dunque Hn−1(Dn,Z) = 0.

Il nostro prossimo obiettivo è determinare i gruppi di coomologia a coefficienti interi
degli spazi proiettivi complessi Pn = Pn(C); useremo la successione esatta di Mayer-Vietoris
applicata al seguente risultato topologico.

Lemma 4.13.5. Nello spazio proiettivo complesso Pn, n > 0, con coordinate omogenee
z0, . . . , zn si considerino i due aperti

U = {z0 6= 0}, V = Pn − {[1, 0, . . . , 0]} .
Allora U ∪ V = Pn e:

(1) U è contraibile;
(2) V ha il tipo di omotopia di Pn−1;
(3) U ∩ V ha il tipo di omotopia della sfera S2n−1.

Dimostrazione. La dimostrazione è identica a quella usata in [18] per dimostrare la
semplice connessione: la riportiamo per comodità del lettore ringraziando contestualmente
l’inventore del Ctrl-C & Ctrl-V.

L’aperto U è contraibile in quanto si ha un omeomorfismo

f : Cn → U, f(y1, . . . , yn) = [1, y1, . . . , yn] ,

che inoltre identifica U ∩ V con Cn −{0} ed è ben noto dai corsi di topologia che Cn −{0} ∼=
R2n − {0} si retrae per deformazione alla sfera S2n−1.

L’iperpiano {z0 = 0} ∼= Pn−1 è contenuto in V ; l’applicazione

R : V × [0, 1]→ V, R([z0, z1, . . . , zn], t) = [tz0, z1, . . . , zn],

è continua, ben definita e mostra che {z0 = 0} è un retratto per deformazione di V . �

In particolare U ∩ V è connesso, ogni sezione del fascio Z su U ∩ V è dunque costante e
si estende ad una sezione su U . Quindi H0(U,Z) ⊕H0(V,Z) → H0(U ∩ V,Z) è surgettiva e
possiamo far partire la successione esatta di Mayer-Vietoris dal gruppo H1(U ∪ V,Z):

0→ H1(U ∪ V,Z)→ H1(U,Z)⊕H1(V,Z)→ H1(U ∩ V,Z)→ H2(U ∪ V,Z)→ · · ·
che per il lemma precedente risulta equivalente a

0→ H1(Pn,Z)→ H1(Pn−1,Z)→ H1(S2n−1,Z)→ H2(Pn,Z)→ H2(Pn−1,Z)→ · · ·
Dato che i gruppi di coomologia di P0 e delle sfere sono noti, è un gioco da ragazzi

dimostrare per induzione su n la formula:

H0(Pn,Z) = H2(Pn,Z) = H4(Pn,Z) = · · · = H2n(Pn,Z) = Z,

Hi(Pn,Z) = 0 in tutti gli altri casi.
(4.12)

Inoltre, se j : Pn−1 ↪→ Pn è l’inclusione di un iperpiano, allora j∗ : Hi(Pn,Z)→ Hi(Pn−1,Z)
è un isomorfismo per ogni i 6= 2n.





CAPITOLO 5

Coomologia di Dolbeault ed applicazioni

Torniamo adesso ad occuparci di varietà complesse, le quali risultano una grande sorgente
di esempi non banali di fasci. Per ogni varietà complessa X denoteremo con:

• OX il fascio delle funzioni olomorfe U 7→ OX(U);
• MX il fascio delle funzioni meromorfe U 7→ MX(U);
• O∗X il fascio delle funzioni olomorfe invertibili U 7→ O∗X(U), con la struttura molti-

plicativa di gruppo;
• A0

X il fascio delle funzioni di classe C∞ a coefficienti complessi;
• ApX il fascio delle p-forme differenziali a coefficienti complessi.

Per ogni x ∈ X è chiaro per definizione che l’anello dei germi OX,x coincide con la spiga
di OX nel punto x ed è un semplice esercizio per il lettore dimostrare che la spiga in x del
fascioMX è isomorfa al campo delle frazioni del dominio di integrità OX,x. Abbiamo visto nel
Teorema 4.3.9 che i fasci ApX , e più in generale i fasci che ammettono una partizione dell’unià,
sono aciclici, ossia Hi(X,ApX) = 0 per ogni p ed ogni i > 0.

Se p : E → X è un fibrato vettoriale olomorfo, denotiamo con OX(E) il fascio delle sezioni
di E, viz. per ogni aperto U ⊂ X

Γ(U,OX(E)) = Γ(U,E) = {s : U → E olomorfe | ps = Id}.

5.1. Il lemma di Dolbeault

Per evitare ambiguità con alcuni indici, in questa sezione l’unità immaginaria viene de-
notata con la lettera greca ι (iota).

Le funzioni olomorfe in n variabili possono essere caratterizzate tramite un analogo delle
equazioni di Cauchy-Riemann in una variabile.

L’identificazione naturale di R2n con Cn fa corrispondere al vettore di coordinate reali
x1, . . . , x2n in vettore di coordinate complesse

z1 = x1 + ιx2, z2 = x3 + ιx4, zn = x2n−1 + ιx2n .

La medesima identificazione permette di definire, per ogni aperto U ⊂ Cn lo spazio delle
funzioni differenziabili A0(U) = C∞(U,C) e più in generale lo spazio Ap(U) delle p-forme
differenziali a coefficienti complessi.

Se pensiamo zi e zi = x2i−1 − ιx2i come funzioni differenziabili e denotiamo con d il
differenziale di de Rham, allora

dzi = dx2i−1 + ιdx2i−1, dzi = dx2i−1 − ιdx2i−1,

dx2i−1 =
dzi + dzi

2
, dx2i =

dzi − dzi
2ι

.

Possiamo quindi usare la base dzj , dzh per rappresentare il differenziale di de Rham di
una funzione f ∈ A0(U):

df =

2n∑
j=1

∂f

∂xj
dxj = ∂f + ∂f,

dove

∂f =

n∑
i=1

∂f

∂zi
dzi,

∂f

∂zi
=

1

2

(
∂f

∂x2i−1
− i ∂f

∂x2i

)
,
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∂f =

n∑
i=1

∂f

∂zi
dzi,

∂f

∂zi
=

1

2

(
∂f

∂x2i−1
+ i

∂f

∂x2i

)
.

Teorema 5.1.1. Una funzione f , di classe C1, è olomorfa se e solo se ∂f = 0, ossia se
e solo se

∂f

∂zi
=

1

2

(
∂f

∂x2i−1
+ i

∂f

∂x2i

)
= 0 per ogni i = 1, . . . , n .

Dimostrazione. Basta osservare che
∂f

∂zi
= 0 è esattamente l’equazione di Cauchy-

Riemann per la funzione in una variabile zi 7→ f(z1, . . . , zn) e tutto segue dalla Proposizione
1.3.3. �

Per definizione di forma differenziale, per ogni aperto U ⊂ Cn ed ogni k, lo spazio vettoriale
Ak(U) è formato dalle espressioni del tipo

ω =
∑

l1<···<lk

bl1···lk(x)dxl1 ∧ · · · ∧ dxlk , bl1···lk ∈ A0(U) ,

che possiamo quindi scrivere in maniera unica come

ω =
∑

p+q=k

∑
i1<···<ip

∑
j1<···<jq

ai1···ipj1···jqdzi1∧· · ·∧dzip∧dzj1∧· · ·∧dzjq , ai1···ipj1···jq ∈ A
0(U) .

Viene quindi naturale definire lo spazio Ap,q(U) delle (p, q)-forme differenziali come quello
formato da tutte le forme del tipo

(5.1)
∑

i1<···<ip

∑
j1<···<jq

ai1···ipj1···jqdzi1 ∧ · · · ∧ dzip ∧ dzj1 ∧ · · · ∧ dzjq

in modo da ottenere una decomposizione in somma diretta di spazi vettoriali

Ak(U) =
⊕
p+q=k

Ap,q(U) .

Si noti che se α ∈ Ap,q(U) e β ∈ Ar,s(U), allora α ∧ β ∈ Ap+r,q+s(U). Inoltre, per ogni
ω ∈ Ap,q(U) si può scrivere in maniera unica

dω = ∂ω + ∂ω, con ∂ω ∈ Ap+1,q(U), ∂ω ∈ Ap,q+1(U) :

infatti, per linearità non è restrittivo supporre

ω = fdzi1 ∧ · · · ∧ dzip ∧ dzj1 ∧ · · · ∧ dzjq
e siccome i dzi, dzj sono chiusi per il differenziale di de Rham si ottiene

dω = df ∧ dzi1 ∧ · · · ∧ dzip ∧ dzj1 ∧ · · · ∧ dzjq
= (∂f + ∂f) ∧ dzi1 ∧ · · · ∧ dzip ∧ dzj1 ∧ · · · ∧ dzjq
= ∂f ∧ dzi1 ∧ · · · ∧ dzip ∧ dzj1 ∧ · · · ∧ dzjq

+ ∂f ∧ dzi1 ∧ · · · ∧ dzip ∧ dzj1 ∧ · · · ∧ dzjq
con il primo addendo dell’ultimo termine in Ap+1,q(U) ed il secondo in Ap,q+1(U).

Per ogni ω ∈ Ap,q(U) le componenti di 0 = d2ω sono

∂2ω ∈ Ap+2,q(U), (∂∂ + ∂∂)ω ∈ Ap+1,q+1(U), ∂
2
ω ∈ Ap,q+2(U),

e dunque valgono le uguaglianze ∂2 = ∂∂ + ∂∂ = ∂
2

= 0 assieme alle formule di Leibniz:

α ∈ Ap,q(U), β ∈ Ar,s(U),

∂(α ∧ β) = ∂α ∧ β + (−1)p+qα ∧ ∂β, ∂(α ∧ β) = ∂α ∧ β + (−1)p+qα ∧ ∂β .
Il principale risultato di questa sezione (Lemma di Dolbeault) caratterizza le forme diffe-

renziali ∂-chiuse sui polidischi. Si tratta di un risultato tutt’altro che banale che richiede una
serie di risultati preliminari.
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Lemma 5.1.2. Sia f una funzione di classe C∞ definita su un intorno aperto U ⊂ C di
un disco chiuso ∆ = ∆(0, r). Esiste allora una funzione g di classe C∞ su ∆(0, r) tale che

dg

dz
= f in ∆(0, r) .

Inoltre, se f è C∞ oppure olomorfa in un ulteriore parametro, ossia f : U × D → C con D
aperto e le coordinate su D come ulteriori parametri, possiamo prendere g con la medesima
proprietà.

Dimostrazione. A meno di moltiplicare f per una funzione C∞ che vale 1 su ∆ e 0 su
C−∆(0, r+ε) non è restrittivo supporre che f sia definita su tutto C ed a supporto compatto.
Ha quindi senso definire

g(z) :=
1

2πι

∫∫
C

f(ξ)

ξ−z
dξ ∧ dξ =

1

2πι

∫∫
C
f(w + z)

dw ∧ dw
w

,

dove la seconda uguaglianza segue dal cambio di variabile ξ = w + z. Siamo nelle condizioni
di portare la derivata dentro il segno di integrale:

∂g

∂z
(z)=

1

2πι

∂

∂z

∫∫
C

f(w + z)

w
dw ∧ dw=

1

2πι

∫∫
C

∂f(w + z)

∂z

dw ∧ dw
w

.

Ma nell’ultimo termine abbiamo l’uguaglianza

∂f(w + z)

∂z
=
∂f(w + z)

∂w
e possiamo anche utilizzare la formula di Cauchy generalizzata 1.2.3 su un disco compatto
contenente il supporto di f ; l’integrale di f sul bordo è quindi nullo per cui:

∂g

∂z
(z) =

1

2πι

∫∫
C

∂f(w + z)

∂w

dw ∧ dw
w

=
1

2πι

∫∫
C

∂f(ξ)

∂ξ

dξ ∧ dξ
ξ − z

=f(z) .

Se f dipende da un ulteriore parametro u, diciamo f : U ×D → C, con u coordinata su
D ⊂ C aperto, la stessa dimostrazione prova che la funzione

g(z, u) :=
1

2πι

∫∫
w∈C

f(w + z, u)
dw ∧ dw

w
,

soddisfa
∂g

∂z
= f ; se f è C∞ oppure olomorfa in u, lo stesso vale per g. �

È facile estendere il Lemma 5.1.2 a forme differenziali di grado qualunque.

Teorema 5.1.3 (Lemma di Poincaré per ∂). Sia ∆ = ∆(0, r) ⊂ Cn, r = (r1, . . . , rn),
0 < ri <∞, polidisco aperto limitato e sia U ⊂ Cn un intorno aperto del compatto ∆.

Sia α ∈ Ap,q(U) con q > 0 e ∂-chiusa, ossia ∂α = 0; allora esiste β ∈ Ap,q−1(∆) tale che
∂β = α.

Dimostrazione. Non è restrittivo supporre p = 0: infatti raggruppando in (5.1) i termini
della seconda sommatoria si può scrivere

α =
∑

i1<···<ip

αi1···ip ∧ dzi1 ∧ · · · ∧ dzip , αi1···ip ∈ A0,q(U),

e vale ∂α = 0 se e solo se ∂αi1···ip per ogni i1 < · · · < ip. Se αi1···ip = ∂βi1···ip allora

α = ∂

 ∑
i1<···<ip

βi1···ip ∧ dzi1 ∧ · · · ∧ dzip

 .

Sia quindi α∈A0,q(U) con q > 0 e sia k il più piccolo intero tale che l’espressione di α
nella base canonica non presenta termini dzj con j > k: la dimostrazione prevede induzione
su k; se k=0 allora α=0 dal momento che q>0 e non c’è nulla da provare.

Supponiamo quindi che k > 0 e di aver provato il risultato nei casi < k; per ipotesi
α = dzk ∧ a + b con a ∈ A0,q−1(U) e b ∈ A0,q(U) forme che contengono soltanto termini
dz1, . . . , dzk−1. Diciamo

a =
∑

i1<···<iq−1<k

ai1···iq−1
∧ dzi1 ∧ · · · ∧ dziq−1

, ai1···iq−1
∈ A0(U),
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b =
∑

i1<···<iq<k

bi1···iq ∧ dzi1 ∧ · · · ∧ dziq , bi1···iq ∈ A0(U).

Osserviamo che i singoli coefficienti di a sono olomorfi nelle variabili zk+1, . . . , zn, ossia

∂ai1···iq−1

∂zj
= 0, k < j ≤ n .

Infatti per ipotesi si ha
0 = ∂α = −dzk ∧ ∂a+ ∂b ,

per ogni indice j > k fissato, lo sviluppo di ∂b non può contenere entrambi i differenziali dzk
e dzj .

Sia ∆′ ⊂ U un altro polidisco aperto tale che ∆ ⊂ ∆′ ⊂ ∆′ ⊂ U . Per il Lemma 5.1.2
esistono funzioni ci1···iq−1

∈ A0(∆′) che sono olomorfe nelle variabili zk+1, . . . , zn e tali che

∂ci1···iq−1

∂zk
= ai1···iq−1

e consideriamo la forma differenziale

c =
∑

i1<···<iq−1<k

ci1···iq−1 ∧ dzi1 ∧ · · · ∧ dziq−1 .

Per costruzione ∂c = φ + dzk ∧ a con φ forma differenziale in cui compaiono solamente
dz1, . . . , dzk−1.

Dunque sull’aperto ∆′ si ha α = ∂c + b − φ e per induzione su k esiste ψ ∈ A0,q−1(∆)
tale che ∂ψ = b− φ da cui ∂(c− ψ) = α. �

Nella pratica matematica il lemma di Poincaré per l’operatore ∂ ha un destino spesso
effimero in quanto viene usato nella dimostrazione del prossimo risultato, detto lemma di
Dolbeault, e poi dimenticato.

Definizione 5.1.4. Chiameremo polidisco generalizzato un aperto di Cn che è un
prodotto di dischi aperti e copie di C: in altri ternimi D ⊂ Cn è un polidisco generalizzato di
centro p se esistono 0 < r1, . . . rn ≤ +∞ tali che

D = {z ∈ Cn | |zi − pi| < ri ∀i} .

Ad esempio Cn è un polidisco generalizzato.

Teorema 5.1.5 (Lemma di Dolbeault). Siano D ⊂ Cn un polidisco generalizzato e α ∈
A0,q(D) tale che ∂α = 0. Se q = 0 allora α è olomorfa, mentre se q > 0 esiste β ∈ A0,q−1(D)
tale che ∂β = α.

Dimostrazione. Per definizione di polidisco generalizzato possiamo trovare una succes-
sione di polidischi aperti, limitati e concentrici ∆i, i ∈ N, tali che:

(1) ∪i∆i = D;
(2) ∆i ⊂ ∆i+1 per ogni i.

Dimostriamo il teorema per induzione su q, essendo il caso q = 0 esattamente il criterio
di olomorfia mediante equazioni di Cauchy-Riemann.

Consideriamo adesso il caso q = 1 e dimostriamo la seguente asserzione: esiste una
successione βi ∈ A0,0(D), i ∈ N, tale che:

(1) ∂βi = α nel polidisco ∆i;

(2) max∆i
|βi+2 − βi+1| < 1/2i.

Per il lemma di ∂-Poincaré esistono funzioni ηi su ∆i+1 tale che ∂ηi = α; moltiplicando
ciascuna ηi per una opportuna funzione C∞ a supporto in ∆i+1 che vale 1 su ∆i otteniamo
le funzioni γi ∈ A0,0(D) tali che ∂γi = α nel polidisco ∆i.

Definiamo adesso β0 = γ0, β1 = γ1 e supponiamo di aver definito, per un intero k ≥ 2
delle funzioni β0, . . . , βk−1 che soddisfano le precedenti condizioni (1) e (2). Ma allora ∂(γk −
βk−1) = 0 in ∆k−1, dunque γk−βk−1 ∈ O(∆k−1) per l’ipotesi induttiva. Siccome ogni funzione
olomorfa nel polidisco ∆k−1 è rappresentata da una serie di potenze totalmente convergente
nei compatti, possiamo trovare un polinomio pk tale che

max
∆k−2

|γk − βk−1 − pk| <
1

2k−2
,
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e basta definire βk = γk − pk.

Sia dunque βi ∈ A0,0(D) una successione come nell’asserzione e definiamo

β(x) = lim
i
βi(x), x ∈ D .

Su ciascun polidisco aperto ∆i si ha

β = βi+1 +

∞∑
n=0

(βi+n+2 − βi+n+1)

e per quanto visto nel Teorema 1.3.5 la serie di funzioni olomorfe βi+n+2−βi+n+1 ∈ O(∆i+1)
converge totalmente ad una funzione olomorfa su ∆i. In particolare sul polidisco ∆i anche β
è di classe C∞ e vale ∂β = ∂βi+1. Questo conclude la dimostrazione nel caso q = 1.

Il caso q > 1 è fortunatamente più semplice e segue dalla seguente asserzione: esiste una
successione βi ∈ A0,q−1(D), i ∈ N, tale che:

(1) ∂βi = α nel polidisco ∆i;

(2) βi+1 = βi su ∆i−1

Supponiamo di aver costruito β0, . . . , βk come nell’asserzione. Come nel caso precedente
possiamo trovare una forma γ ∈ A0,q−1(D) tale che ∂γ = α su ∆k+1. Ma allora ∂(γ−βk) = 0
su ∆k e per induzione su q sappiamo che esiste φ ∈ A0,q−2(∆k) tale che ∂φ = γ − βk. Molti-
plicando φ per un opportuno mollificatore si ottiene una forma ψ ∈ A0,q−2(D) tale che φ = ψ
in ∆k−1. Dunque ∂ψ = γ − βk su ∆k−1 e si può prendere βk+1 = γ − ∂ψ.

Per concludere, se βk è la successione della precedente asserzione, basta definire β come
il suo limite e tutto risulta ben definito e funzionante. �

Corollario 5.1.6. Siano D ⊂ Cn un polidisco generalizzato e α ∈ Ap,q(D) tale che
∂α = 0. Se q > 0 esiste β ∈ Ap,q−1(D) tale che ∂β = α.

Dimostrazione. Basta usare lo stesso argomento usato all’inizio della dimostrazione del
Teorema 5.1.3. �

5.2. Applicazioni del lemma di Dolbeault

Vediamo alcune interessanti conseguenze del lemma di Dolbeault, partendo da una sua
diversa formulazione.

Teorema 5.2.1 (= Teorema 5.1.5). Se D ⊂ Cn è un polidisco generalizzato, ossia D =
∆(0, R) con R ∈ ]0,+∞]n, allora si ha una successione esatta

0→ O(D) ↪→ A0,0(D)
∂−→ A0,1(D)

∂−→ · · · ∂−→ A0,n(D)→ 0 .

La prima conseguenza è che per ogni aperto U ⊂ Cn il complesso di fasci

0→ OU ↪→ A0,0 ∂−→ A0,1 ∂−→ · · · ∂−→ A0,n → 0

è una risoluzione aciclica di OU : infatti per il lemma di Dolbeault ogni punto possiede un
sistema fondamentale di intorni nei quali il precedente complesso è esatto sulle sezioni e
questo implica l’esattezza a livello di fasci. Infine siccome le forme differenziali di tipo (0, q)
possono essere moltiplicate per funzioni C∞ ed in particolare per partizioni dell’unità, i fasci
A0,q sono aciclici.

Applicando il teorema di de Rham astratto si ricava

Corollario 5.2.2. Per ogni aperto U ⊂ Cn ed ogni intero q vale

Hq(U,OU ) =
Ker ∂ : A0,q(U)→ A0,q+1(U)

∂A0,q−1(U)
.

Abbiamo quindi un’altra formulazione equivalente del Lemma di Dolbeault:

Corollario 5.2.3 (= Teorema 5.1.5). Per ogni polidisco generalizzato D ⊂ Cn ed ogni
intero positivo q > 0 vale Hq(D,OD) = 0.
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In particolare Hq(Cn,OCn) = 0 per ogni q > 0.

Proposizione 5.2.4. Siano X una varietà complessa connessa tale che Hi(X,OX) = 0
per ogni i > 0 e f ∈ OX(X) una funzione olomorfa su X con luogo di zeri Z = V (f). Si
assuma che f abbia matrice Jacobiana non nulla in ciascun punto di Z, di modo ché Z risulti
una sottovarietà complessa di codimensione 1.

Allora ogni funzione olomorfa su Z è la restrizione di una funzione olomorfa su X e
Hi(Z,OZ) = 0 per ogni i > 0.

Dimostrazione. Per ogni aperto U ⊂ X esiste un omomorfismo di gruppi pU : OX(U)→
OZ(U ∩Z) che ad ogni funzione olomorfa h associa la sua restrizione pU (h) = h|Z a Z. Detto

ı : Z → X il morfismo di inclusione, si ha dunque un morfismo di fasci OD
p−→ ı∗OX .

Per il teorema di invertibilità locale, ogni x ∈ Z possiede un intorno aperto in cui la
funzione f si estende ad un sistema di coordinate olomorfe locali z1 = f, z2, . . . , zn ed ogni
funzione olomorfa su Z è rappresentata univocamente da una serie di potenze in z2, . . . , zn.
Questo prova che il morfismo di fasci p è surgettivo ed il suo nucleoè dato dalle funzioni
localmente divisibili per la coordinata z1, ossia per f ; tutto equivale del tutto a dire che si ha
una successione esatta

0→ OX
f−→ OX → ı∗OZ → 0 ,

dove OX
f−→ OX è il morfismo di moltiplicazione per f .

Per la Proposizione 4.11.1, per ogni fascio G su Z vale Hi(Z,G) = Hi(X, ı∗G); siccome
Hi(X,OX) = 0 per ogni i > 0 la successione esatta lunga di coomologia dà la successione
esatta

0→ H0(X,OX)
f−→ H0(X,OX)→ H0(Z,OZ)→ 0

e gli svanimenti

Hi(Z,OZ) = 0, per ogni i > 0 .

�

Corollario 5.2.5. Dati due interi non negativi n,m siano z1, . . . , zn, t1, . . . , tm coordi-
nate lineari su Cn × Cm e si consideri l’aperto

Xn,m = Cn × (C∗)m = {(z, t) ∈ Cn × Cm | ti 6= 0 ∀i} .

Allora vale Hi(Xn,m,OXn,m) = 0 per ogni i > 0 ed ogni funzione olomorfa f : Xn,m → C è
data da una serie intera nelle variabili zi e di Laurent nelle variabili tj, ossia una serie del
tipo ∑

αi∈N,βj∈Z
aα1···αnβ1···βmz

α1
1 · · · zαnn tβ1

1 · · · tβmm ,

totalmente convergente sui compatti di Xn,m.

Dimostrazione. Dimostriamo il corollario per induzione su m: il caso m = 0 è già
dimostrato.

Supponiamo m > 0, allora Xn,m è isomorfa alla sottovarietà ı : Y ↪→ Xn+2,m−1 di
equazione g(z, t) = 0, dove

g(z, t) = zn+1zn+2 − 1

ed il bilomorfismo τ : Xn,m → Y è dato da

τ(z, t) = (z1, . . . , zn, tm, t
−1
m , t1, . . . , tm−1), τ−1(z, t) = (z1, . . . , zn, t1, . . . , tm−1, zn+1) .

Siccome g rappresenta anche una coordinata locale in ogni punto di Y (la derivate rispetto a
zn+1 e zn+2 non si annullano) lo stesso ragionamento fatto nella dimostrazione del corollario
precedente fornisce una successione esatta corta di fasci

0→ OXn+2,m−1

g−→ OXn+2,m−1 → OY → 0

e basta applicare l’ipotesi induttiva e la successione esatta lunga di coomologia. Dal fatto
che H1(Xn+2,m−1,O) = 0 segue che ogni funzione olomorfa f : Y → C è restrizione di una
funzione olomorfa su Xn+2,m−1 che sempre per induzione è data da una serie∑

αi∈N,βj∈Z
aα1···αn+2β1···βm−1

zα1
1 · · · z

αn+2

n+2 t
β1

1 · · · t
βm−1

m−1 ,
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che tramite il biolomorfismo τ diventa∑
αi∈N,βj∈Z

aα1···αn+2β1···βm−1z
α1
1 · · · zαnn tβ1

1 · · · t
βm−1

m−1 t
αn+1−αn+2
m .

�

Esercizio 5.2.6. Sia U ⊂ C intersezione di due dischi aperti. Provare che H1(U,OU ) = 0.

Abbiamo già osservato che le sezioni di un fibrato vettoriale olomorfo sono un fascio. Nel
caso dei line bundles p : Hd → Pn è consuetudine denotare con O(d) (od anche OPn(d) in caso
di possibile incertezza sulla varietà) il fascio OPn(Hd).

Siamo adesso in grado di calcolare quello che a buon diritto è il punto di partenza della
geometria delle varietà proiettive, ossia il calcolo dei gruppi di coomologia dei fasci O(d).

Abbiamo già osservato che, se π : Cn+1 − {0} → Pn è la proiezione naturale, allora per
ogni aperto U ⊂ Pn vale

Γ(U,O(d)) = {f ∈ O(π−1(U)) | f(λz) = λdz} .

Teorema 5.2.7. Nelle notazioni precedenti si ha Hi(Pn,O(d)) = 0 con le seguenti uniche
eccezioni:

dimH0(Pn,O(d)) = dimHn(Pn,O(−d− n− 1)) =

(
n+ d

n

)
, d ≥ 0 .

Dimostrazione. Siano z0, . . . , zn coordinate omogenee su Pn e consideriamo il solito
ricoprimento aperto U = {Ui}, Ui = {zi 6= 0}. Per ogni sottoinsieme

A ⊂ [n] := {0, . . . , n}
denotiamo

UA = {[z] ∈ Pn | za 6= 0 ∀ a ∈ A} =
⋂
a∈A

Ua

osservando che per ogni insieme A 6= ∅ di cardinalità |A| = m+ 1 si ha UA ' Cn−m × (C∗)m.
Abbiamo già osservato che il fibrato Hd si banalizza sugli aperti Ui ed a maggior ragione
anche negli aperti UA per ogni A 6= ∅.

Per il Corollario 5.2.5 si ha dunque Hi(UA,O(d)) = 0 per ogni i > 0 ed ogni A 6= ∅. Ci
troviamo quindi di fronte ad un ricoprimento Leray-aciclico e di conseguenza

H∗(Pn,O(d)) = H∗(U ,O(d))

in virtù del Corollario 4.8.6. Per ogni A ⊂ [n], ponendo

CA(d) := Γ(UA,O(d)), IA(d) := {(α0, . . . , αn) ∈ Zn+1 |
∑

αi = d ; αi ≥ 0 ∀i 6∈ A}

si ha

CA(d) =

∑
IA(d)

aα0···αnz
α0
0 · · · zαnn tot. conv. sui compatti

 .

Siccome IA(d) ⊂ I[n](d) possiamo interpretare ciascun CA(d) come un sottospazio vettoriale

di C[n](d). Il complesso della cocatene ordinate di Čech è dunque∏
|A|=1

CA(d)
δ−→
∏
|A|=2

CA(d)
δ−→ · · · δ−→ C[n](d)→ 0 ,

dove per ogni β0 < · · · < βk, e f = {fA} ∈
∏
|A|=k CA(d) vale

(δf)β0···βk =

k∑
i=0

(−1)ifβ0···β̂i···βk .

Il calcolo dello 0-esimo gruppo di coomologia è immediato, infatti per un f = (f0, . . . , fn) ∈∏n
i=0 C{i} vale δf = 0 se e solo se fi = fj per ogni i, j. Siccome i monomi dello sviluppo in

serie di fi possono avere esponente negativo sono nella variabile zi, ne segue che δf = 0 se e
solo se f0 = · · · = fn è un polinomio omogeneo di grado d.

Anche il calcolo dell’ n-esimo gruppo di coomologia è facile: infatti

Hn(U ,O(d)) =
C[n]∑
|A|=n CA
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e gli sviluppi in serie in
∑
|A|=n CA sono esattamente quelli in cui ogni monomio ha almeno

un coefficiente non negativo. Dunque gli elementi di Hn(U ,O(d)) sono rappresentati dagli
sviluppi in serie in cui ogni esponente è negativo, che poi sono tutti e soli quelli che si possono
scrivere come

p(z−1
0 , . . . , z−1

n )

z0 · · · zn
con p polinomio omogeneo di grado −d− n− 1.

Rimane da dimostrare che Hi(U ,O(d)) = 0 per ogni 0 < i < n (e quindi n ≥ 2). Per ogni
h = 0, . . . , n definiamo un operatore lineare Qh : C[n](d) → C[n](d) che sui singoli monomi
vale

Qh(zα0
0 · · · zαnn ) =


0 se αh < 0

zα0
0 · · · zαnn

|{j | αj ≥ 0}|
se αh ≥ 0

È facilissimo credere, e comunque nessuno ha voglia di dimostrarlo rigorosamente, che Qh
si estende in maniera lineare e continua (ossia commuta con le sommatorie) a tutto C[n]. È
chiaro inoltre che Qh(CA(d)) ⊂ CA(d) per ogni ∅ 6= A ⊂ [n] e quindi possiamo interpretare
ciascun Qh come un morfismo di complessi Qh : C∗(U ,O(d))→ C∗(U ,O(d)).

Inoltre, per ogni h ∈ A ⊂ [n] con |A| ≥ 2 si ha Qh(CA(d)) ⊂ CA−{h}(d) e possiamo quindi
costruire le omotopie

Kh :
∏

|A|=p+2≥2

CA →
∏

|A|=p+1≥1

CA,

dove per ogni α0 < α1 < · · · < αp si definisce

Kh(f)α0···αp =

{
0 se ∃j : h = αj

(−1)sQh(fα0···h···αp) se αs−1 < h < αs

Un conto piuttosto semplice, ma brutto nella sua combinazione tra banalità e ineleganza,
mostra che se 1 ≤ p < n e f ∈

∏
|A|=p+1 CA allora

(δKh +Khδ)f = Qh(f) .

Per semplicità facciamo qui solo il caso h = 0 (dove i segni creano meno confusione). Dobbiamo
dimostrare che per ogni A = {α0 < · · · < αp} con p > 0 si ha (δK0f)A + (K0δf)A = (Q0f)A.
Se α0 = 0 allora

(δK0f)0α1···αp = (K0f)α1···αp = (Q0f)A, (K0δf)0α1···αp = 0 .

Se invece α0 > 0, allora

(δK0f)α0···αp =

p∑
i=0

(−1)i(K0f)···α̂i··· =

p∑
i=0

(−1)i(Q0f)0···α̂i···

(K0δf)α0···αp = Q0(δf)0,α0···αp = (Q0f)α0···αp +

p∑
i=0

(−1)i+1(Q0f)0···α̂i··· .

Dunque abbiamo provato K0δ + δK0 = Q0 nei gradi intermedi. Quindi il morfismo di
complessi Q0 è nullo nei gruppi di coomologia intermedi Hi (0 < i < n): un ragionamento
analogo, oltre ad ovvie ragioni di simmetria, lo stesso vale per gli operatori Qh per ogni
h = 0, . . . , n. Ma adesso basta osservare che nei gradi < n la somma

∑
Qh è uguale all’identità.

�
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5.3. La successione esponenziale e gruppi di Picard e Neron-Severi

Abbiamo già osservato che l’applicazione olomorfa

exπ : C→ C∗ = C− {0}, exπ(z) = e2πiz

è un omomorfismo surgettivo di gruppi abeliani ed è un biolomorfismo locale: usando lo
sviluppo in serie del logaritmo − log(1 − t) =

∑
tn/n è facile scrivere esplicitamente, per

ogni disco aperto ∆ = ∆(p, r) ⊂ C∗, |p| ≤ r, una funzione olomorfa s ∈ O(∆) tale che
exπ(s(z)) = z per ogni z ∈ ∆.

Se U è un aperto in una varietà complessa X e f : U → ∆ è olomorfa, si ha quindi
exπ(s(f(z))) = f(z) per ogni z ∈ U . In conclusione, se prendiamo i fasci delle funzioni
olomorfe nei tre gruppi della successione esatta

0→ Z ↪→ C exπ−−→ C∗ → 0,

si ottiene una successione esatta corta di fasci su X

0→ Z ↪→ OX
exπ−−→ O∗X → 0, dove exπ(f) := exp(2πif) = e2πif ,

che viene detta successione esponenziale (olomorfa) di X.
Abbiamo quindi un ulteriore corollario del lemma di Dolbeault:

Corollario 5.3.1. Per ogni polidisco generalizzato D ⊂ Cn ed ogni intero positivo q > 0
vale

Hq(D,O∗D) = 0.

Dimostrazione. Fissato q > 0, per Dolbeault si ha Hq(D,OD) = 0; siccome D è to-
pologicamente contraibile si ha anche Hq+1(D,Z). Basta adesso considerare la successione
esatta lunga di coomologia associata alla successione esponenziale. �

Corollario 5.3.2. Per ogni polidisco generalizzato D ⊂ Cn si ha Pic(D) = 0, ossia ogni
line bundle su D è isomorfo a quello banale D × C→ D.

Dimostrazione. Sia L un line bundle su D, prendiamo una sua banalizzazione locale
(Ui, τi) e sia gij ∈ O∗(Uij) il corrispondente cociclo. Abbiamo visto che L è banale se e solo
se la classe di coomologia di {gij} in H1(U ,O∗D) è banale, dove per U si intende il ricopri-
mento aperto D = ∪Ui. Siccome H1(D,O∗D) = 0 tutto segue dal Teorema 4.4.1 applicato

alla risoluzione di Čech di O∗D, ed in particolare dal fatto (già osservato) che esistono dei
morfismi naturali αn : Hn(U ,F) → Hn(X,F), con α0 un isomorfismo e α1 iniettivo (vedi
Esercizio 5.3.3). �

Esercizio 5.3.3. Provare che ogni successione esatta di fasci

0→ F → E0 d−→ E1 d−→ E2

induce una successione esatta

0→ Ker(H0(E1)
d−→ H0(E2))

dH0(E0)
→ H1(F)→ Ker

(
H1(E0)

d−→ H1(E1)
)
.

Esercizio 5.3.4. Sia X una palla aperta di Cn e F il fascio delle funzioni di classe C∞

a valori nel gruppo abeliano C∗ = C− {0}. Dimostrare che Hi(X,F) = 0 per ogni i > 0.

Corollario 5.3.5. Siano D ⊂ Cn polidisco generalizzato e X ⊂ D sottovarietà chiusa
olomorfa di dimensione n− 1. Allora X è il luogo di zeri di una funzione olomorfa f ∈ OD,
ogni funzione olomorfa su X è la restrizione di una funzione olomorfa su D e Hi(X,OX) = 0
per ogni i > 0.

Dimostrazione. Per ogni aperto U ⊂ D esiste un omomorfismo di gruppi OD(U) →
OX(U ∩X) che ad ogni funzione olomorfa associa la sua restrizione ad X. Detto ı : X → D

il morfismo di inclusione, si ha dunque un morfismo di fasci OD
p−→ ı∗OX . Per definizione

di sottovarietà, per ogni x ∈ X esiste un sistema di coordinate olomorfe z1, . . . , zn tali che
X = {z1 = 0} ed ogni funzione olomorfa su X è rappresentata univocamente da una serie di
potenze in z2, . . . , zn (le coordinate su X). Dunque il morfismo di fasci p è surgettivo ed il suo
nucleo è dato dalle funzioni divisibili per z1. In altri termini, abbiamo una successione esatta

0→ I → OD → ı∗OX → 0 .
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Abbiamo già osservato che esiste un ricoprimento aperto D = ∪iUi e funzioni olomorfe
fi ∈ O(Ui) (fi = z1 nelle notazioni precedenti) tali che per ogni V ⊂ Ui aperto si ha

X ∩ V = {x ∈ V | fi(x) = 0}, I(V ) = {fig | g ∈ O(V )}.

Siccome su Uij le due funzioni fi, fj generano lo stesso ideale principale si ha fi = hijfj
con hij ∈ O∗(Uij) ed è chiaro che {hij} è un cociclo che sappiamo essere un cobordo per

il Corollario 5.3.2. Dunque esistono funzioni invertibili ai ∈ O∗(Ui) tali che hij = aja
−1
i e

se definiamo gi = aifi si ha gi/gj = 1, ossia gi = gj e quindi esiste g ∈ O(D) tale che
gi = g|Ui per ogni i. Per concludere X è il luogo di zeri di g e per concludere basta applicare
la Proposizione 5.2.4. �

Corollario 5.3.6. Per ogni varietà complessa X vale Pic(X) = H1(X,O∗X).

Dimostrazione. Sia U un ricoprimento in polidischi aperti di X; abbiamo già dimostrato
che per ogni polidisco ∆ vale Pic(∆) = H1(∆,O∗) = 0 e quindi U è banalizzante per ogni
line bundle su X. Dunque il gruppo Pic(X) è isomorfo al gruppo delle classi di equivalenza
di cocicli su U , ossia al gruppo H1(U ,O∗). Per il Teorema di Leray dei ricoprimenti aciclici si
ha H1(U ,O∗) = H1(X,O∗). �

Sostituendo Pic(X) al posto di H1(X,O∗X) nella successione esponenziale lunga di coo-
mologia si ottiene una successione esatta di gruppi

H1(X,Z)
α−→ H1(X,OX)→ Pic(X)

c1−→ H2(X,Z)
β−→ H1(X,OX) .

Definizione 5.3.7. Nelle notazioni precedenti, l’immagine di c1 è un sottogruppo di
H2(X,Z) che viene chiamato gruppo di Neron-Severi NS(X) = c1(Pic(X)) ed il suo
rango

% = rg(NS(X)) = dimCNS(X)⊗Z C
viene detto numero di Picard della varietà X.

Se X è compatta, allora i gruppi Hi(X,Z) sono finitamente generati mentre in generale lo
spazio vettoriale complesso H1(X,OX) è non banale. Questo implica che il gruppo di Picard
è finitamente generato (come gruppo abeliano) se e solo se H1(X,OX) = 0. Di converso
il Neron-Severi è un sottogruppo finitamente generato di H2(X,Z). Chiaramente % ≤ β2

(secondo numero di Betti) ma in generale vale % < β2 ed a posteriori questo è un’altra
caratteristica che rende la geometria delle varietà complesse molto più ricca della geometria
delle varietà differenziabili.

Inoltre, si può dimostrare che se X è una varietà proiettiva, ossia una sottovarietà liscia
dello spazio proiettivo, allora il nucleo di α coincide con il sottogruppo di torsione e l’immagine

di α è un reticolo, ossia il quoziente
H1(X,OX)

α(H1(X,Z))
è un toro complesso, detto Pic0(X), che a

sua volta è una varietà proiettiva.

5.4. Il gruppo di Picard dello spazio proiettivo

Siamo adesso in grado di dimostrare che ogni line bundle sullo spazio proiettivo è del tipo
Ha per qualche a ∈ Z.

Teorema 5.4.1. Il fibrato iperpiano genera il gruppo di Picard dello spazio proiettivo,
ossia Pic(Pn) = {Ha | a ∈ Z} ∼= Z, per ogni n > 0.

Dimostrazione. Siccome H1(Pn,OPn) = H2(Pn,OPn) = 0, dalla successione esponen-
ziale segue che

Pic(Pn) = H1(Pn,O∗Pn) = H2(Pn,Z) ∼= Z
è un gruppo ciclico infinito.

Dimostriamo adesso che il gruppo Pic(Pn) è generato dal fibrato iperpiano H1 → Pn. Sia
L→ Pn un line bundle che corrisponde al generatore del gruppo ciclico Pic(Pn), allora esiste
un intero a tale che La = H1; a meno di sostituire L con il suo inverso nel gruppo di Picard
possiamo supporre a > 0 (sappiamo che a 6= 0 perché H1 non è banale). Sia gij un cociclo di
L rispetto al solito ricoprimento Ui = {zi 6= 0}. Sappiamo che il cociclo di H1 è hij = zj/zi



5.4. IL GRUPPO DI PICARD DELLO SPAZIO PROIETTIVO 135

e quindi esistono funzioni bi ∈ O∗Pn(Ui) tali che bjg
a
ijb
−1
i = zj/zi in Uij . Prediamo per ogni i

una radice a-esima di bi: γi ∈ O∗Pn(Ui), γ
a
i = bi.

Per dimostrare che le radici γi esistono basta osservare che la radice esiste localmente e
quindi si ha una successione esatta corta di fasci

0→ µa → O∗Pn
potenza alla a−−−−−−−−−→ O∗Pn → 0,

dove µa ⊂ C∗ è il sottogruppo moltiplicativo delle radici a-esime di 1. Siccome Ui ' Cn è
contraibile, H1(Ui, µa) = 0 e quindi si ha una successione esatta di gruppi abeliani

0→ µa → O∗Pn(Ui)
potenza alla a−−−−−−−−−→ O∗Pn(Ui)→ 0 .

Ponendo fij = γjgijγ
−1
i si ottiene faij = zj/zi. Ad esempio, sull’aperto

C∗ × Cn−1 '−→ U01, (t, z2, . . . , zn) 7→ (1, t, z2, . . . , zn)

si avrebbe quindi che fa01 = t.
Consideriamo U01 come il complementare in U0 ' Cn del chiuso analitico X = {t = 0},

si ha chiaramente che |f01| = a
√
|t| e quindi f è limitata nell’aperto 0 < |t| < 1.

Per il teorema di estensione di Riemann la funzione f01 si estende a tutto U0 con la
relazione fa01 = t ancora valida per continuità. In particolare, in ogni punto di X la molteplicità
di t è al tempo stesso uguale ad 1 ed a volte la molteplicità di f01; questo implica a = 1 per
ovvi motivi di divisibilità in Z. �

Corollario 5.4.2 (=Corollario 2.7.10). Ogni funzione meromorfa su Pn è il quoziente
di due polinomi omogenei dello stesso grado.

Dimostrazione. Sappiamo da tempo che ogni funzione meromorfa si può scrivere come
rapporto di due sezioni del medesimo line bundle, e adesso sappiamo anche chi sono i line
bundles su Pn e le loro sezioni. �

Il nostro prossimo obiettivo è dimostrare che ogni automorfismo olomorfo di Pn è una
proiettività. A tale scopo è utile premettere alcune considerazioni generali sul pull-back di un
fibrato vettoriale olomorfo.

Siano p : E → X un fibrato vettoriale olomorfo di rango m e f : Y → X un’applicazione
olomorfa tra due varietà complesse. Il fibrato pull-back p′ : f∗E → Y è definito a livello di
varietà come il prodotto fibrato

q : f∗E = Y ×X E = {(y, e) ∈ Y × E | f(y) = p(e)} → Y, q(y, e) = y .

Se (Ui, τi) è una banalizzazione locale per E,

τi = (p, τ ′i) : p−1(Ui)→ Ui × Cm, τ ′i : p−1(Ui)→ Cm,

e cociclo

gij : Uij → GLm(C), gij(x)v = τ ′i(τ
−1
j (x, v)) ,

allora (f−1(Ui), ηi) è una banalizzazione locale per f∗E, dove

ηi : q
−1(f−1(Ui))→ f−1(Ui)× Cm, ηi(y, e) = (y, τ ′i(e)), η−1

i (y, v) = (y, τ−1
i (f(y), v)),

con cociclo

hij(y)v = η′iη
−1
j (y, v) = η′i(y, τ

−1
j (f(y), v)) == τ ′iτ

−1
j (f(y), v) = gij(f(y))v,

ossia hij = gij ◦ f : f−1(Uij) → GLm(C). È chiaro che il cociclo hij è olomorfo e quindi che
anche il fibrato f∗E è olomorfo. In parole povere si ha che il cociclo del pull-back è uguale al
pull-back del cociclo.

È inoltre definita un’applicazione lineare a livello di sezioni globali

f# : Γ(X,E)→ Γ(Y, f∗E), f#(s)(y) = (y, s(f(y)).

Più semplicemente, se s : X → E è definita rispetto al cociclo (Ui, gij) dalle applicazioni
olomorfe si : Ui → Cm, allora f#(s) è definita rispetto al cociclo (f−1(Ui), gij ◦ f) dalle
applicazioni si ◦ f : f−1(Ui)→ Cm.

È chiaro dalla definizione che f# commuta con i luoghi di zeri di sezioni, ossia

V (f#(s)) = f−1(V (s)), s ∈ Γ(X,E).
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Occorre fare attenzione che f# è ben definita solamente con il modello esplicito di f∗E
dato dal prodotto fibrato. Qualora si conosca solamente la classe di isomorfismo del fibrato
f∗E il meglio che si può ottenere è il seguente risultato.

Proposizione 5.4.3. Siano f : Y → X olomorfa, E fibrato vettoriale olomorfo su X
ed H fibrato vettoriale olomorfo su Y isomorfo a f∗E. Allora esiste un’applicazione lineare
γ : Γ(X,E)→ Γ(Y,H) con le seguenti proprietà;

(1) γ è unica a meno di composizione a sinistra con automorfismi lineari di Γ(Y,H)
indotti da automorfismi del fibrato H;

(2) per ogni sezione s ∈ Γ(X,E) vale V (γ(s)) = f−1(V (s));
(3) se γ non è iniettiva, allora f(Y ) è contenuta in un chiuso analitico proprio di X.

Dimostrazione. Se α : f∗E → H è un isomorfismo di fibrati si definisce γ = α ◦ f#.
Gli isomorfismi di fibrati lasciano invariati i luoghi di zeri di sezioni. Se γ(s) = 0 allora
Y = V (γ(s)) = f−1(V (s)) e quindi f(Y ) ⊂ V (s); se s 6= 0 allora V (s) è un chiuso analitico
proprio di X. �

Esempio 5.4.4. Sia f : Cn+1 → Cm+1 lineare iniettiva e denotiamo con φ : Pn → Pm
l’applicazione indotta per passaggio al quoziente. Allora, per ogni d ∈ Z la f induce un
isomorfismo di line bundles su Pn.

f̃ : Hd
Pn

'−−→ φ∗Hd
Pm .

Infatti, ricordando la definizione di Hd
Pm come l’insieme delle classi di equivalenza [z, t],

con z ∈ Cm+1 − {0}, t ∈ C e [z, t] = [u, s] se e solo se esiste λ ∈ C∗ tale che u = λz, s = λdt,
prendendo la costruzione del pull-back come prodotto fibrato si ha

φ∗Hd
Pm = {([x], [z, t]) ∈ Pn ×Hd

Pm | [f(x)] = [z]} .
Possiamo adesso definire l’isomorfismo di fibrati

f̃ : Hd
Pn

'−−→ φ∗Hd
Pm , [x, t] 7→ ([x], [f(x), t]) .

e l’applicazione lineare

f̂ : Γ(Pm, Hd)
φ#

−−→ Γ(Pn, φ∗Hd)
f̃−1

−−→ Γ(Pn, Hd) .

Se una sezione globale s ∈ Γ(Pm, Hd) è definita dalla funzione s : Cm+1 → C polinomiale
omogenea di grado d, ossia s([z]) = [z, s(z)] per ogni [z] ∈ Pn, allora

φ#s([x]) = ([x], s(φ([x]))) = ([x], [f(x), s(f(x))] = f̃([x, s(f(x))])

e quindi s ◦ f : Cn+1 → C è esattamente il polinomio omogeneo di grado d che definisce f̂(s).
Per n = m e d = 1 ogni applicazione lineare invertibile Hom(Cn+1,C) → Hom(Cn+1,C)

è indotta per composizione con un’applicazione lineare f : Cn+1 → Cn+1 (la trasposta!) ed il

conteggio precedente prova che ogni isomorfismo lineare di Γ(Pn, H1) è del tipo f̂ .

Teorema 5.4.5. Ogni automorfismo olomorfo di Pn è una proiettività.

Dimostrazione. Sia ϕ : Pn → Pn un bilomorfismo, allora ϕ∗H1 ' H1. Infatti ϕ# : Γ(Pn, H1)→
Γ(Pn, ϕ∗H1) è un isomorfismo di spazi vettoriali. D’altra parte ogni line bundle su Pn è
isomorfo ad un Hd e H1 è l’unico il cui spazio delle sezioni ha dimensione n+ 1.

Abbiamo quindi un isomorfismo di fibrati α : ϕ∗H1 → H1 ed un isomorfismo di spazi
vettoriali

g : Γ(Pn, H1)
ϕ#

−−→ Γ(Pn, ϕ∗H1)
α−→ Γ(Pn, H1).

Per l’esempio precedente possiamo trovare f ∈ GLn(C) tale che g è uguale a

f̂ : Γ(Pn, H1)
φ#

−−→ Γ(Pn, φ∗H1)
f̃−1

−−→ Γ(Pn, H1) , φ = [f ].

Siccome gli isomorfismi di fibrati α e f̃ lasciano inalterati i luoghi di zeri di sezioni, ne consegue
che per ogni s ∈ Γ(Pn, H1) vale ϕ−1(V (s)) = φ−1(V (s)). Dunque il biolomorfismo ϕφ−1 lascia
inalterati tutti gli iperpiani (ossia tutti e soli i luoghi di zeri delle sezioni di H1). Per concludere
basta osservare che ogni punto è intersezione di iperpiani e quindi se un’applicazione manda
ogni iperpiano in sé deve necessariamente essere l’identità. �
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5.5. Coomologia di Dolbeault dei fibrati

Osservazione 5.5.1. Sia x ∈ X un punto di una varietà complessa fissata. Denotiamo
rispettivamente con Tx e Tx,R gli spazi tangenti in x, il primo olomorfo ed il secondo pen-
sando X come varietà differenziabile di dimensione reale 2n. Vogliamo dimostrare i due spazi
sono canonicamente isomorfi come spazi vettoriali reali. Se OX,x denota l’anello dei germi di
funzioni olomorfe in X, per definizione di spazio tangente si ha

Tx = {η ∈ HomC(OX,x,C) | η(fg) = η(f)g(x) + f(x)η(g)} .

Similmente, se Ex denota l’anello dei germi in x di funzioni C∞ a valori reali si ha per
definizione

Tx,R = {η ∈ HomR(Ex,R) | η(fg) = η(f)g(x) + f(x)η(g)} .
Possiamo allora definire un’applicazione R-lineare canonica

θ : Tx,R → Tx

tramite la formula

θ(η)(f + ig) = η(f) + iη(g), η ∈ Tx,R, f, g ∈ Ex, f + ig ∈ OX,x .

Lasciamo per esercizio dimostrare che θ è ben definito ed R-lineare. Per dimostrare che θ è
un isomorfismo possiamo fissare un sistema di coordinate locali olomorfe

z1, . . . , zn, zh = x2h−1 + ix2h

ed osservare che una base di Tx,R è data dalle derivazioni
∂

∂xh
, mentre una base di Tx come

spazio vettoriale reale è data dalle derivazioni
∂

∂zh
, i
∂

∂zh
. Per ogni h, k si ha

θ

(
∂

∂x2h−1

)
(zk) = δhk, θ

(
∂

∂x2h

)
(zk) = iδhk

da cui segue

θ

(
∂

∂x2h−1

)
=
∂

∂zh
, θ

(
∂

∂x2h

)
= i

∂

∂zh
.

Assieme al differenziale olomorfo di dzh, che per definizione è l’applicazione C-lineare

dzh : Tx → C, dzh(η) = η(zh) ,

possiamo considerare il suo coniugato

dzh ∈ HomR(Tx,C), dzh(η) = η(zh) .

La composizione di dzk con θ ci dà:

dzkθ

(
∂

∂x2h−1

)
= (dx2k−1 + idx2k)

(
∂

∂x2h−1

)
= δhk

dzkθ

(
∂

∂x2h

)
= (dx2k−1 + idx2k)

(
∂

∂x2h

)
= iδhk

da cui segue che, tramite l’identificazione data da θ si ha dzkθ = dx2k−1 + idx2k, ossia che
la composizione con θ trasforma il differenziale olomorfo nel differenziale di de
Rham. Allo stesso modo si dimostra che

dzkθ = dx2k−1 − idx2k = dzk.

Concludendo e riassumendo, usando la composizione con θ come identificazione naturale

HomR(Tx,C) ' HomR(Tx,R,C),

si ha che il differenziale olomorfo coincide con il differenziale di de Rham, dzi = dzi per ogni
i, i differenziali dz1, . . . , dzn formano una base dello spazio vettoriale complesso HomC(Tx,C),
ed i differenziali

dz1, . . . , dzn, dz1, . . . , dzn

sono una base, come spazio vettoriale complesso, di HomR(Tx,C).
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Siano U ⊂ Cn aperto e f : U → C funzione differenziabile. Se f1, f2 : U → R sono parte
reale ed immaginaria di f si ha

df = df1 + idf2

e di conseguenza df = df1 − idf2 = df , ossia il differenziale commuta con il coniugio. In
particolare dzi = dzi per ogni coordinata zi, quindi

dzi1 ∧ · · · dzip ∧ dzj1 ∧ · · · ∧ dzjq = dzi1 ∧ · · · dzip ∧ dzj1 ∧ · · · ∧ dzjq
e dunque per una forma differenziale α si ha α ∈ Ap,q(U) se e solo se α ∈ Aq,p(U).

Tutto questo implica che il coniugio scambia gli operatori ∂ e ∂:

∂ f = ∂f , ∂ f = ∂ f .

Da queste semplici osservazioni segue che le forme differenziali di tipo (p, q) sono preservate
per pull-back di funzioni olomorfe. Siano U ⊂ Cn e V ⊂ Cm aperti, f : U → V olomorfa. Allora
per ogni α ∈ Ap,q(V ) si ha f∗α ∈ Ap,q(U).

Infatti siano z1, . . . , zn coordinate su U , y1, . . . , ym coordinate su V e

α =
∑

i1<···<ip

∑
j1<···<jq

ai1···ipj1···jq (y)dyi1 ∧ · · · ∧ dyip ∧ dyj1 ∧ · · · ∧ dyjq

Allora se f1, . . . , fm sono le componenti di f si ha

f∗α =
∑

i1<···<ip

∑
j1<···<jq

ai1···ipj1···jq (f(z))dfi1 ∧ · · · ∧ dfip ∧ df j1 ∧ · · · ∧ df jq

e basta osservare che, siccome le fi sono olomorfe, ∂fi = ∂ f i = 0 da cui dfi ∈ A1,0(U),
df j ∈ A0,1(U).

Questo è tutto ciò che ci serve per poter decomporre in tipi le forme differenziali su di
una varietà complessa X. Denotiamo con AkX il fascio delle k-forme differenziali a coefficienti
complessi, allora per ogni aperto U ⊂ X si ha

AkX(U) =
⊕
p+q=k

Ap,qX (U)

dove Ap,qX (U) è il sottospazio vettoriale che delle forme che nelle carte locali olomorfe risultano
di tipo (p, q): si tratta di buona definizione in quanto il tipo è invariante per biolomorfismi e
dunque indipendente dalla carta locale.

Il differenziale di de Rham commuta con il pull-back di forme, dunque i differenziali ∂ e
∂ commutano con i pull-back via applicazioni olomorfe: segue che possiamo definire ∂ e ∂ su
qualunque varietà complessa. Si ha dunque un complesso doppio di fasci

...
...

...

A2,0
X

∂

OO

∂ // A2,1
X

∂

OO

∂ // A2,2
X

∂

OO

∂ // · · ·

A1,0
X

∂

OO

∂ // A1,1
X

∂

OO

∂ // A1,2
X

∂

OO

∂ // · · ·

A0,0
X

∂

OO

∂ // A0,1
X

∂

OO

∂ // A0,2
X

∂

OO

∂ // · · ·

Complesso doppio vuol dire che ogni riga ed ogni colonna sono complessi (∂2 = ∂
2

= 0)
e che in ogni quadrato del reticolo le composizioni dei lati anticommutano:

∂∂ = −∂∂ ⇐⇒ (∂ + ∂)2 = 0.

Il nucleo del differenziale ∂ : Ap,0X → A
p,1
X è esattamente il fascio ΩpX delle p-forme olomorfe,

quelle che in coordinate locali si scrivono come∑
i1<···<ip

ai1···ip(z)dzi1 ∧ · · · ∧ dzip , ∂aai1···ip = 0,
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ed il lemma di Dolbeault fornisce una risoluzione aciclica

0→ ΩpX → A
p,0
X

∂−→ Ap,1X
∂−→ Ap,2X

∂−→ · · ·
Applicando il teorema di de Rham delle risoluzioni acicliche si ottiene:

Teorema 5.5.2. Sia X una varietà complessa di dimensione n = dimCX. Allora per
ogni p, q ∈ N si ha

Hq(X,ΩpX) =

Ker

(
Ap,qX (X)

∂−→ Ap,q+1
X (X)

)
∂Ap,q−1

X (X)
.

In particolare Hq(X,ΩpX) = 0 per ogni q > n.

Dato un qualunque fibrato vettoriale olomorfo p : E → X, possiamo considerare il fascio
delle sezioni olomorfe di E, che denoteremo OX(E):

Γ(U,OX(E)) = Γ(U,E) = {s : U → E olomorfa | ps = Id}.
Similmente possiamo considerare il fascio delle sezioni differenziabili di E, che denoteremo
A0
X(E):

Γ(U,A0
X(E)) = {s : U → E di classe C∞ | ps = Id}.

Definizione 5.5.3. Sia E un fibrato vettoriale olomorfo di rango m su una varietà com-
plessa X. Per base locale di E su un aperto U ⊂ X si intende una m-upla di sezioni olomorfe
e1, . . . , em ∈ Γ(U,E) tali che per ogni x ∈ U si abbia e1(x), . . . , em(x) base di Ex.

Se (Ui, τi) è una banalizzazione locale, allora per ogni base u1, . . . , um di Cm ed ogni
indice i, le sezioni

eh ∈ Γ(Ui, E), eh(x) = τ−1
i (x, uh), h = 1, . . . ,m,

sono una base locale di E sull’aperto Ui.
Se e1, . . . , em e ε1, . . . , εm sono due basi locali di E sullo stesso aperto U allora vi è un’unica

applicazione A : U → GLm(C) che in ogni punto associa la matrice di cambio base

(ε1, . . . , εm) = (e1, . . . , em)A .

Usando le banalizzazioni è immediato vedere (esercizio) che A è un’applicazione olomorfa.
Possiamo generalizzare alle forme differenziali e definire, per ogni p, q il fascio Ap,qX (E)

delle (p, q)-forme differenziali a coefficienti in E. Una sezione ω ∈ Γ(U,Ap,qX (E)) su un aperto
U ⊂ X è un’applicazione che ad ogni punto x ∈ U associa un’applicazione R-multilineare
alternante

ω(x) : Tx × · · · × Tx︸ ︷︷ ︸
p+q

→ Ex

che localmente si scrive come

ω =

m∑
h=1

ehηh

con e1, . . . , em base locale e ηh forma differenziale di tipo (p, q).
Tale definizione è ben posta e non dipende dalla scelta della base locale. Data un’altra

base locale ε1, . . . , εm esiste una matrice invertibile A = (ahk(z)) di funzioni olomorfe tali che
εh =

∑
k e

kahk e quindi se

ω =

m∑
h=1

ekηk =

m∑
h=1

εhµh

allora ηk =
∑
h a

h
kµh e quindi ηk ∈ Ap,q per ogni k se e solo se µh ∈ Ap,q per ogni h.

Le stesse considerazioni dicono che per ogni ω ∈ Γ(U,Ap,qX (E)) è ben definita ∂ω ∈
Γ(U,Ap,q+1

X (E)): localmente se ω =
∑m
h=1 ehηh con eh base locale, si definisce ∂ω =

∑m
h=1 e

h∂ηh.
Nelle notazioni precedenti, se ω =

∑m
h=1 ε

hµh, allora ηk =
∑
h a

h
kµh e siccome le ahk sono

funzioni olomorfe si ha ∂ηk =
∑
h a

h
k∂µh da cui

m∑
k=1

ek∂ηk =
∑
h,k

ηka
h
k∂µh =

m∑
h=1

εh∂µh ,

e dunque la definizione di ∂ non dipende dalla scelta della base locale.
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Come si vede, il precedente argomento non consente in generale di definire il differenziale
di de Rham d dato che i coefficienti olomorfi ahk non sono localmente costanti e quindi dahk 6= 0
in generale.

È chiaro che ∂
2

= 0 ed il nucleo di ∂ : Γ(U,Ap,0(E)) → Γ(U,Ap,1(E)) sono le forme
differenziali olomorfe a valori in E, ossia quelle che in una base locale si scrivono

∑m
h=1 e

hηh
con le ηh ∈ Ωp forme differenziali olomorfe.

Teorema 5.5.4 (Teorema di Dolbeault). Per ogni fibrato vettoriale olomorfo E su una
varietà X di dimensione n si ha

Hq(X,OX(E)) =

Ker

(
Γ(X,A0,q

X (E))
∂−→ Γ(X,A0,q+1

X (E))

)
∂Γ(X,A0,q−1

X (E))
.

In particolare Hq(X,OX(E)) = 0 per ogni q > n.

Dimostrazione. Se E ha rango m, allora localmente E è somma diretta di m copie del
fibrato banale e quindi, sempre localmente, il complesso di fasci

(5.2) 0→ O(E)→ A0,0(E)
∂−→ A0,1(E)

∂−→
è somma diretta di m copie di

0→ O → A0,0 ∂−→ A0,1 ∂−→
che è una successione esatta per il lemma di Dolbeault (basterebbe il ∂-Poincaré). Dunque

anche (5.2) è una successione esatta ed i fasci A0,p
X (E) sono aciclici in quanto le sezioni sono

moltiplicabili per funzioni differenziabili.
La conclusione segue dunque dal teorema di de Rham delle risoluzioni acicliche. �
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