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Per quanto speciose parer possano tali ragioni alla turba dei letterati, i quali
si persuadono agevolmente, scrivendo nelle lingue dotte, di salire in fama a paro
degli antichi maestri e di levare nel mondo una pit gran vampa di ammirazione
del proprio ingegno, sono pure in effetto i mal consigliati coloro che si mettono a
scrivere in altra lingua fuorché nella lor propria e nativa. Diversi sono appresso
nazioni diverse i pensamenti, i concetti, le fantasie; diversi i modi di apprendere
le cose, di ordinarle, di esprimerle.

Francesco Algarotti, Posdammo 1750.

E probabile che la capacita di risolvere problemi possa venire migliorata, e di
molto, con lo studio della matematica, |[...].

Voglio pero cogliere l’occasione per sostenere che il modesto gioco della dama
impegna le migliori abilita di una mente riflessiva assai pit a fondo del gioco degli
scacchi, complicato e futile. La complessita degli scacchi, dove le mosse sono varie
e bizzarre, viene scambiata (¢ un errore comune) per profondita.

Edgar Allan Poe, I delitti della rue Morgue.
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Premessa

Questo libro & nato sotto forma di dispense per i corsi di Geometria Algebrica da me
tenuti alla Scuola Normale Superiore negli anni 1995-96, 1997-98, all’Universita di Roma
“La Sapienza” nell’anno 2001-02 ed alla SMI di Perugia nell’agosto 2002. I corsi erano
rivolti a studenti del corso di Laurea Specialistica in Matematica ed a studenti del primo
anno del Dottorato di Ricerca in Matematica; per la comprensione delle note si richiede
una buona conoscenza dei corsi istituzionali del corso di Laurea triennale in Matematica,
in particolare dei corsi di Algebra e Geometria.

A partire dal 2003 il lavoro ed il tempo dedicato alla scrittura ed allo sviluppo del
libro & andato progressivamente scemando e la convergenza verso la versione definitiva &
diventata sempre piu lenta. Questo fatto mi ha convinto a renderlo pubblico e libero, pur
essendo ancora in forma non definitiva. Presumibilmente il numero di errori e incongruenze
presenti e ancora alto: i lettori sono avvisati.

Ovviamente in futuro potranno esserci aggiornamenti, traduzioni in altre lingue e
progetti derivati rivolti a diversi target.

Il materiale contenuto nel libro € piu di quanto il numero di pagine possa far pensare.
Le dimostrazioni sono spesso ridotte all’essenziale e non ci sono soluzioni degli esercizi pro-
posti. In ogni modo non € necessaria la lettura in serie di tutti i capitoli e le propedeuticita
sono organizzate in alcuni percorsi specifici descritti nella Tabella

2 — B @
4 — B — B — B
| |
010 — 02 — 04 — 16
|1
i1 OD3—0oam

Tabella 0.1. Leitfaden: i numeri nella griglia si riferiscono ai capitoli di questo libro e le frecce
denotano le propedeuticita consigliate.

Il Capitolo [1| contiene alcuni richiami di algebra ed & propedeutico a tutto il resto. Il
Capitolo contiene degli esercizi che non rispettano i percorsi di lettura esposti nella
tabella.
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Prefazione

La geometria algebrica € una gigantesca montagna matematica, con molti punti di vista,
svariati sentieri di scalata e con un grande dislivello tra le idee euristico-intuitive che
stanno alla base di partenza ed i concetti astratti che formano gran parte delle ricerche
contemporanee. Tutto questo rappresenta un serio ostacolo per chiunque voglia scrivere
un trattato introduttivo e lo obbliga a delle scelte, sia per il linguaggio che per il livello
di astrazione e generalita.

Gia agli inizi del XX secolo, Federigo Enriques (prefazione di [ECI915]) negava, in
virtu della immane somma degli acquisti fatti, la possibilita di dominare I'intera materia
con una sola veduta. Tuttavia, egli poteva parlare della geometria algebrica come di
una dottrina qualitativa delle equazioni e delle funzioni algebriche,. .., ove confluiscono
il metodo delle coordinate, il metodo delle proiezioni e tutti i diversi ordini di concetti
suggeriti dallo studio delle curve.

Oggi questa definizione risulta indubbiamente inadeguata per descrivere lo stato del-
I’arte ma che tuttavia puo essere presa in considerazione, con opportune imprescindibili
modifiche, come percorso introduttivo alla materia. Le imprescindibili modifiche riguar-
dano 1'utilizzo dei metodi di algebra commutativa (studio degli anelli commutativi e dei
loro ideali) e dei concetti di topologia algebrica, differenziale e generale.

Nella prima parte di queste note, 'obiettivo ¢ quello di illustrare alcuni risultati che
risalgono al XIX secolo e che sono all’origine di quel ramo della matematica che oggi viene
comunemente chiamato Geometria Algebrica. Pur mantenendo un linguaggio moderno ed
il necessario rigore, ho preferito, nei limiti del possibile, dimostrazioni che utilizzano le
tecniche algebriche disponibili all’epoca. Tra i possibili approcci alla materia ho scelto
quello puramente algebrico; per evitare le tentazioni topologiche ed analitico-complesse
ho scelto di lavorare su di un campo arbitrario K (sempre infinito e quasi sempre al-
gebricamente chiuso). E tuttavia utile a fini didattici suggerire al lettore di farsi sempre
un’idea intuitiva, aiutandosi con delle figure e se necessario introducendo concetti estranei
alle note, di quello che succede sui numeri reali e complessi.

La seconda parte € una introduzione al linguaggio ed all’uso delle varieta quasiproiet-
tive, cercando pero di privilegiare I'aspetto geometrico-intuitivo e di limitare quanto pit
possibile il ricorso a strumenti di algebra commutativa.

Alle note sono stati aggiunti molti esercizi, molti dei quali non banali: alcuni asterischi
(*) indicano il livello di difficolta: si tratta naturalmente di una valutazione del tutto
personale che riflette in pieno le (in)capacita e le peculiarita dell’autore. Il simbolo (xx7)
sta ad indicare un esercizio del quale non conosco alcuna ragionevole dimostrazione che
utilizzi il materiale esposto nelle note (fino a quel punto). Gli esercizi complementari
possono essere tralasciati ad una prima lettura e sono raccolti in apposite sezioni. Come
ulteriore occasione di verifica sono stati disseminati errori di tutti i tipi: matematici,
storici, di stampa, di grammatica, di uso trogloditico del KTEX ecc.
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Regole del gioco, abbreviazioni, sigle e simboli

Per comodita espositiva, e salvo avviso contrario, useremo le seguenti convenzioni:

Il simbolo N denota I'insieme degli interi non negativi, ossia N = {0,1,2,3,...}.

I simboli Z, Q, R, C denotano rispetivamente 1’anello degli interi ed i campi dei numeri
razionali, reali e complessi.

Tutti gli anelli sono commutativi con unita e tutti i campi infiniti.

Se A & un anello, Iideale (1) = A & considerato un ideale primo.

Ogni omomorfismo di anelli f: A — B ¢ unitario, cio¢ tale che f(1) = 1.

Assumeremo che il lettore abbia familiarita con le nozioni di dominio di integrita, di
campo e di caratteristica di un campo.

Per faciltare il confronto con altri libri di testo, abbiamo deciso di scrivere le formule
matematiche “in inglese”; scriveremo quindi GCD per massimo comun divisore, Ker per
nucleo, rank per rango, trace per traccia eccetera.

Il simbolo O indica la fine di una dimostrazione.
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Richiami di Algebra

In questo capitolo saranno richiamate, in modo estremamente conciso, alcune nozioni
basilari di algebra allo scopo di facilitare il lettore e di fissare le notazioni. Per una trat-
tazione pill dettagliata e dimostrazioni complete rimandiamo a [Her1982), [Lang1984].

Attenzione: Salvo avviso contrario tutti gli anelli sono tacitamente considerati commu-
tativi con unita e tutti i campi infiniti.

1.1 Il lemma di Zorn
In queste note accettiamo senza riserve la validita dell’assioma della scelta.

Assioma della scelta. Sia X = U{X; | i € I} l'unione di insiemi non vuoti, indicizzati
da un insieme I. Allora esiste un’applicazione f: I — X tale che f(i) € X; per ognii € I.

Prima di enunciare il lemma di Zorn nella forma di uso prevalente ricordiamo alcune
definizioni:

1. Sia (S, <) un insieme (parzialmente) ordinato. Un sottoinsieme H C S si dice una
catena se per ogni x,y € H, vale z < y oppure y < z. In altri termini H C S ¢
una catena se e solo se H ¢ un insieme totalmente ordinato per la relazione di ordine
indotta.

2. Sia (5, <) un insieme (parzialmente) ordinato, H C S un sottoinsieme e x € S. Diremo
che z ¢ un maggiorante per H se y < x per ogni y € H.

3. Sia (5, <) un insieme (parzialmente) ordinato e m € S. Diremo che m ¢ un elemento
massimale per S se {m}={z € S|m <z}

Lemma 1.1.1. Sia (S, <) un insieme ordinato. Allora ogni sottoinsieme H C S possiede
elementi massimali se e solo se ogni catena ascendente numerabile {xg < 1 < ...} €
stazionaria, cioe se esiste m € N tale che x,, = z,, per ogni n > m.

Dimostrazione. Se una catena ascendente numerabile z,, possiede un elemento massimale,
diciamo z,,, allora necessariamente x,, = x,, per ogni n > m.

Viceversa, se esiste un sottoinsieme non vuoto H C S senza elementi massimali, allora,
per ogni x € H, il sottoinsieme H, = {y € H | y > 2} ¢ non vuoto. Per lassioma della
scelta esiste un’applicazione f: H — H tale che f(x) > x per ogni € H. Preso comunque
zo € H, la catena x,, = f™(xp) non & stazionaria. O
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Lemma 1.1.2 (Lemma di Zorn). Sia (S,<) un insieme non vuoto parzialmente
ordinato. Se ogni catena in S possiede un maggiorante, allora S possiede elementi
massimali.

Rimandiamo ai libri [Halm1960, Man2008| per la dimostrazione dell’equivalenza tra il
lemma di Zorn e 'assioma della scelta.

Abbiamo enunciato ’assioma della scelta e il lemma di Zorn esclusivamente come
richiamo di argomenti che assumiamo ben assodati nel lettore. In particolare queste note
conterranno molti ragionamenti “informali” che hanno a che fare con quantita infinite, i
quali possono essere facilmente formalizzati e resi precisi da qualsiasi persona dotata delle
competenze matematiche di base.

1.2 Coeflicienti binomiali

Dati due interi positivi n, d, il coefficiente binomiale

n

d
indica il numero dei sottoinsiemi di cardinalita d contenuti in un insieme di n elementi.
Sono ben note la formule:

(le) - dl(nnid)l = ;!(:lf[:(n —i),  (z+y)"= zn: (Z)xdynd_

Lemma 1.2.1. Per ogni n,d > 0 l’insieme

and:{(al,...,an)eN”|a1+~~+an§d}

ha cardinalita (d + n) .

n
Dimostrazione. L'insieme Qnq = {(b1,...,b,) EN" |1 <by <by <--- < b, <d+n} ha
.. (dtn L
cardinalita , mentre 'applicazione
n
Pn,d —>Qn,d7 (al,...,an) — (al +1la1+ax+2,...,a1 +"'+an+n)7

¢ bigettiva. O

Si noti che esiste una bigezione naturale

{(a1,...,a,) €N" | ay + - +a, <d}y = {(ag,...,a,) €N | ag+---+a, =d}.

Esercizi

1.1. Dimostrare che

(d:n> _ (d—;izl> . <d+;z—1) :}in%(h:izl)_



1.3 Anelli ed ideali 3
1.2. Siano
=0, Fi=1 F=1, ... F,n1=F,+F,1,

i numeri di Fibonacci. Dimostrare che per ogni n > 0 vale

FnH:Z(n;d).

d>0

1.3. Dimostrare il seguente risultato, generalmente noto come Principio di inclusione-
esclusione.

Denotiamo con C(a,n) la famiglia dei sottoinsiemi di cardinalitd a di {1,...,n} e
siano Ay, ..., A, sottoinsiemi di un insieme finito A; per ogni I = {iy,...,i,} € C(a,n)
denotiamo con «(I) la cardinalita di A;, N--- N A;_ . Dimostrare che la cardinalita di

Ay U---UA, éuguale a
dEDT YT ).

a=1 IeC(a,n)

(Sugg.: un punto appartenente ad A; per esattamente s indici ¢ € {1,...,n} viene contato,
con molteplicita, 1 — (1 — 1)*® volte.)

1.4. Dimostrare che per ogni s > 0 vale lo sviluppo di Taylor

+oo

a2 (1)

n=0

(Sugg.: induzione su s, derivando (1 — ¢)~* oppure utilizzando 1'Esercizio [L.1])

1.3 Anelli ed ideali

Con il termine anello intenderemo sempre un anello commutativo con unita e, salvo avviso
contrario, ogni omomorfismo di anelli f: A — B & unitario, cioé soddisfa la condizione
f(1) = 1. Assumeremo che il lettore abbia familiarita con le nozioni di dominio di integrita,
di campo e di caratteristica di un campo.

Dato un dominio di integrita A, il campo delle frazioni di A ¢ il campo F' formato

dalle classi di equivalenza delle frazioni 7 per a,b € Aeb # 0. La relazione di equivalenza

a ¢ . . . .
— ~ — ¢ valida se e solo se ad = bc. Le operazioni di somma e prodotto in F' sono definite

nel modo “naturale”
a ¢ ad+be

ac

b 4T b 0 bd b

La caratteristica di un domino di integrita e, per definizione, la caratteristica del suo

campo delle frazioni [Her1982 3.2]; se A & un dominio di caratteristica p > 0, Papplicazione
z — P & un omomorfismo iniettivo di A in sé detto morfismo di Frobenius.

Definizione 1.3.1. Un dominio di integrita si dice perfetto se ha caratteristica 0 oppure
se ha caratteristica p > 0 ed il morfismo di Frobenius é surgettivo.

Un elemento x di un anello A si dice un divisore di 0 se esiste y € A — {0} tale che
zy = 0. Un anello &€ un dominio di integrita se e solo se 0 & 'unico divisore di 0.

Dato un anello A ed un suo sottoinsieme E, denotiamo con (E) C A il piu piccolo
ideale di A contenente E. Si dimostra facilmente che ogni elemento di (E) si puo scrivere



4 1 Richiami di Algebra

come una combinazione lineare finita di elementi di E a coefficienti in A. Diremo che un
insieme F ¢ un insieme di generatori dell’ideale I C A se I = (E); un ideale si dice
finitamente generato se ammette un insieme finito di generatori; si dice principale se ¢
generato da un solo elemento. Un anello si dice Noetheriano se ogni ideale ¢ finitamente
generato, si dice ad ideali principali se ogni ideale e principale. Esempi di anelli ad
ideali principali sono i campi (gli unici ideali sono (1) e (0)).

Intersezione di ideali € sempre un ideale mentre in generale I'unione di ideali non ¢ un
ideale. Se I, J C A sono ideali, denotiamo con I 4+ J = (I U J) ideale generato da I e J.
E facile vedere che I + J = {zx+y|xel,ye J}. Piuin generale se I, ¢ una famiglia
arbitraria di ideali di A denotiamo con Za I, l'ideale generato da Uy 1.

Un ideale [ si dice irriducibile se per ogni coppia Ji, Js di ideali tali che I = J; N Js
si ha che I = J; oppure I = J5. Un ideale p si dice prim(ﬂ se ab € p implica che a € p
oppure b € p. Dato un ideale I C A si definisce il radicale di I come

VI={aecAla" eI per n>>0}.

Un ideale radicale ¢ un ideale I tale che I = /I. Si noti che \/\ﬁ = /T e che gli ideali
primi sono radicali.

Un ideale massimale ¢ un ideale proprio che ¢ massimale rispetto alla relazione
di inclusione. Ogni ideale massimale m C A & primo: infatti se ab € m e né a né b
appartengono a m allora m+ (a) = m+ (b) = (1) e quindi esistono my,mg € m, 1,22 € A
tali che m1+ax; = mo+bxs = 1. Si ottiene che 1 = mymo+mixob+moxia+x1220b € M,
in contraddizione con il fatto che ogni ideale massimale & proprio.

Vediamo adesso due classiche ed istruttive applicazioni del lemma di Zorn. Altre ne
saranno proposte negli esercizi.

Lemma 1.3.2. Ogni ideale proprio di un anello A é contenuto in un ideale massimale.

Dimostrazione. Sia I C A un ideale proprio e sia A la famiglia degli ideali propri che
contengono I. Ovviamente I € A che quindi non ¢ vuota; se {I,} ¢ una catena in A
allora U,I, = J & un ideale e, siccome 1 ¢ I, per ogni «, ne segue che 1 & J, cioe che J
¢ un ideale proprio. Per il lemma di Zorn A possiede elementi massimali. a

Lemma 1.3.3. Sia I C A un ideale. Allora VI ¢ Uintersezione di tutti gli ideali primi
che contengono I.

Dimostrazione. Se p & un ideale primo che contiene I, allora v/T C VP =0
Viceversa, fissiamo un elemento f ¢ v/I e denotiamo con A la famiglia degli ideali
radicali che contengono I e non contengono f. A non & vuota perché contiene v/T; se J,
¢ una catena in A allora anche UJ, € A (verifica per esercizio) e quindi per il lemma di
Zorn A possiede un elemento massimale p: vogliamo dimostrare che p & un ideale primo.
Sia ab € p e supponiamo per assurdo che a & p e b & p. Allora gli ideali \/(a) +p e
(b) + p non appartengono ad A e, poiché contengono I, dovranno contenere anche f.
Esisteranno quindi interi positivi n,m tali che f™ € (a) +p e f™ € (b) + p. Prendendo il
prodotto otteniamo f*+™ € (ab) + p = p che contraddice Pappartenenza di p ad A. O

Definizione 1.3.4. Il nilradicale di un anello commutativo é lintersezione di tutti gli
ideali prims.

Per il Lemma il nilradicale coincide con l'insieme degli elementi nilpotenti 1/0.

! In queste note, non & richiesto agli ideali primi di essere propri.
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Definizione 1.3.5. Un anello si dice locale se contiene un solo ideale massimale. L unico
campo quoziente di un anello locale si dice campo residuo.

Se f: A — B & un omomorfismo di anelli e J C B & un ideale, allora anche f~*(J)
¢ un ideale di A; se J & primo allora anche f~!(J) & primo, mentre se J & massimale
non ¢ detto che anche f~1(.J) sia massimale: si consideri ad esempio l'inclusione Z — Q
e l'ideale nullo J = 0. Se I C A & un ideale e f non ¢ surgettivo, allora in generale f(I)
non e un ideale.

Proposizione 1.3.6. Sia f: A — B un omomorfismo surgettivo di anelli con nucleo K.

1. Se I C A ¢ un ideale, allora f(I) & un ideale e f=1(f(I)) = I + K. In particolare,
f(I) & un ideale proprio se e solo se 1 € I + K.

2. {71 induce una bigezione tra Uinsieme degli ideali di B e Uinsieme degli ideali di A
che contengono K.

3. Un ideale J C B ¢ primo (risp.: massimale, radicale, irriducibile) se e solo se
f~1(J) C A ¢ primo (risp.: massimale, radicale, irriducibile).

Dimostrazione. Esercizio. O

In pit di un’occasione utilizzeremo la seguente notazione: se A € un anello ed a € A,
allora O(a) indica un elemento imprecisato dell’ideale (a); scriveremo ad esempio (x +
a)® = 2® + 32%a + O(a?) e pit in generale b = ¢+ O(a) se b=c (mod a).

Esercizi

1.5. Dimostrare che ogni ideale primo e irriducibile. Verificare che l'ideale 0 nell’anello
Rlz] . . . .

—— ¢ irriducibile ma non & primo.

(2?)

1.6. Sia m un ideale massimale di un anello A. Dimostrare che A & locale se e solo se 1 —a
¢ invertibile per ogni a € m.

1.7. Sia tad lintersezione di tutti gli ideali massimali di un anello commutativo A.
Dimostrare che a € tad se e solo se 1 + ab ¢ invertibile in A per ogni b € A.

1.4 1l determinante di Vandermonde

Sia B = (b;;) una matrice quadrata di ordine n a coefficienti in un anello A. Come per le
matrici a coefficienti in un campo si definisce il determinante di B nel modo seguente

det(B> = |blj‘ = Z (_1)0b10(1) T 'bna(n)
oeX,

g

dove X, ¢ il gruppo simmetrico delle permutazioni di {1,...,n} e (—=1)7 & la segnatura

di . Continuano a valere le seguenti proprieta:
1. (Sviluppo di Laplace.) Se B¥ indica il determinante minore (n—1) x (n— 1) calcolato
togliendo a B la i-esima riga e la j-esima colonna, allora valgono le formule

n

det(B) = (=1)"BMby; =Y " bin(—1)""B™, perogni h=1,...,n.
1=1

Jj=1

n

> b (1) BM = (=) B by, =0, se h # k.
j=1

=1
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2. Moltiplicando una riga od una colonna di B per un elemento a € A, anche det(B)
viene moltiplicato per a.

3. Il determinante det(B) non cambia se ad una colonna viene aggiunto un multiplo di
un’altra colonna. Lo stesso per le righe.

4. Se la matrice B possiede due colonne uguali, allora det(B) = 0.

5. Vale il teorema di Binet, e cio¢ det(AB) = det(A) det(B).

Come esempio di applicazione delle precedenti regole, calcoliamo il determinante della
matrice di Vandermonde: proviamo che

1 1 . 1
To X1 0 Tn
: : .o = H(xz zj)
xn—l xn—l . xn—l >
0 1 n

Ragioniamo per induzione su n, considerando il polinomio

n—1 n—1
p(t) = [[t—2p) ="+ > ait’,
j=0 i=0

Sommando all’ultima riga della matrice di Vandermonde la combinazione lineare a
coefficienti a; delle rimanenti righe si ottiene

xo ‘rl PRI xn xO xl PR xn
n—1 _n—1 n—1 n—1 _n—1 n—1
xo xl PR xn xo xl PR xn
n n n
Ty Ty o Ty p(zo) p(z1) ... p(xn)

Dato che p(z;) = 0 per ogni i <n e p(zn) =[], ;(zn — z;) si ha

1 1 1
xo xl DRI xn
Zo T Tn—1
: : : = . . ) H(xn — ;)
n—1 _n—1 n—1 . . : . n>j
Lo Zy Ty an_l xn—l L. xn—l J
n n n 0 1 n—1
Lo T7 Ly

Denotiamo con B = (b;;) la matrice di coefficienti b;; = (—1)"*7BJ". Se I indica la
matrice identita, allora segue dallo sviluppo di Laplace che

B-B=B-B=det(B)-I (prodotto righe per colonne).

La matrice B viene detta matrice aggiunta di B.

Esercizi

1.8. Sia B = (b;;) una matrice le cui colonne sono linearmente dipendenti su A, provare
che det(B) ¢ un divisore di 0.
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1.9. Sia B = (b;;) una matrice n x (n + 1) a coefficienti in un anello A e denotiamo con
d; il determinante minore n X n calcolato togliendo a B la j-esima colonna. Dimostrare
che

dq

—dy

ds | =0

(Sugg.: calcolare i determinanti delle matrici (n+1) x (n+1) ottenute duplicando le righe
di B.)

1.5 Polinomi e fattorizzazione unica

Sia A un dominio di integrita, un elemento a € A si dice irriducibile se non ¢ invertibile
e se a = be, allora uno dei due elementi b, ¢ € A & invertibile. Un elemento non invertibile
a € A si dice primo se ogniqualvolta a divide bc si ha che a divide almeno uno dei due
elementi b, c. E facile dimostrare che ogni primo ¢ irriducibile, il viceversa e generalmente
falso (vedi Esercizio [1.22).

Un dominio di integrita si dice a fattorizzazione unica se:

1. Ogni elemento diverso da 0 € invertibile oppure si puo scrivere come prodotto di un
numero finito di elementi irriducibili.

2. Gli elementi irriducibili nominati al punto 1 sono unicamente determinati, a meno
dell’ordine e di moltiplicazione per invertibili.

I campi sono domini a fattorizzazione unica. Pili in generale, ¢ ben noto che i domini di
integrita a ideali principali sono domini a fattorizzazione unica (cfr. Esercizio .

Se A & un anello, indicheremo con A[zy,...,x,] Panello dei polinomi a coefficienti in
A nelle indeterminate z1,...,z,. La proprieta caratterizzante di A[xq,...,x,] & che per
ogni omomorfismo di anelli ¢: A — B e per ogni n-upla by, ..., b, € B esiste unica una
estensione di ¢ ad un omomorfismo, detto di specializzazione, gZ;: Alzy,...,z,) — B
tale che ¢(x;) = b;.

Un polinomio p(t) € A[t] si dice monico se il coefficiente della potenza piu alta di ¢ &
uguale a 1. Ossia, p(t) ¢ monico di grado d se e solo se si puo scrivere

pt) =t +ait™  + - +ag,  a1,... a4 € A

Definizione 1.5.1. Sia A un dominio a fattorizzazione unica; un polinomio f € Alt] si
dice primitivo se i coefficienti di f non hanno fattori comuni.

Lemma 1.5.2 (di Gauss). Sia A un dominio a fattorizzazione unica con campo delle
frazioni K. Allora il prodotto di polinomi primitivi é primitivo, ed inoltre:

1. Se f,g € A[t], con f primitivo che divide g in K[t], allora f divide g in A[t].
2. Se f,g9 € K[t] sono polinomi monici e fg € Alt], allora f,g € A[t]
3. A[t] é un dominio a fattorizzazione unica.

Dimostrazione. (vedi anche 'Esercizio [13.28)) Siano f = Y1 ja;t' e g = Z?:o bt due
polinomi primitivi in A[t] e assumiamo per assurdo che esista ¢ € A non invertibile che
divide il prodotto fg. Siano r < n e s < m due interi tali che c|a; per i <, ¢ Jfa,, c|b;
per j < s e c fbs. Il coefficiente di ¢"T* nel prodotto fg ¢ uguale a

arbs + Z aierrsfi + Z ar+sfjbj

i<r j<s
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e quindi ¢ divide a,bs. Poiché A & a fattorizzazione unica, questa & una contraddizione.
[1] Sia f € A[t] primitivo, g € K[t] e fg € AJt]; mettendo i coefficienti di g a deno-
a
minatore comune, possiamo trovare a,b € A senza fattori comuni tali che h = ?g e un
agf . .o . .. .
) e primitivo, da cui segue che a € invertibile

polinomio primitivo in A[t]. Dunque fh =
e quindi g = hb/a € Alt].

[2] Se f,g € K[t] sono polinomi monici, esistono a,b € A tali che af,bg € Aft] sono
primitivi. Quindi abfg € A[t] & primitivo e di conseguenza ab & invertibile.

[3] La dimostrazione del terzo punto segue facilmente dai primi due e dal fatto che K [t]
€ un dominio a fattorizzazione unica. I dettagli sono lasciati per esercizio al lettore. O

Lemma 1.5.3 (Divisione Euclidea). Sia A un dominio di integrita e p € Alzx] un
I,

polinomio monico di grado n > 0. Allora per ogni f € Alx] esistono unici g,r € Alzx], con
r di grado minore di n, tali che f = gp+r.
Dimostrazione. Esercizio. a

Lemma 1.5.4 (regola di Ruffini). Sia A un dominio di integrita, f € Alx] ea € A tale
che f(a) =0. Allora (x — a) divide f; in particolare esistono in A al pit deg(f) radici.

Dimostrazione. Esercizio. O

Lemma 1.5.5. Sia A un dominio a fattorizzazione unica con campo delle frazioni K e
siano f,g € Alz] polinomi di grado positivo. Allora [ e g hanno un fattore comune in

Alx] di grado positivo se e solo se f e g hanno una radice comune nella chiusura algebrica
di K.

Dimostrazione. Una implicazione e evidente. Viceversa supponiamo che f e g abbiano
una radice comune in K e dimostriamo, per induzione sulla somma dei gradi, che f e
g hanno un fattore comune di grado positivo; non ¢ restrittivo supporre f e g polinomi

b d
primitivi. Se f e g hanno entrambi grado 1, diciamo f = azx+be g = cx+d, allora — = —
a ¢

e quindi esiste un invertibile e tale che a = ec e b = ed. Se la somma dei gradi & maggiore
di 2 e, tanto per fissare le idee, deg f > deg g, allora esistono a € A — {0} ed un polinomio
h € Alx] di grado deg f — deg g tali che

deg(af — hg) < deg f.

I polinomi g e a f—hg hanno una radice comune e per l'ipotesi induttiva esiste un polinomio
irriducibile ¢ € A[z] di grado positivo che divide g e af. O

Dal Lemma [1.5.4] segue il seguente criterio di cui faremo uso in seguito: se A ¢ un
dominio di integrita infinito ed f € Alt] allora f = 0 se e solo se f(a) = 0 per infiniti
a€A.

Dato un qualsiasi anello A, per ogni i = 1,..., s esiste unica un’applicazione
0
oz, cAlxy, .. xs] — Al . 2]

che chiameremo derivata parziale e che soddisfa le seguenti 4 condizioni:

0
a.’l,'i
2. (additivita)

1. (a) = 0 per ogni a € A.
0
(b1 +b2) = %(bl) +

D (bo) per ogni by, by € Alzq, ...,z

0
8l‘i
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G, 0 0 0 .
3. (gelbmz) oz, (bibe) = bla—xi(bQ) + bgy oz, (b1) per ogni by, by € Alzy,..., x4
4. 87331(%) = 0;; (delta di Kronecker).
Si vede facilmente che - ¢ ben definita e unica. Scriveremo spesso - in luogo di
a K3 K3
b).
oz, )

Piu in generale dato un morfismo di anelli A — B, un’applicazione d: B — B che
soddisfa le precedenti condizioni 1), 2) e 3) si dice una A-derivazione. Se A = R le

applicazioni coincidono con le usuali derivate parziali.
z;
Lemma 1.5.6. Sia A un dominio perfetto a fattorizzazione unica e f € Alxy,...,xs).
0 0
Allora f possiede un fattore multiplo di grado positivo se e solo se f, a—f, oy / hanno
X1 Ts

un fattore comune di grado positivo.

Dimostrazione. Se h? divide f, segue immediatamente dalla regola di Leibniz che h divide
tutte le derivate parziali. Viceversa sia f = f1fo--- f, con i polinomi f; irriducibili e
senza fattori in comune; si assuma per assurdo che f; abbia grado positivo e divida
fi

tutte le derivate parziali di f. Di nuovo per Leibniz segue che f; divide per ogni i e

1
quindi, siccome il grado della derivata e strettamente inferiore, deve essere necessariamente

df1
ox

= 0 per ogni 1.

‘Basta quindi dimostrare che se f € irriducibile di grado positivo, allora possiede almeno
una derivata parziale non nulla. L’asserzione ¢ evidente in caratteristica 0, mentre se la
caratteristica & p > 0 e le tutte derivate parziali sono nulle, allora f € Alzf,... z?].
Siccome A ¢ perfetto, si ha che f appartiene all’immagine del morfismo di Frobenius
Alzy,...,xs] — Alzq,...,zs] e quindi esiste h € B tale che f = hP. O

Una serie formale a coefficienti in A nelle indeterminate x1, ..., x, & una espressione
del tipo

¢=> amx’ aj€A ITeN
I

dove, se I = (i1,...,iy), si & posto z! = xil x? - xin; chiaramente un polinomio puo esse-
re pensato come una serie formale in cui a; # 0 per al pit un numero finito di multiindici.
Con le ben note regole di somma e di prodotto di Cauchyﬂ le serie formali formano un
anello commutativo denotato A[[z1,. .., z,]]. E talvolta utile considerare A[z1, ..., x,] co-
me un sottoanello di A[[z1,...,z,]]. Ad esempio se a € A, allora 1 —ta € A[t] & invertibile
in A[[t]] con inverso Y., a‘t’; si deduce immediatamente che 1 — at & invertibile in A[t]
se e solo se a ¢ nilpotente.

Esercizi

1.10. Siano A un anello, 0 < r < n interi e @41, ...,a, € A. Mostrare che I'applicazione

2

Zamﬁl + ZbImI = Z(al + bI)a:I, (Z a[xl)(z beI) = Z < Z CLIbJ) 2

I+J=H
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¢ Alxy, ..., xn] — Alx, ... 2], O(f(z1, .. yxn)) = f(@1, . Ty Qpg1y ey Q)

¢ un omomorfismo surgettivo di anelli e che il nucleo di ¢ ¢ I'ideale generato da z,11 —
Qril, .-y Ty — Qp. (Sugg.: scrivere x; = y; + a;.)

1.11. Sia A = K[t?,#3] C K[t] il sottoanello dei polinomi con il coefficiente di ¢ nullo.
Provare che A non & un dominio a fattorizzazione unica e che il Lemma [[.5.5] non vale in
Alx].

1.12. Siano dy,ds: Alxy,...,x5] — Alxy,...,xs] due A-derivazioni. Dimostrare che d; =
dy se e solo se dy(z;) = da(x;) perognii=1,...,s.

1.13. La derivazione di Eulero ¢ 'unica A-derivazione

E: Alxy,...,zs) — Alx1,. .., x4

o 0
tale che E(z;) = x; per ogni i. Dimostrare che £ =), i
Li

1.14. Siano f € A[xy,...,x5] e ¢1,-..,9s € Alt], provare che

0 —~ Of 99;

hl ),...,q95(1) = ), ..., gs(t t

o7 0100100 = 3 5 n(0)--o50(0) )
1.15. Provare che in A[xy, ...,z gli operatori commutano tra loro.

T
1.16. Sia A — B un morfismo di anelli e siano f,g,h: B — B tre A-derivazioni. Provare
che:

1. f+ g e bf sono A-derivazioni per ogni b € B.
2.[f,g9] == fog—go [ &una A-derivazione.
3.[fog,hl=folg,hl+[f hlog.

1.17 (Lo Pfaffiano, I). Sia K un campo di caratteristica 0, V' uno spazio vettoriale
su K di dimensione n = 2d e eq,...,e, una base di V. Data una matrice antisimmetrica
A = (A;j) di ordine n a coefficienti in K, si consideri la forma

2
1
n= 5214”'61'/\6]' S /\V
.3
Lo Pfaffiano di A ¢ lo scalare Pf(A) € K definito dalla formula

1
an/\d =Pf(A)er A+ Nep.

Esplicitare lo Pfaffiano di una matrice antisimmetrica 4 x 4.

1.18. Sia R un dominio a fattorizzazione unica di caratteristica # 2 e A = (A¥) una
matrice simmetrica n x n di rango 1 a coeflicienti in R. Dimostrare che esistono, e che
sono unici a meno di moltiplicazione per invertibili, elementi a,pi,...,p, € R tali che
GCD(p1,...,pn) =1 e AY = ap;p;.
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1.19 (Lo Pfaffiano II, x). Si consideri I'anello R = Z[a;;], per 1 < i < j < ne
sia A = (A4;;) la matrice antisimmetrica tale che A;; = a;; se i < j. Denotiamo con
A = (A%) la matrice aggiunta di A. Provare che:

1) Se n & dispari, allora A ha rango n—1, A & simmetrica di rango 1 e GCD(A%) = 1. Per
I'Esercizio si pud scrivere A% = ap;p;. Mostrare che a = 1, che il vettore (p1,...,pn)
¢ unicamente determinato a meno del segno e che vale Zj Aijpj =0perognii=1,...,n.
2) Se n = 2d ¢ pari allora A ha rango n ed esiste Pf € R, determinato a meno del segno,
tale che det A = Pf2.

3) Esiste una determinazione del segno per Pf tale che ogni sua specializzazione P f(A)
ad una matrice antisimmetrica A di ordine pari su di un campo di caratteristica 0 coincide
con lo Pfaffiano definito nell’Esercizio (Sugg.: nelle notazioni dell’Esercizio esiste
una matrice B tale che n = Be; A Bes + Be. A Bey + - -+ + Be,—1 A Bey,.)

1.20. Sia A(t) una matrice quadrata a coefficienti in K [t]. Se 7 ¢ la dimensione su K del
nucleo di A(0), allora ¢ divide il determinante di A(?).

1.6 Anelli graduati

Un anello A si dice graduato se come gruppo abeliano ammette una decomposizione in

somma diretta
—+o0
A= P A

d=—o0

tale che A, A, C Ap+m per ogni n,m € Z. Gli elementi di A; C A si dicono omogenei
di grado d. Un ideale I di un anello graduato A si dice omogeneo se ogniqualvolta a € T
accade che anche tutte le componenti omogenee di a appartengono a I: in altre parole
I ¢ omogeneo se e solo se I = ;rioo(f N Ag); si dimostra facilmente che un ideale ¢
omogeneo se e solo se € generato da elementi omogenei.

Se A e un dominio di integrita graduato e f,g € A sono tali che il loro prodotto
fg € omogeneo, allora f e g sono necessariamente omogenei: infatti se f = f,, + fny1 +
-+ fneg=gr+gry1+ -+ gr sono le decomposizioni in componenti omogenee, con
frs Ny Grgr # 0, allora fg = fngr + fngr + C, dove C' & una combinazione lineare di
elementi omogenei di gradi strettamente compresi fra n+r e N+ R. Siccome f &€ omogeneo
deve necessariamente essere n +r = N + R e quindi n = N,r = R.

Per ogni anello commutativo A, Panello dei polinomi A[zy,...,x,] possiede una
graduazione naturale

A[zla v 7xn] = @;i‘—;.ooAda

dove A, & l'insieme dei polinomi omogenei di grado d, ossia l'insieme delle combinazioni
lineari a coefficienti in A di monomi x%' 2% --- 2! con iy + --- + i, = d. A volte & utile
associare ad ogni variabile x; un peso w(x;) € N; in tal caso diremo che un polinomio &
isobaro di peso m, rispetto ai pesi w(z;), se & combinazione lineare a coefficienti in A
di monomi 2z -+ -z con iyw(x1) + - - + inw(z,) = m.

Il ragionamento precedente mostra che se A & un dominio a fattorizzazione unica,
allora i fattori irriducibili di un polinomio omogeneo (risp.: isobaro) f € Alzy,...,z,]

sono omogenei (risp.: isobari).

Lemma 1.6.1. Sia A un dominio di integrita infinito e sia f € Alxy,...,xs]. Allora f ¢é
omogeneo di grado n se e solo se

f(t.%’l, N ,t$5> = tnf(l‘l, N 7-'175)

per ogni t € A.
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Dimostrazione. Se f & omogeneo la relazione precedente & evidente. Viceversa scriviamo
f=fo+fi+---+fn con f; omogeneo di grado 4. Il polinomio P = fo+tf +-- -+t f —
t"f € Alxy,...,xs,t] si annulla per infiniti valori di t € A C Alzy,...,z;] e quindi deve
necessariamente essere f, = f e f; =0 per i # n. a

Lemma 1.6.2. Un ideale I C K[x1,...,x,] é omogeneo se e solo se per ogni f € I e per
ogni t € K, il polinomio fi(x1,...,2,) := f(tx1,...,tx,) appartiene all’ideale I.

Dimostrazione. Dimostriamo il lemma utilizzando il cosiddetto argomento di Vandermon-
de: tale metodo sara usato nuovamente in seguito.
Scriviamo f = fo + f1 + -+ fs, dove f; ¢ omogeneo di grado i. Per ogni scelta

di tg,t1,...,ts € K vale f;, = Zj t] f;. Siccome K ¢ infinito, possiamo scegliere gli
scalari tg,t1,...,ts distinti. Quindi il determinante della matrice di Vandermonde ()
¢ invertibile, esiste la matrice inversa (a%) = (t/)~" e, per ogni j = 0,...,s, vale f; =
Zi aé ff7 S I O
Lemma 1.6.3 (Formula di Eulero). Se f € A[z1,...,z;] € omogeneo di grado n, allora
vale

Dimostrazione. Induzione su n. Se n = 0, allora f € A e la formula & chiara. Sia n > 0
e supponiamo la formula vera per polinomi omogenei di grado n — 1; per linearita basta
provare la formula nel caso in cui f ¢ un monomio, si pud quindi scrivere f = z; f’ per
qualche j =1,...,s e f’ omogeneo di grado n — 1. Quindi per induzione

s af s afl
szaxz = lexj%% +.%'jf/ = (n — 1){Ejf/ +xjfl = nxjf/ = nf

Esercizi

1.21. Siano m e n interi positivi fissati e sia K un campo di caratteristica 0 oppure
maggiore di m. Dimostrare che l'insieme

{pm |p€K[I1,...,In]},

delle potenze m-esime dei polinomi genera K [x1, .. ., z,] come K-spazio vettoriale (Sugg.:
Vandermonde).

1.22. Sia A = K|[z,y, 2]/(zy — 2?). Provare che A ¢ un dominio di integrita e che z € A
¢ irriducibile ma non & primo. (Sugg.: l'anello A & graduato).

1.23. Sia A un dominio a fattorizzazione unica. Provare che il determinante universale
det(ai;) € Ala;;] € irriducibile nell’anello dei polinomi a coefficienti in A nelle indeter-

minate a;;, con 4,5 = 1,...,n. (Sugg.: induzione su n, essendo ovvio per n < 2. Sia
per assurdo n > 2 e f irriducibile omogeneo di grado d < n/2 che divide det(a;;) e
specializziamo ponendo a1; = 0 per ¢ = 2,...,n. La specializzazione di f divide ai1p

dove p = det(a;j), ¢, j > 2 & un determinante universale e quindi irriducibile per 'ipotesi
induttiva. Se ne deduce che d < 1 ed adesso ¢ facile concludere.)

1.24 (Lo Pfaffiano III, x). Sia n = 2d un intero pari e sia Pf € Z[a;;],1 <i < j < mn,lo
Pfaffiano universale definito nell’Esercizio Dimostrare che Pf & omogeneo di grado
d e che, se ad a;; assegniamo il peso w(a;;) =i+ j, allora Pf ¢ isobaro di peso d(n + 1).
Si provi inoltre che Pf ¢ irriducibile. (Sugg.: si usi la omogeneita di Pf e si consideri la
specializzazione A;; = A;; = 0 se i > d oppure se j < d.)
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1.7 Algebre e moduli

Sia A un anello, un A-modulo ¢ il dato di un gruppo abeliano M, con operazione di
somma + ed elemento neutro 0, e di un prodotto A x M — M tale che:

1. a(my + mg) = amy + amg per ogni a € A, my,ms € M.
2. (a1 + a2)m = aym + agm per ogni aj,as € A, m € M.
3. (ab)ym = a(bm) per ogni a,b € A, m € M.

4. Im =m e Om = 0 per ogni m € M.

Dati un A-modulo M, un ideale I C A ed un sottoinsieme E C M denotiamo con
IE C M linsieme delle combinazioni lineari finite di elementi di E a coefficienti in I.
Chiaramente I F & chiuso per la somma e per il prodotto per scalare.

Dato un A-modulo M, un sottogruppo N C M si dice un sottomodulo se AN C N.

Esempio 1.7.1. Ogni anello A ¢ un A-modulo in modo banale, i sottomoduli di A
corrispondono agli ideali.

Dati due sottomoduli N1, No C M, la loro intersezione N1 N Ny e la loro somma
N1+ Ny := {n1 + no |TL1 € N1, ng € NQ}

sono ancora sottomoduli. Se N C M & un sottomodulo e I C A & un ideale allora IN &
ancora un sottomodulo. Se N C M ¢ un sottomodulo, allora il gruppo quoziente M/N
possiede una struttura naturale di A-modulo.

Un insieme di generatori per M e un sottoinsieme F C M tale che M = AE. Un
modulo che ammette un insieme finito di generatori si dice finitamente generato.

Teorema 1.7.2 (Lemma di Nakayama). Siano A un anello, I C A un ideale, M un
A-modulo finitamente generato e N C M un sottomodulo. Se IM + N = M, allora esiste
a €I tale che (1+a)M C N.

Dimostrazione. Sia ey, ..., e, un insieme finito di generatori di M, dato che IM+N = M,
per ogni ¢ = 1,...,r si pud scrivere e; = Y a;je; + n;, con a;; € I en; € N. Se B ¢ la
matrice di coefficienti B;; = d;; — a;;, allora si puo scrivere la precedente relazione come
un prodotto righe per colonne

€1 ni

Moltiplicando a sinistra entrambi i membri per la matrice aggiunta di B si ottiene
det(B)e; € N per ogni i = 1,...,r e quindi det(B)M C N. Basta adesso osservare
che si puo scrivere det(B) = 1 + a, dove a appartiene all’ideale generato dagli a;;. a

Corollario 1.7.3. Sia vad C A [l'intersezione di tutti gli ideali massimali e sia M un
A-modulo finitamente generato: se vale vtadM = M, allora M = 0.

Dimostrazione. Applichiamo il Teorema[I.7.2]con I = tad e N = 0. Dunque esiste a € tad
tale che (1 4+ a)M = 0. Siccome a appartiene a tad, ne segue che 1+ a non appartiene ad
alcun ideale massimale e quindi ¢ invertibile. a

Un applicazione f: M — N tra due A-moduli si dice A-lineare o un morfismo di A-
moduli se vale f(a1mq + aams) = a1 f(m1) + azf(ms) per ogni my,me € M e a1,as € A.
E facile verificare che Ker(f) = {m € M | f(m) = 0} e Im(f) = f(M) C N sono
sottomoduli, mentre si definisce il conucleo di f come il modulo quoziente
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Coker(f) = N/Im(f) = N/f(M).
Una successione di morfismi di A-moduli

dn
-~-—>Mni>Mn+1—+}Mn+2—>"' s TLGZ,
si dice un complesso se d,+1 o d,, = 0, o equivalentemente se Im(d,,) C Ker(d,+1), per
ogni n. Si dice invece una successione esatta se Im(d,,) = Ker(d,,41) per ogni n.
La somma diretta di due moduli M ed N si indica con M @& N ed ¢ data dall'insieme
delle coppie (m,n), dovem € M en € N. La struttura di A-modulo & data dalle operazioni

(m1,m1) + (ma,n2) = (M1 + ma, ny + na), a(m,n) = (am,an).
Notiamo che esiste una successione esatta
0—M-M e N-2N—0,

dove i(m) = (m,0) e p(m,n) = n. Pil in generale se {M; | i € I} ¢ una famiglia qualsiasi
di A-moduli, la somma diretta ®{M; | ¢ € I} & per definizione l'insieme delle successioni
{m;}, con m; € M; e m; # 0 per al pilt un numero finito di indici ¢ € I.

Un A-modulo si dice libero se & isomorfo ad una somma diretta di A-moduli isomorfi
ad A. Il modulo A" = @®!_, A viene detto A-modulo libero di rango 7. Osserviamo che
un A-modulo M puo essere generato da r elementi se e e solo se esiste un morfismo
surgettivo di moduli A” — M. Esiste una ovvia bigezione tra matrici a coefficienti in A e
omomorfismi di A-moduli liberi di rango finito.

Corollario 1.7.4. Sia A un anello, M un A-modulo finitamente generato e f: M — M
un morfismo surgettivo di moduli. Allora f € anche iniettivo e quindi un isomorfismo.

Dimostrazione. L'endomorfismo f permette di considerare M come A[t]-modulo, dove
la moltiplicazione per t & data da tm = f(m). Per ipotesi ()M = M e quindi esiste
g € Alt] tale che (1 + gt)M = 0. Per dimostrare che f ¢ iniettiva basta dimostrare che
ogni m € Ker(f) & uguale a 0, e questo segue dalle uguaglianze

0=(14+gt)m=m-+gf(m)=m.

O

Definizione 1.7.5. Dato un A-modulo M, il suo annullatore Ann (M) C A ¢é l'ideale
formato dagli elementi a € A tali che aM = 0.

Osserviamo che Ann (M) N Ann (N) = Ann (M & N).

Teorema 1.7.6 (Cayley-Hamilton). Sia A = (a;;) una matrice quadrata a coefficienti
in un anello commutativo R con unita e denotiamo con py = det(tI — A) € R[t] il suo
polinomio caratteristico. Allora pa(A) = 0.

Dimostrazione. Sia n 1'ordine della matrice A, allora M = R™ possiede una struttura di
R[t]-modulo ponendo la moltiplicazione per ¢t uguale all’azione dell’endomorfismo indotto
dalla matrice A. Bisogna dimostrare che p4 appartiene all’annullatore di M. Sia ey, ..., e,
la base canonica di M: in tale base si ha te; = ), a;;e;. Denotiamo con 5; la funzione
delta di Kronecker e consideriamo la matrice B = b;; = t5§ —a;j; notiamo che det(B) = pa
e che B induce un morfismo di R[t]-moduli B: M™ — M™ con la regola del prodotto riga
per colonne
(my,...,mp) — (Mm1,...,my,)B, m; € M.
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Per costruzione (ey,...,e,)B = 0, moltiplicando a destra per la matrice aggiunta si
ottiene ppe; =0 perognii=1,...,n. O

Un A-modulo B si dice una A-algebra se B possiede una struttura di anello com-
patibile con la struttura di A-modulo. In particolare deve valere la proprieta associativa
del prodotto a(bc) = (ab)c per ogni a € A, b,c € B. Se f: A — B & un omomorfismo di
anelli, allora B ha una struttura naturale di A-algebra indotta dal prodotto ab = f(a)b.
Viceversa se A, B sono anelli unitari, allora ogni struttura di A-algebra su B ¢ indotta
dall’lomomorfismo f(a) = al, dove a € A e 1 indica I'unita in B.

Se B, C sono A-algebre, un morfismo B — C si dice un morfismo di A-algebre se &
contemporaneamente un omomorfismo di anelli ed un morfismo di A-moduli. Ad esempio,
lanello Afz1,...,x,] ¢ una A-algebra ed i morfismi di A-algebre Alz1,...,z,] — B sono
in corrispondenza biunivoca con le n-uple ordinate di elementi di B. Una A-algebra si
dice finitamente generata se & isomorfa ad un quoziente di un’algebra di polinomi in un
numero finito di variabili.

Esercizi

1.25. Sia A un anello, (f;;) € M(n,m, A) una matrice a coefficienti in A e f: A™ — A"
il morfismo di moduli liberi corrispondente. Provare:

1. Se f e surgettivo, allora m > n. In particolare A™ & isomorfo ad A™ se e solo se
n =m. (Sugg.: Corollario [1.7.4])

2. Se F & iniettivo, allora esiste un determinante minore m x m della matrice (f;;) che
¢ diverso da 0; in particolare m < n. (Sugg.: induzione su m ed Esercizio )

3. (%) Il morfismo f & surgettivo se e solo se i determinanti minori n x n della matrice
(fij) generano l'ideale unitario.

1.26. Sia R C K]lz,y] la sottoalgebra generata da tutti i monomi xy®, con a > 0.
Dimostrare che R non ¢ finitamente generata.

1.27. Sia A — B un morfismo di anelli unitari. Se B & generato come A-modulo da n
elementi, allora per ogni b € B esiste un polinomio p(t) € A[t] monico di grado n tale che
p(b) = 0. (Sugg.: Cayley-Hamilton.)

1.8 Esercizi complementari

1.28 (Teoria delle basi). Sia X un insieme non vuoto, si denoti con P(X) la famiglia
di tutti i sottoinsiemi di X e con Py(X) a famiglia di tutti i sottoinsiemi finiti di X.
Sia dato un operatore “di generazione”

(=) Po(X) — P(X)

con le seguenti proprieta:

1. A C (A) per ogni A C X sottoinsieme finito.
2. (A) C (B) se e solo se (B) contiene A.
3. Per ogni sottoinsieme finito A C X la relazione

x~y seesolose xze€(AU{y})—(A)

¢ simmetrica.
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Provare che le condizioni 1,2 e 3 sono soddisfatte nei seguenti casi:

e X spazio vettoriale e (A) sottospazio vettoriale generato di A.
F C X estensione di campi e (A) = {z € X | x algebrico su F(A4)}.

Estendiamo l'operatore (—) a tutti i sottoinsiemi di X ponendo
(A) = U{(B) | B C A finito }.

Diremo che un sottoinsieme A C X & un insieme di generatori se (4) = X. Diremo
che un sottoinsieme A C V & indipendente se per ogni sottoinsieme finito B C A ed
ogni b € Bvaleb¢ (B — {b}).

Sia A C X indipendente e sia € X. Dimostrare che AU {z} ¢ indipendente se e solo
se x & (A).

Sia B la famiglia di tutti i sottoinsiemi indipendenti di X; ordiniamo B per inclusione,
ossia A < B se A C B. Chiameremo base qualsiasi elemento massimale di B. Dimostrare
che le basi esistono e che per ogni base B vale (B) = X, ossia che ogni base ¢ anche un
insieme di generatori. Dimostrare che ogni insieme indipendente si puo estendere ad una
base e che ogni insieme di generatori contiene basi.

Siano B C V un insieme di generatori ed A C V un insieme indipendente. Conside-
riamo 'insieme C formato dalle coppie (5, f), dove S C Aed f: S — B & un’applicazione
iniettiva tale che I'insieme (A — S) U f(S) & linearmente indipendente. Chiediamo inoltre
che AN B C S e che f(v) = v per ogni v € AN B. Ordiniamo C per estensione, ossia
(S,f) < (T,g9) se S C T e g estende f. Dimostrare che C & non vuoto, che possiede
elementi massimali e che se (S, f) ¢ massimale, allora S = A. (Sugg.: se esiste v € A — 5,
allora B non & contenuto in ((A — (S U{v})) U f(S)).)

Dimostrare che due basi hanno la stessa cardinalita.

1.29. Sia F' un campo infinito:

1. Se F' C E & una estensione algebrica, provare che FE ha, come insieme, la stessa cardi-
nalita di F'. (La dimostrazione richiede una certa conoscenza dell’aritmetica cardinale,
vedi ad esempio [Halm1960]; il lettore ignaro pud assumere questo punto come un dato
di fatto e passare al successivo.)

2. Sia U un insieme di cardinalita strettamente maggiore di F' e sia F' C U una inclusione
fissata. Denotiamo con A l'insieme delle triple (E,+, ) taliche F C EC U e+, -: Ex
E — FE sono operazioni binarie che inducono una struttura di campo su E che sia
inoltre una estensione algebrica di F'. Poniamo su A la relazione di ordine (E, +,-) <
(E',4+',-") se e solo se E ¢ un sottocampo di E’. Provare che A possiede elementi
massimali e che ogni elemento massimale ¢ una chiusura algebrica di F'.

1.30. Siano I, J ideali di un anello A. Provare che (I : J) ={x € A|xJ C I} & un ideale.
Tale ideale viene detto ideale quoziente.

1.31. Siano I, ..., I, ideali in un anello A. Provare che gliideali Iy I - - - I,, e [1NI3N- - N1,
hanno lo stesso radicale.

1.32 (*). Dimostrare che un dominio di integrita ¢ a fattorizzazione unica se e solo se
sono soddisfatte entrambe le seguenti condizioni:

1. Ogni elemento irriducibile & primo.
2. Ogni famiglia non vuota di ideali principali possiede un elemento massimale.

1.33. Dedurre dall’Esercizio che ogni dominio ad ideali principali & a fattorizzazione
unica.

1.34. Dimostrare che ogni dominio di integrita finito &€ un campo.
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1.35. Dimostrare che i campi finiti sono perfetti; dimostrare inoltre che, in ogni caratte-
ristica positiva, esistono campi non perfetti e domini perfetti che non sono campi.

1.36. Provare che il polinomio x> + 222 + 22 — 88 non ha radici razionali positive.

1.37. Sia A un anello commutativo e f = agz™+- - -+a, € Alz] un polinomio a coefficienti
in A. Provare che:

1. f & nilpotente se e solo se a; € nilpotente per ogni i.
2. f & invertibile se e solo se a,, € invertibile e ag, ..., a,_1 sono nilpotenti.

1.38. Sia A un anello commutativo con unita e siano
tad = {z € A| 1+ zy & invertibile per ogni y € A} (vedi Esercizio[L.7)),

n=+v0={ze A|xzenilpotente }, E(A)={recA|z?=z).
Provare che:

1. Sia I C tad un ideale e sia a € A. Provare che a ¢ invertibile in A se e solo se la sua
proiezione in A/I & invertibile.

2. (x) Sia I C A ideale e a: E(A) — E(A/I) la proiezione al quoziente. Dimostrare
che se I C tad, allora « ¢ iniettiva e che se I C n, allora « & bigettiva. (Sugg.: per
provare la surgettivita di o non e restrittivo supporre I principale a quadrato nullo;
pud risultare utile dimostrare che 1 — 2x & invertibile nell’anello Z[z]/(z* — ).)

1.39. Sia B una matrice n x n a coefficienti in un anello A e B la sua matrice aggiunta.
Provare che per ogni vettore riga v e per ogni vettore colonna w di A™ vale

UBw—i-det(Bw) =0
v 0

1.40. Sia D linsieme dei divisori di 0 di un anello A e sia F la famiglia degli ideali
contenuti in D. Provare che F possiede elementi massimali rispetto all’inclusione, ognuno
dei quali & un ideale primo.

1.41. Dimostrare che la famiglia degli ideali primi di un anello commutativo possiede
elementi minimali rispetto all’inclusione.

1.42. Sia f € K|[z1,...,2s] un polinomio omogeneo di grado n. Differenziare la relazione
t"f(z1,...,25) = f(txq,...,txs) e riottenere la formula di Eulero.

1.43. Provare che 'unica R-derivazione su C & quella nulla. Piu in generale se A & un

dominio perfetto e f € A[t] ¢ irriducibile, allora ogni A-derivazione su A[t]/(f) ¢ nulla.

1.44. Provare che un dominio a fattorizzazione unica A ¢ perfetto se e solo se per ogni
d

f € A[t] irriducibile vale di; # 0.

1.45. Sia A — B un morfismo di anelli, a,b € B e siano D, D’: B — B due A-derivazioni;

allora vale
[aD,bD’'] = ab|D,D'] + aD(b)D" — bD'(a)D.

1.46. Sia Q — A un morfismo di anelli, D: A — A una Q-derivazione e sia x € A tale
che Dz =1 e N, (x%) = 0. Provare che x non ¢ un divisore di 0.

1.47. Enunciare e provare analogo della formula di Eulero (Lemma|l.6.3]) per i polinomi
isobari.
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1.48. Sia K un campo di caratteristica 0 e S = K|x1,...,2,] = ©S4, dove S; denota

lo spazio vettoriale dei polinomi omogenei di grado d. Denotiamo 0; = o S — S, per
z;

1 =1,...,n, le derivate parziali e T = K[01,...,0,] = ®T,, dove T, & per definizione lo

spazio vettoriale degli operatori differenziali omogenei di grado d. Provare:

1. Per ogni intero positivo d, le naturali applicazioni bilineari S; x Ty — K sono
nondegeneri.

2. Un operatore D € T, & nullo se e solo se D(f%) = 0 per ogni f € 5.

3. Le d-esime potenze di elementi di S7 generano Sy come K-spazio vettoriale.

(Sugg.: due qualsiasi delle precedenti affermazioni implicano la terza; all’autore & riuscito
pit facile dimostrare 1. e 2. ricordandosi che K ¢ infinito.)

1.49 (Teorema di Macaulay). (caratteristica 0) Nelle notazioni dell’Esercizio [1.48]
data f € Sy, f #0, si definisce fX ={D € T | Df = 0}. Provare:

1. f+ & un ideale omogeneo di 7.
2.Se g € S ¢ omogeneo e f+ = gt allora g = af, a € K.

Si denoti Iy = f+NTy, peril punto 1) f+ = @I,. Sia A = T/f+ = ©Ay dove Ag = Ty/1,.
Provare:

3.4, =K e Ay =0 per ogni d > n.

4. Zoccolo(A) :=={a € A|aAg =0 perogni d>0} =A4,.

5. Viceversa ogni ideale omogeneo I C T tale che 'anello A = T'/I soddisfa le precedenti
condizioni 3) e 4) & del tipo f* per qualche f € S,,. (Sugg.: I & unicamente determinato
da I,).

1.50. (caratteristica 0) Dimostrare che per ogni intero n > 3 non esistono polinomi
p,q,r € K[x] relativamente primi e non costanti tali che p" 4+ ¢" = ™. (Sugg.: siano
per assurdo p, ¢, come sopra e tali che deg(p) > max(1,deg(q)); considerare la derivata
rispetto a z e dedurne che p"~! divide qr’ — rq’.)

1.51. Dato un A-modulo M si consideri B = A @& M dotato delle operazioni (a,m) +
(by,n) = (a+b,m+mn)e (a,m)(b,n) = (ab,an + bm). Provare che B & un anello.

1.52. Si consideri I'anello B = K [z,y]/(z — y?).

1. Si provi che B & un K [z]-modulo libero di rango 2 ed un K [y]-modulo libero di rango
1.

2. Siccome K [z] & isomorfo a K [y] e due moduli liberi isomorfi hanno lo stesso rango ne
segue che 1=2; dove sta l’errore?
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Spazi affini e proiettivi

2.1 Combinazioni baricentriche

Sia V' uno spazio vettoriale su di un campo K. Una combinazione lineare agvg+- - - +a, v,
di vettori v; € V' si dice una combinazione baricentrica se > a; = 1. Un sottoinsieme
di V si dice un sottospazio affine se € chiuso per combinazioni baricentriche. Ogni
sottospazio vettoriale & anche un sottospazio affine.

Notiamo che combinazione baricentrica di combinazioni baricentriche ¢ ancora bari-
centrica; in particolare I'insieme di tutte le combinazioni baricentriche di un numero finito
di vettori ¢ un sottospazio affine. Intersezione di sottospazi affini & ancora un sottospazio
affine.

Lemma 2.1.1. Sia K un sottospazio affine non vuoto di uno spazio vettoriale V. Allora:

1. Per ogniv € V il sottoinsieme v+ K = {v+z | x € K} é ancora un sottospazio affine
detto il traslato di K tramite v.

2. Il sottoinsieme W = {u —v | u,v € K} C V ¢ un sottospazio vettoriale e vale
K =v+ W per ogni v € K. In particolare K ¢é un sottospazio vettoriale se e solo se

0e K.

Dimostrazione. Esercizio. O

Segue dal Lemma [2.1.1] che per ogni sottospazio affine non vuoto K C V esiste unico
un sottospazio vettoriale W tale che K = v+ W per ogni v € K. Si definisce la dimensione
di K come la dimensione di W. Se K = () allora si pone per convenzione dim K = —1.

Un’applicazione f: V — W tra spazi vettoriali si dice affine se commuta con le
combinazioni baricentriche, cioe se per ogni v, ...,v, € V e per ogni ag,...,a, € K tali
che Y~ a;, =1 vale f(>_a;v;) = a;f(v;). Ogni applicazione lineare & a maggior ragione
affine, viceversase f: V — W ¢ affine e f(0) = 0, allora f & lineare. Infatti, dati comunque
u,v € Vea,beK, ponendoc=1—a—bsiha

Jlau+b) = f(au+bo + c0) = af(u) +bf(v) + cf(0) = af(u) + bf (v).

Le traslazioni in uno spazio vettoriale sono applicazioni affini invertibili e composizione
di applicazioni affini & ancora affine. Poiché le applicazioni lineari sono esattamente le
applicazioni affini f tali che f(0) = 0 si ha che ogni applicazione affine & la composizione
di una applicazione lineare e di una traslazione.
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Esercizi

2.1. Sia F un sottoinsieme di uno spazio vettoriale su di un campo K con almeno tre
elementi. Provare che F & un sottospazio affine se e solo se per ogni u,v € F e per ogni
a €K valeau+ (1 —a)v € E.

2.2. Sia V uno spazio vettoriale su di un campo K. Provare che se K possiede almeno
n + 1 elementi, allora V non ¢ unione di n sottospazi affini propri. In particolare uno
spazio vettoriale su di un campo infinito non & unione finita di sottospazi affini propri.
(Sugg.: induzione su n; sia per assurdo V = U, V;, allora a meno di traslazioni possiamo
supporre 0 € V,,. Se V,, C V; per qualche i < n abbiamo finito, altrimenti scegliamo
v € VU (VaNV;), h € V-V, e consideriamo la retta affine L = {tv+(1—t)h |t € K}.
Esiste allora un indice 4 tale che L interseca V; in almeno due punti.)

2.3. Sia f: V — W una applicazione affine tra spazi vettoriali e K C V un sottospazio
affine. Dimostrare che esiste un sottospazio vettoriale W C V tale che

@) NE = v+ W
per ogni v € K.

2.4. Sia f: V — W una applicazione affine. Dimostrare che:

1. Se E C V & un sottospazio affine, allora f(F) ¢ un sottospazio affine.
2. Se H C W & un sottospazio affine, allora f~(H) & un sottospazio affine.

2.5. Sia f: K® — K™ un’applicazione affine e siano f(0) = (by,...,by), f(6°) — f(0) =

(@14, ..., ami), dove 6%, ..., 8" indica la base canonica di K". Provare che f manda il punto
(21,...,zp,) nel punto (y1,...,ym) che soddisfa la relazione
Y1 a1 ... AQin b1 1
Ym Qm1 -+ Gmn bm Tn
1 0 ... 0 1 1

Caratterizzare inoltre le matrici (n + 1) x (n + 1) corrispondenti alle traslazioni in K™.

2.6. Sia H C K" un sottospazio affine non contenente 0 e f: H — K™ un’applicazione
affine. Dimostrare che f & la restrizione ad H di un’applicazione lineare g: K" — K.

2.7. Siano P; = (1,2), P» = (3,1) e P; = (3,3). Siano inoltre @ = (1,8), Q2 = (0,7)

e Q3 = (7,3). Si determini I'applicazione affine R? — R? che trasforma P; in @Q; per
i=1,2,3.

2.2 Spazi affini
Definiamo il simplesso n-dimensionale standard
A" ={(to,...,tn) EK"TH Y t; =1},
Osserviamo che A™ & un sottospazio affine e coincide con I'insieme di tutte le combinazioni

baricentriche della base canonica d° = (1,0,...,0), 6 = (0,1,0,...,0) ecc. di K"+
Introduciamo adesso la nozione astratta di spazio affine.
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Definizione 2.2.1. Un prespazio affine su di un campo K ¢é il dato di un insieme A e di
una successione di applicazioni

by: AT x A" — A, per n > 1.
E conveniente definire by come l'identita su A e, per semplicita notazionale, scrivere

b'rl(va s 7pn7t07 s 7tn) = tOpO +--+ tnpn~
Chiameremo le applicazioni b,,, n > 0, combinazioni baricentriche.

Definizione 2.2.2. Un prespazio affine A su di un campo K si dice uno spazio affine
se:

1. Per ogni pg,...,pn € A e per ogni i =0,...,n vale
Opo + -+ 1p; + -+ + Opp = ps.
2. Per ogni pg,...,Pnsq0,---,qm € A linsieme
{(toy -+ stn, S0s--vySm) € A" X A™ | topo + -+ + tnPn = SoGo + ** * + SmGm }
¢ un sottospazio affine di A™ x A™ C Kntm+2,

Esempio 2.2.3. Ogni spazio vettoriale V' ha una struttura naturale di spazio affine, dove
by, € la combinazione baricentrica usuale. Denoteremo Ay lo spazio affine associato a K™.

Esempio 2.2.4. Sia V uno spazio vettoriale su K, sia H C V un iperpiano e sia A l'in-
sieme delle rette (sottospazi lineari di dimensione 1) di V' che non sono contenute in H.
L’insieme A possiede una naturale struttura di spazio affine con le combinazioni baricen-
triche definite nel modo seguente: date n+ 1 rette Lo, ..., L, € A scegliamo n+ 1 vettori
Vg, ..., Uy tali che v; € L; — {0} e v; — vy € H per ogni i = 0,...,n. Definiamo quindi
toLo + -+ + to L, come la retta generata dal vettore Y ¢;v;. Lasciamo per esercizio la
semplice verifica che tali combinazioni baricentriche sono ben definite e definiscono una
struttura di spazio affine su A.

Esempio 2.2.5. Sia E un sottospazio di uno spazio vettoriale V' e denotiamo con 7: V —
V/ E la proiezione al quoziente. Vogliamo mostrare che I'insieme A, dei sottospazi vettoriali
H C V tali che la proiezione 7: H — V/E ¢ un isomorfismo (cio¢ tali che V.= FE @ H),
possiede una struttura di spazio affine.

Sia {u; | ¢ € T} una base dello spazio quoziente V/E; per ogni H € A e per ogni i € 7
denotiamo v;(H) = H N7~ (u;). Dati Hy,...,H, € A e (to,...,t,) € A", definiamo
toHo + -+ 4+t H, come il sottospazio H generato dall'insieme di vettori {, t;v;(H;) |
i € I}. Poiché m(3_,t;vi(H;)) = u;, la proiezione H — V/E risulta bigettiva e quindi
H € A. Infine si dimostra facilmente che H non dipende dalla scelta della base {u;} e che
le combinazioni baricentriche inducono una struttura affine su A.

Lemma 2.2.6. In ogni spazio affine le combinazioni baricentriche sono simmetriche e
commutano con le combinazioni baricentriche sui simplessi standard.

Prima di passare alla dimostrazione precisiamo meglio il senso dell’enunciato. Sia A
uno spazio affine, dire che le combinazioni baricentriche sono simmetriche significa che
per ogni pg,...,p, € A, ogni (to,...,tn) € A™ ed ogni permutazione o € X, vale

topo + -+ +tnbn = to0)Po(0) + -+ + to(n)Po(n)
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e quindi acquista significato 1’espressione ), ¢;p;. Dire che le combinazioni baricentriche
commutano con le combinazioni baricentriche sui simplessi standard significa che per ogni
D0, -+, Pn € A, ogni (m + 1)-upla di vettori tV,... ™ € A™ ed ogni s € A™ vale

m n ) n m .
> s (Z tfm) => 1D sit! | b
7=0 1=0 1=0 7=0

Dimostrazione. Dimostriamo prima che le combinazioni baricentriche sullo spazio affine
commutano con quelle sui simplessi standard. Denotiamo ¢; = tpo + - -+ + tJ,pm; per la
Definizione [2.2.2] abbiamo che

H:{(an)eAnXAm|'U0p0+"'+vnpn:w0q0+"'+wmQ7n}

¢ un sottospazio affine che contiene i vettori (#/,87), per j = 0,...,m. Quindi per ogni
5 =1(80,...,5m) € A™ si ha che (3_, s;t’,s) € H e percio

J J

Per mostrare la simmetria, per ogni permutazione o basta applicare il punto precedente
ai vettori t/ = 6704, a

Lemma 2.2.7. In ogni spazio affine le combinazioni baricentriche soddisfano le proprieta
distributive, ossia vale

Opo +t1ip1 + - + tupn = tip1 + -+ + tnpn,
e se py = p1, allora
topo +t1p1 + -+ +tupn = (fo +t1)p1 + -+ + tubn.

Dimostrazione. Per il Lemma [2.2.6] possiamo scrivere

n

n n n
tpr+ A tapn = Y 450 60p) =D (O t;67)pi = Opo + tipy + -+ + tupn.
j=1 =0 i=0 j=1

Supponiamo adesso py = p; = p; allora

H=1{(vw) e K>xK?| VP + V1P + V2P + D iso tibi = wop + w1p + 350 tibis
’ Vo + U1 + vy = wg +wy =ty +tq.

¢ un sottospazio affine che contiene i vettori
a = ((to,0,t1), (to,t1)), b= ((0,t1,t0), (t1,%0)), c=((0,0,t0+¢1),(0,t0 +t1))
e quindi contiene anche la combinazione baricentrica
a+b—c=((to,t1,0), (to + t1,0)).

O

Dunque le combinazioni baricentriche in uno spazio affine hanno tutte le buone
proprieta che e lecito aspettarsi dalla notazione adottata.

Poiché in queste note tutti i campi saranno (tranne avviso contrario) infiniti, giova
dimostrare il seguente risultato.
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Proposizione 2.2.8. Sia A uno spazio affine su K. Se K possiede almeno 3 elementi,
allora le combinazioni baricentriche sono univocamente determinate dalle combinazioni
baricentriche a due termini, ossia by determina b, per ogni n.

Dimostrazione. Siano pg,...,pp € A, conn > 1 e v = (vg,...,v,) € A™. Scegliamo un
elemento a € K diverso da 0 e da vg e consideriamo i vettori

a v
u=(a,1—a,0,...,0), w = (v——ou):(&wl,...,wn).
a — vy a
Siccome wg = 0, per induzione su n i punti go = wepg + - - - + wpPn € g1 = apo + (1 —a)py
sono determinati da by e quindi lo € anche

Vo [

0
q1-

vopo+---+vnpn=<1— a

)QO+
a

O

Definizione 2.2.9. Un sottoinsieme E di uno spazio affine A si dice un sottospazio
affine se é chiuso per combinazioni baricentriche.

Intersezione di sottospazi affini & ancora un sottospazio affine e per ogni sottoinsieme
S C A il sottospazio affine generato (S) & l'intersezione di tutti i sottospazi affini conte-
nenti S. Equivalentemente (S) & uguale all’insieme di tutte le combinazioni baricentriche
finite di elementi di S.

Definizione 2.2.10. Sia A uno spazio affine; n + 1 punti pg,...,pn € A si dicono
linearmente indipendenti se l’applicazione

An_)A7 (t0a7tn)'_)t0p0++tnpn

e iniettiva. In caso contrario si dicono linearmente dipendenti. La dimensione di uno
spazio affine non vuoto A & definita come

dim A = sup{n > 0| esistono py,...,pn € A linearmente indipendenti}.
La dimensione dello spazio affine vuoto si pone per convenzione uguale a —1.

Se K e un sottospazio affine di uno spazio vettoriale V. Dati pg,...,p, € K e
ai,...,a, € K si ha

po+ Y ai(pi —po) = (1= ai)po+ arp1 + -+ + anpn
i=1

e quindi po,...,p, sono linearmente indipendenti nello spazio affine K se e solo se p; —
Do, - - - Pn — Po solo linearmente indipendenti nello spazio vettoriale V. Ne segue che per
sottospazi affini di uno spazio vettoriale la Definizione [2.2.10| coincide con la definizione
di dimensione data nella Sezione 211

Definizione 2.2.11. Un’applicazione affine ¢ un’applicazione tra spazi affini che com-
muta con le combinazioni baricentriche. Un isomorfismo affine ¢ un’applicazione affine
e bigettiva. Un isomorfismo affine di uno spazio affine in sé si dice una affinita.

Se f: A — B & un isomorfismo affine, allora anche la sua inversa f~': B — A & un
isomorfismo affine. L’insieme di tutte le affinita di uno spazio affine A, dotato del prodotto
di composizione, & un gruppo che denoteremo GA(A).
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Esempio 2.2.12. Nelle notazioni dell’Esempio se v € V — H, allora ’applicazione
H — A, data da h — [v + h], & un isomorfismo affine (qui [w] denota la retta generata
dal vettore w).

Definizione 2.2.13. Chiameremo traslazione in uno spazio affine A qualunque appli-
cazione del tipo

tm:A—MA, tp—(;(x):x—kq—p.

per qualche coppia di punti p,q € A.

Dalla proprieta distributiva delle combinazioni baricentriche segue che la traslazione
t5 © un’applicazione affine invertibile con inversa tz;. Denotiamo con T'(A) I'insieme di
tutte le traslazioni in A.

Giova osservare che, poiché le traslazioni sono definite in termini di combinazioni
baricentriche, esse commutano con tutte le applicazioni affini: piti precisamente se f: A —
B ¢ una applicazione affine, allora per ogni p,q € A vale foty; = tm of. In particolare

ogni isomorfismo affine induce una bigezione tra i rispettivi insiemi di traslazioni. Si
intuisce che diverse coppie p, g possono dare le medesime traslazioni; il come & spiegato
nel seguente lemma.

Lemma 2.2.14. Nelle notazioni precedenti, per ogni p,q € A vale:

1. t= = Id.
77
2. tp—g](p) = q, in particolare le traslazioni agiscono transitivamente su A.
3. Sia f una traslazione e v € A un qualsiasi punto; se f(r) = s, allora f = t=.

In particolare se f(r) = r, allora f = tm = Id e quindi ogni traslazione diversa
dall’identita non ha punti fissi.

4. Le traslazioni formano un sottogruppo normale abeliano T(A) C GA(A) del gruppo
delle affinita di A.

Dimostrazione. [1] e [2] sono banali.
[3] Per ipotesi f ¢ una traslazione e quindi f = ¢z per qualche coppia di punti p, ¢ tali
che ¢ +r — p = s; quindi per ogni x € A

tr@)=x+s—r=x+(q+r—p) —r=x+q—p=ty(r)=f(r).

[4] Siano f,g due traslazioni, scegliamo un punto p € A e poniamo ¢ = f(p), r = g(q).
Allora per ogni x vale

g(f(x))=g9(x+q—p)=2+q—p+r—q=x+7r—p,

flglx))=fle+r—q=x+r—q+q—p=x+r—p

e quindi 7T'(A) & un sottogruppo abeliano di GA(A). Se f: A — A & una affinita, allora
per ogni z si ha

ftg(@)) = f(=p+q+z) = =f0) + f(9) + (&) = t 5505 (f ()

e quindi ftg, f~! = trrs. D
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Eeercizi

2.8. Sia A uno spazio affine su K di dimensione finita n e siano pg,...,p, € A dei punti
linearmente indipendenti. Dimostrare che I'applicazione

A" _>A7 (to,...,t") — topo + -+ + tnPn
¢ un isomorfismo affine.

2.9. Siano A e B spazi affini su di un campo K con almeno 3 elementi. Provare che
un’applicazione f: A — B ¢ affine se e solo se per ogni p,q € A e per ogni a € K vale

flap+ (1 —a)q) = af(p) + (1 —a)f(q).
2.10. Siano A e B spazi affini. Provare che:

1. Il prodotto cartesiano A x B & uno spazio affine.
2. L’insieme di tutte le applicazioni affini f: A — B € uno spazio affine.

2.11. Se A & uno spazio affine su K, un’applicazione f: A — K si dice polinomiale se per
ogni scelta di po,...,p, € A fissati, si ha che f(topo + -+ + tnprn) € un polinomio nelle
variabili tg,...,t,. Provare che:

1. Se f: A — B e un’applicazione affine e g: B — K & polinomiale allora anche gf: A —
K & polinomiale.

2. Le funzioni polinomiali sullo spazio affine Ag = K™ sono tutte e sole quelle
rappresentate da polinomi nelle coordinate di K”.

2.12. Sia V uno spazio vettoriale. Provare che il quoziente GA(V)/T(V) & isomorfo a
GL(V).

2.13. Dire se esiste un’affinita f: C2 — C2 tale che f(L) # L per ogni retta affine L C C2.

2.3 Spazi proiettivi

Sia K un campo e V uno spazio vettoriale su K ; definiamo il proiettivizzato di V'
P(V) = (V—{0})/ ~
come il quoziente di V' — {0} per la relazione di equivalenza
v~w seesolose v=Aw per qualche A € K—{0}.

L’insieme P(V') ¢ in bigezione naturale con l'insieme dei sottospazi vettoriali di dimen-
sione 1 (rette per 'origine) di V. Notiamo, ad uso esclusivo degli esercizi complementari,
che la definizione di P(V') ha senso anche per spazi vettoriali sinistri su di un corpo non-
commutativo. Dato un vettore v € V—{0} si ¢ soliti denotare con [v] € P(V) la classe di
equivalenza corrispondente.

Chiameremo P% = P(K"*!) spazio proiettivo di dimensione n sul campo K. In
assenza di ambiguitad sul campo K scriveremo piu semplicemente P" in luogo di Pg.
Diremo che un sottoinsieme M C V € un cono se 0 € M e se v € M implica che \v € M
per ogni A € K. Se M C V & un cono definiamo il suo proiettivizzato come

P(M) = {[v] | v € M—{0} } CB(V),

mentre, se S C P(V) ¢ un sottoinsieme definiamo il suo cono affine come
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C(S)={veV-{0}|[v] e S}uU{0}.
E immediato osservare che le applicazioni
{coni in V}L{sottoinsiemi di P(V)}L{coni in V}

sono bigettive ed una l'inversa dell’altra. Se W C V' & un sottospazio lineare, chiameremo
P(WW) sottospazio proiettivo di P(V'). Si noti che ogni punto di uno spazio proietti-
vo & un sottospazio. Se W C V & un iperpiano diremo che P(W) & un iperpiano di
P(V). Poiché P(N;M;) = N;P(M;) per ogni famiglia di coni {M;}, si ha in particolare che
intersezione di sottospazi proiettivi € ancora un sottospazio proiettivo.

Se Wy, W C V sono sottospazi scriveremo (P(W7),P(Ws)) = P(W; + Wa); in altri
termini, se Hy, Hy C P(V) sono sottospazi proiettivi, allora (Hj, Hp) € il pil piccolo
sottospazio proiettivo di P(V') che li contiene. Se p, ¢ € P(V') sono punti distinti, scriveremo
talvolta pg per denotare (p, q).

Per I’Esempio dato un iperpiano H C P(V), il complementare E = P(V)—H
possiede una struttura naturale di spazio affine. Inoltre se v € V—C(H) la composizione
della traslazione t,,: C(H) — V — H, t,(x) = x + v, e della proiezione w: V—{0} — P(V)
induce un isomorfismo affine C(H) — E (Esempio[2.2.12). In particolare E ha dimensione
finita se e solo se V' ha dimensione finita e vale dimg F = dimg V —1. Se K C P(V) ¢ un
sottospazio proiettivo, allora 7 induce un isomorfismo tra t,(C(H))NC(K) ed ENK; in
particolare £ N K & un sottospazio affine di F.

Se lo spazio vettoriale V' ha dimensione finita, definiamo la dimensione di P(V) me-
diante la formula dimP(V) = dim V' — 1 (in particolare dim @) = —1). Spazi proiettivi di
dimensione 1 e 2 si dicono rispettivamente rette e piani proiettivi. Punti contenuti in una
medesima retta vengono detti allineati, punti (o rette) contenuti in un medesimo piano
si dicono complanari, rette passanti per un medesimo punto si dicono concorrenti.

Due sottospazi proiettivi H, K C P(V) si dicono incidenti se H N K # (), altrimenti
si dicono sghembi; poiché C((H,K)) = C(H) + C(K) e dim H = dimC(H) — 1 vale la
formula di Grassmann

dim(H N K) + dim(H, K) = dim H + dim K
e quindi H e K sono sghembi se e solo se dim(H, K) = dim H + dim K + 1.

Definizione 2.3.1. Diremo che s + 1 punti po,...,ps € P(V) sono proiettivamente
indipendenti se il sottospazio (po,...,ps) da essi generato ha dimensione esattamente
s.

Ad esempio, tre punti in P? sono proiettivamente indipendenti se e solo se non sono alli-

neati. E fondamentale osservare che, se vy, . . ., v, € V—{0}, allora i punti [vg], ..., [vs] sono
proiettivamente indipendenti se e solo se i vettori vy, . . . , vs sono linearmente indipendenti.
Definizione 2.3.2. Diremo che n + 2 punti po,...,pny1 € P(V) sono un sistema di

riferimento se dimV = n + 1 e se per ogni indice i fissato, i punti p;, per j # i, sono
proiettivamente indipendenti.

Sono esempi di sistemi di riferimento:

tre punti distinti di P*;

quattro punti di P2, tre dei quali non siano allineati;
cinque punti di P3, quattro dei quali non siano complanari.

Lemma 2.3.3. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n + 1. Allora n + 2 pun-
ti po,-.-,Pnt1 € P(V) sono un sistema di riferimento se e solo se esiste una base
€0s.-.y6n €V tale che p; =[e;] peri=0,...,n €ppr1 =[eo+e1+ -+ ey
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Dimostrazione. Se eq,...,e, € V & una base, allora & facile osservare che i punti p; = [e;]
peri=0,...,n € ppy1 = 60+ €1+ -+ e,] formano un sistema di riferimento

Sia viceversa py, ..., Pp+1 un sistema di riferimento e scegliamo vettori vg,...,v, € V
tali che p; = [v;] per ogni ¢ = 0,...,n. Siccome py,...,p, sono indipendenti, ne segue
che vg,...,v, & una base di V e quindi esistono ag,...,a, € K tali che p,11 = [ent1],
dove e,+1 = agvg + - - - + anv,. Se fosse a; = 0 per qualche indice 4, allora i vettori e, 41 e
vj, per j # i, sarebbero linearmente dipendenti e quindi po, ..., pn4+1 non potrebbe essere
un sistema di riferimento. Quindi a; # 0 per ogni ¢ ed ¢ sufficiente considerare la base
€; = a;;. O

Per finire, definiamo lo spazio proiettivo duale P(V')¥ come l'insieme di tutti gli iper-
piani di P(V). Per definizione gli iperpiani di P(V') sono in corrispondenza biunivoca con
gli iperpiani di V che a loro volta sono in bigezione con le classi di omotetia di funzionali
lineari non nulli V' — K. Esiste quindi una bigezione naturale P(V)¥ =P(V'V).

I sottospazi proiettivi di P(V)Y sono anche detti sistemi lineari di iperpiani. Un
sistema lineare di dimensione 1 & detto anche fascio (pill raramente pennello o schiera)
di iperpiani; un sistema lineare di dimensione 2 & detto rete.

Se H c P(V) & un sottospazio proiettivo, denotiamo con H+ C P(V)V I'insieme degli
iperpiani di P(V') che contengono H. L’insieme H~ & il proiettivizzato dell’annullatore
di C(H) ed & quindi un sistema lineare di iperpiani. Se V ha dimensione finita, allora
esiste un isomorfismo naturale P(V)VV = P(V) tramite il quale si ha H+* = H per ogni
sottospazio proiettivo H.

Definizione 2.3.4. Un’applicazione ¢: P(V) — P(W) si dice una proiettivita se ¢é
indotta per passaggio al quoziente da una applicazione lineare iniettiva f: V — W;
scriveremo in tal caso ¢ = [f]. Un isomorfismo proiettivo ¢ una proiettivita bigettiva.

E un facile esercizio di algebra lineare osservare che, date due applicazioni f,g: V — W
lineari iniettive, vale [f] = [g] se e solo se esiste a € K —{0} tale che f = ag.

Se V' ha dimensione finita, allora ogni proiettivita P(V) — P(V) possiede una
proiettivitad inversa: denotiamo con Aut(P(V)) il gruppo delle proiettivita di P(V) in
sé.

Dunque, se GL(V) denota il gruppo degli automorfismi lineari di V' in sé, esiste un
omomorfismo surgettivo di gruppi

GL(V) — Aut(P(V))
che ha come nucleo i multipli dell’identita e quindi fattorizza ad un isomorfismo

PGL(V) := (E;*(Xi)

Spesso si usa la notazione PGL(n,K) = PGL(K™).

Chiameremo sistema di coordinate omogenee su P(V) un qualsiasi sistema di
coordinate lineari su V. Se P(V') ha dimensione finita n, la scelta di un sistema di coor-
dinate omogenee definisce un isomorfismo proiettivo P(V) = P" e quindi permette di
rappresentare ogni punto p € P(V) nella forma p = [ag, ..., ay], con i numeri a; € K non
tutti nulli. Tale rappresentazione non & unica: infatti vale [aq, ..., a,] = [bo,...,bn] se e
solo se esiste A € K —{0} tale che b; = Aa; per ogni .

= Aut(P(V)).

Proposizione 2.3.5. Dati due sistemi di riferimento po,...,Pnt1 € Qoy-- -, qnt1 di P7,
esiste unica una proiettivita p: P* — P" tale che o(p;) = q; per ogni i.

Dimostrazione. L'esistenza segue immediatamente dal Lemma [2.333] mentre per dimo-
strare 'unicita non & restrittivo supporre p; = ¢; per ogni i. Sia ey, ..., e, una base di
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K"+ tale che p; = [e;] con e, 11 = >.e; e f € GL(n + 1) tale che [f]p; = p; per ogni i.

Allora esistono costanti ag, . .., a,+1 € K tali che f(e;) = a;e; per ogni i. Poiché ey, ..., e,
sono una base segue necessariamente che a; = a, 41 per ogni ¢ =0,...,n e quindi f & un
multiplo dell’identita. a

Si consideri adesso una decomposizione in somma diretta di sottospazi V = K & W
e sia m: V — W la proiezione sul secondo fattore. Per passaggio al quoziente otteniamo
una mappa [7]: P(V)-P(K) — P(W) detta proiezione su P(IW) di centro P(K). Da un
punto di vista pit geometrico, se p € P(V)—P(K), allora [r](p) ¢ il punto di intersezione
di P(W) C P(V) e di (P(K),p). Lo spazio proiettivo P(V/K) puo essere pensato come
I'insieme dei sottospazi proiettivi di P(V') di dimensione uguale alla dimensione di K che
contengono P(K); in tale interpretazione I'isomorfismo naturale P(W) — P(V/K) associa
al punto p € P(W) il sottospazio (P(K),p).

Sia xo, ..., 2, un sistema di coordinate omogenee su P” e scriviamo P" = Afy U Ho,
dove Af = {[zo,..., 2] | o # 0} & la “parte affine” e Hy = {[xo,..., 2] | o = 0} &
“I'iperpiano all’infinito”. L’applicazione K™ — Af}, data da (ai,...,a,) — [1,a1,...,a],

¢ bigettiva e determina una struttura di spazio affine di dimensione n su A{. Non &
difficile mostrare che il sottogruppo di Aut(P"), formato dalle proiettivita che preservano
la decomposizione P = A{ U Hy, coincide con il gruppo delle trasformazioni affini di Ag.

Per n = 1 possiamo scrivere P! = K U {00}, dove K = {[t,1] |t € K} e 00 = [1,0]
(intuitivamente [1,0] & il limite per t — oo di [1,1/t] = [t,1]). Ogni proiettivita ¢ di P! in
sé ¢ rappresentata da una matrice invertibile

ab
(cd)’ dove ad — bc # 0,

e quindi ¢([xo, 21]) = [amo + bx1, cxo + dz1] che, nella coordinata affine ¢ diventa

at+b
o(t) = G d con ad — be # 0.

Esercizi

2.14. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n + 1. Provare che ogni sottospazio
proiettivo di P(V) di dimensione k & intersezione di n — k iperpiani proiettivi.

2.15. Se H, K sono sottospazi non vuoti di uno spazio proiettivo, provare che

(H,K)=|J m

pEH,gEK

2.16. Dato un sottoinsieme W C P(V), denotiamo con (W) il sottospazio generato
da W, con Sec(W) = U{pg | p,q € W} e definiamo induttivamente Sec™(W) =
Sec(Sec" 1 (W)). Provare che (W) = U,~oSec” (W) e che, se (W) ha dimensione minore
od uguale a n, allora (W) = Sec™(W).

2.17. Siano H, K sottospazi di uno spazio proiettivo di dimensione n. Definiamo il difetto
incidente di H e K tramite la formula

dm(HNK)+1 se dimH 4+ dim K < n — 1,

DI(H,K) = {ndim<H,K> se dim H 4+ dim K >n — 1.

Provare che il difetto incidente & ben definito e che DI(H, K) = DI(H+, K+).
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2.18. Siano H, K sottospazi di uno spazio proiettivo di dimensione n. Definiamo il difetto
secante di H e K come

DS(H,K) =dim H +dim K 4+ 1 — dim(H, K)
Provare che, se dim H+dim K < n—1, allora il difetto secante e uguale al difetto incidente.

2.19. Determinare le proiettivita di P{ = C U {oo} in sé che preservano i seguenti sot-
toinsiemi di C: R = {z +4y |y =0}, H = {z+iy |y > 0}, H = {z +iy | y > 0},
A={r+iy|2®>+y? <1}eA={z+iy|2?+y> <1}

t—1
Provare inoltre che la proiettivita ¢(t) = P trasforma il semipiano H nel disco A.
1

2.4 11 birapporto

Dati quattro punti distinti py,...,ps € P! = K U {oo}, esistono unici una proiettivita
¢ € Aut(P!) ed un elemento A € K — {0,1} tali che

d(p1) =X, op2) =1, &(p3) =0 e ¢(ps) = 0.
Il numero A dipende solo dalla quaterna ordinata pq, ..., p4 ed € invariante per proiettivita.

Definizione 2.4.1. La quantitc A\ = [p1,pa;ps,pa] si dice birapport«ﬂ della quaterna
ordinata p1,...,p4.

Per costruzione, il birapporto pud assumere qualsiasi valore in K — {0, 1}. E inoltre
conseguenza immediata della definizione che due quaterne ordinate di punti distinti di P*
hanno lo stesso birapporto se e solo se esiste una proiettivita che 'una nell’altra. I1 nome
birapporto € motivato dalla seguente proposizione.

Proposizione 2.4.2. Siano p1 = [x1,91],. . .,p4 = [14,v4] punti distinti di P*. Allora vale

la formula
L1Y3 — L3Y1  T1Y4 — T4Y1

T2Y3 — T3Y2 T2Y4 — T4Y2

che in coordinate affini, ossia considerando p; € K U {0}, diventa

[P1,D2;P3,p4] =

. _P1—P3 P1— P4
[p17p2ap37p4] = : .
P2 —P3 P2 — P4

Dimostrazione. Esercizio. O

Il gruppo simmetrico su 4 elementi X, agisce sulla quaterna p1,...,ps permutando gli
indici; € naturale chiedersi come agisce 34 sul birapporto.

Definizione 2.4.3. Il gruppo trirettangolﬂ Iy ¢é il sottogruppo di X4 formato dall’i-
dentita e dalle tre permutazionf)| di ordine 2

o1 = (27 174a 3)7 02 = (3a4a 152)7 03 = (4a352,1)

Lemma 2.4.4. Il birapporto di una quaterna di punti distinti di P' ¢ invariante per

lazione del gruppo trirettangolo. Se [p1,p2;p3,p4] = A, allora sotto l'azione del gruppo
simmetrico il birapporto assume i valori
1 1 1 A
Ao o=, 1=X 1 _— —
TN ’ A= A-1

! In inglese cross ratio; in francese rapport anharmonique.
2 In inglese Klein fourgroup.
% Con la notazione o = (ax,...,an) si intende la permutazione tale che (i) = a;.
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Dimostrazione. Esercizio. O

In generale le sei espressioni elencate nel Lemma forniscono sei birapporti distinti;
si hanno tuttavia le seguenti eccezioni:

1
1. Caratteristica #2 e A = —1,2, 3 In questo caso la quaterna ¢ detta armonica.
2. Caratteristica # 3, €2 —¢é+1=0e X = £,¢671. In questo caso la quaterna & detta
equianarmonic

Notiamo che:

1. Dati A1, Ao, A3 € K — {0} vale [0, A3 Ao, A3] = [00, AT A 5 A5 = % se e solo se A3
¢ la media armonica di A1, Ao.

2. In caratteristica 3 si hanno le uguaglianze €2 — € +1 = (1+&)? = (1-2¢)? = (2—¢)%

3. Su C, rappresentato dal piano di Gauss, la quaterna formata dai vertici di un triangolo
equilatero e dal suo baricentro ¢ equianarmonica, mentre i vertici di un quadrato
formano una quaterna armonica.

Esercizi

2.20. Sia K un campo infinito. Provare che per ogni n > 5 esiste un insieme S C P! di n
punti tale che, se ¢ € Aut(P!) e ¢(S) C S, allora ¢ = Id.

2.21. Sia p € P" e G C Aut(P™) il sottogruppo delle proiettivita ¢ tali che ¢(H) C H per
ogni iperpiano H contenente p. Provare che G agisce transitivamente sull’insieme degli
iperpiani di P™ che non contengono p.

2.22 (quadrilatero armonico). Sia P? il piano proiettivo su di un campo di caratteri-
stica # 2, siano ai, ag, as € P? punti non allineati e by € Ggzas, by € aza; tali che b; # a;
per ogni %, j. Indichiamo con ¢ il punto di intersezione di a1bs e asgbs, con by il punto di
intersezione di @1az e azc e con d il punto di intersezione di ayas e bobs (vedi Figura.
Provare che [a1, as;b1,d] = —1. (Sugg.: fissare un sistema di coordinate omogenee tali che
a; =10,0,1], ag = [2,0,1], d = [1,0,0], ag = [0, 1,0] e provare che b; = [1,0,1].)

2.5 Esercizi complementari

2.23. Siano a, b, c,d quattro punti distinti del piano affine reale A% = R?. Provare che
esiste un’affinita f del piano affine in sé tale che f(a) =0, f(b) =¢, f(c)=de f(d) =a
se e solo se a, b, ¢, d sono i vertici di un parallelogramma.

2.24. Dare una definizione “sensata”’ di parallelogramma su di un piano affine su di un
campo arbitrario K e generalizzare I’Esercizio [2.23].

2.25. Siano dati a,b € K; denotiamo con L; C A? la retta passante per i punti di
coordinate (a,0), (1,b) e con Ly C A? la retta passante per i punti di coordinate (a, 1),
(0,0).

Provare che il punto di intersezione di Ly ed Lo appartiene alla diagonale x = y. (Sugg.:
per semplificare i conti scrivere le equazioni delle due rette nella forma ax + By = ab per
opportuni «, 5 € K.)

4 Tale definizione si trova a pagina 22 di [CreI862]: Luigi Cremona (Pavia 1830-Roma 1903) &
stato il fondatore della scuola italiana di Geometria Algebrica.
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quadrilatero armonico &

bs
b2

a b1 & d
Figura 2.1. (Esercizio [2.22).

2.26 (Rapporto semplice). Siano a,b,¢ € A™ punti allineati tali che b # ¢; esistono
quindi, e sono unici, un vettore v € K™ ed uno scalare t € K tali che b = c+v e a = c+tv.

La quantita t = (abe) = Z

c . . .
viene detta rapporto semplice della terna ordinata a, b, c.
c

Provare che se f: A™ — A™ & una applicazione affine tale che f(b) # f(c), allora vale
(f(a)f(b)f(c)) = (abc).

2.27. Sia K un campo con almeno tre elementi. Provare che un’applicazione bigettiva
f: K™ — K" ¢ un’affinitd se e soltanto se trasforma rette affini in rette affini (cioe se
conserva gli allineamenti) e preserva i rapporti semplici.

2.28 (Spazi affini modellati). Sia V' uno spazio vettoriale su di un campo K. Uno
spazio affine modellato su V & una terna (A, V, ), dove A & un insieme e A x A—V
& un’applicazione che soddisfa gli assiomi:

1. Per ogni p € A vale pp = 0.
2. (Relazione di Chasles) Per ogni p,q,r € A vale pq + q + 7p = 0.
3. Per ogni p € A e per ogni v € V esiste unico un punto q € A tale che pg = v.

L’unico punto ¢ descritto al punto 3 si dice traslato di p mediante v e si indica con
q=v+p.
Definiamo una struttura di prespazio affine ponendo, per po, ...,pn € Ae (to,...,tn) €
A’IL
topo + -+ +tnpn = (Z tipopi) + po-
i

Mostrare che tale struttura definisce uno spazio affine.

2.29. Provare che se A € uno spazio affine modellato su di uno spazio vettoriale V', allora
Do, - - -, Pn. SONO linearmente indipendenti in A se e solo se gli n vettori pop; € V sono
linearmente indipendenti.

2.30. Siano (A,V,7) e (B, W, ™) spazi affini modellati. Mostrare che un’applicazione

—_—
f: A — B e affine se e solo se esiste un’applicazione lineare g: V' — W tale che f(p)f(q) =
9(pg) per ogni p,q € A.

2.31. Sia A uno spazio affine: per ogni coppia di punti p, ¢ € A e per ogni a € K definiamo
I’applicazione
tat A— A, t5:(x) = —ap +aq + .

Dimostrare che, nelle notazioni precedenti, per ogni p,q € A:
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L), = Id.

2. Sae T :a (1 —aa)p —i; aq, :a{ulllora 2 é' la traslazione t5;.

3. tﬁo%q = ;?thqr :tﬁ per ogni a € K e p,q,r € A.
2.32. Sia A # () uno spazio affine su K. Mostrare che esiste una struttura di spazio
vettoriale sul gruppo abeliano delle traslazioni T(A) tale che I’azione naturale T(A)x A —
A rappresenta A come spazio affine modellato su T(A). (Sugg.: definire il prodotto per
scalare mediante la formula (vedi Esercizio [2.31)

atzy = tZ—g, = t5., dove r = (1—a)p+aq.)

2.33. Dimostrare che un’applicazione f: A — B tra spazi affini non vuoti ¢ affine se e

solo se esiste un’applicazione lineare g: T(A) — T(B) tale che g(t5) = tm per ogni
p,q € A.

2.34. Sia V uno spazio vettoriale su di un campo con almeno tre elementi. Provare che
un sottoinsieme K C P(V') & un sottospazio proiettivo se e solo se K—H ¢ un sottospazio
affine di P(V')—H per ogni iperpiano H C P(V).

2.35. Siano date n rette proiettive Lq,...,L, C P" = Aj U Hj e si assuma che nessuna
delle rette L; sia contenuta nell’iperpiano Hy = {z¢ = 0}. Allora per ogni i = 1,...,n
esiste una rappresentazione parametrica della retta L; N Af che possiamo scrivere nella
forma

L;, = { [1,ai1t+bﬂ,...,amterm] | te K}

Provare che gli n punti di intersezione delle rette Lq,...,L, con liperpiano Hj sono
proiettivamente indipendenti se e solo se det(a;;) # 0.

2.36 (x). Sia K un campo algebricamente chiuso di caratteristica # 2, e siano date quattro
rette L1,...,Ls C P3. Provare che esiste almeno una retta in P? che le interseca tutte
e quattro. (Sugg.: se esiste un punto o appartenente all’intersezione di due rette distinte
L;, L considerare la proiezione di centro o. Altrimenti si prendano coordinate omogenee
tali che Ly = {z¢g = x1 = 0}, L1 = {z2 = x3 = 0} e si consideri l'intersezione delle rette
con i piani del fascio Fy = {x1 = tzo}, per t € K. Ad un certo punto servira il risultato
dell’Esercizio 2.3])

2.37.Se ¢: P"— K — H & una proiezione e L C P™ & un sottospazio proiettivo tale che
K N L =, allora la restrizione ¢: L — H ¢ una proiettivita tale che ¢(p) = p per ogni
p € LN H. Viceversa, si dimostri che ogni proiettivita ¢: L — H tale che ¢ (p) = p per
ogni p € L N H ¢ ottenuta come restrizione di una opportuna proiezione (di centro non
necessariamente K). Discutere inoltre se il risultato continua ad essere vero sugli spazi
proiettivi definiti su corpi noncommutativi (per questo si consiglia di analizzare il caso
H, L rette in P?).

2.38. Siano L, H C P? rette distinte, p = LN H e ¢: L — H una proiettivita tale che
¢(p) # p. Provare che ¢ ¢ composizione di due proiezioni. (Sugg.: considerare la retta
passante per i punti ¢(p), ¢~ 1(p).)

2.39 (Prospettive). Sia V spazio vettoriale di dimensione finita n e f: V — V un’ap-
plicazione lineare invertibile. La proiettivita indotta [f]: P(V) — P(V) si dice una pro-
spettiva se esiste A € K tale che rank(f — AI) < 1. Provare che le seguenti condizioni
sono equivalenti:

1. [f] & una prospettiva.
2. [f1]: P(VY) — P(VV) & una prospettiva.
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3. Esiste un iperpiano H C P(V) tale che [f]g = g per ogni g € H.

4. Esiste p € P(V) tale che [f]q € Pg per ogni ¢ € P(V)—{p}.

5. Esiste un sistema di riferimento py, ..., p, € P(V) tale che [f]po = po € [f]p: € Popi
perognii=1,...,n.

2.40 (Centro di prospettiva). Sia [f]: P(V) — P(V) una prospettiva diversa dall’iden-
tita. Provare che esiste un unico punto p € P(V) tale che [f]q € pg per ogni ¢ € P(V)—{p}.
Un tale punto p viene chiamato centro di prospettiva. Anticamente una prospettiva
veniva chiamata omologia se p € H; elazione od omologia speciale se p € H.

2.41. Provare che, per una proiettivita ¢: P — P", le seguenti condizioni sono equiva-
lenti:

1. Esiste un sottospazio H C P™ di codimensione r tale che ¢(p) = p per ogni p € H.
2. Esiste un sottospazio L di dimensione r — 1 tale che ¢(q) € (¢, L) per ogni q € P".
3. ¢ & composizione di r prospettive.

2.42. Utilizzare 1'Esercizio m (nel caso n = 3) per dimostrare il teorema di Desargues
(1648), vedi Figura [2.2]

H

Figura 2.2. Il teorema di Desargues

2.43. Discutere la validita della Proposizione su corpi noncommutativi. In par-
ticolare si determini il sottogruppo di PGL(2) che lascia fissi tre punti distinti di
P!

2.44 (Teorema di Pappo, III sec. d.C.). Siano p;,ps,p3 € P? e q1,¢2,q3 € P? due
terne di punti allineati, tra loro distinti ed appartenenti a rette distinte. Provare che i
punti

r=7P1q2 NP2q1, S=DP2g3NP3G2, t=D3Gq1NP1q3

sono allineati. (Sugg.: scegliere un sistema di coordinate omogenee tali che p; = [0, 1,0],
¢1 =[0,0,1], p2 = [1,1,0], g2 = [1,0, 1], prendere p1g1 come retta all’infinito ed applicare

I'Esercizio 2.25])

2.45. Sia A € K — {0,1} fissato, L C P? una retta e m: P2—{o} — L la proiezione di
centro o € L.

Definiamo un’applicazione ¢: P? — P2 nel modo seguente: ¢(0) = o e ¢(p) = p per
ognip € Lysep #oep ¢ L, allora si pone r = 7(p) e ¢(p) = ¢, dove g € op & 'unico punto
tale che [0, 7;p, q] = A. Provare che ¢ & una proiettivita. Provare inoltre che ogni omologia
(Esercizio del piano ha questa forma e che ¢ & una involuzione (cio¢ ¢? = Id) se e
solo se A = —1.
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2.46. Nelle notazioni dell’Esercizio [2.22} sia e = agby N bybs; provare che [a1, az; by, d] =
[b2, b3;e,d] = [az,a1;b1,d] e dedurne che [a1, ag; by, d]* = 1.

2.47 (Rapporti plurisezionali). Sia n > 2 un intero e ai,...,an,b1,...,b, € P! tali
che b; # a;y1; si definisce il rapporto n-sezionale come

n n 0b1 alb?
[al,ag,...,an;bl,bg,...,bn]=H a;a;+1b;) Ha
i=1

0
i=1 +1 l - ’L+lb

dove si & posto ani1 = aj e b,y = by, mentre a; = [al,al] e b; = [ad,al] so-
no le rappresentazioni in coordinate omogenee. Provare che il rapporto n-sezionale e
invariante per proiettivitd e che se b, = b,_1, allora [a1,az,...,a,;b1,b2,...,b,] =
[al,az, ey Ap—1;3 bl, bg, ey bn—l]-

Se invece ay,...,a, € P? e b; € @a;;1, con b; # a;4, per ogni i = 1,...,n, al-
lora, fissato un punto p € P? non appartenente all’unione delle rette @;a;;; si definisce
[a1,az2,...,an;b1,ba, ..., b,] come il rapporto plurisezionale delle rispettive immagini in P!
tramite la proiezione di centro p. Provare che si tratta di una buona definizione e che quindi
il rapporto plurisezionale ¢ invariante per proiettivita. (Sugg.: siano p, ¢ due centri di pro-
iezione e si prendano coordinate affini tali che pq sia la retta all’infinito. Non & restrittivo
assumere che pg non contenga alcun punto a;; si scriva quindi [aq, ag, ..., an;b1,be, ..., by]
come un prodotto di rapporti semplici.)

2.48 (Teorema di Menelao, I sec. d.C.). Siano ay, as,az € P? i vertici di un triangolo
e b; € @;a;4+1 punti distinti dai vertici. Provare che by, bs, b3 sono allineati se e solo se
[a1, a2, a3;b1,b2,b3] =1 (Sugg.: considerare bby come retta all’infinito).

2.49 (Teorema di Ceva, 1678). Siano aj,as,a3 € P2 non allineati e b; € @;Q;41 pun-
ti distinti dai vertici. Provare che le rette L, = a;b;4; sono concorrenti se e solo se
[a1,az,a3;b1,ba,b3] = —1 (Sugg.: sia p un punto generico contenuto nella retta bybs e si
consideri la proiezione di centro p sulla retta ajaz).

2.50. Sia K algebricamente chiuso e ¢ € Aut(PP!) una proiettivitd di ordine finito e non
divisibile per la caratteristica di K. Provare che ¢ ha esattamente due punti fissi.

2.51. (caratteristica # 2) Una quaterna ordinata py, . . ., ps4 di punti distinti di P! definisce
un omomorfismo iniettivo di gruppi h: Iy — PGL(2,K) = Aut(P!) caratterizzato dalla
proprieta che per ogni permutazione o € I'y vale h(o)(pi) = po(;). Provare che non esiste
alcun sollevamento di A ad un omomorfismo Iy — GL(2,K). (Sugg.: non & restrittivo
assumere K algebricamente chiuso; si prenda una coordinata affine tale che la quaterna
sia 1,—1,a,—a con a # +1.)

2.52. Trovare una elemento di ordine 2 di PGL(2, Q) che non si rappresenta con elementi
di ordine finito di GL(2, Q).

2.53. Sia K* = K —{0} il gruppo moltiplicativo, n > 2 un intero e si assuma che esista
un sottogruppo finito H C K* di ordine d tale che K* e generato da H e dalle potenze
n-esime di elementi di K*. Sia inoltre A il massimo divisore di n non divisibile dalla
caratteristica di K. Dimostrare che per ogni sottogruppo finito I" C PGL(n,K) di ordine
m esiste un sottogruppo finito I’ C GL(n,K) di ordine < hdm che si surietta su I’
tramite la proiezione naturale GL(n,K) — PGL(n,K).

2.54. (caratteristica # 2,3) Sia p,...,ps una quaterna di punti distinti di P!. Provare
che:
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e La quaterna & armonica se e solo se il birapporto [p1, p2; p3, pa] € invariante per ’azione
di un sottogruppo di ordine 8 di X4. Dedurre che il gruppo simmetrico Y4 contiene
esattamente tre sottogruppi di ordine 8 (2-Sylow) tra loro coniugati ed isomorfi al
gruppo diedrale Dy.

e La quaterna & equianarmonica se e solo se il birapporto [p1, p2; ps, p4] & invariante per
I’azione del gruppo alterno Ay.

2.55. Si consideri I'applicazione v,,: P! — P", definita in coordinate omogenee da

o ([z0, 71]) = [28, 20 2, ..o w27
Provare che, se po, ..., Ppi1 sono n + 2 punti distinti di P!, allora v, (po), ..., Vn(Pry1) &

un sistema di riferimento su P". L’applicazione v,, ¢ detta applicazione di Veronese.

2.56. Si consideri il piano R? con la metrica euclidea usuale, per ogni p € R? sia F, = P} il
fascio di rette passanti per il punto p. Verificare che I’applicazione F}, — F}, che manda ogni
retta nella sua perpendicolare € una proiettivita. Tale proiettivita ¢ chiamata involuzione
degli angoli retti.

2.57 (Luogo polare, [Crel862), Art.III]). Sia o € P! e G un insieme di n punti distinti
P1,...,Pn di P, con n > 2. Si definisce il luogo polare di o rispetto a G come 'insieme
dei punti ¢ € P! tali che

n
> lo,q;pi 0] =0
i=1
per ogni 6 # o. Provare che se 0 = {o0} e py,...,p, € K sono le radici di un polinomio
monico f di grado n, allora il luogo polare di {oco} rispetto a p1,...,p, & 'insieme delle

radici della derivata f’ di f.

2.58 (). Con 'utilizzo della sola riga dividere un rettangolo del piano euclideo in n parti
uguali, per ogni n > 2. (Sugg.: quadrilatero armonico.)

2.59. Siano L, H, T tre rette distinte di P? concorrenti in un punto p e siano g, € T punti
distinti da p. Si consideri le proiettivita ¢: L — H e ¢: H — L ottenute per proiezione
di centro g ed r rispettivamente. Detta n: L — L la composizione di ¢ e 9 calcolare il
valore del birapporto [p, s;1(s),n?(s)] al variare di s in L—{p}.






3

Forme binarie

Uno dei settori trainanti della geometria algebrica nel periodo 1840-1890 ¢ stato senza
dubbio la teoria algebrica degli invarianti. In questo capitolo ripercorriamo alcune del-
le principali conquiste di quel periodo, culminate con i teoremi della base e degli zeri
di Hilbert, studiando gli invarianti di forme binarie. Riprendendo la terminologia usa-
ta all’epoca, useremo il termine forma (binaria, ternaria ecc.) per indicare un polinomio
omogeneo (in due, tre ecc.) variabili.

Supporremo per semplicita K campo di caratteristica 0 o sufficientemente alta
(rispetto ai gradi dei polinomi considerati).

3.1 Risoluzione per radicali dell’equazione di terzo grado

In questo paragrafo K denotera un campo algebricamente chiuso di caratteristica # 2, 3.
Sia f(z) = 23+ 3a1 2% + 3as + a3 un polinomio di grado 3 a coefficienti in K. Essendo
K algebricamente chiuso si puo scrivere

flz)=(z — 1)z — az)(z — a3), a1, 0, a3 € K.
A meno di sostituire z con x — a; si puo assumere a; = 0 e quindi
f(z) = 2 4 3azz + as.

Esistono tre casi in cui ’equazione f(x) = 0 & particolarmente semplice da risolvere.

Se ay = 0, allora z = /—ags.

Se az = 0, allora x = 0, v/—3as.

Se f(z) e f'(z) = 3(2% + a2) hanno un fattore comune, allora 1'equazione si riduce ad
una equazione di secondo grado.

Supponiamo di non essere in alcuno dei tre casi precedenti, in particolare f(z) avra
tre radici distinte.

E buona regola, di fronte ad equazioni di qualsiasi tipo e grado, cercare le simmetrie del
sistema, cioe i gruppi di trasformazioni che lasciano invariate (nella sostanza) le equazioni
date. Su K e naturale considerare i seguenti gruppi:

1) Trasformazioni lineari: sono le trasformazioni del tipo x +— Az; si vede subito che f(x)
¢ invariante per una tale trasformazione se e solo se as = 0, \> = 1 oppure az = 0,\? =1
oppure as = a3z = 0.

2) Trasformazioni affini: sono le trasformazioni del tipo & +— Az + 7; si vede subito che
f(x) puo essere invariante solo se n = 0, cioe solo se la trasformazione ¢ lineare.

3) Trasformazioni proiettive: sono le trasformazioni del tipo
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ar +b
cxr+d’

X —

ad # be.

Una tale trasformazione agisce sul proiettivizzato dello spazio vettoriale dei polinomi di
grado < 3 e trasforma la classe [g(z)] in

ar +b 3
cx+d)°|.
o(&) e
Siccome le tre radici aq, s e ag di f(x) sono distinte, esiste unica una proiettivita
tale che ¥(a1) = g, (o) = az e P(az) = a;. Evidentemente ¢ = Id e [f(x)] & un
punto fisso per 'azione di 1 sul proiettivizzato dello spazio dei polinomi grado < 3. Per
le ipotesi fatte su f(z) sappiamo che 1 non & una affinita, cio¢ il punto all’infinito non &

un punto fisso di ¥. Siano n,m € K i punti fissi di ¥. Siccome n # m esiste un polinomio
g(y) di grado al piu tre tale che

fo) =g (222 -

r—m

Geometricamente, il polinomio g(y) ¢ ottenuto da f(z) mediante il cambio di coordinate
omogenee che trasforma n in 0 e m in co. Ne segue che [g(y)] &€ un punto fisso per l’azione
della proiettivitda di ordine tre che ha come punti fissi {0} e {oo}: tale proiettivita &
data da y — y, dove £ & una radice primitiva cubica di 1. Dunque g(y) deve essere
necessariamente del tipo ay® + b. Abbiamo quindi dimostrato la seguente proposizione.

Proposizione 3.1.1. Sia f(x) un polinomio di terzo grado con radici distinte e siano
n,m i punti fissi della proiettivita che induce una permutazione ciclica delle radici di
f(x). Allora esistono due costanti a,b tali che f(x) = a(x —n) + b(z —m)3.

Da tale risultato e facile ricavare la formula risolutiva dell’equazione di terzo grado:
abbiamo infatti
23+ 3asx +az = t(x —n)* + (1 —t)(x —m)?
che equivale al sistema
tn+ (1 —t)m=20

tn?+ (1 —t)m?= a

tn® + (1 —t)m3= —as
Dato che n — m # 0, possiamo ricavare il valore di ¢ dalla prima equazione e sostituirlo
nelle altre due; semplificando si ottiene

=1
m-—n
nm= —as
mn® — nm3
— = —as.
m-—n

Mettendo nella terza equazione —aq al posto di nm e semplificando si ottiene

m

=t
m-—-n
nm= —as
a
n+m=-——.
az

Si tratta di un sistema di secondo grado simmetrico dal quale si puo ricavare n, m e t.
Le radici di f sono quindi le radici dell’equazione
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z—n\® _t=1 n

r—m ot m
che si calcolano esattamente e, fissate due radici cubiche ¢/m, &/n di m e n rispettivamente,
sono date dalla formula:

L miyn—ngym
g

dove £ € una radice primitiva cubica di 1.

Nel Capitolo [5| useremo uno stratagemma per ridurre I’equazione generale di quarto
grado ad una di terzo grado (equazione risolvente) ed a due equazioni di secondo grado.
E ben noto che per polinomi di grado > 5 non esiste la risolubilitdh per radicali (cfr.
[Her1982).

Un problema intermedio (rispetto al problema della risolubilita delle equazioni) & il
seguente: dati due polinomi f(x),g(x) di grado n a radici distinte, esiste una proiettivita
1 che trasforma le radici di f nelle radici di g%

Tale problema ha senso per ogni n > 4 ed e perfettamente risolubile, anche se in caso
di risposta positiva non esiste alcuna formula generale in grado di determinare . Di tale
problema inizieremo ad occuparci a partire dalla prossima sezione.

i=0,1,2, (3.1)

Esercizi

3.1. Dimostrare che, se f possiede una radice multipla, allora ’equazione degenera
alla forma o; = o
3.2. Sia f un polinomio di grado 4 senza radici multiple. Provare che f & autovettore per
almeno tre proiettivita distinte 11,109, 3 tali che 2 = Id.

3.3. Sia u, C C l'insieme delle radici n-esime di 1. Determinare il gruppo delle proiettivita
¢ di PE tali che ¢(pn) = pin.

3.2 Le funzioni simmetriche

Il gruppo X, delle permutazioni dell’insieme {1,...,n} agisce naturalmente sull’anello
Z|x1,...,x,). Infatti, se A denota l'insieme delle applicazioni ¢: {1,...,n} — Z, allora
possiamo interpretare Z[z1, . .., Z,]| come un sottoanello dell’anello di tutte le applicazioni
f: A — 7Z, dove per ogni indice i si ha

Tt A— 7, x; (@) = ¢(4).

Se adottiamo la convenzione che X, agisce a sinistra su {1,...,n}, ossia che o7(i) =
o(7(i)), allora X, agisce a destra su A mediante la regola ¢? (i) = ¢(c (7)) e di conseguenza
agisce a sinistra su Z[z1, ..., z,] mediante la regola

U(p)(mh s ,{I?n) = p(‘ra(l)a s 7xrr(n))'

Definizione 3.2.1. Un polinomio p € Z[x1,...,x,] si dice simmetrico se ¢ invariante
per lazione del gruppo simmetrico, ossia se op = p per ogni g € X,,.

Notiamo che un polinomio & simmetrico se e solo se tutte le sue componenti omogenee
sono simmetriche.
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Definizione 3.2.2. Le funzioni simmetriche elementari o1,...,0, € Z[z1,...,T,]
sono i polinomi simmetrici definiti dalla relazione

t" + Zgitnii = H(t + in).

Teorema 3.2.3. Le funzioni simmetriche elementari generano la sottoalgebra dei polino-
mt simmetrict.

Dimostrazione. Sia f € Z[zy,...,x,] simmetrico e sia f = fo+- - -+ fi, la decomposizione
in componenti isobare rispetto ai pesi w(x;) = i, con f; di peso i ed f,,, # 0. Dimostriamo
per induzione su m che f & un polinomio nelle funzioni simmetriche elementari.

Per ogni ¢ il monomio di peso massimo di o; € uguale a T, 41Zn_i12- - Tn.

Ogni monomio di f,, ¢ del tipo azj'zy?---xlr con i3 < ipg < -+ < dp; quindi,
se poniamo y; = Tp_j41Tp—it2 - Ty, esiste un polinomio g € Zlyi,...,y,] tale che
fm(@1, . zn) = g(y1, ..., yn). Il polinomio f(x1,...,z,)—g(o1,...,0n) & simmetrico di
peso < m e si puo applicare I'ipotesi induttiva. a

Negli esercizi di questa sezione indicheremo con o;,v¢y, € Z[x1,...,2,], per i € Z e
h € N, le funzioni simmetriche definite dalle formule

n “+o0o
H(t-ﬁ-l‘i) = Z tnii(f@', P = Z$£L

=1 1=—00 i=1

Si noti che Y9 =n e o, =0 per i <0 e per i > n.

Esercizi
3.4. Siano s < n e
w: Lz, ... xn) — Z[xy,...,x4], dove m(x;) =0 per i=s+1,...,n,

la proiezione. Provare che 7(0;) = o; per ogni i € Z.

3.5. Sia A C N™ il sottoinsieme (di cardinalita n!) formato dai multiindici @ = (aq, ..., ay)
tali che 0 < a; < i. Per ogni vettore p = (p1,...,pn) € Q", per ogni permutazione o € X,
e per ogni a = (as,...,a,) € A poniamo p% = pzf(l) . -pizn). Provare:

1. Se p; # p; per ogni i # j, allora la matrice (p%) ha rango n!.
2. (%) Il determinante di (p%) € una potenza di [ [, .(p;i —p;) (determinante della matrice
di Vandermonde).

i>7

3.6 (x). Si denoti con I, C Z[xy,...,x,] l'ideale generato dalle funzioni oq,...,0,.
Provare:
1. Perognii=1,...,n vale

i
zl = Z(—l)h_lahxth (mod Tit1,...,%p).
h=1

2. Ogni polinomio f € Z[xy,...,x,] € equivalente modulo I,, ad una combinazione
lineare, a coefficienti in Z, di monomi della forma
Qn

ay a2 . ;
Ty Ty e a, con 0 <a; <.

3. 27 € I, per ogni 1.
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1
4. Ogni polinomio omogeneo f € Z[x1, ..., z,] di grado strettamente maggiore di in(n—

1) appartiene all’ideale I,,.

5. Z[x1,...,2y] & uno Zoy,...,o0n]-modulo libero di rango n! con base x{* - -+ z%, per
a; < i. (Sugg.: usare il punto 2 e induzione sul grado per mostrare che i monomi
generano. Usare |'Esercizio per mostrare che sono indipendenti.)

3.7. Si consideri la serie generatrice

z_:%z_: ?:Zﬁwh € Qz1, ..., z,][[]]

e si dimostrino le uguaglianze

i:(—t)iai =e VW1, ¢(t) = —log (1 + i:(—t)i%) :

i=1

Dalla prima uguaglianza segue che ogni funzione o; si scrive come un polinomio a coeﬂi—
cienti razionali in 11, . . ., 4;; la seconda fornisce una descrizione esplicita delle 1, = > z? Z;
come polinomi nelle o;.

3.8. Si consideri la matrice a coeflicienti in Z[z1, ..., Zy)
0 0-- 0 o,

a0 =10 0ns
0 0:---1 o

Si provi che 1y, & uguale alla traccia di A”, per ogni h > 0. (Sugg.: la matrice A rappresen-
ta, in una opportuna base, la moltiplicazione per ¢ nel modulo Z[z1, ...,z ][t]/(TTi, (t —

i)).)

3.3 Invarianti e covarianti di forme binarie

Il paragrafo precedente rappresenta un esempio di come la geometria della retta proiet-
tiva si applica allo studio delle equazioni polinomiali f(z) = 0. In tale contesto ¢ utile
considerare al posto dei polinomi le forme binarie.

Definizione 3.3.1. Una forma binaria di grado n ¢ un polinomio omogeneo di grado
n in due variabili.

Denotiamo con V,, lo spazio vettoriale delle forme binarie di grado n. Ogni forma bina-
ria f puo essere pensata come una applicazione f: K2 — K; per ragioni di convenienza
notazionale, che appariranno pitt chiare in seguito, se zg,x; sono le coordinate di K2,
scriveremo ogni forma binaria nella forma

n n
flxo,z1) = aoxy + (1)a1x8 Yoy 4+t (l>azx8 it anah

e quindi aq,...,a, € V,Y = Homg (V,,,K) sono le coordinate di f. In particolare V,, ha
dimensione n 4+ 1 su K.
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Esiste una naturale applicazione bilineare V, x V}, — V4 data dalla moltiplicazione.
Per ogni n > 0 esiste un isomorfismo naturale fra V,, e lo spazio vettoriale dei polinomi
di grado < n in una variabile z. Dato un polinomio omogeneo f(xg,z1) € V,,, il suo diso-
mogeneizzato p(xz) = f(x,1) & un polinomio di grado < n. Viceversa, dato un polinomio
p(z) di grado < n, il suo omogeneizzato & il polinomio omogeneo definito dalla formula

Zo

f(zo, 1) = 27p () :

T

Dal fatto che gli isomorfismi di omegeneizzazione commutano con le operazioni di somma
e prodotto, segue immediatamente che, se K & algebricamente chiuso, allora ogni forma
binaria e il prodotto di forme binarie di grado 1 e quindi ogni forma binaria non nulla
di grado n possiede esattamente n radici (contate con molteplicitd) su P = P(V,Y). E
inoltre chiaro che le radici di f(x,1) sono esattamente le radici di f(zp,21) che stanno
nella parte affine {z; # 0} di P’

Lemma 3.3.2. Due forme binarie non nulle hanno le stesse radici nella chiusura alge-
brica di K, contate con molteplicita, se e solo se sono proporzionali.

Dimostrazione. Evidente. O

Si noti che il Lemma definisce, su campi algebricamente chiusi, una bigezione fra
P" = P(V,,) ed il quoziente di (P!)" per I’azione del gruppo simmetrico X,,.
La ovvia azione sinistra di GL(2,K) su K? induce per composizione delle azioni destre

Vo x GL(2,K) = V,,, (. 4) — 74,
che sono compatibili con i prodotti V, x V;, — Va4p. In concreto, se A = (CCL Z)’ feva

e g e il disomogeneizzato di f si ha:

fA(xo7x1) =f <(i Z) <i?>) = f(axg + bz, cxo + dx1),

o) =g () e a

cx+d
Ogni polinomio p(ag, - . ., a,) pud essere pensato come una funzione p: V,, — K; esiste
allora una ovvia azione sinistra di GL(2,K) su K]ao, ..., ay] data da:
Ap(f) = p(f*), dove A € GL(2,K), p € K[ao,...,a,] e f € Vp.

Esempio 3.5.3. Se
o . ) o a b
n =2, p = apas — ay, A<cd)’

allora si ha Ap = pdet® A = pdet A2. Infatti,

Ap(apx? + 2a12021 + asr}) =
p(ag(azo + bx1)? + 2a1 (azg + by (cxo + dr1) + ag(cxo + drp)?) =
(apa® 4 2aiac + asc®)(aph?® + 2a1bd + axd?) — (apab + ay(ad + be) + aged)? =

(apaz — a?)(ad — be)* = plagzl + 2a12021 + azx?) det A2,

Notiamo che p(f) = 0 se e solo se f ha una radice doppia.
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Definizione 3.3.4. Un polinomio p(ag,...,ay) si dice una forma covariante di peso
m su V, se, per ogni A € GL(2,K), vale Ap = pdet™ A.

Il termine covariante sara spesso utilizzato come sinonimo di forma covariante. L’E-
sempio mostra che agaz — a? & un covariante di peso 2 su Va. Si noti che ogni
covariante ¢ costante sulle orbite di SL(2,K). In particolare, le uniche forme covarianti
su V7 sono le costanti.

Teorema 3.3.5. Sia p(ag,...,a,) una forma covariante di peso m su V,,. Allora p é un

polinomio omogeneo di grado — ed isobaro di peso m rispetto ai pesi w(a;) = i. In
n
particolare, ogni monomio che appare in p con coefficiente non nullo contiene un fattore

n
a; per qualche i > 5

Dimostrazione. Vale Ap = pdet A™ per ogni matrice A diagonale. Sia A = diag(a, ) e
siaq:a6°~~~af{t un monomio di grado d = ig + - -+ + i, € peso m = i1 + 2ig + - - - + Niy.
Vale det A = a3 e Aq = qa® ™™ e quindi ¢ pud comparire in p solo se dn —m = m.

Si noti infine che la condizione dn = 2m implica necessariamente i; > 0 per qualche

>0 O
s> —.

-2
Definizione 3.3.6. Un polinomio p € K|ao, ..., a,] viene detto SL-invariante se Ap =
p per ogni A € SL(2,K). I polinomi SL-invarianti formano una sottoalgebra R C
Klao,...,a,] detta algebra dei covarianti su V;,.

Non ¢ difficile dimostrare (Esercizio [3.9) che Palgebra dei covarianti coincide con la
sottoalgebra generata delle forme covarianti.

Corollario 3.3.7. Sia p un covariante su V,, e sia f € V,,. Se f possiede una radice di
molteplicita > g allora p(f) = 0.

Dimostrazione. Siccome p & covariante basta dimostrare che p(f#) = 0 per qualche A €
GL(2,K); non ¢ quindi restrittivo supporre che f abbia in 0 una radice di molteplicita
d > n/2. Quindi, se ag, ..., a, sono le coordinate di f, vale as; = 0 per ogni s >n —d e
la tesi segue dal Teorema [3.3.5 a

E utile osservare che p & un covariante di peso m se e solo se Ap = pdet™ A per ogni
A appartenente ad un insieme fissato di generatori del gruppo GL(2,K ). Un conveniente
insieme di generatori ¢ dato dall’'unione dei seguenti tre insiemi:

1. Matrici diagonali x; — Az, ¢ =0, 1.
2. Inversione xg — x1, 1 — xg.
3. Traslazioni xg — x¢ + axq, 1 — x1.

Dimostreremo in seguito il, tutt’altro che evidente, fatto che e sufficiente verificare la
covarianza per le diagonali e le traslazioni.

Usiamo adesso il Teorema sulle funzioni simmetriche per costruire in modo in-
tuitivo (ma poco rigoroso) alcuni covarianti non banali su V,, per ogni n > 2; si assuma
per semplicita K = R, C.

Siano ay, . . ., a, le radici di un polinomio f(x) = apx™ +na;z" 't +---+a,, si assuma

apan # 0 e si consideri
D= H(Oéi — Cvj).

i#]
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Si tratta di un polinomio simmetrico in «i,...,q, e quindi si pud scrivere D =
TEARSENET - . . .
D(o1,...,0,) dove o; = (—1)1( > — indica la i-esima funzione simmetrica elementa-
1) ap
. . 2(n—1 N . I . .
re. Dimostriamo adesso che A = aO( )D& un polinomio in ag, ..., a, covariante di peso

n(n—1) su V,,. Il polinomio A(f) viene detto discriminante di f. La dimostrazione com-
pleta e rigorosa che A & un polinomio, cioe che non contiene potenze di ag al denominatore
sara data nel Capitolo [4 Si tratta comunque di un fatto abbastanza ovvio dal punto di
vista intuitivo: infatti, per ogni polinomio monico fissato g(z) di grado n — 1 con radici
081y ..., Bn_1, esiste una costante C' dipendente da g tale, che posto f(z) = (apz — 1)g(x),
vale A(f) = Ca(z)(”_l) H?;ll(aal — B3i)? e quindi esiste finito il limite di A(f) per ag — 0.
La covarianza di A rispetto alle traslazioni & evidente dalla definizione, rimane da veri-
ficare la covarianza rispetto alle matrici diagonali ed all’inversione. Sia A = diag(}, §),
allora A(zg — a;w1) = Axg — a;€x1 e quindi A trasforma la radice o; in A™!€q;, mentre
trasforma il coefficiente ag in A™ag, ne segue che

AA = A(A_lf)”'(”_l))\Qn(n_l) = Adet An(n—l).

1

L’inversione manda «; in «; ~ e ag in a,, dunque

AA = a2V ] li—oy) _ y

(67107
i#j v

dove nell’ultima uguaglianza abbiamo fatto uso della relazione a,, = (—1)"apa . . . .
Siccome le f € V, con aga, # 0 sono un aperto denso, la relazione A(f4) =
A(f) det A1 vale per ogni f ed A. Quindi A & un covariante.

Usando la stessa idea si possono costruire altri covarianti di peso multiplo di n: diamo
qui solo l'algoritmo di costruzione lasciando per esercizio le verifiche di covarianza. Si
consideri una tabella quadrata T = {(i,j) € N? | 1 < 4,5 < n} esia S C T un sottoinsieme
con le seguenti proprieta:

1. Se (i,75) € S, allora i < j.
2. Se r; (risp.: ¢;) indica il numero di elementi di S sulla i-esima riga (risp.: colonna),
allora r; + ¢; = m non dipende da 1.

Le seguenti due tabelle forniscono due esempi di tali insiemi per n = 4:

* * * *
* * *
*

Un covariante di peso nm e allora dato da:

As=ag" 3 ]I (o) =)™

oceX, (i,j)€S

Si noti che Ag non & identicamente nullo, come si vede considerando un polinomio a radici
razionali distinte.
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Esempio 8.8.8. Con un conto che omettiamo si calcola il discriminante di una forma di
terzo grado che, a meno di uno scalare, vale:

A = a2a? — 3a2a3 + 4a’as + 4agal — 6agaiazas.

P
Dati due covarianti P, @ su V,, dello stesso peso, con @ # 0, il quoziente — si dice un

invariante razionale su V,,. Se U C V,, denota I'insieme delle forme f tali che Q(f) # 0,
allora f4 € U per ogni f € U ed ogni A € GL(2,K). E definita una funzione:

P P P
Puok, Pin=21,
Q Q Q(f)
con le proprieta:
P P
1. —=(f*) = —=(f) per ogni A € GL(2,K).
B P
2. —(Af) = =(f) per ogni A € K*.
Q( ) Q( )
Le proprietd 1 e 2 implicano tra I’altro che, se f,g € U ed esiste una proiettivita di P*
P P
che trasforma gli zeri di f (contati con molteplicita) negli zeri di g, allora 5( )= a(g)
Proposizione 3.3.9. Le algebre dei covarianti su Vo e V3 sono generate dal discriminan-
te.

Dimostrazione. Consideriamo il caso V3: la dimostrazione nel caso V5 € sostanzialmente
identica. Sia P un covariante, esistono allora interi positivi r, s tali che P" ¢ A® hanno lo
T

P
stesso peso e quindi ¢ = A ¢ un invariante razionale. Detto U = {f | A(f) # 0} si ha

che f € U se e solo se f possiede tre radici distinte; siccome due terne su P! sono sempre
proiettivamente equivalenti ¢ ¢ uguale su U ad una costante c. Basta adesso osservare che

A & irriducibile e che A(P" — cA®) = AP" — cASTL = 0. O
Esercizi
3.9. Provare che un polinomio omogeneo p € KJag,...,a,] & un covariante se e solo se

Ap = p per ogni A € SL(2,K).
3.10. Dimostrare che se p ¢ una forma covariante di peso m, allora vale
p(an, Gp-1,...,00) = (=1)"p(ag, . ..,an).

3.11. Provare che una forma non nulla di grado n

n n .
Fanson) = ausf + (] Jarah o oo (7 Josaf o+ o+

possiede una radice di molteplicita n se e solo se

ap aq + -+ Qp—
rank [ 01 el =,
ap as - [e7%
3.12. Sia f(xo, 1) una forma binaria di grado n a coefficienti numeri complessi. Provare
che f = (axg + bx1)™ se e solo se il determinante Hessiano

fOO fOl
flO fll

¢ identicamente nullo.
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3.4 Il metodo simbolico di Cayley-Aronhold

Nella base standard di V,,, data dai monomi (’Z) xf):z:?_l, I’elevazione alla n-esima potenza
Vi1 — V,, e rappresentata in coordinate da

(to,t1) = (L5, 0 My, oty ).

In particolare, ogni applicazione lineare F': V,, — K induce una applicazione F:V; - K
che & omogenea di grado n ed ¢ data da F(p) = F(p").

Viceversa, ogni applicazione G: V; — K omogenea di grado d ¢ indotta da un’unica
applicazione lineare G': V; — K. Infatti, si ha G(apzo+a121) = §(ag, a1) con § polinomio

omogeneo di grado d; detto a; = agﬂa? si puo scrivere in modo unico §(agp, 1) =
glag,...,aq), con g omogeneo di grado 1. Ponendo

G <Z a; (Cj) xgixf> = g(ao, ..., aq),

si verifica immediatamente che G(p?) = G(p) per ogni p € V;. Si prova similmente che
I’applicazione F' — F' definisce un isomorfismo di spazi vettoriali.
Si consideri adesso uno spazio vettoriale V' di dimensione finita. Data un’applicazione

F:Vx--xV->K
—_—

d fattori

multilineare simmetrica si definisce in modo naturale una F': V' — K omogenea di grado
d ponendo F(v) = I:_'(v, ...,v). Il procedimento F +— F prende il nome di restituzione.

Viceversa, data una F': V — K omogenea di grado d e vy,...,v4 € V esiste unico un
polinomio omogeneo simmetrico f € K[Aq,...,Aq] di grado d tale che

F()\l’Ul + 4 )\dvd) = f(>\1> .. .,)\d).

Definiamo quindi F(v1q,...,vq) come il coefficiente di Ay---Ag in f diviso per d!. Il

procedimento F' — F si dice di polarizzazione.

Proposizione 3.4.1. La polarizzazione & l’inverso della restituzione: in particolare la
polarizzata di un’applicazione omeogenea € multilineare simmetrica.

Dimostrazione. Sia F: V' — K omogenea di grado d. E chiaro che la sua polarizzata F' &
simmetrica; per dimostrare la multilinearita basta dimostrare che

F(awy + bwa,va, . ..,v4) = aF (w1, va,...,04) +bf7(w2,v2,...,vd).

Sia ¢; = d!ﬁ‘(wi, va,...,0q), peri = 1,2, allora dal fatto che F' &€ omogeneo di grado d segue
che il coefficiente di Ay - - - Ay in F(aw; +bwa + Aave + - - - + Agvg) € una forma lineare in a
e b che dovra necessariamente essere cia + cob. Basta adesso notare che, per ogni d-upla
Z1,...,2q € V, il valore d!F(zl, ..., 24) pud essere definito come il coefficiente di Az - - Ag
in f(1,Ag,..., g) = F(z1+Xaza+- -+ Agzq) e quindi F(aws +bwa, v, ..., vq) = cra+cabd.
Indichiamo con R l'operatore di restituzione e con P quello di polarizzazione. Data una
F:V — K omogenea di gradod e v € V si ha F(Ajv+---+Agv) = (A1 +- -+ Xg)?F(v) ed
il coefficiente di Ay - -+ Ag in (A; +-- -+ Ag)? & esattamente d!, questo prova che Ro P = Id.

Viceversa sia ' multilineare simmetrica e siano v1,...,0q € V fissati, allora detto
w = A1 + - + Agvgq si ha

Flw,...,w)= f(A,..., )
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per un opportuno polinomio omogeneo f . Essendo F' simmetrica, il coefficiente di A; - - - Ag
in f ¢ esattamente d!F(vy,...,v4), questo prova che Po R = Id. a

Si noti che le operazioni di polarizzazione e restituzione commutano con ’azione na-
turale del gruppo GL(V,K) su V.

Ritorniamo agli spazi Vj; un ragionamento analogo al precedente mostra che esiste
una bigezione naturale fra le

¢: Vg x---xVy;—K multilineari simmetriche

ele
P:Vix--xVi >K multiomogenee simmetriche di grado d.

La bigezione ¢ data dalla relazione q~5(p1, oy ps) = 0(pd, .., pd).

Riassumendo, abbiamo trovato un procedimento, detto metodo simbolico che, par-
tendo da una F: V¢ — K multiomogenea simmetrica di grado d, si passa da una
F: V] — K multilineare simmetrica e si arriva ad una F': V3 — K omogenea di grado s.
Se inoltre F & SL(2, K )-invariante, allora anche I lo ¢. Concretamente, se v; = a;xo+ 021,

peri=1,...,s, allora si ha F(vy,...,vs) = f(ai,f1,...,as 0s), dove f & un polinomio
multiomogeneo simmetrico di grado d. Per passare da F aF si esegue la sostituzio-
ne a;; = a?ﬂﬂf e si ottiene f(ai75i) = f(al-j). Infine si pone a; = a;; e si ottiene
flag,...;aq) = f(aij), con f polinomio omogeneo di grado s e, usando l’isomorfismo

standard si ha infine

F <Z ai (‘Z,Z)xg—ix;i> = f(ao, - - ., aq).

Come esempio costruiamo due forme covarianti su Vj di gradi 2 e 3 ottenute partendo
da dei covarianti F: V¥ — K multiomogenei simmetrici di grado 4. Per s = 1 non ci sono
covarianti di peso positivo, cid segue immediatamente dal fatto che V3 — {0} & un’orbita
dell’azione di SL(2,K). Per s = 2 un covariante naturale & go: V2 — K, definito da

4
o 1 a1 2
PZ5| 6 Bl
Per s = 3 abbiamo g3: V> — K, definito da
2 2 2
_ 1 a1 2 Q2 (3 3 (1
BZ6| 61 Ba| B2 B3| |Bs B

I covarianti go, g3 sono detti di Eisenstein. Applicando il metodo simbolico si ottiene

1
4
g2 = 5(04162 —agfh)" =
1 . )
494 3 3 202 212 3 3 4 4y _
5(0‘152 —dayfrasfy + 601 Bias 5 — dan fiasfe + Brag) =
5(1110@24 —4ay1a23 + 6a12a23 — 4ayzas; + aigaz) =
1 2 2
§(a0a4 —4ajas + 6a5 — daza; + aqap) = apay — 4ajas + 3a;.
A rimarcare il valore matematico del metodo simbolico osserviamo che non & per nulla
evidente come dall’espressione go = agaq — 4aias + 3a§ segua la covarianza di g. Prima
di affrontare il calcolo esplicito di g3 osserviamo che, essendo in ogni monomio la somma

dei gradi di a; e ; uguale a 4 possiamo disomogeneizzare il tutto ponendo a; = 1. Si ha
quindi
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693 = (61 — B2)?(B2 — B3)*(Bs — B1)>.

Dopo aver scritto i 27 addendi di g3 bisogna sostituire il monomio i385 con a;ajay; si
ottiene quindi una grande semplificazione da cui segue

2 2
g3 = apa204 — apas + 2a1a203 — ag —ajay.

Come prima non & affatto evidente da questa ultima espressione che si tratti di un co-
variante. Una piccola sfida intellettuale puo venire dall’osservazione che gs e g3 sono
rispettivamente, a meno di costanti moltiplicative, lo Pfaffiano ed il determinante delle

matrici
0 aq 2(11 3(12

ag a1 a
—aop 0 as 2&3 CLO CLl CL2
—2a1 —as 0 ayq4 |’ al a2 a3
—3(12 —2(13 —Qy 0 2 08 04
Lemma 3.4.2. I covarianti g2,g3 € Klag,...,a4] sono algebricamente indipendenti su

K.

Dimostrazione. K sufficiente dimostrare I'indipendenza algebrica di una qualunque spe-
cializzazione. Se poniamo ag = 1 e a; = ag = 0, allora i covarianti diventano g, = a4 e
gs = —aj3 che si verifica facilmente essere algebricamente indipendenti. a

Vedremo piu avanti che go e g3 generano 'algebra dei covarianti di V.

Teorema 3.4.3. Ogni forma binaria di grado 4 a radici distinte, con covarianti go € gs
e equivalente alla forma di equazione non omogenea

423 — gox — g3.

. . . . .. . . Zo
Dimostrazione. Sia f un forma di quarto grado senza radici multiple e sia z = — una
T
coordinata affine sulla retta proiettiva. Con una opportuna proiettivita possiamo mandare

una radice all’infinito ed il baricentro delle altre 3 nello 0 e dunque f & proiettivamente
equivalente ad una forma binaria del tipo 4a;2® + 4asx + a4, con a; # 0. A meno di
moltiplicare f per uno scalare possiamo supporre a; = 1; si ottiene quindi la forma
canonica delle forme binarie di grado 4 senza radici multiple

. p
4o —pxr —q, ossia ag=as=0,a; =1, angz,cu:fq.
Si ha quindi go = a0a4—4a1a3+3a§ =pegs = a0a2a4—a0a§+2a1a2a3—a§—a%a4 =q. O

Teorema 3.4.4. Sia f € Vy. Allora la forma f possiede radici multiple se e solo se
(93 — 27g3)(f) = 0.

Dimostrazione. Se f possiede una radice multipla allora f & equivalente ad una forma
binaria in cui ag = a; = 0: per tale forma si ha go = 3a3, g3 = —a3 e quindi g3 = 27¢3.

Viceversa se f non ha radici multiple il polinomio p(x) = 423 — gox — g3 non ha radici
in comune con la sua derivata p/(z) = 1222 — gs, cioe:

3
92\ _ (92)5
/2 ) = ()7 -
0#p ( 12) o g3
e quindi 27¢3 # g3. ad

Si definisce I'invariante j di una forma binaria di grado 4 come
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9

95 — 2793
La presenza del coefficiente 1728 = 123 & motivata dalla teoria delle curve ellittiche su
campi di caratteristica 2 e 3, cfr. [Sil1986].

j=1728

Corollario 3.4.5. Due forme binarie di grado 4 a radici distinte sono equivalenti se e
solo se hanno lo stesso invariante j.

Dimostrazione. Siano f1, fo € V4 senza radici multiple con lo stesso invariante j, non &
restrittivo supporre f1, fo in forma canonica, cioe

fi=4a® —piz—q e fo=42" —pox — qo.

Con tali forme I'uguaglianza dell’invariante j equivale alla relazione piq2 = p3q¢?. Di-
mostriamo che esiste t € K* tale che fao(z) = t3f1(t7'x) o in termini equivalenti che
po =t2p1 e qa = t3q1. Se p1 = 0, allora ¢; # 0 e dunque anche ps = 0 e t esiste. Se p; # 0,
allora anche ps # 0 e con un opportuno ¢ si pud assumere p; = po e quindi g1 = +¢o;
basta quindi considerare ¢t = +1. a

Data una quaterna non ordinata di punti Q@ = {py,...,ps} C P!, con p; # Dj, ©
ben definito j(Q) € K come il valore dell’invariante j di una forma binaria che ha come
zeri esattamente pq, ..., ps. Il Corollario afferma che due quaterne non ordinate sono
proiettivamente equivalenti se e solo se hanno lo stesso invariante j. Dunque j ha la stessa
funzione che ha il birapporto rispetto alle quaterne ordinate di punti.

Proposizione 3.4.6. Una quaterna non ordinata Q di punti distinti é:

o Armonica se e solo se g3 =0 (Salmon, 1859).
e FEquianarmonica se e solo se go =0 (Painvin, 1861).

Dimostrazione. 1 covarianti go e g3 di 4a(x — 1)(x — A) sono
4

4
=-(\V-)+1 =
92 ( +1), 93 = 57

- A+ 1)(A—2)(2x — 1).

Esercizi
3.13. Siano a1, as, oz le radici di 423 — gax — g3. Provare che
g5 — 2795 = 16(a1 — a2)* (a2 — a3)* (a3 — a1)”

e dedurre che g3 — 27¢3 differisce per una costante moltiplicativa dal discriminante A.
3.14. Sia f(z) = z(z — 1)(z — A), con A # 0, 1. Provare che
(A2 —A+1)°

A2(N—1)2
3.15. Sia j € K e sia A una radice del polinomio di sesto grado

f(z) =2%(2? —x +1)% — ja?(z — 1)2

i(f) =2°

Provare che le sei radici di f(z), contate con molteplicita, sono esattamente:

1 1 1 A

- 1= 1-—= @ — —.
N ’ A 1= =1
Mostrare inoltre che f(x) possiede radici multiple se e solo se j =0 o j = 1728. Confron-
tare questo risultato con I’Esercizio [3.14] e con i possibili birapporti di una quaterna non

ordinata di punti.
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3.5 Finita generazione dell’algebra dei covarianti

In questa sezione n sara un intero positivo fissato. Denotiamo con Sy lo spazio vettoriale
dei polinomi omogenei di grado d in ay, ..., ay, € con Sg,, C Sq il sottospazio vettoriale
dei polinomi isobari di peso m. Vale Sg,, # 0 se e solo se 0 < m < nd. Abbiamo
visto (Esercizio che le sottoalgebre di K[ao,...,a,] = € Sq non sono in generale
finitamente generate. In questa sezione mostreremo invece che ’algebra dei covarianti e
finitamente generata. Per fare cio abbiamo bisogno di caratterizzare i covarianti su V,
come soluzioni di certe equazioni differenziali.

Lemma 3.5.1. Il gruppo GL(2,K) ¢ generato dalle matrici triangolari inferiori e dalla

matrice
1-1
T= (0 1 )

Dimostrazione. Basta osservare che per ogni scelta di coefficienti a,b,¢,d con b # 0 la

matrice
ab b 0 1-1
cd b—ab 01

¢ triangolare inferiore. |

(Notare che T =T'.)

Corollario 3.5.2. Il gruppo GL(2,K) ¢é generato dalle matrici diagonali invertibili e dalle
matrici triangolari aventi 1 sulla diagonale.
Dimostrazione. Evidente. a

Per ogni t € K definiamo

d(t) = (éi) 5(t) = (1?)

Proposizione 3.5.3. Sia P € K]ao, ..., ay] un polinomio omogeneo di grado d ed isobaro

1
di peso ind. Allora P ¢ un covariante se e solo se d(t)P = §(t)P = P per ogni t € K.

Dimostrazione. Le condizioni sul grado e sul peso equivalgono alla covarianza di P rispetto
al sottogruppo delle matrici diagonali. Basta adesso applicare il Corollario [3.5.2 a

Studiamo adesso I'invarianza rispetto alle matrici triangolari superiori d(t); per quelle
inferiori §(t) basterd scambiare z¢ con x; e a; con a,—_;. Si noti che d(t)(P 4+ Q) =
d(t)P 4+ d(t)Q e d(s)(d(t)P) = d(t + s)P.

Si osserva facilmente che lo spazio Sy € stabile per ’azione di GL(2,K), in particolare
esiste un’applicazione polinomiale

K x Sdﬂsd, (t,P) }—>d(t)P
E possibile interpretare ¢ come una indeterminata e quindi d(t)P € Klao, ..., an, t]. Poiché
d(0)P = P lo sviluppo di Taylor rispetto a ¢t assume la forma
/ 1 2 pt 1 d p(d)

ad(t)P

dove PW € S, e P/ = .
ove d e 9t im0
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Lemma 3.5.4. Nelle notazioni precedenti, vale d(t)P = P per ogni t € K se e solo se
P =0.

Dimostrazione. Una implicazione ¢ ovvia. Se P’ = 0 allora per ogni ¢ € K vale:

d(c+t)P = d(c)(d(t)P) = d(c)P + %(d(c)P“)tQ +

0
Dunque ad(t)lj\t:c = 0 e, siccome ¢ & arbitrario, ne segue che d(¢)P non dipende da
O

Dato che d(t)P(ag,...,a,) = P(d(t)ag,...,d(t)a,) e

d(t)a; = a; + (T;)_l<in1)(n—i+ Dtay + -,

si ha a} =ia;_1 e, per la regola di derivazione della funzione composta,

Z 8@1 sz 1

=0

La precedente relazione si puo scrivere come P’ = DP, dove D & 'operatore differenziale

lineare del primo ordine
n
0
D= 10517
; i la ;

Scambiando xy con x1 e a; con a,_;, 'operatore D si trasforma nell’operatore

A= an i+15 Z &1+1 8

Z

Notiamo che DSg . C Sam—1 € ASqm C Sam—+1- E conveniente introdurre un operatore
H: Sd,m — Sd,m7 HP = (nd - 2m)P

Si estendono poi per linearita gli operatori H, D, A ad operatori definiti su K [ag, . . ., ay]:
si verifica facilmente che H, D, A sono K-derivazioni e, per i risultati precedenti, un
polinomio P appartiene all’algebra dei covarianti se e solo se HP = DP = AP = 0.

Lemma 3.5.5. Valgono le sequenti regole di commutazione:

1.[D,Al=DA—-AD=H,
2.[H,D] =2D,
3. [H,A] = —2A.

Dimostrazione. Dimostriamo solo 1), la dimostrazione di 2) e 3) & simile ed & lasciata
per esercizio. Essendo [D, A] ed H entrambe derivazioni basta verificare la relazione sui
generatori a;: in tal caso vale

[D7 A](Ll = D(TL — i)ai+1 — Aiai,1 =
(i+1Dn—1i)—in—i+1))a; = (n — 2i)a; = Ha,.
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Osservazione 3.5.6. La maggior parte dei lettori avra riconosciuto nel Lemma le
regole di commutazione dell’algebra di Lie s1(2) [Hum1973].

Lo scambio z; — x1_; di coordinate su V; induce I'operatore
T: K[ao,...,an] —>]K[a0,...,an], T(ai):an,i.

Si osserva facilmente che TD = AT, TA= DT e TH = —HT. Siano D*: Sym — Sa.m—k
e Ak Sda,m — Sd.m+k le iterate di D e A.

Lemma 3.5.7. Per ogni k > 0 vale:

1. [D*, Al = DF=Y(kH + k(k — 1)).
2. [D, AF] = AF=Y(kH — k(k — 1)).

Dimostrazione. [1] Se k = 1 ritroviamo esattamente il Lemmam Usando induzione su
k e la regola di Leibniz per la derivata di Lie [AB,C] = A[B,C| + [A, C]B, si ottiene

[DFFL Al = D¥[D, A] + [D¥, A]D =
= D"H + D" Y(kH + k(k — 1))D = D*((k + 1)H + (k + 1)k).

[2] Si dimostra coniugando con loperatore T' I'uguaglianza al punto 1. a

Teorema 3.5.8. Un polinomio P € Sy é covariante se e solo se soddisfa due delle sequenti
tre condizioni:

1. HP =0.
2. DP =0.
3. AP = 0.

Dimostrazione. Abbiamo gia provato che un polinomio omogeneo P & un covariante se e
solo se soddisfa le tre condizioni. Basta quindi dimostrare che due condizioni implicano

la terza. Denotiamo con m = ind.

[2) + 3) = 1)] segue subito da [D, A] = H.

[1) +2) = 3)]. Dalla condizione HP = 0 segue che P & isobaro di peso m. Siccome
Sa.m+i = 0 per ogni i > m, esiste un intero k > 0 tale che A¥P =0 e A*~1P £ 0. Allora
vale 0 = [D, A¥]P = A*=1k(k — 1)P da cui segue che k = 1.

[1) + 3) = 2)]. Sia HP = AP = 0, allora vale H(T'P) = D(TP) = 0 e per il punto
precedente si ha A(TP) =0, da cui segue DP = 0. O

1
Lemma 3.5.9. Siano d,k > 0 interi fissati, poniamo m = ind e sia QQ € Sqm—x tale
che DQ = 0. Allora per ogni i =0,...,k vale

(k +4)!

i Ak _
DAQ_(k—i)!

Ak—iQ

ed in particolare
DEARQ = (2k)'Q

Si noti che nella formula appare solamente k.
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Dimostrazione. Induzione su i: per ¢ = 0 non c¢’¢ nulla da dimostrare.

4 ki)l
D'HrlAk: _ ( DAk i
A T @
(k+d)! i1 , , .
- A=Y (k= VH — (k—i)(k—i—1
A = ) = (k= i)k =i = 1)@
k+1)! ,
- Ek J_F 2| (k — ) AP ((nd — 2(m — k) — (k —i — 1))Q
(k +14)! . , k—i—1
= k—1)(k 1A% .
G =k + i+ 1AM
O
Proposizione 3.5.10. Siano Q, Py, ..., P. forme covarianti su V, di pesi ¢, my,...,m,
e siano Ai,...,Ar € Klag,...,ay] tali che Q = > A;P;. Allora esistono covarianti

By,...,B, dipesig—mq,...,q—m, tali che @ =5 B;P;.

Dimostrazione. Non e restrittivo supporre ogni polinomio A; omogeneo ed isobaro di peso
q —m;, e quindi HA; = 0 per ogni 7. Usando induzione su r, basta dimostrare che si puo
trovare una espressione del tipo @ = > B; P;, con B; covariante; fatto questo si sostituisce
Q@ con Q — B1 P;. Dimostriamo che tale espressione esiste per induzione sul minimo intero
k tale che D**1A; = 0; se k = 0 allora A; ¢ un covariante ¢ non ¢’¢ nulla da dimostrare.
Se k > 0, denotiamo con R = D*A;; per il Lemma vale

1
D*AFR = (2k)!IR, D¥ (A — ——A*D*A, | =o.
(2k)!
Essendo i polinomi @, Py, ..., P, covarianti, per la regola di Leibniz vale

0= AkDF (Z AiPi) =Y (A*DFA,)P,
e quindi

" 1
Q= ; (Ai - (%)!A’“D’“Ai) P,

Si puo adesso applicare I'ipotesi induttiva su k e trovare un’espressione con A; covarian-
te. O

Possiamo adesso dimostrare il teorema principale della sezione.

Teorema 3.5.11 (Gordan 1868). L’algebra dei covarianti suV,, é finitamente generata
su K.

La dimostrazione originale di Gordan e le semplificazioni dei contemporanei erano
basate sul metodo simbolico e sulla rappresentazione dei covarianti come funzioni sim-
metriche delle differenze delle radici (cfr. [Hilb1993], [KR1984]). Di tali dimostrazioni
sopravvive oggi un lemma sulla geometria dei coni poliedrali (Esercizio di fonda-
mentale importanza nello studio delle varieta toriche. La dimostrazione che presentiamo si
deve sostanzialmente a David Hilbert e si basa sul seguente risultato la cui dimostrazione
verra data nella Sezione

Teorema 3.5.12 (Della base di Hilbert, 1890). Ogni ideale di Klag,...,a,] ¢
finitamente generato.
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Dimostrazione (del Teoremal|3.5.11)). Sia I C K|ay, ..., a,] 'ideale generato dai covarianti
di peso positivo, per il teorema della base di Hilbert I ¢ generato da un numero finito

Py, ..., P, di covarianti. Sia ) un covariante di peso ¢, dimostriamo per induzione su ¢
che si puo scrivere ) come un polinomio nei P; a coefficienti in K. Se ¢ < 0 allora @
& una costante. Se ¢ > 0 allora Q € I ed esistono Ay,..., A, € Klag,...,a,] tali che
Q = > A;P;. Per la Proposizione si pud scrivere Q = > B;P; dove ogni B; & un
covariante di peso < ¢ e quindi un polinomio nei P;. O

Denotiamo con s, (d, m) la dimensione su K dello spazio vettoriale Sy ,,, € con wy,(d, m)
la dimensione dello spazio vettoriale dei covarianti di peso m e grado d.

Teorema 3.5.13. Vale la formula:

Sn(d,m) — sp(d,m — 1) se 2m = nd,
wy(d,m) =
0 altrimenti

Dimostrazione. Basta dimostrare che se 2m = nd, allora D: Sg,, — S4m—1 € surgettiva.
Dimostriamo per induzione decrescente su k che D*: Sam — Sam—k © surgettiva per
ogni k > 0. Se k > m il risultato & banale. Un semplice ragionamento di algebra lineare
mostra che D* & surgettiva se:

1. DFtL & surgettiva e,
2. l'immagine di D* contiene il nucleo di D: Sdm—t = Sdm—k—1-

La 1) & vera per induzione mentre la 2) segue immediatamente dal Lemma m ad

Corollario 3.5.14. Sia 2m = nd, allora wy,(d, m) é uguale al coefficiente di ™ nello
sviluppo in serie di

Dimostrazione. Se

allora

d n-4i oo
(1—x) H w = Z(Ch —cp1)zh.

(1 —a%) =
Per il Teorema [3.5.13| basta quindi dimostrare che ¢, = s,,(d, h), per ogni h > 0. Sia
P(z,y) = ") =1l 77—
)=o)

Allora ¢(z,y) = del 55, (d, m)y®z™: infatti, il coefficiente di 2™y? nello sviluppo di ¢

coincide con il numero dei multiindici (4o, ...,%,) di grado d e peso m. Si ha poi
n 1 n+1 1
1—y)p(x,y) = — = (1-a"Tly — = (1 —2""y)o(z, zy).
(=t = 1T =g = M == (. zy)

Da tale equazione ne segue che, scrivendo ¢(z,y) = > G;(z)y’, vale Gp =1 e

(1=9)> Gi(z)y' = (1 —a"y) > Gi(z)a'y'.
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Eguagliando i coefficienti di y* si ottieme
Gi — Gifl = GﬁEl — Gi,1$n+i

e per induzione su i si deduce quindi che

(1 _ xn—l—z) _ n+z)
Gi(r) = —2G
(z) (1—a?) 1;[ (1—at)
In particolare Gy(r) = 3" cp2" e la dimostrazione & conclusa. O

Nei prossimi esempi scriveremo { f(z)},: per indicare il coefficiente di z; nello sviluppo

in serie di f(z), cioe se f(z) = > a;2t, allora {f(2)},: = a;.
Esempio 8.5.15. Applichiamo il Corollario |3.5.14| per calcolare wy(d, 2d).

d 4+z)
wy(d, 2d) = { II T }

=1

B {(1 _ $d+1)(1 _ {Ed+2)(1 _ xd+3)(1 _ (Ed+4)}
- (1—=2?)(1 —2%)(1 —a*) 22

Possiamo manipolare la formula togliendo termini che non influenzano il coefficiente
di 22?. Possiamo scrivere

(d 24) = 1 — g+l _ pd+2 _ pd+3 _ pd+d
wyla, - (1 — $2)(1 — 333)(1 — 334) 22d

N { (1-22)( - 29)(1 - 2% } - { (1 f%ff ij)?lx—g)#) } ’

dove abbiamo usato 1'ovvio fatto che {z%¢(x)},» = {é(x)}zo-a. Dato che 1 —a* = (1 —
2)(1 4+ 2+ 22 + 23) si ha:

wa(d, 2d) = { 1-9)0 - )1 — ot } - { (1-a?)(1 fo)(l ) }

1 2
- { (1-a?)(1-a) (-2t (1-2?)(1-a?)(1 a5 }xQd
_ 1+ a3 —2?
{u_mau_xﬂu—xq}ﬁ;

Siccome nello sviluppo del denominatore compaiono solo potenze pari di x si puo togliere
2% dal numeratore e si ottiene la formula finale

wy(d, 2d) = {M}M = {(a,b) € N? | 4a + 6b = 2d}.

Ricordiamo che i covarianti g§g¢4 sono linearmente indipendenti e dalla formula precedente
segue che quelli di grado d sono esattamente wy(d, 2d); quindi g, g3 generano 1’algebra
dei covarianti di Vj.

Proposizione 3.5.16. Siano @ € Klag,...,an], fi,---,fs € Vo, c1,...,¢s € K tali che
AQ(f:) = Q(f) = ¢; per ogni A € SL(2,K) e per ogni i = 1,...,s. Allora esiste un
SL-invariante P tale che P(f;) =c¢; per ognii=1,...,s
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Dimostrazione. Per t # 0 definiamo
h(t) = (3 t01> € SL(2,K).

Scriviamo Q = >~ Q;, dove HQ; = 1Q;: si verifica facilmente che h(t)Q = > #'Q; e quindi
per ogni A € SL(2,K) fissato vale

hOQUf) =Y _tQufi') = e

da cui segue che Qo(f#!) = ¢;. A meno di sostituire @ con Qg si pud supporre Q =

Qo e quindi HQ = 0. Dalla definizione degli operatori D e A si ha che per ogni P €

Klao,...,an] e per ogni f € V,, vale

0 0
da(t

DP(f) = Bt 1o P(f),  AP(f) = Bt 1o

P(f)

da cui si deduce che DQ(f;) = AQ(fi) = 0 e, per induzione su k, che A*D*Q(f;) = 0. Sia

A 1
k il pitt piccolo intero positivo tale che D*+1Q = 0, allora, posto Q) = Q — wA’“DkQ,

vale D¥(Q) = 0 e Q(f/) = ¢. La dimostrazione si conclude con la solita induzione
decrescente su k. O

Esercizi
3.16. Si provi che ogni fattore irriducibile di un covariante e covariante.

3.17. Sia n = 2d e sia a;; = aij+j, per 0 < ¢, < d. Dimostrare che il determinante
P = det(a;;) € un covariante non banale su V,,. (Sugg.: si consideri la matrice b;; =
aitj 4+ t(i + j)aiy;j—1, provare che det(b;;) = det(a;;) (mod t?) e dedurre che P’ = 0.)

3.18. Sia n = 4d e sia a;; = (j — 1)@it;-1, 0 < 4,5 < 2d + 1, mostrare che il deter-
minante e lo Pfaffiano della matrice (a;;) sono covarianti non banali su V. (Sugg.: vedi

Esercizio )

3.6 Esercizi complementari

3.19. Classificare i polinomi f € C[z] di grado n tali che
nff" = (n—1)(f)%

3.20 (). Un’applicazione olomorfa fra due varietd complesse f: X — Y si dice una
immersione chiusa se ¢ propria, iniettiva ed ha differenziale iniettivo in ogni punto.

Siano fo, f1, fo € Clxo,z1] omogenei di grado 3 senza zeri comuni: si provi che
I’applicazione f: ]P’é — ]P’%, definita in coordinate omogenee da

f([zo, z1]) = [fo(zo, x1), f1(zo, 21), f2(wo, 21)],
non & una immersione chiusa (Sugg.: usare 3.1.1])

3.21. Sia d > 3 un intero e p(xg, 1) = nglacl — xox‘ffl. Mostrare che le derivate parziali
di p non hanno zeri comuni.
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3.22. Siano f, g € V5 forme binarie di grado 2 senza zeri comuni e sia J = f1g2— fog1 € Vo
il loro Jacobiano. Provare che le radici di fJ € V, formano una quaterna armonica.

3.23 (Metodo di Hermite per l'integrazione delle funzioni razionali). Siano
ai,...,a. €K eay,...,a, interi positivi. Per ogni p(¢) € K[t] la funzione razionale

p(t)

[Tio (t — i)

si scrive in modo unico come somma di un polinomio e di una combinazione lineare delle
funzioni razionali 1/(t — «;)?, per i = 1,...,7r e 1 < j < a;. (Sugg.: sia m = Y ay,
f(t) = [I(t — a;)*, provare che le m funzioni razionali 1/(t — ;)7 sono linearmente
indipendenti in K (¢) e generano il sottospazio delle funzioni razionali g/ f con g polinomio
di grado < m.)

3.24 (). Sia K campo di caratteristica 0. Dati n + 1 polinomi fo,..., f, € K[z] sia
W € K[x] il relativo determinante Wronskiano,

d'f;
ozt

i,j=0,...,n

w—|

Provare che W = 0 se e solo se fy,..., f, sono linearmente dipendenti in K[z] (Sugg.:
se i polinomi sono linearmente indipendenti e d; & il grado di f;, allora non & restrittivo
assumere dy < dy < - -+ < dy,: provare che la derivata (do + - - - + d,, )-esima di W & diversa
da 0.)

3.25 (). Sia A = (ayj), per 4,j =0, ...n, la matrice di coefficienti

aij = (1"~ (n Z_ j)-

Dimostrare che A3 = I. (Sugg.: studiare I’azione della proiettivita z — —1/(z — 1) sulle
forme binarie di grado n.)

3.26. Sia dato un polinomio monico f € R[t] di grado n e, per ogni h = 1,...,n, sia
¥y, € K la somma delle potenze h-esime delle radici di f; gli Esercizi [3.7] e 3-8 forniscono
una formula per esprimere 1, ...,%, in funzione dei coefficienti di f, senza bisogno di
calcolarne le radici.

Si consideri la matrice simmetrica B = (b;), per 4,j = 0,...,n — 1, definita da
bi; = ¥i4; (per convenzione g = n). Provare che il rango di B ¢ uguale al numero di radici
distinte di f. (Sugg.: dimostrare un risultato analogo per la matrice V' di Vandermonde
delle radici di f e osservare che B = VV*.)

3.27. Una funzione f € Z[z1,...,x,] si dice antisimmetrica se per ogni permutazione £
vale f(ze), .- Tem)) = (—1)* f(@1, ..., 2y). Mostrare che ogni funzione antisimmetrica
¢ divisibile per il determinante della matrice di Vandermonde.

3.28 (x). Sia K un campo di caratteristica # 2 e A C Klxo,...,z,] la sottoalgebra
delle funzioni invarianti per I’azione del gruppo alterno A, 1. Provare che A ¢ generata
dalle funzioni simmetriche elementari e dal determinante della matrice di Vandermonde.
(Sugg.: utilizzare I’Esercizio oppure procedere cosi: per ogni a > 0 scrivere

a+1l _a+1 a+1
:CO+2 I1+2 ot 2
a+2 a+2 | a+
:I;O xl xn :Pa($07 7xn> _Da(x(b ;mn)

a+n _a+n .. a+n
Lo Ty T
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dove P, e D, indicano le somme dei termini presenti nello sviluppo del determinante,
relativi alle permutazioni di segnatura pari e dispari rispettivamente. Provare dapprima
che A & generata dalle funzioni simmetriche e dalle funzioni D,, per a > 0.)

3.29 (Funzioni di Schur, ). Per ogni n-upla nondecrescente di numeri naturali A : 0 <
my < mg < --- <m, la funzione

xgnl x;nl e x:lnl
x?’fm-‘rl xnl2+1 .. xm2+1
1 2 n
Ax(x1,... x,) =
x;n"+n71 x;n"Jrn*l . x;nn-‘rn—l

¢ antisimmetrica ed e quindi divisibile per il determinante della matrice di Vandermonde
V(z1,...,2,) (vedi Esercizio [3.27)). Le funzioni (dette di Schur)

_ Ax(z1, ..., xy)

S)\: V(.Tl,...,l‘n)

sono quindi simmetriche. Provare che le funzioni di Schur sono una Z-base dello spazio di
tutte le funzioni simmetriche. Mostrare inoltre che o; = S(o,....0,1,...,1) € che ¥, = S(o,....0,1n)-
(Sugg.: la funzione S(y,, ... .m,) ¢ omogenea di grado my +---+m,, ed ha 27" 25" - -z~

come addendo di peso piu alto.)

3.30. Sia p € Z[t] un polinomio monico, p(t) = [[;(t — «;), con «o; € C. Provare che
se tutte le radici a; hanno norma 1, allora sono radici dell’unita. (Sugg.: i polinomi
pr(t) = [L,(t — o), per k € Z, sono in numero finito.)

3.31. Provare che il gruppo GL(n,K) & generato dalle matrici triangolari.

3.32. Determinare un insieme minimale di generatori della sottoalgebra di Q[zy, ..., 3]
formata dalle funzioni invarianti per ’azione del gruppo trirettangolo.

3.33 (*). Un modo alternativo per dimostrare che ogni covariante p(ao, ..., as) di grado
d su Vy si puo scrivere come polinomio in gs e gs, si ottiene dimostrando nell’ordine i
seguenti punti:

1. Se d & dispari, allora p(0,1,0,—1,0) = 0.

2. Se d = 2h, allora a meno di sostituire p con p — cgh per un’opportuna costante c si
puo supporre p(0,1,0,—1,0) = 0.

3. Se p(0,1,0,—1,0) = 0, allora p si annulla su tutte le forme le cui radici formano una
quaterna armonica.

4. Se p(0,1,0,—1,0) = 0, allora g3 divide p. (Sugg.: siccome —4g3 = 4a3 — hoas — h3,
con ho, hs € Klag, a1, as, aq], per la divisione euclidea si puod scrivere p = ggs + r con
r di grado < 2 rispetto alla variabile as. Immergere K in una chiusura algebrica e
considerare le famiglie ad un parametro di forme f + tx3z? per provare, utilizzando

la Proposizione che (g3 —27g3)(h3 — 27h3)r = 0.)
3.34 (*). Dimostrare che

wiao={i) (63 {i).

(Sugg.: vedi [Hilb1993].)

3.35. Caratterizzare s, (d, m) come il numero di sottotabelle S di una tabella rettangolare
n X d tali che:
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1. S contiene m elementi.
2. Se (i,7) € S allora (h,l) € S per ogni h <1, < j.

Dedurne le leggi di reciprocita di Hermite: s,(d,m) = sq4(n,m) e w,(d,m) =
wq(n,m).

Osservazione 3.6.1. Una sottotabella S definita come sopra viene detta anche Diagram-
ma di Young.

3.36. Dimostrare le leggi di reciprocita di Hermite utilizzando il Corollario

3.37. Una forma binaria f si dice:

e instabile se P(f) = 0 per ogni covariante P di grado positivo. (il termine instabile &
recente, la denominazione precedente era nullform).
semistabile se non & instabile.
stabile se & semistabile e se {4 € SL(2,K) | f4 = f} & un sottogruppo finito di
SL(2,K).

Si diano esempi di forme stabili, instabili e semistabili nonstabili. Si classifichino inoltre
le forme binarie di grado < 4 secondo le precedenti definizioni.

3.38 (I Cumulanti). Sia K algebricamente chiuso di caratteristica 0 e sia V' lo spazio
affine dei polinomi monici di grado n nella variabile z. Dato f = [[_,(z — \;) = 2" —
o1z" 4+ - + (=1)"0,, si definisce per ogni k > 0

1< 1
k
skffg A; = sk(01,...,0n), so=1,81=—01,...
n n
-

E Ck? = log E Sk 7l
k=1 k=0

Si provi che per ogni k > 2, ¢x(01,...,0,) & un covariante per 1’azione naturale su V' del
gruppo delle affinita di K in sé.

3.39. Provare che non esistono covarianti nonbanali di grado 3 su Vas.

3.40. Sia R,,, C K]Jaq, .. ., a,] lo spazio dei covarianti di peso m e siano P; € Ry, ..., Py €
Ry, un insieme di generatori dell’algebra @, ., Rx. Detto NV il prodotto di d e del minimo
comune multiplo di my,...,mg, provare che Ry genera la sottoalgebra @, -, Rin-

3.41 (Azioni di Nagata). Si consideri la naturale azione lineare del gruppo SL(m,K)
sullo spazio vettoriale S = K|[z1,..., %] e per ogni sottogruppo G C SL(m,K) denotia-
mo con S¢ C S la K-algebra dei polinomi invarianti per I'azione di G indotta. Si osservi
ad esempio che se m = 2 e G = SL(2,m) allora S¢ = K mentre se G ¢ il gruppo delle
matrici diagonali a determinante 1 allora S¢ ¢ la sottoalgebra generata da z12g - - - 2.
Consideriamo adesso il caso m = 2n, scriviamo S = K[x1,...,Zn, Y1, - .., Yn] € prendiamo
come G limmagine di p: K™ — SL(2n,K)

XTj = Ty

Yi — Y + i

p(tl,...,tn){

Provare che:

1) Rispetto alla struttura additiva su K™, p & un omomorfismo iniettivo di gruppi.

2) 8¢ =Klx1,..., 2]

Identifichiamo tramite p il sottogruppo G con K" e sia V' C G un sottospazio vettoriale
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di dimensione s.

3) Esiste una decomposizione in somma diretta SV = ®S)  , , condi,...,d,,d € Ne
dove ogni f € S}i/l,..., d,, a4 © combinazione lineare di monomi della forma :cfll coeglngdtydn
con ip + jp =dp e j1+je+ -+ jn =d.

4) Se s <ne (a,...,ain) €K™ peri=1,...,s, & una base di V, allora i determinanti

minori di ordine s + 1 della matrice

1171 * - A1pTn
As1T1 *** AspnTn
Y - Yn

appartengono a Sy 1, 1.

Osservazione 3.6.2. In uno dei suoi celebri problemi (il 14°), David Hilbert si chiedeva se
per ogni sottogruppo algebricﬂ G C SL(m,K), la sottoalgebra S¢ fosse sempre finita-
mente generata: egli stesso aveva dimostrato la finita generazione in molti casi particolari.
Il problema ha avuto risposta negativa nel 1958 ad opera del matematico giapponese Na-
gata il quale, nelle notazioni dell’Esercizio dimostro che per n = 16 esistevano
sottospazi V di dimensione 13 per i quali SV non & finitamente generata. Nel 2001 Mukai
ha trovato ulteriori esempi con n = 9 e s = 3. E stato inoltre dimostrato che se s < 2
'algebra SV & finitamente generata e per s = 1 ¢ facile descriverne i generatori: vedi in
proposito 1'Esercizio [I8.1]

1 Algebrico significa che & formato dalle matrici i cui coefficienti soddisfano un opportuno insieme
di equazioni algebriche, ad esempio formano un sottogruppo algebrico le matrici ortogonali e
le matrici triangolari con tutti 1 sulla diagonale principale
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Teoria elementare dell’eliminazione

Nello studio delle soluzioni di un sistema di equazioni algebriche
filx1,...,2n) =0, i1=1,....m, fieKlz,...,z,),

¢ naturale adottare alcune manipolazioni algebriche in modo da ottenere nuove equazioni
di piu facile comprensione; un caso tipico ¢ il metodo di riduzione a forma trapezoidale
dei sistemi di equazioni lineari (eliminazione di Gauss). E generalmente utile considera-
re delle espressioni g; = > hj; f; nelle quali alcune delle variabili z1,...,z, non com-
paiono. Le ricette per esplicitare, se esistono, dei polinomi g; come sopra fanno parte
della teoria dell’eliminazione. In termini un po’ piu astratti possiamo dire che la teoria
dell’eliminazione si occupa del seguente problema.

Dato un anello A ed un ideale I C Alxy,...,x,], determinare quando lideale TN A ¢é
diverso da 0, ed in tal caso esplicitarne elementi non banali.

Lo strumento “basic” per eccellenza in teoria dell’eliminazione é il risultante, con il
quale si riesce a dare una risposta piu che soddisfacente al suddetto problema nel caso
n = 1. Il risultante sara inoltre uno degli strumenti tecnici pitt usati nel resto di queste
note. Il risultato di maggior rilievo teorico in teoria dell’eliminazione & invece il teorema
degli zeri di Hilbert, del quale daremo una dimostrazione nella Sezione

4.1 Il risultante di due polinomi

Sia A un anello e siano m,n due interi positivi fissati. Indichiamo con M C Alz] il
sottomodulo libero dei polinomi di grado < n-+m—1. Identifichiamo M con A"*™ tramite
'isomorfismo di A-moduli che associa ad ogni vettore riga p = (ag, . .., @pim—_1) € AVT™
il polinomio p = 3" a;z"t™m~1-% € M.

Sia dato un insieme ordinato di n+m polinomi pg, .. ., Prtm—1 € M, rappresentati dai
vettori riga p; = (a0, .-, @i ntm—1); ¢ allora possibile considerare la matrice quadrata
A = (a; ;) ed il suo determinante J(po, ..., Pntm—1) = det(A).

Proposizione 4.1.1. Nelle notazioni precedenti, dati po,...,Pn+m—1 € M, esistono
€Oy vy Cnrm—1 € A tali che

J(Pos -y Pntm—1) = copo + + Cntm—1Pntm—1-
Dimostrazione. Siano A? i vettori colonna della matrice A, allora vale
Po

p_ p'l :A0$n+m—1+A1wn+m—2+“.+An+m—1.

Pn+m—1
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Siccome il determinante J non cambia se lo si calcola in A[z] anziché in A, si puo scrivere
J=det(A° ... A7) = det(A°, ..., AT 72 P),

Basta adesso considerare lo sviluppo di Laplace rispetto all’ultima colonna. a

Si considerino adesso due polinomi f e g € A[z] di gradi < n e < m rispettivamente,
diciamo

f(z) = apz™ + a1z™ ' 4 - + ay, g(x) = box™ + byx™  + - 4 by,
Si definisce il risultante (n,m)-esimo di f e g come
R’I’L7m(f7g) = J(x/,n/_lf’ xm_2f7 MR f? mn_lg’ AR 79)'

Il risultante R(f,g) di f e g ¢ per definizione R,, o, (f, g), dove n = deg(f) e m = deg(g).
In altri termini Ry, ., (f, g) = det Sy (f, g) dove Sy, (f, g) & la matrice quadrata di ordine
n+m

ag ay + -+ ¢ . o e e © Ap
aO... . . . DR . . an
aoal a2... . . . ...an
bo by -+ - by,
bg -+ - - by
Snm(f,9) = o : (4.1)
bo b1 by -+ by
by by - b
bo - b
bo b1 by - by

Ad esempio il risultante dei polinomi z? — 2 e 222 — x & uguale a:

10 -20
01 0 -2
2-10 0 =
02-10

Allo stesso modo si definisce il risultante R(f, g) di due forme binarie
f=aor" +arx" 'y + -+ any”, g(x) = box™ + brx™ ty -+ by™
come il determinante della matrice (4.1). Si noti che R(f,g) = Ry (f(z,1),g(z,1)).

Proposizione 4.1.2. Nelle notazioni precedenti vale:

1. Rn,m(fa g) = (_1)nmRm’n(g7 f)

2. 8e by =0, allora Ry m(f,9) = aoRnm-1(f,9).
3. R(z™, g) = g(0)™.

4. Per ogni polinomio h di grado < n — m vale

Rnm(f,9) = Ram(f + hg, g).

9. R(xzf,9) = g(0)R(f,9) € Rnm(af,bg) = a™b" Ry m(f,g) per ogni a,b € A.
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6. Esistono F,G € A[z] polinomi tali che deg(F) < n—1, deg(G) < m—1 e Ry m(f,g9) =
Gf + Fg; in particolare R(f,g) appartiene all’ideale generato da f e g.

7. Se f é monico di grado n e (a;;) € la matrice quadrata di ordine n a coefficienti in A
tale che per ogni i =0,...,n — 1 wvale

n—1
zig=hf + Z aijxj, con h; € Alx],
j=0
allora R(f,g) = det(a;;). In particolare per ogni polinomio monico f il risultante
R(f,g) dipende solo dalla classe di g in Alx]/(f).

Dimostrazione. Le proprieta e [B] seguono da e dalle proprieta elementari
del determinante, mentre [6] & una conseguenza immediata della Proposizione Per
il punto [7] basta osservare che, se m ¢ il grado di g, allora ogni polinomio h;f & una
combinazione lineare a coefficienti in A di f,zf,...,z™ 1 f. E dunque possibile sommare
ad ognuna delle ultime n righe della matrice Sy, n,(f, g) dei multipli delle prime m righe
in modo tale che diventi una matrice della forma

T x
Oaij ’

dove T e una matrice triangolare superiore di ordine m con i coeflicienti della diagonale
tutti uguali a 1. O

La matrice Sy m(f,g) si dice matrice di Sylvester della coppia (f, g) e I’espressione
del risultante come determinante di Sy, ., (f,g) viene detta formula di Sylvester.

Il risultante & chiaramente funtoriale in A: cio significa che, se ¢: A — B & un omo-
morfismo di anelli, allora ¢ si estende naturalmente ad un omomorfismo ¢: Alzx] — B[z]

tale che ¢(x) = z e vale R(¢(f), #(g)) = d(R(f,9)).

Proposizione 4.1.3 (Invarianza per traslazione). Per ogni f,g € Alzx] e per ogni
a € A vale

R(f(x—a),g(z — a)) = R(f(z), g(x)).

Dimostrazione. Sia My C Alx] il modulo dei polinomi di grado < d — 1; Il modulo
My ¢ libero ed ha come una base canonica 1,z,...,z% 1. Il risultante ¢ esattamente il
determinante dell’applicazione

M,, ® M, — M1, (p,q) = fr+gq,

calcolato rispetto alle basi canoniche. Basta quindi osservare che l'isomorfismo di tra-
slazione T, : Alx] — Alz], dove Ty(x) = © —a e T,(b) = b per ogni b € A, preserva i
sottomoduli My e su ciascuno di essi si rappresenta nella base canonica con una matrice
triangolare con tutti 1 sulla diagonale ed ha quindi determinante 1. ad

Corollario 4.1.4. Siano f,g € Alz] polinomi. Se f = ag [[;—,(z — o), allora
n
Rn,’m(fa g) = agl Hg(az)
i=1
e quindi se g =bo [[;—,(x — 3;), allora vale

Ry (f.9) = ag'bp [ [ (cs = B85)-

i=1j=1
In particolare valgono le relazioni di bilinearita:

Rn+n’,m(ff/a g) :Rn,m(.ﬁ g)Rn’,m(fla 9)7 Rn,m—l—m’ (fa gg/) :Rn,m(fa g)Rn,m/(fa g/)
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Dimostrazione. Per la Proposizione non & restrittivo supporre ag = 1; dimostriamo
che vale R, (f,9) = af'[Ii—, g(c;) per induzione su n: se n = 0 non c¢’¢ nulla da
dimostrare. Sia dunque n > 0 e scriviamo f = (z — aq)f’; U'invarianza per traslazione da

Rn,m(f, g) = Rn,m((x - al)f/(x)vg(x)) = Rn,m(xf/(x + al)ag(x + al))»
e per si ha dunque
Rom(f.9) = glan) Ru—1,m(f (2 + 1), g(z + 1)) = glan) Rp—1,m(f'(2), g(2)).-

Le relazioni di bilinearita sono chiaramente funtoriali, si puo quindi assumere senza per-
dita di generalita che A = Z[a;, a},b;] dove a;,a),b; sono indeterminate che rappresenta-
no i coefficienti di f, f’ e g. Dunque non ¢ restrittivo assumere A dominio di integrita.
Basta adesso immergere A in una chiusura algebrica del suo campo delle frazioni per
avere la completa riducibilita di f, f’ e g. La dimostrazione della bilinearita ¢ allora una
conseguenza immediata della rappresentazione di R come funzione della differenza delle
radici. a

Corollario 4.1.5. Sia A un dominio a fattorizzazione unica e f,g € Alx]. Allora f e g
possiedono un fattore comune di grado positivo se e solo se R(f,g) = 0.

Dimostrazione. Sia K la chiusura algebrica del campo delle frazioni di A, ¢ allora ben
noto che f e g hanno un fattore comune di grado positivo se e solo se hanno una radice
comune in K. La tesi segue immediatamente da o

Proposizione 4.1.6. Sia R, ., € Zlag, ..., an,bo, ..., by] il risultante universale, cioé il
determinante della matrice di Sylvester i cui coefficienti a;, b; sono elementi algebri-
camente indipendenti. Se le variabili a;,b; hanno grado 1 e peso i, allora R,, ,, é omogeneo
di grado n+ m ed isobaro di peso nm.

Dimostrazione. Sia S, , la matrice di Sylvester universale , moltiplicare a; e b; per
t* equivale a eseguire nell’ordine le seguenti operazioni:

1) moltiplicare per ¢ la i-esima colonna di S, .

2) dividere per t' la i-esima riga di Sy, ., se i < m.

3) dividere per =™ la i-esima riga di S,, ,,, se i > m.

Alla fine il determinante di Sy, ,, risulta moltiplicato per t¢, dove

n+m m n
e= g 1 — E i — E T =nm
i=1 =1 =1

a

Lemma 4.1.7. Sia A un dominio di integrita e 0 # p C Alx] un ideale primo tale che
pNA=0. SiaXK il campo delle frazioni di A e sia p¢ C Klz] U'ideale generato da p.
Allora p© & un ideale primo e p° N Alx] = p.

. . . . e D . P1 P2 e
Dimostrazione. Si prova facilmente che p¢ = {f ‘ pEP,acA— {0}} Sia —=—= € p

a ay ag

con p; € Alz] e a; € A; allora esiste a € A — {0} tale che ap;ps € p. Siccome pN A =0
deve essere p; € p oppure pa € p; questo prova che p¢ & primo. Sia ¢ € p° N A[z], come
sopra esiste a € A— {{0} tale che ag € p e quindi ¢ € p. O

Lemma 4.1.8. Siano A, p C A[x] come nel Lemma . Allora esiste f € p tale che
R(f,g) # 0 per ogni g & p.
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Dimostrazione. Per il Lemma esiste f € p irriducibile in K [z] tale che p¢ = (f) C
K [z]. Essendo g ¢ p° si ha R(f,g) # 0. O

Teorema 4.1.9. Sia A un anello, p C Alz]| un ideale primo e g = ANp.
Se p # qlz], allora esiste f € p tale che R(f,g) & q per ogni g & p.

Dimostrazione. Siccome q[z] C p, 'immagine di p in (A/q)[z] = A[z]/q[z] & un ideale
primo che soddisfa le ipotesi del Lemma i

Corollario 4.1.10. Siano p1 C pa C Alz] ideali primi tali che 1 & pa e p1 contenga un
polinomio monico. Allora py N A =pyN A se e solo se p; = ps.

Dimostrazione. Sia ¢ = p1 N A = pa N A, siccome g & un ideale proprio di A, g[x] non
contiene polinomi monici e quindi q[z] # p;. Se per assurdo esistesse g € pa — p1, allora
per il Teorema [4.1.9] esisterebbe f € p; tale che R(f,g) & q in contraddizione con il fatto
che R(f>g)€(fag)cp2 u

Esercizi

4.1 (k-risultanti). Sia A un dominio a fattorizzazione unica, f,g € A[z] polinomi,
deg(f) = n, deg(g) = m. Per ogni k > 0 si definisce il k-risultante Ry (f,g) co-
me il determinante della matrice quadrata di ordine n + m — 2k ricavata eliminando
dalla matrice di Sylvester S, . (f,9) le righe 1,2,...,k,m + 1,...,m + k e le colonne
1,2,....kkn+mn+m-—1,....n+m—k+ 1.

Dimostrare che f e g hanno un fattore comune di grado > k se e solo se Ro(f,g) =
Ri(f,9) =--- = Ri(f,g) =0. (Sugg.: induzione su k: la condizione Ry (f,g) = 0 equivale
all’esistenza di due polinomi Ay, B di grado < m — k,n — k rispettivamente tali che
Apf + Big ha grado < k.)

4.2. Calcolare esplicitamente il risultante di due polinomi di secondo grado.

4.3. Sia A un dominio di integrita, f,g € A[r] e s € (f, g)NA. Provare che s € (f2,¢g?)NA
e che R(f%,¢9%) = R(f,g)*. Dedurre che, in generale, il risultante non genera l'ideale
contratto (f,g) N A.

4.2 1l discriminante

Per semplicita espositiva consideriamo esclusivamente il caso in cui A ¢ un dominio
di integrita perfetto oppure di caratteristica sufficientemente alta, lasciando le possibili
generalizzazioni per esercizio al lettore interessato.

Dato un polinomio f(z) = apz" +a1z" ' +---+a, € Alz], con ag # 0, e considerando
la sua derivata formale f’(z) = nagx™ ' + -+ + a,_1 si osserva che la prima colonna
della matrice di Sylvester della coppia (f, f’) & divisibile per ag. Esiste dunque unico un
elemento A(f) € A detto discriminante di f, tale che

Af) = %R(f, )= aiomf',f»

Se A & un dominio a fattorizzazione unica, segue dal Corollario che f possiede un
fattore multiplo di grado positivo se e solo se A(f) = 0. Come conseguenza immediata
della Proposizione abbiamo che, se A = Klao,...,a,], allora il discriminante di
apz™+. ..+ a, & un polinomio omogeneo di grado 2n —2 ed isobaro di peso n(n—1). Dato
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che la derivazione rispetto ad x ed il risultante commutano con le traslazioni x — x —a, si
ha A(f(z)) = A(f(z—a)) per ogni a € A; dai risultati del Capitolo[3|segue dunque che A
¢ un covariante. Per confrontare la presente definizione di A con quella data a Pagina [4]
come funzione delle differenze delle radici, scriviamo

n

f=a][@—a), f=a) []@-a)

i=1 i=1 j#i

da cui f'(a;) = ao [[;4;(ci — @) e, per il Corollario si ha

A(f) = ag 'R(f, f)) = ag 2 [] £(ei) = ag" 7 [ [ (i — ).

i=1 i#£j
Naturalmente, se 31, ..., 3,_1 sono le radici della derivata f’, allora vale anche la formula

A(f) =nmag T (Bi)-

b
Esempio 4.2.1. (caratteristica 2) Se f = az?+ bx + ¢, allora ~5g ¢ la radice di f' e vale
a

Esempio 4.2.2. (caratteristica # 2,3) Se f = 2% — pz — ¢, allora le radici di f’ sono i\/g

e quindi il discriminante vale

A(f) = 27f <\/§) f <— g) = 274 — 4p®.

Esempio 4.2.5. Per la Proposizione |4.1.2] vale A(x™ + a) = n"a" 1.

Un utile trucco per calcolare A(f) quando f & un polinomio monico, consiste nell’ap-
plicare ’algoritmo euclideo per determinare il massimo comune divisore fra f e f’ e poi
moltiplicare per uno scalare in modo da avere la relazione dell’Esempio [£:2.3] soddisfatta.
Ad esempio se f = x* + cx? + bx + a si ha 27TA(f) = 4(c? + 12a)® — (2¢® — T2ac + 27b?)2.

Esercizi
4.4. Siano K un campo perfetto e f, g € K|[z] polinomi senza fattori comuni. Dimostrare
che vale una delle seguenti possibilita:

L. 11 polinomio ¢ f(z) + g(x) ha radici multiple per al piti finiti valori di ¢ € K.

2. La caratteristica di K ¢ p > 0 ed esistono f,§ € K|[x] tali che f = fP, g = gP.

4.5. (caratteristica 0) Sia A un dominio di integrita di caratteristica 0 e f € A[z] un
polinomio di grado n. Provare che

Rn—l,n—l(nf B xflv f/) )

nn—l

Alf) =
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4.3 Anelli Noetheriani

In questa sezione dimostreremo il teorema della base di Hilbert. Per future applicazio-
ni e conveniente inquadrare il teorema in un ambito piu astratto di quello considerato
precedentemente.

Definizione 4.3.1. Un anello in cui ogni ideale é finitamente generato si dice Noethe-
riaNo0.

Lemma 4.3.2. Per un anello A le sequenti condizioni sono equivalenti:

1. A ¢é Noetheriano.

2. Ogni catena ascendente di ideali in A é stazionaria.

8. Ogni catena ascendente numerabile di ideali in A é stazionaria.
4. Ogni famiglia di ideali di A contiene un elemento massimale.

Dimostrazione. [1 = 2] Sia {I, | v € V} una catena ascendente di ideali e sia I =
U{I, | v € V}. L’ideale I ¢ finitamente generato, diciamo da ay,...,ay. Se a; € I, per
i=1,...,n, allora detto w il massimo di v1,...,v, si ha che I C I, C I, C I per ogni
v > w e quindi la catena e stazionaria.

[2 = 3] ¢ ovvio e [3 = 4] & una immediata applicazione del Lemma [I.1.1]

[4 = 1] Sia I un ideale e sia J C I un elemento massimale della famiglia degli
ideali finitamente generati contenuti in I, dimostriamo che J = I. Sia a € I allora l'ideale
J+(a) C I & ancora finitamente generato e per la massimalita di .J si deve averea € J. O

Emmy Noether ¢ stata la prima a introdurre nel 1923 la nozione di catena ascendente
di ideali ed a studiare la classe degli anelli, oggi chiamati in suo onore, Noetheriani. I
campi e gli anelli ad ideali principali sono tutti Noetheriani.

Teorema 4.3.3 (Della base di Hilbert). Se A é un anello Noetheriano, allora anche
Alz] ¢ Noetheriano.

Dimostrazione. Dato un polinomio f € Afx] di grado » > 0 chiameremo coefficiente
direttore di f il coefficiente di =" in f:; ¢ utile osservare che i polinomi f,zf,z%f,...
hanno tutti lo stesso coefficiente direttore.

Sia I C A[z] un ideale e, per ogni m > 0, denotiamo con J,, C A l'insieme formato
dallo 0 e dai coefficienti direttori dei polinomi di grado m contenuti in I. Si osserva
immediatamente che J,,, & un ideale e che J,, C Jp,+1 per ogni m. Per ipotesi 'anello A ¢
Noetheriano, dunque gli ideali J,,, sono tutti finitamente generati e la catena ascendente
{Jm | m € N} & stazionaria. Sia N > 0 tale che J,, = Jy per ogni m > N e, per
ogni ¢ = 0,..., N, siano fﬁ,f; € I polinomi di grado i i cui coefficienti direttori
generano J;. Sia H C I 'ideale generato dai polinomi fj, per i = 0,..., N, e proviamo
che H = I. Infatti, sia f € I e scriviamo f = h+ g con h € H, g di grado minimo e
si assuma per assurdo g # 0. Sia r = min(deg(g), N), allora il coefficiente direttore di g

appartiene a J, e quindi esistono as,...,a; € A tali che, detto s = deg(g) —r, il polinomio
g—(arfT+--+ ajfjr)xs ha grado minore del grado di g. Dato che Y a; f] € H l'assurdo
e servito. a

Proposizione 4.3.4. Sia A un anello Noetheriano e I un ideale. Allora I’anello quoziente
A/I é Noetheriano.

Dimostrazione. Sia m: A — A/I la proiezione al quoziente, una catena ascendente di
ideali {J,} C A/I & stazionaria se e solo se la catena {m~*(J,)} C A & stazionaria. 0
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Corollario 4.3.5. Per ogni campo K e per ogni ideale I C Klzy,...,2,], Uanello
quoziente K [x1,...,x,]/I é Noetheriano.

Dimostrazione. Il campo K & Noetheriano, per il teorema della base di Hilbert e
per induzione su n si ha che K[zy,...,x,] & Noetheriano. Basta adesso applicare la

Proposizione [£.34} O

Teorema 4.3.6 (Lemma di Artin-Rees). Sia A un anello Noetheriano e siano I, M C
A ideali. Allora esiste un intero k > 0 tale che, per ogni n > k vale

INM" = M"" 1In M)
e quindi M"I c INM™ c M™F].

Dimostrazione. L’inclusione D ¢ evidente per ogni n, k, proviamo che vale C. Fissiamo
un insieme di generatori ay, ..., a, dell’ideale M e consideriamo I'omomorfismo di anelli
fiAltr,...,t,) — A tale che f(t;) = a; peri = 1,...,r e f(a) = a per ogni a € A.
Notiamo che M™ e I'immagine tramite f dell’insieme dei polinomi omogenei di grado n.

Per ogni n > 0 sia J, C Afty,...,t,] ideale generato dai polinomi omogenei p di grado
< n tali che f(p) € I; per il teorema della base 'anello A[tq,...,t,] & Noetheriano e la
catena Jy C Jy C --- ¢ stazionaria.

Fissiamo un intero k tale che J, = J, per ognin > k. Daton > kea € INM"
esiste p € J, polinomio omogeneo di grado n tale che a = f(p); siccome J, = Ji vale
p =Y. Dpiq, dove ogni p; € Ji & omogeneo di grado k e ogni ¢; ¢ omogeneo di grado n — k;
quindi f(p;) € INM*, f(g;) € M™% e la tesi & dimostrata. O

Corollario 4.3.7. Sia A un anello Noetheriano e M C A un ideale. Se 1 + M non
contiene divisori di 0 allora
(M =0

n>0

Dimostrazione. Sia J = Nyp>oM™; per il lemma di Artin-Rees esiste £ > 0 tale che
J=JN MY = M(JNn MF) = MJ. Per il lemma di Nakayama esiste a € M tale che
(I1-a)J =0equindi J=0. O

Corollario 4.3.8. Sia A un anello locale Noetheriano con ideale massimale m. Allora per
ogni ideale I C m wvale

T +m") =1

n>0

Dimostrazione. Basta applicare il Corollario all’anello quoziente A/I ed al suo ideale
massimale. O

Esercizi
4.6. Provare che I'anello delle funzioni continue f: [0, 1] — R non & Noetheriano.

4.7. Siano A un anello Noetheriano ed £ C A un sottoinsieme. Provare che esiste un
sottoinsieme finito Ey C E tale che (E) = (Ep).

4.8. Siano A un anello Noetheriano e f: A — A un endomorfismo surgettivo di anelli.
Provare che f € un isomorfismo.
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4.9 (Moduli Noetheriani). Un modulo si dice Noetheriano se ogni suo sottomodulo
¢ finitamente generato. Si provi:

1. Sia M un modulo e N C M un sottomodulo. Allora M & Noetheriano se e solo se N
e M/N sono Noetheriani.

2. Se M, N sono Noetheriani, allora M @ N & Noetheriano.

3. Se A & un anello Noetheriano, allora ogni A-modulo finitamente generato ¢ Noethe-
riano. (Sugg.: ogni modulo finitamente generato & quoziente di un modulo libero di
rango finito.)

4.10. Sia A un anello locale Noetheriano con ideale massimale m tale che m® = m"*+! per
qualche intero n > 0. Provare che m"™ = 0 (Sugg.: Nakayama) e che ogni catena discendente
di ideali ¢ stazionaria (Sugg.: induzione su n). Un anello con queste caratteristiche si dice
locale Artiniano.

4.11. Sia A un anello e denotiamo con V la famiglia degli ideali di A che non sono
finitamente generati. Provare che se V # (), cio¢ se A non ¢ Noetheriano, allora V contiene
elementi massimali rispetto all’inclusione. Dimostrare inoltre gli elementi massimali di
V sono ideali primi di A. (Sugg.: se I ¢ un ideale, zy € I e J C I un ideale tale che
I+ (x)=J+ (z),alloravale I = J+ (I :x),dove (I:2)={ye€ A|aycI}.)

4.4 La topologia di Zariski

Sia K un campo (infinito) fissato e A™ = K™ lo spazio affine su K di dimensione n.
L’anello K [z1,...,2,] € un’algebra di funzioni su A™ a valori in K ed & naturale pensare
ogni sottoinsieme di K [z1,...,x,] come un insieme di equazioni algebriche nelle variabili
LlyeeeyTp.

Il luogo di zeri di un sottoinsieme E C K[z1,...,2,] & definito come

V(E) ={(a1,...,a,) € A" | f(a1,...,a,) =0 per ogni f € E}.

Dalla definizione appare chiaro che, se (F) & I'ideale generato da F, allora F ed (F) hanno
lo stesso luogo di zeri, cioe V(E) = V((E)). Ne segue che non @& restrittivo considerare
esclusivamente luoghi di zeri di ideali di K[z1,...,z,].

Definizione 4.4.1. Un sottoinsieme X C A" si dice algebrico se ¢ X = V(I) per
qualche ideale I C Klxq,. .., xy,].

Non tutti i sottoinsiemi di A™ sono algebrici: ad esempio un sottoinsieme proprio di
Al & algebrico se e solo se ¢ finito. Le seguenti proprieta sono di immediata verifica:

V(0)=A"e V(K[z1,...,z,]) = 0.

Se I C J sono ideali, allora V(J) c V().

Per ogni ideale I, vale V(I) =V (/I).

Dati I, J ideali, vale V(IJ) =V(I)UV(J).

Data una famiglia qualsiasi {I,} di ideali, vale V(> I,) = NV (I,).

CUR W=

Le proprieta 1), 4) e 5) mostrano che i sottoinsiemi algebrici di A™ sono i chiusi di una
topologia, detta topologia di Zariski.

6. Se K = K ¢ algebricamente chiuso e I C K [t] & un ideale proprio, allora il luogo di
zeri V(I) C A! & non vuoto (poiché K [t] & un anello ad ideali principali ogni ideale
proprio ¢ della forma (f), con f polinomio di grado positivo e V(f) & l'insieme delle
radici di f).
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7. Se K =K ¢ algebricamente chiuso, n > 2 e f € K[y, ...,2,] & un polinomio di grado
positivo, allora V(f) C A™ ¢ infinito. Infatti se, tanto per fissare le idee, f ha grado
d > 0 nella variabile z,,, allora f = fo(z1,...,2,_1)zd +--- e per ogni a € A"~ ! tale
che fo(a) # 0 esiste ay, € K tale che f(a,ay) =0.

Lemma 4.4.2 (di preparazione). Siano K un campo infinito e f € K[z1,...,z,] un
polinomio non nullo di grado d > 0. Allora:

1. L'aperto A% = {a € A" | f(a) # 0} ¢ non vuoto.
2. Esiste un cambio lineare di coordinate x; =" a;;y; ed una costante ¢ € K tale che il
polinomio cf € monico di grado d rispetto alla variabile y.,.

Dimostrazione. [1] Lavoriamo per induzione su n, assumiamo l’enunciato vero per poli-
nomi in K[z1,...,2,_1] e scriviamo f = > f;x%, con i polinomi f; € K|z1,...,2,_1]
non tutti nulli. Sia @ € A"~! tale che i valori fo(a), f1(a),... non siano tutti nulli. Allora
il polinomio f(a,x,) non & nullo in K[z,] ed ha al pitt un numero finito di radici.

[2] Sia fq la componente omogenea di grado d di f. Per il punto 1) esiste un punto

a € A™ tale che fy(a) # 0; scegliamo un sistema di coordinate y1, ..., y, tale che il punto
a corrisponda a (0,0, ...,0,1). Nel nuovo sistema di coordinate il polinomio f(0,...,0,y,)
ha grado d e basta quindi prendere come costante ¢ = 1/f4(0,...,0,1). a

Le proiezioni affini non sono applicazioni chiuse; consideriamo ad esempio 'iperbole
X =V(zy—1) C A? e sia m: A2 — Al la proiezione sulla prima coordinata. Si vede
immediatamente che (X)) non & un chiuso di Zariski. Similmente se facciamo la proiezione
sulla seconda coordinata. Pero, se prima si effettua un cambio lineare di coordinate z =
au+bv, y = cu+ dv, con ad — be # 0, si trova che X = V (bdv? + vu(ad + bc) + acu® — 1)
e, se bd # 0, allora la proiezione di X sul primo asse coordinato & A', che & quindi chiuso.
Abbiamo quindi sperimentato che la generica proiezione di X su di un sottospazio affine
e un chiuso. Quanto appena visto e un caso particolare di un fatto molto piu generale che
viene detto Lemma di normalizzazione di Noether.

Lemma 4.4.3 (di proiezione). Siano K = K un campo algebricamente chiuso, J C
K[z1,...,2,] un ideale, J¢ = JNK[zy,...,0, 1] e m: A" — A" [a proiezione sulle
prime coordinate. Se esiste un polinomio F' € J monico rispetto a x, (e.g. se deg, F =
deg F'), allora w: V(J) — V(J¢) é chiusa e surgettiva.

Dimostrazione. Se (a1,...,a,) € V(J), allora f(a1,...,a,) =0 per ogni f € J¢ e quindi
(al, ceey an,l) S V(JC)

Proviamo adesso la surgettivita: si consideri un punto (ai,...,a,—1) € V(J°) e sia
M C K[xy,...,z,] 'ideale generato da x1 — aq,...,Zp—1 — Gp—1. Siccome

VIJ+M)=V()NV(M)CV(M)=7"Ya1,...,an_1),

basta dimostrare che V(J 4+ M) & non vuoto. Mostriamo come primo passo che 1 ¢
J + M: infatti, se per assurdo 1 = f + > (x; — a;)g; per qualche f € Je g1,...,9n—1 €
Kzy,...,zy], allora f(ay,...,an—1,t) =1 per ogni t € K e quindi, se

f(1‘1, v ,.Z‘n_l,t) = Zfi(xl, ‘e ,$n_1)ti,

deve essere fo(ai,...,an—1) = 1 e fi(a1,...,an—1) = 0 per ogni ¢ > 0. Si consideri
adesso il risultante R = R(F, f) € J° dell’eliminazione della variabile z, da F' e f.
Vale R = det S(F, f), dove S(F, f) & la matrice di Sylvester della coppia F, f. Siccome
S(F, f)(a1,...,an—1) & una matrice triangolare superiore con tutti 1 sulla diagonale si ha
R(F, f)(a1,...,an—1) = 1 in contraddizione con 'appartenenza a J¢, dunque 1 ¢ J + M.
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Si consideri adesso 'omomorfismo surgettivo ¢: K[zq,...,2,] — K][t] definito da
d(xn) = t e ¢(x;) = a;; ¢ chiaro che M = Ker(¢) (cfr. Esercizio e quindi che
¢ 1(¢(J)) = J + M. Dato che 1 € J + M ne segue che ¢(J) & un ideale proprio e quindi
esiste a,, € K tale che per ogni f € J vale f(ai,...,a,) = ¢(f)(a,) =0.

Sia X C V(J) un chiuso di Zariski, allora X = V(I) NV (J) = V(I + J); a meno di
sostituire I con I 4+ J non & restrittivo supporre J C I: in particolare F € [ e (X)) =
V(I°). 0

Due dimostrazioni alternative del lemma di proiezione saranno presentate negli
Esercizi 4.16] e 4.45]

Esercizi
4.12. Provare che la topologia di Zariski non ¢ di Hausdorff.

4.13. Provare che i sottoinsiemi A} = {a € A" | f(a) # 0} formano, al variare di
f €Klxy,...,z,], una base di aperti della topologia di Zariski.

4.14. Sia I C K|[z1,...,2,] unideale e X C A™ un sottoinsieme finito tale che XNV (I) =
(). Provare che esiste un polinomio f € I tale che f(x) # 0 per ogni z € X. Provare inoltre
che se I ¢ un ideale omogeneo, allora & possibile scegliere f omogeneo. (Sugg.: poiché X &
finito esistono fi,..., fs € I tali che, per ogni x € X, esiste un indice i per cui f;(z) # 0.
Ne segue che l'insieme dei vettori a = (a1,...,as) € K® per cui V(> a;fi) N X £ ¢
unione di un numero finito di iperpiani.)

4.15. Sia m: A" — A"~! la proiezione sulle prime coordinate. Mostrare che, nella topolo-
gia di Zariski, 7 & aperta. (Sugg.: se f(z1,...,2,) =Y, fi(z1,...,Tp_1)x}, mostrare che
m(A}) = UATL)

4.16. Prima dimostrazione alternativa del lemma di proiezione [[.].3 Questa dimostra-
zione ¢ interamente basata sulle proprieta del risultante. Nelle notazioni del Lemma [£.4.3]
sia a = (ay,...,an_1) € V(J°) e denotiamo X = V(F) N7 !(a). Mostrare che X & un
insieme finito. Supponiamo quindi per assurdo che XNV (I) = §; per I'Esercizio esiste
f € I tale che XNV (f) = 0: questo significa che i due polinomi F'(a, z,,), f(a, z,) € K[z,]
non hanno zeri comuni ed il loro risultante R(F, f) non si annulla in a.

4.5 Il teorema degli zeri di Hilbert

Dato un qualsiasi sottoinsieme X C A", si definisce
I(X)={feK][z1,...,z,] | f(a) =0 per ogniae X}.
L’insieme V(I(X)) € uguale alla chiusura di X nella topologia di Zariski. Infatti si ha X C

V(I(X)) e, se V(J) &un chiuso che contiene X, allora J C I(X) e quindi V(I(X)) C V(J).
L’applicazione X — I(X) soddisfa inoltre le proprieta:

1. I(0) = K|z, ..., 2, € I(A™) = 0.
2. Se X CY,allora I(Y) C I(X).
3. Per ogni sottoinsieme chiuso X C A”, vale I(X) = /I(X) e X = V(I(X)).
4. Per ogni ideale J C K[z, ...,2,], vale v.J C I(V(J)).
L’inclusione del punto 4) & in generale propria: ad esempio, se K = R, n = 1 e

J=(z2+ 1), allora V(J) =0 e I(V(J)) = R[z] # VJ.
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Teorema 4.5.1 (degli zeri di Hilbert (1892), forma debole). Se il campo K ¢
algebricamente chiuso e J C K|z1,...,x,] ¢ un ideale, allora vale V(J) =0 se e solo se
1el.

Dimostrazione. L’enunciato e ovvio se 1 € J oppure se J = 0. Supponiamo quindi 0 #
J #Klz1,...,x,] e proviamo che V(J) & non vuoto.

Se n = 1, allora l'ideale J & principale, diciamo J = (f), e quindi V(J) & l'insieme
delle radici di f. Siccome f non ¢ invertibile deve avere grado positivo e quindi possiede
radici.

Se n > 1, ragioniamo per induzione e supponiamo il teorema vero in A", Sia F € J
un polinomio di grado m > 0. Per il lemma di preparazione [£.4.2] a meno di un cambio
lineare di coordinate e di moltiplicazione per una costante, possiamo supporre che F
sia un polinomio monico di grado m rispetto a z,. Consideriamo l'ideale J¢ = J N
K[z1,...,7,_1]; per lipotesi induttiva V(J¢) # 0. Denotando con 7: A" — A""! la
proiezione sulle prime n — 1 coordinate, per il Lemma vale 7(V(J)) = V(J°) e
percio V(J) # 0. 0

Corollario 4.5.2. Se il campo K é algebricamente chiuso, allora gli ideali massimali di
Kz1,...,z,] sono tutti e soli gli ideali del tipo I(p), per p € A™. Esiste dunque una
bigezione naturale fra A™ e linsieme degli ideali massimali di K|[xq,. .., z,].

Dimostrazione. Sia m C K{zy,...,z,] massimale e p € V(m); allora m C I(p) da cui
segue m = I(p). Viceversa se p € A™ e I(p) C m, con m massimale, allora esiste ¢ € A"
tale che I(p) C m = I(q), da cui {¢} C {p} e quindi p = q. O

Teorema 4.5.3 (degli zeri di Hilbert (1892), forma forte). Se il campo K ¢
algebricamente chiuso, allora per ogni ideale J C K [x1,...,2,] vale V.J = I(V(J)).

Dimostrazione. Siccome X =V (J) = V(\/j) si puo supporre senza perdita di generalita
che J = +/J, cioé che S = K[x1,...,,]/J non possieda elementi nilpotenti. Dobbiamo
dimostrare che se F' ¢ J allora esiste z € X tale che F(z) # 0. Sia F come sopra

fissato, a: K[x1,...,2,] — S la proiezione al quoziente, f = «(F'). Si noti che 1 —¢f &
o0

invertibile in S[¢]] con inverso Zti f e quindi 1 —tf & invertibile in S[t] se e solo se
i=0

f @ nilpotente. Per ipotesi S & ridotto e quindi (1 — ¢tf) & un ideale proprio di S[¢] e di

conseguenza J e 1 —tF generano un ideale proprio di K [x1,.. ., Z,,t]. Per la forma debole

del teorema degli zeri esistono ag, ..., an,to tali che g(ag,...,a,) = 0 per ogni g € J e

1 —toF(ao,...,an) =0. Dunque = = (ag, ...,an) € X € F(z) #0. O

Corollario 4.5.4. Supponiamo K algebricamente chiuso e siano f,g € K[z1,...,z,] con
f irriducibile. Se V(f) C V(g), allora f divide g.

Dimostrazione. Per il teorema degli zeri vale g € I(V(f)) = +/(f) = (f). O

Ricordiamo che un ideale I C K [z1, ..., z,] si dice omogeneo se & generato da polinomi
omogenei; se Sy C K[zy,...,x,] & il sottospazio dei polinomi omogenei di grado d si
verifica facilmente che I & omogeneo se e solo se I = (I NSy). Sia infine 0 = (0,...,0) €
A™; notiamo che se I & omogeneo e V(I) # 0, allora 0 € V(I).

Corollario 4.5.5 (Teorema degli zeri omogeneo). Se il campo K ¢é algebricamente
chiuso e I C K[x1,...,z,] € un ideale omogeneo proprio, allora V(I) = {0} se e solo se
esiste d > 0 tale che Sq C I.
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Dimostrazione. Se Sy C I, allora per ogni i si ha z¢ € I, quindi z; € VT e percid
V(1) = V(VI) = {0}.
Viceversa, se V (I) = {0}, allora per il teorema degli zeri VI = I({0}) = (21,...,2y).

Esiste dunque d > 0 tale che 2¢ € I per ogni i e quindi Sg,—nt1 C I a

Un risultato collegato al teorema degli zeri omogeneo, che riportiamo senza dimostra-
zione ¢ il seguente.

Teorema 4.5.6. Sia I C K|xg,...,2z,] un ideale generato da n + 1 polinomi omogenei
di gradi dy, ... ,d,. Se VI = (zo,...,2n), allora la dimensione di S, NI dipende solo dai
numeri h,n,dg, . ..,d, e non dall’ideale I. In particolare Sq C I se e solo sed > > d; —n.

Dimostreremo piu avanti tale risultato come semplice corollario del Teorema
(vedi Esercizio [13.13)).

Esercizi

4.17. Sia Y C A? I'unione dei tre piani coordinati e X C A3 I'unione dei tre assi coordi-
nati. Provare che I(Y) = (zyz) e che I(X) = (zy, yz, zz). (Sugg.: se f € I(X) considerare
f(xayvz) - f(07y7z) - f(x,O,Z) - f(xvyvo))

4.18. Sia J C S = K[z1,...,zy,] un ideale e X = V(J). Provare che se f € I(X) allora
1+ f ¢ invertibile in S/J.

4.19. Dimostrare che ogni ideale primo di C[z1, ..., z,] ¢ intersezione di ideali massimali.

4.6 Esercizi complementari

4.20. Sia f € Alz] un polinomio monico. Provare che per ogni coppia di polinomi g, h €
Alx] vale R(f,g) = R(f,9+ hf).

4.21. Provare che R, . (f(2),9(z)) = £Rpm(z" f(z71),2™g(z™1)).

4.22. Siano f(z,y) e g(z,y) due forme binarie non nulle di gradi n e m a coeffi-
cienti in un campo K. Provare che f e g hanno un fattore comune se e solo se
R(f,g9) = Ry m(f(z,1),9(x,1)) = 0. Mostrare inoltre che per ogni A € SL(2,K) vale
Rym(Af,Ag) = Rpm(f,9). (Sugg.: imitare la dimostrazione di [4.1.3})

4.23. Sia A un dominio a fattorizzazione unica e siano f,g € A[z] polinomi di gradi
deg(f) = n, deg(g) = m. Dimostrare che f e g hanno un fattore comune di grado > k,
con 0 < k < min(n,m), se e solo se la matrice

xm—k—lf

n,‘{,l eMn+m—2k,n+m—k,A)

non ha rango massimo.

4.24. Sia S(f, g) la matrice di Sylvester di due forme binarie f, g di gradi n, m. Provare
che se f, g hanno un fattore comune di grado r allora la dimensione del nucleo di S(f, g)
¢ almeno 7.
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4.25 (x). Esistono altre rappresentazioni del risultante: qui ne proponiamo due come

esercizi, rimandando a [GKZ1994] p. 401] per suggerimenti e soluzioni.

e Data una serie formale ¢ = ;;Oi o r;zt, per ogni coppia di interi positivi n,m si
definisce la matrice (detta di Toeplitz) Sy, m(¢) = (ai;), dove a;; = 1rpqj—ie 1 < i,j <
m. Siano f,g € Alz] con f(0) =1e ¢ = % € Al[z]]. Provare che il determinante di

Sp.m () & uguale a Ry m(f, 9)-
e (Formula di Bézout-Cayley) Siano f, g polinomi di grado n e sia

T —

f(x)g(y) — z(z)f(y) _ i e

§,5=0
Provare che R, ,(f,g) = det(c;j).

4.26. Siano I,...,I, € N™ multiindici distinti e K un campo infinito. Mostrare che
I

I'immagine di K™ — K", x — (21,...,2!") contiene una base dello spazio vettoriale K.
4.27 (Sistemi risultanti). Siano A un dominio a fattorizzazione unica, f,¢g1,...,9, €
Alz] polinomi, ay,...,a, indeterminate e sia R € Alaq,...,a,] il risultante dell’elimina-
zione di x dai polinomi f e ayg; + -+ + a,g,. Provare che R = 0 se e solo se gli r + 1
polinomi f,g1,...,g, hanno un fattore comune di grado positivo. Provare inoltre che i
coefficienti di R(aq,...,a,) appartengono a AN (f,g1,-..,9:).

4.28. Dato un polinomio monico f a coefficienti reali, senza radici multiple, determinare
la relazione tra il segno del discriminante, il grado del polinomio e la classe di resto modulo
4 del numero di radici reali. In particolare si provi che se il grado di f ¢ 3 allora f possiede
tre radici reali distinte se e solo se A(f) < 0.

4.29. Provare che se f, g € K[z] hanno gradi n, m allora vale la formula di polarizzazione

Rf.9f = (-1 5

4.30. Sia f = > a;2™ 'y’ un polinomio omogeneo di grado n a coefficienti in un campo
di caratteristica 0 e siano f,, fy le derivate di f rispetto a x e y rispettivamente. Provare
che:

Qg 1

Rn,n—l(fv fm) = 7Rn—1,n—1(f:cvfy)v A(f) = 7_2Rn—1,n—1(fxvfy)-

nn—Z nn"

4.31. Siano f, g,q € K[z] polinomi senza fattori comuni di gradi n,n, m rispettivamente,
con m < n. Provare che R(f + Aq, g+ 11q) € K[\, p] & un polinomio di grado < n. (Sugg.:
non é restrittivo supporre K algebricamente chiuso, si considerino allora gli omomorfismi

KA p] — K[t] dati da A — at, p — bt, al variare di a,b € K.)

4.32 (Implicitizzazione delle curve razionali nel piano). Dati f,g,q € K[t] poli-
nomi senza fattori comuni, provare che esiste F' € K[z, z2] polinomio irriducibile tale

che {(f(t) M)’t€K7q(t)¢o}cv(F).

q(t) " q(t)
(Sugg.: Esercizio )
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4.33 (Il lemma di Gordan, x). Ricordiamo (vedi Pagina[25) che un sottoinsieme C' C
R™ si dice un cono se 0 € C' e tC' C C per ogni numero reale ¢ > 0. Si denoti z-y il
prodotto scalare usuale in R™; esempi di coni sono le semirette R = {azx | a > 0} e i
semispazi chiusi H = {y | y-x > 0}.

Il duale di un cono C & per definizione

CY ={rc€R"|z-y>0 perogni y € C}.

1. Dimostrare che per ogni cono C' C R", il suo duale C'V & un cono chiuso e convesso.
2. Provare che un cono ¢ chiuso e convesso se e solo se ¢ intersezione di semispazi chiusi.
(Sugg.: se C' cono chiuso e convesso e p & C, sia ¢ € C il punto che minimizza
(¢g—p)-(¢—p). Mostrare che ¢-(¢ —p) = 0 e si consideri 'iperpiano ortogonale a ¢ —p.)
3. Se C & un cono chiuso e convesso, provare che C' = CVV.

Un cono C' C R" si dice poliedrale se esistono z1, ..., zs € R™ tali che C & dato dall’insieme
di tutte le combinazioni lineari

tixy + -+ tsxs, tiER, t; > 0.
Se e possibile scegliere z1,...,zs € Q™ diremo che il cono poliedrale C' & razionale.

3. Provare che un semispazio chiuso H C R™ & razionale se e solo se esiste y € Q" tale
che H={z e R" | z-y > 0}.

4. Provare che 'intersezione di un numero finito di semispazi chiusi e razionali ¢ un cono
poliedrale razionale (Sugg.: induzione sul numero di semispazi.)

5. Se C & un cono poliedrale razionale, allora C" & poliedrale razionale. Dedurre che ogni
cono poliedrale razionale & intersezione finita di semispazi razionali.

6. Dato un cono C sia K[C] C K[z, 27",...,Zn, ;"] la sottoalgebra generata dai
monomi !, al variare di I € C' N Z™. Provare che se C & poliedrale razionale, allora
K [C] ¢ finitamente generata.

4.34 (*). Un anello si dice Artiniano se ogni catena discendente di ideali & stazionaria.
Dimostrare che ogni anello Artiniano ¢ anche Noetheriano ma che non vale il viceversa.

4.35. Sia I C K[z1,...,2,] un ideale proprio, K C L una estensione di campi e I¢ =
IL[xy,...,x,] Vestensione di I. Mostrare che 1 & I¢.
Pil in generale mostrare che I¢° NK [z, ...,z,] = I. (Sugg.: teorema di Rouché-Capelli.)

4.36. Sia I C K[z1,...,x,] un ideale proprio. Dimostrare che esiste una estensione finita
di campi K C L tale che V(I¢) # (), dove I¢ denota l'ideale esteso I¢ = IL[z1,...,zy].

4.37. Dimostrare che se K C L & una estensione di campi e L € una K -algebra finitamente

generata, allora L ¢ una estensione algebrica finita di K. (Sugg.: sia L = K [z1,...,2,]/1;
mostrare che esiste un omomorfismo di K algebre ¢: K[z1,...,z,] — K tale che ¢(I) =
0.)

4.38 (caso particolare del Teorema x). Siano f, g € K[z, y] omogenei di grado
d senza fattori comuni. Provare che S,, C (f,g) se e solo se n > 2d — 1. (Sugg.: usare
1.6

4.39. Dimostrare che nel Teorema [4.5.6] non ¢ restrittivo supporre K campo algebrica-
mente chiuso.

4.40 (Lemma di Gieseker). Sia I C K|[z,y] un ideale omogeneo e scriviamo I =
®a>0l4, dove Iy = I N S4. Dimostrare che se dim /441 < dim /Iy + 1, allora esistono
h <def e Sy tale che I; = fS). (Sugg.: sia fy,..., fn, una base di I tale che
fi = a"g; con ¢;(0,1) = 1 e r; < rypq per ogni ¢ = 0,...,n. Si consideri l'insie-
me A ={i| gafgi }U{i | rix1 > 1 +2}; se A # 0 sia s = max(A) e si provi che

yfo,xfo, s fs, Y s+1, Tfs+1,- .-, Tfn sono linearmente indipendenti.)
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4.41. Nelle notazioni di siano V C S, W C S}, sottospazi vettorialie pu: V@ W —
Sa+p la mappa di moltiplicazione u(f ® g) = fg. Provare che il rango di pu ¢ almeno
dimV + dim W — 1. (Sugg.: usare la fattorizzazione unica in K [z1,...,z,].)

4.42 (Teorema di Hopf). Siano A, B,C spazi vettoriali di dimensione finita su un
campo algebricamente chiuso e sia p: A® B — C un’applicazione lineare e separatamente
iniettiva, cio¢ tale che p(a ® b) =0 se e solo se a ® b = 0.

1. (%) Provare che se dim A = 2, allora dim C' > dim B. (Sugg.: sia per assurdo u: A ®
B — B come sopra, ej,es una base di A, f;(b) = p(e; ® b) e si considerino gli
endomorfismi Af; + 1fa, con [\, 7] € PL.)

2. (xx7?) Provare che dim C' > dim A + dim B — 1 (vedi Esercizio [10.27).

4.43. Sia K un campo sul quale vale il teorema di Hopf (punto 2 dell’Esercizio e
siano A, B, C, i come in [£.42] Mostrare che, se vale dim C' = dim A + dim B — 1, allora
per ogni ¢ € C esistono a, b tali che ¢ = pu(a ®b). Utilizzare questo fatto per mostrare che
ogni forma binaria di grado > 2 a coefficienti in K non ¢ irriducibile e quindi che K &
algebricamente chiuso.

4.44. Sia A un anello, I C Afz] un ideale e B = Ax]/I. Provare che I contiene un
polinomio monico se e solo se B € un A-modulo finitamente generato.

4.45 (Seconda dimostrazione alternativa del lemma di proiezione [4.4.3)). Questa
dimostrazione sostituisce, grazie all’Esercizio [£.44] 'utilizzo del risultante con il lemma di
Nakayama [1.7.2] (cfr. [Reid1988| Esercizio I1.3.15]).

Per dimostrare che (ai,...,a,—1) € V(J¢) appartiene alla proiezione di V(J) oc-
corre dimostrare, come in che 1 ¢ ¢(J). Considerare, nelle notazioni di
A=Klz1,...,2n1], M =K|x1,...,2,]/J, N=0el=(z1—a1,...,Tn_1—an_1) C A.
Se per assurdo 1 € J + IK [z1,...,xz,] allora IM = M e applicare per arrivare ad
una contraddizione.

4.46. Siano A C B anelli Noetheriani con B finitamente generato come A-modulo.
Provare:

1. Ogni & € B ¢ radice di un polinomio monico a coefficienti in A. (Sugg.: polinomio
caratteristico della moltiplicazione per x.)

2.8e I C A ¢ un ideale proprio, allora IB # B. (Sugg. Nakayama.)

3. Se K & un campo algebricamente chiuso, allora ogni morfismo A — K si estende ad
un morfismo B — K. (Sugg.: usare il lemma di Zorn ed il punto 2 per ricondursi al
caso A campo e B = A[z], con x algebrico su A.)

4.7 Un lungo esercizio: il teorema di Liiroth

Gli esercizi di questa sezione, svolti nella sequenza proposta forniranno una dimostrazione
del seguente celebre teorema.

Teorema 4.7.1 (Liiroth (1875)). Sia K un campo algebricamente chiuso e L C K (x)
un sottocampo. Se K ¢ strettamente contenuto in L, allora L é una estensione puramente
trascendente di K .
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Esercizi

4.47 (versione geometrica, *). Sia K un campo algebricamente chiuso e F(z,y) €
K [z, y] un polinomio con le seguenti proprieta:

1. La relazione ~ cosi definita:
a~b seesolose (a,b) € V(F)CK?
€ una relazione di equivalenza su K.
2. F ¢ combinazione lineare di monomi z%y®, con a,b < n.
3. Esiste zp € K tale che il polinomio F'(zg,y) € K [y] possiede n radici semplici distinte.

Provare che esistono f,g € K[¢] di grado < n tali che F(x,y) = f(z)g(y) — f(y)g(x).
(Sugg.: svolgere nell’ordine i seguenti punti:

1. Non e restrittivo supporre che F non contenga fattori del tipo x — a, y — b.

2. 1l polinomio F ¢ ridotto e F(x,y) = §F (y,z), con § € K tale che 62 = 1.

3. Esistono n punti distinti ay,...,a, € K tali che F(a;,y) = ¢;F(a1,y) per opportune
costanti co,...,c, € K.

4. Sia V' C KJy] il sottospazio vettoriale dei polinomi di grado < n; dimostrare che
Iimmagine dell’applicazione K — V| a — F(a,y), & contenuta in un piano P C V.

5. Sia f,g una base di P. Per ogni a € K esistono costanti «, 3 tali che F(a,y) =
af(y)—PBg(y). Se g(a) f(a) # 0 esiste una costante ¢, tale che F(a,y) = cq(g(a)f(y)—
fla)g(y)).

6. Utilizzare la simmetria di F' (punto 2) per mostrare che ¢, = ¢ non dipende da a.)

4.48 (*). Siano p,q € K|[z] senza fattori comuni e sia n il massimo dei gradi di p e ¢. Si

ponga ¢ = g € K(x), F(z,y) = p(z)q(y) — p(y)a(r) e

r(z)
s(x)
Provare che X (F) = K(¢) e che X¥(F) C K(x) & una estensione algebrica finita di grado

n. Si noti che n ¢ il grado di F rispetto alla variabile y. (Sugg.: provare nell’ordine i
seguenti punti:

S(F) = { ‘ F(z,y) divide r(z)s(y) — r(y)s(x)}.

1. X & un campo contenente K (¢).

2. L’estensione K (¢) C K (z) ha grado < n.

3. Siano r,s € K|[z] senza fattori comuni, se 7(z)s(y) — r(y)s(x) non & ridotto, allora
charK =p>0er,s € Klz]’ = K[zP]; dedurre che in caratteristica p vale X (FP) =
Y(F)P e quindi che le estensioni X(F?) C K(zP) e X(F) C K(x) hanno lo stesso
grado.

4. Se F ¢ ridotto, allora l’estensione X'(F) C K (z) ha grado > n: se

h—1 ri(z)
t,x) =t" s
=0
¢ il polinomio minimo di z su X' (F), e se a € K ¢ tale che s;(a) # 0 e F(x,a) possiede
n radici distinte a = ay, ..., a,, allora g(a;,a) =0 per ognii=1,...,n.)
4.49 (versione algebrica effettiva, *). Sia K algebricamente chiuso e siano f1, ..., fq €

K (z); scriviamo f; = &, con p;,q; € Klz] senza fattori comuni. Poniamo F;(z,y) =

pi(2)qi(y) — pi(y)qi(z) e sia F il massimo comune divisore di Fi,..., Fy. Se il polino-
mio F; soddisfa le ipotesi della versione geometrica (Esercizio [4.47)), allora anche F' le
soddisfa e, nelle notazioni dell’Esercizio vale K(f1,...,fa) = 2(F) = K(¢) per
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qualche ¢ € K (z). (Sugg.: basta dimostrare che K (fi,..., fq) = X(F), essendo le rima-
nenti asserzioni conseguenze immediate della versione geometrica del teorema di Liiroth.
Dall’Esercizio segue che K(f;) = X(F;) € X(F) e quindi K(f1,..., fq) C Z(F).
Per il lemma di Gauss F' coincide con il massimo comune divisore di Fi,..., Fy
nell’anello K (z)[y]. Sia g(y) € K(f1,..., fa)[y] il polinomio minimo di z; dato che g di-
vide i polinomi p;(y) — fig;(y) in K (z)[y], ne segue che g divide F' in K (x)[y] e quindi il
grado dell’estensione K (f1,..., fq) C K(z) & minore o uguale al grado di F rispetto ad
y. Applicare adesso I'Esercizio [4.48])

4.50 (versione nazionalpopolare). Sia K un campo algebricamente chiuso e L C K (z)
un sottocampo. Provare che se K ¢ strettamente contenuto in L, allora L € una estensione
puramente trascendente di K. (Sugg.: sia fi € L — K, allora K(f;) € K(z) & una
estensione finita; a maggior ragione K (f1) C L ¢ finita e quindi L = K (f1,..., f4). Se K
ha caratteristica p > 0, allora a meno di sostituire 2 con P per un opportuno e > 0, si
puo prendere f; & K (zP).)
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Curve piane: nozioni base

In tutto il capitolo indicheremo con K un campo algebricamente chiuso. Denoteremo
inoltre P2 = PZ il piano proiettivo su K.

5.1 Definizioni principali

In prima approssimazione possiamo definire una curva algebrica piana come il luogo dei
punti di P2 che annullano un polinomio omogeneo nelle coordinate omogenee di P?. Questa
definizione, sebbene semplice, non & sufficientemente precisa e presenta qualche difficolta
operativa.

Gia nella teoria dei fasci di coniche proiettive si incontrano certi oggetti detti “rette
doppie” che, insiemisticamente sono rette, ma che appartengono allo spazio delle coniche
di P2
Definizione 5.1.1. Sia xg, z1, x2 un sistema di coordinate omogenee suP?. Un sottoinsie-
me C C P? si dice una curva irriducibile di grado n se esiste un polinomio irriducibile
omogeneo F(xg,x1,22) di grado n tale che C = V(F), cioe

C = {[zo, x1, 2] € P? | F(x0,21,22) = 0}.

Ad esempio le rette di P? sono curve irriducibili di grado 1. La definizione di cur-
va irriducibile non dipende dal particolare sistema di coordinate omogenee. Sia infatti
Yo, Y1, Y2 un altro sistema e x; = ) a;;y; con la matrice a;; invertibile; se F'(zo, 1, x2) =
G(yo,y1,y2), allora vale

G(yo,y1,y2) =0 seesolose [yo,y1,y2] € C.

Inoltre il grado di F' e uguale al grado di G e F' ¢ irriducibile se e solo se G ¢ irriducibile.

Fissato un sistema di coordinate omogenee x;, una curva irriducibile C' determi-
na a meno di costante moltiplicativa il polinomio F di cui & luogo di zeri. Infatti se
G(zg,x1,22) = 0 per ogni [z] € C allora, per il teorema degli zeri F divide G e se
G e irriducibile allora G = aF per qualche a € K.

Definizione 5.1.2. Una curva irriducibile con molteplicita ¢ una coppia (C,m)
dove C é una curva irriducibile ¢ m € N—{0} ¢ un numero intero positivo. Una
curva algebrica piana C é un insieme finito di curve irriducibili con molteplicita
{(Ci,m1),...,(Cr,my)}, con C; # C; per ogni i # j.

Una notazione molto conveniente, che inizieremo ad usare da subito, ¢ quella di
rappresentare la curva {(C1,mq),...,(C,,m,)} tramite la combinazione lineare forma-
le C = mC1 +moCy + -+ + m,.C,. La terminologia di base delle curve piane ¢ esposta
nella prossima definizione.
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Definizione 5.1.3. Sia C = m1C14+moCs+- - -4+m,.C,. una curva algebrica piana. Allora:

- Le curve C; si dicono le componenti irriducibili di C.

- Perognii=1,...,r, il numero m; viene detto la molteplicita della componente C;.

- Il sottoinsieme Supp(C) = UC; C P? ¢ detto il supporto della curva. Con un leggero
abuso di notazione, se C & una curva e p € P2, scriveremo p € C per indicare che
p € Supp(C).

- Semny,...,n,. sono i gradi delle componenti irriducibili Cy,...,C,, allora il numero
deg(C) =nymq + -+ + n,.m, ¢ detto il grado di C.

- Una componente irriducibile C; si dice multipla se la sua molteplicita m; é maggiore
di 1; la curva C si dice ridotta se non possiede componenti multiple, ovvero se m; = 1
per ogni i.

Se C e D sono curve, la loro “somma” C + D e la curva che ha come componenti
irriducibili 'unione delle componenti di C' e D e come molteplicita la somma delle stesse,
dove si intende che la molteplicita di una curva irriducibile & uguale a 0 se tale curva non
€ una componente. Il grado della somma & uguale alla somma dei gradi.

Nel resto del capitolo, con il termine curva intenderemo sempre una curva algebrica
piana. Le curve di grado 1,2,3,4,5 e 6 si possono anche chiamare rispettivamente rette,
coniche, cubiche, quartiche, quintiche e sestiche.

Fissato un sistema di coordinate omogenee xg, x1, T2, esiste una bigezione fra I'insieme
delle curve algebriche di grado n ed il proiettivizzato dello spazio vettoriale dei polinomi
omogenei di grado n nelle variabili xg, 1, x2. Infatti, se F' € un polinomio omogeneo di
grado n, allora esiste una decomposizione in fattori irriducibili F' = F{™ - .- F™: possiamo
quindi associare ad F' la curva le cui componenti irriducibili C; sono i luoghi di zeri dei
polinomi F; aventi molteplicita m;. Per I'unicita della fattorizzazione, tale curva risulta
ben definita.

Sia data viceversa una curva C' = > m;C;; per definizione di curva irriducibile possia-
mo scrivere C; = V(F;), con F; polinomio omogeneo irriducibile per ogni ¢ e considerare il
prodotto F' = [[ F;™. Essendo il polinomio F; definito a meno di costante moltiplicativa,
anche I’ & definito a meno di costante moltiplicativa. Diremo che F' & una equazione di
C'. Si noti che in tale corrispondenza biunivoca vale la relazione Supp(C) = V(F).

Teorema 5.1.4. (Forma debole del teorema di Bézout) Siano C e D due curve algebriche
di gradi n e m rispettivamente. Allora:

1. Supp(C) N Supp(D) # 0.
2. Se Supp(C)NSupp(D) contiene pit di nm punti, allora C' e D hanno una componente
irriducibile in comune.

Dimostrazione. Denotiamo V = Supp(C)NSupp(D) e sia {p1,...,ps} C V un sottoinsie-
me di cardinalita s uguale al minimo fra la cardinalita di V' e nm + 1. Detta L;; = D;p; la
retta passante per p; e p;, possiamo trovare un punto ¢ ¢ Supp(C)USupp(D)U;-; L;; ed
un sistema di coordinate omogenee xg, x1, z2 tali che ¢ = [0,0,1]. Siano F' e G equazioni
di C e D in tali coordinate: si puo scrivere

= AOIS + Al-rg_l + -+ A/,’L7 G = Boﬁcgn + le72n—1 + -+ Bm’

dove A; e B; sono polinomi omogenei di grado i nelle coordinate xg, x1; siccome [0, 0, 1] &
Supp(C) U Supp(D) si ha AgBy # 0. Indichiamo con R(xg, ;) il risultante dell’elimina-
zione di 9 da F e G. Allora vale R(a,b) = 0 se e solo se i polinomi F(a,b,z2), G(a,b, z2)
hanno una radice comune zo = ¢: questo prova che la cardinalita di V' & maggiore o uguale
al numero di radici distinte di R. Per la Proposizione il polinomio R & omogeneo
di grado nm ed ¢ identicamente nullo se e solo se F' e G hanno un fattore comune. Basta
quindi dimostrare che R si annulla in almeno s punti distinti di P*.
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Sia p; = [a;, b, ¢;], allora i polinomi F'(a;,b;,x2) e G(a;,b;, x2) hanno una radice
comune zy = ¢; e quindi R(a;,b;) = 0 per ogni 4; siccome [0,0,1] & UL;; ne segue che, se
7 7é j, allora [ai,bi] 7& [aj,bj]. O

Corollario 5.1.5. Due curve irriducibili distinte di gradi n,m hanno al pit nm punti in
comune.

Dimostrazione. Immediata. O

Sia F(xg,r1,22) un’equazione di una curva C e sia p = [vg, v, ve] € P2. Diremo che p
¢ un punto singolare di C' se

F(vg,v1,v2) =0 e 2%(1}0,’01,1}2) =0 perognii=0,1,2.
K3
Si noti che:

1) La definizione di punto singolare ¢ una buona definizione: infatti essendo F' omoge-
neo, anche le sue derivate parziali sono omogenee. Inoltre se yg, y1, y2 € un diverso sistema
di coordinate e G & un’equazione di C nelle coordinate y;, allora si ha G(y) = aF(z) per
qualche a € K e quindi

0G _ N~ OF O,
8yi =0 6':vj 8y1

2) Se il campo K ha caratteristica 0, dalla formula di Eulero (Lemma segue che
un punto p e singolare per la curva di equazione F' se e solo se p annulla tutte le derivate
parziali di F'.

3) Se C' & irriducibile di grado n e di equazione F' allora, essendo K algebricamente
chiuso e quindi perfetto, esiste una derivata parziale non nulla e quindi per Bézout debole
(Teorema C ha al pitt n(n — 1) punti singolari. Pilt avanti miglioreremo questo

risultato dimostrando che una curva irriducibile di grado n puo avere al pit g(n— 1)(n—2)
punti singolari.

I punti di una curva che non sono singolari si dicono lisci. Una curva singolare ¢ una
curva che contiene almeno un punto singolare. Una curva che non ha punti singolari si
dice non singolare oppure liscia.

Proposizione 5.1.6. Siano Cy,...,C, curve algebriche (non necessariamente irriduci-
bili) e sia C =C1 +---+ C,.. Allora:

1. Se p € C;NCy per qualche i # j, allora p é un punto singolare di C.

2.8epeC; epdCjperognij #1i, allora p é un punto singolare di C se e solo se é
un punto singolare di C;.

3. Una curva é ridotta se e solo se possiede un numero finito di punti singolari.

Dimostrazione. Sia F; un’equazione della curva Cj;, allora F' = F} --- F,. ¢ un’equazione
per C. Se p € C;NCy, con i # j, allora F;(p) = Fj(p) = 0 e per la regola di Leibniz ogni
derivata parziale di F' si annulla in p; questo prova 1). Se invece F;(p) = 0 e F;(p) # 0

F
per ogni j # i, allora la regola di Leibniz implica che, per ogni h = 0, 1, 2 vale a—(p) =0
Th
5'CUZ (p) = 0. Siccome una curva C' = C1 + -+ - + Cy, con le C; irriducibili, &
ridotta se e solo se le C; sono distinte, il punto 3) segue dai punti precedenti e dal fatto

che ogni curva irriducibile possiede un numero finito di punti singolari. a

se e solo se
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Esercizi

5.1. Provare che per ogni curva algebrica C, il supporto Supp(C') & un sottoinsieme proprio
e infinito di P2.

5.2. Mostrare che in caratteristica 0 la curva di Fermat zff + 27 4+ 23 = 0 ¢ liscia.

5.3. In caratteristica # 2,3, determinare per quali valori del parametro A € K risultano
singolari le cubiche di equazioni

zox3 = 21 (71 + 70)(T1 + AT0), o3+ 2+l — 3\xoxri20 = 0.

5.4. Siano C,...,C, curve piane di gradin; > ng > --- >n.esiaV=CyN---NC,.
Dimostrare che se V' ¢ finito, allora contiene al pit nin, punti.

5.5. Determinare e descrivere i punti singolari (su C) delle curve di equazioni y>(4z —
y)? —dat(x 4+ 32)2 =0, (8y —x — 2)® = 2162yz, (22 — 22)%y = (y? — 22)%2.

5.2 Retta tangente e molteplicita

Sia C una curva algebrica piana di grado n ed equazione F e sia L C P? una retta. Se L
¢ contenuta nel supporto di C, allora L ¢ una componente irriducibile di C; se invece L
non & una componente irriducibile di C, allora presi due punti distinti p = [pg, p1, p2] €
q = [qo, q1, g2 sulla retta L, il polinomio

f(to,t1) = F(topo + tiqo, top1 + t1q1, top2 + t1ge)

¢ non nullo ed omogeneo di grado n. Esistono dunque n punti di L, contati con moltepli-
cita in cui f = 0: chiaramente tali punti corrispondono all’intersezione della curva C' con
la retta L. Per ogni punto p € L definiamo il numero v,(L, C)) come la molteplicita della
radice p nel polinomio f: si vede facilmente che il tutto ¢ ben definito.

Esempio 5.2.1. Il punto p = [0, 0, 1] appartiene all’intersezione della cubica C' di equazione
F = zo23 — 23 — 23 col la retta L di equazione zo+ 21 = 0. Calcoliamo v,(L, C). Il punto
g = [1,—-1,0] appartiene a L e quindi v,(L,C) & la molteplicita in ¢ = 0 del polinomio
f(t) = F(t,—t,1). Dato che f(t) =t, si ha v,(L,C) = 1. Notiamo inoltre che il polinomio
di terzo grado f(t) ha molteplicita 2 all’infinito e quindi che v4(L,C') = 2.

Definizione 5.2.2. Siano L una retta, C una curva e p € LNC. Se vp(L,C) =1 diremo
che L ¢ trasversale a C nel punto p; se v,(L,C) > 1 diremo che L ¢ tangente a C nel
punto p. Diremo che L e tangente a C se lo € in qualche punto; diremo che é trasversale
se non € tangente.

Notiamo che, se esiste una retta trasversale ad una curva C, allora C' deve essere
necessariamente ridotta. Se p € L C C, poniamo per convenzione v, (L, C) = 400, mentre
se p¢g C'NLsipone v,(L,C)=0.

Proposizione 5.2.3. Siano dati una curva C di equazione F e due punti distinti p =
[0, x1,22] € ¢ = [yo,y1,Y2], con p € C. Allora la retta L = pq ¢é tangente a C in p se e
solo se

2. OF

Fq($0,$17x2> = Zyi%(x07xl7x2> = 0
i=0 '



5.2 Retta tangente e molteplicita 83

Dimostrazione. La retta L & tangente a C' in p se e solo se t = 0 & una radice multipla
di f(t) = F(xo + tyo,x1 + ty1,x2 + tys), cioe se e solo se f/(0) = 0, dove f’ denota la
derivata di f rispetto a t. Basta adesso applicare la regola di derivazione della funzione
composta. O

OF
Definizione 5.2.4. La curva C, di equazione Fy = Z?:o yza— st dice la polare di q
N

1
rispetto a C' (cfr. Esercizio .

La classe di omotetia di F, ¢ ben definita per qualsiasi ¢ € P2. Lasciamo al lettore la
facile verifica che la definizione di C; non dipende dal particolare sistema di coordinate
omogenee. E possibile che il polinomio F, sia identicamente nullo (per esempio se C &
unione di rette passanti per ¢): in tal caso diremo che la polare C, ¢ indeterminata.

Corollario 5.2.5. Sia C' una curva ridotta di grado n ed equazione F'. Allora:

1. Se per un punto q & C passano infinite rette tangenti a C, allora la caratteristica del
campo K ¢& positiva.

2. Se per un punto q ¢ C passano al pit. un numero finito di rette tangenti a C, allora
tale numero non supera n(n —1).

3. Esistono infiniti punti ¢ € P2—C' per cui vale la condizione 2 precedente.

Dimostrazione. [1], [2] Le rette tangenti a C' passanti per ¢ sono tutte e sole quelle gp
dove F(p) = F,(p) = 0. Dato che F, ha grado n — 1, in virtl del teorema di Bézout,
¢ sufficiente determinare quando F' e F;; non hanno componenti in comune. Per fare cio
prendiamo un sistema di coordinate omogenee xg, 1, o tali che ¢ = [0, 0, 1]; allora si pud
scrivere

oF
8%2.
Se F' e F; non hanno fattori comuni, e questo € vero in caratteristica 0 poiché F' non ha
fattori multipli, allora per Bézout F' e F, hanno al pit n(n — 1) punti di intersezione,
questo prova i punti 1 e 2.

[3] Prendiamo come sopra un sistema di coordinate tali che il punto [0,0,1] non ap-

partenga a C'; si ha quindi che ogni fattore irriducibile di F' ha grado positivo rispetto a
oF OF

dxy’ Oy

F
e —— non hanno fattori comuni e quindi il risultante R(a,b, ¢, 2o, x1) dei polinomi F e

8x2

F:A0x§+A1xg_l+~-~+An, con Ag #0 e F, =

Zo. Siccome il campo K ¢ perfetto e F' non ha fattori multipli, i polinomi F

oF oF oF

a—— +b——+c—— non & nullo; in particolare esistono infiniti punti ¢ = [a, b, c] € P>—C
3x0 8w1 8x2

tali che R(a,b, ¢, zg,21) # 0 e quindi tali che F' e F, non hanno fattori comuni. O

Corollario 5.2.6. Sia p un punto di una curva C:

1. Se p ¢ singolare, allora ogni retta per p € tangente a C' in p.
2. Se p é liscio, allora esiste unica una retta tangente a C' in p.

Dimostrazione. Conseguenza immediata della Proposizione [5.2.3 a

Definizione 5.2.7. Sia C curva e p € P?; si definisce mult,(C) come il minimo dei
vp(L,C) al variare di L tra le rette passanti per p. Il numero mult,(C) € N viene detto
molteplicita di C nel punto p
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Si noti che mult,(C) > 0 se e solo se p € C e vale mult,(C) > 1 se e solo se p & un
punto singolare di C'.

Sia A2 C P? il piano affine ottenuto dal piano proiettivo togliendo la retta all’infinito.
Una curva affine & per definizione la restrizione ad A? di una curva algebrica piana C, piil
precisamente se C' = m1Cy + - - - + m,.C,., si pone

CNA? =my(CyNA?) + - 4+ m,.(C.NA?).

Assumiamo che la retta all’infinito non sia una componente irriducibile di C' e sia xq, 1, T2
un sistema di coordinate omogenee tali A? = {zg # 0}. Il sistema di coordinate affini

. N .. Zy T2 . . s .
corrispondente € quindi y; = —, yo = —. Denotiamo con F' I’equazione proiettiva di C' e
X i)

0
consideriamo il polinomio f(y1,y2) = F (1,41, y2). Il polinomio f ha lo stesso grado di F,
e quindi della curva C'. Esiste una corrispondenza biunivoca tra i fattori irriducibili di f
e quelli di F. Infatti se H|F, allora x¢ non divide H e denotando h(y1,y2) = H(1,y1,y2)
si ha che h divide f. Viceversa se un polinomio h € K [y1, y2[ ha grado r e divide f, allora
T T
H(zg,x1,72) = 2], (1, 2) ¢ un polinomio omogeneo che divide F'. In particolare F' &
o X0
irriducibile se e solo se f ¢ irriducibile. Chiameremo f equazione della curva affine C' NA?2.
Siano p un punto di P? e scegliamo un sistema di coordinate omogenee xg, z1, o tali
che p = [1,0,0]. Sia C una curva algebrica piana di grado n e di equazione F, allora
possiamo scrivere I'equazione della curva affine C' N A2 come

F,92) = fm(yi,v2) + frr1 (W1, 92) + -+ fu(y1, v2),

dove f, # 0 e f; € omogeneo di grado ¢ per ogni ¢ = m, ..., n. Dimostriamo che il numero
intero m > 0 & uguale alla molteplicita mult,(C'). Infatti, per definizione di molteplicita
mult,(C) ¢ la minima molteplicitad in ¢ = 0 dei polinomi f(ty1,ty2) = t" fm(v1,y2) +
tm+l... al variare di [y;,y2] € PL. Notiamo che [yi,y2] € P! & una radice della forma
binaria f,, se e solo se la retta L = p + [0,y1,y2] & tale che v,(L,C) > mult,(C); ne
deduciamo che tali rette sono in numero finito e sono le componenti irriducibili di una
curva di grado m = mult,(C) ed equazione f,,, chiamata cono tangente a C' nel punto
p.

Proposizione 5.2.8. Sia C C P2 una curva ridotta di grado n e p un punto di P2. Se
il campo K ha caratteristica 0 oppure > n, allora esiste una retta passante per p e che
interseca C'—{p} in esattamente n — mult,(C) punti distinti.

Dimostrazione. Prendiamo un sistema di coordinate omogenee xq,z1,x2 tali che p =
[1,0,0]. Se m = mult,(C), allora 'equazione di C' &

F=A,z(""+ Am+1mg_m_1 +---+A,, conA; €Klr,xs]e Ay #O0.

Sia A(x1,x2) il discriminante di F' considerato come un polinomio di grado n — m in xo:
poiché F' non ha fattori multipli e la caratteristica di K e uguale a 0 oppure maggiore di
n —m, & facile dedurre che A # 0 e vale A(vy,v2) = 0 se e solo se f(t) = F(t,v1,v2) =0
ha una radice multipla. Per dimostrare la proposizione & quindi sufficiente considerare
una retta di equazione x1v9 = x9v1, dove la coppia (v1,v2) non annulla il discriminante
A. ad

Un punto di molteplicita 2 si dice un punto doppio. Un punto doppio si dice un
nodo se il cono tangente formato da due rette distinte, altrimenti si dice una cuspide; ad
esempio la curva affine di equazione y? = 2%2+2* ha un nodo nel punto di coordinate (0,0),
mentre la curva affine y? = 2™, con n > 3, possiede una cuspide in (0,0). Diremo che C ha
una singolarita ordinaria in p se il cono tangente di C' in p e ridotto: equivalentemente, se
x,y sono coordinate affini tali che p = (0, 0) e 'equazione affinedi C & f = f,+ frnt1+- -,
allora m = mult,(C) e la singolarita & ordinaria se e solo se f,,, non ha radici multiple.
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Definizione 5.2.9. Data una curva C' ed un suo punto liscio p denoteremo con T,C la
retta tangente a C in p. Diremo che un punto liscio p € C é un flesso, o un punto di
flessione, di C se 3 < v,(C, T, C) < +00. Chiameremo il numero naturale v,(C, T,C)—
molteplicita di fless dzp

Per la Proposizione se F(zg,x1,22) ¢ Vequazione di C e p = [v], allora I'equazione
di T,C ¢
OF OF OF

xoa—xo(v) +x1—(v) + 1:28752(1}) =0.

Esercizi

5.6. Calcolare il grado del discriminante calcolato nella dimostrazione della Proposizio-
ne Provare inoltre che in caratteristica positiva tale proposizione ¢ generalmente
falsa.

5.7. Sia C curva di grado n. Provare che per ogni p € P? vale mult,(C') < n e che vale
mult, (C') = n se e solo se ogni componente irriducibile di C' & una retta passante per il
punto p.

5.8. Si determini il numero di rette passanti per il punto [1,1,0] e tangenti alla curva di
Fermat xf + 27 4+ 25 = 0, con n non divisibile dalla caratteristica di K.

5.9 (Teorema di Carnot, 1803). Sia C C P? una curva piana di grado m e siano
ai,...,a, € P2—C. Per ognii =1,...,n siano b;1, ..., by, i punti di intersezione, contati
con molteplicita, di C' con la retta @;a;11 (intendendo a,41 = a1). Provare che

H[al,...,an;blj,.. .,bnj} = 1.
=1

(Sugg.: prendere un sistema di coordinate affini z,y tali che la retta all’infinito non con-
tenga alcuno degli n(m + 1) punti a;, b;;. Detta f 'equazione affine di C' si provi che

vale .
f(a;)
a;aiy1bij) = ——.
1:[1( s@s+1by) flaiy)
j=
5.10. Provare che in caratteristica positiva esistono curve irriducibili C' e punti ¢ & C tali
che ogni retta passante per g & tangente a C.

5.11. (caratteristica 0) Sia C una curva piana e p € C. Provare che per un generico punto
q € P? vale mult,(Cy) = mult,(C) — 1.

5.3 Intersezione di curve piane

Nel paragrafo precedente abbiamo visto che una curva piana C C P? interseca una retta
L in esattamente deg(C) punti contati con molteplicita, a meno che L non sia una com-
ponente irriducibile di C'. Inoltre, nella dimostrazione della forma debole del teorema di
Bézout abbiamo costruito una bigezione fra l'insieme dei punti in comune a due curve
C, D di gradi n,m senza componenti comuni e I'insieme delle radici su P! di un polino-
mio risultante R omogeneo di grado nm. Queste considerazioni fanno ben sperare nella
validita del seguente risultato.

! Alcuni autori distinguono i punti di flessione in flessi ordinari e flessi multipli: i primi hanno
molteplicita di flesso uguale a 1, i secondi maggiore di 1.
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Teorema 5.3.1 (di Bézoutﬂ). Due curve piane proiettive, senza componenti comuni, di
gradi n e m si intersecano in nm punti contati con molteplicita.

Naturalmente occorre definire con precisione cosa intendiamo per molteplicita di un
punto di intersezione. Le principali definizioni (tutte equivalenti) che vedremo in queste
note sono:

1. Definizione per proiezione generica (Definizione [5.3.2)).

2. Definizione analitica (Corollario [8.3.2)).

3. Definizione parametrica (Teorem si tratta della definizione data nel paragrafo
precedente quando una delle due curve ¢ una retta).

La definizione per proiezione generica ¢ la piu elementare ed ¢ motivata dalla
dimostrazione di Bézout debole.

Siano dunque C' e D due curve piane proiettive senza componenti comuni di gradi n, m
ed equazioni F', G rispettivamente. Denotiamo con pq,...,p,, i loro punti di intersezione;
abbiamo gia dimostrato che r < nm. Per ogni coppia di indici 4 # j indichiamo con L;;
la retta p;p;. Diremo provvisoriamente che un punto q € IP? & generico se non appartiene
all'unione di C, D e delle rette L;;. Prendiamo un qualsiasi punto generico ¢ e fissiamo
un sistema di coordinate omogenee x,x1, zo tali che ¢ = [0,0,1]. Se p; = [a;, b;, ¢;], per
i=1,...,r, allora poiché [0,0,1] &€ UL;; ne segue che [a;, b;] # [a;, ;] per ogni i # j e si
ha

F=Agxh + Azt + Ay, G = Box}' + Bizy ' 4+ - + B,

dove A; e B; sono polinomi omogenei di grado ¢ nelle coordinate xg,z1 e AgBy # 0.
Denotiamo con R(xg, x1) il risultante di F e G calcolato eliminando la variabile x4, allora,
per ogni i = 1,...,7, i due polinomi F(a;,b;, x2) € G(a;, b;, 2) hanno una radice comune
2o = ¢; e quindi R(a;,b;) = 0.

Definizione 5.3.2. Nelle notazioni precedenti si definisce la molteplicita di inter-
sezione di C' e D nel punto p; come: v,,(C, D) = molteplicita della radice [a;,b;] in

R.

Dal prossimo Teorema [5.3.3] seguira che si tratta di una buona definizione, cio¢ che i
numeri v, (C, D) non dipendono dalla scelta del punto generico e del sistema di coordinate
omogenee. Mostrato questo, il teorema di Bézout diventa una conseguenza immediata del
fatto che R & omogeneo di grado nm.

Teorema 5.3.3 (Regola di Halphen, 1873). La molteplicita di intersezione di due
curve in un punto ¢ ben definita.

Dimostrazione. Vediamo per prima cosa che la molteplicita non dipende dal particolare
sistema di coordinate. Sia infatti g, y1, y2 un secondo sistema di coordinate tali che ¢ =
{yo = y1 = 0} e legato al precedente dalle relazioni

To = ayo + by
1 = cyo + dyz ad # be.
T2 = hyo + ky1 + 12

2 L’enunciato del Teorema risale a Mac-Laurin (1720), i primi accenni di dimostrazione
si devono a Eulero (1748) e Cramer (1750); una trattazione pitt completa fu data da Bézout
(1779), mentre per la prima dimostrazione completa e rigorosa bisogna aspettare il teorema
fondamentale dell’algebra (Gauss 1799) e la nozione corretta di molteplicita di intersezio-
ne (Halphen 1873). Spesso (e.g. [Crel862]) il Teorema veniva ammesso come principio
evidente.
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Consideriamo un terzo sistema di coordinate omogenee zg, z1, 22 legato ai precedenti dalle
relazioni:
20 = Yo
21 = Y1 (51)
z2 = hyo + ky1 + y2,

To = azy + bz
T = czo + dzy ad # be. (5.2)
X9 = Z9

Dall’invarianza rispetto alle traslazioni del risultante (Proposizione segue l'invarian-
za di R per la trasformazione , mentre dalla funtorialita del risultante segue che la
trasformazione lascia invariate le molteplicita delle radici di R e quindi non cambia
le molteplicita di intersezione.

Adesso bisogna dimostrare che la molteplicita non dipende dalla scelta del punto
generico q. Sia ¢’ un altro punto generico e si prenda un sistema di coordinate omogenee
Zo, 1, T2 tali che ¢ =[0,0,1], ¢’ =1[0,1,0], p1 = [a,1, 1] per qualche a € K e

[1,0,0] € C'U D Ui; Dip; Us qpi Ui ¢'pi-

In tale sistema di coordinate, siano R;, Ry i risultanti di F, G ottenuti eliminando x1, x5
rispettivamente; per dimostrare che v, (C, D) € ben definita bisogna dimostrare che [a, 1]
¢ radice di eguale molteplicita dei polinomi R (zg,z2) e Ra(xo,z1). Per fare questo in-
troduciamo la curva di Chow Ch(C, D) C (P?)Y della coppia C, D. Se A = (A1, A\2) € K2,
denotiamo con Ly C P? la retta di equazione zo = Aix1 + A22s; si noti che le rette Ly
sono, al variare di A € K2, tutte e sole le rette che non passano per il punto [1,0,0]. Si
considerino adesso i polinomi:

F(A, A2, 21, 22) = fa(zr, z2) = F(Mz1 + Aaza, 21, T2),
9(A1, A2, 1, @2) = ga(1, 22) = G(Aix1 + Aoxo, 21, 22)

e sia R(A1, A2) il risultante delle forme binarie fy, gx. Si definisce Ch(C, D) come la chiu-
sura proiettiva della curva affine definita dall’equazione R(A1, A2). Poiché R(A1,A2) =0
se e solo se Ly contiene almeno un punto di intersezione di C' e D, ne deriva che le com-
ponenti irriducibili di Ch(C, D) sono tutte e sole i fasci di rette passanti per i punti di
intersezione di C' e D. Sia vy la molteplicita, come componente di Ch(C, D), del fascio
di rette {A; + Ay = a} di centro p; e dimostriamo che v; coincide con le molteplicita di
intersezione di C' e D calcolate rispetto alle proiezioni dai punti generici ¢, ¢’. Iniziamo
con l'osservare che se E; indica il fascio di rette per p;, allora, dato che ¢, ¢’ sono generici,
si ha che (a,0), (0,a) € Ey —U;j21 E; ed i polinomi R(¢,0), R(0,t) non sono identicamente
nulli. Si noti che R(¢,0), R(0,t) rappresentano le restrizioni di R ai fasci di rette passanti
per ¢,q'. Dunque v; & uguale alla molteplicita della radice ¢ = a in entrambi i polinomi
R(t,0) e R(0,t). Siccome R(t,0) ¢ il risultante delle forme

F(tl’l, 1, IQ) = Ao(t, l)l’g + Al(t7 1)1‘1563_1 —+ -4 An(t, 1)58?,

G(tl’l, Xy, .’L‘g) = B()(t, 1).%’? + B4 (t, 1).’1?1.%127171 + -4 Bm(t, 1);13?

vale R(t,0) = £ Rs(t,1). Allo stesso modo si prova R(0,t) = £R;(t,1) e per quanto visto
questo conclude la dimostrazione della regola di Halphen. a

Si noti che dal teorema di Bézout segue che il grado della curva di Chow Ch(C, D) &
uguale al prodotto dei gradi di C' e D. Poniamo per convenzione v,(C, D) = +oco se C e D
hanno una componente irriducibile comune passante per p. Dalle proprieta del risultante
seguono immediatamente le seguenti proprieta delle molteplicita di intersezione:
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e 1,(C,D) >0 e vale0seesolosepgCnND, (positivita).
vp(C, D) = v,(D, C), (simmetria).
vp(C, D + E) = 1v,(C, D) 4+ 1,(C, E), (bilinearita).

Teorema 5.3.4. Sia p un punto appartenente all’intersezione di due curve piane C e D.
Allora vp(C, D) > mult,(C) mult,(D) e l'uguaglianza vale se e solo se i coni tangenti di
C e D in p non hanno componenti comuni.

Dimostrazione. Siano F, G rispettivamente le equazioni di C, D in un sistema xzq, 1, x2 di
coordinate tali che p = [1,0, 0] e tali che il punto che [0, 0, 1] sia generico e non appartenen-
te all’unione dei coni tangenti delle due curve nel punto p. In particolare p € I'unico punto
di intersezione di C' e D sulla retta L = {z; = 0}. Denotiamo r = mult,(C) = v,(L,C)
e s = mult,(D) = v,(L, D). Per definizione, la molteplicita di intersezione v,(C, D) ¢
uguale & la molteplicita della radice © = 0 nel risultante R(z) dell’eliminazione di y dai
polinomi

flz,y) = F(lLz,y),  glx,y) =G(1,2,y).

Tenendo conto delle molteplicita delle due curve nel punto p, si puo scrivere in modo
unico:

f=for"+ fig" Y+ Ly froay T o

9=0902"+ 1z° 'y + -+ gy’ + ger1y® T+ gy,

per opportuni polinomi f;, g; € K[z]. Dunque il risultante R(z) ¢ il determinante della
matrice di Sylvester S(f, g) che assume la forma

fOfolmT_l N . . . [N . fn

1 fol'rflxr_lle'r_z el . T
g()xsglxs_ . . 9m
ngs : 9m
go$891$8_1921's_2 e Gm
gor® gra*te- - gm
gox* - © o Ym

gol‘sgll's_ngxS_z e Gm

Per dimostrare che il monomio 2" divide R(z), ripetiamo nella sostanza la dimostra-
zione del fatto che il risultante & isobaro. Sia A la matrice ottenuta da S(f, g) eseguendo
nell’ordine le seguenti operazioni:

1. Se 1 <14 < s, moltiplicare la i-esima riga per x5~ *1.
2. Se m+ 1 <1i < m+r, moltiplicare la i-esima riga per x
3. Se 1 <i<r+s, dividere la i esima colonna per z"+5~+1,

m—+r—i+1

Si vede facilmente che i coefficienti di A sono polinomi e che R(x) = 2" det A(x).
Rimane da dimostrare che A(0) & invertibile se e solo se i coni tangenti non hanno
componenti comuni. Denotando a; = f;(0) e b; = ¢;(0), La matrice A(0) & uguale a:
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ao... . a/’,‘
a’(_) . ...a’l"
X k% an
*
Qp * -+ Qn
by --- - b
bO : bs
* % % by bm
* .
bs < by,

e quindi, a meno del segno, il determinante di A(0) ¢ il prodotto dei determinati delle

matrici
aO e . a”’, an ... . a"l"

by - -+ by by - -+ bg
La matrice A; e la matrice di Sylvester delle equazioni che definiscono i coni tangenti,

dunque il suo determinate € nullo se e solo se i due coni hanno una componente in comune.
La matrice Ay & la matrice di Sylvester dei polinomi

anynir +---ta,= yirf(oa y)7 bmymis +ooo+ b = yfsg((), y)

Poiché la scelta di coordinate & tale che il punto [0,0,1] & generico, allora a,b,, # 0 ed i
due polinomi non hanno radici comuni per y # 0; per y = 0 hanno una radice comune se
e solo se a, = bs = 0, ma questo significa che la retta {x = 0} appartiene ai coni tangenti
di CediD. a

Siamo adesso in grado di dimostrare alcuni interessanti corollari.

Corollario 5.3.5. Siano p1,...,p, i punti di intersezione di due curve C e D di gradi n
e m e senza componenti comuni. Allora vale

nm > Z mult,,, (C') mult,, (D).

i=1

Dimostrazione. Immediata. O

Corollario 5.3.6. Sia C una curva ridotta di grado n e siano pi,...,pr & Suoi punti
singolari. Allora vale

n(n—1) > imultpi (C)(mult,, (C) —1).
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Dimostrazione. Sia F I'equazione di C, per il Corollario [5.2.5| esiste un punto ¢ tale che
I'equazione F, della polare C; ¢ non nulla e senza componenti in comune con F. Dato
che il grado di F; & uguale a n — 1, & sufficiente dimostrare che per ogni punto p vale
mult, (Fy) > mult,(F) — 1. Prendiamo un sistema di coordinate omogenee g, 1, x5 tale
che ¢ =[0,0,1] e p = [1,0,0]. Se f(z,y) = F(1,z,y), allora I'equazione affine della polare
C, € uguale alla derivata di f rispetto a y; € allora chiaro che la molteplicita diminuisce
al piu di 1. a

Corollario 5.3.7. Siano C e D curve piane senza componenti comuni e denotiamo con
L = T,C C P? la retta tangente a C' in un suo punto liscio p € C. Se vp(L,D) <
mult, (D) + v, (L, C) — 2, allora vale v,(L, D) = v,(C, D).

Osservazione 5.8.8. Se vp(L, C) = 2 (caso generico) il Corollario non aggiunge nulla
al Teorema [5.3.4]1 Del Corollario [£.3.7 € interessante anche il metodo di dimostrazione.

Dimostrazione. Sia ¢ ¢ L un punto generico (nel senso della Definizione e siano
Zo,Z1, T2 coordinate omogenee tali che p = (0,0, 1], ¢ =[0,1,0] e L sia la retta {1 = 0}.
Dette F, G le equazioni di C' e D nelle coordinate z; si ha che v,(C, D) = molteplicita in 0
del risultante dell’eliminazione di y dai polinomi f(z,y) = F(z,y,1) e g(x,y) = G(x,y,1).
Siccome il punto g non appartiene a CUD, a meno di moltiplicazione per costanti possiamo
supporre f e g polinomi monici in y.

Abbiamo visto nel capitolo sul risultante che in tali ipotesi R(f, g) = R(f, g+ hf) per
ogni polinomio h € K|[z,y|. In base al Teorema m possiamo quindi affermare che la
molteplicita in 0 di g + hf non supera v,(C, D) per ogni scelta di h. Dato che C ¢ liscia
in 0 con retta tangente y = 0 si pud scrivere f = y+ f(z,y) con multo(f) > 2 e g(z,y) =
g(x,0) + yg(z,y). Sinoti che v,(L, D), v, (L, C) sono rispettivamente le molteplicita in 0

di g(x,0) e f(x,0). Definiamo per ricorrenza dei polinomi g;, §; ponendo:

go(z,y) = g(z,y),  gilw,y) = gi(z,0) +ygi(z,y),

gi+1(z,y) = gi(z,y) — gi(@,y) f(z,y) = gi(z,0) — gi(x,y) f (@, y).

Si noti che gi+1(x70) = gi(IE,O) - g}f(x,()), g}(x,y)f(x,y) = ui(xao) - ygiiﬁ-l(x’y) e che
la molteplicita di g; in 0 & una funzione strettamente crescente di ¢. Dall’esistenza del
massimo delle molteplicita di g + hf si deduce che dopo un numero finito di passi la
molteplicita di g; & maggiore o uguale a quella di g;(, 0) e quindi la retta L non appartiene
al cono tangente di g; nel punto 0. Abbiamo quindi dimostrato che v,(C, D) = multo(g;) =
multg(g;(z,0)) per ¢ sufficientemente grande.

Per finire la dimostrazione basta osservare che la molteplicita di g; ¢ maggiore o
uguale ad mult,(D) — 1 per ogni ¢ e che quindi la molteplicita di g;f(x,0) & almeno
vp(L, C') +mult, (D) — 1. Se vp(L, D) < mult,(D) + v, (L, C) — 2, allora i polinomi g;(z, 0)
hanno quindi tutti la stessa molteplicita in 0. a

Facendo un po’ di attenzione alla dimostrazione di[5.3.7] ci accorgiamo che nell’ugua-
glianza v, (L, D) = v,(C, D) il termine a sinistra & definito per via parametrica, mentre
il termine a destra & definito per proiezione generica . Quindi, se C' = L, allora l'e-

nunciato non e tautologico e ci da una dimostrazione dell’equivalenza delle due definizioni
di v,(L, D) (Esercizio 5.12)).

Esercizi

5.12. Provare che se D ¢ una retta, allora la Definizione|5.3.2|¢ equivalente alla definizione
parametrica (vedi in proposito la dimostrazione del Corollario .
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5.13. Trovare i punti di intersezione delle curve definite, nelle coordinate omogenee x, y, z,
dalle equazioni x(y? — 22)? —y®> =0 e y* + y32z + 2222 = 0.

5.14 (Trucco di Berzolari). Sia C una curva piana ridotta di grado n e siano Ly, ..., L,
rette tre a tre non concorrenti e tali che C interseca Li + Lo+ - - -+ Ly, in n? punti distinti.

1
Si costruisca un sottoinsieme S C C di cardinalitd —=n(n + 3) prendendo un punto p € C

esterno alla curva Ly + Ly + -+ -+ Ly, gli n punti di intersezione di C' con L; e scegliendo
7 punti di L. N C per ogni r = 2,...,n. Provare che C' & 'unica curva di grado n che
contiene S.

5.15 (Trasformata di Tschirnhausen, 1861). In caratteristica 0, mediante la riso-
luzione di alcune equazioni di secondo grado e possibile ricondurre la soluzione di una
equazione algebrica f(z) = 2" + a1zt + -+ + a,, = 0 alla soluzione di una equazione
g(y) = y™ + bsy™ 3 + -+ + b,. (Sugg.: si consideri il polinomio h = y — ra? — sz —t
e sia g(y) = Y. b;y" " il risultante dell’eliminazione di = da f e h. Provare che b; & un
polinomio omogeneo di grado 7 in r, s, t.)

5.16. Utilizzare la trasformata di Tschirnhausen (Esercizio |5.15]) per ricondurre la solu-
zione dell’equazione di quarto grado alla soluzione di una equazione di terzo grado ed una
equazione biquadratica y* 4+ by? + ¢ = 0.

5.4 Sistemi lineari di curve piane

Abbiamo gia osservato che le curve piane di grado n sono in corrispondenza biunivoca con
il proiettivizzato dello spazio vettoriale dei polinomi omogenei di grado n. Piu precisa-
mente, alla curva di equazione ), a;; kThalxh corrisponde il punto di PV di coordinate
omogenee [a;;x]. Chiaramente N +1 & uguale al numero di monomi di grado n in tre varia-
bili e quindi 1+ N = %(nJr 1)(n+2)dacui N = %n(n+3). Indichiamo con |O(n)| lo spazio
proiettivo delle curve di grado n; un sottospazio proiettivo di |O(n)| si dice un sistema
lineare di curve di grado n. Lo stesso spazio |O(n)| & un sistema lineare che viene detto
completo. Se Dy, ..., D, sono curve di grado n denotiamo con (D1, ..., D,) C |O(n)] il
sistema lineare da esse generato. Se V' ¢ un sistema lineare, indicheremo con dim V' la sua
dimensione: un sistema lineare di dimensione 1 si dice un fascid?l

Sia V' C |O(n)| un sistema lineare, un punto p € P? si dice un punto base di V
se per ogni curva D € V vale p € D; denoteremo BS(V) l'insieme dei punti base di V.
Se V' & un sistema lineare di dimensione r e Fp, ..., F. sono equazioni di un insieme di
curve indipendenti di V, allora le curve di V' sono tutte e sole quelle di equazione > A; F;.
L’equazione di un iperpiano in |O(n)| si dice una condizione lineare sulle curve di grado
n.

Esempio 5.4.1. Sia p € P? un punto. La relazione p € D, con D € |O(n)|, viene detta
condizione di passaggio per p su |O(n)|. Essa impone una condizione lineare su
|O(n)|: infatti se p = [Uo?vl_, 9], allora una curva di equazione Y a;prix] 2k contiene p
se e solo se vale Zaijkvév{v’g = 0 e quest’ultima condizione & esattamente ’equazione,
nelle coordinate omogenee {a;jx}, di un iperpiano in |O(n)|.

Pil in generale, sia P una proprieta definita sulle curve di grado n e V C |O(n)| un
sistema lineare; diremo che P impone r condizioni lineari su V se 'insieme delle D € V'
che soddisfano P & un sottospazio proiettivo di codimensione r. Ad esempio la condizione

3 In inglese pencil, in francese pinceau, in romeno fascicul.
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di passaggio per un punto p (il termine passaggio nasce dal fatto di pensare intuitivamente
un sistema lineare come una curva che si muove in P? con uno spazio dei parametri che
& uno spazio proiettivo) induce una condizione lineare su un sistema V se e solo se p non
€ un punto base di V.

Un insieme finito di punti S C P? si dice in posizione generica se per ogni coppia

1
di interi positivi m,n tali che m < E(n + 1)(n + 2) e per ogni sottoinsieme A C S di

cardinalita m, la condizione di passaggio per i punti di A impone m condizioni lineari sulle
curve di grado n. Ser <nep e P? alloraV = {D € |O(n)| | mult,(D) > r} & un sistema

1
lineare di codimensione 57‘(7‘ + 1): infatti in un sistema di coordinate omogenee tali che

p = [1,0,0], una curva D di equazione affine 0 = agp + a1oz + a1y + -+ - + aijxiyj + -
soddisfa mult, (D) > r se e solo se a;; = 0 per ogni i +j < .

Teorema 5.4.2 (Gergonne, 1827). Siano C e D due curve piane di grado n che si
intersecano in esattamente n? punti distinti. Se nm di questi punti appartengono ad una
curva E di grado m < n, allora i restanti n(n —m) punti appartengono ad una curva H
di grado n —m.

Dimostrazione. Siano p,,...,p,. i punti di intersezione di C' e D, dal teorema di Bézout
segue che necessariamente C, D, E sono curve ridotte e che per ogni i, il punto p; & liscio
per C e D. Siano C;, con t € P!, le curve del fascio V generato da C' e D; notiamo che
CnND = BS(V). Sia E = F; +---+ E, la decomposizione in componenti irriducibili
e denotiamo con m; il grado di F;. Per ogni i = 1,...,m, sia ¢; € F; — BS(V) un
punto fissato, allora esiste un unico t; € P! tale che ¢; € Cy,. Siccome E; N C N D deve
necessariamente contenere nmm,; punti, ne segue che F; N Cy, contiene almeno nm; + 1
punti e quindi F; ¢ una componente di Cy,. Osserviamo che se ¢ = ¢; = ¢; € £; N Ej,
con i # j, allora ¢ € un punto singolare di E e quindi non appartiene ai punti base di V,
ragionando come sopra ne segue che t; = t; = ¢ per ogni ¢,j. Dunque E ¢ contenuta in
una curva Cy del fascio, basta quindi prendere H = C; — E. a

Teoremadi Pascal

Figura 5.1. Il teorema di Pascal

Corollario 5.4.3. (Teorema di Pappo-Pascal, III sec d.C.-1640) Le coppie di lati opposti
di un esagono inscritto in una conica ridotta si intersecano in punti allineati.
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Dimostrazione. (Pliicker, 1828)E| Siano L1, Lo, ..., Lg i lati successivi di un esagono in-
scritto in una conica E. In virtu del teorema di Gergonne basta osservare che le
due cubiche C' = L1+ L3+ Ls e D = Lo+ Ly + Lg si intersecano in 9 punti e 6 di questi
appartengono a F. a

Lo studio dei sistemi lineari e delle condizioni lineari & un ottimo strumento per stabi-
lire ’esistenza di curve con opportune caratteristiche. Ad esempio, si considerino k punti
P1,- .., 0k € P? e k interi positivi r1,..., 7. Se n(n +3) > > 7;(r; + 1), allora esiste una
curva C di grado n tale che mult,, (C) > r; per ogni i: infatti la dimensione di |O(n)| &

1 1
in(n + 3), mentre la costrizione mult,, (C') > r; induce al pilt 3 > ri(r; + 1) condizioni

lineari.

Teorema 5.4.4 (MacLaurin, 1720). Siano pi,...,px i punti singolari di una cur-
va irriducibile di grado n e siano r1,...,r le rispettive molteplicita. Allora vale la
disuguaglianza

k
(n—1)(n—2)>Y ri(r;—1).
i=1
Dimostrazione. Indichiamo con C' la curva e definiamo

h= %((n —D(n+2) = ri(ri —1)).

Abbiamo gia osservato come dal teorema di Bézout segue n(n — 1) > > ri(r; — 1) e,
siccome (n — 1)(n+ 2) > n(n — 1), vale h > 0. Siano ¢y, ..., g, punti non singolari della
curva C'; per quanto osservato precedentemente esiste una curva D di grado n—1 passante
per ¢i, ..., g e tale che mult,, (D) > r; —1 per ognii = 1,..., k. Dato che C ¢ irriducibile
e distinta da D vale il teorema di Bézout

n(n—1) > zk: mult,,, (C') mult,, (D) + Xh: mult,, (C') mult,, (D) >
i=1 i=1
>3 r(r—1) +h=2((n—1)(n+2)+ iri(ri —1)
i=1 2 i=1
da cui segue tutto. a

Esistono dei casi in cui vale 'uguaglianza nel Teorema Ad esempio la curva di
equazione affine y"~! = 2" ¢ irriducibile e possiede un punto di molteplicita n — 1.

Proposizione 5.4.5. Siano V un fascio di curve piane e p punto base di V'; allora per
ogni terna distinta C,D, E € V wale v,(C, D) = v,(C,E) = v,(D, E).

Dimostrazione. Segue immediatamente dalle proprieta del risultante, in particolare per il
punto [4 della Proposizione 0

Un altra significativa applicazione dei sistemi lineari si ha nel seguente:

Teorema 5.4.6 (Dei tangenziali di MacLaurin, 1748). Sia C una cubica irriducibile;
per ogni punto nonsingolare p € C' si definisce il tangenziale di p come il terzo punto di
intersezione di C' con la retta tangente alla cubica nel punto p. Se tre punti lisci di C
sono allineati, allora anche i loro tangenziali sono allineati.

4 Un’altra elegante dimostrazione sara proposta nell’Esercizio Altre dimostrazioni del teo-
rema di Pascal sono riportate in [Sev1906, §11]. L’argomento utilizzato da Pascal, che nel
1640 aveva 16 anni, per la dimostrazione era quello di ricondursi ad un cerchio mediante una
proiezione centrale e poi usare le proprieta metriche della geometria euclidea. Pascal chiamo
il Corollario con il nome di teorema dell’esagramma mistico.
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Dimostrazione. Siano p1,ps,p3 € C tre punti lisci ed allineati e sia L la retta che li
contiene: dicendo questo si intende che pi,ps, p3 sono i punti di intersezione di L e C
contati con molteplicita. Se p; = py allora p3 € per definizione il tangenziale di p; e po
ed il teorema ¢ banale. Possiamo quindi supporre che la retta L interseca C in tre punti
distinti.

Siano 17, Ty, T3 le rette tangenti a C' nei punti p1, po, p3 rispettivamente e sia V' il fascio
di cubiche generato da C' e T} +T5 +T5. Preso un punto g € L — C' esiste unica una cubica
D € V che contiene ¢; poiché i tangenziali sono punti base del fascio V', essi appartengono
anche alla curva D e, se proviamo che D = 2L + R, allora sono contenuti nella retta R.
La retta L interseca D in almeno quattro punti distinti, p1,p2, p3,q € per Bézout si ha
D =L+ Q, dove @Q & una conica. Per ogni i vale v,,(C, D) = v, (C,T1 + To +T3) > 2 ¢
vp,(C, L) =1, si ha quindi che i punti p; devono necessariamente appartenere alla conica
@ che deve quindi avere L come componente. a

Figura 5.2. Tangengziali di MacLaurin

Esercizi

5.17. Calcolare la dimensione del sistema lineare delle coniche passanti per 4 punti non
allineati.

5.18. Mostrare che, se n > 2, allora non tutte le condizioni lineari su |O(n)| sono indotte
dal passaggio per un punto.

5.19. Provare che il passaggio per r punti distinti di P? induce s condizioni lineari su
|O(n)], con s < r. Quante condizioni lineari impongono 4 punti allineati su |O(2)|?

5.20 (Teorema di Gua de Malves, 1740). Sia C una cubica irriducibile e p,q € C
punti lisci di flessione. Provare che il terzo punto di intersezione di C' con la retta pq €
ancora un flesso. (Sugg.: tangenziali di MacLaurin.)

5.21. Provare che, se k punti di P? inducono k condizioni lineari sulle curve di grado n,
allora inducono k condizioni lineari su |O(m)| per ogni m > n.

5.22 (Principio di Lamé, 1818). Siano C' e D curve piane di grado n che si interse-
cano in n? punti distinti p1, ..., p,2. Dimostrare che ogni curva di grado n passante per
P1,---,Pn2 appartiene al fascio generato da C e D.

5.23. Provare che n + 1 punti distinti di P2 inducono n + 1 condizioni lineari sul sistema
lineare delle curve di grado n. Si deduca quindi per induzione su n che la dimensione di

O] & %n(n—FS).
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5.24 (Teorema di Jacobi, 1836). Si considerino una curva piana di grado n ed una
curva irriducibile di grado m < n che si intersecano in nm punti distinti p1,..., Pnm-

1
Dimostrare che i punti py, ..., ppm inducono mn — §(m — 1)(m — 2) condizioni lineari

indipendenti sullo spazio delle curve di grado n.

Osservazione 5.4.7. 1 teoremi di Gergonne, Jacobi ed il principio di Lamé sono casi parti-
colari del teorema Af + B¢ di Mazx Noether (1872) che affronteremo e dimostreremo nei
prossimi capitoli.

Osservazione 5.4.8. (cfr. [EC1915, L 2°, §15]) Puod sembrare strano ma, mentre la teoria
delle curve algebriche piane & stata uno dei temi centrali della matematica del XVIII
secolo, lo sviluppo dell’algebra lineare e degli spazi a piu dimensioni nasce invece all’inizio
del secolo XIX. Si capisce quindi come nel 1750, Cramer considerasse un paradosso il fatto
che %n(n+3) punti contenuti nell’intersezione di due curve non determinano univocamente
una curva di grado n passante per essi.

5.5 Esercizi complementari

5.25. Sia F' I’equazione di una curva irriducibile di grado n; provare che F possiede almeno
due derivate parziali non nulle. (Sugg.: ricordarsi che il campo & perfetto.)

5.26. Provare che per le curve ottenute per unione di rette distinte vale I'uguaglianza
nella formula del Corollario [5.3.61

5.27. Trovare una quartica irriducibile con tre nodi.

5.28. Dati 4 punti distinti del piano proiettivo, tre dei quali non allineati, determinare
tutte le quartiche che sono singolari in tali punti. (Sugg.: per il Teorema tali quartiche
non possono essere irriducibili).

5.29. (caratteristica # 2,3) Provare che ogni cubica irriducibile possiede al pitt un punto

singolare e che ogni cubica irriducibile singolare si puo scrivere in un opportuno sistema

di coordinate affini come y? = 2% oppure y? = =3 + z2.

5.30. (caratteristica # 2,3) Sia f(z,y) un polinomio omogeneo di terzo grado. Mostrare
che esistono a, 3 € K tali che f(x,y) + a(x® +zy?) + B(x%y +?) ¢ il cubo di un binomio.

5.31. Siano fo, f1, fo € K[zg,z1] polinomi omogenei di grado n senza fattori comuni e
consideriamo ’applicazione

¢: P! — PQ, B([xo, 21]) = [fo(z0, 1), f1(x0, 1), f2(20,21)]-

Provare che I'immagine di ¢ & una curva irriducibile; se inoltre esiste ¢ € ¢(IP*) tale che
¢~ 1(c) contiene un solo punto (contato con molteplicitd), allora ¢(P!) ha grado n. (Sugg.:
il punto [vg, v1,v2] appartiene all’immagine di ¢ se e solo se le forme binarie v; f; — v; f;
hanno una radice comune.)

5.32. Precisare il concetto di molteplicita usato nell’Esercizio [5.31
5.33. Sia f € Clz,y, 2] irriducibile ed omogeneo di grado n e sia
VR(f) = {[.’IJ,y,Z] € PD% ‘ f(x,y,z) = O}

Provare che vale almeno una delle seguenti possibilita:



96 5 Curve piane: nozioni base

1. Esiste una costante a € C—{0} tale che af € Rz, y, z].
2. L’insieme Vi(f) contiene al pitt n? punti.

5.34. Si disegni (approssimativamente) la parte affine reale delle curve di equazioni y? +
(2?2 - 1%z -2), > =2%(x - 1) e y? = 2%(2? — 22 — 3).

5.35. Siano L una retta in P2 e u(x, y, 2) un polinomio omogeneo di grado 2n—2. Denotia-
mo con [x;,yi, %] € P2, per i =0,...,2n, i punti di intersezione, contati con molteplicita,
della retta L con la curva di equazione 22”1 + ¢2"+1 4 227+1 — gy zu. Provare che vale
ToT1 Tan + Yo Y2n + 20 220 = 0.

5.36. (caratteristica # 2, 3) Siano F'(xg,x1,22) e G(xg, 1, x2) polinomi omogenei di gradi
2 e 3 rispettivamente. Studiare le singolarita della sestica di equazione F* — G2 = 0.

5.37. Dedurre il teorema dei tangenziali di MacLaurin dal teorema di Carnot (Eserci-
zio e dal teorema di Menelao (Esercizio [2.48]).

5.38 (Teorema di Newton). Sia C' C R? una conica e siano L, M C R? due rette. Per
ogni punto u € R? denotiamo:

e [1,l5 1 punti di intersezione di C' con la retta parallela ad L e passante per u.
e mq,ms 1 punti di intersezione di C' con la retta parallela ad M e passante per w.

Supponendo che nessuno dei quattro punti ly,ls, mq, mo si trovi all’infinito, dimostrare

che il rapporto
ul1 . UZQ

o= —"
umq - umso
non dipende da wu. (Sugg.: Teorema di Carnot con a; = u e ag,ag i punti all’infinito di
L,M). Se C & un cerchio, allora o = 1 (basta calcolarlo per u uguale al centro): provare
che da questo seguono molti teoremi presenti negli Elementi di Euclide e nei testi di
geometria delle scuole medie.

5.39. Provare che ogni insieme di n 4+ 1 punti del piano proiettivo & contenuto in una
curva irriducibile di grado < n. Trovare inoltre, per ogni n > 0, un insieme di n + 1 punti
che non ¢ contenuto in alcuna curva irriducibile di grado < n. (Sugg.: si possono supporre
i punti po,...,p, nel piano affine e p; = (z;,y;), con le ascisse z; distinte. Si consideri
una curva affine di equazione y — 3~ a;z°.)

5.40. Trovare due polinomi f, g € C[z,y] monici rispetto a y e senza fattori comuni tali
che il risultante di f —u e g — v abbia un fattore multiplo in C[z, u,v].

5.41 (x). Sia data una curva irriducibile C con al piu singolarita ordinarie ed un punto
q € P? tale che la polare C, sia indeterminata, o equivalentemente tale che tutte le rette
tangenti a C nei suoi punti lisci passano per ¢ (una curva siffatta si dice strana).
Assumendo che mult,(C) < 1, si provi che C' & una retta oppure una conica in ca-
ratteristica 2 (il risultato & vero anche senza 'ipotesi mult,(C) < 1, ma la dimostrazione
sembrerebbe richiedere strumenti non ancora visti). (Sugg.: trattare separatamente i casi
q € C e q ¢ C. Nel primo caso si prendano coordinate affini x, y tali che ¢ = (0, 0) e, detta
f Tequazione affine di C', provare che f divide zf, + yf,. Nel secondo caso siano x,y, 2
coordinate omogenee tali che ¢ = [0, 0, 1] e, detti n, F il grado e 'equazione di C, si provi
che la caratteristica di K divide n e che F, F}, hanno un fattore comune di grado n — 2.)

5.42. (caratteristica 0) Sia C' una curva ridotta e p € C' un suo punto liscio. Provare che
esistono al pitt n(n — 1) — 1 rette tangenti a C' passanti per p. (Sugg.: nelle notazioni del
Corollario calcolare il grado del risultante di F, F; quando Ag = 0.)
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5.43 (xx7). (caratteristica 0) Data una curva C di grado n, una retta L si dice una
tangente semplice a C' se L N C contiene esattamente n — 1 punti. Equivalentemente, una
retta L si dice una tangente semplice a C' se L N C contiene 1 punto di molteplicita 2 e
n — 2 punti di molteplicita 1. Provare che se C & liscia esistono al pitt un numero finito di
rette che non sono né trasversali né tangenti semplici a C. (Questo esercizio potra essere
risolto agevolmente con i risultati della Sezione )

5.44 (*). Sia p un punto contenuto nell’intersezione di due curve piane C, D e indichia-
mo con t il numero (contato con molteplicita) delle componenti comuni ai coni tangenti
a C' e D nel punto p. Dimostrare che v,(C, D) > mult,(C) mult,(D) + ¢. (Sugg.: nel-
la dimostrazione del Teorema valutare il rango della matrice A(0) ed utilizzare

IEsercizio [[.20])

5.45. (caratteristica # 2) Sia C' una curva affine di equazione f(x,y) = 0 avente una
cuspide in 0 = (0,0) e sia L 'unica componente del cono tangente a C in o. Mostrare che
le seguenti condizioni sono equivalenti:

1. v,(C,L) = 3.
2. A meno di un cambio lineare di coordinate si ha

f=y*+2°+ Z monomi di grado > 4.
Una cuspide con tali caratteristiche si dice cuspide semplice.

5.46. (caratteristica # 2, 3) Trovare le tangenti dal punto [1, 1, 1] alle cubiche di equazioni
(2% +y?)z = 223 e 23 + 3 = 225,

5.47. Sia C' una curva di grado n. Provare che, se la caratteristica del campo e uguale a 0
oppure maggiore di n, allora la polare C, ¢ indeterminata se e solo se C' ¢ unione di rette
passanti per q.

5.48. 1. (tratto da [Cial919]) Abbiasi un triangolo C, sul piano proiettivo complesso,
di vertici a, b, ¢ che chiameremo fondamentale e un punto qualunque r del suo piano.
Siano 71,79, 73 le proiezioni di r fatte da ciascun vertice del triangolo fondamentale
sul lato opposto, di guisa che r; sia la proiezione sopra be, ro quella sopra ca, r3
quella sopra ab. Indichiamo con 7} il coniugato armonico di r; rispetto a b, c (cioe
[b, ¢; 1, 7)) = —1), con r4 il coniugato armonico di o rispetto a ¢, a, con 4 il coniugato
armonico di r3 rispetto a a,b. Ebbene si dimostri che i tre punti 71,75, 74 esistono su
di una medesima retta R.

2. Provare che la retta R costruita in 1 coincide con la polare seconda Ci.,

5.49. Per ogni intero n > 0 si determini il massimo intero k = k(n) tale che, presi
comunque k punti distinti pq,. .., pr € P?, il passaggio per p1, ..., p; impone esattamente
k condizioni lineari sulle curve di grado n (esempio k(2) = 3).

5.50. Siano a, b, ¢ tre punti distinti di una conica irriducibile e siano A, B, C le rispettive
rette polari. Dimostrare che i punti p = ANbec, g = BNeca e ¢ = C Nab sono allineati.

5.51. Sia L C P? una retta e p € L un suo punto. Siano C' e D curve piane dello stesso
grado senza componenti comuni. Provare che:

1. Esiste al pitt una curva C’ € (C, D) contenente L.

2. Per ogni C’ € (C, D) si ha v,(L,C") > min(v,(L, C), v, (L, D)): mostrare inoltre che
la disuguaglianza v, (L, C") > min(v,(L, C),v,(L, D)) vale per al pitt un numero finito
di curve C’ del fascio.
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Dire inoltre se i punti 1 e 2 continuano a valere se si considera una curva irriducibile £
al posto della retta L7

5.52. Costruire un sistema lineare di quartiche di dimensione 3 con esattamente 12 punti
base.

5.53. Siano C, D, C’ curve piane dello stesso grado e supponiamo che: la curva C' &
irriducibile, le curve C' e D non hanno componenti comuni e, per ogni punto p € C'N D,
vale v,(C, D) = 1,(C’, D) = v,(C’, C). Provare allora che C’ € (C, D). Mostrare inoltre
che il risultato ¢ in generale falso se C’ ha delle componenti multiple.

5.54. Sia dato un quadrilatero in P? di vertici a, b, ¢, d e siano e, f, g i punti di intersezio-
ne delle diagonali. Dimostrare che due cubiche passanti per a,b,¢,d, e, f, g ed aventi un
contatto multiplo in e hanno il nono punto di intersezione sulla retta fg.

5.55. (caratteristica 0) Sia dato un fascio di curve di grado n e sia L una retta che non
ne interseca il luogo base. Provare che vi sono al piu 2n — 2 curve del fascio che sono
tangenti a L. Mostrare inoltre con un esempio che lo stesso risultato ¢ generalmente falso
in caratteristica positiva.

5.56. Siano pi,...,ps € P? otto punti in posizione generica e sia S una sestica con 8
punti doppi in pq,...,ps. Provare che I’equazione di S puo essere scritta nella forma
aU? +bUV +cV? = CQ, dove U,V sono equazioni di cubiche passanti per p1,...,ps e C
¢ ’equazione della conica passante per pi,...,ps.

5.57. (caratteristica # 2) Provare che esistono quartiche irriducibili con tre cuspidi.
(Sugg.: si determini il sistema lineare delle quartiche aventi punti singolari in [1,0, 0],
[0,1,0] e [0,0,1].)

5.58. Sia ) una quartica irriducibile con tre cuspidi in pi,ps,ps. Provare che i coni
tangenti a ) in p1, p2, p3 sono rette concorrenti.

5.59. Sia F' € C[zg, z1, 23] omogeneo di grado 2 e sia C C C? la curva affine di equazione
f(z,y) = F(x,y,1). Provare che le seguenti condizioni sono equivalenti:

1. C NR2 & un cerchio.
2. F(1,4,0) = F(1,—i,0) = 0 e C N R? contiene almeno tre punti non allineati.

I due punti all’infinito [1, 44, 0] si dicono punti ciclici.

5.60 (Teorema di Miquel, 1838). Siano A;;, Agy e Asz i vertici di un triangolo in R?
e per ogni coppia (i, 7) sia A;; = Aj; un punto interno al lato di estremi A;; e A;;. Detto
C; C R? il cerchio passante per i tre punti A;1, A;a, A3, provare che C; N Cy N C3 # )
(Figura . (Sugg.: sia L; la retta contenente il lato del triangolo opposto ad A;; e si
considerino le curve B; = C;+ L;, per i = 1, 2, 3. Per continuita si puo assumere che esista
una coppia i, j tale che B; interseca B; in 9 punti distinti di P%. Usare quindi il teorema

di Gergonne e I'Esercizio )

5.61 (*). Un sistema lineare bidimensionale V' di curve piane si dice una rete di La-
guerre se esiste un isomorfismo proiettivo ¢: P? — V tale che p € ¢(p) per ogni p € P2.
Dati 7 punti di P? in posizione generica (cio® nessuna terna allineata e nessuna sestupla in
una conica) provare che le cubiche passanti per i sette punti formano una rete di Laguer-
re. (Sugg.: Siano C7, Cy cubiche generiche per i 7 punti di equazione F, F e siano a,b i
rimanenti punti di intersezione; provare che la retta L = ab non contiene alcuno dei sette
punti base. Esistono coordinate omogenee xg, x1, x5 tali che L = {zg = 0} e 21 F} + 22 F»
¢ nulla su L.)
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N N\

Figura 5.3. Teorema di Miquel

5.62. Siano C e D curve di grado n tali che Sing(C)ND = (). Provare che, se E ¢ una curva
di grado n tale che v,(C, D) = v,(C, E) per ogni p € C, allora C ¢ ridotta e appartiene al
fascio di curve generato da F e D. Provare inoltre che tale risultato & generalmente falso
se D contiene un punto singolare di C'.

5.6 Un lungo esercizio: il teorema di Bertini

Gli esercizi di questa sezione, svolti nella sequenza proposta, permettono di dimostrare in
modo abbastanza elementare il teorema di Bertini per i sistemi lineari di curve piane. La
versione generale del teorema sara dimostrata nella Sezione

Teorema 5.6.1 (di Bertini). In caratteristica 0, il generico elemento di un sistema
lineare di curve piane € liscio al di fuori del luogo base.

Esercizi

5.63. Sia M(n,n + 1) lo spazio vettoriale delle matrici A = (a;;), con ¢ = 1,...,n e
j =0,...,n. Per ogni A = (a;;) € M(n,n + 1) denotiamo con A*¥ = det(a;;);zk, per
k=0,...,n,ideterminanti minori di ordine n.

Sia f: M(n,n+1) — K una funzione polinomiale tale che f(GA) = det(G)%f(A) per
ogni A € M(n,n+1) ed ogni G € GL(n); provare che esiste un unico polinomio omogeneo
(Yo, - -, yn) di grado d tale che f(A) = g(A%, ..., A™).

5.64. (caratteristica 0) Sia F'(zg,x1,z2) un polinomio omogeneo irriducibile di grado n e
sia C' = V(F) C P? la curva associata.

1. Provare che esiste un polinomio omogeneo FV (yg,41,y2) di grado n(n — 1) tale che
FVY(ag,a1,a2) = 0 se e solo se la retta apwg + a121 + azzz = 0 & tangente a C.
(Sugg.: nelle notazioni dell’Esercizio per ogni matrice (a;;) € M(2,3) sia f(A)
il discriminante della forma binaria di grado n

Fa(ti,t2) = F(tiaio + taago, t1a11 + taasi, tiai2 + taag).

Osservare che, se A ha rango 2, allora 'immagine della proiettivitda P! — P2 indotta
dalla matrice A & la retta L di equazione A%xy + Alw; + A%29 = 0 e che f(A) =0
se e solo se la retta L4 ¢ tangente a C.)



100 5 Curve piane: nozioni base

2.Sia T C (P?)V la curva di equazione FV e sia L una retta di P?; provare che la
molteplicitd multy, (T) di L in T & uguale a

Y wl(C.Cy),

peELNC

dove ¢ € un generico punto di L. Caratterizzare le rette corrispondenti a punti lisci di
T.

Osservazione 5.6.2. Proveremo nella Sezione che, se C' ha grado > 1, allora V(FV) =
CY+3,0,F;, dove CV & una curva irriducibile detta curva duale e gli F; sono i fasci di
rette passanti per i punti singolari di C. Il grado di CV viene detto la classe di C.

5.65. (caratteristica 0) Si consideri un fascio {D; | t = [to,t1] € P!} di curve piane di
grado m ed equazioni toG(wg, 21, 22) + t1H(zg, 21, 72); denotiamo con B C P? il luogo
base del fascio. Sia C' C P? una curva irriducibile di grado n non contenuta in alcuna
curva D; del fascio.

Provare che esiste una retta L, trasversale a C, tale che LN BN C = ) e per gli n
punti distinti di L N C passano n curve distinte del fascio. (Sugg.: sia F' I’equazione di C'
e R(y1,y2,to, t1) il risultante delle forme binarie in 1, 22

F(yix1 +yox2, v1,22), (toG +t1H)(y121 + Y222, 1, 2).

Sia U C (P?)Y linsieme delle rette L trasversali a C tali che LNCNB =0, U ¢ il
complementare di una curva piana e per ogni s = [sg, s1] fissato esistono finite rette in U
di equazione xg = axi + bxo tali che R(a,b,tp,t1) ha una radice multipla in s. Dedurre
che R non pud avere fattori multipli di grado positivo in ¢, t1.)

5.66. Nelle stessa situazione dell’Esercizio[5.65] provare che esiste un punto p € C'— B tale
che v,(C, D;) < 1 per ogni ¢. (Sugg.: fissiamo un sistema di coordinate omogenee g, 1, T2
tali che [1,0,0] € CU B e la retta L = {5 = 0} soddisfi le condizioni dell’Esercizio [5.65]
Detto R(z1,x2,tg,t1) il risultante dell’eliminazione di 2y da F e toG + t1 H, provare che
si puo scrivere

R(l’l, T2, to, tl) = A(ZL'l, {EQ)B(ZL'l, T2, to, tl)

con B polinomio ridotto senza fattori di grado 0 in t.)

5.67. Nelle notazioni precedenti, per quasi tutti i ¢ € P! (cio¢ eccetto un numero finito)
la curva D; & liscia al di fuori di B. (Sugg.: siano G;, H;, per i = 0, 1,2, le derivate parziali
rispetto alle variabili x;. Utilizzare 1’Esercizio e la formula di Eulero per provare che
il luogo dei punti p € P? tali che

Hy(p) Hi(p) Ha(p)
rank (Go<p> G1(p) G2<p>> =1

¢ contenuto nell’unione di un numero finito di curve del fascio.)

5.68. (caratteristica 0) siano Dy, Dow C P? curve piane di grado m senza componenti
comuni e sia Dy il fascio da esse generato. Provare che per quasi tutti i ¢t la curva D; e
liscia al di fuori di Sing(Dy) N Sing(Dw) e dedurne il Teorema di Bertini [5.6.1]
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Curve piane: argomenti scelti

6.1 Le coniche

In questa sezione assumeremo, salvo avviso contrario, che K sia un campo algebricamente
chiuso di caratteristica diversa da 2.

Una conica & una curva algebrica piana di grado 2. Due coniche si dicono proietti-
vamente equivalenti se esiste una proiettivita di P? che trasforma I'una nell’altra. Una
conica non irriducibile ¢ unione di due rette che possono essere distinte o coincidenti.
Chiameremo rango di una conica di equazione F(xg,x1,z2) = 0, il il rango della matrice
Hessiana

Foo For Foz O2F
H = F10 Fll F12 EM(3,3,K), Fij: axax
Fyo Iy I L

Il rango di una conica non dipende dalla scelta del sistema di coordinate omogenee.

Teorema 6.1.1. Due coniche sono proiettivamente equivalenti se e solo se hanno lo stesso
rango. In particolare ogni conica é proiettivamente equivalente ad una delle sequenti:

1. 22 = 0, retta doppia.
2. xox1 = 0, rette incidenti.
3. xoTo = x%, conica liscia.

Dimostrazione. Sia C' una conica di equazione F(xg,x1,x2) e matrice Hessiana H. Un
punto p = [vo,v1,v2] = [v] € P? & un punto singolare di C' se e solo se Hv =
(Fo(v), F1(v), Fo(v)) = 0. Se il rango di H ¢ 1, allora esiste una retta L composta di
punti singolari di C' e quindi deve necessariamente essere C = 2L. Se il rango ¢ 2, allora
esiste un unico punto singolare p = [v]: proviamo che C' ¢ unione di rette passanti per p,
per ragioni di grado tali rette dovranno essere esattamente due. Se ¢ = [y] € C, allora per
ogni a,b € K vale

2F (av + by) = (av + by)" H(av + by) = b*y" Hy = 0.

Infine se il rango ¢ 3 la conica e liscia; siano p,q e r tre punti distinti di C' e denotiamo
con o = T,C NT,C il punto di intersezione delle rette tangenti a C' nei punti p e ¢
rispettivamente. La quaterna p, ¢,r, 0 & un sistema di riferimento di P2, esiste quindi un
unico sistema di coordinate omogenee xg, x1, zs tali che

p=11,0,0], q=10,0,1], r=[1,1,1], 0o=1[0,1,0].

Sia I’ I'equazione di C in tale sistema di coordinate, dalla condizione p,q € C si deduce
che Fyg = Fh2 = 0. Le equazioni di T,C' = op e T,C = 07 sono rispettivamente z2 = 0 e
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xo = 0; si deduce quindi che Fy; = Fi2 = 0 e si ha F = azoxs — bz?. La condizione r € C
impone infine che a = b. ad

La dimostrazione appena terminata & costruttiva e fornisce un metodo effettivo per il
calcolo della proiettivita che trasforma una conica nella sua forma canonica. Tale calcolo
richiede la soluzione di una equazione di secondo grado ed alcuni sistemi di equazioni
lineari.

Corollario 6.1.2. Siano p, q,r tre punti distinti di una conica irriducibile C. Allora esiste
un sistema di coordinate omogenee xg, x1,x2 tale che p=1[1,0,0], ¢ = [0,0,1], r = [1,1, 1]
e lequazione di C é xoxge = a:%

Dimostrazione. Basta osservare che, nella dimostrazione del Teorema la scelta dei
punti p,q e r € arbitraria. a

Si consideri adesso I'applicazione v: P — P? descritta in coordinate omogenee da
v([to, t1]) = [t3,tot1,t3]. Si vede facilmente che v & iniettiva ed ha come immagine la
conica di equazione xgxy = x%

Corollario 6.1.3. Sia C C P2 una conica liscia. Esiste allora una base hg, hy, he del-
lo spazio wvettoriale dei polinomi omogener di grado 2 nelle variabili to,t1 tale che
Vapplicazione h: P! — P2, definita in coordinate omogenee da

h([to, t1]) = [ho(to, 1), ha(to, 1), ha(to, t1)]

induce una bigezione tra P! e C. Inoltre h ¢ unica a meno di proiettivita di P e, per ogni
curva D C P? di grado m ed equazione G i punti di intersezione, contati con molteplicita,
di C e D sono in bigezione con le 2m radici del polinomio omogeneo

g(to, t1) = G(ho(to,t1), hi(to, 1), ha(to, t1)).

Dimostrazione. Dato che t2,tot1, 3 formano una base dello spazio vettoriale dei polinomi
omogenei di grado 2 in tg, t, dal Corollario [6.1.2] segue 'esistenza di un tale morfismo h.
Per dimostrare 1'unicita si pud assumere che C sia la conica di equazione rozy = x3. A
meno di comporre h con una proiettivitdh di P! si puo assumere che h([1,0]) = [1,0,0],
h([0,1]) =10,0,1] e A([1,1]) = [1, 1,1]. Si deve quindi avere hg = tof, h1 = tot1a, ha = t1g
con a costante e f,g polinomi omogenei di grado 1 tali che f(1,0) # 0, ¢(0,1) # 0,
f(1,1) = g(1,1) = a e gf = a’tpt;. Infine sia p € C'N D, per il Corollariopossiamo
scegliere un sistema di coordinate omogenee tali che p = [1,0,0], [0,1,0] ¢ CUD, la conica
C' abbia equazione xgro = x% e la retta x5 = 0 non contenga altri punti di intersezione
di C e D oltre p. Nelle coordinate affini z = xlxal, Y= xgxal I'equazione di C & y — 22
e quella di D & g(z,y) = G(1,2,y). La molteplicita di intersezione v,(C, D) & uguale
alla molteplicita in y = 0 del risultante R(y) dell’eliminazione di = dai polinomi z? — y,
g(z,y). Sia ¢(t) = g(t,t?), per dimostrare che v,(C, D) & uguale alla molteplicita in 0 di
¢ basta dimostrare che R(t?) = ¢(t)¢(—t). Per le proprietd di funtorialitd del risultante
R(t?) ¢ uguale al risultante di 22 — t? e g(z,t?) che, per il Corollario ¢ uguale a
g(tvtz)g(_tvt2)' 0

Il Corollario [6.1.3] permette di definire sulla conica liscia C' una struttura di retta

proiettiva; in particolare € ben definito il birapporto di una quaterna ordinata di punti su
C'. Su tale struttura si basa il ben noto teorema di Steiner.

Teorema 6.1.4 (Steiner, 1832). Siano p e q due punti di una conica liscia C' e deno-
tiamo con F, e Fy i fasci di rette passanti per p e q rispettivamente. Allora Uapplicazione
F, — Fy definita da F, > L — @3, dove s ¢ il punto di intersezione di L con C' diverso
da p, € una proiettivita.
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Dimostrazione. Non & restrittivo supporre che C' sia la conica di equazione zore = 27 e
che la struttura di retta proiettiva sia indotta dal morfismo v: P* — C dato da v([tg,t1]) =
[t3,tot1,t3]. Dato un punto [a,b] € P!, la retta di P? di equazione bxr; — azs interseca C
nei punti p = [1,0,0] e v([a,b]). L’applicazione [a,b] — ax; — bry € una proiettivita tra
P! ed il fascio di rette passanti per p; similmente 1’applicazione [a,b] — ax; — bxo & una
proiettivita tra P! ed il fascio di rette passanti per il punto ¢ = [0,0, 1]. a

E facile dimostrare che ogni fascio di coniche contiene almeno una conica singolare.
Infatti siano Cy, Cs coniche di equazioni F, Fy e matrici Hessiane H;, Hy rispettivamente.
Se Cs e singolare abbiamo finito. Altrimenti si ha che la conica di equazione F; — tFy &
singolare se e solo se p(t) = det(H; — tHy) = 0; Il polinomio p(t) ha grado 3 e quindi
ammette radici. Se vogliamo determinare i punti di intersezione di due coniche C4, Cs si
puo procedere in almeno tre modi distinti.

1. Prendere un sistema di coordinate omogenee in cui il punto [0,0, 1] non appartiene
all'unione C7 U Cs, calcolare il risultante rispetto a x5 delle equazioni di C; e Cs e
determinarne le radici.

2. Se (5 e singolare se ne determinano le componenti irriducibili e quindi I'intersezione
di queste con C. Se Cy ¢ liscia, h: P! — Cy & una proiettivita (cfr. Corollario
e F} ¢ un’equazione per C, allora i punti di intersezione sono in bigezione naturale
con le radici del polinomio omogeneo in due variabili F'(h(tg,t1)).

3. Determinare una conica singolare Cy appartenente al fascio generato da C; e Cs e
quindi ricondursi al caso particolare del punto 2) ricordandosi che, se Cy # Cs, allora
CiNCy=CyndChy.

I metodi 1) e 2) richiedono in generale la soluzione di una equazione di quarto grado
mentre il metodo 3) richiede solamente la soluzione di una equazione di terzo grado e di
tre equazioni di secondo grado.

Esempio 6.1.5. Il generico polinomio monico di quarto grado
R(z) = z* + ax® + b2’ + cx + d
puo essere visto come il risultante dell’eliminazione di y dai polinomi
filay) =y +azy+by+eatd,  faloy) =y - a?

e quindi le radici di R(x) sono in corrispondenza biunivoca con le intersezioni delle coniche
affini di equazioni f; = 0 e fo = 0. Le matrici Hessiane di f; e fo (o pit precisamente dei
loro omogeneizzati) sono rispettivamente

Oa c —-200
H1: a2 b 5 HQZ 001
cb2d 010
e quindi
2t a c
p(t)y =det(H; —tHs)=|a 2 b—t].
cb—t 2d

Se avete letto il Capitolo [3] allora troverete interessante assumere la caratteristica di K
diversa da 2 e da 3, porre ag = 1, 4a; = a, 6ay = b, dag = ¢, ay = d ed eseguire la
“misteriosa” sostituzione t = 4(s + az). Un semplice conto che omettiamo ci da

P(4(s + as))

39 :453 — 925 — 93,

q(s) = —
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dove go = apay — 4aias + 3a§ € g3 = apGoay — a0a§ + 2ai1a2a3 — ag’ — a%a4. Il polinomio
q(s) viene talvolta detto risolvente di R(x) e, come abbiamo visto nel Capitolo (3| la
quaterna delle radici di R(x) & proiettivamente equivalente alla quaterna formata dalle
radici di ¢(z) piu il punto all’infinito.

Dato che lo spazio delle coniche ha dimensione 5, per cinque punti distinti di P? passa
almeno una conica; inoltre tale conica € unica se i punti sono presi in posizione generica.

Proposizione 6.1.6. Se per cingque punti distinti di P? passano due coniche distinte
allora quattro di essi sono allineati.

Dimostrazione. Per Bézout le due coniche devono avere una retta L in comune e le due
coniche possono avere al pit un punto di intersezione al di fuori di L. a

Si noti che il teorema di Steiner puo essere interpretato come una condizione
necessaria e sufficiente sulle sestuple di punti distinti affinché siano contenute in una
conica.

Se C' & una conica liscia di equazione F(xg,z1,22) = 0 e p = [yo,y1,y2], allora la
curva polare di p rispetto a C ¢ la retta C, di equazione Fj(z) = y" Hz = 0, dove H
indica la matrice Hessiana di F. Dato che C ¢ liscia, la matrice H ¢ invertibile e quindi
I'applicazione p — C), definisce una proiettivita P? — (P?)V.

Lemma 6.1.7. Nelle notazioni precedenti p € Cy se e solo se g € Cp.

Dimostrazione. La matrice Hessiana & simmetrica. a
Esempio 6.1.8. Siano L C P? una retta, C C P? una conica liscia, p,q € L punti distinti
e r = C,NCy. Per il Lemma si ha p,q € C, e quindi L = C,..

Teorema 6.1.9. Siano C' una conica liscia e p un punto del piano.

1. Sep € C, allora la polare C}, ¢ la retta tangente a C nel punto p.
2.8e p & C, allora la polare C), interseca C in due punti distinti e per p passano
esattamente due rette distinte tangenti a C.

Dimostrazione. Se pe C, g € Cp e g # p, allora p € C, N C e quindi pg = C), & tangente
a C in p. Se p € P? e C), ¢ tangente a C nel punto ¢ € C, allora per il punto precedente
Cp = Cy e p = q. Per la formula di Eulero, se p ¢ C, allora p ¢ C} e quindi i punti di
intersezione di C}, con C non sono allineati con p. a

Quanto dimostrato mostra in particolare che, data una conica liscia C' C P2, I'insieme
delle sue rette tangenti CV = {C, € (P?)" | p € C} ¢ una conica detta conica duale di
C. Si ha inoltre CVY = C.

Esercizi

6.1. Provare che il Corollario [6.1.2] & vero anche in caratteristica 2.

6.2. Trovare le componenti irriducibili della conica di equazione
33:(2) + dxoxy + 2x9T0 + 2xf + x1T0 — x% =0.

6.3. Sia dato un fascio di coniche generato da due rette doppie. Provare che ogni conica
di tal fascio e singolare.

6.4. Calcolare i punti di intersezione delle coniche di equazioni

2 2 2 2 2
Ty +x] + x5 =0, ] + x5 — 2021 — ToT2 = 0.
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6.5. Scrivere 'equazione della conica affine passante per i punti (0,0), (1,0), (0,1) e
tangente alla retta x + y = 4 nel punto (2,2).

6.6. Sia P° lo spazio di tutte le coniche e sia vy: (P?)Y — P° I'applicazione data da
va(L) = 2L. L’immagine di ve ¢ detta superficie di Veronese. Provare che se p,q €
vo((P?)V), allora la retta pg & contenuta nel luogo delle coniche singolari.

6.7 (Variante al teorema di Steiner, 1832, x). Data una conica liscia C, un triangolo
(terna di punti non allineati) T = {p1,p2,p3} si dice autoconiugato rispetto a C' se
Cp, = Djpr, dove j, k # i. Dati sei punti distinti p1,pa, p3, q1,q2,q3 € P?, tre a tre non
allineati, considerare i due triangoli P = {p1,p2,ps}, @ = {q1,42,q3}. Provare che le
seguenti condizioni sono equivalenti:

1. P e Q sono autoconiugati rispetto ad una conica liscia.
2. P e @ sono inscritti in una conica liscia.
3. P e @ sono circoscritti ad una conica liscia.

(Sugg.: per dualita basta dimostrare che (1) & equivalente a (2) Se vale (1), si considerino le
intersezioni dei fasci di rette di centri p; e g1 con la retta paps3, quindi si provi I'uguaglian-
za dei birapporti delle quaterne ordinate (p1pz, p1Ps, P1Gz, P143), (P1P3; P1P2, P1d3, P1G2) €
(@1P2, 13, 0142, G1G3)- Viceversa se vale (2), si provi che esiste una conica liscia C' tale che
Cp, = Djpi ¢ Cy, = G2g3. Si mostri quindi che Cy, = q1¢3 usando l'unicita della conica
passante per p1,p2,p3, q1 € ¢z.)

Osservazione 6.1.10. L’equivalenza fra le condizioni (2) e (3) dell’Esercizio|6.7]& conosciuta
con il nome di teorema di Brianchon (1817).

6.2 Corrispondenze e poligoni di Poncelet

In questa sezione daremo una dimostrazione del celebre teorema dei poligoni di Poncelet; le
idee principali di questa dimostrazione sono state indicate da Cayley nel 1871 ([Cay1871],
[ECT915] Libro II p. 164], [An1977]) e riposano sulla teoria delle corrispondenze su P!.

Definizione 6.2.1. Sia F(xq, 21, Y0,y1) un polinomio biomogeneo irriducibile di bigrado
(a,b). L’insieme

V(F) = {([z0, 1], [yo, 1)) € P' x P! | F(x0,%1,90,51) = 0}
si dice una corrispondenza irriducibile di tipo (a,b).

Per il teorema degli zeri di Hilbert, ogni corrispondenza irriducibile V' (F') determina
la sua equazione F' a meno di una costante moltiplicativa. Per esempio, la diagonale

A = {([zo, z1], [yo, 11]) € P* x P' | 2oy — w130 = 0}

¢ una corrispondenza irriducibile di tipo (1,1). Piu in generale, se f(zg,z1) e g(zo, 1)
sono polinomi omogenei di grado n senza fattori comuni, 'insieme

I' = {([zo, z1], [yo, 11]) € P x P! | yog(xo,21) — y1 f (20, 21) = O}

¢ una corrispondenza irriducibile di tipo (n,1). Si noti che I" & il grafico dell’applicazione
v: P! — P! data in coordinate omogenee da ([xo,x1]) = [f (20, 1), g(z0, 21)]-

Definizione 6.2.2. Una corrispondenza é una combinazione lineare formale finita di
corrispondenze irriducibili a coefficienti interi positivi. In altri termini, una corrispon-
denza ¢ C = m1Cy + -+ + myCy, con le C; corrispondenze irriducibili e gli m; interi
positivi.
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Ragionando come per le curve piane si dimostra che esiste una bigezione naturale tra
I'insieme delle corrispondenze di tipo (a, b) ed il proiettivizzato dello spazio dei polinomi
biomogenei di bigrado (a,b). Se C & una corrispondenza di equazione F(x,y) = 0 si
definisce la sua inversa C~! come la corrispondenza di equazione F(y,z) = 0. Il nome
di corrispondenza inversa & motivato esclusivamente da ragioni storiche (cfr. [GHI978| p.
283]): sarebbe infatti molto pit sensato chiamarla corrispondenza trasposta. Si osservi ad
esempio che (C} 4+ Co)~' = C7' + C5 % 1l nome di corrispondenza inversa & inoltre in
contraddizione con la seguente (ugualmente storica)

Definizione 6.2.3. Una corrispondenza C si dice simmetrica se C = C™L.

Si noti che se C' ¢ di tipo (a,b), allora C~! & di tipo (b,a). Una corrispondenza di
equazione F' & simmetrica se e solo se F(z,y) = £F(y, ).

Definizione 6.2.4. I punti fissi di una corrispondenza C' sono i punti di intersezione
di C con la diagonale A.

Lemma 6.2.5 (Principio di Chasles). Sia C' una corrispondenza di tipo (a,b). Se la
diagonale A non é una componente di C, allora C contiene a + b punti fissi contati con
molteplicita.

Dimostrazione. Se F & 1’equazione della corrispondenza C, allora le radici in P! della
forma binaria f(xo,z1) = F(x9, 1, x0,x1) sono in bigezione con i punti fissi di C; basta
osservare che il grado di f & a + b. a

Lemma 6.2.6. Sia C una corrispondenza di tipo (a,b) senza componenti multiple. Se la
caratteristica di K € uguale a 0 oppure maggiore di b, allora esistono 2a(b — 1) punti
p € PL, contati con molteplicita, tali che la retta {p} x P ¢ tangente a C.

Dimostrazione. Sia F(zg,21,y0,y1) 'equazione di C; se pensiamo F come una forma
binaria di grado b a coefficienti in K [z, 1], allora i punti p cercati sono le radici del
discriminante A(zg, z1) di F. Siccome il discriminante di una forma di grado b & omogeneo
di grado 2b — 2 nei coefficienti della forma, ne segue che A(xg,x;) & omogeneo di grado
2a(b — 1) nelle variabili zg, 1. O

Classicamente una corrispondenza C di tipo (a,b) veniva interpretata come una ap-
plicazione “algebrica” di grado a definita su P! a valori nello spazio proiettivo delle b-uple
non ordinate di punti di P'. Piu precisamente, al punto p € P! si associava la b-upla
Cp = Cn ({p} x P). In tale formalismo si aveva quindi:

1. p € C} se e solo se p € un punto fisso.
2. peCyseesoloseqeCt

Se C e D sono due corrispondenze, viene spontaneo definire la loro composizione DoC'
in modo tale che per ogni punto p € P! si abbia

(DoC)p =U{Dy | g€ Cp}.
In termini piu rigorosi, si definisce la composizione mediante 1'uso del risultante. Se il
polinomio F di bigrado (a,b) & I'equazione di C' ed il polinomio G di bigrado (m,n) &

I’equazione di D, allora si definisce DoC' come la corrispondenza di equazione

H(xo,21,Y0,Y1) = Rop.m(F (20,21, 20, 21), G(20, 21, Y0, Y1)),

dove il risultante & fatto considerando F' e G come forme binarie nelle variabili zg, 1.
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Tale definizione ¢ perfettamente compatibile con la descrizione intuitiva di corrispon-
denza composta, infatti se p = [ug,u1] ¢ un punto fissato tale che {p} x P! non ¢ una
componente di C, allora, a meno di costanti moltiplicative si ha

b
H(ug, u1,90,91) = [ [ Gl Bi yos 1)

i=1

dove [a;,3;] € P!, per i = 1,...,b, sono tutte e sole le radici della forma binaria
F(uo,u1, 20, 21). Dalle proprieta basilari del risultante segue immediatamente che:

1. Siano R, S e T tre copie della retta proiettiva, C' una corrispondenza su R x S e D
una corrispondenza su S x T. Allora D o C' & una corrispondenza su R x T

. Se C & di tipo (a,b) e D & di tipo (m,n), allora DoC' & di tipo (am, bn).

(DoC)~t =C~toD™! e quindi C~'oC ¢ simmetrica.

. Do(C1 + Cy) = DoCy + DoCy, (D14 D3)oC = D10C + DyoC.

B o

Si considerino adesso due coniche lisce @1, Q2 C P? e identifichiamo @ con P! tramite
una proiettivita fissata. Si assuma inoltre la caratteristica del campo diversa da 2. Voglia-
mo mostrare che esiste unica una corrispondenza B C Q1 X @1 simmetrica di tipo (2, 2)
tale che (p,q) € B se e solo se la retta L C P? tale che LNQ; = {p, q} & tangente a Qo. Per
mostrare cio fissiamo un sistema di coordinate omogenee su P?, sia H la matrice Hessiana
di Q2 e f = (fo, f1, f2): P* — Q1 una proiettivita fissata; i polinomi f; € K [to, 1] sono
omogenei di grado 2. Fissiamo un punto p = [u] = [ug, u1, uz] € P2, poiché la retta p + [x]
¢ tangente a Q2 se e solo se il polinomio g(t) = (u +tx)? H(u+ tz) ha una radice doppia,
si ha che la conica S}, di equazione

(uTHz)? — (W Hu)(z" Hz) = 0

¢ 'unione delle due rette (possibilmente coincidenti) passanti per p e tangenti a (2. In
particolare se p € (1 si ha:

1o vp(Sp, Q1) =4dsepe Qe TpQ1 =TpQo.
2. vp(Sp, Q1) =3 se p € Q2 e T,y & tangente a Q2 in un punto g # p.
3. vp(Sp, Q1) = 2 in tutti gli altri casi, cioe se T,Q1 non ¢ tangente a Q.

Dunque se S C Q1 X @1 & la corrispondenza di tipo (4,4) di equazione

(f(@o, 21)" H f(yo,11))* — (f (o, 21)" H f (20, 1)) (f (o, y1) " H f (Yo, y1)) = O,

si ha per il Corollario che S = B + 2A dove B ¢ la corrispondenza cercata.

Fissato un intero n > 0 ed un punto p € @1 possiamo costruire due punti p§”) , pgn) €
Q@1 nel modo seguente. Siano L1, Lo le rette per p tangenti a Q2. Si definisce p} come il
secondo punto di intersezione di Ly con Q; e L)} come la seconda retta per p} tangente a
Q2. Si definisce poi p} come il secondo punto di intersezione di L} ; proseguendo per n passi

si arriva a definire p§”). Ripetendo la stessa procedura partendo da Lo si definisce p;’”.

Si vede facilmente che I'applicazione p +— {pgn),pén)} ¢ indotta da una corrispondenza
simmetrica B(™ di tipo (2,2), basta infatti definire per ricorrenza B(®) = 2A, B = B
e per ogni n > 2 B = Bo B(n—1) — B(n=2)

Si possono verificare due casi. Nel primo la diagonale A ¢ una componente di B(™
e quindi ogni punto di @; e vertice di un poligono chiuso di n lati inscritto a @ e
circoscritto a Q. Nel secondo caso la diagonale non & una componente di B e quindi
esistono 4 = 2 + 2 punti fissi di B(™ contati con molteplicita.

Teorema 6.2.7 (degli n-goni di Poncelet, 1822). Sia n un intero maggiore di 2 e
siano Q1,Q2 C P? due coniche lisce definite su di un campo algebricamente chiuso di
caratteristica # 2. Per ogni punto p € Q1 si consideri la sequente proprieta:
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(P) Il punto p é il vertice di un n-gono inscritto a Q1 e circoscritto a Qa, o equivalente-
mente esiste una n-upla ordinata di punti distinti pi,psa,...,pn € Q1 tali che p = p;
per qualche i e le n rette p;piy1, peri=1,...,n € ppt1 = p1, sono tangenti a Qs.

Se la proprieta (P) ¢ vera per un punto, allora ¢ vera per tutti i punti di Q1 eccetto un
insieme finito.

Dimostrazione. Siassuma vera la (P) per un punto p e siano p = py, ..., p, i vertici dell’n-
gono relativo; si osserva innanzitutto che la (P) ¢ soddisfatta da py, . .., p,. Siccome i punti
D1, .., Pn sono distinti, si ha che per ogni i = 1,...,n — 1 la corrispondenza B non

contiene la diagonale e quindi esistono al piu finiti n-goni inscritti a )y, circoscritti a
Q> ed aventi almeno un vertice che ¢ anche un punto fisso della corrispondenza B®, per
qualche 7 = 1,...,n — 1; denotiamo con R C ()1 'unione dei vertici di tali n-goni. Dalle
definizioni segue subito che un punto p ha la proprieta (P) se e solo se ¢ un punto fisso
di B e non appartiene a R. Basta quindi dimostrare che B(™ contiene la diagonale.
Distinguiamo tre casi:

1) n > 5: la corrispondenza B™ ha almeno n punti fissi e quindi deve contenere la
diagonale.

2) n = 4: basta dimostrare che esiste un punto fisso di B distinto da p1,...,ps. Sia
g € Q1 N Q2 e denotiamo con ¢; € @ il secondo punto dell’intersezione di @1 e T,Q2,
con L la seconda retta per ¢; tangente a Q2 e con ¢ il secondo punto di intersezione di
Q1 con L. Lasciamo al lettore la semplice verifica che ¢o ¢ un punto fisso di B distinto
dai punti p;.

3) n = 3: Occorre trovare due ulteriori punti fissi di B (3). Distinguiamo due sottocasi:

3.1) Esiste un punto di contatto multiplo tra @1 e @2, cioe esiste ¢ € @1 N Q2 tale
che T,Q1 = T,Q2. Lasciamo per esercizio al lettore provare che ¢ € un punto fisso di
molteplicitd > 2 per ogni corrispondenza B®, i > 1.

3.2) Q1 e Qs si intersecano trasversalmente. Dalla teoria della polarita (Teorema
segue che anche le coniche duali si intersecano trasversalmente e quindi esistono esatta-
mente quattro rette distinte L1, ..., L4 che sono contemporaneamente tangenti a Q1 e Q.
Per ogni i sia ¢; il punto di intersezione di L; con @1, L} la seconda retta per ¢; tangente
a Q2 e s; il secondo punto di intersezione di L, con Q. I punti sy,..., 4 sono punti fissi
di B®) e non possono essere tutti coincidenti.

Concludiamo la dimostrazione osservando che se p € R, allora I'n-gono di Poncelet

con vertice in p € ancora chiuso ma puo avere lati e vertici ripetuti. a
q
a1 q o
Punti fissi di B® Punti fissi di B(¥

Figura 6.1. Punti fissi delle corrispondenze B® ¢ B

Per una dimostrazione (non banale) di che utilizza 1 metodi classici della
geometria proiettiva rimandiamo a [Sev1906, p. 226].
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Triangoli di Poncelet

Figura 6.2. Triangoli di Poncelet

Si noti come nel caso n = 3 il teorema dei triangoli di Poncelet segue facilmente dal
teorema di Brianchon (Esercizio , (cfr. [ECI915] libro III, p. 69.)

Introduciamo adesso le corrispondenze associate ad una curva piana. Siano a,b punti
distinti di P2, denotiamo con L = ab la retta passante per essi e con Fj, e F}, i fasci di rette
passanti per a e b rispettivamente. Per ogni curva C C P? di grado n si pud associare in
modo naturale una corrispondenza C,;, C F, x F, di tipo (n,n):

Dal punto di vista sintetico, una coppia (L1, L2) € F, X F}, appartiene a Cy 5, se ¢ solo
se ClemLQ 75@

Dal punto di vista algebrico, se xg, x1, z2 € un sistema di coordinate omogenee tali che
a=1[1,0,0] e b =10,1,0] (e quindi L = {zg = 0} & la retta all’infinito), allora il punto
di intersezione di una generica coppia di rette L1 € F,, Lo € F} si ottiene risolvendo il
sistema lineare omogeneo

U1 — U1 = 0
{’UQZQ — V1T = 0
che, se (ug,vo) # (0,0), ha come soluzione
[3?0, 1, 3?2} = [U()’Ul7 VoU1q, Uo’l)()].
Si definisce quindi C,, come la corrispondenza di equazione
G(UO, ui, Vo, 1}1) = F(uovl, VoUq, UQUQ).

Si noti che se a € C (risp.: b € C), allora F,, x {L} (risp.: {L} x F},) & una componente

di Cyp; notiamo inoltre che C;; = Cp,q. L’equazione affine di C,; nello spazio affine

(Fa = {L}) x (Fy —{L}) = {ugvo # 0} &

9(z,y) = G(L,z,1,y) = F(y,z,1)
e quindi le due curve affini C, ; — (F, x {L}U{L} x F}) e C — {L} sono isomorfe. E quindi
possibile ricostruire C' conoscendo C, 4. Infatti se Cy 3 ha tipo (n,n) basta aggiungere un

certo numero di volte la retta L alla curva di equazione affine G(1,z,1,y) = F(y,z,1) in
modo da ottenere una curva C' di grado n.

Esercizi

6.8. Sia C una corrispondenza simmetrica non contenente la diagonale A. Dimostrare che
(p,p) & un punto fisso multiplo se e solo se la retta {p} x P! & tangente a C' nel punto
(p,p). (Sugg.: detta F' & l'equazione di C, provare che F(z,y) = F(y,x).)



110 6 Curve piane: argomenti scelti

6.9. Siano C e D corrispondenze irriducibili. Dimostrare che se per infiniti punti p € P!
vale Cp C D,, allora C = D.

6.10 (Teorema di Bézout per le corrispondenze). Dimostrare che due corrispon-
denze senza componenti comuni di tipo (a,b) e (m,n) si intersecano in an + bm punti
contati con molteplicita.

6.11. Sia C' C P? una curva di grado n, siano a,b € P? e C,, C F, x F}, la corrispondenza
di tipo (n,n) formata dalle coppie di rette che si intersecano in C'. Si denoti inoltre L = ab.
Provare che:

1.Se a € C & un punto di molteplicithk m, allora F, x {L} & una componente di
molteplicita m in Cg .

2. La molteplicita di (L, L) in C,p ¢ maggiore od uguale ad n; & uguale ad n se e solo
se L non ¢ una componente di C.

3. Se L non & una componente di C, allora esiste una bigezione naturale fra L N C' e le
componenti del cono tangente a C,p nel punto (L, L).

4. Se C @& una cubica liscia e a,b € C, allora Cyp — (F, x {L} U {L} x F},) ¢ una
corrispondenza liscia di tipo (2, 2).

6.12 (Regola di Zeuthen, 1873). Sia p un punto di intersezione di due curve C, D
senza componenti comuni e siano a,b punti di P? in posizione generica. Dimostrare che
vp(C, D) & uguale alla molteplicita della retta @p come punto fisso della corrispondenza
Dy q0Cqp. Se C e D hanno rispettivamente gradi n e m, dimostrare che la retta ab & un
punto fisso di Dy, q0C, , di molteplicita nm e si deduca il teorema di Bézout dal principio
di Chasles.

6.3 Flessi di cubiche piane e teorema di Salmon

Nel seguito supporremo C' C P? una cubica liscia fissata su di un campo algebricamente
chiuso K di caratteristica diversa da 2 e da 3. Se p,q € C indicheremo con pqg la retta
passante per i punti p e ¢ quando p # ¢, e la retta tangente a C' in p quando p = q.

Lemma 6.3.1. [ punti di flessione di una cubica piana liscia sono tutti ordinari, cioé
hanno tutti molteplicita di flesso uguale a 1.

Dimostrazione. Sia C' una cubica piana liscia e p un suo flesso. Per definizione la mol-
teplicita di flesso & uguale a v,(C, T,C) — 2 e se tale numero fosse maggiore di 1, allora
vp(C, T,pC) > 4 e la retta T, C sarebbe una componente di C. O

Per ogni p € P? denotiamo con C, la conica polare di C rispetto al punto p.

Proposizione 6.3.2. Sia p un punto di una cubica piana liscia C':

1.8eq#peqeCnC,, allora vy (C,Cp) = 1.
2. La polare C), ¢ liscia in p e vale v,(C, Cp) = vp,(C, T, C).
3. Il punto p ¢ un flesso se e solo se la conica C), ¢ singolare.

Dimostrazione. Sia F' l'equazione di C in un sistema di coordinate omogenee fissato e
siano p = [u], ¢ = [v], dove u,v € K3 — 0. Il polinomio f(¢) = F(v + tu) ¢ non nullo ed
ha grado < 2 poiché F(u) = 0; la sua derivata rispetto a ¢t & f'(t) = F,(v + tu). Vediamo
che cosa succede al variare di gq.

Se ¢ ¢ T,C, allora il grado di f ¢ esattamente 2; quindi il grado di f’ ¢ 1 e la retta pg ¢
trasversa a C),. Questo implica tra ’altro che la polare C), ¢ liscia in p con retta tangente
uguale a T,C, = T,C.
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Seq#peqe CNC,, allora T,C =pg e f(t) ha t = 0 come radice di molteplicita
2. Deve quindi essere f(t) = at?, e derivando rispetto a t si ha 2at = f(t) = F,(v + tu);
questo prova che la retta tangente a C' in ¢ ¢ trasversa a C), e quindi il punto 1).

Si fissi adesso un punto ¢ € T,C, sono possibili due casi: se p ¢ un flesso di C, allora
f & costante, ovvero f' =0 e T,C & una componente di C),. La restante componente di
() non pud contenere il punto p e quindi v,(C,C,) = v,(C, T,C) = 3. Se invece p non
¢ un flesso, allora T,C non ¢ una componente di C,, pur essendone tangente in un suo
punto liscio, questo implica che C,, ¢ liscia e prova il punto 3). Per il calcolo di v, (C, C,)
prendiamo un sistema di coordinate omogenee xg, x1, 2 nelle quali p = [1,0,0] e T,C & la
retta di equazione zp = 0. In tali coordinate le equazioni di C' e C), sono rispettivamente

1
F = 56211(2) =+ 23(1‘1,1‘2)$0 =+ C(xl,l'g), in = ToXg + B(Sﬁl,l‘g),

che nelle coordinate affini @ = 1 /x¢ e y = z2/x¢ diventano
f=y+2B(x,y)+C(z,y), g=y+B(xy).

La condizione che p non sia un flesso significa che y non divide il polinomio omogeneo
B(x,y) o equivalentemente che la retta y = 0 non & una componente del cono tangente di
f—9=B(z,y) + C(z,y). Dal Teorema segue dunque che f e g hanno molteplicita
di intersezione 2 in p. ]

L’apparentemente innocua Proposizione [6.3.2] permette di dimostrare facilmente due
interessanti corollari.

Corollario 6.3.3. Ogni cubica piana liscia contiene esattamente 9 flessi distinti. Ogni
retta passante per due flessi ne contiene un terzo.

Dimostrazione. Dimostriamo solo la prima asserzione: la seconda (teorema di Gua de
Malves, Esercizio ¢ un caso particolare del teorema dei tangenziali di Mac-Laurin.

Sia C una cubica piana liscia e definiamo H C P? come l'insieme dei punti p tali che
la polare C), € una conica singolare; per Bézout basta dimostrare che H & una cubica che
interseca trasversalmente C'. In un sistema di coordinate omogenee xg, 1, T2, detta F =0

I’equazione di C' e H; la matrice Hessiana della conica —, per ¢ = 0,1, 2, si ha che H ¢

ox;
la curva di equazione det(xoHo + x1Hy + x2Hs) = 0 che hla evidentemente grado 3.

Sia ora p € C'N H un flesso di C' e prendiamo un sistema di coordinate omogenee tali
che p=[1,0,0] e C,, & la conica di equazione zgzs = 0; la retta L di equazione o =0 ¢ la
retta tangente a C' in p e quindi v,(C, H) = 1 se e solo se v,(L, H) = 1, cioe se e solo se
t = 0 & una radice semplice di det(Hy + tH;) = 0. Si noti adesso che il punto ¢ = [0, 1, 0]
non appartiene a C' e per la formula di Eulero ¢ non appartiene nemmeno a Cj; questo
prova che se Hy = (a;j)i,j=01,2, allora a11 # 0 e, tenendo presente che

001
Hyo={000|,
100
si ha che det(Ho + tHy) = —ajit +t2(--). 0

Corollario 6.3.4. Sia dato un punto p di una cubica piana liscia C' e denotiamo con
{p,p, @1, 42,43, q4} © sei punti, contati con molteplicita, di C N C,. Allora le quattro rette
L; =pq;, peri=1,...,4, sono distinte.
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Dimostrazione. Dalla Proposizione[6.3.2|segue che i punti ¢y, . . ., g4 sono distinti e quindi,
se fosse L; = L;, allora si avrebbe una retta tangente a C nei punti ¢; e g; in contraddizione
con il teorema di Bézout. ad

Definizione 6.3.5. Nelle notazioni del Corollario e denotando con F, ¢é il fascio del-
le rette passanti per p, chiameremo quaterna di Salmon della coppia (C,p) la quaterna
non ordinata {L1, L, L3, Ly} C F,.

E molto facile descrivere algebricamente la forma binaria di quarto grado le cui so-
luzioni formano la quaterna di Salmon di (C,p). Siano infatti xg,x1, 2 coordinate omo-
genee tali che p = [1,0,0] e consideriamo 'isomorfismo F), = P! che al punto di coor-
dinate omogenee [a,b] associa la retta di rappresentazione parametrica t — [t,a,b]. Se
F(xo,21,22) = A(w1,22)13 + 2B(21, 22) w0 + C(21, 22) & equazione di C, allora la retta
[a,b] € F, appartiene alla quaterna di Salmon se e solo se f(t) = F(t, a,b) & costante
oppure ha una radice doppia; ne segue che le rette L; sono in bigezione con le radici del
discriminante B2 — AC.

Teorema 6.3.6 (Salmon, 1851). Per ogni coppia di punti p,q di una cubica liscia C
esiste una proiettivita di fasci ¢: F, — Fy che trasforma l'una nell’altra le quaterne di
Salmon delle coppie (C,p) e (C,q).

Dimostrazione. La dimostrazione che daremo risale a Luigi Cremona (1861); non si tratta
della dimostrazione piu semplice possibile, ma ha il vantaggio di fornire una costruzione
esplicita di ¢. A meno di scambiare p e ¢ possiamo supporre che la retta L = pg non sia
tangente a C' nel punto p. Indichiamo con r il terzo punto di intersezione di L con C,
con s un punto tale che T;C' N C = {s,s,r} e denotiamo M = ps. Si noti che, avendo
supposto L # T,C, si ha che r # p e di conseguenza M # TC'. Dati due punti a,b € C
si definisce Cyp = Cop — ({ab} x Fy) — (F, x {ab}), dove Cy & la corrispondenza di tipo
(3,3) definita a pagina Si consideri la corrispondenza di tipo (4,4), composizione
delle due corrispondenze di tipo (2,2)

CoqoCps CFyx Fy

E chiaro che tale corrispondenza contiene come componente la corrispondenza C 4, si
definisce quindi

B=Cs40C,s—CphyCF,xF,
Per meglio capire la corrispondenza B ragioniamo sinteticamente: per ogni N € F}, siano
p,p1,p2 1 punti di intersezione di N con C; siano poi ¢; il terzo punto di intersezione
di C con la retta sp7 e ¢o il terzo punto di intersezione di C' con la retta sps. Allora
vale By = {qq1,qqz}- Se L; appartiene alla quaterna si Salmon di (C, p), allora segue dal
teorema dei tangenziali di Mac-Laurin che By, = {V,V'}, dove V appartiene alla quaterna
di Salmon di (C, q). Inoltre Byy = {L, L} e quindi esistono almeno cinque rette verticali
distinte tangenti a B: per il Lemma esiste una corrispondenza ¢ di tipo (1,1) tale
che B = 2¢ ed una tale ¢ ¢ esattamente la proiettivita cercata. a

Se C e D sono due cubiche lisce proiettivamente equivalenti, allora per ogni p € C e
q € D le quaterne di Salmon delle coppie (C,p) e (D, q) sono a loro volta proiettivamente
equivalenti. Il prossimo teorema mostra che vale anche il viceversa.

Teorema 6.3.7. Siano C, D C P? due cubiche lisce, p € C, g € D. Allora C e D sono
proiettivamente equivalenti se e solo se le quaterne di Salmon delle coppie (C,p) e (D,q)
sono proiettivamente equivalenti.
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Dimostrazione. Assumiamo le due quaterne di Salmon proiettivamente equivalenti: per il
Corollario [6.3.3] ed il Teorema [6.3.6] non & restrittivo supporre p e ¢ punti di flessione di
C e D rispettivamente. Sia ¢: F,, — F, la proiettivita che trasforma I'una nell’altra le
quaterne di Salmon di C' e D, a meno di un’azione del gruppo trirettangolo sulle quaterne
possiamo supporre che ¢ trasforma la retta tangente a C' in p nella retta tangente a D
in q. Agendo su D con una opportuna proiettivitd di P? possiamo assumere che p = ¢ e
che le due quaterne di Salmon coincidano, in particolare C' e D avranno la stessa retta
tangente L in p. Agendo ancora su D con una proiettivita che lascia fissa ogni retta del
fascio F, si puo assumere che C, = D, = L + M (vedi Esercizio . Prendiamo adesso
un sistema di coordinate omogenee tali che p = [0,0,1], L = {xg = 0} e M = {x2 = 0}.
Un facile conto mostra che nelle coordinate affini @ = x1/x¢ e y = x2/x¢ le equazioni di
C' e D sono rispettivamente

con ¢ e d polinomi di grado 3. Se « ¢ una radice di ¢, allora la retta {x = a} appartiene
alla quaterna di Salmon di (C,p), ne segue che polinomi ¢ e d hanno le stesse radici e
differiscono per una costante moltiplicativa a?. La trasformazione affine y — ay trasforma
infine C' in D. a

Osservazione 6.3.8. La dimostrazione del Teorema [6.3.7] mostra inoltre che ogni cubica
liscia ¢ proiettivamente equivalente ad una cubica di equazione affine

y? =4a3 — gox — g3 (6.1)

che viene detta in forma normale di Weierstrass. Per quanto visto nel Capitolo [3] se
la cubica C ¢ in forma normale di Weierstrass (6.1]), allora l'invariante j associato alle
quaterne di Salmon di C si calcola facilmente tramite la formula

3

. 9o
j=1728—— 22
95 — 2793

Esercizi

6.13. Sia F C R? un sottoinsieme finito tale che per ogni coppia di punti di F la retta
passante per essi contiene almeno un altro punto di E. Provare che i punti di £ sono
allineati. Dedurre che una cubica affine liscia C' C C? di equazione F' € R[x,y] possiede al
pit tre flessi a coordinate reali. (Sugg.: sia S I'insieme delle rette che contengono almeno
due punti di E e sia A = {(L,p) € Sx E | p € L}. Se per assurdo A # () si prenda un
elemento (Lo, pg) tale che la distanza tra py e Lo sia minima.)

6.14. Sia ¢: F,, — Fj la proiettivita costruita nella dimostrazione del Teorema e sia
Q@ la conica proiettivamente generata da ¢. Determinare le tangenti a () nei punti p,q e
la polare di s rispetto a Q.

6.15 (Forme canoniche dell’equazione cubica, *). Nel presente esercizio C' denotera
una cubica piana liscia su un campo algebricamente chiuso. Dimostrare che:

1. Siano p, ¢, € C tre flessi distinti e allineati, allora T,C N T,C NT,C = 0.
2. In un opportuno sistema di coordinate affini, 'equazione di C assume la forma
canonica di Deuring
y: oy +oxy = a3,

(Sugg.: siano p = [0,0, 1], ¢ = [1,0,0] due flessi e [0,1,0] = T,C N T,C).
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3. In un opportuno sistema di coordinate omogenee 1’equazione di C' assume la forma
((EO + 21 + 5172)3 + l!EoiEl.’EQ =0.

(Sugg.: sia L retta, po,p1,p2 € C N L flessi allineati e T,,C = {z; = 0}, L = {x¢ +
1+ T = 0})
4. In opportuni sistemi di coordinate omogenee I'equazione di C' assume le forme

x% + 23 4 23 + magr e = 0,
(x2 + 22 + 23)(zo + 21 + 22) — (23 + 23 + 23) + naori2y = 0,
x + a3+ ad = h(xo + 21 + 22)3.

(Sugg.: considerare il generico cambio di coordinate omogenee che commuta con ’azione
del gruppo simmetrico X'5; tale cambio di coordinate e rappresentato da una matrice

all
lal
11«

, a e K.

Sostituire in 3) e risolvere in «.)

6.4 La legge di gruppo su di una cubica liscia

In questa sezione denoteremo con K un campo algebricamente chiuso di caratteristica
arbitraria. Se C' & una curva piana e p € P? denoteremo come al solito con Cp la curva
polare di p rispetto a C. Date tre curve C, D, E C IP? si pud considerare I'insieme

Z ={(p,q) €P* xP* | p e C; N DyN Eg}

assieme alle sue proiezioni J(C,D,E) C P? e S(C,D, E) C P? sul primo e sul secondo
fattore rispettivamente. Si puo dimostrare che “in generale” J e S sono curve piane e tra
poco calcoleremo esattamente ’equazione di J.

Definizione 6.4.1 (Sylvester 1853). La curva J(C, D, E) si dice la Jacobiamﬂ della
terna C, D, E.

Definizione 6.4.2 (Cremona 1862, [Crel862, pag. 68]). La curva S(C, D, E) si dice
la Steineriana della terna C,D, E.

Se J(C, D, E) = P? diremo che la Jacobiana della terna ¢ indeterminata; similmente
per la Steineriana. Seguira a posteriori che la Jacobiana ¢ molto piu interessante della
Steineriana, nonché piu facile da studiare: per questo motivo ci occuperemo in queste
note solamente delle Jacobiane. Un’altra curva storicamente associata alla terna C, D, E
¢ la Cayleyana, definita come l'inviluppo delle rette pg al variare di (p,q) € Z.

Lemma 6.4.3. Siano C,D, E curve piane di gradi n,m,l. Se la Jacobiana J(C, D, E)
non € indeterminata, allora é una curva piana di grado n+m + 1 — 3.

! Non bisogna assolutamente confondere la curva Jacobiana di una terna con la varietd Jacobiana
di una curva, vedi [GHI978| p.333].
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Dimostrazione. Siano F, G, H le equazioni di C, D, F in un sistema di coordinate omoge-
nee fissato g, x1, x2; denotiamo con F;, G;, H; le derivate parziali di F, G, H rispetto alla
variabile z;, per i = 0,1,2. La coppia ([u], [v]) appartiene a Z se e solo se vale

’U()F()(’U,) + vlFl(u) + UQFQ(U) =0
’UoGo(U) + UlGl(’LL) + UQGQ(U) =0
voHo(u) +v1Hy(u) + voHa(u) =0

e quindi J(C, D, F) & l'insieme dei punti p = [u] tali che il precedente sistema lineare
nelle incognite v; possiede una soluzione non banale. E quindi evidente che 'equazione di
J(C,D,E) ¢
Fy GQ Hy
det F1 G1 H1 =0.
Fy GQ H2

O

E chiaro che se le tre curve C, D, E hanno lo stesso grado, allora J(C, D, E) dipende
solo dal sistema lineare generato dalle tre curve.

Lemma 6.4.4. Sia p un punto liscio di una curva piana C e siano d, m interi positivi.
Allora insieme delle curve D di grado m tali che v,(C, D) > d é un sistema lineare di
codimensione < d nello spazio |O(m)].

Dimostrazione. Basta mostrare che se V' C |O(m)| & un sistema lineare e a & il minimo
valore di v,(C, D) al variare di D € V, allora W = {D € V | v,(C, D) > a} ¢ un iperpiano
in V. Siano z,y coordinate affini tali che p = (0,0) e la retta y = 0 sia tangente a C' in p.
Sia r la dimensione di V, sia f I’equazione affine di C' e siano gy, .. ., g, le equazioni affini
di un sistema di generatori di V tali che v,(f, go) = a. Esistono costanti ai,...,a, € K
tali che v, (f, gi—a;go) > a: infatti, come nella dimostrazione di perognit=0,...,r
esiste un polinomio h; tale che

gi — hif = Biz® + Z{monomi di grado > a}.

Dato che Gy # 0, basta prendere a; = @ﬂgl. a

Vogliamo adesso studiare la molteplicita di intersezione v, (C, J), dove J = J(C, D, E),
nelle seguenti ipotesi:

1. C curva di grado n e p € C punto liscio.
2. D, E hanno lo stesso grado m e generano un fascio V.
3. 1,(C,D) < 4o0.

Per il Lemma possiamo assumere che d = v,(C,D) < v,(C,E) = e < oo ed E &
I'unica curva di V' ad avere molteplicita di intersezione con C in p maggiore di d.

Definizione 6.4.5. Nelle notazioni precedenti, diremo che p € C é un punto di rama-
ficazione per il fascio V se e > d + 2.

Lemma 6.4.6. Nelle notazioni precedenti, se m non ¢& divisibile per la caratteristica di
K, allora:

1. v,(C,J) > d+e—1. Inoltre vale v,(C, J) =d+e—1 se e solo se e = +00 oppure se
e < 400 e la caratteristica di K non divide e — d.

2. vp(C,J) > 2d. Inoltre vale v, (C, J) = 2d se e solo se p non é un punto di ramificazione
per il fascio V.
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Dimostrazione. [1] Siano F,G, H le equazioni di C,D,E in un sistema di coordinate
omogenee T, ¥1, Tz tali che p =[1,0,0] e la retta tangente a C' in p ha equazione zo = 0.
Per la formula di Eulero vale

xoFy— (n—m)F =mF — 21 F) — x2F%,

.I()G() :mel‘lGl 7I2G2, IQHO :melel 7132H2
e quindi
Fy Go Hy F G H
mxg F1 G1 H1 = F1 G1 H1 (mod F)
Fy Gy Hy Fy, Gy Hy

Passando alle coordinate affini o = ~* e y = 2 i ha vp(C,J) = vp(f,¢), dove f,g,h

To To

sono le equazioni affini di C, D, F rispettivamente e
fgh
fy 9y hy

Aggiungendo a g ed h elementi dell’ideale principale (f) C K[z, y] otteniamo un nuovo ¢
che & congruo al precedente modulo f. Tenendo presente che f = y+> {monomi di grado >
1}, non & restrittivo supporre che g = ¢ + > {monomi di grado > d} e, qualora e < +o0,
anche che h = 2° + Y {monomi di grado > e}. Un semplice conto mostra che ¢ = (e —
d)z?*¢=1 4 3" {monomi di grado > d + e — 1} che prova il teorema nel caso e < +00. Se
invece e = +00, allora f e h hanno un fattore comune f; tale che f1(0,0) = 0 e lo sviluppo
del determinante mostra che ¢ € (f1) e quindi v,(f, ¢) = +oo.

[2] 11 secondo punto & conseguenza immediata del primo. O

Teorema 6.4.7. Sia C' una curva liscia di grado n > 3 e siano D, E curve di grado m
che non contengono C' come componente. Siano pi, - .., Pnm & punti di intersezione di C
e D contati con molteplicita. Se E N C contiene nm — 1 punti di C N D, allora:

1. D = FE oppure,
2. D # FE ed esiste una curva del fascio generato da D ed E che contiene C come
componente.

In entrambi i casi D ed E hanno gli stessi punti di intersezione con C, contati con
molteplicita.

Dimostrazione. Assumiamo che D # E e proviamo che vale 'opzione 2. Non ¢ restrittivo
supporre che la caratteristica di K non divida m, altrimenti basta considerare al posto di
De FElecurve D+ L ed E+ L, dove L & una retta generica. Proviamo per prima cosa che
vp(C, D) = v,(C, E) per ogni punto p € C. Se cosi non fosse, detto {p1,...,p,} =CND
si avrebbe, a meno di permutazioni degli indici,

v, (C, E) > v, (C, D) peri=1,...,r—1,

vp,.(C,E) =, (C,D) — 1.

Per il teorema di Bézout e per il Lemma si ha che C non contiene punti di rami-
ficazione per il fascio (D, E) ed in particolare la Jacobiana J della terna C, D, E non &
indeterminata e non contiene C' come componente. Ora il grado di J & 2m+ (n—3) > 2m
e per Bézout

Z vp(C, J) > 2nm > Z 2min(v,(C, D), v,(C, E)).

p p
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Quindi esiste un punto p € C tale che v,(C,J) > 2min(v,(C, D),v,(C, E)) e per il
Lemma il punto p ¢ di ramificazione per il fascio (D, E).

Abbiamo dunque stabilito che v,(C, D) = v,(C, E) per ogni p € C; preso ¢ € C — D
allora 'unica curva di (D, E) che contiene ¢ deve contenere C' come componente. a

Una delle applicazioni piu piacevoli del Teorema ¢ senza dubbio la verifica della
struttura di gruppo sulle cubiche lisce. Sia, C' C P? una cubica liscia e sia 0 € C' un punto
fissato; definiamo un’applicazione simmetrica “di somma” C x C’iC’, dipendente dalla
scelta di o, nel modo seguente.

Innanzitutto, per ogni a € C' denotiamo con a € C il terzo punto di intersezione di C
con la retta oa; poi per ogni coppia di punti a,b € C si definisce a® b = 7, dove r € il terzo
punto di intersezione di C' con la retta ab. Osserviamo che I'applicazione @ ¢ simmetrica,
cioe a b =0b® a e che 6 coincide con il tangenziale di o.

Teorema 6.4.8. L’applicazione @ sopra definita induce su C una struttura di gruppo
abeliano con elemento neutro o.

Dimostrazione. Verifichiamo che gli assiomi di gruppo sono soddisfatti.

Elemento neutro. Per definizione si ha o ®a=a® o0 =a = a.

Esistenza dell’inverso. Per ogni a € C definiamo ©a come il terzo punto di intersezione
di C con la retta aé. Allora (Sa) G a =a & (Sa) =6 = o.

Associatwita. Siano a,b,c € C' e denotiamod =a @b, e=bdc, f=ddc, g=aDe;
bisogna dimostrare che f = g o equivalentemente che f = g.
Consideriamo l’esagono inscritto a C di vertici a,b,c,d, 0 ed e; i suoi lati sono le rette
Li =ab, Ly =bc, L3 = c¢d, Ly = do, L5 = 0¢ e Lg = €a. Guardiamo alle intersezioni di C
con le due cubiche formate rispettivamente dai lati pari e dispari dell’esagono, esse sono:

CN(Ly + Ls + Ls) = {a,b,d,c,d, f,o0,e,¢},
CN(Ly+ Ly + L) = {b,c,é,d,0,d,e,a,§}.

Le due intersezioni hanno otto dei nove punti in comune e, per il Teorema devono

avere in comune anche il nono e quindi f = §. ad

Associativita della somma /
e

C \
\

D=(A+B)+C=A+(B+C) \

Figura 6.3. L’associativita nella cubica

Il riconoscimento della struttura di gruppo sulla cubica si deve allo sviluppo della
teoria degli integrali ellittici avvenuto principalmente per opera di Jakob Bernoulli (1679),
Johann Bernoulli (1698), Fagnano (1714), Euler (1756), Abel e Jacobi (1829).
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Segue immediatamente dalla definizione della struttura di gruppo su una cubica piana
liscia con elemento neutro o che la somma di tre punti allineati & sempre uguale a 6.
Pit in generale, ¢ anche vero che la somma dei 3m punti di intersezione di C' con una
qualsiasi curva D di grado m ¢ indipendente da D. Per dimostrare questo fatto abbiamo
pero bisogno di introdurre il concetto di divisore e dare una diversa caratterizzazione della
struttura di gruppo su C.

Definizione 6.4.9. Sia C C P? una curva liscia, il gruppo dei divisori su C si denota
con Div(C) ed ¢é il gruppo abeliano libero generato dai punti di C. I divisori su C sono
gli elementi di Div(C') e non sono altro che combinazioni lineari formali finite > ._, nip;,
conn; €Z ep; € C perognii=1,...,r.

Un divisore ¢ = > n;p; si dice effettivo se n; > 0 per ogni ¢; il divisore nullo &
I'elemento neutro di Div(C) e sara indicato con 0. Il grado di un divisore ¢ = > n;p; €
per definizione la somma deg(¢) = > n; € Z. I divisori di grado 0 formano un sottogruppo
Div’(C) C Div(C).

Se D C IP? & una curva che non contiene C' come componente, si definisce un divisore
effettivo Do € Div(C) ponendo

Dic = Z vp(C, D)p.

peCND

Chiameremo divisori aggiunti i divisori su C' della forma D)c. Notiamo incidentalmente
che nella dimostrazione del Teoremal@si ¢ provato che, se D¢ = E|c, allorao E = D,
oppure esiste una curva nel fascio generato da D ed E che contiene C' come componente.
Per il teorema di Bézout deg(D)c) = deg(C') deg(D).

Definizione 6.4.10. Due divisori ¢ e ¥ su una curva liscia C si dicono linearmente
equivalenti se esistono due curve piane D ed E dello stesso grado, che non contengono
C come componente e tali che ¢ + Dic =9 + Ejc.

Lasciamo per esercizio al lettore la facile verifica che I’equivalenza lineare & una rela-
zione di equivalenza che denoteremo con il simbolo ~. E inoltre immediato osservare che
divisori linearmente equivalenti hanno lo stesso grado e che la relazione ~ commuta con
le operazioni di somma e differenza di divisori.

Teorema 6.4.11. Siano p e q due punti di una curvae piana liscia di grado > 3. Allora
vale p ~ q (come divisori) se e solo se p = q.

Dimostrazione. Indichiamo con C la curva, sia n il suo grado e supponiamo p e ¢ li-
nearmente equivalenti: allora esistono due curve D, FE dello stesso grado m tali che
p+ Djc = q + E|c. Ne segue che le intersezioni di D ed E con C hanno almeno nm — 1
punti in comune e, per il Teorema @, si ha D|c = Ej¢ da cui segue p = q. O

Definizione 6.4.12. Il gruppo delle classi di una curva liscia C si denota con C1(C) ed
¢ il quoziente di Div(C) per la relazione di equivalenza lineare. Con C1°(C) C C1(C) viene
indicato il sottogruppo delle classi di equivalenza lineare di divisori di grado 0, ovvero il
quoziente di Div° (C) per la relazione di equivalenza lineare.

Teorema 6.4.13. Sia C' curva liscia di grado n > 3 e sia 0 € C un punto fissato. Allora
lapplicazione

p:C—CI’C),  up)=p-o,

e intettiva. Se n = 3 e consideriamo su C la struttura di gruppo avente & come prodotto
e o come elemento neutro, allora p é un isomorfismo di gruppi.
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Dimostrazione. L’iniettivita di p non e altro che una riformulazione del Teorema [6.4.11
Se C ¢ una cubica occorre provare che:

L pla®b) = p(a) + u(b).
2. L’immagine di p contiene un insieme di generatori di C1°(C).

Per dimostrare 1. basta osservare che, se ¢ = a @ b allora esistono due rette L e N tali
che Lic = a+ b+ (¢) e Njo = 0o+ c+ (¢); ne segue che a +b— o0+ Nigc = c+ Lic e
quindi a + b — 20 ~ ¢ — o. Per dimostrare 2. basta osservare che ogni divisore di grado 0 si
puo scrivere come combinazione lineare a coefficienti interi di divisori del tipo p — o, con
peC. O

Esercizi

6.16. Dimostrare che, nelle notazioni del Lemma [6.4.3] se la caratteristica di K divide
n,m e [, allora la Jacobiana ¢ indeterminata; se la caratteristica di K divide m e [, allora

C c J(C,D,L).

6.17 (La Hessiana, *). (caratteristica 0) Sia C' una curva piana irriducibile di grado
n > 2 e di equazione F'(zg,x1,z2) = 0. La Hessiana di C ¢ la curva di grado 3(n —2) e
di equazione
Foo Fo1 Foz
det FlO F11 F12 =0.
Foo Fo1 Faa

Provare che H non ¢ indeterminata e non contiene C' come componente. Se p € C' ¢ un
punto liscio e L ¢ la retta tangente a C' in p, si provi che v,(C, L) = v,(C, H)+2 e si deduca
che una curva liscia di grado n possiede 3n(n — 2) flessi contati con molteplicita. (Sugg.:
mostrare che v,(C, L) > 2 se e solo se p € H e poi usare Vedi anche [Walk1950]).

6.18. Provare che se una curva liscia C' ha grado < 2, allora C1°(C)) = 0 e la funzione
grado induce un isomorfismo tra C1(C) e Z.

6.5 Il teorema del resto

In questa sezione vedremo una versione debole (ma non troppo) del teorema Af + B¢ di
Max Noether. La versione completa sara proposta come esercizio nella Sezione |8.4

Teorema 6.5.1 (Max Noether, 1872). Siano C,D ed E curve piane di equazioni F, P
ed H rispettivamente. Si assuma inoltre che C' e D siano senza componenti comuni e che
D non contenga punti singolari di C. Allora vale v,(C,E) > v,(C, D) per ognip € C se
e solo se H = AF + B® per opportuni polinomi omogenei A e B.

Dimostrazione. L’implicazione “se” e chiara, dimostriamo il “solo se” e quindi supponia-
mo che v,(C, E) > v,(C,D) per ogni p € C; per ipotesi D non interseca gli eventuali
punti singolari di C' e questo implica in particolare che C' & una curva ridotta. Indichia-
mo con n,m e ! i gradi delle curve C, D ed E rispettivamente. Al fine di alleggerire la
dimostrazione identificheremo liberamente una curva piana con la sua equazione, in par-
ticolare se P, @ sono polinomi omogenei e ¢ € P? denoteremo con v,(P, Q) la molteplicita
di intersezione in ¢ delle curve di equazione P e ). Daremo due distinte dimostrazioni del
teorema: la prima, di natura piu algebrica, & presa da [Walk1950] e vale in caratteristica
0, mentre la seconda, piti geometrica, ¢ presa da [EC1915].
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Prima dimostrazione: Caratteristica 0. Proviamo dapprima il teorema in alcuni casi
particolari.

a) Esiste un punto ¢ ¢ C tale che mult,(E) >l —ne D = > a,L; con L; retta
passante per ¢ e trasversale a C. In questo caso @ divide H, cioeé per ogni i la retta L; &
una componente di E di molteplicita almeno a;; sia infatti £ = byL, + F7 con by < a;
e proviamo che L; & una componente di E;. Siano pi,...,p, 1 punti di intersezione di
C con Ly, vale v,,(C,E) > v,,(C, D) = ay e quindi, essendo b < aq, i punti p1,...,p,
appartengono anche alla curva E;. Inoltre multy(Ey) >l —n — by e quindi vy (Eq, L1) +
> i Vp (L1, E1) > 1 — by = deg(b1) e per Bézout L; ¢ una componente di Ej.

b) La curva D ¢ come al punto a) e la curva E qualsiasi. Fissiamo un sistema di
coordinate omogenee tali che ¢ = [0,0,1]; dato che ¢ ¢ C' il polinomio F &, a meno di
scalari, monico rispetto alla variabile x5 e quindi esistono unici @, 7T tali che H = QF +T
con T di grado < n rispetto alla variabile x2, e quindi mult,(7) > | — n. Possiamo
tranquillamente scambiare H con T e ricondurci al punto a).

In generale siano ps,...,p, 1 punti di intersezione di C' e D, siccome i punti p; sono
lisci per C, per ogni punto p; passano finite rette contenenti un pj, per ¢ # j e tangenti
a C (qui si usa la caratteristica 0). Sia ¢ € P? un punto non appartenente all’unione
di C, D e delle rette sopra descritte. Fissato un sistema di coordinate omogenee tali che
q=10,0,1] sia R(xg,21) = QF + U® il risultante di F' e @ rispetto alla variabile 25, data
la scelta di g, la curva R soddisfa le stesse condizioni della curva @ nel precedente caso
particolare b), in particolare R e F' non hanno fattori comuni.

Dato che v,(F,UH) > v,(F,U®) = v,(F, R) per ogni p € C ci siamo ricondotti al
punto b) e quindi UH = AF + BR = (A + BQ)F + UB®; notiamo infine che F' e U non
hanno fattori comuni e quindi U divide A + BQ ed il teorema ¢ dimostrato.

Seconda dimostrazione (Angas Scotﬂ 1899). Dividiamo la dimostrazione in due passi;
nel primo proviamo il teorema quando [ > nm e nel secondo proviamo che, se il teorema
vale per la terna di gradi (n,m,[), allora vale anche per (n,m,l —1). Sia dunque [ > nm
e denotiamo con V il sistema lineare delle curve E di grado [ tali v,(C, E) > v,(C, D)
per ogni p € C. Proviamo che la codimensione di V & esattamente nm e quindi che la

1
dimensione di V & =I(l + 3) — nm. Siano pi,...,ppm i punti di intersezione di C' e D

contati con molteplicita e, per ogni i, sia L; una retta generica passante per p;. Detta L
una retta tale che LNC'ND = () si ha che per ogni j < nm la curva Ly +---+L;+(I—j)L
ha grado [, passa per pi,...,p; ma non per i rimanenti pj1,...,DPnm; questo prova che
le nm condizioni di passaggio per i punti p; inducono condizioni lineari indipendenti sulle
curve di grado I > mm. Sia ora V' C V il sistema lineare delle curve H = AF + B® al
variare di A e B nello spazio dei polinomi di grado I — n e | — m rispettivamente. Si ha
V' = P(Wr + Wg), dove Wg (resp. Wg) & lo spazio vettoriale dei polinomi di grado [
divisibili per F (resp @). Vale quindi (Wr N Wg) = Wrg €

l—n+2 l—m+2 l—n—m+2
dimWF:( Z+ ) diqus:( ”2” ) dimeq;:( "2m+ )

Una semplice addizione, che omettiamo, mostra che V' e V hanno la stessa dimensione e
questo prova il primo passo.

Proviamo adesso il teorema assumendolo vero per la terna di gradi (n,m,l + 1). Sia
L Pequazione di una retta trasversa a C' e non passante per i punti di intersezione di C
e D; per induzione esistono A, B tali che HL = AF + B®. Dato che v,(F, B) > v,(F, L)
per ogni p € C, se il grado di B & minore di n allora L divide B mentre se il grado di B &
maggiore o uguale a n per il primo passo si ha B = UF 4 BL. Sostituendo nell’espressione
di HL e tenendo presente che L non divide F' si arriva alla conclusione cercata. a

2 Charlotte Angas Scott 1858-1931, Inglese, allieva di Cayley: per quanto mi risulta, la prima
donna ad occuparsi profittevolmente di geometria algebrica
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Teorema 6.5.2 (Teorema del resto di Brill e Noether, 1873). Siano ¢,v¢ ed n
divisori effettivi su una curva piana liscia C, con ¢ e 1 linearmente equivalenti. Allora
@+ 1 é aggiunto se e solo se ¥ +n € aggiunto.

Dimostrazione. L’enunciato € simmetrico in ¢ e v¥; assumiamo che ¢ + 7 sia aggiunto.
Per definizione di equivalenza lineare esistono divisori aggiunti &, ¢ tali che

p+n+&=v+n+¢

e quindi ¥ +n = @ +n+ & — ¢ ¢ la differenza di due divisori aggiunti, diciamo ¢ +n =
E\c — D¢. Essendo 9 + 7 effettivo si ha v,(C, E) > v,(C, D) per ogni p € C e, per il
teorema di Af + B¢ di Max Noether, segue che ¥ + 7 & aggiunto. a

Corollario 6.5.3. Siano ¢ e v divisori effettivi linearmente equivalenti su una curva
piana liscia C. Allora v e aggiunto se e solo se ¢ € aggiunto.

Dimostrazione. E sufficiente mettere 1 = 0 nel Teorema a

Nella Sezione abbiamo introdotto il gruppo delle classi di una curva piana liscia
e definito una applicazione p: C — CIO(C’). Piu in generale, per ogni s > 0 possiamo
definire un’applicazione

:“S:CSHCIO(O)v ps(P1,...,ps) =p1+ -+ ps — so.

Una differente scelta del “punto base” o € C fornisce una nuova applicazione ps che
differisce dalla precedente per una traslazione in C1°(C).

Definizione 6.5.4 (Weierstrass). Si dice genere della curva C il pit piccolo intero
positivo g tale che piy: C9 — CI°(C) ¢ surgettiva

Naturalmente la definizione precedente non dipende dalla scelta del punto o € C' e ha
senso solamente dopo aver provato che us € surgettiva per s >> 0.

1
Teorema 6.5.5. Il genere di una curva piana e liscia di grado n > 0 é uguale a i(n —
1)(n—2).

Dimostrazione. Abbiamo gia osservato che se C' ¢ una retta o una conica liscia allora
C1°(C) = 0 e quindi il genere di C' & uguale a 0. Assumiamo quindi che C' sia una curva

liscia fissata di grado n > 3 e consideriamo il numero intero g = —(n — 1)(n — 2). La

dimostrazione ¢ divisa in due passi: nel primo si prova che g, € surgettiva, nel secondo
che pgy_1 non & surgettiva.

Per ogni m > 0 fissato sia P,, C Div(C) I'insieme dei divisori aggiunti di grado nm.
Esiste una struttura naturale di spazio proiettivo su P,,. Infatti detto Sy C K[z, x1, z2]
il sottospazio vettoriale dei polinomi omogenei di grado d e F' € S,, 'equazione di C esiste
una bigezione naturale a: P(S,,/FSpy—n) — Pp. Per ogni G € S, — F'S,,_,, si pone
a([G]) = D¢ dove D ¢ la curva di equazione G. In base al Teorema Papplicazione «
¢ ben definita e bigettiva. Se m > n la dimensione di P, si calcola facilmente ed & uguale
a

3 E sicuramente pitt nota al grande pubblico la definizione di Riemann del genere di una curva
. .. e - .. . . .

come “numero di manici’= 1 — —, dove e indica la caratteristica di Eulero-Poincaré. Le due

definizioni sono apparentemente indipendenti (non a caso Riemann chiamava il suo invariante

Klassenzahl, mentre Weierstrass lo chiamava Rang) e rimandiamo all’Esercizio per il

calcolo del “Klassenzahl” delle curve piane non singolari. Il nome genere ¢ stato introdotto da
Clebsch.
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1 1
5m(m+3)—§(m—n)(m—n+3)—1:mn—g.

Da questo semplice conto di dimensioni si ha che per ogni m > n valgono le seguenti due
proprieta:

1. Dato comunque un divisore effettivo ¢ su C' di grado nm — g, esiste una curva D di
grado m tale che D¢ > .

2. Dato un punto o € C, esistono nm — g punti p; su C tali che ogni curva D di grado
m che contiene o0,p1,...,Pnm—g contiene anche C' come componente. Basta infatti
prendere p; che inducono condizioni indipendenti sull’iperpiano di P, formato dai
divisori che contengono o.

Adesso dobbiamo dimostrare che ogni divisore di grado 0 ¢ linearmente equivalente ad
un divisore del tipo ¢ — go con ¢ divisore effettivo di grado g. Sia 1 = 1y — s con g, Ve
divisori effettivi dello stesso grado. Esiste allora una curva D di grado m sufficientemente
elevato tale che D)o = 1 + go+n con n divisore effettivo, per il punto 1 esiste una curva
E di grado m tale che Ejc = 1+ 1 + ¢ con ¢ divisore effettivo di grado g. Dato che
¥+ Ejc = ¢ —go+ D¢ si ha che ¢ ~ ¢ — go.

Proviamo adesso che py,—1 non ¢ surgettiva. Sia m > n un intero fissato e siano
P1s-- - Pnm—g € C punti distinti come al punto 2), esiste allora un divisore effettivo ¢
di grado g tale che ¢ + > p; € Py,,. Proviamo che ¢ — go non appartiene all’immagine
di prg—1; infatti se cosi non fosse avremo un divisore effettivo 1 di grado g — 1 tale che
p—go~yY—(9g—1odacuiy+o+ pi~¢+> pi =D e, peril Corollario
esisterebbe una curva E tale che Ejc = ¢ +0+) p; in aperta e dichiarata contraddizione
con la scelta dei punti p;. O

Esercizi

6.19. Provare che il teorema del resto implica il teorema Af + B¢ di Max Noether nel
caso di C' curva liscia.

6.20. Dimostrare che i tangenziali dei 3m punti di intersezione di una curva di grado m
con una cubica liscia C' appartengono ad una curva di grado m.

6.21. (caratteristica 0) Siano C curva irriducibile di gradon > 2, p € P2, e ¢ € CNC, un
punto liscio di C' distinto da p. Provare che v4(C, Cp) = v4(T,C, C,) = v4(T,C,C) — 1.

6.22. (caratteristica 0) Sia C una curva liscia di grado n, fissiamo un punto p ¢ C e
siano L1, ..., L, le rette passanti per p tangenti a C. Denotiamo con a; la molteplicita di
L; come componente della curva risultante di C' e C}, per la proiezione di centro p. Per
la formula della classe vale > a; = n(n — 1). Provare che L; interseca C in esattamente
n — a; punti distinti e che quindi Ly + - - - + L, interseca C' in esattamente n(r —n + 1)
punti distinti (Sugg.: Esercizio .

6.23 (Teorema di Cayley, 1843). Siano q,...,Gnm punti distinti di intersezione di
due curve irriducibili di gradi n,m. Se 0 < p < min(n,m), provare che il passaggio per
q1,- - -, Qnm induce
P-DP-2)

2
condizioni lineari sulle curve di grado n +m — p.

mn —

Osservazione 6.5.6. La dimostrazione corretta del risultato del precedente esercizio ri-
chiede il teorema Af + B¢ datato 1872: tale teorema fu assunto da Cayley come fatto
evidente e senza alcun commento, vedi [EGHI996]. E invece facile rendersi conto che la
dimostrazione presentata in [Crel862, pag. 38] non & corretta. Il teorema di Cayley ¢ stato
generalizzato da Bacharach nel 1886 (vedi Esercizio per una versione debole).
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6.24 (Teorema di Cayley-Bacharach, 1886). Ecco una interessante applicazione del
teorema del resto di Brill e Noether. Siano C, D curve piane lisce di gradi n,m che si
intersercano trasversalmente, cio¢ in nm punti distinti, e sia 0 <! < min(n, m) un intero.
Per Bézout non esiste alcuna curva di grado [ contenente C' N D ed & quindi possibile

1 1
trovare un sottoinsieme A C C'N D di cardinalita i(l +1)(+2) = il(l +3) + 1 che non

€ contenuto in alcuna curva di grado [; sia B C C'N D il complementare di A. Dimostrare
che ogni curva di grado n +m — [ — 3 che contiene B contiene anche A. (Sugg.: si assuma
n > m per fissare le idee, sia H una curva fissata di grado n+m —1[—3 che contiene B e sia
p € A; bisogna dimostrare che p € H. Si prenda L una retta generica per p e sia E 'unica
curva di grado [ contenente A — p. Possiamo scrivere Hp = B+mn, (E+ L)p = A+
con 7, i divisori effettivi su D. Per il teorema del resto [6.5.2] esiste una curva F' di grado
m — 2 tale che F|p = p + 1. Provare che L ¢ una componente di F' e quindi che p € n)

6.25. (In questo esercizio sono richieste nozioni di topologia algebrica e di teoria dei
rivestimenti).

Se K = C usare I'Esercizio[6.22) per dimostrare che la caratteristica di Eulero-Poincaré
topologica e di una curva liscia C' di grado n & uguale a 3n — n? = 2 — 2¢(C). (Sugg.: se
A C C & un insieme finito di a punti si ha e(C — A) = ¢(C) — a, si consideri la restrizione
a C della proiezione di centro p ¢ C su di una retta P! C P?—{p}.)

6.6 Esercizi complementari

Esercizi sulle Coniche

Salvo avviso contrario, in tutti gli esercizi di questa sottosezione si assume il campo base
di caratteristica diversa da 2.

6.26 (La proprieté merveilleuse di Pascal, 1640).

1) Sia K un campo algebricamente chiuso di caratteristica # 2 e siano f, g € K|[xzo, z1]
polinomi omogenei di grado 2 senza fattori comuni. Dimostrare che esiste una involuzione
non banale o: P! — P! che scambia le radici del polinomio af + bg, per ogni scelta di
a,b € K non entrambi nulli.

2) Sia p1, pa, p3, p4 € P? un sistema di riferimento e sia L C P? una retta non contenente
alcuno dei punti p;. Dimostrare che esiste una involuzione non banale o: L — L che
scambia i punti di intersezione di L con ogni conica passante per p1, ps, P3, P4-

6.27. Siano C conica liscia, p ¢ C' e C,, la polare di p rispetto a C. Provare che per ogni
retta L C P? passante per p e trasversale a C' i quattro punti {p, C N L, C, N L} formano
una quaterna armonica.

6.28. Sia S' C C l'insieme dei numeri complessi di norma 1. Dati quattro punti distinti
di S* ha senso definire due tipi di birapporto:

e 1l birapporto complesso - pensando S! come un sottoinsieme di P¢.

e 1l birapporto di Steiner - pensando S! come una conica liscia di P%.

Provare che i due birapporti coincidono.

6.29. (caratteristica # 2) Sia C' C P? una conica liscia e p ¢ C'. Si consideri applicazione
¢p: C — C che manda il punto ¢ nel rimanente punto di intersezione di C' con la retta
pq. Provare che ¢ & una proiettivita di C in sé. (Sugg.: considerare coordinate omogenee
tali che p = [1,0,0] e la polare C), sia la retta zo = 0).
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6.30 (Punto di Frégier, 1816). Sia C C R? un’ellisse e p € C' un punto fissato. Provare
che tutte le corde di C' che vedono un angolo retto in p passano per uno stesso punto g,
situato sulla normale a C' in p ed interno alla conica. (Sugg.: sia ¢ il punto di intersezione
di due tali corde e sia ¢, I'involuzione definita all’Esercizio Provare che ¢, induce
sul fascio delle rette per p I'involuzione degli angoli retti, vedi Esercizio .

6.31 (Problema di Staudt, 1831). Date due coniche lisce distinte, determinare il
luogo dei punti p tali che le quattro rette del fascio per p e tangenti alle coniche date,
formano una quaterna armonica.

6.32. Determinare per quali valori di a € C, la conica nel piano affine complesso C? di
equazione

(ia —1)(2* +y* 4+ 1) + 2(a — )2y, i=+—1,

contiene infiniti punti a coordinate reali. (Sugg.: per una soluzione elegante dell’esercizio
suggeriamo 1'uso dei ben noti isomorfismi conformi tra il disco unitario di C ed il semipiano
superiore.)

6.33. Siano C, D C R? due cerchi che si intersecano in due punti distinti p, ¢ e siano ¢ € C
e d € D punti fissati. Per ogni retta L passante per ¢ denotiamo con [ € C' il secondo
punto di intersezione di C' e L, con !’ il secondo punto di intersezione di D e pl e con I”
il punto di intersezione di L e dl’. Provare che, al variare della retta L tra quelle passanti
per ¢, il luogo dei punti " ¢ il cerchio passante per ¢, d, q.

Convincersi inoltre che questo risultato & sostanzialmente equivalente al teorema di
Miquel, Esercizio (Sugg.: utilizzare la generazione proiettiva delle coniche per dimo-
strare che tale luogo € una conica passante per c,d e per i punti di intersezione di C, D
diversi da p.)

6.34. Siano pi1,p2,p3 € R? punti non allineati, L, Lo le bisettrici degli angoli in ps
formati dalle rette pip3 e Pap3, a = L1 Np1p2, b = Lo NpP1ps, C la circonferenza passante
per pi1,p2,p3, Co la circonferenza passante per a,b,ps e py # p3 il secondo punto di
intersezione di C] e Cs. Provare che p1,ps, p3, ps € una quaterna armonica della conica
liscia C;. (Sugg.: siano s € C1 N Ly, t = C1 N Lo, s,t # ps, provare che ab & un diametro
di Cy e che st & un diametro di C,. Detti ¢ € C; Nat, d € C, N bs i rimanenti punti di
intersezione, provare che

[p1,p2; a,b] = [p1,p2; ¢, p3] = [p1,p2;p3,d] = —1

e dedurre che ¢ =d = py.)

Esercizi sulle corrispondenze

6.35. Sia C' una corrispondenza simmetrica di tipo (a,a). Dimostrare che C? = CoC
contiene la diagonale A con molteplicita > a.

6.36. Sia C(r,d) = {(z,y) € R? | (x — d)? + y? = r?}. Descrivere le coppie (d,r) per le
quali esiste un triangolo inscritto a C(1,0) e circoscritto a C(r, d).

6.37 (Dimostrazione di Dandelin (1826) del teorema di Pascal . Premet-
tiamo alcune semplici osservazioni:

a) Dato un piano IT C P3 e tre punti distinti p,q,7 € P — II, allora i punti di
intersezione di I con i lati del triangolo di vertici p, ¢, 7 sono allineati.

b) Siano P!, P! e P? spazi proiettivi dotati dei sistemi di coordinate omogenee zg, 1;
Y0, Y1; oo, Uo1, 10, U11 € si consideri la mappa di Segre (vedi Definizione
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s: Pt x P! — P3, s([zo, z1], [yo, y1]) = [oYo, Toy1, T1Y0, T1Y1)-

Si osservi che s induce una bigezione tra P! x P! e la quadrica @ di equazione ugou11 =
ujpougr- Tale bigezione identifica la diagonale A con la conica liscia C' ottenuta per
intersezione di @ con il piano H = {u19 — ug1 = 0}.

¢) Sostituendo ;y; al posto di u;; nell’equazione di un piano di P? si ottiene ’'equazione
di una corrispondenza di tipo (1,1) su P! x P! ed esiste una bigezione naturale tra (P3)V
e lo spazio di tutte le corrispondenze di tipo (1,1).

Siano p, . .., ps punti distinti sulla conica C e siano qi, ..., gs € P* tali che s~1(p;) =
(¢i,qi) per ogni i. Denotiamo a = s(q1,q4), b = s(gs,qs) € ¢ = s(gs5, g2). Dimostrare che

abN H = p3ps N Dep1
ac N H = psps N P1p2
bcN H = p2p3 N DsDe

e dedurne il Teorema di Pascal. (Sugg.: ragionare in termini di corrispondenze per provare
che ¢ appartiene al piano (a,p1,p2) e che a appartiene al piano (¢, ps, ps).)

6.38. Trovare 'errore nell’argomentazione del seguente sofisma. Esiste una corrispondenza
() # C C P xP! che non interseca la diagonale. Infatti, siano p;, p» € P! punti distinti e sia
C l'insieme delle coppie (ps, ps) € P*xP! tali che [p1, p2; p3, pa] = —1 (quaterna armonica).
Tale insieme & chiaramente non vuoto ed e definito da una equazione algebrica, dunque
C' ¢ una corrispondenza. Poiché il birapporto di quattro punti due dei quali coincidenti
non puo essere uguale a —1, il sofisma e provato.

Esercizi sulle cubiche

Salvo avviso contrario, in tutti gli esercizi di questa sottosezione si assume il campo base
di caratteristica diversa da 2 e da 3.

6.39 (Steiner, 1846). Sia C una cubica piana liscia, un punto p € C si dice sestatico
se esiste una conica ridotta @ tale che v,(C,Q) = 6. Provare che se p ¢ un flesso e
CNC, ={p,p,p,q1,92, 43}, allora i punti ¢; sono sestatici. Viceversa, dimostrare che ogni
punto sestatico si ottiene in questo modo e quindi C' ha esattamente 27 punti sestatici
distinti. (Sugg.: se ¢ & sestatico e @) & una conica tale che v,(C, Q) = 6, provare che @ &
liscia in ¢ e considerare il sistema lineare generato da C' e da 3T,C.)

6.40. Nelle notazioni della dimostrazione del Teorema [6.3.6] se s = 7 & un flesso e C,. =
T,C + L, provare che ¢ & indotta dalla proiezione di centro L € (P?)V.

6.41 (Poncelet, 1832). Sia C cubica piana liscia; dimostrare che un punto p € C' & un
flesso se e solo se le tre coppie di punti di C' segate da tre rette trasversali passanti per p
appartengono ad una conica.

6.42 (Hesse, 1844). Provare che nove punti del piano, tali che la retta che ne congiunge
due ne contiene un terzo (ma non un quarto), appartengono ad un fascio di cubiche di
cui sono i flessi. (Sugg.: Esercizio |6.41]).

6.43 (Polare armonica del flesso). Sia C cubica liscia e p € C un flesso. Per ogni retta
L passante per p e trasversa a C siano ¢,r i rimanenti punti di intersezione e sia o € L il
quarto armonico, [p,0;q,r] = —1. Provare che al variare di L, i punti o sono contenuti in
una retta R.

6.44. Date due cubiche lisce, provare che esiste una proiettivita di P2 che manda i flessi
dell’'una nei flessi dell’altra. (Sugg.: determinare i flessi della cubica di equazione x3 + 5 +
x5 + maor T = 0.)
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6.45. Mostrare che ogni cubica liscia & 'Hessiana (Esercizio[6.17]) di un’altra cubica liscia.

6.46 (). Sia C una cubica liscia fissata e denotiamo con G il gruppo delle proiettivita ¢
di P? tali che ¢(C) = C. Dimostrare che:

. G ¢ finito (se ¢(C) = C, allora ¢ manda flessi in flessi).
2. G agisce transitivamente sull’insieme dei nove flessi di C.
3. Fissato un flesso p € C sia G}, C G lo stabilizzatore di p e H, C G}, lo stabilizzatore
della quaterna di Salmon di (C,p). Allora H, = Z/2.
4. La cardinalita di G € uguale a:
a) 54 se la quaterna di Salmon ¢ equianarmonica.
b) 36 se la quaterna di Salmon ¢ armonica.
c) 18 in tutti gli altri casi.
5. Se |G| = 18, allora ogni elemento di G ¢ prodotto di al pitt due involuzioni.
6. Esiste una bigezione tra l'insieme dei flessi ed il gruppo T' = Z/3 x Z/3 tale che tre
flessi risultano allineati se e solo se la somma dei corrispondenti elementi di T' € uguale
a 0.
7. Esiste un sottogruppo normale di G isomorfo a T
8. Esplicitare G in un sistema di coordinate omogenee nelle quali C' ha equazione 2% +
Y3 + 22 + mayz = 0.
9. L’inclusione G — PGL(3,K) non si solleva ad una inclusione G — GL(3,K).

—_

6.47. Sia F(x0,21,22) 'equazione di una cubica liscia e sia S C P? I'insieme dei pun-
ti [z, ..., x3) tali che 23 = F(xq,r1,22). Provare che S contiene esattamente 27 rette
distinte e che ogni retta ne interseca altre 10 (Sugg.: 27=9x3;10=(9—-1)+ (3 —1)).

6.48 (Steiner, 1853). Sia C una cubica liscia e p € P2. Provare che se la conica polare
C)p & singolare in ¢, allora C; e singolare in p.

6.49 (Le Poloconiche). Sia C' una cubica liscia e L una retta. Per ogni p € L sia
Cpp = (Cp)p la polare doppia di p rispetto a C. Provare che le rette Cp,, per p € L, sono
tutte tangenti ad una conica ) detta Poloconica di L.

6.50. Due cubiche lisce si dicono sizigetiche se hanno in comune i nove flessi. Provare che
nel fascio generato da due cubiche sizigetiche vi sono quattro cubiche singolari, ognuna
delle quali & unione di tre rette.

6.51. Sia B la corrispondenza costruita nella dimostrazione del teorema di Salmon. Usare
la legge di gruppo della cubica per provare che B = 2¢.

6.52. Data una cubica C ed una retta L, la retta L’ che contiene i tangenziali dei punti
di intersezione di C' con L si dice retta satellite di L.

Sia L una retta che interseca C' in tre punti distinti nessuno dei quali sia un flesso.
Provare che L é satellite di 16 rette distinte concorrenti a gruppi di 4 in 12 punti. Inoltre
ognuna delle 16 rette contiene esattamente 3 dei suddetti punti.

6.53. Forse il modo piu semplice per dimostrare che le quaterne di Salmon di una cubica
liscia C' sono tutte proiettivamente equivalenti € quello di usare la forza bruta e dimostrare
che l'invariante j e costante. Per facilitare il conto, se p,q € C, non e restrittivo supporre
Pq trasversa a C' e si pud prendere un sistema di coordinate omogenee tali che p = [1,0,0],
¢=10,1,0], T,CNT,C =10,0,1] e C ¢& definita dall’equazione

x5 + 23 (x + x1) + Tox1 (a0 + by + ca9) = 0.

6.54. Sia C' una cubica liscia e p, g € C' due punti distinti. Provare che esistono 4 coniche,
ognuna delle quali & tangente a C' nei punti p, ¢ ed in un terzo punto r.
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Esercizi sulle curve di grado superiore

6.55. Sia K algebricamente chiuso di caratteristica 3; mostrare che ogni punto della
quartica piana di equazione x>y 4+ y3z + 22z = 0 & non singolare ed & un flesso.

6.56. Provare:

1. Nelle notazioni del Lemmam se esiste ¢ € K [wg, w1, ws] tale che Y(F,G,H) =0,
allora J(C, D, E) & indeterminata.

2. (xx7?) In caratteristica 0 vale anche il viceversa del punto 1. (Suggerimento per gli
esperti: I, G, H definiscono un’applicazione razionale da P? in uno spazio proiettivo
pesato).

6.57 (*x7). Nelle notazioni di se la Steineriana non ¢ indeterminata, allora € una
curva piana di grado (n —1)(m—1)+ (m—-1)(1 = 1)+ (I - 1)(n - 1).

6.58 (xx7). Se la Steineriana S(C, D, E) ¢ determinata, mentre la Jacobiana J(C, D, E)
¢ indeterminata, provare che esistono infiniti punti ¢ tali che Cy, Dy, E; hanno una
componente comune.

6.59 (x). (caratteristica 0) Se tre curve piane C, D, E hanno lo stesso grado, provare che
la Steineriana ¢ indeterminata se e solo se esiste p € P2 che & singolare per C, D ed E.
(Sugg.: Teorema di Bertini [5.6.1})

Esercizi sul teorema di Riemann

Enunceremo, dimostreremo e daremo qualche applicazione del teorema di Riemann per
curve piane lisce. Nel Capitolo estenderemo il risultato sia in termini di enunciato
(contributo di Roch, allievo di Riemann) sia in termini di applicabilita (la classe di tutte
le curve lisce proiettive).

6.60. Sia C' una curva piana liscia di grado n > 3 e sia ¢ = (n — 1)(n — 2)/2 il suo
genere. Dato un divisore effettivo ¢ su C' scegliamo un altro divisore effettivo 7 tale
che ¢ + n sia aggiunto di grado mn, con m > n. Per il teorema del resto, 'insieme ||
dei divisori effettivi linearmente equivalenti a ¢ € in bigezione naturale con 'insieme dei
divisori aggiunti di grado mn maggiore o uguali a 77 ed € quindi uno spazio proiettivo di
dimensione finita. Dimostrare che:

1. La struttura proiettiva su |¢| non dipende dalla scelta di n. In particolare la dimensione
dim || & ben definita.
2. (Disuguaglianza di Riemann) Per ogni divisore effettivo ¢ vale

deg(p) > dim |¢| > deg(y) — g.

3. (Teorema di Riemanrﬂ 1857)
Se deg(p) > 2g — 1, allora vale dim |p| = deg(¢) — g

(Sugg.: [1] teorema del resto. [2] se £ & un divisore effettivo, provare che l'insieme dei
divisori effettivi linearmente equivalenti a ¢ che contengono £ € un sottospazio proiettivo
di [¢o]. Per [3] si ha dim |¢ + n| = nm — g (vedi dimostrazione di[6.5.5), se a & un divisore
generico di grado nm — g + 1 si ha che a — 7 ha grado deg(¢) — g+ 1 > g ed & quindi
linearmente equivalente ad un divisore effettivo 1 tale che | — 9| = 0.)

4 A rigore, il vero teorema di Riemann & leggermente pin forte di questo: rimandiamo al
Corollario [16.2.1] per la versione filologicamente corretta.
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6.61 (x). La definizione originale di Weierstrass del genere di una curva liscia &, rispetto
alla Definizione diversa nella forma ma equivalente nella sostanza (vedi [ECI915)
Libro V, p. 141-148). Per Weierstrass, il genere di una curva C & piu piccolo intero p
tale che, per ogni divisore effettivo ¢ di grado p + 1, l'insieme |p| dei divisori effettivi
linearmente equivalenti a ¢ € uno spazio proiettivo di dimensione positiva. Dimostra-
re l'equivalenza tra la Definizione e la definizione originale di Weierstrass. (Sugg.:
utilizzare il teorema di Riemann (Esercizio per dimostrare che la definizione di
Weierstrass ha senso dopodiché, per p definito come sopra, provare la disuguaglianza di
Riemann dim || > deg(¢) — p).

6.62 (Zariski [Zar1962, pp. 562-563], *). Sia C' C P? una cubica liscia di equazione
F e siano py,...,p12 € C dodici punti distinti. Si assuma per ipotesi che per ogni n > 0
il divisore (di grado 12n) np; + nps + -+ + np12 non sia aggiuntcﬂ Per ogni coppia
di numeri naturali a,b denotiamo con V., C Kzg,z1,x2] il sottospazio vettoriale dei
polinomi omogenei di grado a + 3b che si annullano con molteplicita > b su ciascuno dei
dodici punti p;.

Dimostrare che la sottoalgebra V. = &,V,, C Klzg,z1,22] non e finitamente
generata. (Sugg.: svolgere nell’ordine:

1. Se a < b allora ogni elemento di V, ; si annulla su C.

2. dim Va,b Z dim Va+3b,0 — 6b(b + 1).

3. Usare induzione su b e I'applicazione V, ; — V, 341 indotta dalla moltiplicazione per
F', per dimostrare che se b < a, allora vale dimV,, ;, < dim V4350 — 6b(b + 1).

4. 11 generico polinomio di V}, ,,—1 non si annulla in C'.

5. Dedurre da 1) e 4) che V non puo essere finitamente generata come K -algebra.)

5 Sul campo dei numeri complessi, tale assunto & verificato per ogni scelta generica dei dodici
punti.
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Aspetti algebrici delle serie di potenze

7.1 Serie di potenze

Sia K un campo, una norma su K & un’applicazione | |: K — R che soddisfa le seguenti
proprieta:

1. |a| > 0 per ogni a € K.

2. |a] =0 se e solo se a = 0.

3. |a+b| < |a| + |b| per ogni a,b € K (disuguaglianza triangolare).
4. |ab| = |a||b| per ogni a,b € K.

Si noti che |1] = | — 1| = 1. Ogni norma induce una struttura di spazio metrico con
distanza d(a,b) = |a — b|; il campo normato (K, | |) si dice completo se lo spazio metrico
(K,d) & completo.

Esempio 7.1.1. Se K & un sottocampo di C, allora il valore assoluto usuale induce una
norma su K. Tale norma viene talvolta indicata con | |ec.

Esempio 7.1.2. Sia K un campo qualsiasi, la funzione |0] = 0, |a] = 1 per ogni a # 0, &
una norma che induce la topologia discreta.

Esempio 7.1.3. Sia K = Q e sia p un numero primo. La norma p-adica | [,: Q — R si
b

definisce nel modo seguente: se a = p"— con b,c,r € Z e b, c non divisibili per p, si pone
c

lal, = p~". Non ¢ arduo dimostrare che si tratta di una norma.

Sia n un intero positivo fissato, un multiindice I = (i1,...,14,) ¢ un elemento di N"; il
grado di I & per definizione uguale a |I| = i1 + - - + iy,

Un multiraggio r = (71, ..., 7,) € una successione finita di numeri reali positivi. Se r =
(r1,...,7,) & un multiraggio e I = (i1, ..., 4,) un multiindice si pone r! = ritr2 ... pin

Una serie formale a coefficienti in K nelle indeterminate x4, ..., z, ¢ una espressione
del tipo

o= Z arx?, dove ay € K per ogni I € N"
IENn

e si conviene che z! = zz% ... zin; ogni serie formale si scrive in modo unico come
&= >0 i, dove ¢; € K[z1,...,2,] € un polinomio omogeneo di grado ¢. Chiaramente
un polinomio puod essere pensato come una serie formale in cui i coefficienti sono diversi

da 0 per al pitt un numero finito di multiindici.
Definizione 7.1.4. La molteplicita di una serie formale ¢ = Zizo ¢; € data da

v(p) =sup{n e N| ¢, =0 per ogni i <n} € NU {+oo}.
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Si noti che v(¢) = 400 se e solo se ¢ = 0; se ¢ # 0, allora v(¢) & uguale al pitt piccolo
intero m > 0 tale che ¢,, # 0.

Con le ben note regole di somma e di prodotto di Cauchyﬂ le serie formali formano un
anello commutativo denotato con K[[z1,...,z,]].

Sia ora | | una norma fissata su K, una serie formale ¢ = 3" ayz! si dice convergente
se esiste un multiraggio r tale che

6]l := > larlr! < +oo.
I

Se K = R, C questa definizione coincide con la classica nozione di serie totalmente conver-
gente. Denotiamo K{z1,...,2,} C K[[z1,...,x,]] il sottoinsieme delle serie convergenti
e, per ogni multiraggio r = (r1,...,r,) poniamo

Br = {(b € K{J?]_, v ax’ﬂ} ‘ ||¢H7‘ < +OO}

Lemma 7.1.5. Siano ¢, serie convergenti e sia v un multiraggio tale che ||@l|, < +oo,
]l < +o0. Allora

1 ¢+ ¥llr < [l + 10l
2. ¢¢llr < MMl [l

In particolare, per ogni n e r, gli insiemi K{x1,...,2,} e B, sono sottoanelli di
K[z, .., zn]]
Dimostrazione. 1) ¢ immediato. Se ¢ & un monomio ¢ ovvio che ||pY|, = [|¢||-||¢]r €

quindi se ¢ & un polinomio il punto 2) segue immediatamente da 1). Dunque se ¢ =

arx’, per ogni s > 0 si ha arzt|, < r ~ €, passando al limite per
[Il<s

s — +00, si ottiene la tesi. a

Per definizione, I'unione di tutti i B, & 'anello delle serie convergenti; con la norma
| I, il K-spazio vettoriale B, diventa uno spazio normato.

Un’altra importante conseguenza del Lemma ¢ la regola di composizione. Se
feK|z1,--,xn)] € g1, 9n € K{[y1,-- -, Ym]] hanno molteplicita positiva allora & ben
definita la serie composta ¢ = f(g1,...,9x) € K{[[y1,...,ym]]. Ebbene, se f,g1,...,9m
sono convergenti allora anche ¢ é convergente. Lasciamo la dimostrazione per esercizio al
lettore.

Osservazione 7.1.6. Se | | & la norma discreta (Esempio [7.1.2)), allora ogni serie formale
& convergente; in particolare tutti i risultati validi per 'anello K{z1,...,z,} delle serie
convergenti rispetto ad una norma qualunque valgono anche per K[[z1,...,z,]].

L’applicazione ¢ = Y arx! — ¢(0) = ag definisce un omomorfismo surgettivo di anelli
K{z1,...,2,} — K con nucleo m = (z1,...,2,).

Lemma 7.1.7. L’anello K{z1,...,z,} € locale con ideale massimale m.

Dimostrazione. Sia ¢ € m, dobbiamo dimostrare che 1 — ¢ € invertibile. La serie formale
S ijog @' ¢ l'inverso di 1 — ¢ in K[[z1,...,x,]], rimane da vedere che v & convergente.
Sia R un multiraggio tale che ||¢||r < 400, siccome ¢(0) = 0, per ogni scalare positivo
d < 1siha ||é|llsg < d||¢]|r e quindi per § sufficientemente piccolo r = dR soddisfa la
condizione ||@||, < 1 e, per il Lemma vale |||, < +oo. O

1

Za;xl + me;l = Z(al + bI)mI, (Z aI:UI)(Z b;ml) = Z( Z aIbJ)mH

H I+J=H
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Corollario 7.1.8. L’anello K {t} é un dominio ad ideali principali: pit precisamente ogni
ideale non banale é generato da t"™ per qualche n > 0.

Dimostrazione. Sia I # 0 un ideale e sia f € I di molteplicita minima m, siccome t™
divide ogni g € I basta dimostrare che t"™ € I. Si puo scrivere f = t™¢ con ¢(0) # 0;
dato che ¢ & invertibile vale ™ = f¢~! € I. a

Esercizi

7.1. Sia K un campo completo di caratteristica 0. Provare che se |2| > 1, allora K &
connesso.

7.2. Sia s un intero positivo. Provare che una serie > arz! & convergente se e solo se
esiste un numero reale positivo R tale che |a;||I|* < RI! per ogni multiindice I. Dedurre
che le derivate parziali formali di una serie convergente sono convergenti.

7.3. Sia ¢ € K|[z1,...,z,]] di molteplicitd m, r un multiraggio e a €]0,1]. Provare che
[¢llar < a™ (|-
7.4. Se (K, | |) & un campo completo e ¢ € K{z1,...,x,}, allora ¢ definisce, in un intorno

di 0 in K™, una funzione continua a valori in K. (Nota: se il campo non & completo, una
serie convergente non definisce in generale una funzione in un intorno di 0.)

7.5. Sia (K, | |) un campo normato e siano as,...,a, € K tali che |a;| = 1 per ogni i =
1,...,n; denotiamo con A C K il sottoanello unitario generato dalle funzioni simmetriche
elementari di ay,...,a,. Provare che, se 'insieme {a € A | |a| < 277!} & finito, allora
ai,...,a, sono radici dell’'unita. (Sugg.: i polinomi p,(z) = [[,(x — a]), con r € Z, non
possono essere tutti distinti.)

Dedurre che le matrici ortogonali a coefficienti interi hanno ordine finito nel gruppo
O(n,R).

7.2 Il teorema di preparazione di Weierstrass
Sia
+oo )
o= Zqﬁi(x)t’ e K{zy,...,zp,t}
=0

una serie fissata e si assuma che esista un intero N > 0 tale che ¢;(0) = 0 per ogni i < N
e ¢n(0) = 1. Si considerino le applicazioni (dipendenti da ¢)

L:K{zy,...,zp,t} > K{z1,..., 2,1}, L(Zizo fi(x)th) = ZizN fi(x)ti=N

V. K{xl,...7xmt}—>K{w17---,$n,t}» V(f) :L((bf)

Lemma 7.2.1. Sia r un multiraggio fissato. Allora esiste R < r tale che V: Br — Bpr ¢é
bigettiva (ricordiamo che Br = {f | || fllr < +o0}).

Dimostrazione. Scriviamo

N
o=t +tVe(x,t) + Z qbi(ac)tN_i,

i=1



132 7 Aspetti algebrici delle serie di potenze

con e(0) = ¢;(0) = 0. Sia € = ﬁ7 a meno restringere r si puod supporre |lel|, <
g, esiste inoltre una costante C tale che per ogni R < r, R = (Ry,...,R,, R;), vale
pillr < C(Ry +---+ Ry). Sinoti che ||L(tN~g)||r < R;"||g||r, presi quindi Ry,..., R,
sufficientemente piccoli tali che ||¢;||gr < eR: per ognii =1,..., N si ha

L(¢g) —g=eg+ Y oLtV 'g)

1
lg =V (9)llr = 1L(¢9) = gllr = (N + Dellgllz = 5 llgl -

Sia m C K{z,...,2,,t} Uideale massimale, I = (z1,...,2,) e H = Id—V, H(g) =
g — L(¢g). Se g € IPm* allora H(g) € IPm*T! + [P*1m*~N per induzione segue che per
ogni g € K{z1,...,2,}, i >0 vale

Hi(g) e Z[Pmi—p(N-H) C md’
p=0
:_ T Quindi per ogni g, V='(g) = 3,5 H'(g) & ben definita

come serie formale, essendo inoltre |[H'(g)||r < 27|g|lr si ha || > .~ H(9)|r < +oo e
quindi V' e bigettiva come applicazione di By in sé. - a

dove d ¢ la parte intera di N

Teorema 7.2.2 (di divisione: Stickelberger, 1887). Siano ¢, N definiti come sopra,
per ogni f € K{z1,...,2n,t} esistono unici g € K{x1,...,xn,t} er € K{z1,...,z,}[t]
di grado < N in t tali che

f=o¢g+r.

Dimostrazione. Per il Lemma esiste g tale che L(f) = L(¢g) e quindi r = f — ¢g ha
grado < N in ¢. Viceversa se f = ¢g + r, allora L(f) = L(¢g) e per g & unica. 0O

Teorema 7.2.3 (di preparazione: Weierstrass, 1860). Siano ¢, N come sopra, allora
esiste unica e € K{x1,...,zn,t} invertibile tale che

N
ge =t + ()t 4(0) =0

i=1

Dimostrazione. Per il teorema di divisione esiste unica una serie di potenze convergente
e tale che t = e¢ + r con r polinomio in ¢ di grado < N, basta quindi dimostrare che
e(0) # 0, (0,t) = 0. Vale ¢(0,1)$(0,t) = e(0)tN + 3, y a;t’ e quindi necessariamente
r(0,t) =0ee(0) =1. O

Dimostriamo adesso che per ogni campo infinito K l'anello K {z1, ..., z,} ¢ un dominio
Noetheriano a fattorizzazione unica; questo risultato si rivelera di importanza fondamen-
tale in seguito; se il campo & finito il risultato & ancora vero ma richiede una diversa
dimostrazione. Premettiamo una definizione ed alcuni lemmi.

Definizione 7.2.4. Una serie p(x,t) € K{z1,...,2,,t} si dice un polinomio di Weier-
strass di grado N in t se:

1.pe K{zy1,...,z,}[t] & un polinomio monico di grado N in t, cioé si pud scrivere

N
p(z,t) :tN+Z¢i(x)tN_i7 ¢ € K{z1,...,zpn}.
i=1
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2. Nelle notazioni di 1) ¢;(0) =0 per ogni i =1,...,N.

Lemma 7.2.5. Siano f,g € K{x1,...,2,}[t] con g polinomio di Weierstrass. Se f = hg
con h € K{z1,...,xn,t}, allora anche h € K{z1,...,z,}[t].

Si noti che se g non & di Weierstrass il risultato & falso, si consideri ad esempio il caso
n=0f=t2eg=t+t%

Dimostrazione. Sia g =t*+ > g;(z)t*~%, ¢;(0) =0, f =>"1_, filz)t"™", h =, hi(z)t?,
bisogna dimostrare che h; = 0 per ogni ¢ > r—s. Si assuma per assurdo che esista j > r—s
tale che h; # 0, si puo allora supporre che la molteplicita di h; sia minima fra tutte le
molteplicita di h;, ¢ > r — s. Vale 'uguaglianza 0 = h; + > g;hj4, e siccome tutte le g;

hanno molteplicita positiva si ottiene una contraddizione. a
Lemma 7.2.6. Un polinomio di Weierstrass g € K{x1,...,x,}[t] & drriducibile in
K{z1,...,2,}[t] se e solo se é irriducibile in K{x1,...,z,,t}.

Come in il risultato e falso se g non & di Weierstrass.

Dimostrazione. Assumiamo g irriducibile in K{z1,...,x,,t} esiano g1, g2 € K{x1, ...,z }[t]
tali che g = g1g92. A meno di moltiplicazione per costante e scambio di indici si puod suppor-
re g1 polinomio monico in ¢ invertibile in K{z1,...,z,,t}, cioé g1 (0) = a con a € K —{0}.

Ma essendo g di Weierstrass deve necessariamente essere g1(0,¢) = ¢* e quindi s = 0 e
g1 =1

Viceversa supponiamo g irriducibile in K{z1,...,2,}[t] e sia ¢ = hihg con h; €
K{z1,...,2,,t}. Siccome hi(0,t) # 0 per il teorema di preparazione possiamo scrivere
hy = egy con e invertibile e g; polinomio di Weierstrass; per il Lemma [7.2.5] g1 divide g
in K{x1,...,2,}[t] e quindi g = g1, hs invertibile oppure g; = 1, hy invertibile. ad

Teorema 7.2.7 (E. Lasker, 1905). L’anello K{x1,...,z,,t} é un dominio a fattoriz-
2a210Me UNica.

Dimostrazione. Induzione su n; per n = 0 lanello K{¢} ¢ un dominio ad ideali prin-
cipali e quindi ¢ a fattorizzazione unica per fatti generali. Supponiamo n > 0 e sia
f € K{x1,...,zp,t} di molteplicitdh m, diciamo f = fu, + fing1 + ---. Per il lem-
ma di preparazione |4.4.2] a meno di un possibile cambio di coordinate si puo supporre
Ffm(0,...,0,1) # 0 e per il teorema di preparazione si pud supporre che f sia un polinomio
di Weierstrass di grado m in ¢. Siccome K{z1,...,2,} e K{z1,...,2,}[t] sono domini
a fattorizzazione unica si ha f = [] fi, con gli f; polinomi di Weierstrass irriducibili.
Sia g € K{x1,...,2,,t} irriducibile che divide f, allora ¢g(0,t) # 0 e per il teorema di
preparazione si pud assumere g polinomio di Weierstrass e quindi g = f; per qualche i. O

Teorema 7.2.8 (W. Riickert, 1931). L’anello K{z1,...,z,,t} & Noetheriano.

Dimostrazione. Induzione su n; per n = 0 'anello K {¢} & un dominio ad ideali principali
e quindi Noetheriano. Supponiamo n > 0 e sia I C K{z1,...,z,,t} un ideale. Se I = 0,
allora I e finitamente generato. Se I # 0, allora, ragionando come nella dimostrazione del
Teorema si puo supporre che esista f € I polinomio di Weierstrass in ¢ di grado
s. Per l'ipotesi induttiva ed il teorema della base di Hilbert, 'anello K{z1,...,z,}[t] &
Noetheriano e quindi 'ideale J = I N K{x1,...,z,}[t] ¢ finitamente generato, diciamo
da ¢g1,...,9,. Dato h € I, per il teorema di divisione si puo scrivere h = pf + ¢ con
p e K{xy,...,zn,t} e ¢ € J; quindi I & generato da f,g1,..., g, O
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Teorema 7.2.9 (Lemma di Hensel). Sia p(z,t) € K{z1,...,z,}[t] un polinomio mo-
nico di grado N in t e denotiamo po(t) = p(0,t) € K[t]. Siano ho, ko € K[t] due polinomi
monici senza fattori comuni tali che pg = hokg e di gradi a,b = N — a rispettivamente.
Se il campo K contiene tutte le radici di hg allora esistono, e sono unici, due polinoms
hk € K{z1,...,x,}[t] di gradi rispettivi a,b in t tali che hk = p e ho(t) = h(0,t),
ko(t) = k(0,1).

Osservazione 7.2.10. 11 Lemma di Hensel continua ad essere valido anche senza ’ipotesi
sulle radici di hg ma richiede una diversa dimostrazione.

Dimostrazione. Per induzione su a; se a = 0 allora hy = 1 e non c¢’¢ nulla da dimostrare. Se
a > 0 sia @ € K una radice di hg e scriviamo ho(t) = (t — a)™ly(t), lo(a) # 0. Per ipotesi
ko(a) # 0. 11 polinomio q(z,t) = p(x,t+a) & tale che q(0,t) = ¢, t™ +cpy1t™ 1 +- -+ con
la costante ¢,,, # 0. Per il teorema di preparazione di Weierstrass e per il Lemma [7.2.5]
possiamo scrivere ¢ = come il prodotto di un polinomio di Weierstrass ¢; di grado m
e di un polinomio g2. Inoltre ¢i,¢2 sono unici. Quindi p(x,t) = pi(z,t)p2(x,t), dove
pi(z,t) = qi(x,t — ), p1(0,t) = (t — @)™ e p2(0,t) = lo(t)ko(t). Poiché [y ha grado < a &

possibile applicare 'ipotesi induttiva a pa(z,t). O
Corollario 7.2.11. Sia p(x,t) € K{x1,...,z,}[t] un polinomio monico in t. Se o é una
radice semplice di p(0,t) allora esiste unica una serie convergente p € K{x1,...,z,} tale

che $(0) = a e plx, () = 0.

Dimostrazione. Per il lemma di Hensel esiste una serie convergente v ed un polinomio
p1 tale che p = (£t — ¢¥)p1, t —¥(0) = t — @ e p1(0,) # 0. In particolare per ogni
1 € K{x1,...,z,} tale che ¥1(0) = a si ha p1(x,91(z)) # 0 e quindi se p(z,¥1(x)) =0
deve necessariamente essere ¥ = 1. a

Proposizione 7.2.12. Siano K un campo algebricamente chiuso e f € K{xz,y} irridu-
cibile di molteplicita positiva m. Se f = fo + fm41 + -+ indica la scomposizione in
componenti omogenee, allora f,, € una potenza di un polinomio irriducibile.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo f,, = g.hs con g,, h, omogenei di grado a,b >
0 rispettivamente e senza fattori comuni; basta provare che esiste una decomposizione
f=ghcong=gos+gay1+ -, h=hy+ hpt1+---. A meno di un cambio lineare
di coordinate e moltiplicazione per invertibili possiamo supporre f, fin, ga, he polinomi di
A T, x
Weierstrass di gradi m,m, a, b rispettivamente nella variabile y. Detto f(z,y) = f(’imy)
x
vale f(0,y) = fm(0,y) = ¢.(0,4)hy(0,y) e per il lemma di Hensel possiamo scrivere f = gh
con §,h polinomi monici in y di grado a,b rispettivamente; basta adesso riconsiderare

g(z,y) = 2%g (:c, %), h(z,y) = 2%h (x, %) O

Se K ¢ algebricamente chiuso e f € K{z,y}, f = fimn + fint1 + - -, si definisce il cono
tangente di f, C(f) C K2, come la curva affine di equazione f,,. Chiaramente il supporto
di C(f) ¢ unione di un numero finito di rette uguale al numero di radici distinte di f,, in
P!. 11 precedente risultato puo essere allora riformulato nella seguente forma:

Proposizione 7.2.13. Siano K algebricamente chiuso e f € K{z,y}, allora il numero
di fattori irriducibili distinti di f non é inferiore al numero di rette distinte contenute nel
cono tangente C(f).

Dimostrazione. Basta applicare la Proposizione[7.2.12]ad ogni fattore irriducibile di f. O
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Esercizi

7.6 (Anelli Henseliani, *x). Sia A un anello locale con ideale massimale m e campo
residuo K ; provare che le seguenti proprieta sono equivalenti:

1. Sia p € A[z] un polinomio monico a coefficienti in A e sia p € K|[z] la sua riduzione
modulo m. Se esistono py,ps € K|[z] senza fattori comuni tali che p1ps = P, allora si
puo sollevare pr, Pz a polinomi py,ps € Alz] tali che p1ps = p.

2. Per ogni omomorfismo di anelli A — B per cui B sia finitamente generato come A-
modulo, 'applicazione naturale tra gli insiemi degli idempotenti E(B) — E(B/mDB)
¢ bigettiva (per definizione di E(B) = {b € B | b*> = b} vedi Esercizio .

3. Per ogni morfismo di anelli A — B, con B finitamente generato come A-modulo, si
puo scrivere B come prodotto diretto di un numero finito di anelli locali.

Un anello con queste proprieta si dice Henseliano.

7.3 Il teorema fondamentale dell’algebra ed il teorema di
Newton-Puiseux

In questa sezione daremo una dimostrazione del fatto che C ¢ un campo algebricamente
chiuso che utilizza i concetti introdotti nelle Sezioni e Tale dimostrazione, sebbene
piu complicata di quelle tradizionali, ha il pregio di gettare luce sulla geometria dei po-
linomi complessi. Inoltre, con lievi modifiche (vedi esercizi), la stessa dimostrazione puo
essere utilizzata per dimostrare che un campo completo (K, | |) & algebricamente chiuso
se K —{0} ¢ connesso.

Teorema 7.3.1 (Teorema fondamentale dell’algebra). Ogni polinomio p € C[t] di
grado positivo & un prodotto di polinomi di grado 1.

Dimostrazione. Si puo chiaramente supporre p monico di grado n > 2,
p(t) =t" +ai "+ a,.

. . . ay . N
Inoltre, a meno di effettuare la sostituzione ¢t — ¢t — —, si puod assumere a; = 0. Per
n

induzione su n si puo assumere il teorema vero per ogni polinomio di grado < n. Dato un
vettore a = (ag,...,a,) € C"~! sipone p,(t) = t" + azt" 2 +--- +a,. Si considerino poi
i due sottoinsiemi:

W = insieme dei vettori a tali che p, non ha radici.
V' = insieme dei vettori a tali che vale p, = rs con r, s polinomi di grado positivo
senza fattori comuni.

Per dimostrare il Teorema, occorre provare che W = (§; quest’ultimo fatto & una
conseguenza dei seguenti tre lemmi.

Lemma 7.3.2. Nelle notazioni precedenti vale V. # 0, VAW =0 e VUW = C"*~1—-{0}.
Lemma 7.3.3. L’insieme W ¢é aperto nella topologia euclidea.
Lemma 7.3.4. L’insieme V ¢ contenuto nella parte interna di C*~*—W.

Dimostrazione (di . L’unica asserzione non banale ¢ VUW = C"~1—{0}. Se a ¢
VUW, allora p, ¢ una potenza di un polinomio irriducibile e quindi, per 'ipotesi induttiva,
deve avere una radice di molteplicita n, cioe p, = (¢t + b)™. Siccome a; = nb = 0, deve
essere € b =0 e quindi a = 0. a
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Dimostrazione (di . Siano [to, 1] coordinate omogenee di P{. e si consideri il chiuso
H= {(a7 [tO;tl]) eC" ! x IP’}C | th + Zaitét?_i — 0}.

Indicando con 7: C"~* x P — C"~! la proiezione sul primo fattore, si ha C"~1—W =
w(H) e, siccome m & un’applicazione propria, ne consegue che 7(H) & un sottoinsieme
chiuso. 0

Dimostrazione ( dz’. Sia a € V, bisogna dimostrare che esiste un multiraggio R tale
che per ogni vettore x = (x2,...,x,) con |x;| < R; si ha che py4, non & irriducibile.
Sia ¢(z,t) = pata(t), siccome ¢(0,t) & il prodotto di due polinomi monici relativamente
primi; per induzione ¢(0,t) & un prodotto di fattori di grado 1 e, per il lemma di Hensel,
si ha ¢(x,t) = r(z,t)s(x,t) con r, s polinomi monici in ¢ di grado positivo. Preso dunque
un poliraggio R sufficientemente piccolo r ed s sono funzioni definite sul polidisco A =
{zx e C" ! ||zi] < R} equindia+ANW =0. O

I lemmi precedenti implicano che W = (: infatti da e segue che V' & con-
tenuto nella sua parte interna e quindi ¢ un aperto non vuoto, adesso basta usare la
connessione di C"~—{0}. O

Consideriamo un polinomio monico p € C{z}[t]. Si osserva immediatamente che in
generale non esiste alcuna fattorizzazione di p in pseudopolinomi di grado 1 in ¢, basta
ad esempio considerare p = t? — z. Newton ebbe per primo 'intuizione che si pud sempre
scrivere (almeno formalmente) p(z,t) = [[,(t — ¢i(x)) dove ¢;(z) = > a;xz* con gli
esponenti a;; non necessariamente interi. La dimostrazione completa di questo fatto si &
avuta molto pit tardi ad opera di Puiseux nel 1850.

Teorema 7.3.5. Sia K un campo algebricamente chiuso di caratteristica 0 e sia

N
p(z,t) =tV + Z oi(x)tN 1 € K{x}[t], con N > 0.
i=1

Esiste allora un intero 0 < s < N tale che p(&°,t) é decomponibile in K {£}[t].

Dimostrazione. Essendo K di caratteristica 0 si puo supporre senza perdita di generalita
¢1 = 0. Se p =tV la tesi & ovvia; altrimenti per ogni i > 2 sia a; la molteplicita di ¢;
; ;

(per convenzione a; = 400 se ¢; = 0). Sia j > 2 un indice tale che a—_ < a—_l per ogni
i
i. Se a; = 0, allora p(0,t) possiede almeno due radici distinte e per il lemma di Hensel
p(z,t) si decompone nel prodotto di due polinomi monici in ¢. Se a; > 0, sia m il minimo
comune multiplo di j e e; e denotiamo s = —, | = —. Vogliamo dimostrare che p(£°,t)
Oéj Vi
¢ decomponibile. Scriviamo p(£%,t) =tV + 3" 9, (E)tNV %, dove 1; (&) = ¢;(£°). Per ogni i
la molteplicita di 1; € sa; > il ed esiste quindi un polinomio in ¢ definito da

a(6,1) = p(es, e N = N 4 3 s g v

Siccome 1;(0) # 0, per il lemma di Hensel si puo scrivere ¢(&,t) = ¢1(&,t)g2(&,t) con g;
polinomio in ¢ di grado N;. Siano py,ps due polinomi tali che p; (¢, &) = q;(&, 1), &
allora chiaro che p(£°,t) = p1(&, t)p2(&, t). |

Data una serie in due variabili f = 3" a;;2't/ si definisce il poligono di Newton Ny
di f come I'inviluppo convesso in R? del sottoinsieme di N? formato dalle coppie (i, j')
tali che a;; # 0 per qualche i < i’ e qualche j < j'.
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t

Figura 7.1. Poligono di Newton di ¢ + 2° + tz

Si noti che nella dimostrazione del Teorema[7.3.5] gli interi s ed [ sono determinati dal
poligono di Newton NV,; pill precisamente s ¢ il pili piccolo intero positivo tale che il bordo
di N, contiene un punto di coordinate intere (I, N — s). L’esponente s determinato dal
poligono di Newton non € necessariamente il minimo indispensabile per fattorizzare p, si
consideri ad esempio p = t2—z2. Se il campo K ¢ di caratteristica positiva il Teorema
¢ generalmente falso (vedi Esercizi e .

Definizione 7.3.6. Una serie di Puiseux ¢ a coefficienti in K ¢é una combinazione
formale
i
¢ = E a;x T a; €K,
i€N
dove C' ¢é un intero positivo che dipende da ¢.

Ogni serie di Puiseux possiede una forma canonica ¢ = jzog a;x N determinata

dalla condizione aggiuntiva che esistano interi ii,...,iq tali che a;, # 0 per ogni h
e GCD(N,iy,...,44) = 1. L’intero N si dice ordine di polidromia della serie e, se
definiamo per ricorrenza

T0 — N
Te41 = min{i | a; # 0, GCD(7y,...,7s) > GCD(79,...,7s,1), }

allora gli interi 74, ..., 74 si dicono esponenti caratteristici di ¢.

Una serie di Puiseux ¢ = > a;z¥ si dice convergente se esiste un raggio » > 0 tale
che Y |a;|r® < +o0o. Come nel caso delle serie di potenze si prova che le serie di Puiseux
convergenti formano un anello P{z}. Esiste una ovvia inclusione K {z} C P{x}.

Corollario 7.3.7 (Newton-Puiseux). Sia p € K{t}[z] un polinomio monico in t di
grado N con K algebricamente chiuso di caratteristica 0. Esistono allora serie di Puiseuz

convergenti ¢1,...,¢n € P{x} con ordine di polidromia < N tali che
N
p(z,t) = [t = ¢i(2)).
i=1

Dimostrazione. Llesistenza delle ¢; segue immediatamente dal Teorema [7.3.5] Sia s l'or-
dine di polidromia di ¢;, cio significa che si puo scrivere z = £° e ¢1(z) = ¥(£), con
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1 € K{¢}. Se € ¢ una radice s-upla primitiva di 1, allora le serie 1(e’¢) descrivono al
variare di ¢ € N, s radici distinte di p, dunque s < N. Si noti che, essendo P{z} un
dominio di integrita, le serie ¢; sono uniche a meno dell’ordine. a

Esercizi
7.7. Sia K campo algebricamente chiuso di caratteristica 3. Provare che 3 + t?%x + t° &
irriducibile in K [[¢]][x] per ogni s > 0.

7.8. Sia K un campo di caratteristica p > 0. Provare che il polinomio di Weierstrass
P + t52P~1 + % non ha radici in K[[t]] per ogni s > 0. (Sugg.: si pud assumere K
algebricamente chiuso, se esiste una radice &, allora deve essere del tipo £ = 7P e p deve
dividere s; induzione su s.)

7.9. Scrivere le serie di Puiseux radici dei polinomi in C{t}[z] 2@ — t*, 22 — > — 3 e
2% 4+ 322t + 3at? + 4.

7.10. Mostrare che per ogni numero primo p esiste un campo di caratteristica 0, NON
algebricamente chiuso nel quale ogni polinomio di grado < p possiede una radice. (Sugg.:

Corollario [7.3.7})

7.11. Per ogni coppia di interi positivi n,s € N—{0} siano A, una copia di K{t} e
Pns: An — Aps Vomomorfismo di K algebre definito da ps ., (¢)(t) = ¢(t*). Provare che
P{t} ¢ il limite diretto del sistema (A, pn,s)-

7.12. Sia p(t,z) = 2" + g1(t)z" "' + -+ - + g, € C{t}[x] un polinomio in x convergente e
sia ¢(t) € CJ[t]] tale che p(t, ¢(t)) = 0. Provare che ¢(t) € C{t} & convergente.

7.4 11 teorema delle funzioni implicite

Se ¢1,...,¢n € K{y1,...,ym} sono serie di molteplicita positiva, & facile vedere che
I’applicazione

¢: K{Il,...,l'n} - K{ylv"'aym,}a ¢(f) = f(¢17a¢n)
€ un omomorfismo locale di K-algebre.

Lemma 7.4.1. Sia ¢: K{z1,...,2,} = K{y1,...,ym} un omomorfismo di K -algebre.

Allora le serie ¢; = ¢(x;), per i = 1,...,n, hanno molteplicita positiva e per ogni f €
K{z1,...,x} vale ¢(f) = f(d1,...,Pn).
Dimostrazione. Siano m = (z1,...,2,) e n = (y1,...,ym) gli ideali massimali di

K{z1,...,zn} e K{y1,...,ym} rispettivamente. Se ¢: K{z1,...,z,} — K{y1,...,ym}
¢ un morfismo di K-algebre, allora ¢(m) C n: infatti se per assurdo esistesse f € m tale
che ¢(f) & n, allora ¢(f)(0) # 0 e quindi f—¢(f)(0) sarebbe invertibile in K{z1,...,z,};
ne seguirebbe che ¢(f — ¢(f)(0)) sarebbe invertibile, in contraddizione con il fatto che
o(f) — ¢(f)(0) € n. In particolare le serie ¢(z1),...,¢(x,) sono convergenti di molte-
plicitd positiva; passando alle potenze degli ideali massimali, vale ¢(m*) C n® per ogni
s > 0. Data una serie f € K{z1,...,z,}, le due serie ¢(f) e f(d(z1),...,d(x,)) sono
entrambe convergenti; per ogni s > 0 si puo scrivere f = ps + g5, dove ps € un polinomio
inx1,...,2, e gs € m®. Dato che Nyn® = 0 e vale

o(f) = o(ps) + ¢(as) = d(ps) = ps(d(z1), ..., ¢(xn)) (mod n*)

f(¢(x1)7 RS (b(xn)) = ps(¢(ml)u ey (b(l'n)) (mOd ns)’
passando al limite per s — 400 si ottiene I'uguaglianza ¢(f) = f(o(x1),...,0(z,)). O
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Lemma 7.4.2. Sia f(x1,...,2,) € K{z1,...,2,} una serie di molteplicita positiva.
Allora il nucleo dell’omomorfismo ¢: K{x1,...,xn,t} — K{x1,...,2,} definito da

o) = f(x1,...,xn) € d(x;) =x; per i=1,...,n,
¢ lideale generato da t — f(x).

Dimostrazione. E ovvio che t — f(x1,...,2,) € Ker(¢). Viceversa sia g(x1,...,2n,t) €
K{z1,...,x,,t}; per il teorema di divisione possiamo scrivere

g1, xn,t) = (t— f(x1, ..., zn)h(x1, .. T, t) + (21,0, 2)

e vale ¢(g) =r. O

Teorema 7.4.3 (Teorema delle funzioni implicite). Siano date m serie convergenti
fiseoos fm €K{1, ..., Tn, Y1, .-, Ym ) di molteplicita positiva e si consideri I’omomorfi-
smo di K -algebre

K{wla"'axnayla"'aym}
(fla"wfﬂl) ’

(ZS:K{Il,...,SCn}" (b(xl):xz

Allora sono equivalenti:

1. ¢ & un isomorfismo.
2. ¢ é surgettivo.

afi
3. det (ayj (0)) £0.

Dimostrazione. [2 = 3] Se ¢ & surgettivo, allora per ogni i = 1,...,m si pud scrivere

yi = hi(x) + Z ki(z,y)fi(z,y)

e quindi, denotando con h;(z)1, fj(z,y)1 le parti lineari, si hanno le uguaglianze

yi = hi(z)1 + Z k;(0,0) f;(x, y)1

OF,
dalle quali segue che la matrice ( 851(0)) ha rango massimo.
J

[3 = 1] A meno di sostituire le serie f; con opportune combinazioni lineari indipendenti
di esse stesse, possiamo supporre, per ogni ¢ = 1,...,m, che f; = y; + Li(x) + h;(z,y),
con le serie [; di molteplicita positiva e le serie h; di molteplicita > 2. Per il teorema di
preparazione possiamo scrivere fm, = (Ym — gm (2,91, - .., Ym—1))e(x,y), con e(0,0) # 0.
Per il Lemma il nucleo dell’omomorfismo

w: K{xla"'a$n7y17""ym} _)K{xla"'7xn>y1a"'7ymfl}; Ym = Gm

¢ esattamente 'ideale generato da f,,, e quindi v induce un isomorfismo di anelli

K{xla"'vxnvyh'"vym} N K{xlw'wxnuylw"?ymfl}

(f17"'7f’rn) (fla---afm—l)

dove f; = ¢(fi) = yi + li(z) 4+ 1(h;). Basta adesso usare induzione su m. O
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Corollario 7.4.4. Siano date m serie convergenti f1,..., fm € K{x1,...,Zn,y1,. -+, Ym}
OF,

di molteplicita positiva tali che det aﬁ’ (0)) # 0. Allora esistono m serie convergenti
Yj

V1(x),. .., Um(x) € K{z1,...,z,} di molteplicita positiva tali che
filze, . 2, 01 (), .., Um(2)) =0 per ogni 1=1,...,m.
Dimostrazione. Per il Teorema [7.4.3] ’'omomorfismo

K{xla"'vxnvyla"'vym}
(fla"'7fm) ’

¢ un isomorfismo. Basta allora definire 1; = ¢~ *(y;). a

o K{zy,...,z,} — o(x;) = x4,

Teorema 7.4.5 (di invertibilita locale). Siano date fi,...,fn € K{y1,...,yn} di
molteplicita positiva. L’omomorfismo di K -algebre

¢:K{xlv"'axn}ﬁK{yla"'ayn}v ¢(xl):f1

e un isomorfismo se e solo se
ofi >
det 0) ) #0.
<ayj( )

Dimostrazione. Si consideri I'anello

K{xlw"?xnaylw”?yn}

A =
(xl _f17---a-77n _fn)
e gli omomorfismi
ar K{zi,... 20} — A, a(z;) = @,
B:K{yr,...,yn} — A, B(yi) = vi,
v A= K{yi,...,un}, v(@i) = fis YY) = vi-
Si ha evidentemente va = ¢, v8 = Id; per il teorema delle funzioni implicite g e
invertibile e quindi v = B~!. Per il Teorema o & un isomorfismo se e solo se la
matrice jacobiana e invertibile in 0. a

Esercizi

7.13 (Relazione di Reiss, [GH1978|, pag. 675]). (caratteristica # 2) Sia f € K{z}[y]
polinomio monico di grado n tale che f(0,y) abbia n radici distinte y1,...,y,. Provare
che il coefficiente di z2y™ ' in f & uguale a

- Iw2_2wywy+ yyg
%Zf fy = 2fayfaly + fyyf (0,3,
i=1

fy

dove come al solito si intende con f, la derivata parziale rispetto a = ecc. (Sugg.: scrivere
=TIy + ¢i(x)), derivare le relazioni f(z, —¢;(x)) = 0 e rappresentare i singoli termini
della sommatoria in funzione di ¢1, ..., ¢p.)

7.14. Nell’Esercizio si assuma K = R ed f convergente in una striscia (—e¢,€) x R.
Descrivere i termini della sommatoria in funzione del versore tangente e della curvatura
della curva piana f = 0 nei punti di intersezione con I'asse x = 0.
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7.15. Siano f € K{z1,...,Zn,t1,.. s tm} € g1,...,9m € K{x1,...,2,} serie di moltepli-
cita positiva. Provare che l'ideale generato da f,t; — g1, ..., tm — gm coincide con l'ideale
generato da f(z1, ..., Tn, g1, 0m),t1 — 15+ -+ st — Gm-

7.16. Sia ¢: K{z1,...,Zn,¥1,---,Ym} — K{x1,...,2,} un morfismo di K-algebre tale
che ¢(x;) = z;. Provare che il nucleo di ¢ & l'ideale generato dalle serie y; — ¢(y;).

7.5 Archi e parametrizzazioni

Definizione 7.5.1. Un germe di arco analitico, detto piu semplicemente arco, € un
omomorfismo locale di K -algebre

a: K{z1,...,z,} — K{t}.

Un tale arco o € unicamente determinato dalle n serie di potenze a(z;) € (t), dove
(t) € K{t} denota 'ideale massimale; se a(x;) = 0 per ogni ¢ chiameremo « arco banale.
Se fi1,..., fn € (t), denoteremo con « = (fy,..., f,) arco definito da a(z;) = f;.

Diremo che un arco a e primitivo o irriducibile se 'immagine di « contiene un
ideale non banale di K {¢}; altrimenti si dira riducibile.

Esempio 7.5.2. 1. Un arco a: K{z} — K{t} & primitivo se e solo se ¢ un isomorfismo.
Infatti per ogni f € K{z} vale v(a(f)) = v(f)v(a(z)), mentre per il teorema di
invertibilita locale o & un isomorfismo se e solo se () ha molteplicita 1. (vedi anche
Esercizio @ .

2. L’arco a: K[[z,y]] — K][[t] definito da a(x) = t2, a(y) = 3 & primitivo: infatti
I'immagine di o contiene l'ideale (¢2).

3. Siano a: K{zy,...,z,} — K{t} e &: K{t} — K{t} due archi. Se £ o a & primitivo,
allora £ ¢ un isomorfismo.

Esiste un semplice criterio per stabilire se un arco ¢ primitivo. Premettiamo alcuni
lemmi:

Lemma 7.5.3. Sia H C N un semigruppo, cioe un sottoinsieme chiuso per l’operazione
di addizione. Allora sono equivalenti:

1. Il complementare di H é un insieme finito.
2. Esistono hq,...,hiy € H senza fattori comuni.
3.s8,8+ 1€ H per qualche s € N.

Dimostrazione. [1 = 2] E evidente. [2 = 3] Se hy, ..., hi, € H sono senza fattori comuni,
allora esistono interi a1, ..., ax tali che a1hy + - + aghr = 1. Abbiamo dunque

k
§:= XZrnauX(O7 —a;)h; € H,
i=1

k k
s+1 zs—&—Zaihi zz:max((),ai)hi € H.
i=1 i=1
[3 = 1] Se h > s? — s possiamo scrivere h = as+7 con a > s —1 e r < s — 1. Dunque
h=(a—r)s+r(s+1) € H. O
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Esempio 7.5.4. Se a: K{z1,...,2,} — K{t} & un arco, allora il sottoinsieme

H={v(a(f)) eN| feK{xy,...,zn}}
delle molteplicita degli elementi dell’immagine di « € un semigruppo.

Lemma 7.5.5. Siano g, f € K{t} serie di molteplicita positiva con f # 0 e si considerino
gli archi o, B: K{z,y} — K{t} definiti da o = (f,g) e 8= (f, fg). Allora o & primitivo
se e solo se 3 & primitivo.

Dimostrazione. Osserviamo che § e la composizione di « con 'omomorfismo di anelli
K{z,y} — K{z,y} dato da = — z e y — zy; in particolare 'immagine di « contiene
I'immagine di § e quindi, se 8 & primitivo, allora anche « & primitivo.

Viceversa, se a & primitivo, allora esiste un intero a > 0 tale che a(y*) = «a(zp)
per qualche p appartenente all’ideale massimale di K{xz,y} e dunque y* — zp appartiene
al nucleo di a. Se m = v(f) e (tV) & contenuto nell'immagine di «, dimostriamo che
(tN+am) & contenuto nell'immagine di 3. Sia h = f%hy, con hy € (tVV), e sia h; = a(q);
per il teorema di divisione si ha ¢ = ¢1(y* — 2p) + r, con r polinomio in y di grado < a.
Siccome a(¢(z)y®) appartiene all'immagine di 3, se la molteplicita di ¢ & almeno b, allora
si ha che h = a(x*q) = a(z%r) appartiene all’immagine di (. O

Teorema 7.5.6. Un arco a: K{zy,...,z,} — K{t} & primitivo se e solo se esisto-
no gi,...,9k € K{x1,...,x,} tali che le molteplicita v(a(gy)),...,v(a(gr)) non hanno
fattori comuni.

Dimostrazione. La condizione ¢ chiaramente necessaria. Viceversa, per il Lemma [7.5.3]
esistono p,q € K{xy,...,2z,} tali che v(a(p)) = v(a(g)) + 1. Scriviamo f = «a(q) e
fg = a(p) con g € K{t} di molteplicita 1. Basta provare che 'arco §: K{z,y} — K{t}
definito da f(z) = f e B(y) = fg & primitivo: questo segue dal Lemma assieme al
fatto che ogni elemento di K{¢} puo essere rappresentato come una serie di potenze in
g. O

Definizione 7.5.7. Diremo che due archi sono equivalenti se differiscono per un auto-
morfismo del loro codominio K{t}. Una classe di equivalenza di archi primitivi si dice un
ramo.

Proposizione 7.5.8. Sia a: K{z,y} — K{t} un arco non banale. Allora Ker(a) = (f),
con | € K{x,y} irriducibile.

Dimostrazione. Proviamo per prima cosa che Ker(a) # 0: se a(xy) = 0 abbiamo finito,
altrimenti per il teorema di preparazione di Weierstrass possiamo moltiplicare per degli
invertibili le due serie a(z) — x € K{t, 2}, a(y) —y € K{¢t, y} e ottenere due polinomi di
Weierstrass f(z,t) € K{x}[t], g(y,t) € K{y}[t] in ¢ tali che f(a(z),t) = 0e g(a(y),t) = 0.
11 risultante R(f,g) € K{z,y} N (f,g) appartiene al nucleo di «; dato che f(z,0), g(y,0)
non hanno fattori comuni in K{z,y}, segue che f e g sono relativamente primi e quindi
R # 0. Siccome Ker(a) & un ideale primo non banale esiste f € K{z,y} irriducibile tale
che a(f) = 0. Supponiamo «(g) = 0 e proviamo che f divide g; a meno di un cambio
lineare di coordinate e di moltiplicazione per invertibili non e restrittivo assumere f e g
polinomi di Weierstrass in y. Per il Lemma [7.2.6]il polinomio f & irriducibile in K {z}[y].
Dato che f(0,y) = y™, se fosse a(z) = 0 si avrebbe 0 = «(f) = a(y)™ e quindi « sarebbe
banale contrariamente alle ipotesi. Dunque a(z) # 0 e la restrizione a: K{z} — K{t} &
iniettiva. Sia R € K{x} il risultante di f e g: dato che a(R) = 0, si ha R = 0 e quindi f
divide g. a
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Definizione 7.5.9. Sia f € K{z,y} una serie irriducibile e a: K{z,y} — K{t} un arco
non banale. Diremo che « é una parametrizzazione di f se a(f) =0 (e quindi per la

Proposizione vale Ker(a) = (f)).

Proviamo adesso che, se il campo e algebricamente chiuso, allora ogni serie irriducibile
ammette una parametrizzazione irriducibile sostanzialmente unica.

Teorema 7.5.10. Sia K algebricamente chiuso e f € K{xz,y} irriducibile. Esiste allora
un arco primitivo a: K{z,y} — K{t} tale che a(f) = 0. Ogni altro arco B tale che
B(f) =0 ¢éla composizione di « e di un endomorfismo di K {t}; esiste quindi una bigezione
naturale tra l'insieme dei rami e l'insieme degli elementi irriducibili di K{z,y}.

Dimostrazione. Induzione sulla molteplicitd d = v(f) della serie f. Se d = 1, allora a
meno di un cambio lineare di coordinate e per il teorema di preparazione di Weierstrass
si ha
f(@,y) = (@ = o(y))e(z,y),  €(0) #0.

Un arco primitivo « che annulla f & quindi dato da a(z) = ¢(¢), a(y) = t. Se § & un
altro arco primitivo che annulla f deve essere necessariamente 5(z) = ¢(5(y)) e quindi 3
¢ la composizione di « e del morfismo K {t} — K {t¢} dato da t — §(y). Si assuma adesso
d > 0 ed il teorema vero per serie irriducibili di molteplicita minore di d. A meno di un
cambio lineare di coordinate e per il teorema di preparazione possiamo assumere

flay) =2+ o1+ + daly),  v(gi) =i, da#0

t d nondividet t
Tipo irriducibile Tipo riducibile

Figura 7.2.

Asserzione: A meno di un cambio di coordinate del tipo v — x — ¢¥(y), ¥ € Ky,
¥(0) =0, y — y possiamo supporre che il poligono di Newton di f abbia una delle due
forme illustrate nella Figura[7.3

Dimostrazione. Si osservi innanzitutto che se r(y) ¢ una serie di potenze di molteplicita
sufficientemente alta il poligono di Newton di f € invariante per il cambio di coordinate
z+— 2 —r(y), y — y e quindi non & restrittivo provare l'esistenza di ¥ come serie di
potenze di molteplicita positiva. Dividiamo la dimostrazione in due casi.
1) La caratteristica di K non divide d. A meno di sostituire x con x — S1ly) si puo
supporre d
flay) =2l + oa(y)a 2 + -+ daly),  v(di) i,

Essendo f irriducibile e d > 1 deve essere ¢4 # 0. Se d non divide la molteplicita di ¢4
abbiamo finito. Se invece v(¢4) = ds, essendo K algebricamente chiuso esiste un cambio



144 7 Aspetti algebrici delle serie di potenze

di coordinate del tipo x — x — ay®, a € K, a # 0, che rende il poligono di Newton di tipo
riducibile con ¢ = ds.

2) Il campo K ha caratteristica p > 0 e p|d. Si consideri l'insieme E delle coppie (a, b)
tali che il monomio 2%~ %y® compare in f con coefficiente non nullo e tali che a, b, p siano
senza fattori comuni. Se £ = () allora f sarebbe una potenza p-esima e quindi F # ().
Ordiniamo E secondo 'ordinamento lessicografico: (a,b) < (¢, d) se e solo se a < ¢ oppure
a=ceb<d.Sia (A, B) il punto di minimo di E. Proviamo adesso che (A, B) & invariante
per cambi di coordinate del tipo = — z + g(y), y — y. Infatti se a < A allora ¢, (y)z?=*
¢ una potenza p-esima e quindi ¢,(y)(z + g(y))?~® non contiene il monomio z?~4yB. Si
assuma che il poligono di Newton non sia né di tipo irriducibile né di tipo riducibile, allora

esiste 0 < s < 1 tale che v(¢4) = ds. Con un cambio di coordinate di tipo © — =+ ay® si

pud aumentare la molteplicita di ¢4. Se ancora non va bene si ripete il procedimento (con
un s’ > s); la limitazione As < B implica che il procedimento finisce dopo un numero
finito di passi. a

Ritorniamo alla dimostrazione del teorema. Si assuma il poligono di Newton di tipo
riducibile o irriducibile e sia ¢ € Q il punto di intersezione dell’asse delle ascisse con il
prolungamento del primo segmento del poligono (vedi figura). Detta s > 1 la parte intera

di p si puo considerare lo scoppiamento di f definito da

Fley) = W € K {y}a].

La molteplicita di f e chiaramente > 0 e < d, per poter applicare l'ipotesi induttiva oc-
corre dimostrare la seguente:

Asserzione: f ¢ irriducibile.

Dimostrazione. Si assuma per assurdo che f abbia un fattore irriducibile ¢ di molteplicita
strettamente minore. Essendo g(x,0) # 0 non ¢ restrittivo supporre g polinomio di Weier-
strass. Per il Lemma si ha f = gh con h polinomio. Detti a, b i gradi dei polinomi
g, h rispettivamente si ha a + b = d e quindi

xr xr
flz,y) =y™g (y) y"°h (y>
y y

contraddicendo la irriducibilita di f. a0
0

Per induzione esiste un arco primitivo o = (a1 (t), aa(t)) tale che f(ay(t), as(t)) =
con ary # 0. Chiaramente f(aya3(t), a2(t)) = 0 e per il Lemmal[7.5.5]arco (a1 (t), a2 (t))
¢ primitivo. Se f(B1(t), B2(t)) = 0 allora deve essere v(31) > sv(B2) e quindi v = 3103, ° €
K{t} e f(y(t),B=2(t)) = 0. Per 'ipotesi induttiva 'arco § & la composizione di a e di un
endomorfismo di K {¢}. O

In caratteristica 0 il Teorema poteva essere piu facilmente dimostrato utiliz-
zando il teorema di Newton-Puiseux. La dimostrazione riportata ha tuttavia il pregio di
mostrare direttamente che ogni serie irriducibile f € K{z,y} si trasforma in una serie di
molteplicita 1 mediante un numero finito di cambi di coordinate e scoppiamenti (Teorema
di Hamburger-Weierstrass (1871)).

Lemma 7.5.11 (Lemma della scelta degli archﬂ). Sia K un campo algebrica-
mente chiuso, p C K{zg,...,z,} un ideale primo e h ¢ p. Esiste allora un arco
a: K{zo,...,xn} — K{t} tale che a(p) =0 e a(h) #0.

2 Tentativo non troppo soddisfacente di tradurre il corrispondente termine inglese curve selection
lemma.
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Dimostrazione. Induzione su n, se n = 0 gli unici ideali primi di K{zq} sono p = 0 e
p = (x0); basta quindi prendere nel primo caso 'arco identita e nel secondo caso 1'arco
banale. L’anello K{zo,...,z,} & Noetheriano e quindi I'ideale p & generato da un numero
finito f1,..., f, di serie. A meno di un generico cambio lineare di coordinate e molti-
plicazione per invertibili possiamo supporre h, f1,..., fr polinomi di Weierstrass rispetto
alla variabile z,. Denotiamo q = p N K{zo,...,z,—1}; per il Teorema esiste g €
pNKA{zo,...,zn_1}[z,] tale che R(h,g) & q, essendo R(h, g) il risultante dell’eliminazione
di x,,. Per I'ipotesi induttiva esiste un arco 3: K{zo, ..., 2,1} — K{s} tale che 3(q) =0
e B(R(h,g)) # 0. E chiaro che le serie F;(s,z,) = fi(B(z0),...,B(xn_1),2,) € K{s}[xs]
sono ancora polinomi di Weierstrass nella variabile x,, e, dato che 8 annulla tutti i ri-
sultanti R(f1,> a;jf;), a; € K, esiste un fattore irriducibile ' € K{s}[z,] che divide
tutti gli F;. L’arco (3 si estende naturalmente ad un omomorfismo locale di K-algebre
B: K{zg,...,zn} — K{s,z,} e, dato che g € p = (f1,..., fr) abbiamo che F divide
9(B(zq), ..., B(xn-1),x,) in K{s,z,} e quindi, siccome F' & preparato in forma di Weier-
strass lo divide pure in K {s}[z,]; d’altra parte F' non divide h(8(xo),...,3(xn-1),Tn),
altrimenti 1’arco 3 annullerebbe il risultante R(h,g). Se v: K{s,z,} — K{¢} & una pa-
rametrizzazione di F', vale y(h(8(xo),...,B(xn-1),2,)) # 0 e basta quindi prendere «
come la composizione si v e di (. O

Esercizi

7.17. Sia f € K{z,y}. Provare che se v(f(0,y)) = n, allora K{z,y}/(f) ¢ un K{xz}-
modulo libero di rango n. (Sugg.: teorema di divisione.)

7.18. Sia a: K{z} — K{t} un arco e sia n = v(a(z)). Provare che, tramite o, K{t} ¢
un K {z}-modulo libero di rango n. In particolare a & un isomorfismo se e solo se n = 1.

7.19. Si consideri 'arco a: K{z,y} — K{t} definito da

alz) =t", aly) = Z a;t’.

Dimostrare che se la caratteristica di K non divide n, allora « & primitivo se e solo se
esistono indici hy, ..., hy tali che ap, # 0 per ogni ¢ ed i k + 1 numeri n, hq,...,h; non
hanno fattori comuni. (Sugg.: induzione su GCD(n, v(a(y))).)

7.20. Per un arco a: K{z1,...,z,} — K{t} le seguenti affermazioni sono equivalenti:

1. a & primitivo.

2. 11 conucleo di « € uno spazio vettoriale di dimensione finita.

3. Detto m l'ideale massimale di K{z1,...,2,}, per ogni s > 0 esiste un ideale non
banale di K{¢} contenuto in a(m?).

7.21. Sia K un campo, provare che arco a: K {z,y} — K{t}, a(z) = t* + 3, a(y) = t*
¢ primitivo. (Sugg.: trattare separatamente il caso in cui K ha caratteristica 2 e applicare
il Teorema |7.5.6})

7.22 (Teorema degli zeri di Riickert). Sia K campo algebricamente chiuso, per ogni
ideale I C K{xo,...,x,} sia

Arc(I) = { archi ¢: K{zo,...,2n} — K{t} | (1) = 0}.

Provare che Arc(I) = Arc(J) se e solo se VI = v/J. (Sugg.: Lemma [7.5.11})
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7.6 Esercizi complementari

7.23. Dimostrare che in un campo finito esiste un’unica norma (quella di[7.1.2)).

7.24. Sia K il campo delle frazioni globali di un dominio a fattorizzazione unica A e sia
1
f € A irriducibile. Mostrare che esiste un’unica norma su K tale che |f| = 3¢ lgl =1

per ogni g € A non divisibile per f.
7.25. Mostrare che il completamento p-adico di Q possiede infinite componenti connesse.

7.26. Sia | | una norma su Q tale che |p| < 1 per qualche primo p > 1. Dimostrare che
|g| < 1 per ogni numero intero. Provare inoltre che, se |p| < 1 e p non divide g, allora
lg| = 1. (Sugg.: scrivere ¢™ in base p e fare tendere n — +00.)

7.27 (Criterio valutativo di convergenza, (x)). Sia (K,| |) un campo completo di
caratteristica 0 contenente tutte le radici di 1. Dimostrare che una serie f € K{[[z1,...,%s]]
& convergente se e solo se per ogni aq,...,as; € K, la serie f(ait,...,ast) € K[[t] &
convergente. (Sugg.: dimostrare nell’ordine i seguenti 6 punti:

a) (Formula di Cauchy). Sia P € K|[zy,...,zs] un polinomio di grado < m, p > n un
numero primo e sia G C K* il sottogruppo delle radici p-esime di 1.

Se P = Y asz!, allora per ogni multiindice I = (iy,...,is) tale che p > |iy| + -+ + |is]

vale ) (o)
€
ay = — Z T -
P e€G*® €

b) Se P = Z arz! & un polinomio omogeneo di grado n, allora per ogni v € K ed ogni

| I|=n
t € K* vale P )
1 v+ te
ar = tnps Z el :
eeG*s
c) Sia {f,} C K[z1,...,25] una successione di polinomi, con f,, omogeneo di grado n.

Se {fn} & uniformemente limitata in un aperto di K™, allora esiste una costante C' > 0
tale che per ogni n e per ogni coefficiente a di f, vale |a| < C™.
d) Sia f =5 fn € K][z1,...,2s]] una serie non convergente. Per ogni R > 0 sia

Ve ={a € K" | esiste n tale che |f,(a)] > R"}.

Provare che Vi € un aperto denso.

e) Usare il teorema di Baire per dedurre che NgVg # 0.

f) 11 teorema & generalmente falso se il campo K non & completo. Ad esempio si provi
che se K & numerabile allora esiste f € K|[[z,y]] non convergente tale che f(at,bt) ¢ un
polinomio in ¢ per ogni a,b € K.)

7.28. Sia p(y1,.-.,Ys, ) € C{y1, ..., ys}[x] un polinomio monico in z e sia ¢(y1,...,ys) €
Clly1s - - -, ys]] tale che p(y1,...,ys, ¢(y)) = 0. Dimostrare che la serie ¢ & convergente.

7.29. Dimostrare che l'algebra delle serie convergenti C{x1,...,z,} ¢ integralmente chiu-
sa nell’algebra delle serie formali C[[z1,...,x,]]. (Sia data un inclusione di anelli A C B.
Allora A si dice integralmente chiuso in B se coincide con l'insieme degli elementi di B
che sono radici di un polinomio monico a coefficienti in A, vedi ad esempio [AM1969] Cap.

5]).
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7.30 (Polinomi di Hermite). Dato un polinomio f € R[z], denotiamo con f(* la sua
derivata i-esima rispetto a x. Per ogni intero positivo n e per ogni numero primo p > n

siano bl om
) = — —x)P np(T) = o (x ).
fn,p( ) (p _ 1)' }E(h ) ’ F ,p( ) an,p( ) € Q[ ]

i>0

Si noti che F, , — Fy, , = fup(x). Si provi che:
1. F,, »(0) & un intero non divisibile per p.
2. Per ogni h =1, ..., n, il numero intero F, ,(h) & divisibile per p.

3. Sia xz € R, allora
+o0o h

Fop@ =YY %fé’}gm).

h=0 j=0
(Sugg.: sviluppo di Taylor.)

7.31 (La trascendenza di ¢). Nelle stesse notazioni dell’Esercizio e con | | lanorma
usuale in C. La serie esponenziale ¢ data da

zh
e’ = Z a1 € C{x}.
h>0
Per ogni f = Y a;z' € R[z] poniamo || f|| = > |a;|. Si provi:

L [fD©O)] <t f]-
2 1F4 1< A

CP
3. Per ogni n fissato esiste una costante C' tale che || fr || < TR
p—1)!
4. Per ogni n fissato e per ogni h =1,...,n, vale
hr_il_l (Fnp(h) = eth,p(O)) = 0.
p—-+oo

(Sugg.: scrivere lo sviluppo in serie di e e usare il punto 3) dell’Esercizio [7.30])

Dal punto 4) e dall’Esercizio si puo facilmente dedurre che e ¢ trascendente. Sia
infatti per assurdo ag +aie+---+ane” = 0 con a; € Z; si ponga F), = F), ;, e si consideri
il limite per p — +oo di

S an(Fy(h) — € F,(0) = aoFo(p)  (mod p).
h=1

7.32 (Le algebre ombra). Sia K un campo e P lo spazio vettoriale di tutte le
applicazioni lineari K [z] — K. Allora esiste un isomorfismo naturale di K-spazi vettoriali

o: P —K[t], SL)=> La")t"

Tramite @ lo spazio vettoriale P acquista una struttura di K-algebra detta algebra ombraﬂ
e su tale circostanza si basa il calcolo ombra. Si assuma adesso il campo K normato. I
sottoinsiemi B(p,r,e) C Klz], p € K[z], r,e > 0

B(p,r,e) ={q | llg —pll» <€}

sono una base per una topologia su K [z]. Detto Bs C K la palla di centro 0 e raggio
6, un funzionale L € P & continuo se e solo se per ogni § > 0 esistono €, tali che
L(B(0,r,€) C Bs. Tramite I'isomorfismo & le serie convergenti corrispondono ai funzionali
continui.

3 in inglese umbral algebra
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7.33. Si interpreti il teorema degli zeri di Riickert (Esercizio [7.22)) nella teoria dei germi
di spazi complessi, vedi [GR1965].

7.34 (*). Sia K un campo algebricamente chiuso di caratteristica 0, siano f,g € K{xz,y}
due serie di molteplicita positiva e sia J = f,g, — fyg. il determinante Jacobiano. Di-
mostrare che se J = 0, allora f e g hanno gli stessi fattori irriducibili (con molteplicita
possibilmente diverse). Mostrare con un esempio che il viceversa ¢ generalmente falso.

7.35. Sia H C N un semigruppo contenente 0 e siano n; < ny < ng < --- gli elementi
di N\ H. Provare che n; < 2i — 1 per ogni i. Dedurre che se N\ H contiene g elementi,
allora vale ( 0
glg + 2
WD g
n¢H

(Sugg.: se n; > 2i considerare le coppie (j,n; —j), per j =1,...,4.)

7.36. Sia {a,, | n € N} una successione di numeri reali non negativi tale che

1
An+m S i(an + am)
per ogni n, m € N. Dimostrare che tale successione ¢ convergente. (Sugg.: Sia [ il minimo
limite della successione; provare che per ogni € > 0 U'insieme H, = {n | a, <!+ €} ¢ un
semigruppo cofinito.)

7.37. Nelle notazioni della Sezione Dimostrare che se (K,| |) ¢ completo, allora
(Br, || ||) € uno spazio di Banach per ogni multiraggio .

7.38 (x). Provare che per ogni r > 0, Panello B, C C{z} non ¢ a fattorizzazione unica.
(Sugg.: mostrare che esiste una catena non stazionaria di ideali principali.)

7.39 (x). Siano f,g € K{x,t} senza fattori comuni: dimostrare che il K-spazio vettoriale
K{z,t}/(f,g) ha dimensione finita. (Sugg.: ridursi al caso f, g polinomi di Weierstrass e
quindi mostrare che esiste N > 0 tale che 2V, !V appartengono all'ideale (f,g).)

7.40 (xx7). In caratteristica 0, se f € K{x1,...,2,} ¢ irriducibile, allora f & ancora
irriducibile in K{[[z1,...,2,]]. (Sugg.: una dimostrazione possibile utilizza il teorema di
Artin [Art1968] sulla soluzione delle equazioni analitiche.)

7.41. Siano f,h € K|zo,...,zy] con h irriducibile e h(0) = f(0) = 0. Dimostrare che se
h divide f in K{xo,...,z,}, allora lo divide in K[xo,...,z,]. (Sugg.: non ¢ restrittivo
assumere K algebricamente chiuso; a meno di un cambio lineare di coordinate si puo
supporre h(0,...,0,z,) # 0. Usare il lemma di Hensel, il Lemma e le proprieta del
risultante.)

Osservazione 7.6.1. L'Esercizio ¢ un caso particolare di un Teorema di Krull (vedi

Sezione [15.5)).

7.42. Sia K un campo di caratteristica 0 e siano h, f,g € K]z,y] con h irriducibile,
h(0) = f(0) =0, hy(0) # 0 e g(0) = 1. Dimostrare che se h divide i polinomi fg, — gfz e
fgy — gfy, allora h divide f. (Sugg.: usare I’Esercizio M)
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Esercizi sulle algebre analitiche locali

Sia K un campo normato fissato (infinito). Una K-algebra analitica locale ¢ una K-
algebra isomorfa ad un quoziente di un’algebra di serie di potenze convergenti. Si noti che
ogni K -algebra analitica locale ¢ un anello locale Noetheriano con campo residuo uguale a

K. Una K-algebra analitica locale si dice liscia se ¢ isomorfa a K{z1,...,z,} per qualche
n.

7.43. Provare che ogni algebra analitica ¢ isomorfa a K{zy,...,2,}/I, con I C m? =
(1,...,2,)%

7.44. Per ogni n > 2 indichiamo con p,, : K{t}/(t") — K {t}/(t?) il morfismo di proiezione
al quoziente. Provare che un’algebra analitica locale A ¢ liscia se e solo se per ogni omo-
morfismo f: A — K{t}/(t?) e per ogni n > 2 esiste un omomorfismo g: A — K {t}/(t")
tale che f = p,g. (Sugg.: Esercizio m)

7.45. Siano A e B due K-algebre analitiche locali con ideali massimali m C A en C B.
Sia f: A — B un omomorfismo locale e denotiamo con f’: m/m? — n/n? Papplicazione
indotta. Provare:

e [ & surgettivo se e solo se f’ & surgettivo.
e Se B ¢ liscia e f’ ¢ iniettivo allora anche f ¢ iniettivo.

7.46 (Lemma di Cartan). Siano gi,...,9, € K{x1,...,2,} serie la cui matrice Ja-
cobiana in 0 & la matrice identita: questo significa che per ogni ¢ = 1,...,n si puo
scrivere g; = x; + §i, con ¢; € m?. Sia ¢ l'automorfismo di K{zy,...,z,} dato da

()1, .. zn) = f(g1(x),...,gn(x)). Provare:

1. Se il campo K ha caratteristica 0 e ¢¢ = Id per qualche d > 0, allora ¢ = Id.
2. Se la caratteristica di K divide d il risultato del punto 1) ¢ generalmente falso.

7.47 (x). Dato un ideale I C K{z1,...,2z,} ed un numero naturale h si definisce Jp,(I)

come l'ideale generato dai determinanti minori di ordine h di tutte le matrici Jacobiane

<8fi >, al variare di f1,..., fn € I. Dimostrare:
axj

1. La definizione dei J, & invariante per automorfismi di K{z1,...,2,}.

2. Se K ha caratteristica 0 ed esiste h tale che J,_(I) = (1) e Jo—p41(I) C I, allora la
K -algebra analitica K{z1,...,z,}/I & isomorfa a K{y1,...,yn}

3.1l punto 2) & generalmente falso in caratteristica p > 0: & comunque vero sotto le
stesse ipotesi che K{z1,...,z,}/I & isomorfa a K{y1,...,yn}/J dove J & un ideale
contenuto in (y7,...,y}).

Esercizi sul poligono di Newton

Nei seguenti esercizi studieremo alcune proprieta del poligono di Newton Ny C [0, +oo[? di
una serie f € K{z,y}. Per convenzione riportiamo sull’asse delle ascisse gli esponenti di y
e sull’asse delle ordinate gli esponenti di z. Il campo K & inoltre supposto algebricamente
chiuso.

7.48. Siano e, f € K{z, y} con e(0) # 0. Provare che Ny = Ny, e dedurre che Ny dipende
solo dall’ideale (f).
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In generale chiameremo poligono di Newton qualsiasi sottoinsieme convesso N C

[0, +00[? tale che N = Ny per qualche serie f di molteplicitd positiva. Dato un poli-
™

gono di Newton ed un suo lato [ si definisce la pendenza 0 < p(I) < — come l'angolo
formato tra [ e la retta verticale. Dato un poligono di Newton N ¢ sempre possibile or-
dinare i suoi lati lo,l1,...,lx in modo tale che 0 = p(lp) < p(l1) < -+ < p(lx) = g;
diremo infine che il poligono IV & preparato se [ e [, sono contenuti negli assi coordinati
(se N = Ny la condizione equivale a f(x,0) # 0 e f(0,y) # 0). Dato un poligono di
Newton preparato N, con lati lg,...,[, si definisce la pendenza minima e massima
min(N) = p(ly), max(N) = p(lx_1).

7.49. Siano N, M poligoni di Newton preparati con max(N) < min(M ). Provare che
N+M={n+m|neN,meM}cCl0,+ocf?
¢ ancora un poligono di Newton preparato.

7.50. Siano f,g,h € K{z,y} tali che i poligoni Ny, N, siano preparati e max(Ny) <
min(Ny). Mostrare che N, = Ny + Ny se e solo se Nj = Ny,.

7.51. Siano dati una serie f e due poligoni di Newton preparati N e M tali che Ny =
N+ M e min(N) = max(N) = g < min(M). Dimostrare che esiste g € K{xz,y} tale che
Ny =M, g|f e M.C.D.(g, fg~') = 1. (Sugg.: usare lo scoppiamento.)

7.52. Siano dati una serie f e due poligoni di Newton preparati N e M tali che Ny =
N+M emax(N) < % < min(M). Dimostrare che esiste g € K{z, y} tale che Ny = M, g|f

e M.C.D.(g, fg~') = 1. (Sugg.: usare il fatto che M & invariante per cambi di coordinate
del tipo z — x, y — y + ¢(x) per ricondursi all’Esercizio )

7.53. Sia K campo infinito e f € K{xz, y}. Dimostrare che il numero dei fattori irriducibili
di f ¢ maggiore o uguale del numero dei lati di Ny che non sono contenuti nell’unione
degli assi coordinati. (Sugg.: Esercizio [7.52])

7.54. Siano f1,..., fn € K{z} serie con molteplicita positive e strettamente crescenti,
cioe 0 < v(fi1) < --- < v(fn). Descrivere il poligono di Newton di [[,(y — fi(x)). Si
raccomanda di fare almeno il caso n = 2.

7.55 (*). Sia K un campo di caratteristica # 2 e f = y? — (2% + y*)* € K{x,y}, con
k,a > 0eb > 2. Provare che f ¢ irriducibile se e solo se ak & dispari. (Sugg.: preparazione
di Weierstrass e poligono di Newton.)
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Le singolarita delle curve piane da un punto di vista
analitico

8.1 Ideali di Fitting

Definizione 8.1.1. Sia B = (b;;) una matrice ad n righe ed m colonne a valori in un
anello A. Per ogni h > 0 si definisce lo h-esimo ideale di Fittinﬂ di B come l’ideale
Fn(B) C A generato da tutti i determinanti minori di ordine (n — h) della matrice B.
(Per convenzione, se j < 0, allora i determinanti minori di ordine j sono uguali a 1.)

E evidente che Fo(B) € Fi(B) C --- C F,(B) = A. Ricordiamo che con mossa
elementare su una matrice B a coefficienti in un anello A si intende una delle seguenti 6
mosse:

Mosse elementari sulle righe:

1. Permutare le righe.
2. Moltiplicare una riga per un invertibile di A.
3. Aggiungere ad una riga un multiplo di un’altra riga.

Mosse elementari sulle colonne:

1. Permutare le colonne.
2. Moltiplicare una colonna per un invertibile di A.
3. Aggiungere ad una colonna un multiplo di un’altra colonna.

Segue facilmente dalla regola di Laplace per il calcolo del determinante che gli ideali
di Fitting sono invarianti per mosse elementari.

Ricordiamo che una anello A si dice Euclideo se ¢ un dominio di integrita ed e definita
una funzione grado d: A — {0} — N tale che:

1. d(a) > 0 per ogni a € A — {0}.

2. d(ab) > max(d(a),d(b)) per ogni a,b € A — {0}.

3. Per ogni a,b € A — {0} esistono p,r € A tali che a = pb+ r, dove r = 0 oppure
d(r) < d(b).

Teorema 8.1.2. Sia A un anello Euclideo. Allora, mediante un numero finito di mosse
elementari, é possibile trasformare ogni matrice a coefficienti in A in una matrice (c;j)
tale che c;; =0 se i # j e ¢iilej; sei < j.

Inoltre i coefficienti c;; sono univocamente determinati a meno di invertibili.

Osservazione 8.1.3. 11 Teorema [8.1.2] &€ vero piu in generale per matrici a coefficienti in
anello ad ideali principali (vedi ad esempio [Lang1984] XV.2]).

! Fitting ¢ il nome di un matematico tedesco e non un termine inglese.
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Dimostrazione. Sia B = (b;;) una matrice n x m a coefficienti in A.

Esistenza: La prova dell’esistenza e costruttiva: eccone 1'algoritmo.
1) A meno di permutazioni degli indici non & restrittivo assumere d(b11) < d(b;;) per ogni
i,7. Se b1 divide b;; per ogni 4, j (questo & vero se d(b11) = 0), allora zompiamo al punto
4, altrimenti passiamo al punto 2.
2) Se by; divide by; per ogni j, allora andiamo direttamente al punto 3. Se invece by
non divide by; per qualche j > 2, allora, aggiungendo alla j-esima colonna un opportuno
multiplo della prima possiamo supporre d(bi;) < d(b11). Scambiamo la j-esima colonna
con la prima e torniamo al punto 1.
3) Con mosse elementari di tipo 3 possiamo supporre bi; = b1 per ogni j. Se by; non
divide b;; per qualche 7, j, con ¢ > 1, allora, aggiungendo alla i-esima riga un opportuno
multiplo della prima possiamo supporre d(b;;) < d(bi1). Scambiamo la j-esima colonna
con la prima colonna, la i-esima riga con la prima riga e torniamo al punto 1.
4) Con mosse elementari di tipo 3 possiamo supporre by; = b;; = 0 per ogni i > 1.
Restringiamoci alla sottomatrice di indici ¢, j > 1 e ritorniamo all’inizio.

Unicita: Basta osservare che per ogni matrice (¢;;) di ordine nxm, come nell’enunciato
si ha Fy,_p(C) = (c11¢92 - - - cpr) per ogni h < n. Adesso basta ricordarsi che gli ideali di
Fitting sono invarianti per mosse elementari. ad

Corollario 8.1.4. Ogni matrice invertibile a coefficienti in un anello Fuclideo é il pro-
dotto di un numero finito di matrici rappresentanti mosse elementari.

Dimostrazione. Basta applicare il Teorema [8.1.2] ed osservare che una matrice invertibile
resta invertibile anche dopo una mossa elementare. a

Corollario 8.1.5. Sia B una matrice n X m a coefficienti in un anello Euclideo A. Allora
esistono due matrici invertibili Uy € GL(n, A) e Uy € GL(m, A) tali che Ui BUy = (¢i5),
dove c;; =0 se i # j e cii|cj; sei < j.

Dimostrazione. Basta osservare che ogni applicazione elementare sulle righe (risp.: co-
lonne) si puo ottenere moltiplicando a sinistra (risp.: destra) con una opportuna matrice
invertibile. 0

I Corollario [R.1.5] viene chiamato talvolta Teorema di Frobenius.

Applichiamo i risultati precedenti all’anello Euclideo K {t} attrezzato della moltepli-
citd v come funzione grado. Dato un K {t}-modulo M si definisce la lunghezza di M
come

(M) =dimg M € NU {+o0}.

K{t K{t
Si noti che (ti)} ha lunghezza n e quindi per ogni f € K{t} vale [ <(J{“)}) =v(f).
Teorema 8.1.6. Siano A = K{t} e ¢: A" — A™ un omomorfismo di A-moduli. Allora
vale I(Coker(¢)) = v(det(¢)), dove con det(¢p) si intende il determinante della matrice
che rappresenta ¢ nella base canonica di A™.

Dimostrazione. Le mosse elementari lasciano invariati sia [(Coker(¢)) che v(det(¢)): non &
quindi restrittivo dimostrare il teorema nel caso in cui ¢ sia rappresentato da una matrice
diagonale ¢ = diag(as,...,an), con a; € A. E chiaro che v(det(¢)) = v(ay) + - - - + v(an),
che Coker(¢) = A/(a1) ® --- ® A/(an) e quindi che I(Coker(¢)) = I(A/(a1)) + -+ +
W{A/(an)) =v(ar) + -+ v(ay). O
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Esercizi

8.1. Sia A un anello Euclideo con funzione grado d. Dimostrare che A & un anello unitario
ad ideali principali, che d(a) > d(1) per ogni a e che vale d(a) = d(1) se e solo se a &
invertibile. (Sugg.: per ogni ideale scegliere un elemento di grado minimo. In particolare
Panello stesso € un ideale principale, diciamo A = (a). Per la proprieta di divisione esiste
u € A tale che a = au.)

8.2. Sia A anello Euclideo. Dimostrare che ogni sottomodulo di A™ ¢ libero di rango < n.

8.2 Il lemma del serpente

Il periodo 1940-1955 e stato caratterizzato da un forte sviluppo della topologia algebrica:
molte idee maturate in quel periodo hanno influenzato enormemente tutta quanta la
matematica degli anni a seguire. Basta citare ad esempio i concetti di Categoria e Funtore
e l'utilizzo grafico delle frecce fino ad allora sconosciuto (sembra che il primo ad utilizzare
una freccia per indicare un morfismo sia stato Hurewicz nel 1940: il libro di Walker
[Walk1950], stampato nel 1949, & uno degli ultimi testi a non fare uso di frecce). Tra le
nuove nozioni troviamo anche quella di successione esatta.
Una successione di morfismi di A-moduli

My My T My, mEZ, (8.1)

si dice un complesso se Im(d,,) C Ker(d,+1) per ogni n, o equivalentemente se d,,1d,, =
0 per ogni n. Si dice una successione esatta se Im(d,,) = Ker(d,,+1) per ogni n. Una
successione esatta come in [8.1]si dice limitata se M,, = 0 ad eccezione di un numero finito
di interi n, mentre si dice corta se M,, = 0 per ogni n # —1,0, 1. Piu familiarmente, una
successione esatta corta ¢ una successione esatta del tipo

0—M—N—P—0.
Un morfismo di successioni esatte corte ¢ un diagramma commutativo

0O—N —M — P —0

[« o ] (8.2)

0— Ny — My — P, — 0,

dove le righe sono successioni esatte corte. Si noti che un tale morfismo induce in modo
naturale i due complessi

0— Ker(a)— Ker(8)— Ker(y) e

Coker(a)— Coker(3)— Coker(y)—0.

Lemma 8.2.1 (del serpente). Sia dato un morfismo di successioni esatte corte come
in[8:3 Allora esiste un morfismo (di bordo) §: Ker(vy) — Coker(a) tale che la successione

0— Ker(a)— Ker(3)— Ker(7)

|5
Coker(a)— Coker () — Coker(y)—0.

¢ esatta.
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Dimostrazione. Sia p € Py tale che y(p) = 0 e sia m € M; un sollevamento di p; siccome
il diagramma & commutativo, 'immagine di G(m) in P, ¢ nulla e quindi S(m) € Na.
Definiamo 6(p) come la classe di F(m) nel conucleo di «. Lasciamo per esercizio al lettore
la semplice verifica che § € un omomorfismo ben definito e che la successione & esatta. 0O

Esercizi

8.3. Sia
0O—N—M-—P—0

]

0O—N-—M-—P—20

un morfismo di successioni esatte corte di spazi vettoriali di dimensione finita su K.
Provare che la traccia di § & uguale alla somma delle tracce di « e 7.

8.4. Una applicazione lineare ¢ tra spazi vettoriali su un campo K fissato si dice di
Fredholm se Ker(¢) e Coker(¢) hanno dimensione finita; in tal caso si definisce l'indice
i(¢) = dim Coker(¢) — dim Ker(¢). Sia

0—N — M — P —0

ol b

O—>N2—>M2—>P2—>O

un morfismo di successioni esatte corte di spazi vettoriali su K. Dimostrare che se « e 7
sono di Fredholm, allora anche 8 & di Fredholm e vale i(8) = i(a) + i(7).

8.5 (Lemma del 9). Si consideri un diagramma commutativo con le colonne esatte

0 0 0

L]

0O—N — M — P —0

Lol

O—>N2L>M2LP2—>O

]

00— N3 — M3 — P3 — 0

|l

0 0 0

e si assuma che gf = 0. Provare che se due righe sono esatte allora e esatta anche la terza.
(Sugg.: se la riga centrale ¢ esatta applicare il lemma del serpente, altrimenti caccia al
diagramma.)

8.3 Definizioni alternative della molteplicita di intersezione

Da ora in poi K denotera un campo algebricamente chiuso.

Teorema 8.3.1. Siano f,g € K{xz}[y] polinomi monici in y tali che f(0,y) e g(0,y) non
abbiano radici in comune diverse da y = 0. Sia R = R(f,g) € K{xz} il risultante di f e
g, allora vale

v(R) = dimg K{z}/(R) = dimg K{z,y}/(f,9)-
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Dimostrazione. Per il lemma di Hensel possiamo scrivere f = f1fo e g = g1g2, con f;, g; €
K{z}[y], f1 e g1 polinomi di Weierstrass, f2(0) # 0 e g2(0) # 0. Per ipotesi i polinomi
f2(0,9) e ¢2(0,y) non hanno radici comuni e quindi i tre risultanti R(f1, g2), R(f2,91) e
R(f2,g2) sono tutti invertibili in K{z} e v(R(f,g)) = v(R(f1,91)). Essendo inoltre chiaro
che (f,9) = (f1,91) C K{x,y} si deduce che non & restrittivo dimostrare il teorema nel
caso particolare di f e g polinomi di Weierstrass. Sia f(0,y) = y™, allora per il teorema
di divisione K {z,y}/(f) ¢ un K{z}-modulo libero con base canonica 1,y,...,y" ! e
K{z,y}/(f,g) ¢il conucleo della moltiplicazione per g in K {z, y}/(f). Nella base canonica
la moltiplicazione per g & rappresentata dalla matrice m;; i cui coefficienti soddisfano la
relazione

n—1

yig:hif—FZmijyj, i=0,...,n—1, thK{I}[y}
7=0

In base ail risultante di f e g ¢ esattamente il determinante di m;; e la dimostrazione
si conclude usando il Teorema 0

Corollario 8.3.2 (Definizione analitica della molteplicita di intersezione). Siano
C e D due curve piane senza componenti comuni, p € CND e siano x,y coordinate affini
centrate in p. Se f,g € K[z,y] sono le equazioni affini di C e D rispettivamente, allora

vale
K{z,y}
(f.9)
Dimostrazione. A meno di un cambio lineare di coordinate non ¢ restrittivo assumere che

f e g soddisfano le ipotesi del Teorema basta adesso ricordarsi che per definizione
di molteplicita di intersezione vale v,(C, D) = v(R). O

vp(C, D) = dimg

E naturale estendere la molteplicita di intersezione di due curve affini ad un’applica-

zione
K{z,y}
(f,9)

Dato che una tale applicazione v ¢ invariante per cambi analitici di coordinate e per
moltiplicazione di f e g per elementi invertibili, ne segue che v € univocamente determinata
dai valori v(f,g), con f,g polinomi di Weierstrass in y. In tal caso, grazie a la
molteplicita di intersezione ¢ uguale alla molteplicita del risultante. In particolare v(f, g) =
+oo se e solo se f e g hanno un fattore comune.

v: K{z,y} x K{z,y} —» NU{+o0}, v(f,g) = dimg

Proposizione 8.3.3. L’applicazione v: K{x,y}?> — NU {400} ¢ univocamente determi-
nata dalle sequenti proprieta:

1. v(f,9) = (g, ).

2. v e invariante per cambi lineari di coordinate.

8. v(f,g+ fh) = v(f,g) per ogni f,g,h € K{z,y}.

4. Se f € K{z,y} non ¢ invertibile, allora v(0, f) = +00. Se se e € K{x,y} é invertibile,
allora v(e, g) = 0 per ogni g.

cv(x,y) =1.

6. v(f,gh) =v(f,g) +v(f,h) per ogni f,g,h € K{z,y}.

Dimostrazione. Segue immediatamente dalla definizione e dal Teorema che v soddi-
sfa le condizioni 1,...,6. Una dimostrazione alternativa di 6 che non utilizzi la bilinearita
del risultante puo essere fatta osservando che, se f e gh non hanno fattori comuni, allora
esiste una successione esatta corta

&
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_}K{xay}i)K{xvy}i}K{xay}
(fh) (f,gh) (f.9)

dove ( e la proiezione al quoziente e a e indotta dalla moltiplicazione per g; lasciamo
per esercizio al lettore la verifica della esattezza. Si consideri adesso una u: K{z,y}?> —
N U {+o0} che soddisfa le condizioni 1,...,6 e proviamo che u = v.

Osserviamo dapprima che u(f,z) = v(f(0,y)) per ogni f € K{z,y}. Infatti, se =
divide f, allora f = zg e pu(f,x) = p(f — zg,x) = u(0,2) = +00. Se invece x non divide
f, allora per il teorema di preparazione si ha f = eh, con e invertibile e h = y™ + xh;
polinomio di Weierstrass in y; dunque p(f,z) = u(h,z) = p(y™,x) = m. Se g € K{x}
¢ una serie di molteplicitd d = v/(g), si puo scrivere g = 2%g; con g; invertibile e quindi
w(f,g) = v(g)v(f(0,y)). In generale siano f,g € K{z,y}, allora a meno di un cambio
lineare di coordinate e moltiplicazione per invertibili non e restrittivo supporre f e g
polinomi di Weierstrass in y con deg f < degg. Proviamo per induzione sul grado di f
che u(f,g) = v(f,g). Per il teorema di divisione si ha g = fh+7, con r € K{z}[y], da cui
segue p(f,g) = u(f,r). Se r € K{z} abbiamo gia visto che u(f,r) = v(f,r), altrimenti
possiamo scrivere r = sep con s € K{z}, e invertibile e p polinomio di Weierstrass in y
di grado strettamente minore al grado di f e quindi u(f, g) = u(f,s) + u(f,p). O

—0,

Teorema 8.3.4 (Definizione parametrica della molteplicita di intersezione). Sia
f e K{x,y} irriducibile e a: K{z,y} — K{t} una parametrizzazione irriducibile di f.
Allora per ogni g € K{x,y} vale v(f,g) = v(a(g)).

Dimostrazione. 1l risultato e evidente se f divide g, basta quindi esaminare il caso in
cui f e g non hanno fattori comuni e a(g) # 0. Siano ¢: K{z,y}/(f) — K{z,y}/(f) e
¥: K{t} — K{t} le moltiplicazioni per g e a(g) rispettivamente; i morfismi ¢ e ¢ sono
iniettivi e K-lineari. Il conucleo Coker(a) ha dimensione finita ed esiste un morfismo di
successioni esatte corte

0 — K{z,y}/(f) = K{t} — Coker(a) — 0
s o b
0 — K{z,y}/(f) = K{t} — Coker(a) — 0.
Per il lemma del serpente esiste una successione esatta di spazi vettoriali di dimensione

finita
0— Ker(y)— Coker(¢)— Coker(y))— Coker(y)—0.

Dato che Coker(a) ha dimensione finita, si ha dimKer(y) = dim Coker(y) e quindi
v(f,g) = dim Coker(¢) = dim Coker(¢)) = v(a(g)). O

Esercizi

8.6. Sia x — a(t), y — as(t), una parametrizzazione irriducibile di una serie irriducibile
f € K{x,y}. Provare che la molteplicitd di f & uguale al minimo delle molteplicita di
Oél(t) (§] Oég(t).

8.7. Sia f € K{xz,y} polinomio di Weierstrass di grado m in y e si consideri il morfismo
di K-algebre

a: K{u, v} = K{z,y}/(f),  alg(u,v)) = g(z, zy).
1

Provare che la dimensione di Coker(«) su K ¢ ugualea 1+24---4+(m—1) = Em(m— 1).

(Sugg.: utilizzare il teorema di divisione per dimostrare che i monomi 2%y®, al variare di
0 < a < b < m, sono una base di Coker(a).)
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8.8 (Il numero di punti doppi, *). Dato un arco primitivo a: K{z,y} — K{t}, la
dimensione §(«) dim Coker(«) del conucleo di « ¢ detta numero di punti doppi di a.
Per ogni f € K{x,y} si definisce:

1. 6(f) = +o0 se f possiede una componente multipla.

2. 6(f) =0 se f & invertibile.

3. Se f & ridotta di molteplicitah v(f) > 0 e ag,...,a; sono delle parametrizzazioni
primitive delle componenti irriducibili di f, allora §(f) & uguale alla dimensione del
conucleo di

k
K{x,y}% @K{t}.

Dalla definizione segue immediatamente che se f ¢ irriducibile ed « € una sua
parametrizzazione irriducibile, allora 6(f) = d(«). Provare che:

1. Se f & ridotta, allora 6(f) < +oo.
2.6(fg) =0(f) +6(9) +v(f,9)-
3.8(f) =0seesolosev(f) <L

4. Nelle notazioni del Lemma |7.5.5 vale §(5) = d(«) + %V(f)(u(f) —1).
1

5.0(f) 2 gr(f)(w(f) - 1).

8.9. Dimostrare la validita della seguente ricetta induttiva per il calcolo della moltepli-
citd di intersezione di due serie irriducibili f(x,y) e g(x,y) in funzione delle rispettive
parametrizzazioni primitive o = (a1, a2) e = (61, B2).

Denotiamo v(«, 8) = v(f, g) e per ogni arco v = (71, 72) definiamo la sua molteplicita
v(y) come il minimo delle molteplicita delle due serie 71,72. Con un opportuno cambio
lineare sulle coordinate x,y si ha v(aq) < v(az); in tali ipotesi

1 (0, B) = v(a)(B) se v(Br) > v(B).
2. v(a, B) = v(a)v(B) + v(a', B) se v(B1) < v(Ba), dove si & posto o = (a1, aza;’) e
3= (B, G277 ).

8.4 Un lungo esercizio: il teorema Af + B¢ di Max Noether

Gli esercizi di questa sezione forniranno una dimostrazione della seguente generalizzazione

del Teorema [6.5.1]

Definizione 8.4.1. Siano C,D C P? curve fissate senza componenti comuni di equazio-
ni F e & rispettivamente. Diremo che una curva E C P? di equazione H soddisfa la
condizione Af + B¢ globale se esistono polinomi omogenei A, B tali che H = AF + B®.

Diremo che E soddisfa la condizione Af + B¢ locale se per ogni p € C N D, dette
f,0,h le equazioni di C, D, E in un sistema di coordinate affini x,y centrate in p, si ha

he(f,¢) CcK{z y}.

Teorema 8.4.2. Siano C, D C P? curve fissate senza componenti comuni di equazioni F
e @ rispettivamente. Allora una curva E soddisfa la condizione Af + B¢ globale se e solo
se soddisfa quella locale.
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Esercizi

8.10. Sia m C K{x,y} I'ideale massimale, e siano f, g € m senza fattori comuni; indichia-
mo v(f, g) = d. Provare che m? C (f, g) e quindi che K {x,y}/(f, g) & generato come spazio
vettoriale dai monomi 2%y, con a + b < d. (Sugg.: 'anello A = K{z,y}/(f,g) & locale
noetheriano con ideale massimale n = m/(f, g), esiste h < d tale che n* = n"*1 = n.n”,
si usi il lemma di Nakayama.)

8.11. Siano f,g,h € K{z,y} con f di molteplicitd 1. Provare che h € (f, g) se e solo se
v(h, ) = v(g, f)-

8.12. Siano fi,..., fr,g9,h € K{x,y} con fi,..., f, di molteplicita 1 a tangenti distinte
e denotiamo f = fi--- f,.. Provare che se v(h, f;) > v(g, fi) +r—1perognii=1,...,r,
allora h € (f,g). (Sugg.: induzione su r.)

8.13. Dimostrare il Teorema (Sugg.: siano n, m i gradi di C' e D, provare che se d >
nm le curve F di grado d che soddisfano la condizione locale formano un sistema lineare

1
di dimensione id(d + 3) — nm. Ripetere la seconda dimostrazione del Teorema 6.5.1})

8.5 Esercizi complementari

8.14. Utilizzare il teorema di Bertini|b.6.1| per dimostrare che, in caratteristica 0, se V' ¢ un
fascio di curve piane senza componenti comuni e d ¢ il massimo grado di una componente
irriducibile contenuta in una curva del fascio, allora esiste al piti un numero finito di curve
in V' aventi una componente irriducibile di grado < d.

8.15. Sia f € K{t¢} di molteplicita v(f) > 0 non divisibile per la caratteristica di K.
Provare che
V<xy7f(a:)f(y)> =u(f) - 1.
r—=Yy

8.16 (x). Sia K campo algebricamente chiuso, f € K{x,y} senza fattori multipli e sia
f = fi1-- fnlascomposizione in fattori irriducibili. Per ogni multiindice I = (i1, ...,i,) €
N" si consideri lo spazio vettoriale

K
v(g, f;) = dimg M > i; per ogni j = 1,...,n}.
(9 17)

Dimostrare che esiste un multiindice I tale che:

V() = {g €K {x,y}

1. V(1) ha codimensione finita in K {z, y}.

2. Per ogni I = (iy,...,i,) € N, lo spazio V(Iy+ I) ha codimensione |I| =41 + -+,
in V(Io)

3. V(Io+ 1)+ V(o +H)=V(y+1INAH), dove

(il, e ,Zn) A (h17 ceey hn) == (min(il, hl), ey min(in, hn))
In particolare V(Io + 1) = V(Iop + H) se e solo se H = I.

8.17.Sia A una anello e f: M — P, g: N — P due omomorfismi di A-moduli. Il
prodotto fibrato di f e g € per definizione lo A-modulo

M xp N={(m,n) € M x N | f(m)=g(n)}.
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Denotiamo con f': M xp N - N e g': M xp N — M le due proiezioni.
Dimostrare che per ogni diagramma commutativo di morfismi di A-moduli

H- N

S

M- p

esiste un unico omomorfismo di A-moduli v: H — M xp N tale che 8 =¢'ve a = f'v.
Provare inoltre che v ¢ un isomorfismo se e soltanto se Im(«) = Im(f’) e 8 induce un
isomorfismo tra Ker(a) e Ker(f).

8.18. Sia A una anello e f: M — P, g: M — N due omomorfismi di A-moduli. Il
coprodotto fibrato (detto anche somma fibrata) di f e g ¢ per definizione lo A-
modulo P @y N = (P® N)/K, dove K = {(f(m),—g(m)) € P® N | m € M}. In altri
termini P @ N ¢ il conucleo dell’omomorfismo (f, —g): M — P @ N. Denotiamo con
f'* N - P®py Ne g: P — P @y N i morfismi indotti dalle inclusioni nella somma,
diretta. Dimostrare che per ogni diagramma commutativo di morfismi di A-moduli

M- p

Il

N - H

esiste un unico omomorfismo di A-moduli v: P &5 N — H tale che 8 =~¢' e a = vf'.
Provare inoltre che v & un isomorfismo se e soltanto se Ker(«) = Ker(f’) e 8 induce un
isomorfismo tra Coker(«) e Coker(f).

8.19 (x). Sia A un anello euclideo e consideriamo l'insieme M (m,n, A) delle matrici
m X n a coefficienti in A come un M (n,n, A)-modulo destro. Provare che se m < n, al-
lora ogni sottomodulo di M (m,n, A) & generato da un solo elemento. (Sugg.: considerare
M (m,n, A) come lo spazio delle applicazioni A-lineari A™ — A™. Per ogni sottomodulo
N C M(m,n,A) sia V. .C A™ l'insieme dei f(v), f € N, v € A™. Considerare prelimi-
narmente il caso V' = A"; se V & libero di rango s < m esiste ¢ € M(m, s, A) tale che
N = ¢M(s,n,A).)

8.20 (Proiettivitd normale delle curve piane lisce, *x). Sia F € K[zg, 21, z2] l'e-
quazione di una curva piana liscia C, A = K|[zg, 21, 22]/(F) e R(z) € A[z] un polinomio
monico. Provare:

1.Dati P = P+ P., Q = Q + Q, polinomi in K [z¢, z1, x3] con P, (risp. Q) omogeneo
di grado r (risp. s) e P (risp. Q) di grado < r (risp. < s). Se P/Q & una radice di R
allora vale v, (F, P,) > v,(F, Q) per ogni p € C.

2. L’anello A & un integralmente chiuso (vedi Esercizio[7.29) nel suo campo delle frazioni.
(Sugg.: usare il punto 1) ed il teorema Af + B¢ di Max Noether.)






9

La topologia di Zariski

In tutto il capitolo K denotera un campo algebricamente chiuso. Chiameremo quasi-
compatto uno spazio topologico tale che ogni ricoprimento aperto ammette un sottorico-
primento finito: riserveremo il termine compatto agli spazi quasicompatti di Hausdorff.
Diremo che un’applicazione continua f: X — Y tra spazi topologici &€ una immersione
topologica se f: X — f(X) & un omeomorfismo, dove f(X) ha la topologia di sottospa-
zio. Notiamo che una applicazione continua f: X — Y & iniettiva e chiusa se e solo se ¢
una immersione topologica e f(X) & chiuso in Y. Similmente f ¢ iniettiva ed aperta se e
solo se ¢ una immersione topologica e f(X) ¢ aperto in Y.

9.1 Esempi di spazi topologici
Ricordiamo che il luogo di zeri di un ideale I C Kz1,...,z,] & definito come
V(I)={a€ A" | f(a) =0 per ogni f eI}
e che I'ideale di un sottoinsieme X C A™ e
I(X)={f eK|z1,...,2,] | f(a) =0 per ogni a € X}.

11 Teorema degli Zeri di Hilbert afferma che per ogni ideale J C K[zq,...,x,] vale
I(V(J)) = v/ J. Abbiamo inoltre gia osservato che gli insiemi V (I) = V(+/I) formano, al
variare di I tra gli ideali di K[zy,...,z,], la famiglia dei chiusi di una topologia su A"
detta topologia di Zariski.

Definizione 9.1.1. Un sottoinsieme non vuoto X C A" si dice una ipersuperfice affine
se X = V/(f) per qualche polinomio f di grado positivo.

Siccome ogni ideale di K[x1,...,z,] & finitamente generato, si ha che ogni chiuso
di Zariski ¢ intersezione finita di ipersuperfici. Inoltre gli aperti A} := A" — V(f), con
f €Klzy,...,z,], formano una base della topologia di Zariski.

In modo analogo & possibile definire la topologia di Zariski anche nello spazio
proiettivo. Sia xg, ..., x, un sistema di coordinate omogenee su P" e denotiamo

S:@Sd:K[x07---7In],

dove S, denota lo spazio vettoriale dei polinomi omogenei di grado d. Dato un polinomio
omogeneo f € S e ben definita ’ipersuperfice proiettiva

Ve(f) = {lz] € P" | f(z) = 0}



162 9 La topologia di Zariski

e si definiscono i chiusi di Zariski come i sottoinsiemi che sono intersezione di ipersuperfici.
Se I C S ¢ un ideale omogeneo si definisce Vp(I) come l'intersezione di tutte le ipersuperfici
Ve(f) al variare di f tra gli elementi omogenei di I. Per definizione gli insiemi Vp(I), al
variare di I tra gli ideali omogenei, sono tutti e soli i chiusi di Zariski. la verifica che i
chiusi di Zariski sono realmente i chiusi di una topologia ¢ lasciata per esercizio.

Da ora in poi, salvo avviso contrario, qualsiasi affermazione riguardante la topologia
dello spazio affine e/o proiettivo si intende relativa alla topologia di Zariski.

Denotiamo con 7: A" —{0} — P* =(xq,...,2,) = [T0,...,T,], la proiezione al
quoziente. Per ogni sottoinsieme X C P si definisce il cono affine di X come

C(X)=nr"Y(X)u{o}.

Si verifica immediatamente che se I C Sy = 4054 € un ideale omogeneo allora
C(Vp(I)) = V(). Viceversa se X C P" si definisce I(X) C Sy come 'ideale generato dai
polinomi omogenei di grado positivo che si annullano su X.

Lemma 9.1.2. Nelle notazioni precedenti, per ogni sottoinsieme X C P" wale I(X) =
1(C(X)).

Dimostrazione. Segue immediatamente dalla definizione che I(X) e I(C(X)) contengono
gli stessi polinomi omogenei, basta quindi dimostrare che Iideale I(C'(X)) & omogeneo. Sia
feI(C(X))digradome f= fi+- -+ fim la decomposizione di f nelle sue componenti
omogenee; bisogna dimostrare che f; € I(C(X)) per ogni i = 1,...,m. Dato che C'(X)
¢ un cono di centro 0, per ogni ¢t € K il polinomio fi(xo,...,2n) = f(txo,...,tx,)
appartiene ancora all’ideale I(C'(X)). Dato che f; = tfi+...4+t™ fy,, prendendo m valori
distinti ¢1,...,t, € K — {0} e invertendo la matrice di Vandermonde (¢]) si puo scrivere
fi,--., fm come combinazione lineare dei polinomi fy,,..., fi,. - a

Teorema 9.1.3 (Teorema degli zeri proiettivo). Per ogni ideale omogeneo J C Sy
vale I(Vp(J)) = V/J.

Dimostrazione. Segue immediatamente dal Lemma ed dal teorema degli zeri affi-
ne. a

Si osservi che ’enunciato del teorema degli zeri proiettivo sarebbe falso senza l'ipotesi
J C Sy: ad esempio Vp(S) = Vp(S4) = 0.

Corollario 9.1.4. Sia J = ®Jg C Sy = $a>054 un ideale omogeneo. Allora vale Vp(J) =
0 se e solo se esiste k tale che Sq = Jgq per ogni d > k.

Dimostrazione. Se Sq = Jy per qualche d allora V(J) = (). Viceversa se V(J) = (), allora
per il teorema degli zeri v/J = S e dato che Sy ¢ finitamente generato esiste k > 0 tale
che S% C J. O

Corollario 9.1.5. Nelle notazioni precedenti, siano fo,..., fr € Sy polinomi omogenei
di gradi dg > dy > --- > d, > 0 e, per ogni intero d > 0, si consideri ’applicazione lineare

ba: Sa—dy @ & Sg—da, — Sa, ba(9go,--->9r) = gofo+ -+ g fr.
Allora vale V(fo) N---NV(f.) =0 se e solo se ¢q & surgettiva per qualche d > 0.

Dimostrazione. Ovvia conseguenza di a

Osservazione 9.1.6. E possibile dimostrare (Esercizio |13.14)) che, nelle notazioni del Co-
rollario se V(fo,-.-,fr) = 0, allora r > n e ¢q & surgettiva per ogni d >
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Molto utili per le applicazioni sono gli spazi misti affino-multiproiettivi
Pt x oo x P x A™

sui quali si definisce la topologia di Zariski come l'unica topologia avente la seguente
proprieta: per ogni scelta di iperpiani Hy C P™t,... , Hy C P™, la topologia indotta sul
sottospazio (P — Hy) X --- x (P — Hy) x A™ coincide con la topologia di Zariski su
A"H‘E ni

In analogia con il caso di P, possiamo definire una ipersuperfice in P™ x - - - x P™s x A™
come il luogo di zeri di un polinomio separatamente omogeneo nelle coordinate omoge-
nee di ciascun fattore P™ e quindi definire i chiusi come intersezioni di ipersuperfici.
Consideriamo per esempio il caso P™ x A™. Un polinomio f € K[xo,...,Tn, Y1, -, Ym]
risulta essere omogeneo rispetto alle variabili xg,...,x, se e solo se si puod scrivere
f(z,y) =3 hi(x)ki(y), con i polinomi h; omogenei dello stesso grado. Per un tale poli-
nomio ¢ ben definita la corrispondente ipersuperfice V(f) C P* x A™. Ricordiamo (vedi
il Capitolo [1)) che ogni fattore irriducibile di f ¢ ancora omogeneo rispetto alle variabili
Zo, ..., &y € quindi, se f = gh, allora V(f) = V(g) UV (h).

Teorema 9.1.7. La proiezione sul secondo fattore w: P™ x A™ — A™ ¢ un’applicazione
chiusa.

Dimostrazione. Sia X C P™ x A™ un chiuso e siano xg,...,x, coordinate omogenee su
P™. Allora X ¢ intersezione di un numero finito di ipersuperfici V' (f),...,V(f.), con i
polinomi f;(x,y) omogenei nelle variabili zg, ..., 2,. Un punto a € A™ appartiene a m(X)
se e solo se i polinomi omogenei fo(z,a),..., fr(z,a) € K[zg,...,x,] hanno uno zero
comune in P" e questo equivale a dire che per ogni intero positivo d I’applicazione lineare
¢a(a), definita nel Corollario non ¢ surgettiva. Se Y; denota l'insieme dei punti a
tali che ¢4(a) non & surgettiva, allora vale X = NyYy e quindi & sufficiente dimostrare
che Yy & chiuso per ogni d. L’applicazione lineare ¢4(a) ¢ rappresentata da una matrice i
cui coefficienti dipendono in modo polinomiale da a e la condizione ¢4(a) non surgettiva
equivale all’annullarsi dei determinanti minori di ordine uguale alla dimensione di Sy.
Questo prova la chiusura di Yj. a

Corollario 9.1.8. La proiezione
P x P™ x --- x P™ x A™ — P™" x - x P x A™
e un’applicazione chiusa.

Dimostrazione. Basta osservare che P™ x --- x P™s x A™ ¢ ricoperto da un numero finito
di spazi affini A™+2 7, O

Esercizi

9.1. Provare che A", inteso come spazio topologico, ¢ quasicompatto.

9.2. Dimostrare che per ogni scelta di py,...,ps € K[z1,...,xz,], Vapplicazione A" — A®,
definita da a — (p1(a),...,ps(a)) € continua: in particolare le affinitd di A™ in sé sono
omeomorfismi.

9.3. Mostrare che l'applicazione A* — A"l (ay,...,a,) — (ai,...,a,,0), & una

immersione topologica chiusa.
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9.4. Utilizzando la bigezione naturale A"T™ = A™ x A™ confrontare la topologia di
Zariski su A"t con la topologia prodotto su A™ x A™ e provare che se X C A" e
Y C A™ sono chiusi, allora X x Y C A®T™ ¢ chiuso.

N

Osservazione 9.1.9. 11 fatto che la topologia di Zariski su A™t™ & strettamente pil fine
della topologia prodotto permette di supplire a certi inconvenienti tipici delle topolo-
gie non-Hausdorff. Ad esempio il grafico dell’applicazione definita nell’Esercizio [9.2] ¢ un
sottoinsieme chiuso di A™*%,

9.5. Dimostrare che le proiettivita P* — P™ sono omeomorfismi e che 'applicazione
A™ — P™ definita da (aq,...,a,) — [1,a1,...,a,] & una immersione topologica aperta.

9.6. Provare che la proiezione sul secondo fattore P™ x A™ — A" & aperta. (Sugg.:
applicare I'Esercizio ad un opportuno ricoprimento aperto di P™ x A™.)

9.7. Siano X C A™ un chiuso, I = I(X) il suo ideale, f € K[z1,...,z,] un polinomio e
I ¢ X x A ¢ A" il grafico dell’applicazione f: X — A'. Dimostrare che I" & chiuso e
che I(I') & I'ideale generato da I e da @1 — f(21,...,2p).

9.2 L’immersione di Veronese

Siano fo,..., fs € K|zg,...,x,] polinomi omogenei dello stesso grado d senza zeri comuni,
cioe tali che V(fo,..., fs) = 0. Possiamo definire un’applicazione

[Pt =P f([z]) = [fo(@), ..., fe()],
che si verifica immediatamente essere continua.
Definizione 9.2.1. La d-esima immersione di Veronese
vg: P — PN
e Uapplicazione definita in coordinate omogenee da

va([zo, ..., xn)) =[.., 2!, .. ],

al variare di I = (g, ..., i) € N+ tra tutti i multiindici di grado |I| =ig+ -+ +i, = d
e dove x(0rin) = zg - xln. Il numero N + 1 ¢é percio uguale al numero di monomi di

d
grado d nelle variabili xg,...,x, e quindi N = <n:; > —1.

Ad esempio la seconda immersione di Veronese vy: P2 — P° & data da
2 2 2
[z0, 71, T2] = [27, ToT1, ToT2, TT, T1T2, T3).

Proposizione 9.2.2. Per ogni coppia di interi positivi n e d, la d-esima immersione di
Veronese vq: P* — PN ¢ una immersione topologica chiusa e la sua immagine vg(P™) &
intersezione finita di quadriche proiettive.

Dimostrazione. Iniziamo con l'osservare che per ogni proiettivita ¢ di P™ esiste una pro-
iettivitd indotta ¢ su PV tale che vqy¢ = 1vq. Dato che vq non & costante ed il gruppo
delle proiettivita di P™ agisce in modo doppiamente transitivo (significa che PGL(n + 1)
agisce transitivamente su P x P"—Diagonale) ne segue immediatamente che vq & iniet-
tiva. Il fatto che vy € una applicazione chiusa puo essere dedotto da un risultato generale
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non costruttivo che dimostreremo in seguito. Per motivi didattici preferiamo dare qui una
dimostrazione costruttiva della chiusura di vg.

Sia yr,, - - -,y un sistema di coordinate omogenee su PV tale che I'equazioni yr, = xli
definiscono l'immersione di Veronese. Poniamo X = vg(P™) dotato della topologia di sot-
tospazio e proviamo prima che vg: P* — X & un omeomorfismo e poi che X & intersezione
finita di quadriche in PV . Dato che ogni chiuso di P ¢ intersezione di ipersuperfici, & suf-
ficiente provare che v4(V(g)) € chiuso in X per ogni polinomio omogeneo g. A meno di
sostituire g con una sua potenza non é restrittivo supporre che il grado di g sia un multiplo
di d. Esiste allora un polinomio P € K [yo, ..., yn] tale che P(z%,... 2~v) = g. E allora
evidente che v4(V(g)) = X NV (P). Consideriamo il chiuso di PV, intersezione di (finite)
quadriche

Y = m{v(yhylz - leng) | L+1=J1+ J2}

E chiaro che X C Y; proviamo che vale X = Y. Sia [y] € Y e sia I = (ig,...,i,) un
multiindice tale che y; # 0. A meno di permutazioni degli indici si puo supporre ig > 0;
se ig < d possiamo trovare due multiindici J = (jo,...,jn) e H, di grado d, tali che
2] = J+ H e jo > io. Siccome y7 = y yp si ha y; # 0. Non & quindi restrittivo supporre
I = (d,0,0,...,0) e se definiamo 2o = y4,0,0,...00 = 1 € Z; = Y@a—1,0,..1,..0) dove 1 &
posto alla j-esima posizione si verifica facilmente che vg([zo, ..., zy]) = [y] (si noti che lo
stesso argomento mostra che vg: P — Y & bigettiva). a
Esercizi

9.8 (Definizione intrinseca dell’immersione di Veronese). Sia V' uno spazio vetto-
riale e denotiamo con Vy lo spazio vettoriale delle forme f: V' — K omogenee di grado d
(cioe f si rappresenta con un polinomio omogeneo di grado d in ogni sistema di coordinate
su V). Per ogni p € P(V) denotiamo con L(—p) C Vy il sottospazio vettoriale delle forme
che si annullano in p. Dimostrare che L(—p) & un iperpiano e che, in opportuni sistemi di
coordinate, I’applicazione

P(V) = P(Va"),  p— L(-p),
¢ la d-esima immersione di Veronese. (Sugg.: isomorfismi canonici (V)s = (Vy)Y.)

9.9. Il complementare in P™ di una ipersuperfice proiettiva € omeomorfo ad un chiuso di
uno spazio affine. (Sugg.: immersione di Veronese.)

9.10. Provare che I'immagine della n-esima immersione di Veronese
1 n n n
Pt — P, [xo,z1] — [27, ..., 2]

¢ il chiuso determinantale di equazione

rank(yo Yy - yn—1> < 1.
Yry2 - Yn

9.3 Componenti irriducibili

In questa sezione svilupperemo alcune nozioni di topologia generale che ben si adattano
alla topologia di Zariski.

Sia X uno spazio topologico, un sottoinsieme Z C X si dice localmente chiuso se
per ogni z € Z esiste un aperto U C X tale che z € U e ZNU & chiuso in U. Ad esempio
i sottoinsiemi aperti ed i sottoinsiemi chiusi sono anche localmente chiusi.
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Lemma 9.3.1. Sia X uno spazio topologico e Z C X un sottoinsieme. Allora sono fatti
equivalenti:

1. Z ¢ localmente chiuso.
2. Z ¢é aperto in Z (rispetto alla topologia di sottospazio).
3. Z € intersezione di un chiuso e di un aperto di X.

Dimostrazione. [1 = 2] Per ogni punto z € Z esiste un aperto z € U C X tale che ZNU ¢
chiuso in U e quindi esiste un chiuso C' C X tale che CNU = ZNU; a meno di sostituire C
con C'U(X —U) non & restrittivo supporre Z C C. Quindi ZNU C ZNU Cc CNU = ZNU
che implica ZNU C Z.

Le implicazioni [2 = 3] e [3 = 1] sono banali. O

Definizione 9.3.2. Uno spazio topologico X si dice Noetheriano se ogni famiglia di
aperti possiede un elemento massimale rispetto all’inclusione.

Per il Lemma uno spazio topologico ¢ Noetheriano se e solo se ogni catena
numerabile ascendente di aperti € stazionaria: per passaggio al complementare si ha che
uno spazio topologico & Noetheriano se e solo se ogni catena numerabile discendente di
chiusi & stazionaria. Tutti gli spazi considerati nella Sezione [0.1] sono Noetheriani: infatti,
ad una catena discendente di chiusi X; dello spazio affine A™ corrisponde una catena
ascendente di ideali I(X;) che, per il teorema della base di Hilbert, & stazionaria.

Lemma 9.3.3. Sia X uno spazio topologico Noetheriano. Allora:

1. X ¢é quasicompatto.
2. Ogni immagine continua di X é Noetheriana.
8. Ogni sottospazio topologico di X ¢ Noetheriano.

Dimostrazione. [1] Sia U un ricoprimento di X; per trovare un sottoricoprimento finito
basta prendere un elemento massimale nella famiglia delle unioni finite di aperti di i.

[2] E banale.

[3] Sia Y C X un sottospazio. Denotiamo con 7(X) e 7(Y) ={UNY | U € T(X)} le
famiglie di aperti di X e Y rispettivamente e con r: 7 (X) — 7 (Y) la naturale mappa di
restrizione. Sia F C T (Y') una collezione di aperti e sia U € 7 (X) un elemento massimale
della famiglia r~!(F); proviamo che r(U) = U N'Y & massimale in F. Se r(U) C r(V)
er(V) e FalloraUUV € r~1(F) e per la massimalita di U vale V C U e quindi
r(U) =r(V). O

Definizione 9.3.4. Uno spazio topologico si dice irriducibile se ogni coppia di aperti
non vuoti ha intersezione non vuota. Fquivalentemente uno spazio € irriducibile se non e
unione finita di chiusi propri. Un sottospazio di uno spazio topologico si dice irriducibile
se e irriducibile per la topologia indotta.

Ad esempio l'insieme vuoto, i punti e, piu in generale, qualsiasi spazio topologico
dotato della topologia indiscreta e irriducibile.

Lemma 9.3.5. Siano X wuno spazio topologico e Y C X wun sottospazio irriducibile.
Allora:

1. La chiusura topologica Y ¢é wrriducibile.
2. 8e U C X ¢ un aperto, allora’Y NU ¢ irriducibile.
3. Se f: X — Z ¢ continua, allora f(Y) ¢é irriducibile.

Dimostrazione. Esercizio (molto facile). O
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Lemma 9.3.6. Siano dati due spazi topologici irriducibili X,Y ed una topologia sul
prodotto cartesiano X XY tale che per ogni (xo,y0) € X X Y le inclusioni

X - X xY, x v (2,Y0),

Y - X xY, y — (20,Y),

stano continue. Allora anche X XY ¢ irriducibile.

Dimostrazione. Siano Uy, Us C X x Y aperti non vuoti, (z1,y1) € Uy, (x2,y2) € Us. Per
ipotesi i sottoinsiemi V4 = {y € Y | (z1,y) € U1} e Vo = {y € Y | (z2,y) € Uz} sono
aperti non vuoti di Y e quindi esiste yg € Y tale che (z1,y0) € Uy e (22,99) € Ua. Ne
segue che W1 = {z € X | (z,y0) € U1} e Wo = {x € X | (x,y0) € Uz} sono aperti non
vuoti di X e quindi esiste z¢ € X tale che (xg,yo) € Uy N Us. O

Definizione 9.3.7. Le componenti irriducibili di uno spazio topologico sono gli ele-
menti massimali della famiglia dei chiusi irriducibili, ordinata rispetto all’inclusione.

Teorema 9.3.8. Sia X uno spazio topologico Noetheriano. Allora:

1. X possiede un numero finito di componenti irriducibili X1, ..., X,.

2.X=X1U---UX,.

8. Per ogni indice i, la componente X; non e contenuta nell’unione delle componenti
X, per j #1i.

Dimostrazione. Dimostriamo per cominciare che ogni chiuso di X si puo scrivere come
unione finita di chiusi irriducibili; a tal fine consideriamo la famiglia C di tutti i chiusi
di X e la sottofamiglia F C C dei chiusi che sono unioni finite di chiusi irriducibili. Se
per assurdo F # C, allora esiste Z € C — F minimale; poiché Z ¢ F, il chiuso Z non
¢ irriducibile e quindi esistono due chiusi propri 71, Zs tali che Z = Z; U Zs. Per la
minimalita di Z si ha che Z1,Z5 € F e quindi anche Z € F. Possiamo quindi scrivere
X =XjU---UX,, dove ogni X; € un chiuso irriducibile ed in modo tale che la condizione
3) sia soddisfatta. Dimostriamo che X7, ..., X,, sono tutte e sole le componenti irriducibili
di X. Sia Z C X un chiuso irriducibile, allora Z = (Z N X;1) U---U(ZNX,) e quindi i
chiusi ZN X, non possono essere tutti propri, ovvero esiste un indice ¢ tale che Z C X;. Lo
stesso vale se Z ¢ una componente irriducibile e quindi, tenendo presente la massimalita
deduciamo che ogni componente irriducibile di X e uguale ad un Xj.

Viceversa se X; non ¢ massimale esiste una inclusione propria X; C Z con Z irridu-
cibile; per I’argomento precedente Z ¢ contenuto in qualche X; in contraddizione con la
condizione 3). O

Esercizi

9.11. Dimostrare che 'intersezione finita di sottoinsiemi localmente chiusi ¢ localmente
chiusa.

9.12. Quali dei seguenti sottoinsiemi di A? sono localmente chiusi?

X ={zy#0}0{(0,0)}, Y =({ay=1tn{z#y})U{{ D},
Z = {(x,y) € A? | <§ 2;) e diagonalizzabile}.

9.13. Dimostrare che unione finita di spazi topologici Noetheriani & Noetheriana.
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9.14. Dimostrare che in uno spazio topologico di Hausdorff ogni sottospazio irriducibile
non vuoto ¢ formato da un solo punto.

9.15. Sia f: X — Y un’applicazione continua ed aperta. Se le fibre di f sono irriducibili
e Z C Y & irriducibile, provare che f~!(Z) ¢ irriducibile.

9.16. Sia {Y;} una catena ascendente di sottospazi irriducibili di uno spazio topologico
(non necessariamente Noetheriano). Dimostrare che UY; e UY; sono irriducibili. Utilizzare
il Lemma di Zorn per dedurre che ogni chiuso irriducibile & contenuto in una componente
irriducibile e che ogni spazio topologico ¢ unione delle sue componenti irriducibili.

9.17. Sia X = X; U X5 con X1, X, aperti irriducibili non vuoti. Dimostrare che X &
irriducibile se e solo se X1 N Xy # 0.

9.18. Provare che ogni spazio topologico Noetheriano di Hausdorff e finito.

9.4 La dimensione combinatoria di uno spazio topologico

Definizione 9.4.1. Sia X uno spazio topologico e Y C X un sottospazio irriducibile. La
codimensione combinatoria

codim(Y, X) € NU {400}

di 'Y in X é per definizione [’estremo superiore dell’insieme dei numeri naturali n per
i quali esiste una catena Y C Z, C Zy,_1 C - C Zyg C X, dove gli Z; sono chiusi
irriducibili e Z; # Z;_1 per ogni i.

Osserviamo che i punti sono irriducibili e quindi, se p € X & un punto, allora ha senso
considerarne la codimensione. Per definizione codim(p, X) & uguale all’estremo superiore
dell’insieme dei numeri naturali n tali che esiste una catena p € Z,, C Z,,_1 C --- C Zg C
X, dove gli Z; sono chiusi irriducibili e Z; # Z; 1 per ogni i.

Definizione 9.4.2. La dimensione combinatoria di uno spazio topologico X é l’estre-
mo superiore delle codimensioni combinatorie dei suoi punti, cioé

dim X = sup{codim(p, X) | p € X}.

Se p e X & un punto, la dimensione di X in p é l'estremo inferiore delle dimensioni
degli aperti di X contenenti p, cioé

dim, X = inf{dimU |pe U e U C X aperto }.

Poniamo per convenzione uguale a —1 la dimensione dell’insieme vuoto. Conveniamo
inoltre che se p € X, allora dim, X = codim(p, X) = —1.

Da ora in poi, quando non ci sara rischio di confusione, scriveremo semplicemente
dimensione (risp.: codimensione) intendendo la dimensione (risp.: codimensione) combi-
natoria.

Uno spazio avente la stessa dimensione in tutti i suoi punti e detto equidimensionale
o di dimensione pura.

Sebbene le Definizioni e abbiano senso per qualsiasi spazio topologico,
esse perdono tutto il loro significato geometrico e la sua utilita se applicate agli spazi
di Hausdorff. Per tale motivo da ora in poi studieremo la dimensione esclusivamente per
spazi topologici Noetheriani.
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Lemma 9.4.3. Siano {X; | i € I} le componenti irriducibili di uno spazio topologico
Noetheriano X. Allora
dim X = sup{dim X; |i € I}

e per ogni punto p € X wale
dim, X = sup{dim, X; | p € X;}, codim(p, X') = sup{codim(p, X;) | p € X;}.

Dimostrazione. Esercizio. O

Lemma 9.4.4. Siano X uno spazio topologico e Y C X un sottospazio. Allora
dimY <dim X
e per ogni punto p € Y wvale
dim, ¥ < dim, X, codim(p,Y") < codim(p, X).

Dimostrazione. Sia Z C Y chiuso irriducibile e Z la chiusura di Z in X. Dalla formula
Z =Y N Z segue che la chiusura in X trasforma inclusioni proprie di chiusi irriducibili
di Y in inclusioni proprie di chiusi irriducibili di X. Questo prova che codim(p,Y) <
codim(p, X) per ogni p € Y e quindi che dimY < dim X. Lo stesso argomento mostra
che per ogni aperto U di X vale dim(Y NU) < dimU e quindi che dim, ¥ < dim, X. O

Segue immediatamente del Lemma[0.4.4] che la dimensione in un punto & un invariante
locale cioe, se U C X € un aperto contenente un punto p, allora dim, U = dim, X. La
proprieta analoga per la codimensione richiede una diversa dimostrazione.

Lemma 9.4.5. La codimensione di un punto e un invariante locale, cioé se U C X & un
intorno di p, allora vale codim(p,U) = codim(p, X).

Dimostrazione. Per il Lemma[0.4.4non ¢ restrittivo supporre U aperto. Sep € Z C X ¢ un
chiuso irriducibile e ZNU = Z1UZs, con Zy, Zs chiusi di U, allora Z = (Z-U)U(ZNU) =
Z =(Z-U)UZ UZye,datochep & Z—U, si ha che Z = Z; per qualche i. In particolare
ZNU éirriducibile, Z = Z N U e la restrizione ad U trasforma inclusioni proprie di chiusi

irriducibili di X contenenti p in inclusioni proprie di chiusi irriducibili di U. a

Corollario 9.4.6. Per ogni punto p di uno spazio topologico X wale
codim(p, X) < dim, X.

Dimostrazione. Per ogni aperto U che contiene p vale codim(p, X) = codim(p,U) <
dimU. a

Mostreremo piu avanti che se X € un sottoinsieme localmente chiuso di uno spazio
affine o proiettivo, allora vale codim(p, X) = dim, X per ogni punto p. Esistono spazi
topologici, molto importanti nella geometria algebrica pit avanzata, dove la codimensione
in un punto pud essere strettamente minore della dimensione nello stesso punto (per un
esempio vedere 1’Esercizio .

Essendo le definizioni di dimensione e codimensione puramente topologiche, esse sono
invarianti per omeomorfismo. Un utile lemma & il seguente:

Lemma 9.4.7. Sia X uno spazio topologico irriducibile non vuoto di dimensione finita.
Allora per ogni chiuso proprio Y C X e per ogni punto p € Y wale codim(p,Y) <
codim(p, X) e conseguentemente dimY < dim X.
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Dimostrazione. Sia n < +oo la codimensione di p in X e si assuma per assurdo che
esista una catena di n inclusioni proprie di chiusi irriducibili di Y contenenti p, diciamo
pE Zy C Ly C-- C Zy CY.Poiché X # Y si avrebbe che la catena di chiusi
irriducibili p € Z,, C --- C Zy C X sarebbe propria e quindi codim(p, X) > n + 1. ad

Osservazione 9.4.8. Esistono spazi Noetheriani di dimensione infinita (cfr. Esercizio[9.27)).

Lemma 9.4.9. Sia f: X — Y wun’applicazione continua, chiusa e surgettiva tra spazi
topologici Noetheriani e sia y € Y un punto fissato. Allora per ogni numero naturale n <
codim(y,Y") esiste un punto x € X, dipendente dan, tale che f(x) =y e codim(z, X) > n.

Di conseguenza dim X > dimY e, se la fibra su y contiene un solo punto x, cioé
fY(y) = {x}, allora codim(z, X) > codim(y,Y).

Dimostrazione. Per ogni catena finita y € Z, C --- C Zy di chiusi irriducibili di Y
costruiamo una catena H, C --- C Hy di chiusi irriducibili di X tali che f(H;) = Z;.
Bastera poi considerare un qualsiasi punto x € H, N f~1(y). Essendo f~!(Zy) un chiuso
in uno spazio Noetheriano esso & unione di un numero finito di componenti irriducibili,
diciamo f~1(Zy) = Wy U---UWj. I chiusi f(W;) ricoprono Zj e per l'irriducibilita esiste
un indice j tale che f(W;) = Zy. Poniamo Hy = W e ripetiamo il ragionamento con Hy
al posto di X e Z; al posto di Zp. O

Esercizi

9.19. Dato uno spazio topologico X, un’applicazione f: X — N U {+oo} si dice se-
micontinua superiormente se per ogni p € X esiste un aperto U C X tale che p € U e
f(q) < f(p) per ogni q € U. Equivalentemente f & semicontinua superiormente se per ogni
n € NU{+oo} il sottoinsieme {p € X | f(p) > n} & chiuso. Dimostrare che I’applicazione
p — dim, X ¢ semicontinua superiormente.

9.5 La dimensione dello spazio affine

Dimostriamo adesso che la dimensione di A™ e uguale a n. Tale risultato, associato al-
I’esistenza delle proiezioni normalizzate, permettera di trovare un’utile caratterizzazione
della dimensione dei chiusi affini e proiettivi.

Lemma 9.5.1. Un sottoinsieme chiuso X C A™ ¢ irriducibile se e solo se I(X) é un
ideale primo.

Dimostrazione. Se X = X1 U Xy con X; chiusi propri, allora esistono f; € I(X;) — I(X),
¢ = 1,2. Chiaramente f;fo € I(X) e quindi I(X) non & primo.

Viceversa se f1, fo &€ I(X) e f1fo € I(X) allora possiamo scrivere X = X; U X5 dove
X; =X NV(f;) & un chiuso proprio e dunque X non ¢ irriducibile. a

Corollario 9.5.2. Lo spazio affine A™ ¢ uno spazio topologico Noetheriano irriducibile.

Dimostrazione. L’ideale I(A™) = 0 & primo. O

Definizione 9.5.3. Sia X C A™ un chiuso di Zariski. Diremo che la proiezione lineare
sulle prime s coordinate A" — A® ¢ normalizzata rispetto a X se per ogni indice i =
s+1,8+2,...,n esiste un polinomio f; € I(X)NK[z1,...,xs)[x;] C K[z1,...,2,] che
e monico di grado positivo rispetto alla variabile x;.
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Segue dal Lemma di Proiezione e da una semplice induzione su n — s che, se
m: A" — A® e normalizzata rispetto a X, allora m: X — A® & un’applicazione chiusa e
In(X)=I(X)NKz1,...,z.

Lemma 9.5.4. Supponiamo che la proiezione sulle prime n—1 coordinate m: A™ — A"~!
sia normalizzata rispetto ad un chiuso irriducibile non vuoto X C A™. Allora per ogni
chiuso proprio Z C X wvale n(Z) # m(X).

Dimostrazione. Per il Lemma la proiezione 7: X — A™! & un applicazione chiusa,
I(m(X)=1(X)NK]z1,...,2p—1] e I(x(2)) = [(Z) NK][x1,...,2y—1]. Dato che 7(X) &
irriducibile e Z e unione finita di irriducibili, non & restrittivo supporre Z irriducibile e non
vuoto. Siccome I(X) C I(Z) sono ideali primi, 1 ¢ I(Z) e I(X) contiene un polinomio
monico in x,,, per il Corollariosi ha I(X)NK [z1, ..., Zn-1] Z I(Z)NK |21, ..., Tp-1]
e quindi 7(X) # 7(Z). O

Proposizione 9.5.5. Se la proiezione sulle prime coordinate 7: A™ — A"~ sia norma-
lizzata rispetto ad un chiuso irriducibile non vuoto X C A", allora dim X = dim7(X) e
per ogni punto p € X wale codim(p, X) < codim(7(p), 7(X)).

Dimostrazione. Per il Lemma la proiezione 7 trasforma inclusioni proprie di chiu-
si irriducibili di X contenenti p in inclusioni proprie di chiusi irriducibili di 7(X) con-
tenenti 7(p): questo prova che codim(p, X) < codim(w(p),7(X)) < dim7(X) e quin-
di dimX < dim7(X). D’altronde per il Lemma dimX > dim7(X) e quindi
dim X = dim7(X). O

Teorema 9.5.6. Sia X C A" un chiuso irriducibile. Allora dim X 4 codim (X, A™) = n
e quindi dim A" = n — codim(A", A™) = n. Inoltre se X C A™ e Y C A™ sono chiusi
irriducibili, allora X xY C A™™™ ¢ irriducibile di dimensione dim X xY = dim X +dimY'.

Dimostrazione. Proviamo inizialmente, per induzione su n che dim A™ = n. Gli unici
chiusi propri irriducibili di A! sono i punti, quindi il teorema & vero per n = 1; per
induzione possiamo supporre il teorema vero per A”~1. Esiste una ovvia catena di chiusi
irriducibili 0 = Z,, C --- C Z1 C Zy = A™, dove Z; = {z1 = -+ = x; = 0}, dalla quale
segue che dim A™ > n. Per ogni chiuso proprio irriducibile X C A" si ha dim X < n; infatti
a meno di un cambio lineare di coordinate la proiezione 7: A — A™! & normalizzata
rispetto a X e per la Proposizione si ha dim X = dim7(X) < dimA"~! =n — 1.
Questo prova che dim A™ = n. Consideriamo adesso due chiusi irriducibili X € A™, Y C
A™; dal Lemma segue che anche X xY ¢ irriducibile. Quindi se Z C A”~! & un chiuso
irriducible, allora anche 771(Z) = Z x Al ¢ irriducibile in A™. Poiché 7= (7 (X)) # X si
ha che codim(X, A") > codim(7(X), A" 1) 4+ 1 e quindi per Iipotesi induttiva

dim(X) + codim(X,A™) > dim 7(X) + codim(7(X), A" 1) +1 = n.

D’altra parte per ogni chiuso irriducibile X in uno spazio topologico Y vale dim X +
codim(X,Y) < dimY e quindi vale l'uguaglianza dim(X) 4+ codim(X, A™) = n. Consi-
deriamo adesso due chiusi irriducibili X, C A", Y, C A™ di dimensioni ¢ = dim X,
b = dimY;. Esistono allora catene strettamente crescenti di chiusi irriducibili non vuoti

XoC---CX,C---C X, =A", YoC---CY,C---CY,, =A™
Le catene

X()X}/()CX()XylC"'CX()XYE)CXlXYLC"'CXaXY—b
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Xae XYy CXgXYpy1 C--- CXg XY, C X1 XY, C---C X, XY,
mostrano che dim X, x Y, > a + b e che codim(X, x Yy, A"™™) >n+m —a —b. O

La dimostrazione di fornisce, assieme al Teorema [9.5.6] una ricetta per il calco-
lo della dimensione di un chiuso affine X; basta infatti eseguire una serie di proiezioni
T A" — AL ASTE — A® normalizzate rispetto a X, m,(X) ecc...in modo
tale che 7sy1mg1o - (X) = A®. La dimensione di X sarad quindi uguale a s.

Concludiamo il paragrafo analizzando in dettaglio il caso delle ipersuperfici. Abbiamo
gia osservato che V(f) & irriducibile se f ¢ irriducibile. In generale se f1,..., f, sono i
fattori irriducibili di f vale V(f) =V (f1)U---UV(f,) e i chiusi V(;) sono esattamente
le componenti irriducibili di V'(f).

Proposizione 9.5.7. Siano X C A" una ipersuperfice e p € X un punto di essa. Allora

vale codim(p, X) =n — 1 e quindi X ha dimensione pura n — 1. Viceversa se X C A" ¢
un chiuso irriducibile di dimensione n — 1 allora X é un’ipersuperfice.

Dimostrazione. Dato che tutte le componenti irriducibili di X sono ipersuperfici non &
restrittivo supporre X = V(f) irriducibile. Se n = 1 Passerto ¢ banale; possiamo quindi
supporre n > 1 ed assumere il teorema vero per ipersuperfici in A" 1. Poiché X ¢ infinito,
possiamo trovare un iperpiano affine H passante per p tale che H N X & strettamente
contenuta sia in H che in X. L’intersezione X N H & una ipersuperfice in H = A™~! e per
induzione

n —2 = codim(p, X N H) < codim(p, X) < n = dim A™.

Viceversa, se X C A" ¢ irriducibile di dimensione n — 1, allora 'ideale I(X) # 0 & primo
e contiene un polinomio irriducibile f. Dunque X C V(f) e dim X = dim V' (f) < +o0.
Dato che V(f) & irriducibile, il Lemma implica che X = V(f). O

Esercizi

9.20 (Lemma di normalizzazione di E. Noether). Dimostrare:

1. Siano m: A™ — A® my: A® — A" proiezioni normalizzate rispetto a X e m(X)
rispettivamente. Allora 7o o 71 & normalizzata rispetto a X. (Sugg.: estensioni intere
per gli esperti, induzione su s — r e risultante per gli inesperti.)

2.Sia X C A"™ un chiuso di dimensione s. Allora, a meno di un cambio lineare di
coordinate, la proiezione sulle prime s coordinate ¢ normalizzata rispetto a X.

9.6 La dimensione delle intersezioni

Una delle caratteristiche fondamentali degli spazi considerati nella geometria algebrica
classica (pre teoria degli schemi) & che ogni punto possiede un sistema fondamentale di
intorni omeomorfi a chiusi affini. D’altra parte ogni chiuso affine puo essere pensato come
un aperto di un chiuso proiettivo; € quindi possibile studiare le proprieta locali, come ad
esempio la dimensione in un punto, restringendo la nostra attenzione alla classe dei chiusi
proiettivi. Osserviamo innanzitutto che il gruppo delle proiettivita agisce transitivamente
su P™ e che quindi dimP" = dim, P" = codim(p, P") per ogni punto p.

Teorema 9.6.1. Lo spazio proiettivo P", dotato della topologia di Zariski, é uno spazio
wrriducibile Noetheriano di dimensione pura n. Per ogni chiuso irriducibile non vuoto
X C P™ vale dim X + codim(X,P") = n.
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Dimostrazione. Siccome ogni punto possiede un intorno omeomorfo ad A™ si deduce
immediatamente che dimP™ = n. Se X ¢ irriducibile e non vuoto, allora esiste un
iperpiano H che non lo contiene e valgono le disuguaglianze dim(X — H) < dim X e
codim(X —H,P*"—H) < codim(X,P"). Basta adesso osservare che

n =dim(X—H) + codim(X — H,P"— H) < dim(X) + codim(X,P") < dimP" = n.

O

Uno dei vantaggi dei chiusi proiettivi & la mancanza di asintoti e quindi la normaliz-
zazione automatica delle proiezioni.

Lemma 9.6.2. Siano X C P" un chiuso, o ¢ X un punto e m: (P"—{o}) — P! la
proiezione di centro o. Allora:

1. Ogni fibra di w: X — 7(X) ha cardinalita finita.

2. m(X) ¢ chiuso in P"~! e dim X = dim7(X).

3. Per ogni p € X si ha codim(p, X) < codim(nw(p),n(X)) e wale codim(p, X) =
codim(7(p), 7(X)) se X interseca la retta op solamente nel punto p.

Dimostrazione. Siano zo,...,x, coordinate omogenee su P" tali che o = [1,0,...,0], al-
lora la proiezione si esprime in coordinate omogenee come 7([xq, ..., Tn]) = [T1,. .., 2]
Dato che o ¢ X, esiste un polinomio omogeneo f € I(X) tale che f(0o) # 0. Necessa-
riamente f € un multiplo scalare di un polinomio monico in g, basta quindi applicare
i risultati del paragrafo precedente alle restrizioni m;: X NA? — H N AP = A"~! dove
A ={x; #0} perognii=1,...,n. ad

Nel seguente corollario continueremo ad usare la convenzione che la dimensione
dell’insieme vuoto e —1.

Corollario 9.6.3. Sia X C P™ un chiuso e sia F la famiglia dei sottospazi proiettivi di
P che non intersecano X. Se K € F ¢ un elemento massimale rispetto all’inclusione,
allora dim X +dim K =n — 1.

Dimostrazione. 1l risultato & banalmente vero se X = @, P" oppure n = 1. Se X # 0, P",
allora prendiamo un punto o € K e denotiamo con m: X — P"~! la proiezione di centro
o. Per il Lemma i chiusi X e m(X) hanno la stessa dimensione, mentre dim 7 (K) =
dim K — 1. Dato che 7(K) & chiaramente massimale tra i sottospazi di P"~! che non
intersecano 7(X), 'induzione su n conclude la dimostrazione. O

Lemma 9.6.4. Siano X C P"™ un chiuso di dimensione < n —2 e p € X un punto

qualsiasi. Allora esiste un punto o # p tale che la retta op interseca X solamente nel
punto p.

Dimostrazione. Per il Corollario [9.6.3] esiste una retta L C P™ che non interseca X;
indichiamo con P il piano proiettivo generato dalla retta L e dal punto p. Dato che
(XNP)NL =0, per il Corollario la dimensione di X N P & uguale a 0. Dunque
X NP ¢ un insieme finito di punti ed esistono al piu finiti punti o € L che non soddisfano
la condizione richiesta. a

Teorema 9.6.5. Siano X C P"™ un chiuso, H un iperpiano e p € X N H un punto:

1. Sep e Z C X ¢ un sottoinsieme chiuso irriducibile, allora codim(p, X) > dim Z.
2. Se X ¢ rriducibile, allora codim(p, X) = dim, X = dim X.
3. codim(p, X N H) > codim(p, X) — 1. In particolare se X ¢ irriducibile tutte le

componenti di X N H hanno la stessa dimensione.



174 9 La topologia di Zariski

Dimostrazione. Se n = 1 il teorema ¢ evidente, per induzione su n possiamo assumere
vero il teorema per chiusi di P"~!. Osserviamo che se il teorema vale per ogni componente
irriducibile di X allora vale anche per X, non € quindi restrittivo assumere X chiuso
proprio irriducibile e Z = X.

Se X & una ipersuperfice abbiamo gia dimostrato che codim(p, X) =dimX =n—-1e
X N H & ancora una ipersuperfice e quindi codim(p, X N H) > n — 2.
Se X non ¢ una ipersuperfice allora dimX < n — 1 e per il Lemma esiste una
proiezione 7: X — P"~! tale che 7~1(m(p)) = p; per induzione su n si ricava

codim(p, X') = codim(w(p), 7(X)) = dim7(X) = dim X.

SiaY = XNH;se X =Y, allora il punto 3) & banale; se Y & un chiuso proprio di X, allora
dimY < dim X e quindi dimY < dim H —2. Peresiste una proiezione 7: X — P71
di centro o € H tale che 7~ !(7(p)) = p. Dunque codim, Y = codim(n(p), 7(Y)) e la
conclusione segue osservando che 7(Y) & una sezione iperpiana di 7(X). O

Corollario 9.6.6. Sia U C P" un sottoinsieme localmente chiuso. Allora per ogni punto
p € U wale codim(p,U) = dim, U e, se U é irriducibile, allora U é equidimensionale.

Dimostrazione. Sia X = U la chiusura proiettiva di U. Poiché U & aperto in X, per il
Lemma vale codim(p,U) = codim(p, X) e dim, U = dim, X; se U ¢ irriducibile
anche X e irriducibile e se X & equidimensionale anche U e equidimensionale. Non ¢
quindi restrittivo assumere U = X chiuso. Sempre per il Lemma[9.4.5] possiamo assumere
che ogni componente irriducibile di X passi per il punto p. Per il Teorema si ha
codim(p, X) > dim Z per ogni componente irriducibile Z di X e quindi codim(p, X) >
dim X > dim, X > codim(p, X). O

Da ora in poi, per semplicita notazionale ed economia di concetti, quando avremo a
che fare con sottospazi localmente chiusi di P" useremo sempre la notazione dim, X anche
quando dal contesto sarebbe pit logico scrivere codim(p, X).

Grazie all’immersione di Veronese, che sappiamo essere una immersione topologica
chiusa, possiamo generalizzare immediatamente e senza fatica i precedenti risultati alle
intersezioni di chiusi di P” con ipersuperfici.

Corollario 9.6.7. Sia X C P" chiuso e H C P" ipersuperfice, allora se dim X > 0 wvale
XNH#Oeperognipe XNH si ha dim,(X N H) > dim, X — 1. In particolare n
ipersuperfici in P™ hanno intersezione non vuota.

Dimostrazione. Supponiamo H = V(f), con f polinomio omogeneo di grado d. Se
vg: P* — PY indica la d-esima immersione di Veronese, allora esiste un unico iperpiano
W c PV tale che v; ' (W) = H e quindi vg(X N H) & omeomorfo all’intersezione di v4(X)
con W. O

Corollario 9.6.8 (Versione geometrica del teorema dell’ideale principale di
Krull). Siano X C A™ un chiuso e H C A™ ipersuperfice affine. Allora per ognip € XNH
vale dim,(X N H) > dim, X — 1.

Dimostrazione. Immergiamo A™ in uno spazio proiettivo P e prendiamo le chiusure di X
e H. Basta osservare adesso che la chiusura proiettiva di una ipersuperfice & ancora una
ipersuperfice, pitt precisamente se f € K|xy,...,2,] ha grado d e H = V(f), la chiusura
di H in P" & lipersuperfice definita dall’omogeneizzato di f in K[zg, z1,...,zp]. a

Teorema 9.6.9. Sia X C A" un chiuso affine. Allora la dimensione di X in un suo punto
p € uguale al minimo intero s per il quale esistono s polinomi f1,..., fs € K[x1,..., 2]

ed un aperto U C X tali che UNV (f1,...,fs)=p
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Dimostrazione. Se U NV (f1,..., fs) = p, allora per il Corollario [0.6.8) 0 = dim{p} >
dim, U — s e quindi dim,, X < s. Viceversa se dim, X = d > 0, allora possiamo trovare un
iperpiano H; = V'(f1) passante per p e non contenente alcuna componente irriducibile di
X. Abbiamo dim, (X N H;) = dim, X — 1 e, ripetendo d volte il ragionamento, possiamo
trovare d iperpiani Hy, ..., Hg tali che dim, X N HyN---NHy =0 e quindi d > s. a

Osservazione 9.6.10. Il Teorema ¢ la versione geometrica del teorema [AMI969]
11.14] di algebra commutativa secondo il quale la dimensione di un anello locale Noe-
theriano con ideale massimale m e uguale al minimo numero di generatori di un ideale

m-primario (vedi Esercizio [13.15)).
Corollario 9.6.11. Siano X, Y C A" chiusi affini e p € X NY . Allora vale

dim,(X NY) > dim, X +dim, ¥ — n.

Dimostrazione. Non & restrittivo supporre p = (0,...,0) e i chiusi X, Y irriducibili.
L’applicazione diagonale A™ — A™ x A", z +— (z,z), & un’immersione topologica chiusa
ed induce un omeomorfismo tra X NY e l'intersezione di X x Y con la diagonale A. Per
Il Teorema dimg X + dimg Y = dimg(X % Y) e, dato che A & data dall’intersezione
di n iperpiani, per il Corollario[9.6.8

dimp(X NY) =dimg(X x Y N A) > dimg X + dimg Y — n.

Esempio 9.6.12 (Il cono tangente ridotto). Consideriamo la moltiplicazione per scalare
B A x A" — A", o(t,x) =tx

e per ogni chiuso affine X C A™ denotiamo con X c A x A" P'unione delle componenti
irriducibili di ¢! (X) che non sono contenute in {0} x A™ e con Co(X) = X N ({0} x A™).
Notiamo che X & la chiusura di Zariski dell’insieme delle coppie (t,x) tali che t # 0 e
tz € X e di conseguenza che Co(X UY) = Co(X)UCo(Y) per ogni coppia di chiusi X, Y.
Se f € K[xy,...,x,] scriviamo f = f, + finr1+- -+ con f; omogeneo di grado i e f,, # 0;
chiameremo m = multy(f) la molteplicita di f in 0 e f,, la forma iniziale di f. Vogliamo
adesso dimostrare che:

1. Se X = V(I) per qualche ideale I C K{z1,...,xy], allora Co(X) ¢ il luogo di zeri
delle forme iniziali degli elementi di I.
2. Co(X) #0Dseesolose 0 € X.

Per dimostrare (1), osserviamo che se X = V(I), allora ¢~"(X) & il luogo di zeri dei
polinomi ¢(t,z) = f(tx) al variare di f € I e quindi X & il luogo di zeri dei polinomi

P t
flt,x) = f;f), dove m = multo(f) e f varia in I. Ne segue che Cy(X) ¢ il luogo di

zeri dei polinomi f(0,z), con f € I. Basta adesso osservare che f(0,z) ¢ esattamente
la forma iniziale di f. Per dimostrare (2) notiamo che 0 € X se e solo se ogni f € [
ha molteplicita in 0 positiva e questo € equivalente a dire che 0 annulla tutte le forme
iniziali degli elementi di I. Per dimostrare (3) possiamo assumere X irriducibile e 0 € X; in
particolare dimg X = dim X. Siano Y7, ..., Y; le componenti irriducibili di X , € chiaro che
nessuna delle Y; ¢ contenuta in un iperpiano ¢ =costante. Applicando il Corollario [9.6.8
all’intersezione di X con gli iperpiani ¢t = 1 e t = 0 otteniamo le uguaglianze dimX —1=
dim X e dim Cy(X) = dim X — 1. Il cono Cy(X) si dice cono tangente ridotto a X nel
punto 0.
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Esempio 9.6.13 (Coni proiettivi). Sia X C P™ un chiuso: identifichiamo P™ con un iper-
piano di P**! e prendiamo un punto o € P**1 —P", L’insieme Cp(X) C P"*! unione delle
rette op al variare di p € X si dice cono proiettivo di X. Possiamo trovare coordinate
omogenee g, . .., T,y1 in P! tali che o = [1,0,...,0] e iperpiano P" abbia equazione
xo = 0. Per costruzione, un polinomio omogeneo f = ). xffi(z1, ..., 2py1) si annulla
su Cp(X) se e solo se tutti i f; si annullano su X. Dunque Cp(X) & il chiuso proiettivo
definito da tutti i polinomi omogenei in x1,...,2, 41 che si annullano in X.

Mostriamo adesso che se X & irriducibile, allora anche Cp(X) & irriducibile di dimen-
sione dim X + 1. Se U,V C Cp(X) sono aperti non vuoti, allora esiste un iperpiano H che
non contiene o e che li interseca entrambi; siccome la proiezione di centro o induce una
proiettivita tra X e Cp(X) N H, ne segue che UNV N H # (). 1l computo della dimensione
segue dal fatto che X & una sezione iperpiana propria di Cp(X). Si noti che la restrizione
di Cp(X) allaperto affine z¢ # 0 & isomorfa al cono affine C(X).

Teorema 9.6.14. Siano X,Y C P™ chiusi irriducibili. Se dim X + dimY > n allora
XNY #0 ein ogni punto p € X NY wvale dim, X NY > dim X +dimY — n.

Dimostrazione. Basta mostrare che X NY # (), essendo la stima sulla dimensione locale
di X NY conseguenza immediata del Corollario[9.6.11] Nelle notazioni dell’Esempio[9.6.13]

dim, (Ce(X) N Cp(Y)) > (dim X 4 1) 4 (dimY +1) — (n 4+ 1) > 0

e quindi Cp(X)NCp(Y') contiene almeno una retta passante per o che interseca l'iperpiano

P™ in un puntodi X NY. a
Esercizi
9.21. Siano f,g € K|z1,...,2,] polinomi omogenei non nulli dello stesso grado d > 0 e

denotiamo X = V(z& + f, g) C P". Dimostrare che il chiuso X ha dimensione n — 2 e che
il numero delle sue componenti irriducibili non supera d volte il numero di componenti
irriducibili dell’ipersuperfice V(g). In caratteristica 0, trovare f e g come sopra tali che
X ha esattamente d? componenti irriducibili.

9.22. Mostrare con un esempio che, se X, Y, Z sono chiusi irriducibili di P con XUY C Z
e dim X +dimY > dim Z, ¢ generalmente falso che X NY # (.

9.23. Nelle notazioni dell’Esempio [9.6.12) mostrare che, se gj,...,g, sono generatori
dell’ideale I(X), allora in generale Cy(X) non ¢ definito dalle parti iniziali di g1, ..., g,.

9.7 La dimensione delle fibre

Il principale risultato di questa sezione € noto come teorema sulla dimensione delle fibre
ed ¢ la versione moderna dell’ottocentesco principio di Pliicker-Clebsch sul quale
rimandiamo a [EC1915| Libro I, p. 149] per maggiori informazioni.

Teorema 9.7.1. Sia X C A" xP"™ un chiuso, w: X — A™ la proiezione sul primo fattore
e per ogni g € A™ denotiamo X, = (q) = X N ({q} x P"). Allora:

1. Per ogni p € X vale dim, X < dim, X, + dim, 7(X), dove ¢ = 7(p).

2. Per ogni intero h, Uinsieme Y, = {¢ € A™ | dim X, > h} é un chiuso di Zarisk.

3. Se X ¢ irriducibile, allora esiste un aperto denso U C mw(X) tale che dim X, =
dim X — dim7(X) per ogni ¢ € U.
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Dimostrazione. [1] Sia r = dim,7(X), esistono allora r iperpiani Hy,...,H, di A™
passanti per ¢ tali che ¢ ¢ un punto isolato di #(X) N Hy N --- N H,; si ha quindi
dim, X, = dim,(X N (Hy xP*")N---N(H, x P")) e, dato che H; x P" & un iperpiano per
ogni 7, si ha che dim, X, > dim, X —r.

[2] Sappiamo che 7 & una applicazione chiusa: per ogni sottoinsieme Z C 7(X) deno-
tiamo con dz = min{dim X, | ¢ € Z} € N. Poniamo Xy = X, Zy = n(X) e sia ¢ € Zy
tale che dim X, = dz,. Sia H C P" un sottospazio proiettivo massimale che non interseca
X, e poniamo Z; = m(Xo N (A™ x H)), X1 = n1(Z;). Segue immediatamente dalla
costruzione che, se Zy # (), allora Z; ¢ un chiuso proprio di Zy e valedim X, = dz, per
ogni q € Zy — Z;. Ripetiamo il procedimento con X1, Z; al posto di Xy, Zy e costruiamo
Xo, Z5 al posto di X7, Z;. Iterando il procedimento troviamo una catena discendente di
chiusi Zy D Z1 D --- D Z; D --- con le proprieta che Z; 11 # Z;, eccetto il caso in cui
Z; =0, e dim X, = dz, per ogni q € Z; — Z; ;1. Per Noetherianita Z; = () per i >> 0 e gli
insiemi Y}, corrispondono ai chiusi Z; tali che dz, > dz, .

[3] Segue da [1] e [2] che I'insieme U dei punti ¢ € 7(X) tali che dim X, = dim X —
dimm(X) & aperto; dato che 7(X) & irriducibile basta dimostrare che U non & vuoto.
Dimostriamo il risultato per induzione su r = dim 7(X). Se r = 0 allora 7(X) & un punto
e asserto € banale. Si assuma r > 0 e sia s = dim X. Sia H C A" un iperpiano tale che
0 # HNr(X) # 7(X), per il Corollario ogni componente irriducibile di #(X) N H
(risp.: X N(H x P™)) ha dimensione r — 1 (risp.: s —1). Sia Z una componente irriducibile
fissata di w(X) N H e scriviamo X N(H xP*) =X, U---UX,UY 1 U---UY}, dove X;,Y;
sono le componenti irriducibili divise in modo tale che 7(X;) = Z e 7(Y;) # Z. Dato che w
¢ chiusa e Z ¢ irriducibile necessariamente dovra aversi a > 0. Per I'ipotesi induttiva, per

ognii =1,...,a, esiste un aperto non vuoto U; C Z tale che le fibre di X; sopra U; hanno
dimensione esattamente s —r. Per qualsiasi punto ¢ € (U1N---NU,) — (7(Y1)U---Um(Y))
vale dim X = s — 7. O

Corollario 9.7.2. Nelle notazioni del Teorema se m(X) é irriducibile e se, al va-
riare di ¢ € ©(X), le fibre X, sono tutte irriducibili e della stessa dimensione, allora X ¢é
wrriducibile.

Dimostrazione. Siano Zy,...,Z,,W1,..., Wy le componenti irriducibili di X ordinate in
modo tale che m(Z;) = n(X), m#(W;) # n(X) e dim Z; > dim Z; per ogni i. Proviamo che
X = Z;. Dato che Y e irriducibile e 7 & chiusa deve essere a > 0, denotiamo con s e r
le dimensioni di Z; e 7(X) rispettivamente. Per il Teorema esiste un aperto denso
U C w(X) tale che, per ogni g € U, vale (W;); = 0 e dim(Z;)q, = dim Z; — r; ne segue
in particolare che se ¢ € U, allora la dimensione di X, ¢ esattamente s — r. Per ipotesi
le fibre X, sono tutte irriducibili di dimensione s — r e quindi per ogni ¢ € 7(X) vale
(Z1)q C Xy, dim(Z1)q > s —r = dim X, e di conseguenza (Z;), = X,. Questo implica
che Z7; = X. O

Lo stesso argomento usato in[0.1.8 mostra che il Teoremal[9.7.1]ed il suo Corollario[9.7.2]
restano validi per sottoinsiemi chiusi X C P x P™ x --- x P x A™ e per la proiezione
T X = P™M X x P ox AT

Vediamo adesso alcune applicazioni dei precedenti risultati.

Esempio 9.7.3 (Insiemi costruibili). Un sottoinsieme di uno spazio topologico si dice co-
struibile se ¢ unione finita di sottoinsiemi localmente chiusi. Lasciamo per esercizio al
lettore dimostrare che la famiglia dei sottoinsiemi costruibili & la piu piccola famiglia di
sottoinsiemi che contiene gli aperti ed & chiusa per le operazioni di complemento e di
unione finita.

Proviamo adesso che, nelle stesse notazioni di se Z C A™ x P" & costruibile
allora anche m(Z) ¢ costruibile. Chiaramente non & restrittivo supporre Z localmente
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chiuso ed irriducibile, ovvero Z = X NV con X chiuso irriducibile e V aperto. Se Z = 0
non c’¢ nulla da dimostrare; se Z # ) allora vale X = Z U C con C chiuso di dimensione
dim C' < dim X. Per il Teorema esiste un aperto non vuoto U C 7(X) tale che per
ogni g € U vale dim X; = dim X —dim 7 (X) edim Cy < dim X —dimY". Dunque U C 7(Z)
e quindi 7(Z) = UUm(Z N7 Y (7(X) — U)); siccome la chiusura di Z N7~ (7(X) —U)
¢ strettamente contenuta in X basta ragionare per induzione sulla dimensione di Z per
dedurre che 7(Z N7~ (7(X) — U)) & costruibile e quindi che anche 7(Z) ¢ costruibile.

Esempio 9.7.4 (Curve piane singolari). Sia n un intero maggiore di 1 e sia PV, con N =
5n(n—|—3)7 lo spazio proiettivo delle curve piane di grado n. Dimostriamo che 'insieme Y C

PN delle curve singolari & una ipersuperfice irriducibile. Consideriamo infatti 1'insieme
X C P2 x PV formato dalle coppie (p,C) tali che p & un punto singolare di C. Si vede
facilmente che X ¢ un chiuso, infatti la coppia di punti di coordinate omogenee ([z], [F]),
con F' equazione di C, appartiene a X se e solo se F(x) = Fy(z) = Fi(z) = Fa(x) =
0. Fissato un punto p € P? le curve piane singolari in p formano un sistema lineare
di dimensione N — 3, per i Teoremi e applicati alla proiezione X — P2 o
pitl precisamente alle restrizioni agli aperti affini di P2, abbiamo che X ¢ irriducibile di
dimensione N — 1. La fibra di 7: X — P sopra la curva C consiste nell'insieme dei punti
singolari di C, e siccome esiste almeno una curva di grado n con un punto singolare, per
il Teorema ricaviamo che Y = 7(X) & un chiuso irriducibile di dimensione N — 1 e
quindi una ipersuperfice.

Esempio 9.7.5 (Luoghi determinantali, cfr. Esercizio . Sia n un intero positivo fis-
sato: per ogni coppia di interi m > k > max(0, m — n) denotiamo con M (n,m) lo spazio
vettoriale delle matrici n x m a coefficienti nel campo base K e con M,, , C P(M(n,m))
I’insieme delle classi di omotetia di matrici il cui nucleo ha dimensione > k. Proviamo per
induzione su k che M,, 5, & un chiuso irriducibile di dimensione (m — k)(n + k) — 1.

Se k = max(0,m — n) allora My, = P(M(n,m)), (m —k)(n+k)—1=nm—1e
lasserto & banalmente verificato. Supponiamo quindi k& > max(0,m — n) e consideriamo

Xon e = {([A], [2]) € P(M(n,m)) x P~ [A] € My, s, Az = 0}

Le fibre della proiezione X, — P™~1 sono tutte isomorfe a Mp—1,,—1 € quindi per
I'ipotesi induttiva ed il Corollario X,k € irriducibile di dimensione (m —k)(n+k —
1) + (m — 1) — 1. La proiezione X,,  — My, i € surgettiva e quindi M,, ;, & irriducibile.
Inoltre le fibre sui punti dell’aperto non vuoto M,  — My, +1 sono isomorfe a pk-1, per
il Teorema vale dim My, =dim X, , — (k—1) = (m —k)(n+ k) — 1.

Altre significative applicazioni di e saranno esposte prossimamente utiliz-
zando il linguaggio delle varieta algebriche.

Esercizi

9.24. Sia Z un sottoinsieme costruibile di uno spazio topologico Noetheriano. Provare che

Z contiene un aperto denso di Z.

9.8 Il grado: definizione geometrica

Un attributo fondamentale dei sottoinsiemi chiusi di uno spazio proiettivo e il grado.
Ricordiamo che il grado di una curva irriducibile C' C P? & il piu piccolo intero deg(C)
con la proprieta che, se una retta L interseca C' in un numero finito di punti, allora la
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cardinalita di LN C' & al pitt deg(C'). Abbiamo inoltre visto (Corollario che esistono
punti ¢ € P2 — C tali che la generica retta passante per ¢ interseca C in esattamente
deg(C) punti.

Tale definizione si estende in modo naturale ad arbitrari sottoinsiemi chiusi irriducibili
di P™.

Definizione 9.8.1. Sia X C P" un chiuso irriducibile di dimensione h. Il grado di X ¢ il
pit piccolo intero deg(X) tale che, se H C P™ é un sottospazio proiettivo di codimensione
h, allora linsieme H N X € infinito oppure ha cardinalita < deg(X).

Mostreremo tra breve che la definizione di deg(X) ha senso per ogni X irriducibile.
Calcoliamo prima il grado in alcuni casi semplici. Osserviamo che il grado ¢ invariante
sotto ’azione del gruppo delle proiettivita di P™.

Esempio 9.8.2. Se X & un sottospazio proiettivo, allora deg(X) = 1.

Esempio 9.8.3. Siano X C P" un chiuso irriducibile, K C P™ un sottospazio proiettivo
di codimensione s + 1 che non interseca X e denotiamo con 7: X — IP® la proiezione di
centro K. Allora deg(n(X)) < deg(X).

Infatti, poiché ogni proiezione ¢ la composizione di proiezioni con centro un punto, per
il Lemma vale dim7(X) = dim X e, se S C m(X) ¢ un sottoinsieme finito, allora
anche 771(9) C X & un sottoinsieme finito e f7~1(S) > £S. Basta quindi considerare come
S un insieme di deg(w(X)) punti contenuti nell’intersezione di 7(X) con un sottospazio
proiettivo di codimensione h.

Esempio 9.8.4. Se X = V(f) & una ipersuperfice, con f polinomio irriducibile di grado d
in un sistema di coordinate omogenee xq, . .., x,, allora deg(X) = d.

La restrizione di f a una retta proiettiva ¢ una forma binaria di grado d che, se non
¢ nulla ha al piu d radici: quindi deg(X) < d. Mostriamo adesso che esiste una retta
L che interseca V(f) in d punti distinti, questo provera che d < deg(X). Per ipotesi
f e irriducibile e quindi con almeno una derivata parziale non nulla. Fissiamo un punto

3]
vy = (Yo,...,yn) € K" taleche f, =, yza—f #0eq=[y] € X. Essendo f irriducibile,
z;

ed f, di grado d—1, la dimensione di XNV (f,) & < n—1. Indichiamo con 7: X — 7(X) =
P"~! la proiezione di centro [g]. Lo stesso ragionamento fatto nella Proposizione
mostra che, per ogni p € X, la retta pg interseca X in d punti distinti se e solo se
pgN X NV(f,) =0, ovvero se e solo se p & ©(X N V(fy,)). Basta adesso osservare che
m(X NV (fy)) € un chiuso di dimensione < n — 1.

Dimostrazione (che il grado é ben definito). Denotiamo con M (s,n + 1) lo spazio affine
delle matrici s x (n+1). Per ogni a = (a;;) € M denotiamo con K, C P™ il proiettivizzato
del nucleo dell’applicazione lineare definita da a e con ¢q: P* — K, — P*~! la proiezione
associata, ovvero

(ba([l‘o, e ,.Z‘n]) = Zaljxj, ey Zaijj
J J

Sia adesso X C P™ un chiuso irriducibile di dimensione h < n, denotiamo M =
M(h+2,n+1) e consideriamo il chiuso W C M x P! x P" formato dai punti (a, [y], [2])
tali che [z] € X e 4O~ ajuxr) = y; (D4 ainr) per ogni 4, j. W & evidentemente un chiuso
e per il Teorema anche la proiezione sui primi due fattori Y = p(W) ¢ M x Ph+!
¢ chiusa ed & quindi definita da un numero finito di polinomi f;(a;;,y;) omogenei di
gradi d; nelle variabili y;: mostriamo che deg(X) < max(d;). Per ogni matrice a € M
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denotiamo con Y, l'intersezione di Y con {a} x P"*1. Se X N K, # 0 allora Y, = P"
mentre se X N K, = () allora, per il Lemma Y, ¢ irriducibile di dimensione h
(quindi una ipersuperfice) e di grado < max(d;). Si consideri un sottospazio proiettivo H
di codimensione h tale che HNX = {p1,...,ps} esia a € M di rango massimo tale che il
sottospazio K, di codimensione h+ 2, & contenuto in H e non interseca alcuna delle rette
pip;- Allora ¢ HNX — ¢o(H) NY, & bigettiva e quindi s < deg(Y,) < max(d;). O

Lemma 9.8.5. Sia X C P™ un chiuso wrriducibile di dimensione 1. Se deg(X) =k < n,
allora X ¢ contenuto in un sottospazio proiettivo di dimensione k.

Dimostrazione. Se X non & contenuto in alcun sottospazio di dimensione k possiamo

costruire per ricorrenza una successione di punti py, ..., pg, Pr+1 € X tali che dim(pg +
-+ p;) =i per ogni i < k+ 1. Sia H un iperpiano contenente py, ..., pr Ma NON Pgi1;
allora X N H & un insieme finito di punti contenente py, . . ., pk. ad

Mostreremo nei prossimi capitoli che per “quasi tutti” i sottospazi H di codimensione
uguale alla dimensione di X, la cardinalita di H N X e uguale al grado di X. Per il mo-
mento mostriamo con la prossima proposizione che di tali sottospazi ne possiamo trovare
abbastanza tali da riuscire a dimostrare, negli esercizi, alcune interessanti applicazioni.

Proposizione 9.8.6. Sia X C P™ un chiuso irriducibile di dimensione h e grado d.

1. Sia K C P —X un sottospazio proiettivo di codimensione h +1 e 7: X — P" la
proiezione di centro K. Allora l'insieme

U={peP"|tr ' (p)=d}

¢ un aperto di Zariski (possibilmente vuoto).
2. Sia Z C X wun sottoinsieme chiuso proprio. Allora esiste un sottospazio proiettivo
H C P™ di codimensione h tale che HNZ =0 e (H N X) =d.

Dimostrazione. Il punto [1] & gid stato dimostrato per le ipersuperfici nell’Esempio m
con 'aiuto delle varieta polari. Nel caso generale, se U = () non c¢’¢ nulla da dimostrare:
altrimenti sia H un sottospazio di codimensione h contenente K che interseca X in d punti
distinti p1,...,pq € sia T C K un sottospazio di codimensione h + 2 che non interseca
alcuna delle rette p;p;, i # j. Denotiamo con #: X — P'! la proiezione di centro T,
Y = #(X) e con 7: Y — P" la proiezione di centro #(K). Chiaramente 7 = 77, e per
I’Esempio Y & una ipersuperfice di grado < d. D’altra parte, 7(H) ¢ una retta che
interseca Y in d punti distinti e quindi Y ha grado d. Per il caso gia visto 'insieme

U={peP |47 ' (p)=d}

¢ un aperto contenente w(H); basta quindi dimostrare che U c U, ma questo & ovvio
perché per ogni p € P vale d > #7~1(p) > 7~ (p).

Mostriamo adesso che [1 = 2]. Sia infatti H un sottospazio di codimensione h tale
che HNX = py,...,pq; se HNZ = () abbiamo finito, altrimenti scegliamo un sottospazio
K C H di codimensione h + 1 che non interseca X. Considerando la proiezione di centro
K, m: X — P" siha che 7(Z) & un chiuso proprio mentre per il punto 1), I'insieme (non
vuoto perche contiene H) dei sottospazi di codimensione h contenenti K che intersecano
X in d punti & un aperto che quindi non pud essere contenuto in 7 (Z). a

Per dimostrare risultati interessanti e validi in caratteristica arbitraria concernenti il

grado, come ad esempio il teorema di Bézout per P", occorre fare uno studio algebrico
N . . deg(X) . . .
piu approfondito: faremo questo nel Capitolo [13| osservando che dgi(X') e il coefficiente
im X!
direttore di un attributo piu generale dei chiusi proiettivi: il polinomio di Hilbert.
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Esercizi

9.25. Se X ha grado 1 allora X ¢ un sottospazio proiettivo. (Sugg.: se dim X = h, per ogni
sottospazio K C P* — X di codimensione h + 1, la proiezione di centro K, g : X — P!
¢ iniettiva.)

9.9 Esercizi complementari

9.26. Uno spazio topologico si dice Artiniano se ogni famiglia di aperti contiene un
elemento minimale. Sia X uno spazio topologico Artiniano, provare che:

1. X contiene un numero finito di punti chiusi.

2. Ogni chiuso di X e unione finita di componenti irriducibili.

3. Se X ¢ irriducibile, 'unione dei chiusi propri di X & un chiuso proprio.

4. (%) Se X ¢ anche Noetheriano allora contiene un numero finito di aperti. (Sugg.: uno
spazio Artiniano con infiniti chiusi contiene una catena discendente non stazionaria

di chiusi.)

9.27. Mostrare che esistono spazi topologici Noetheriani e spazi topologici Artiniani di
dimensione infinita.

9.28 (Spazi di Zariski). Ricordiamo che uno spazio topologico X soddisfa ’assioma di
separazione T se per ogni coppia di punti distinti z,y € X vale T # 3. Un punto x € X
si dice generico se T = X. Condizione necessaria affinché esista un punto generico e che
X sia irriducibile; se X e T esiste al pitt un punto generico.

Sia X uno spazio topologico e per ogni chiuso C C X denotiamo con ¢(C) l'insieme
dei chiusi irriducibili contenuti in C. Provare:

1. Gli insiemi t(C), presi al variare di C' C X chiuso, sono i chiusi di una topologia Tg
su t(X).
2. Si consideri I'applicazione naturale ¢: X — t(X), ¢(x) = Z. Allora vale ¢~ 1(¢(C)) =
C per ogni chiuso C' C X e quindi ¢ ¢ continua, ¢(X) & denso in t(X) e ¢ & iniettiva
se e solo se X e Tj.
. Se X & irriducibile (risp.: Noetheriano), allora ¢(X) & irriducibile (risp.: Noetheriano).
4. Uno spazio topologico si dice uno spazio di Zariski se ¢ T, Noetheriano ed ogni
chiuso irriducibile contiene un punto generico. Se X ¢ Noetheriano allora ¢(X) ¢ di
Zariski e se X e di Zariski allora ¢ & un omeomorfismo.

5. Ogni applicazione continua f: X — Y induce una applicazione continua ¢(f): t(X) —
t(Y) che commuta con ¢x: X —t(X) e ¢y: Y — t(Y).

6. Sia C' C A™ un chiuso irriducibile, provare che

w

codim(C,t(A"™)) = codim(C, A"), dime t(A™) = n.

7. Dare una descrizione di t(A™) e dalla sua topologia in funzione degli ideali di
Kz1,...,2z,] e delle relazioni di inclusione tra di essi.

9.29. Tradurre:

Teorema: Seja E um espago irredutivel e U um aberto nao vazio de E. Entao, U é denso
em FE, isto é, o fécho U de U é igual a E. Demonstracdo: Se F é aberto e ndo vazio ento,
U = E—F, onde F é fechado e distinto de E. Como E =UUF = UUF e E é irredutivel
resulta que U = E.
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9.30. Sia X uno spazio topologico Noetheriano. Provare che un sottoinsieme A C X &
aperto se e solo se per ogni chiuso irriducibile £ C X esiste un sottoinsieme .S C E aperto
in E tale che S ¢ ANE C S. (Sugg.: si consideri la famiglia dei chiusi C' di X tali che
C' — A non ¢ chiuso.)

9.31. Descrivere 'immagine dell’applicazione f: A2 — A2, f(x,y) = (x,7y) e dire se &
chiusa, aperta, localmente chiusa, costruibile o niente di tutto cio.

9.32. (caratteristica # 2) Determinare le componenti irriducibili di
X={+y?+22 =2 +1-y* - 22 =0} C A>.

9.33. Nelle notazioni del Corollario sen = 2,r =1 e fy,f1 sono senza fattori
comuni, determinare la dimensione del conucleo di ¢4 per d >> 0. (Sugg.: descrivere il
nucleo di ¢g.)

9.34. Siano p,q € N senza fattori comuni, X = {2P = y9} C A? e ¢: Al — X definita
da ¢(t) = (t9,tP). Provare che ¢ ¢ un omeomorfismo. (Sugg.: esistono interi n, m tali che
np+mq=1.)

9.35. Si consideri I'applicazione ¢: Al — A3, ¢(¢) = (¢,t2,t3); dimostrare che X = ¢(Al)
¢ chiuso e si determini I(X).

9.36. Enunciare e dimostrare il teorema degli zeri di Hilbert per P x P™.

9.37. Dimostrare che:

1. Ogni sottoinsieme costruibile di A™ & della forma 7(X), dove X C A"! & un sottoin-
sieme chiuso e 7 & la proiezione sulle prime n coordinate. (Sugg.: mostrare prima che
ogni sottoinsieme localmente chiuso di A™ & della forma 7(X).)

2. Un sottoinsieme costruibile Z C A™ & chiuso se e solo se Z N C & chiuso per ogni
chiuso irriducibile C' C A™ di dimensione 1.

3. Il risultato di 2) & generalmente falso senza 'ipotesi che Z sia costruibile.

9.38. Nelle stesse notazioni del Teorema [0.7.1] si provi che la funzione
A" x P — Z, p = dimy Xrp)

¢ semicontinua superiormente. (Sugg.: se 'asserzione & vera per due sottoinsiemi chiusi
di A™ x P™ allora ¢ vera anche per la loro unione; non € quindi restrittivo supporre X
irriducibile. Ragionare per induzione sulla dimensione di 7(X) utilizzando )

9.39. Sia X C A" un chiuso e 7: A" — A"~! la proiezione sulle prime n — 1 coordinate.
Provare che se f = 3,5 gi(z1, .. S Zn—1)2d € I(X), allora m(X) — V(go) & chiuso in
A" — V(go) e dedurne che m(X) contiene un aperto di 7(X). (Sugg.: si pud ripetere
sostanzialmente la dimostrazione del lemma di proiezione oppure si puo considerare il

chiuso X € A” x A definito da I(X) e 1 — tgo.)

9.40. Provare che A2 e P2, dotati della topologia di Zariski, non sono omeomorfi. Pit1 in
generale se n > 2 e X C P” ¢ chiuso di dimensione < n — 3, si provi che A™ e P* — X non
sono omeomorfi.

9.41. (caratteristica # 2) Sia X C A? il chiuso definito dalle equazioni xy — 2% = y® —a® =

0. Provare che X ha due componenti irriducibili.
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9.42. (caratteristica 0) Sia F(x1,...,2,) un polinomio omogeneo di grado m > 0 senza
fattori multipli; poniamo C = V(F) C A™ e sia A 'insieme dei sottospazi affini di A™
contenuti in C. Definiamo infine Cy come lintersezione dei sottospazi in A che sono
massimali rispetto all’inclusione. Provare:

1. Cp & un sottospazio affine contenente 'origine (0, ..., 0).

2. A meno di un cambio lineare di coordinate si pud assumere che esista s < n tale che

OF oF
= 0 per ogni 7 > s e i polinomi —, ..., — linearmente indipendenti su K.
ox; o0x1 0x

3. (*) In un sistema di coordinate come al punto 2) vale Cop = {x; = --- =z, = 0}.

9.43. Sia M = M(n,n,K) lo spazio affine delle matrici n x n e sia X C P(M) il
proiettivizzato dell’insieme delle matrici A che hanno un autovalore A # 0 tale che
A" 4 (—=1)" det(A) = 0.

1. Provare che X & una ipersuperfice irriducibile.
2. () Determinare il grado di X.

9.44 (*). Dimostrare che ogni chiuso proprio in P™ & intersezione (insiemistica) di al pit
n + 1 ipersuperfici. (Sugg.: Esercizio )

9.45. Sia S; C K|zg,...,x,] lo spazio vettoriale dei polinomi omogenei di grado d e
Uy : P — P la n-esima immersione di Veronese. Determinare la dimensione dello spazio

vettoriale Vy = {f € Sq | vo(PY) C V(f)} per ogni d > 0.

9.46. (caratteristica 0) Sia X C M(4,4,K) = A6 il sottoinsieme delle matrici A tali che
I,A e A? sono vettori linearmente dipendenti in M (4,4, K ). Dimostrare:

1. X ¢ chiuso.
2. X non ¢ irriducibile (Sugg.: polinomio caratteristico).

9.47 (Lo scoppiamento). Sia X C A" un chiuso e denotiamo con: Y = X — {0}, con
Y C (A" —{0})xP"~! I'insieme dei punti {(y, [y])} al variare diy € Y, con X C A" xP"~!
la chiusura di Zariski di Y e con E = ({0} x P"~1)n X.

1. Dimostrare che Y & un chiuso di (A" —{0}) x P"~! omeomorfo a Y. (Sugg.: considerare
dapprima il caso X = A™.)

2. Descrivere esplicitamente X ed E nei casi X = A" e X ipersuperfice.

3. Se X & unione di due chiusi X; e X5, provare che X = Xl U XQ.

4. Mostrare che, se 0 € X, allora il cono affine di E coincide con il cono tangente ridotto
Co(X) e quindi dimg X = dim F + 1.

9.48 (Scoppiamento lungo sottospazi proiettivi). Sia K C P" un sottospazio proiet-
tivo di codimensione h+1, con h > 0; denotiamo con P" lo spazio proiettivo dei sottospazi
di P di codimensione h che contengono K e con

Blg P" = {(p, H) € P" x P" | pc H}.

(Si noti che K x P" c Blg P™.) Indichiamo con 71 : Blg P" — P" e my: Blg P" — P" le
proiezioni sui fattori.

1) Mostrare che per ogni sottospazio H di codimensione h vale mymy ' (H) = H e che, se
p ¢ K allora o H(p) = K + p.

2) Se K & definito dalle h + 1 equazioni lineari indipendenti f;(zo,...,z,) = 0, con i =

h+1
0,...,h, provare che Bl P™ ¢ il chiuso definito dalle ( ;— ) equazioni y; f;(xo, ..., &) =

y;ifi(zo,...,xpn), con 0 < i< j<h.
3) Sia X C P™ un chiuso tale che alcuna componente irriducibile di X sia contenuta in K.
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Allora si definisce Bl X C Blg P™ come 'unione delle componenti irriducibili di 717 (X))
che non sono contenute in 7 (K).

Dimostrare che la proiezione m;: Blg X — X ¢ surgettiva ed induce una bigezione tra le
rispettive famiglie di componenti irriducibili. Provare inoltre che dimBlx X = dim X e
dim(7; ' (K) N Blg X) < dim X.

4) Provare che 13 Blgx X = (X — K), dove mk indica la proiezione di centro K.

9.49. Siano Y C P™ un chiuso irriducibile di dimensione h < n e grado d > 1 e H
un sottospazio proiettivo di codimensione h che interseca Y in esattamente d punti. Sia
o € HNY e denotiamo con 7, la proiezione di centro o. Dimostrare che X = m,(X — o) ha
dimensione h e grado < d. (Sugg.: nelle notazioni dell’Eserciziosi ha X = m(Bl,Y)e
0 <1 #(Bl, Y N7y L(H)) < +oo. Applicare la Proposizione al chiuso proprio m(Bl, YN
(o)) C X.)

9.50. Sia X C P™ un chiuso irriducibile. Dimostrare che se X non e contenuto in alcun
iperpiano, allora vale dim X + deg(X) > n + 1. (Sugg.: Esercizio e induzione sulla
codimensione di X.)

9.51 (Varieta secante). Si considerino due spazi proiettivi P2**! e P" aventi rispet-
tivamente coordinate omogenee xq,...,Tn, Yo, --,Yn € to,...,tn. Dati due chiusi irridu-
cibili non vuoti X, Y C P", sia V linsieme delle coppie ([t],[z,y]) € P* x P?"*1 tali
che z € C(X), y € C(Y) e ti(x; — y;) = tj(x; — yi) per ogni 4,j. Siano p: V — P",
q: V — P27+ Je proiezioni sui fattori. Mostrare che V & un chiuso ed esiste una unica
componente irriducibile V' C V tale che ¢(V) non & contenuta in H = {z; = y; Vi}. Detti
S(X,Y)=p(V), J(X,Y) = q(V), mostrare che J(X,Y), S(X,Y) sono chiusi irriducibili,
dimS(X,Y) <dimJ(X,Y) =dimV =dim X + dimY + 1 e che S(X,Y’) contiene come
sottoinsieme denso I'unione di tutte le rette ab al variare dia € X, b€ Y, a # b.

I chiusi S(X,Y) e J(X,Y) sono detti rispettivamente join e join astratto di X e Y,
mentre S(X, X) ¢ detto varieta secante di X. Descrivere la varieta secante dell'immagine
della seconda immersione di Veronese vy : P? — P5.

9.52 (*). Sia X C P™ irriducibile di dimensione h < n — 2. Provare che esiste un aperto
non vuoto U C P™ — X tale che, per ogni o € U, deg(m,(X)) = deg(X), dove 7, ¢ la
proiezione di centro o. (Sugg.: siano H un sottospazio di codimensione h che interseca
X in d = deg(X) punti distinti, K C H sottospazio di codimensione h + 1 che non
interseca X e Z C Blg P I'insieme tale che my '(H) = S(X N H, X N H) (nelle notazioni
degli Esercizi e . Mostrare che Z € un chiuso proprio e che esiste un aperto
non vuoto V C P" tale che ogni o € 7, (m; ' (V) — Z — K x P") soddisfa la condizione
deg(mo(X)) = deg(X).)

9.53. Sia vg: P — P¥ la d-esima immersione di Veronese. Provare:

1. 11 grado di vg(P™) & > d".
2. (#+?) Tl grado di vg(P") & — d".

9.54 (xx). Sia K = C, X C P" un chiuso irriducibile di Zariski e U C X un aperto
non vuoto di Zariski. Provare che la chiusura di U nella topologia classica ¢ uguale a X.
(Sugg.: provare 'esercizio dapprima nel caso X = P"| poi per le ipersuperfici utilizzando
il teorema di preparazione di Weierstrass e infine il caso k =dimX <n—-2, Z=X —-U
e p € Z. Bisogna dimostrare che p ¢ il limite classico di una successione p, in U. Sia
7m: X — P"~! una proiezione tale che 771 (7 (p)) = {p} e lavorare su 7(X) e 7(X) — 7 (Z).
Per un’altra dimostrazione vedi [Mum1976, Th. 2.33].)

9.55 (xx7). Sia K = C, X C C™ un chiuso di Zariski dotato della topologia classica:
allora ogni punto di X & un retratto per deformazione di un suo intorno.
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Varieta algebriche: nozioni base

Quando si parla di varieta si intende generalmente uno spazio topologico dotato di struttu-
re accessorie. Lo scopo principale di questo capitolo € quello di mostrare che ogni sottoin-
sieme localmente chiuso di P™ possiede un cosiddetto “fascio strutturale” che gli fornisce
la struttura di “varieta quasiproiettiva”. Per tutto il capitolo assumeremo che K sia un
campo fissato algebricamente chiuso.

Avvertenza. In questo capitolo, ed anche nei prossimi, il lettore trovera definizioni
diverse di enti matematici chiamati con lo stesso nome: se cio accade € per far fami-
liarizzare il lettore con i nuovi concetti, inizialmente nei casi di migliore comprensione.

Naturalmente prima o poi ci sara un teorema che equiparera le varie definizioni.

10.1 Varieta affini

Definizione 10.1.1. Sia X C A" un sottoinsieme chiuso di Zariski. Diremo che una
funzione f: X — K é regolare su X se ¢ la restrizione di una funzione polinomiale su
A™: in altri termini f é regolare se esiste F' € Kzy,...,zy] tale che F(z) = f(z) per
ogni z € X.

Le funzioni regolari su X formano una K-algebra K [X], il morfismo naturale di restri-
zione w: K[z1,...,z,] — K[X] ¢ surgettivo per definizione ed ha come nucleo esattamente
l'ideale I(X).

Esempio 10.1.2. Sia X C A? la curva di equazione x3 = z3; le proiezioni sugli assi coor-

dinati z;: X — K, i = 1,2, sono funzioni regolari. Per definizione la K-algebra K[X] &
generata da 1 e xo. L’applicazione ¢: K — X, ¢(t) = (¢3,2) & un omeomorfismo (vedi
Esercizio ma ¢~ 1: X — K non & regolare. Infatti, se esistesse P € K [z, y] tale che
P(x) = ¢~ () per ogni z € X, si avrebbe P(t3,t%) =t per ogni t € K.

Se X & un chiuso affine, allora K[X] ¢ una K-algebra finitamente generata senza
nilpotenti ed & quindi Noetheriana. Viceversa se A & una K-algebra finitamente generata
senza nilpotenti, allora si puo scrivere A = Kzy,...,2,]/J, con J = VJ, e quindi
A=K[X], dove X =V (J) C A"

Esiste una ovvia generalizzazione delle corrispondenze V, I definite nel Capitolo [4 ad
ogni chiuso affine X C A™. Per ogni ideale J C K[X] si definisce

Vx(J)={zx € X | f(z) =0 per ogni f € J}.

Denotando con m: Klzy,...,2,] — K[X] la proiezione canonica, siccome Vx(J) =
V(m~1(J)), si ha che i sottoinsiemi chiusi di X sono tutti e soli i sottoinsiemi della forma
Vx (J) al variare di J tra gli ideali di K [X].



186 10 Varieta algebriche: nozioni base

Viceversa se Z C X & un sottoinsieme chiuso, si definisce Ix(Z) C K[X] come 'ideale
delle funzioni regolari su X che si annullano su Z. I seguenti fatti sono di semplice verifica:

1. Vx(J) = V(x~Y(J)) per ogni ideale J C K[X].
2. Y (Ix(Z)) = I(Z) per ogni Z C X.
3. 1 (V/J) = /7= 1(J) per ogni ideale J C K[X].

Dalle precedenti proprieta 1) 2) e 3) segue che le corrispondenze Vx, Ix soddisfano
proprieta analoghe a quelle di V' e I definite sullo spazio affine. In particolare Vx (Ix(Z)) =
Z per ogni Z C X chiuso.

Teorema 10.1.3 (degli zeri). Sia X un chiuso affine e J C K[X] un ideale: allora vale
luguaglianza Ix (Vx (J)) = v/ J. Gli ideali massimali di K [X] sono tutti e soli quelli della
forma Ix(x), con x € X.

Dimostrazione. La prima asserzione segue dalle uguaglianze
(V) = Vo) = IV (a1 () = I(Vx(J)) = 7 (Ix (Vx (1))).

La seconda segue dalla bigezione naturale tra ideali massimali (risp.: primi) di K[X] ed
ideali massimali (risp.: primi) di K[z1,...,x,] che contengono I(X). O

Se f € K[X], allora 'aperto Xy = {z € X | f(z) # 0} si dice un aperto principale
di X. Per ogni ideale J C K[X] si ha X — Vx(J) = Ufe Xy e quindi gli aperti principali
formano una base per la topologia di X.

Definizione 10.1.4. Un’applicazione tra spazi affini &: A" — A™ si dice regolare se é
indotta da polinomi, cioé se in un sistema di coordinate affini si ha ® = (F,..., Fy), con
F;, e K[z1,...,2,] per ogni indice i. Se X C A™ e Y C A™ sono chiusi, un’applicazione
¢: X — Y si dice regolare se ¢ la restrizione di una applicazione regolare @: A™ — A™.

B tautologico osservare che un’applicazione ¢ = (f1,...,fm): X — Y C A™ tra
chiusi affini & regolare se e solo se f; € K[X] per ogni i. Le identita sono regolari e la
composizione di due applicazioni regolari € ancora regolare. Ci troviamo quindi di fronte
ad una categoria che ha come oggetti i chiusi affini e come morfismi le applicazioni regolari.
Useremo il termine morfismo regolare come sinonimo di applicazione regolare.

Per ogni insieme X denotiamo con K ¥ la K -algebra di tutte le funzioni su X a valori
in K. Ogni applicazione ¢: X — Y definisce per composizione un morfismo di K-algebre
o KY - KX,

Lemma 10.1.5. Nelle notazioni precedenti, un’applicazione tra chiusi affini ¢: X — Y
¢ regolare se e solo se »*K[Y] C K[X]. In particolare, poiché ¢=(Yy) = Xy, per ogni
g € K[Y], ogni applicazione regolare é continua.

Dimostrazione. Supponiamo Y un chiuso dello spazio affine A™ e siano y1, ..., y, € K[Y]
le restrizioni a Y delle coordinate su A™; se f; = ¢*y;, allora si ha ¢ = (f1,..., fm) €
quindi ¢ & regolare se e solo se ¢*y; € K[X] per ogni i. Basta adesso osservare che le y;
generano K [Y] come K-algebra. O

Proposizione 10.1.6. Siano X eY due chiusi affini. Allora esiste una bigezione naturale
tra linsieme dei morfismi regolari ¢: X — Y e linsieme dei morfismi di K -algebre
o*: K[Y] — K[X].

Dimostrazione. Si assuma Y C A™, m: K[A™] — K[Y] la proiezione naturale e siano
Y1s- -5 Ym € K[A™] le coordinate affini. Dato un omomorfismo di K-algebre h: K[Y] —
K[X] poniamo f; = h(w(y;)). L’applicazione ¢ = (f1,..., fm): X — A™ & regolare e
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¢* = hm.Se g € I(Y), allora ¢*g = 0, ¢(X) C V(g), e quindi 'immagine di ¢ & contenuta
in Y. Lasciamo per esercizio la semplice verifica che 'applicazione h — ¢ cosi definita ¢
I'inversa dell’applicazione ¢ — ¢*. a

Definizione 10.1.7. Un morfismo regolare tra chiusi affini si dice un isomorfismo
regolare se ¢ bigettivo con inverso regolare.

Corollario 10.1.8. Un morfismo regolare ¢: X — Y tra chiusi affini é un isomorfismo
se e solo se ¢*: K[Y] — K[X] é un isomorfismo.

Dimostrazione. Immediata conseguenza della Proposizione [10.1.6 a

Esempio 10.1.9. La retta Al e I'iperbole X = V(xy — 1) C A% non sono isomorfi. Infatti,
se lo fossero esisterebbe un isomorfismo di K -algebre

K[t] =K[A"] = K[X] =K[z,y]/(ay — 1)

e questo non ¢ possibile dato che x & invertibile in K [X], mentre ogni invertibile di K [A!]
¢ costante.

Esempio 10.1.10. Sia X C A™ un chiuso affine e ¢: X — A™ un’applicazione regolare.
Siano Y = {(x,¢(x)) € A" | x € X} il grafico di ¢ e m: Y — X la proiezione sul
primo fattore. Allora Y & chiuso e 7 € un isomorfismo regolare. Infatti, se x1, ..., x, sono
le coordinate su A™ e y1, ..., ¥, sono le coordinate su A", posto f; = ¢*y; si ha che Y =
V(J) dove J C K[z1,...,Zn,Y1,-..,Ym] € 'ideale generato da I(X) e y; — f;: quindi Y &
un chiuso, la proiezione 7 & regolare, bigettiva e con inversa 771 = (z1,...,%n, f1,- -, fm)
regolare.

Esempio 10.1.11. Sia X C A™ un chiuso, f € K[X] una funzione regolare su X e
consideriamo

Y ={(z,t) e A" |z € X, tf(x) =1} = V(I(X),1 —tf) C X x A'.

L’insieme Y & un chiuso affine e la proiezione 7: Y — X é regolare ed induce una bigezione
tra Y e 'aperto principale Xy. Il morfismo 7*: K [X] — K[Y] ha le seguenti proprieta:

1. La funzione regolare 7*(f) & invertibile in K[Y].
2. Per ogni g € K[Y] esiste un intero s tale che 7*(f)*g € 7K [X].
3. m(a) = 0 se e solo se esiste un intero s > 0 tale che f*a = 0.

La verifica di 1) e 3) € immediata in quanto 7*(f)t = 1 e 7*(a) = 0 se e solo se a(x) =0
per ogni « € Xy. Il morfismo K [X][t] — K [Y] e surgettivo e quindi ogni g € K[Y] si puo
esprimere come un polinomio nella variabile ¢ a coefficienti in 7*K [X] ed il punto 2) segue
dal fatto che 7*(f)t = 1. Possiamo decomporre il morfismo 7* = fa con a: K[X] —
KI[X][t]/(1 — tf) morfismo naturale e 8: K[X][t]/(1 — tf) — KJ[Y]. Si osserva che il
morfismo « soddisfa le stesse proprieta 1), 2) e 3) di 7*. Le proprieta 1) e 2) sono banali,
dimostriamo che vale 3). Se f*a = 0 per qualche s > 0 allora a = (1 — tf)(}> ;50 t" f'a)
e quindi a(a) = 0. Viceversa se a(a) = 0 allora esistono by,...,bs € K[X] tali che
a=(1—-tf)Obit") e quindi by = a, by = fa,...,bs = f%a, f*Tta = 0. Dimostriamo
adesso che ( & un isomorfismo: infatti 7* soddisfa 2) e quindi 8 ¢ surgettiva. Se 5(g) =0
allora esiste s > 0 tale che f°g = «(h) con 7*(h) = 0 e quindi esiste r > 0 tale che
f"h = 0. A maggior ragione f*T"g = 0 e dato che f & invertibile in K[X][¢]/(1 — ¢f)
necessariamente g = 0 e 3 risulta iniettiva.
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L’Esempio [10.1.11] rende doveroso richiamare le nozioni di base sulla localizzazione
degli anelli commutativi con unita; per ulteriori approfondimenti rimandiamo ai testi di
algebra commutativa [AM1969], [Kapl1974], [Mat1986].
Sia A un anello commutativo con unita, un sottoinsieme S C A si dice una parte
moltiplicativa se 1 € S e S & chiuso per il prodotto, cioe se st € S ogniqualvolta t, s € S.
Data una parte moltiplicativa S C A si definisce S A come il quoziente di 4 x S
per la relazione: (a,s) ~ (b,t) se e solo se esiste r € S tale che r(at — bs) = 0. Per
a

comprensibili motivi si denota con — € S~ A la classe di equivalenza della coppia (a, s).
S

Lasciamo per esercizio al lettore la verifica che ~ € una relazione di equivalenza e che

. 0 N -
S~'A & un anello commutativo con zero 1°¢ unita 1 rispetto alle operazioni

at + bs gé_&b
st st st

a
S

L
b

Si noti che S™1A = 0seesolose 1 = 0in S™'A se e solo se 0 € S. E consuetudine
denotare con:

o S'A=A,seS=A-p,con p ideale primo.
S™1A=Afse S={f*}s>0, con f € A.
o S 'A=Fraz(A)seS=A—{divisori di 0 }.

L’anello Fraz(A) si dice anello delle frazioni globali di A e coincide con il campo delle
frazioni quando A € un dominio di integrita. Esiste un omomorfismo naturale di anelli

l: A — S™1A definito da I(a) = % E immediato verificare che

1. I(s) & invertibile in S™1A per ogni s € S.
2. Per ogni g € S71A esistono s € S e a € A tali che I(s)g = l(a).
3. l(a) = 0 se e solo se sa = 0 per qualche s € S.

Teorema 10.1.12. Sia S C A una parte moltiplicativa, 1: A — S™'A l'omomorfismo
naturale e ¢: A — B un omomorfismo di anelli tale che:

1. ¢(s) é invertibile per ogni s € S.
Allora esiste un unico omomorfismo 3: S™'A — B tale che ¢ = Bl. Se inoltre vale:

2. Per ogni b € B vale ¢(s)b = ¢(a) per qualche s € S, a € A.
3. #(a) =0 se e solo se sa =0 per qualche s € S.

Allora B € un isomorfismo.

. . . . . . a
Dimostrazione. Assumiamo 1). Se (3 esiste allora deve necessariamente soddisfare 3 (7) =
s

¢(a)p(s)™! e quindi B ¢ unico. Inoltre se (a,s) ~ (b,t) allora ¢(a)d(s)™! = @(b)p(t) !
e quindi la precedente relazione fornisce una buona definizione di 8. Se valgono 1) e 2)
¢ evidente che 3 & surgettiva. La condizione 3) equivale a dire che ¢ e [ hanno lo stesso

1
nucleo, dunque se vale 1), 3) e 8 (E) =0 allora ¢(a) =0e 4 —l(a) = 0.
s s s
La stesso argomento usato nell’Esempio [I0.1.11] mostra che per ogni anello Ae f € A
vale Ay = Aft]/(1 —tf).
Esercizi

10.1. Provare che una funzione regolare f: X — K & invertibile in K[X] se e solo se
f(z) # 0 per ogni x € X. (Sugg.: Teorema [10.1.3])
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10.2. Dati f,g € K[X], dimostrare che Xy C X se e solo se g divide una potenza di f.
10.3. Nelle notazioni dell’Esempio [10.1.10} provare che J = I(Y).

10.4. Sia ¢: X — Y un’applicazione regolare tra chiusi affini. Provare che:

1. ¢(X) & denso in Y se e solo se ¢*: K[Y] — K[X] & iniettiva.
2. 9(X) C Vy (Ker(¢*)).
3. Se ¢* e surgettiva allora ¢ € una immersione topologica chiusa.

Mostrare inoltre con un esempio che il viceversa del punto 3 & generalmente falso.

10.5. Nelle notazioni precedenti, dimostrare che 'omomorfismo I: A — S~'A & iniettivo
se e solo se S non contiene divisori di 0 e che [ & un isomorfismo se e solo se ogni elemento
di S & invertibile in A.

10.6. Sia I C S7!'A un ideale e sia E C A un insieme di generatori di [71(I). Mostrare
che [(E) genera I; in particolare se A & Noetheriano allora anche S~1A & Noetheriano.

10.2 Fasci strutturali

Obiettivo di questa sezione & quello di associare ad ogni sottoinsieme localmente chiuso
di uno spazio affine multiproiettivo X C A™ x P x -.. x P™ un’applicazione

Ox : {Aperti di X} — {K-algebre}
che chiameremo fascio strutturale di X. Consideriamo inizialmente tre casi particolari:
X =A™ (10.1)

Per ogni U C A" aperto, definiamo Oxn(U) come la sottoalgebra di U* formata dalle
funzioni f: U — K che sono localmente un quoziente di polinomi. Piut precisamente
f € Oan(U) se e solo se per ogni x € U esiste un intorno aperto x € V- C U e polinomi

F,G e KIA"] =K|[x1,...,2,] tali che G(y) #0 e f(y) = ggz; per ogni y € V.

X =P". (10.2)

Per ogni U C P" aperto, definiamo Op«(U) come la sottoalgebra di UX formata dalle
funzioni f: U — K che sono localmente un quoziente di polinomi omogenei dello stesso
grado. Cioe f € Opn(U) se e solo se per ogni « € U esiste un intorno aperto z € V.C U
e polinomi F,G € Klzg,x1,...,2,] omogenei dello stesso grado e tali che G(y) # 0 e

fly) = gg; per ogni y € V.

X =P" x P™. (10.3)

Per ogni U C P" x P™ aperto, definiamo Ox (U) come la sottoalgebra di UX formata dalle
funzioni f: U — K che sono localmente un quoziente di polinomi biomogenei dello stesso
bigrado. Cioe f € Opn(U) se e solo se per ogni x € U esiste un intorno aperto z € V.C U

e polinomi F,G € K[zg,z1,...,Zn, Yo, - - -, Ym) biomogenei dello stesso bigrado e tali che
F(y) ,
Gy) #0e f(y) = per ogniy € V.
) #0e f) = g

Lasciamo all’immaginazione del lettore il compito di formulare la definizione del fascio
strutturale per il prodotto di un arbitrario numero di spazi affini e proiettivi.
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N

Se A™ C P" indica un aperto affine, complementare di un iperpiano e U C A™ & un
aperto, allora U & pure aperto in P" e fortunatamente vale Opn(U) = Opn (U). Infatti,
se xo, . .., &, sono coordinate omogenee su P tali che A” = {xg # 0}, allora y; = :ci:vgl
sono coordinate affini su A™. Dati due polinomi f,g € K[y1,...,yn], per d >> 0 vale

S, un) ng(xlxal,...,xnxgl) _ F(xo,...,2n)

g(yla'-wyn) xgg(xlxal,...,xnxo_l) G(Z’o,...,xn)

con F,G polinomi omogenei di grado d. Viceversa dati F,G € K|xo,...,z,] omogenei
dello stesso grado si ha che

F(zo,...,xy) F(Lyr....yn)  fi,--59n)

G(x07"'7$n) G(17y17'-'7yn) g(y177yn>

Similmente se zg, ..., T, sono coordinate omogenee su P™ e yq, ..., Y, sono coordinate
omogenee su P allora u; = ;2 1 v = YiVYo ! sono coordinate affini su A"t = {zqyo #
0} € P* x P™. Dati due polinomi f,g € K[u1,...,upn,v1,...,0y], per d,h >> 0 vale

f(’ILl,.--,'Um) wgyélf(xlxala"'7ymyal) _ F(x07"'7ym)

g(ut, ..., vm) xgygg(xlxal,...,ymyal) G(zo,---,Ym)

con F,G polinomi biomogenei di bigrado (d,h). Viceversa dati F,G € K]xo,...,Ym]
biomogenei dello stesso bigrado si ha che

F(zo,...,ym)  F(Lui,...,un, Lvr...,vp)

G(zo,--yym) G ug, ... up, Lvr... vp)

In particolare se U C A" & aperto vale Opn (U) = Opnypm (U). Risultato analogo per
aperti contenuti nelle parti affini degli spazi affino-multiproiettivi.

Denotiamo con M uno dei nostri “spazi modello”, cioe M = A", P™ P™ x P™ ecc. Se
U C M & un aperto, chiameremo Oy (U) algebra delle funzioni regolari su U. Se
invece U C M e localmente chiuso, allora diremo che una funzione f: U — K ¢ regolare
in U se ¢ localmente la restrizione di funzioni regolari su aperti di M. Piu in dettaglio,
f: U — K & regolare se e solo se per ogni z € U esiste un aperto x € V. C M ed una
funzione regolare F' € Oy (V) tale che F(y) = f(y) perogniy e UNV.Se X C M &
localmente chiuso e U C X ¢ un aperto, allora U & localmente chiuso in M e denotiamo
con Ox(U) C KY la sottoalgebra delle funzioni regolari su U. Se X & localmente chiuso
in A™ allora X & localmente chiuso anche in P", (P!)" ecc. e possiamo considerare X come
sottoinsieme localmente chiuso di vari “spazi modello” M. Le precedenti osservazioni su
omogeneizzazione e disomogeneizzazione mostrano che Ox non dipende dalla scelta di

M.

Definizione 10.2.1. Se X C A™ ¢ un sottoinsieme localmente chiuso, chiameremo la
coppia (X, Ox) varieta quasiaffine.

Se X C A™ x P™ x --- x P™ ¢ un sottoinsieme localmente chiuso, chiameremo la
coppia (X, Ox) varietd quasiproiettiva.

Osservazione 10.2.2. La definizione di varietd quasiproiettiva come coppia (X, Ox) & pe-
dante ma necessaria. Tuttavia nel seguito denoteremo per semplicita una varieta (X, Ox)
solamente con X, lasciando sottinteso il fascio strutturale Ox.

Lemma 10.2.3. Sia X una varieta quasiproiettiva, U C X un aperto e f: U — K una
funzione. Se U & unione di una famiglia di aperti {U;}, allora f & regolare su U se e solo
se la restrizione f: U; — K é regolare su U; per ogni indice .
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Dimostrazione. Immediata conseguenza della definizione di funzione regolare. ad

Lemma 10.2.4. Sia X una varieta quasiproiettiva, U C X un aperto e f € Ox(U).
Allora il sottoinsieme Uy = {o € U | f(x) # 0} ¢é aperto e la funzione 1/f: Uy — K ¢
regolare.

Dimostrazione. Esercizio. a
Il fascio strutturale e caratterizzato dalle seguenti proprieta assiomatiche:

F1 Per ogni coppia di aperti V' C U della varieta X, ¢ dato un morfismo di K-algebre
PV Ox(U) — Ox (V). Se W C V C U sono aperti allora p¥, = pli,p% e p¥ = Id.

In concreto, il morfismo p{ ¢ dato dalla restrizione a V delle funzioni regolari su Us;
scriveremo spesso fjy al posto di PV (f).

F2 Se U = U{U; | i € I} & un ricoprimento aperto e f € Ox(U) ¢ una funzione tale che
Jiu, = 0 per ogni i € I, allora f = 0.

F3 Se U = U{U; | i € I} & un ricoprimento aperto e per ogni indice i € I & data una
funzione f; € Ox(U;) in modo tale che fijvinu, = fj\UmUj per ogni i,j € I, allora
esiste f € Ox(U) tale che fjy, = fi per ogni 1.

Si noti che dalla proprieta F2 & possibile dedurre che la funzione f come al punto F3
& unica. Inoltre, considerando U = I = (), si deduce da F2 che Ox (#) = 0. La condizione
F1 esprime il fatto che, se pensiamo gli aperti di X come gli oggetti di una categoria i
cui morfismi sono le inclusioni, allora Ox € un funtore controvariante.

Le condizioni F1, F2 e F3 si dicono assiomi di fascio. Piu in generale, se X ¢ uno
spazio topologico, un’applicazione F: {Aperti di X} — {Gruppi} che soddisfa, mutatis
mutandis, i tre assiomi precedenti (con i morfismi di restrizione omomorfismi di gruppi) si
dice un fascio. Infine, cosa importante, osserviamo che il Lemma[10.2.3]segue formalmente
dagli assiomi di fascio.

Se X & una varieta quasiproiettiva e Y C X & un sottoinsieme localmente chiuso,
allora anche Y & una varieta quasiproiettiva ed una funzione & regolare su di un aperto di
Y se e solo se ¢ localmente la restrizione di funzioni regolari su aperti di X.

Concentriamoci adesso nello studiare il fascio strutturale di chiusi affini X C A”".
Notiamo immediatamente che & possibile definire le funzioni regolari su aperti di X come
le funzioni che sono localmente quoziente di elementi di K [X].

Teorema 10.2.5. Sia X un chiuso affine e f € K[X]. Allora
Ox (X)) = K[X]; = K[X][)/(1 - t).
In particolare si ha (se f =1) Ox(X) =K[X].

Dimostrazione. Basta verificare che il morfismo naturale ¢: K [X] — Ox(Xy) soddisfa
le condizioni 1), 2) e 3) del Teorema rispetto alla parte moltiplicativa {f™},>0.
La 1) e la 3) sono immediate in quanto f* € Ox(X;) per ogni s € Z e ¢(a) = 0 se
e solo se a(r) = 0 per ogni z € X; e quindi se e solo se af® = 0 per qualche s > 0.
Rimane da dimostrare che se g € Ox(Xy) allora f°g € K[X] per s >> 0. Per definizione
di Ox esiste un ricoprimento aperto Xy = U;c;U; e funzioni regolari F;, G; € K[X] tali
che, se x € U; allora G;(z) # 0 e gG;(z) = F;(x). Non & restrittivo assumere gli aperti
U; principali, diciamo U; = X, e a meno di considerare Fyu; e G;u; al posto di F;,G;
possiamo assumere che gG; = F; su tutto X. Infine X; ¢ quasi compatto e possiamo
supporre il ricoprimento finito e I = {1,...,r}. Dato che V(G1,...,G,) C V(f), per il
teorema degli zeri esiste s > 0 ed una relazione f* = > H;G;, H; € K[X]. Moltiplicando
ambo i membri per g si ottiene f*¢g =Y H,G;g =>. H;F; € K[X]. O
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Proposizione 10.2.6. Siano X e Y due chiusi affini e ¢: X — Y un’applicazione. Se ¢
¢ regolare, allora ¢*Oy (U) C Ox (¢~ (U)) per ogni aperto U C Y.

Viceversa, se ¢ ¢ continua ed esiste un ricoprimento aperto Y = U{U; | i € I} tale
che ¢*Oy (U;) C Ox (¢~ 1(U;)) per ogni i € I, allora ¢ ¢ regolare.

Dimostrazione. Se ¢ e regolare allora ¢* trasforma funzioni localmente quoziente di ele-
menti di K[Y] in funzioni localmente quoziente di elementi di ¢*K[Y] C K[X] e quindi
»*Oy (U) C Ox (¢~ 1(U)) per ogni aperto U C Y.

Viceversa sia g € K[Y], allora (¢*g)s-1v,) = ¢*(9jv,) € Ox(¢7'(Us)) e, per il
Lemma (o equivalentemente per l'assioma F3), si ha ¢*g € Ox(X) = K[X].
Dunque ¢*K[Y] C K[X] e ¢ & regolare per O

Dunque per ogni chiuso affine X si ha K[X]y = Ox(Xy) per ogni f € K[X]. Sorge
spontaneo chiedersi se per ogni ideale primo p C K[X] esiste una descrizione geometrica
dell’anello K[X],. Daremo adesso una risposta affermativa fornendo una descrizione di
K [X], che utilizza il fascio strutturale Ox. Siano X un chiuso affine e Z C X un chiuso
irriducibile. Definiamo Oz x come l'insieme delle coppie (U, f), con U C X aperto tale
che UNZ # (e f € Ox(U), quozientato per la relazione di equivalenza (U, f) ~ (V, g)
se e solo se esiste un aperto W C UNV tale che WNZ # 0 e fiw = gyw. L'irriducibilita
di Z implica che su Oz x € ben definita una struttura di anello con le operazioni

(U,f)+(V,g)=(UﬂV,f+g), (U,f)(V,g):(UﬂV,fg).

Definiamo inoltre mz x = {(U, f) € Oz x | fiznuv = 0}: la verifica che si tratta di una
buona definizione richiede di nuovo che Z sia irriducibile. L’insieme my x e chiaramente
un ideale e se (U, f) € my x, allora Us N Z # 0 e (U, f) ¢ invertibile in Oz x con inverso
(Ug, f~1). Questo implica che O x & un anello locale con ideale massimale mz . Notiamo
che se X ¢ irriducibile, allora mx x = 0 e quindi Ox x ¢ un campo.

Definizione 10.2.7. Se X ¢ irriducibile si denota K(X) = Ox x. Il campo K(X) si
chiama campo delle funzioni razionali su X. Se x € X l'anello Oy x si dice anello
dei germzt di funzioni regolari nel punto x.

Si faccia attenzione al fatto che le cosiddette funzioni razionali su X non sono delle
vere funzioni su X ma sono funzioni definite su aperti densi di X. E consuetudine indi-
care graficamente le funzioni razionali con delle frecce a tratti medﬂ f: X --» K. Ogni
elemento di O, x si rappresenta con una coppia del tipo (X4, fg~!) con f,g € K[X] e

g(z) #0.

Teorema 10.2.8. Sia X un chiuso affine. Allora per ogni chiuso irriducibile Z C X con
ideale p = Ix(Z), Uomomorfismo naturale ¢: K[X]| — Oz x induce un isomorfismo di
K -algebre K[X], = Oz x.

Dimostrazione. Basta dimostrare che ¢ soddisfa le condizioni 1), 2) e 3) del Teore-
ma rispetto alla parte moltiplicativa S = K[X] —p. Se f € Sallora X;NZ #0 e
quindi ¢(f) = (X, f) ¢ invertibile con inverso (X, f~!). Se ¢(a) = 0 significa che esiste
un aperto U tale che UNZ # () e a(xz) = 0 per ogni z € U. Dato che U & unione di aperti
principali non & restrittivo supporre U = X per qualche f € S e quindi fa = 0. Viceversa
se af = 0 per qualche f € S allora ¢(a) = (Xf,0) = 0. Sia infine b € Oz x, possiamo
rappresentare g con una coppia (X, g) per qualche f € Se g € Ox(Xs) = K[X]y; esiste
quindi s > 0 tale che gf* € K[X] e quindi b = ¢(gf*)o(f)*. O

! Disponibili in TEX con il comando \dashrightarrow. Nel disegno tecnico, le linee a tratti medi
sono quelle tratteggiate nelle quali la lunghezza dei tratti disegnati ¢ costante ed all’incirca
doppia della lunghezza degli spazi vuoti.
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Corollario 10.2.9. Per ogni chiuso irriducibile Z in un chiuso affine X, Uanello Oz x
e Noetheriano.

Dimostrazione. Esercizio. O

Esercizi

10.7. Sia U C (P')* l'aperto delle quaterne di punti distinti. Provare che il birapporto e
(in caratteristica # 2,3) l'invariante j sono funzioni regolari.

10.8. Se n > 2, dimostrare che Oxn (A" —{0}) = K[A™]. (Sugg.: K[A"] & un dominio a
fattorizzazione unica.)

10.9. Sia ¢: X — Y un morfismo regolare tra chiusi affini e Z C X un chiuso irriducibile.

Provare che, se W = ¢(Z), allora & ben definito un morfismo di K-algebre ¢*: Owy —
Oz x.

10.10. Sia X chiuso affine e U C X un aperto irriducibile. Provare che per ogni aperto
non vuoto V' C U, I'applicazione di restrizione Ox (U) — Ox (V) & iniettiva.

10.11. Sia 7: X — Y un morfismo regolare di chiusi affini irriducibili. Dimostrare che se
7m(X) & denso in Y, allora 7(X) contiene un aperto di Y. (Sugg.: ridursi al caso Y C A™,
X C A™"® chiusi e 7 indotta dalla proiezione sulle prime n coordinate. Usare induzione su
5.Ses =00se X = 7~ 1(Y) non ¢’ nulla da dimostrare, altrimenti sia F' # 0 appartenente
al nucleo di K[Y][znt1,...,&nts] — K[X]; se d & il grado di F, a meno di un cambio
lineare di coordinate si ha F' = fxd 4+s+ termini di grado minore in x4, con f € K[Y].
Se f & invertibile e p: A"$ — A"+5~1 & la proiezione sulle prime coordinate allora p(X)
¢ chiuso. Se f non ¢ invertibile si considerino i chiusi Yy C A"T! e Xy C AnTITs))

10.3 Varieta quasiproiettive

Definizione 10.3.1. Siano X e Y wvarieta quasiproiettive. Un’applicazione ¢p: X — 'Y si
dice regolare se & continua e per ogni aperto U CY wale ¢*Oy (U) C Ox (¢~ 1(U)).

E importante osservare che:

1. (Categoricitd) La composizione di applicazioni regolari & ancora regolare, I'identita &
regolare e quindi le varieta quasiproiettive e le applicazioni regolari formano una cate-
goria. Come nel caso affine, il termine morfismo regolare ¢ sinonimo di applicazione
regolare.

2. (Localita) Una applicazione & regolare se e soltanto se ¢ localmente regolare: cioe
¢: X — Y e regolare se e solo se per ogni x € X esistono aperti x € V C X e
¢(x) €U CY taliche p(V)C U e ¢: V — U & regolare.

3. (Ereditarietd) Sia ¢: X — Y un morfismo regolare di varietd quasiproiettive e siano
Z C X, W C Y sottoinsiemi localmente chiusi tali che ¢(Z) C W. Allora ¢: Z —
W & un morfismo regolare di varieta quasiproiettive. In particolare per ogni varieta
quasiproiettiva X e per ogni sottoinsieme localmente chiuso ¥ C X, l'inclusione
Y — X e regolare.

Lemma 10.3.2. Sia X una varietd quasiproiettiva e ¢ = (f1,...,fn): X — A" una
applicazione. Allora ¢ & regolare se e solo se f; € Ox(X) per ogni i.
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Dimostrazione. Siano y; le coordinate affini su A", allora ¢*y; = f;. Poiché le y; sono
funzioni regolari su Y, se ¢ e regolare, allora anche le f; sono regolari.

Viceversa se ogni f; ¢ regolare, allora per ogni polinomio F € Klyi,...,y,] vale
@*F € Ox(X) e, peril Lemma ¢~1(AL) = X4+ & aperto. Dato che gli A% formano
una base di aperti, I’applicazione ¢ & continua. Inoltre ¢* trasforma funzioni regolari su
aperti dello spazio affine in funzioni che sono localmente quoziente di elementi di Ox (X)
e quindi, sempre per ¢* trasforma funzioni regolari in funzioni regolari. a

Esempio 10.5.3. La proiezione 7: A"t —{0} — P" & regolare. Infatti, per ogni indice

1 =0,...,n, la restrizione di = allaperto {x; # 0} C P" &

m:{x € A" |z #£0} — A", (mo,...,xn)»—><xo...,$")

xX; ’ €Z;
le cui coordinate sono le funzioni x;/x;, per j # i, che sono regolari sul dominio.

Definizione 10.3.4. Un morfismo tra varietd quasiproiettive si dice un isomorfismo
regolare se ¢ regolare, bigettivo ed ha inverso regolare.

Ad esempio le proiettivita sono isomorfismi regolari di P".

Definizione 10.3.5. Una varietd quasiproiettiva si dice affine (risp.: proiettiva) se é
isomorfa, nel senso di|10.3.4], ad un chiuso di uno spazio affine (risp.: proiettivo).

Esempio 10.3.6. Nelle stesse notazioni dell’Esempio [10.1.11}, la proiezione w: Y — Xy e
un isomorfismo di varietd quasiproiettive con inverso s: Xy — Y, s(z) = (z, f(z)™!):
in particolare Xy ¢ una varieta affine. Infatti Xy C A" ¢ localmente chiuso e la mappa

composta Y — A" ¢ indotta dalla proiezione sulle prime coordinate ed ¢ quindi continua.
Similmente le coordinate di s sono funzioni regolari su Xy e quindi anche s & regolare per

il Lemma [10.3.21
Lemma 10.3.7. Ogni varieta quasiproiettiva possiede una base di aperti affini.

Dimostrazione. Precisiamo che con il termine aperto affine di X intendiamo un aperto
di Zariski che, con la struttura di varieta indotta da X, ¢ una varieta affine nel senso
di Sia X una varieta quasiproiettiva, per definizione X & un sottoinsieme di uno
“spazio modello” M che & unione finita di spazi affini. Quindi esiste un ricoprimento
aperto finito X = UXj; tale che ogni X; € un sottoinsieme localmente chiuso in uno spazio
affine. Non ¢ quindi restrittivo assumere X C A" quasiaffine; sia X la chiusura di X in
A" Y = X — X. Una base di X ¢ allora data dagli aperti X, con f € V(Y) C K[X].
Tali aperti sono varieta affini per 'Esempio O

Un utile criterio per stabilire la regolarita di una applicazione & il seguente:
Corollario 10.3.8. Sia ¢: X — Y un’applicazione tra varieta quasiproiettive e Y = UY;

un ricoprimento di aperti affini. Allora ¢ ¢ regolare se e solo se per ogni indice i l’insieme
Vi = ¢~ 1(Y:) & aperto in X e ¢*K[Y;] C Ox(V;).

Dimostrazione. Immediata conseguenza di|10.2.6 ad
Esempio 10.3.9. Siano Fy, ..., Fy, € K|xo,...,2,] omogenei dello stesso grado e sia U C

P™ un aperto tale che U NV (Fy, ..., Fy,) = 0. Allora l'applicazione ¢: U — P™, ¢([z]) =
[Fo(z), ..., Fn(z)] & regolare. Infatti U; := ¢~ ({y; # 0}) = {[z] € U | Fi(z) # 0} ¢ un
aperto e la restrizione di ¢ a U; ha come coordinate le funzioni regolari F;/F;, per j # i.
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Teorema 10.3.10. Sia U C P™ un aperto monvuoto e sia ¢: U — P™ un morfi-
smo regolare. Allora esistono, unici a meno di costante moltiplicativa, m + 1 polinomi
Fy,...,Fy € K|zo,...,x,] omogenei dello stesso grado e senza fattori comuni tali che
V(Fo,....,Fm)NU =0 e ¢ =[Fy,...,Fn] (vedi Esempio . In particolare il chiuso
P"*—U ha dimensione > (n—m—1) e ogni automorfismo regolare di P é una proiettivita.

Dimostrazione. Dimostriamo per prima cosa che per ogni p € U esiste un aperto p €
V C U tale che l'enunciato del teorema vale per la restrizione di ¢ a V. Prendiamo
coordinate omogenee z; su P" e y; su P™ tali che p = [1,0,...,0] e ¢(p) = [1,0,...,0],
dunque p € Aj = {zg # 0} ed esiste f € K[A}] = K|[xy,...,x,] tale che f(p) # 0,

Y =Ay —V(f) CU e ¢(A}) C Af'. Esistono g1,...,9m € Klz1,...,7,] ed un intero

. gi .. . s N s
s > 0 tali che ¢"y; = < per ogni i, a meno di sostituire f* con f non ¢ restrittivo assumere

s =1e quindi ¢ = [f,g1,...,gm] su A}. Basta adesso porre V = A%} ed Fp,..., Fyy, gli
omogeneizzati di f,¢1,...,gm divisi per il loro massimo comune divisore. Siano adesso
p,q€UeFy,....,Fp,, Go,...,Gpn € Klxg,...,x,] omogenei tali che:

1. deg F; = deg F};, deg G; = deg G per ogni ¢, j.

2. GCD(Fy,...,F,) = GCD(Gy,...,Gn) =1.

3. ng(Fo,...,Fm), ng(Go,,Gm)

4. ¢ = [Fp,..., Fy] in un intorno di p e ¢ = [Gy, ..., Gy] in un intorno di q.

Dato che U & uno spazio irriducibile esiste un aperto W C U dove vale [Fy, ..., F,] =
[Go,...,Gn]: W — P™ e quindi F;G; = F;G, per ogni 4, j. Sia Fy = [[ H]" la decompo-
sizione in fattori irriducibili, esiste allora j > 0 tale che H; non divide F; e dato che H{*
divide GoF; = FyG, si ha che H* divide Gy. Ripetendo per ogni fattore irriducibile di Fj
si deduce che Fj divide G e per simmetria esiste una costante a tale che F; = aG; per ogni
i. La disuguaglianza n—m—1 < dim(P"—U) segue dal fatto che, detto Y = V(Fy, ..., F),)
sihaY CP*"—U edimY > n—m — 1 per il Teorema [9.6.7] Un’applicazione regolare
[Fo, ..., F,]: P — P pud essere un isomorfismo solo se i polinomi F; hanno grado 1. O

Definizione 10.3.11. Un morfismo ¢: X — Y tra varieta quasiproiettive si dice domi-
nante se $(X) & denso inY.

La restrizione di un morfismo dominante ad ogni aperto denso € ancora dominante;
nei prossimi capitoli avremo bisogno del seguente risultato.

Lemma 10.3.12. Sia ¢: X — Y un morfismo dominante tra varietda quasiproiettive.
Allora ¢(X) contiene un aperto denso di'Y .

Dimostrazione. (Cfr. Esercizio Consideriamo prima il caso in cui Y e una varieta
affine irriducibile. Possiamo scrivere X come unione finita di aperti affini X;; siccome
d(X) = Up(X;), almeno una delle restrizioni di ¢ a X; ¢ dominante. Possiamo quindi
assumere senza perdita di generalita anche X affine e, a meno di sostituire X con il grafico
di ¢, possiamo supporre X sia un chiuso di Y x A" e che ¢ sia la proiezione sul primo
fattore. Abbiamo gia dimostrato nell’Esempio che ¢(X) & un insieme costruibile,
cioe ¢(X) = U ,(C; NU;) con ogni C; chiuso irriducibile, U; aperto e C; NU; # 0.
Siccome ¢(X) & denso deve esistere i tale che C; =Y e quindi U; C ¢(X). Se Y & una
varieta quasiproiettiva qualsiasi, allora avra un insieme finito di componenti irriducibili
Yi,...,Y,. Per ogni i scegliamo un aperto affine non vuoto U; C Y; —U{Yj | j # i}. Poiché
ogni U; & irriducibile e U; N ¢(X) # 0, per ogni indice i esiste un aperto V; non vuoto tale
che V; C U; N ¢(X). L’unione dei V; & l'aperto denso cercato. a
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Esercizi

10.12. Siano X, Y varieta quasiproiettive. Dimostrare che un’applicazione ¢: X — Y ¢
regolare se e solo se per ogni aperto U C Y e per ogni z € ¢~ !(U) esiste un aperto
z €V C X tale che (V) C U e ¢f,Oy (U) C Ox (V).

10.13. Dimostrare le proprieta di categoricita, localita ed ereditarieta dei morfismi
regolari.

10.14. Dimostrare che:

1. Ogni proiettivita f: P™ — P" e regolare.
2. L’immersione diagonale A: P™* — P™ x P™ & regolare.
3. Le proiezioni sui fattori P™* x P™ — P", P™ x P™ — P™ sono regolari.

10.15. Sia X una varieta quasiproiettiva e Y una varieta affine. Dimostrare che esiste
una bigezione naturale tra l'insieme delle applicazioni regolari X — Y e l'insieme degli
omomorfismi di K-algebre K[Y] — Ox (X).

10.16. Sia L C P™ un sottospazio proiettivo di dimensione n —m — 1. Provare che la
proiezione di centro L non puo essere estesa ad una applicazione regolare su un aperto
contenente strettamente P — L.

10.17. (caratteristica # 2) Quali delle seguenti varieta quasiproiettive sono isomorfe ad
Al —{0}.
X={22+y*=1}CA? Y ={zy=1}CA?
Z={x+y*=0}CA?  W=2Zn{z#1}

10.4 Le immersioni di Segre

Ricordiamo la definizione delle immersioni di Veronese (Definizione [9.2.1]). Consideriamo
due interi positivi n e d, sia xg, ..., x, un sistema di coordinate omogenee su P" e deno-

. . . . n+d o
tiamo con e, ..., e, la base canonica di Z"t!. Sia N = ( ) — 1 e consideriamo un
n

sistema di coordinate omogenee {y;} su PV indicizzate dai multiindici
I =igeg+ - +inen € NPT con ig+---+1i, =d.
La d-esima immersione di Veronese
vg: P* — PN
¢ I’applicazione definita dalle relazioni
yr = 2!, dove 2% = Hwéﬂ

Abbiamo gia dimostrato (Proposizione[9.2.2)) che v4 € una immersione topologica chiu-
sa, in particolare I'immagine V; = v4(P"), detta varietd di Veronese, eredita da PV
una struttura di varieta proiettiva.

Proposizione 10.4.1. Le immersioni di Veronese sono isomorfismi sull’immagine.
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Dimostrazione. L’Esempio[10.3.9|mostra che vy € un morfismo regolare. Bisogna mostrare
che, per ognii =0, ..., n, applicazione vd_1: va({z; # 0}) — {a; # 0} e regolare, e questo
segue semplicemente osservando che per ogni ¢, j vale

val{: #0)) = Va O {yae, £0}, (07)" (”SJ) _ Yo

73 Yde;

O

Corollario 10.4.2. Il complementare di ogni ipersuperfice proiettiva é una varieta affine.

Dimostrazione. Sia X C P™ una ipersuperfice proiettiva, diciamo X = V(f), con f poli-
nomio omogeneo di grado d. Allora, se vg: P* — PV ¢& la d-esima immersione di Veronese,
esiste un iperpiano H C PV tale che v;'(H) = X e quindi P* — X ¢ isomorfo al chiuso
affine V; — H. O

Passiamo adesso alle immersioni di Segre. La piu semplice delle immersioni di Segre
e applicazione

P! x P! — P?, ([zo, 1], [yo, y1]) = [oYo, Toy1, 1Yo, T1y1]-

E ben noto, e comunque facile da dimostrare, che tale applicazione ¢ iniettiva ed ha
come immagine la quadrica di equazione zgzs = z122. Tale applicazione si generalizza
senza problemi ad un qualsiasi prodotto di spazi proiettivi. Nel seguito siano n e m due
interi positivi fissati.

Definizione 10.4.3. L’immersione di Segre
s: P x P — prmtntm
e definita in coordinate omogenee come

(L. zi ey, )= Ly, -

In altri termini, se consideriamo P"™ "™ come il proiettivizzato dello spazio vetto-
riale delle matrici di ordine (n + 1) x (m + 1), allora s([z], [y]) = [w], dove w & la matrice
di coefficienti w;; = z;y;. E chiaro dalla definizione che I'immagine di s coincide con il
proiettivizzato dell’insieme delle matrici di rango 1 ed € quindi uguale al chiuso definito
dalle equazioni w;;whr — wirwp,; = 0.

Proposizione 10.4.4. L’immersione di Segre s: P x P™ — P¥T0+m ¢ chiysa ed & un
isomorfismo sull’immagine.

Dimostrazione. Sia {w;;}, per i =0,...,n e j =0,...,m il sistema di coordinate omo-
genee su P+ pel quale s ¢ definita dalle relazioni w;; = ;y; e denotiamo S I'im-
magine di s. Allora vale s~*(S N {w;; # 0}) = {z;y; # 0} e bisogna dimostrare che
st A"t = Lz, # 0} — SN {w;; # 0} ¢ un isomorfismo di varieta affini per ogni i, j:
per evidenti ragioni di simmetria basta verificare questo fatto per ¢ = j = 0. Un sistema
di coordinate affini su {zoyo # 0} & w1,...,Un,V1,...,Um, dove u; = x;/20 € v; = y;/yo.
Un sistema di coordinate affini su {wog # 0} € z;;, dove i + j > 0 e z;; = w;j/woo. In tali
sistemi di coordinate 'applicazione s e la sua inversa si scrivono come

(U 0) = (UL, e oy Uny V1, e e vy Uny ULV, - oy UpUpy)

$7H2) = (210, - - -+ 200 2015 - - - » Z0m)

e quindi sono entrambe applicazioni regolari. a
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Le immagini delle immersioni di Segre vengono dette Varieta di Segre. Al pari delle
varieta di Veronese, la loro nozione ha senso solo se vengono considerate come sottovarieta
di uno spazio proiettivo e non come classi di isomorfismo di varieta quasiproiettive.

E utile dare una descrizione astratta della mappa di Segre: se V, W sono spazi vettoriali
di dimensione finita, la mappa di Segre s: P(V) x P(W) — P(Hom(V"Y,W)) & data da
s([a], [b]) = [a @ b], dove per definizione (a ® b)h = h(a)b per ogni h € V. Appare chiaro
che la varieta di Segre corrisponde al proiettivizzato delle applicazioni lineari di rango
< 1 e che quindi ¢ definita da equazioni quadratiche.

Una ulteriore generalizzazione della immersione di Segre consiste nel considerare il
prodotto di un numero arbitrario di spazi proiettivi, in tal caso s & data da

5: ﬁpm —PY, N= ﬁ(ni—&—l) ~1,
i=1

s(z'],...,[z" ) =[..,2} -2l ,..).

Anche tali immersioni sono isomorfismi sull’immagine: si puo verificare questo fat-
to ripetendo sostanzialmente la dimostrazione della Proposizione oppure pilt
semplicemente per induzione su r, osservando che tale applicazione & la composizione
di

P X P2 x - x P 2 pranatnatng opns oy pre S, pN.

La prima conseguenza dell’immersione di Segre ¢ quindi che il prodotto di spazi proiet-
tivi & una varietd proiettiva. Piu in generale se X; C P peri =1,..., k sono sottovarieta
chiuse, allora la sottovarieta

Xy X oo X X CP™ x-oe x P
€ una varieta proiettiva.

Corollario 10.4.5. Ogni varieta quasiproiettiva € isomorfa ad un sottoinsieme localmen-
te chiuso di uno spazio proiettivo P".

Dimostrazione. Per definizione una varieta quasiproiettiva ¢ un sottoinsieme localmente
chiuso di uno spazio misto affine multiproiettivo. Considerando eventualmente una im-
mersione della componente affine in uno spazio proiettivo non & restrittivo supporre che
ogni varieta quasiproiettiva & un sottoinsieme localmente chiuso di un prodotto di spazi
proiettivi. Basta adesso considerare I'immersione di Segre. ad

Esercizi

10.18. Mostrare che il gruppo delle proiettivita di P™ in sé ha una struttura di varieta
affine.

10.19. Dimostrare che ogni varieta proiettiva ¢ isomorfa ad una intersezione di quadriche
in un opportuno spazio proiettivo.

10.20. Sia X una varieta quasiproiettiva e ¢: X — P™ un morfismo regolare. Provare che
esiste una varieta proiettiva Y tale che X & isomorfa ad un aperto di Y e ¢ si estende ad
una applicazione regolare ¢: Y — P™. (Sugg.: si assuma X localmente chiuso in P™ e si
consideri la chiusura del grafico di ¢ in P™ x P™.)

10.21. Sia P? = Ule U; un ricoprimento aperto. Se ogni U; ¢ isomorfo, come varieta, ad
un chiuso affine allora s > 3. Generalizzare a ricoprimenti aperti di P™
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10.5 Prodotti

Vogliamo adesso definire il prodotto di due varieta quasiproiettive. Iniziamo con il caso
piu semplice delle varieta affini. Consideriamo due varieta affini, cioe due varieta rispet-
tivamente isomorfe a due chiusi affini X ¢ A" e Y C A™. Il sottoinsieme X x Y C Ant™
¢ ancora un chiuso affine e quindi definisce una struttura di varieta affine sul prodotto
cartesiano X x Y. Per dimostrare che tale struttura non dipende dalla scelta delle im-
mersioni di X e Y in spazi affini, basta tenere presente il Corollario[I0.1.8| e osservare che
I’algebra delle funzioni regolari K [X x Y] coincide con la sottoalgebra di KX*Y generata
da p%xK[X] e p;- K[Y], dove px e py sono le proiezioni sui fattori.

Lemma 10.5.1. Consideriamo i chiusi affini X C A™, con ideale I(X) C K[xy,...,2,] €
Y Cc A™, con ideale I(Y) C Kly1,...,Ym]. Denotiamo conpx: X xY — X la proiezione
sul primo fattore. Allora:

1. X XY C A™™ ¢ un chiuso e (X XY) CK[z1,...,Tn,Y1,---,Ym] & uguale all’ideale
generato da I(X) e I(Y).
2. Se f(x,y) € K[z1, ..., Zn,Y1,-..,Ym] € Scriviamo

Z fil@)gi(y) + h(z,y),

con h € I(X xY) er >0 minimo intero possibile, allora vale

px({(z,y) € X XY | f(z,y) # 0}) = U{xElez( ) # 0}

i=1

3. L’applicazione px € aperta.

Dimostrazione. Denotiamo con J C K [T1,-. s Ty Y1, - .., Ym] Videale generato da I(X) e
I(Y). E immediato osservare che V(J) = X x Y C A" e quindi X x Y & un chiuso
affine. Sia f(z,y) € K[z1,...,Zn,¥1,- .-, Ym] € consideriamo una espressione

Z fi(@)gi(y) + h(z,y) (10.4)

con h € J e r > 0 minimo intero possibile. Notiamo che, essendo r minimo, per ogni
1=1,...,r vale f; € I(X). Vogliamo provare che vale

px({(z,y) € X x Y | f(z,y) #0}) = U{xeXm( ) # 0}

i=1

L’inclusione C & ovvia. Per evidenti ragioni di simmetria, per dimostrare l'inclusione D
basta dimostrare che

px({(z,y) € X XY [ f(z,y) #0}) D {z € X | fr(z) # 0},

Sia p € X un punto tale che f,.(p) # 0. Se per assurdo f(p,y) = 0 per ogni y € Y, allora
Yoi_1 fip)gi(y) € I(Y) e quindi

- ﬁ ;fi(p)gi(y) elY)cCJ.

Sostituendo in e semplificando si ottiene
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r—1
o) — () — xfi(]?) )
F(z,y) ;(M) fT(>fr(p))gz<y>eJ.

Dato che 7 era il minimo possibile si ottiene una contraddizione. Se f € I(X x Y'), allora
si ha {(z,y) € X xY | f(z,y) # 0} = (0 e quindi necessariamente r =0 e f = h € J.
Adesso tutto segue facilmente. ad

Lemma 10.5.2. Siano X,Y due varieta affini e U C X, V CY due aperti affini. Allora
per ogni aperto W C U x V wale

Ovxv(W) = Oxxy (W)

e quindi la struttura di varieta prodotto in U X V coincide con la struttura di sottovarieta
aperta di X xXY.

Dimostrazione. Per evitare possibili ambiguita, se A C X e B C Y sono aperti affini,
scriviamo temporaneamente K [A] ® K [B] per indicare 1’algebra delle funzioni su A x B
generata da K [4] e K[B], cioe K[A4] @ K[B] = K[A x B], dove su A x B ha la struttura
prodotto. L’inclusione D & chiara: infatti ogni f € K[X x Y] si rappresenta con una
espressione algebrica di elementi di K[X] e K[Y] e quindi la restrizione di f a U x V
appartiene a K[U] ® K[V]. Ogni funzione di Oxxy (W) & per definizione localmente
quoziente di elementi di K[X X Y] e quindi appartiene anche a Oy (W).

Siano viceversa f € Opyxy (W) e (z,y) € W. Vogliamo dimostrare che in un intorno
di (z,y) la funzione f si scrive come un quoziente di elementi di K[X x Y]. Scegliamo
g€eK[X]eheK[Y]talichex € X, CUey €Y}, CVedenotiamo Wy, = WN(XyxY).
Abbiamo appena visto che la restrizione di f a Wy, appartiene a Ox, xy, (Wyp). D’altra
parte ogni elemento di K[X,] ® K[V] & il quoziente di un elemento di K [X]® K [Y] per
una potenza sufficientemente grande di gh e quindi f &, in un intorno di (x, y), il quoziente
di due elementi di K[X x Y. O

Definizione 10.5.3. Chiameremo prodotto di due varieta quasiproicttive X e Y una
struttura di varieta quasiproiettiva sul prodotto cartesiano X XY tale che per ogni coppia
di aperti affini U C X eV C Y, linsieme U x V ¢ aperto in X XY e la struttura di
varieta prodotto in U X V' coincide con la struttura di sottovarieta aperta di X xXY.

Vogliamo dimostrare esistenza ed unicita del prodotto. L’unicita e facile a vedersi:
infatti se X = UX; e Y = UY; sono due ricoprimenti in aperti affini, allora il fascio
strutturale Ox xy ¢ univocamente determinato delle restrizioni agli aperti X; x Yj.

Proviamo D'esistenza: per il Corollario possiamo limitarci a considerare il pro-
dotto di sottoinsiemi localmente chiusi dello spazio proiettivo. Analizziamo prima il caso
delle varieta quasiaffini. Notiamo a tal fine che se X C A™ e Y C A™ sono sottoinsiemi
localmente chiusi, allora X x Y & localmente chiuso in A™+™,

Lemma 10.5.4. Siano X C A™ e Y C A™ due sottoinsiemi localmente chiusi. Allora la
varieta quasiaffine X x Y C A"T™ ¢ il prodotto di X e Y.

Dimostrazione. La varieta quasiaffine X x Y C A"T™ & una sottovarietd aperta della
varietd affine X x Y C A™™ per la quale si applica il risultato del Lemma |10.5.2 a

Teorema 10.5.5. Siano X C P™ e Y C P™ due sottoinsiemi localmente chiusi. Allora la
varieta quasiproiettiva X XY C P™ x P™ ¢ il prodotto di X e Y ; in particolare il prodotto
di due varieta proiettive € una varieta proiettiva. Inoltre, per ogni coppia di sottoinsiemi
localmente chiusi X' C X e Y’ CY la struttura di varieta prodotto su X' x Y’ coincide
con la struttura di sottovarieta di X XY .



10.6 Morfismi proiettivi 201

Dimostrazione. Siano U C X e V C Y due aperti affini e vogliamo dimostrare che la
restrizione del fascio strutturale Ox«y a U x V coincide con il fascio del prodotto affine.
Scegliamo U = UU; e V = UV ricoprimenti in aperti affini tali gli ogni U; & contenuto
nel complementare di un iperpiano di P" ed ogni V; ¢ contenuto nel complementare
di un iperpiano di P™. Per il Lemma per ogni 4,5 la struttura di sottovarieta
aperta su U; x V; C X x Y coincide con la struttura prodotto. Basta adesso applicare il
Lemma Se X’ & localmente chiuso in X allora lo ¢ anche in P"; similmente per Y’
e quindi la struttura di varieta prodotto su X’ x Y’ & uguale alla struttura di sottovarieta
di P™ x P™ che ¢ coincide con la struttura di sottovarieta di X x Y. a

Vediamo adesso alcune semplici conseguenze:

Esempio 10.5.6. Siano X, Y varieta quasiproiettive. Allora la proiezione X x Y — X & un
morfismo regolare e aperto. Basta infatti ridursi al caso affine e applicare il Lemma [10.5.1

Esempio 10.5.7. Siano X, Y, Z varieta quasiproiettive, f: Z — X x Y un’applicazione e
fx:Z — X, fy: Z — Y le composizioni di f con le proiezioni sui fattori. Allora f &
regolare se e solo se fx e fy sono regolari. Infatti possiamo ridurre il problema al caso
affine dove e facile a dimostrarsi.

Esempio 10.5.8. Dati due morfismi regolari di varieta f: X — Zeg: Y — W, il morfismo
prodotto f X g: X x Y — Z x W & regolare. Questo segue immediatamente da [10.5.7]

Esempio 10.5.9. Sia X una varieta quasiproiettiva. Allora la diagonale Ay € X x X ¢
chiusa nel prodotto. Questo si verifica direttamente per X = P" e quindi basta osservare
che se X C P", allora Ax = Apn N X x X.

Esempio 10.5.10. Siano dati due morfismi regolari f,g: X — Y ed un sottoinsieme denso
D cC X.Se f(z) = g(x) per ogni x € D, allora f = g. Infatti (f,g): X — Y xY & regolare
e (f,9)"'(Ay) & un chiuso che contiene D.

Esempio 10.5.11. 11 grafico Gy C X x Y di un morfismo regolare f: X — Y & chiuso e la
proiezione Gy — X ¢ un isomorfismo. Infatti G ¢ la controimmagine di Ay mediante il
morfismo f x Idy ed il morfismo (id, f): X — G ¢ I'inverso regolare della proiezione.

La proprieta[10.5.10]si esprime gergalmente dicendo che le varieta quasiproiettive sono
separate.

Una variante del prodotto ¢ il prodotto fibrato; dati due morfismi regolari f: X — Z
e g: Y — Z si definisce

XxzY ={(z,y) e X xY | f(z) =g(y)} = (f x9)"(Az)

si tratta evidentemente di una sottovarieta chiusa del prodotto usuale.

Esercizi

10.22. Siano U,V aperti affini di una varieta quasiproiettiva. Dimostrare che U NV &
affine.
10.6 Morfismi proiettivi

Definizione 10.6.1. Un morfismo regolare di varieta quasiproiettive f: X — Y si dice
una immersione chiusa se f(X) é chiuso inY e se f: X — f(X) & un isomorfismo.
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Esempio 10.6.2. Per ogni morfismo regolare f: X — Y, 'applicazione
g: X = X xY,  g(x)=(z,f(x))
¢ una immersione chiusa. Infatti g(X) coincide con il grafico di f e basta applicare[10.5.11

Definizione 10.6.3. Un morfismo regolare di varieta quasiproiettive f: X — Y si dice
un morfismo proiettivo se per ogni y € Y esiste un apertoy € U C Y, un intero n > 0
ed una immersione chiusa h: V = f~Y(U) — U x P" tale che Jiv ¢ la composizione di h
e della proiezione sul primo fattore.

Si noti che se X C P™ ¢ una varieta proiettiva, allora ogni applicazione regolare X — Y
¢ proiettiva. Infatti basta considerare U =Y e h: X — Y x P” "immersione sul grafico

di f.
Proposizione 10.6.4. Ogni morfismo proiettivo é chiuso.

Dimostrazione. Siccome la restrizione di un morfismo proiettivo f: X — Y ad un chiuso
di X & ancora proiettivo basta dimostrare che esiste un ricoprimento affine Y = UU; tale
che f(X)NU; = f(f~1(U;)) & chiuso in U; per ogni indice i. Non & quindi restrittivo
assumere Y C A™ chiuso affine e X C Y x P”; la dimostrazione segue da e dal fatto
che Y x P" & chiuso in A™ x P™. |

Corollario 10.6.5. Sia X una varietd proiettiva irriducibile, allora Ox(X) = K. Piu
in generale ogni morfismo da una varietd proiettiva irriducibile ad una varieta affine é
costante.

Dimostrazione. Sia Y C A™ una varieta affine e f: X — Y regolare; componendo f
con l'inclusione Y C P" otteniamo un morfismo proiettivo g: X — P". Per la Propo-
sizione g(X) & un chiuso di P™ che non interseca l'iperpiano all’infinito e quindi
deve avere dimensione 0. Le funzioni regolari su X possono essere pensate come morfismi

regolari a valori in Al a

Teorema 10.6.6. Sia f: X — Y un morfismo regolare di varieta quasiproiettive; per
ogni y € Y denotiamo X, = f~1(y). Allora:

1. Per ogniy € Y ex € X, vale dim, X < dim, X, + dim,, f(X).
2. Se X ¢ irriducibile, allora esiste un aperto nonvuoto U C f(X) tale che per ogni
y € U vale dim X = dim f(X) + dim X,,.

Se inoltre f e proiettivo, allora vale anche:

3. L’applicazione y — dim X e semicontinua superiormente.
4. 8eY e irriducibile e le fibre X, sono tutte irriducibili della stessa dimensione, allora

X ¢ irriducibile.

Dimostrazione. Possiamo tranquillamente assumere che f(X) sia denso in Y. Proviamo
dapprima i 4 enunciati nel caso in cui f & proiettivo; dato che basta dimostrare il teorema
per le restrizioni di f ad un ricoprimento aperto di Y non é restrittivo supporre Y affine
e X chiuso in P" x Y. Il teorema segue quindi da [9.:7.1] e [0.7:2}

Se f non & proiettivo si consideri X C X una chiusura proiettiva (ricordiamo che X
¢ aperto in X) e sia Z la chiusura del grafico di fin X xY e f: Z — Y il morfismo
indotto dalla proiezione. Dato che per ogni y € Y, la fibra X, € aperta (possibilmente
vuota) in Z,, il punto 1) segue immediatamente dal caso proiettivo. Se X & irriducibile,
allora anche Z e irriducibile ed esiste un aperto U C Y tale che per ogni y € U e per
ogni z € Z vale dim, Z, =dim Z —dimY = dim X —dimY". Siccome f(X) & denso esso
interseca U e questo prova il punto 2). a
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Corollario 10.6.7. Siano X, Y warieta quasiproiettive irriducibili, allora X x Y é
irriducibile e dim X XY =dim X +dimY.

Dimostrazione. Le varieta X e Y sono aperte nelle loro chiusure proiettive, non & quindi
restrittivo supporre X e Y proiettive. In questo caso basta applicare il Teorema [10.6.6] al
morfismo di proiezione X x Y — Y. a

Esercizi

10.23. Dimostrare che la composizione di morfismi proiettivi € ancora un morfismo
proiettivo.

10.24. Dimostrare che, se f: X — Y & un morfismo proiettivo e g: Z — Y & un morfismo
regolare, allora X Xy Z — Z e proiettivo.

10.25. Sia f: X — Y un morfismo regolare di varieta quasiproiettive. Mostrare che per
ogni sottoinsieme Z C X costruibile anche f(Z) & costruibile.

10.26. Sia X C P™ chiuso di dimensione > 0. Provare che C(X)—{0} non & isomorfo a
X x (K—{0}).

10.27 (Teorema di Hopf). Siano A, B, C spazi vettoriali di dimensione finita su di un
campo algebricamente chiuso e u: A ® B — C lineare e separatamente iniettiva, cioe tale
che se a,b # 0 allora pu(a ® b) # 0. Provare che dimC > dim A + dim B — 1. (Sugg.:
P(Ker(u)) non interseca la varieta di Segre P(A) x P(B) C P(A® B).)

10.28 (Lemma di Rigidita). Sia f: X — Y un morfismo proiettivo di varieta
quasiproiettive irriducibili le cui fibre hanno tutte la stessa dimensione. Provare:

1. Se esiste una fattorizzazione f = pq, con q: X — Z e p: Z — Y morfismi proiettivi,
allora le fibre di p: ¢(X) — Y hanno tutte la stessa dimensione.
2. Se g: X — P & un morfismo regolare, allora la dimensione di g(f~!(y)) ¢ costante al

variare di y € Y. (Sugg.: applicare il punto 1) alla fattorizzazione X(‘f—’ng xP* —Y.)

10.7 Punti lisci e singolari, spazio tangente di Zariski

Sia X C A" un chiuso affine e u € X un suo punto. In analogia con il caso delle curve
piane, diremo che un vettore v = (vy,...,v,) € K™ & tangente a X nel punto u se per
ogni f € I(X) il polinomio f,(t) = f(u+ tv) ha una radice multipla per ¢ = 0. Derivando
rispetto a t si ottiene che v & tangente a X in u se e solo se per ogni f € I(X) il vettore
v appartiene al nucleo dell’applicazione lineare

n

() K" — K, (), ) = 3 oot ()
i=1 ¢

L’insieme, che denoteremo T, X C K™, dei vettori tangenti a X in u & un sottospazio
vettoriale detto spazio tangente di Zariski (immerso). Facciamo alcune semplici
osservazioni:

1. Se X CY C A" sono chiusi, allora I(Y') C I(X) e quindi T,,X C T,,Y per ogniu € X.
2. Se X, Y C A" sono chiusi, allora I(X) +I(Y) C I(XNY) a quindi 7,(X NY) C
T.XNT,Y perogniuec XNY.
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3. Lo spazio vettoriale T,, X dipende solo dal germe di X C A™ in u: piu precisamente,
se Y C A" & un altro chiuso ed esiste un aperto U C A" tale che XNU =Y NU,
allora T, X = T,Y per ogni u € X NU. Infatti non & restrittivo supporre X = X NU,
dunque X C Y e quindi T, X C T,Y. Inoltre , Y = XU(Y —U) ed esiste g € I(Y —=U)
tale che g(u) = 1. Per ogni v € T,,Y e per ogni f € I(X) si ha fg € I(Y) e quindi
fg(u+tv) ha una radice multipla per t = 0. Poiché g(u) # 0, anche f(u+ tv) ha una
radice multipla in ¢ = 0 e quindi che v € T, X.

4. Se l'ideale I(X) & generato da f1,..., fs, allora la regola di Leibniz implica che v €
T,X se e solo se (v,df;(u)) = 0 per ogni ¢ = 1,...,s e quindi 7, X ¢ il nucleo

oF
dell’applicazione lineare K™ — K * rappresentata dalla matrice jacobiana 8]2 (u)) .
Ty
5. L’applicazione u — dim T, X € semicontinua superiormente in X. Infatti, se fi,..., fs
sono generatori di I(X) e denotiamo con Jp, C K[X] I'ideale generato dai determinanti
minori di ordine (n—h+1) della matrice Jacobiana di f1,. .., fs, allora vale dim T, X >
h se e solo se u € V(Jp).

Proposizione 10.7.1. Siano X C A™ e Y C A™ chiusi affini. Allora per ogni (x,y) €
X XY wale

Ty X XY =T, X x T,Y.
Dimostrazione. Per il Lemma [10.5.1| 'ideale (X x Y') & generato da I(X) e I(Y). O

Vogliamo adesso definire lo spazio tangente in maniera piu astratta.

Lemma 10.7.2. Siano z1,...,z, un sistema di coordinate affini su A", X C A™ un chiu-
s0, u = (ug,...,u) un punto di X em, l’ideale massimale di O, x. Allora Uapplicazione
lineare

Hompg <$,K) - T, X, E (Elxy —ur)y. . E(Tn —up))

u

e ben definita ed ¢ un isomorfismo di K -spazi vettoriali.

Dimostrazione. Conviene pensare I'anello O,, x come 'insieme delle classi di equivalenza
delle frazioni f/g, con f,g € K[z1,...,2,] e g(u) # 0, e dove f/g ~ h/k se e solo se esiste
q tale che q(u) # 0 e q(fk — gh) € I(X). L’ideale m,, & formato dalle classi di frazioni

f/g con f(u) = 0 ed & generato dai germi delle funzioni regolari x; — uy, ..., T, — Up.
Dato un vettore v = (v1,...,v,) € Ty X ed f/g € m,, si verifica facilmente che il loro
accoppiamento

1 of
(v,d(f/g)(u)) = @Zw@ixi(u) ek
¢ ben definito, cioe dipende solo dalla classe di equivalenza di f/g. Inoltre se f/g € m2,
allora per la regola di Leibniz (v, d(f/g)(u)) = 0 e risulta quindi definita un’applicazione
bilineare m
TX % D2 K, f/g) = (v d(f/g)w)

che vogliamo dimostrare essere non degenere. Siccome (v,d(x;)(u)) = v; per ogni i,
I’applicazione ¢ non degenere su T, X.

Viceversa, se f/g € my e (v,d(f/g)(u)) = 0 per ogniv € T, X, allora anche (v, df (u))
0 per ogni v € T, X e segue dalla definizione di T, X che esiste h € I(X) tale df (u) = dh(u
cioe d(f — h)(u) = 0 che equivale a dire che f — h € m2.

~

O
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Definizione 10.7.3. Sia X una varieta quasiproiettiva e u € X. Si definisce lo spazio
tangente di Zariski (astratto) di X in u come

T, X = Homg (“‘;‘,K) ,
m

u

dove m,, e l'ideale massimale dell’anello O, x dei germi delle funzioni regolari in u.

Ove non sussistano ambiguita, diremo spazio tangente intendendo lo spazio tangente
di Zariski.

Lemma 10.7.4. Sia X una varieta quasiproiettiva e U C X un aperto. Allora, per ogni
u € U, Uinclusione U C X induce un isomorfismo di spazi tangenti T,,U = T, X .

Dimostrazione. Basta osservare che O, y = O, x. a

Lemma 10.7.5. Sia X una varieta quasiproiettiva. Allora per ogni punto u € X wvale
dimg T, X > dim, X.

Dimostrazione. Entrambe le dimensioni dipendono da un intorno di u e quindi non &
restrittivo supporre X chiuso in uno spazio affine A™. Se dim, X = 0 non c’e¢ nulla
da dimostrare. Supponiamo quindi dim, X > 0. In tal caso O, x contiene funzioni non
costanti e quindi m,, # 0; per Nakayama m,, # m? e dunque lo spazio tangente di Zariski &
diverso da 0. Possiamo adesso ragionare per induzione su d = dim 7, X . Se d = 0 abbiamo
visto che anche dim, X = 0, se d > 0 consideriamo un iperpiano H C A" passante per
u tale che T, X non & contenuto in T, H; per il Corollario vale dim, (X N H) >
dim, X — 1 e per lipotesi induttiva

dimg T\, X > dimg (T, X NT,H) > dimg T,(X N H) > dim, (X N H) > dim, X — 1.

O

Definizione 10.7.6. Sia X una varieta quasiproiettiva. Diremo che un punto u € X é
singolare se dimg T, X > dim, X, altrimenti si dice liscio.

Osserviamo che se X, Y sono varieta quasiproiettive, allora un punto (z,y) € X x Y
¢ liscio se e solo se x e y sono punti lisci di X e Y rispettivamente.

Esempio 10.7.7. Si consideri una ipersuperficie X C A™ con ideale I(X) = (F'). Sappiamo
che X ha dimensione pura n — 1 e quindi un punto x € X & singolare se e solo se annulla
tutte le derivate parziali di F. Dato che K & perfetto, F' ¢ ridotto e non ha fattori in
comune con le derivate parziali; per il teorema degli zeri ogni componente irriducibile
di X contiene punti lisci. Similmente si prova che se F' ¢ un polinomio omogeneo senza
fattori multipli, un punto della ipersuperficie proiettiva definita da F' & singolare se e solo
se tutte le derivate parziali di F' si annullano in X.

Pit avanti dimostreremo che I’insieme dei punti lisci di una varieta ¢ un aperto denso.
Per il momento dimostriamo un risultato leggermente piu debole.

Lemma 10.7.8. Sia X una varietd quasiproiettiva. Allora linsieme dei punti lisci con-
tiene un aperto denso.
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Dimostrazione. Non ¢ restrittivo supporre X C A" chiuso irriducibile. Lavoriamo per
induzione su n essendo il risultato banalmente vero se n = 0 e se X = A™. Si assuma
quindi n > 0 e X chiuso proprio; prendiamo un polinomio f € I(X)—{0} di grado minimo.
Essendo I(X) un ideale primo necessariamente f ¢ irriducibile e quindi con almeno una

derivata parziale, diciamo ——, non nulla. Si consideri adesso un generico cambio di

ox,

coordinate del tipo z,, = yn, T; = ¥; + a;yn, con a; € K; si ha

f _N~Of Owi _ Of N~ Of
oyn 0x; Oy OTp port "oz,

i=1

Tutto questo mostra che, a meno di un cambio lineare di coordinate, possiamo supporre

0
il polinomio f monico rispetto a z, e a—f # 0. Per ragioni di grado 3 g I(X) e
Ln Ln
0
Z=XNnV (3f) ¢ un chiuso proprio di X. Sia 7: A® — A"~ la proiezione sulle prime
In

coordinate, per i ben noti risultati sulle proiezioni normalizzate si ha che Y = 7(X) ¢
chiuso irriducibile di dimensione uguale a dimensione di X e 7(Z) € un chiuso proprio
di Y. Per lipotesi induttiva esiste y € Y — 7(Z) punto liscio, proviamo che se z € X,
m(z) = y allora la proiezione 7: T, X — T, Y ¢ iniettiva e quindi dim T, X < dimT,Y =

dimY = dim X che implica la liscezza di x. Un vettore (vq,...,v,) appartiene al nucleo

di mseesolosewv; =---=wv,_1 =0 e, dato che T(m) # 0, un tale vettore puo essere
Ln

tangente a X solo se v, = 0. ad

Definizione 10.7.9. Sia X C P" una varietd proiettiva e [x] € X. Lo spazio tangente
proiettivo a X in [z] & definito come Ty X = P(T,C(X)) C P*, dove C(X) C K™t ¢
il cono affine di X.

In altri termini
T X = {[v] €P" | f(z+tv) =0 (mod t*) per ogni f € I(X)}.

Si noti che, se ad esempio x = (1,) e v = (0,u), con y,u € K", allora [z +tv] € Tj; X
se e solo se v € T,)Y, dove Y ¢ la varieta affine X N {zy # 0}. Questo semplicemente
perché l'ideale di Y ¢ generato dai polinomi f(1,x1,...,%,), al variare di f € I(X). In
particolare dimT(;) X > dimf,; X e vale I'uguaglianza se e solo se [z] ¢ un punto non
singolare.

Sia ¢: X — Y un morfismo regolare di varieta quasiproiettive e x € X. Se y = ¢(z),
allora ¢ induce un omomorfismo di K-algebre ¢*: O,y — O, x. L’omomorfismo ¢* &
locale, cioe, se my; C O, x e m, C O,y denotano gli ideali massimali, allora ¢*(m,) C m,,
e quindi induce per passaggio al quoziente un’applicazione lineare di K -spazi vettoriali

m m,
m—g — 2 (10.5)
y x

Definizione 10.7.10. Nelle notazioni precedenti, chiameremo differenziale di ¢ in x

Uapplicazione lineare
dd)(l’) TxX — T¢(I)Y

trasposta dell’applicazione [10.5

Siano X C A" e Y C A™ due chiusi e ¢: X — Y un’applicazione regolare; descriviamo
il differenziale di ¢ in termini degli spazi tangenti immersi. Denotiamo con z1,...,xz, €
Y1,-..,Ym le coordinate su A™ e A™ rispettivamente. Per definizione, ¢ € la restrizione ad
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X di un’applicazione regolare (Fi, ..., Fy,): A™ — A™, con i polinomi F; € K[z, ..., x,)
determinati da ¢ modulo I(X). Se z € X e v = (v1,...,v,) € T, X, allora d¢(x)v & il
vettore di coordinate

n

(dg(z)v); = (dF(x),v) = D v;

=1

OF;
65(}7;

().

In particolare se ¢ ¢ la restrizione di un’applicazione lineare, allora d¢(xz) = ¢ per ogni
x € X. Supponiamo infatti per semplicitd notazionale che x = 0 e che ¢(z) = 0. I
vettore v corrisponde nello spazio tangente astratto al funzionale v: m/m? — K tale che
v(z;) = v; e la coordinata (d¢(x)v), ¢ per definizione uguale a v(¢*y;). Siccome per ogni
j=1,...,msiha¢*y; = Fj e

n

OF;
Fj 72‘%1 axj (0) € ($1,...7In)2,

i=1

ne deduciamo che

n

(@0()0); = oF) = Y o) g2 ) = Y- w52 (0)

s
i=1 i=1 Oz;

Esercizi

10.29. Per ogni n,d > 0 descrivere esplicitamente un polinomio irriducibile f € K|z, ..., zy]
omogeneo di grado d tale che I'ipersuperfice proiettiva V(f) C P™ ¢ liscia. (Sugg.: se la
caratteristica del campo divide d consultare I’Esercizio )

10.30. Sia S C P(Hom(V"Y,W)) la varieta di Segre, [f] € S. Provare che T(;S = P(Hy),
dove Hy & il sottospazio vettoriale delle ¢ € Hom(VY, W) tali che g(Ker(f)) C Im(f).
(Sugg.: mostrare prima che, se f =v @ w, allora Hy ={v@z+yQuw},z e W,yeV.)

10.31 (Definizione intrinseca dello spazio tangente di Zariski). 1) Sia A una K-
algebra locale con ideale massimale m e campo residuo K e denotiamo con Derg (4,K)
il K-spazio vettoriale delle K-derivazioni di A a valori in K. Provare che esiste un
isomorfismo naturale di spazi vettoriali Derg (4, K) — Homg (m/m? K).

2) Sia X C A™ un chiuso affine; ogni punto € X induce un omomorfismo di anelli
e K[X] — K dato da e,(f) = f(x) e quindi una struttura di K [X]-modulo su K.
Provare che il morfismo di localizzazione K [X] — O, x induce un isomorfismo di spazi
vettoriali Derg (O, x,K) — Derg (K[X],K).

3) Provare che esiste un isomorfismo naturale 7, X — Derg (K[X],K) e utilizzare
questo fatto per una dimostrazione alternativa del Lemma

10.8 Irriducibilita locale delle varieta lisce

In questa sezione dimostreremo il fatto, intuitivamente ovvio ma per nulla banale, che i
punti lisci di una varieta quasiproiettiva appartengono ad una sola componente irridu-
cibile. Per motivi che riguarderanno future applicazioni, dedurremo questo fatto da un
risultato pit generale di natura algebrica.

Consideriamo un ideale I C K[z, ..., 2,] con luogo di zeri X = V(I) tale che 0 € X.
Denotiamo con J = @.J; C K|[zy,...,x,] I'ideale omogeneo generato dalle parti iniziali
degli elementi di I (cfr. Esempio [9.6.12). Abbiamo visto che la dimensione di V(J) &
uguale alla dimensione di X nel punto 0. Consideriamo gli anelli
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Klz1,...,zn]0 B:K[zl,...,xn]

A= ) ’ J

dove K{[z1,...,2p]o0 = Opan ¢ il localizzato di Kzy,...,z,] per la parte moltiplicativa
S ={g9g(0)# 0} e (I) & l'ideale generato da I. L’anello A ¢ un anello locale con ideale
massimale m = {f/g | f(0) = 0} e, se [ = VT = I(X), allora A = Oy x (Definizio-
ne. Denotiamo con Ij il nucleo del morfismo naturale di anelli K [z, ..., z,] — A.
Dalla definizione di localizzazione segue che I € I'ideale formato dai polinomi f tali che
esiste g € K[z1,...,2,] con ¢g(0) # 0 e gf € I. Notiamo che se g(0) = 1 allora gf ed f
hanno la stessa parte iniziale.

Lemma 10.8.1. Nelle notazioni precedenti V(Iy) é l'unione delle componenti irriducibili
di X che contengono il punto 0.

Dimostrazione. Se fg € I, g(0) # 0 e Z & una componente irriducibile di X che contiene 0,
allora f € I(Z). Viceversa se X = XqUY, dove Xy (risp.: Y) € 'unione delle componenti
irriducibili che (risp.: che non) contengono 0, allora per ogni g € Y — X possiamo trovare
fel(Xy)egeI(Y)taliche f(q) # 0 e g(0) # 0. Per il teorema degli zeri si ha f¥g* € T
per k >> 0 e quindi f* € Iy, f¥(q) # 0. ad

Teorema 10.8.2. Nelle notazioni precedenti, se esistono f1,..., fn € I tali che la matrice

(gfz (0)) ha rango > n—dimg X, allora B ¢é isomorfo ad un anello di polinomi, I’anello
Ty

A é un dominio di integrita e Iy ¢ un ideale primo.

Dimostrazione. Non e restrittivo supporre h = n —dimg X e, a meno di un cambio lineare
di coordinate che la parte iniziale di f; sia uguale a x;, peri =1,... h. Se H C J e 'ideale
generato da x1, ..., 2, allora si ha V(J) C V(H) = A" Inoltre, siccome H & un ideale
primo e dim V(J) = dimg X = n — h deve essere V(J) = V(H), H ¢ J ¢ VH = H.
Dato che m & generato da z1, ..., z,, se a € m”, allora esiste un polinomio omogeneo f di
grado h tale che a — f(x1,...,7,) € m"*1: infatti a & una combinazione lineare 3 bra!
a coefficienti in A di monomi in xy,...,, e basta prendere f come Y b;x! dove b € K
denota la proiezione sul campo residuo di b € A. Notiamo inoltre che, se f ¢ un polinomio
omogeneo di grado h in z1,...,x,, allora vale f € m"*! se e solo se f ¢ la parte iniziale
di un elemento di I.

Supponiamo per assurdo che A non sia un dominio di integrita, e siano a,b € A—{0}
tali che ab = 0. Per il lemma di Artin-Rees vale N,,m"™ = 0 e quindi esistono due interi
positivi h, k tali che a € m" — m*1 b ¢ m* — m**!. Siano f,g € K[zy,...,x,] polinomi
omogenei di gradi h, k tali che a — f € m"*t!1 e b — g € m**1. Siccome ab = 0 deve essere
fg € mhtE+L in contraddizione con integrita di B. O

Corollario 10.8.3. Ogni punto liscio di una varieta quasiproiettiva appartiene ad una
sola componente irriducibile.

Dimostrazione. Non & restrittivo assumere la varietd affine. Basta applicare il Lem-

ma [10.81] ed il Teorema [[0.8.2 O

Teorema 10.8.4. L’insieme dei punti lisci di una varietd quasiproiettiva € un aperto
denso.

Dimostrazione. Denotiamo con X la varieta quasiproiettiva e con U C X il luogo nonsin-
golare. Se X & irriducibile allora dim, X non dipende da z e quindi, dalla semicontinuita
di dim 7T, X segue che U & un aperto. Se X = X7 U---U X, & la decomposizione in com-
ponenti irriducibili allora p € U N X; se e solo se p &€ un punto liscio per X; e p € X; per
ogni j # i. a
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Corollario 10.8.5. Sia x un punto liscio di una varieta irriducibile X di dimensione 1.
Allora Uanello locale Oy x € un dominio di integrita con ideale massimale principale.

Dimostrazione. Per il Teorema [10.8.1| 'anello O, x € un dominio di integrita ed esiste
t € m, tale che (t) + m2 = m,. Per il lemma di Nakayama l'ideale massimale m C O, x ¢
generato da t. a

10.9 Esercizi complementari

Esercizi su varieta affini e quasiproiettive

10.32. Sia M una varieta differenziabile compatta. Denotiamo con C la famiglia dei chiusi
di M e con 7 la famiglia degli ideali di C*°(M,C). Descrivere le applicazioni V:Z — C
e I: C — T analoghe al caso delle varieta affini e dimostrare la forma debole del teorema
degli zeri, cioé che se J # (1) allora V(J) # 0. Se J € T si definisce J' come 'ideale
generato da tutte le funzioni ho f, f € J, h € C=(C,C), h(0) = 0. Provare che v.J' C
I(V(J)) ma che in generale non vale I'inclusione opposta.

10.33. Sia A un anello, S C A una parte moltiplicativa e [: A — S~!A I'omomorfismo na-
turale. Dimostrare che T'= 1+XKer(l) & una parte moltiplicativa ed esiste un omomorfismo
di anelli T7'A — S~1A.

10.34. Sia ¥ C A un insieme finito e S C A la piu piccola parte moltiplicativa contenente
E. Mostrare che S~1A ¢ finitamente generata come A-algebra.

10.35. Sia R — B un morfismo di anelli e {I,, | n € Z} una successione di ideali di B tali
che I,y C I44p per ogni a,b € Z e I, = B per ogni n < 0. Provare che A = @, czl_,t" ¢
una RJt]-algebra e descrivere gli anelli A/(t) e A;. Nel caso particolare di X C A™ chiuso,
Z1,..., Ty coordinate affini su A", R =K, B =K[X] e I, = («f) per ogni a > 0, dare
una interpretazione geometrica di A, A/(t) e A;.

10.36. Sia A un dominio di integrita con campo delle frazioni globali F'. Per ogni ideale
massimale m C A, interpretare il localizzato A, come un opportuno sottoanello di F' e
provare che NA,, = A, dove l'intersezione ¢ presa su tutti gli ideali massimali.

10.37. Sia Z C A™ una ipersuperfice irriducibile con ideale I(Z) = (f). Dimostrare che
l'anello Oz x ¢ locale e che il suo ideale massimale e principale e generato da f.

10.38. Sia X varieta quasiproiettiva e Z C X un chiuso irriducibile. Dimostrare che
(’)Z’X/mZX = K(Z)

10.39 (xx). Sia X una varietd quasiproiettiva ed A = Ox(X). Diremo che X soddisfa
il teorema degli zeri se per ogni ideale J C A si ha che I(V(.J)) = v/J, dove lasciamo
per esercizio al lettore di definire, in analogia al caso dei chiusi affini, gli operatori I e V.
Provare che una varieta quasiaffine X & affine se e solo se soddisfa il teorema degli zeri e
la K-algebra Ox (X) & finitamente generata. (Sugg.: vedi Esercizio 11.2.17 in [Hart1977).)

10.40. Sia F € K[z, ..., x,] omogeneo di grado d > 0 e U = P"—V (F'). Provare che ogni
funzione regolare su U si puo scrivere nella forma GF ™% con a > 0e G € K|z, ..., z,]
omogeneo di grado ad.

10.41 (x). K = C. Provare che ogni varietd quasiproiettiva irriducibile complessa dotata
della topologia classica € uno spazio topologico connesso per archi, cfr. [MumI976l 4.16].
(Sugg.: basta dimostrare che esiste un sottoinsieme aperto di Zariski che ¢ connesso per
archi.)
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10.42 (x). (caratteristica # 2) Si consideri Panello A = K [z,y, 2]/(y? — p(z), 2% — q(z))
con p,q € KJ[z] tali che il prodotto pg sia un polinomio di grado dispari senza radici
multiple. Provare che A non ¢ generato ciclicamente su K[z], cioé che non esiste alcun
f € A tale che A = K[z, f]. (Sugg.: sia per assurdo f = ay + bz + cyz, a,b,c € Klz],
come sopra e sia « una radice di a?p — b?q. Provare che la mappa naturale K [z, f] — B =
K[y, 2]/(y? — p(a), 22 — q()),  — a, non & surgettiva. Puo essere utile capire quale ¢ la
varietd affine X tale che K[X] = B e interpretare f come una funzione regolare su X.)

rank (xo 1 1:2> =2 } Dimostrare:

10.43. Sia X = {[:c] € Pps
T3 Tq Ty

1. X & una varieta quasiproiettiva irriducibile. Qual & la sua dimensione?
2. X contiene almeno una retta proiettiva L C P5.
3. X non e una varieta affine.

10.44. Siano xg, ..., x4 coordinate su A% e Y C A® I'immagine del morfismo regolare
v: A7 — AP w(te, ty) = (5, toty, 133 totd t1).

Denotiamo con X C A® il chiuso definito dalle equazioni 2o = 0, zox4 = 173, T323 = 273,
7123 = 23, 2314 = 2230 € con f: Y — X la proiezione z3 — 0. Dimostrare:

1. Y & chiuso e le restrizioni f: Y N{x; # 0} — X N{a; # 0}, per i =0 e i = 4, sono
isomorfismi di varieta quasiproiettive.

2. f e bigettiva ma non ¢ un isomorfismo di varieta.

3. f:Y—{0} - X—{0} ¢ un isomorfismo di varieta.

10.45 (*). Dimostrare che un aperto U C P™ ¢ una varieta affine se e solo se P — U ¢
una ipersuperfice.

10.46. Sia A un dominio a fattorizzazione unica ed S C A una parte moltiplicativa.
Dimostrare che S~1A ¢ a fattorizzazione unica.

10.47. Sian > 1 ed U C P" il complementare di una ipersuperfice irriducibile di grado
> 1. Provare che Op» (U) non & un dominio a fattorizzazione unica.

Esercizi su prodotti e morfismi proiettivi

10.48. Sia S I'immagine della mappa di Segre s: P* x P — S C PV e L C S una retta.
Provare che s~!(L) & contenuta in una fibra di una delle due proiezioni P x P™ — P",

P* x P™ — P™. Dedurre che l'insieme delle rette in S € un sottoinsieme sconnesso di
G(2,N +1).

10.49. Un morfismo regolare f: X — Y si dice universalmente chiuso se per ogni
morfismo regolare g: Z — Y, il morfismo di proiezione X xy Z — Z ¢ chiuso. Dimostrare
che ogni morfismo universalmente chiuso € chiuso, ma che il viceversa e falso in generale.

10.50 (). Sia X C P™ localmente chiuso. Dimostrare che un morfismo regolare X — Y
& proiettivo se e solo se il suo grafico € chiuso in Y x P™. (Sugg.: provare chese f: X — Y
¢ proiettivo, allora anche (i, f): X — P x Y & proiettivo.)

10.51 (*). Sia f: X — Y un morfismo di varieta quasiproiettive. Provare che f & pro-
iettivo se e solo se & universalmente chiuso. (Sugg.: sia X la chiusura proiettiva di X e
G C X x Y la chiusura del grafo. Provare che {((x, f(z)),z) € G xy X | z € X} & un
chiuso.)
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10.52. Mostrare con un esempio che i punti 3) e 4) del Teorema [10.6.6| sono in generale
falsi se il morfismo f non e proiettivo.

10.53 (Superfici di Segre-Hirzebruch). In tutto I’esercizio k > 0 & un intero fissato.

a) Sia vpi1: Py — PE*! la k + l-esima immersione di Veronese, definita da y; =
a1t coni =0,...,k+ 1. Denotiamo con Cjy; C P+ Pimmagine di vy, ;. Provare
direttamente che Cg11 € chiuso e trovare un insieme finito di equazioni che lo definiscono.
(Sugg.: descrivere Ck11 come il luogo dove si abbassa il rango di una opportuna matrice
a coefficienti forme lineari nelle coordinate y;.)

b) Siano g, Z1, Yo, - - -, Yk+1 coordinate omogenee su Pk+3 ¢ consideriamo i sottospazi
proiettivi P! = {yo = ... = yp41 = 0} e PP = {2y = 1 = 0}. Definiamo S), C P**3
come l'unione, al variare di p € P!, delle rette congiungenti p e vg,1(p) € Cpyq C PFHL
Provare che Sy € chiuso e determinare un insieme finito di equazioni che lo definiscono.

¢) Definiamo astrattamente un spazio topologico quoziente

Fi = (A% = {0}) x (A% = {0})/ ~

dove la relazione di equivalenza ¢ indotta dall’azione del gruppo moltiplicativo (K —{0})?
ed e definita da

(lo, 11,0, t1) ~ (Mo, Al , pito, pXFty), A p €K —{0}.

Determinare un morfismo regolare (A2 — {0}) x (A% — {0}) — P**3 che induce, per
passaggio al quoziente, una bigezione s: F), — Si tale che, nella struttura di varieta
proiettiva indotta su Fy, gli aperti U;; = {l;t; # 0} siano isomorfi a A%

d) (*x) Dimostrare che se a > b > 0, allora S, non ¢ isomorfo a Sp. (Sugg.: studiare i
gruppi degli automorfismi regolari delle varieta Sy.)

10.54 (xx7?). Sia f: X — Y un morfismo regolare aperto di varieta affini, provare che il
morfismo f x id: X x A’ - Y x Al & ancora aperto.

10.55. Siano n > m due interi positivi. Dimostrare che non esistono chiusi di P™ x P™
omeomorfi a P".

10.56. Sia S,, C K[zg, z1] lo spazio vettoriale dei polinomi omogenei di grado n. Per ogni
d-upla non decrescente di numeri naturali A = {A\; < Ay < --- < Ay} tali che Y\ = n,

denotiamo .
ot ({ [T (@izo + bin)™

=1

[a;, b;] € P1}> C P(S,).

Provare che X, e una varieta proiettiva irriducibile di dimensione d.

10.57 (%). Sian > 3 e X C P™ una ipersuperfice irriducibile di grado d > 1 e sia U
I'insieme degli iperpiani H C P™ tali che X N H & irriducibile di grado d. Dimostrare che
U ¢ un aperto non vuoto dello spazio proiettivo duale. (Sugg.: siano xg, . . . , ,, coordinate
omogenee ¢ f(xg,...,Z,) un polinomio irriducibile omogeneo di grado d tale che V(f) =
X. Per ogni intero a denotiamo con S, C K|[z1,...,z,] lo spazio vettoriale dei polinomi
omogenei di grado a e, se 0 < a < d, con R, C P(Sy) I'immagine del morfismo

P(Sa) X P(Sa-a) = P(Sa),  ([h],[g]) = [hy]-

Per mostrare che U & aperto basta mostrare che U NV & aperto per ogni aperto affine
V ~ A™ di (P™)V. Ad esempio, se V ¢ lo spazio affine degli iperpiani di equazione zg =
VITL + o+ VT, V1, ..., 0, € K ne segue che V — U = Uy cqcqd 1 (R,), dove ¢: V —
P(Sg) & definita da ¢(vi,...,v,) = [fO-vizi, x1,...,2y)]. Mostrare che U # § & piu
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difficile. A meno di un cambio di coordinate omogenee non & restrittivo supporre che la
retta L = {xg = 21 = -+ = x,,—2 = 0} intersechi X in d punti distinti, cioe¢ che la forma
binaria f(0,...,0,2,_1,7,) non abbia fattori multipli. Sia D = K?2 — {0}, Consideriamo
il fascio di iperpiani H{, ) = {axo = bx1}, (a,b) € D. Notare che L & contenuta in ogni
iperpiano del fascio. Considerare la mappa

¢: D — P(Sy), o((a, b)) = [f(bx1, ax1,xa, ..., x,)].

Se, per assurdo, fosse ¢p(D) C R, per qualche 0 < a < d, considerando il sottoinsieme
T C DxP(S,) xP(S4—,) formato dalle terne ((a,b), [f1], [f2]) tali che ¢((a, b)) = [f1f2], la
proiezione T' — P! sul primo fattore sarebbe surgettiva. Per ogni sottoinsieme A C LN X
di cardinalita a sia

Ta={((a,0), [/}, [f2]) e T| ACV(f1)}-

Chiaramente T4 ¢ chiuso in T e T ¢ 'unione di tutti i T4 al variare di A. Esiste dunque
un sottoinsieme Ay C LN X di cardinalita a tale che la proiezione T4, — D & surgettiva.
Per ¢ = 1,2 si considerino i sottoinsiemi T; C D x P(S,) x P(Sq—,) x P™ formati dalle
quadruple ((a‘v b)a [fl}v [f?]v [ZL']) tali che

((a,b),[f1],[f2]) € Tay, axo=0bxy e fi(bri,axy,x2,...,2,) =0.

Siano W; C D x P" le proiezioni dei T;; mostrare che se ((a,b), [x])
((ta,tb),[z]) € W; per ognit € K —{0} e dedurre che, detta 7: DxP(S,
P™ la proiezione sul quarto fattore, le immagini 7(7;) sono chiuse, X =
che, AO C 7T(T1) — W(TQ), LNX-— AO - 7T(T2) — W(Tl))

€ W; allora anche
YXP(Sg—q)xP" —
7T(T1) U 7T(T2) e

10.58. Sia X C A! x P! lipersuperfice di equazione u3 = zu?. Mostrare che per ogni
applicazione regolare s: Al — P! esiste almeno un = € Al tale che (z, s(x)) € X.

Esercizi sullo spazio tangente

10.59. Dato un anello locale Noetheriano A con ideale massimale m si definisce ’anello
graduato associato
mn

G(A) = @7LZOW~

Provare che se G(A) ¢ un dominio di integrita allora anche A ¢ un dominio di integrita. Il
viceversa ¢ invece falso in generale. (Sugg.: vedi la dimostrazione di|10.8.2} per il viceversa
suggeriamo A = K [x,]/(y?> — 2% — ) come controesempio.)

10.60. Se x ¢ un punto liscio di una varieta X, provare che il completamento m-adico
(cfr. [AMI969]) di O, x ¢ un’algebra di serie di potenze formali.

10.61. Siano X C P™ una varieta proiettiva irriducibile di dimensione m, H C P™ un
sottospazio proiettivo di dimensione n —m e p € X N H. Provare che se p ¢ 'unico punto
di intersezione di X e H e se T,X N T,H ha dimensione 0, allora X ¢ un sottospazio
proiettivo. (Sugg.: sia Y C P"~! la chiusura dell’immagine della proiezione di centro p,
7: X — {p} — P~ L. Provare che Y N7(H) = () e quindi che dimY < dim X.)

10.62. Un Gruppo Algebrico ¢ un gruppo G che possiede una struttura di varieta
quasiproiettiva tale che ’applicazione

GxG— G, (a,b) — ab™!,

€ un morfismo regolare di varieta. Provare:
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1. G non possiede punti singolari (Sugg.: il gruppo degli automorfismi regolari di G
agisce transitivamente).

2. Ogni curva piana liscia di grado 3, con la struttura di gruppo definita nella Sezione [6.4}

€ un gruppo algebrico.

.Se H C G & un sottogruppo allora anche la sua chiusura H & un sottogruppo.

4. Se G & proiettivo irriducibile allora G & un gruppo abeliano. (Sugg.: esistono almeno
due dimostrazioni alternative: nella prima provare che per ogni aperto affine 1 €
V C @ esiste un aperto U C G tale che aba™' € V per ogni a € G,b € U. Nella
seconda applicare il Lemma di Rigidita, Esercizio[10.28] ai morfismi f,g: Gx G — G,
f(a,b) =b, g(a,b) = aba=1.)

w

Osservazione 10.9.1. Un gruppo algebrico proiettivo irriducibile si dice una Varieta Abe-
liana. Sul campo dei numeri complessi ogni varieta abeliana ¢ biolomorfa ad un toro
complesso, ossia ad un quoziente C" /A per un opportuno reticolo A ~ Z?"*. Se n > 2 non
tutti i tori complessi sono varieta abeliane.

10.63. (caratteristica # 2) Sia P° lo spazio delle coniche di P2, A C P5 lipersuperfice
cubica delle coniche singolari e V' C A la varietd (di Veronese) delle rette doppie. Provare
che i punti di V sono tutti e soli i punti singolari di A. (Sugg.: siccome Aut(P?) agisce
transitivamente su V basta dimostrare che @) # Sing(A) C V)

10.64. (caratteristica 0) Sia P il proiettivizzato dello spazio delle forme binarie di grado
n, A il discriminante e X = V(A) C P" l'ipersuperfice delle forme aventi una radice mul-
tipla. Provare che X ¢ irriducibile di grado 2(n — 1) e che i punti lisci di X corrispondono
alle forme con una sola radice doppia.

10.65. (caratteristica 0) Sia X C P(M(n,n)) il luogo delle matrici che non hanno auto-
valori distinti. Provare che X ¢ una ipersuperfice irriducibile di grado n(n — 1). (Sugg.:
Sia B una matrice (n — 2) x (n — 2) invertibile ad autovalori distinti,

0s C, 0
(1), a=(G8). e

11 polinomio f(s) = A(det(tI — A;)) ha una radice semplice in 0.)
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Varieta algebriche: argomenti scelti

11.1 Le Grassmanniane

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n sul campo K e sia 0 < s < n un intero.

Definizione 11.1.1. L’insieme G(s,V) dei sottospazi s-dimensionali di V wviene detto
Grassmanniana.

Notiamo che G(1,V) = P(V) e G(n — 1,V) = P(VVY). Quindi per s = 1,n — 1 la
Grassmanniana ha una naturale struttura di varieta proiettiva. Mostreremo in questa
sezione che per ogni s, la Grassmanniana G(s, V') ha una struttura di varieta proiettiva
irriducibile ricoperta da aperti isomorfi a A*("~*) e di conseguenza che & una variet liscia
di dimensione s(n — s).

Definizione 11.1.2. Un vettore v € \°V si dice totalmente decomponibile se esisto-
no vi,...,vs € V tali che v = vy Avg A -+ Avs. Indicheremo con G(s,V) C P(\°V)
linsieme delle classi di omotetia dei vettori totalmente decomponibili.

Esiste una bigezione naturale P: G(s,V) — G(s,V) chiamata immersione di
Pliicker e definita nel modo seguente. Se W € G(s,V), allora P(W) = [wy A -+ A wy],
dove wy, ..., ws € una base di W. Se vq,...,vs € un’altra base di W, allora wi A---Aws =
det(A) vy A -+ Awvg, dove A & la matrice di cambiamento di base; questo prova che 'ap-
plicazione P & ben definita. Lasciamo per esercizio al lettore la semplice verifica che P &
bigettiva.

Da ora in poi identifichiamo G(s,V) e G(s,V) tramite 'immersione di Pliicker P,
preferendo la notazione G(s, V) quando risultera pitt comodo pensare la Grassmanniana
come il proiettivizzato del cono dei vettori totalmente decomponibili.

Sia eq,...,e, una base di V. Allora una base di /\S V e data dai vettori totalmente
decomponibili e; = e;, A--- Ae;,, al variare dei sottoinsiemi ordinati

I={i;1<ig<---<is} C{l,...,n}

di cardinalita s. Ogni vettore di A* V si scrive in modo unico come > prer, con p; € K. Le
pr sono pertanto un sistema di coordinate omogenee sullo spazio proiettivo P(A° V) = PV,

con N = (n> — 1, e sono dette coordinate Pliickeriane su G(s, V) rispetto alla base

S
€1,...,en. Al fine di semplificare alcune equazioni, se I = {iy,...,is} & una qualsiasi
successione di s indici distinti, compresi tra 1 ed n si pone:

— J— o
Pr = Piy,.sis = (=1) Digry,esioes)
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dove o ¢ I'unica permutazione su s elementi tale che i (1) <ig2) <+ <ig(s). Se invece
la s-upla I contiene elementi ripetuti, allora si pone p; = 0.
Per ogni sottospazio H C V dimensione n — s denotiamo con

He={W eG(s,V) | WnH =0}

Vogliamo adesso dimostrare che H¢ & un aperto di Zariski in G(s,V) e che & una varieta
affine isomorfa a A*("~%); I'isomorfismo tra H¢ e A*("~%) non ¢ canonico ma dipende dalla
scelta di una proiezione 7: V. — H, w? = . Per semplificare i conti consideriamo le
coordinate Pliickeriane rispetto ad una base eq, ..., e, di V scelta in modo tale che H sia
generato da esy1,...,e, € Kerm sia generato da ey, ..., es.

Se Iy = {1,2,...,s}, allora H® = {[p;] € G(s,V) | p1, # 0}: infattise WNH =0
allora l'applicazione I — w: W — Kerm & bigettiva ed esistono unici vy, ...,vs € H tali
che W & generato da e; + vy, ..., es + vg; quindi pr, (W) # 0 in quanto P(WW) & la classe
di omotetia di

(e1+v1)A---N(es+vs) =eg, + Z arerg .
I,
Viceversa se W N H # 0 possiamo prendere una base wiy,...,ws di W tale che wy, € H
e quindi pr, (W) = 0. Dunque H€ & il complementare in G(s,V) della sezione iperpiana
p1, = 0 ed & quindi aperto in G(s, V).

Mostriamo adesso che H¢ & chiuso nello spazio affine A} = {[p;] € P(A* V) | pz, # 0}
Siano y;;, per i = 1,...,s e j = s + 1,...,n, coordinate affini su A=) Allora esiste
una morfismo regolare bigettivo f: A*("=*) — H¢ c PV dato da

n n
f(a17s+1,...7as,n) = €1 + E aljej A A 63—|— E asjej
Jj=s+1 j=s+1

L’applicazione inversa di f si scrive nelle coordinate affini y; ; su A*("=5) ¢ nelle coordinate
affini x; = p[pfol su A% mediate la formula

Yij = (71)Siix{l,...,i—l,i+1,4..,s,j}

e quindi H¢ ¢ il grafico di una applicazione regolare As("=%) — AN=5(=5) che il lettore
non trovera difficoltoso scrivere. Questo prova che H¢ ¢ chiuso in AJI\; ed e isomorfo come
varieta affine a AS("—5),

In conclusione si pud quindi affermare che G(s, V) & chiuso in PV, e dato che G(s, V) =
UH® con H € G(n —5,V) e H°N K¢ # () per ogni H, K, ne segue che G(s,V) & pure
irriducibile. Chiameremo in seguito gli aperti H¢ C G(s,V) gli aperti fondamentali
della Grassmanniana.

E interessante, oltreché utile, poter descrivere in maniera algebrica 'inverso dell’im-
mersione di Pliicker. A tal fine definiamo, per ogni a < s, il prodotto detto di contrazione
o di convoluzione A\“VV x A°V — A" “V, dove VV indica lo spazio vettoriale dua-
le di V. E comodo definire tale prodotto ricorsivamente in a. Per a = 1 il prodotto di
contrazione e ’estensione bilineare di

S
Ga(vr A Avg) =D (1) TG vi) vr A AT A A,
i=1

mentre per a > 1 e l'estensione bilineare di

(1A Ada)aw = d1a((a A~ A dg)aw)

Notiamo che se a = s, allora il prodotto 4 € non degenere e induce un isomorfismo
naturale tra (A\° V)Y = A®VV. Se a > s, allora poniamo per convenzione 1 = 0. Per ogni
funzionale lineare fissato ¢ € V'V, vale ¢ sw = 0 se e solo se w € \*(Ker(®)).
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Lemma 11.1.3. Sia w € \°V un vettore non nullo e sia H C 'V immagine dell’appli-

cazione lineare /\S_1 VY2V, Allora w € N° H e dim H > s. Inoltre vale dim H = s se
e solo se w ¢ totalmente decomponibile ed in tal caso si ha H = P~([w]).

Dimostrazione. Sia r = dim H e sia eq,...,e, una base di V tale che eq,...,e,. € H. Se
per assurdo w ¢ A° H, allora esiste un indice i > r tale che w = ¢; A z +u dove z # 0
ed i vettori z,u appartengono alle potenze esterne dell’iperpiano L; generato dagli e; con
j # 1. Prendendo v € /\s_l(eil) tale che 11z # 0 si trova ¢y ow € L; in contraddizione con
le ipotesi. Dunque r > s e se vale 7 = s allora w & totalmente decomponibile. Viceversa se
w = w1 A---Aws allora € immediato osservare che H € contenuto nel sottospazio generato
da wq,...,ws. O

Osserviamo che, fissata una base di V, 'applicazione lineare _w si rappresenta con

una matrice di ordine n X < 1) i cui coefficienti sono coordinate Pliickeriane di w e,

per il Lemma il chiuso G(s, V) & il luogo di zeri dei determinanti minori di ordine
(s4+1)x(s+1).

Vogliamo adesso mostrare che il chiuso G(s, V') € intersezione di <s _T_ 1> (s " 1> qua-
driche, le cui equazioni sono dette relazioni quadratiche di Pliicker (cfr. [Harr1992],
[GHI978], [KL1972]). Esistono vari modi di dimostrare cid; noi seguiremo un approc-
cio che permettera di estendere facilmente le relazioni quadratiche anche alla cosiddetta
Grassmanniana semi-infinita (Esercizio [11.23)).

Ricordiamo come ¢ definita la bigezione naturale Hom(V, V) = V @ VV: fissata una
base e1,...,e, di V, essa determina la base duale €, ...,¢, di VV e, in tale bigezione, un
endomorfismo ¢ € Hom(V, V) corrisponde al tensore > -, ¢(e;) ® ¢, €V Q VY.

Lemma 11.1.4. Siano V, Vi e V, spazi vettoriali di dimensione finita, a: V. — Vi e
B: VV — Va due applicazioni lineari. Denotiamo H = Ker(a), L = Ker(3) e supponiamo
che H, L siano ortogonali, cioé che (v,h) =0 per ogni v € H ed ogni h € L. Allora vale
H = L* se e solo se a®B(Idy) =0, dove Idy € Hom(V,V) =V @V denota lidentita.

Dimostrazione. Sappiamo per ipotesi che H C L*. Scegliamo una base e1,...,e, di V
tale che H sia generato da eq,...,e, e LT sia generato da e,...,e;, con h < [. Detta
€1,...,€6, € VY la base duale, ¢ sufficiente osservare che Idy =Y. e; @ ¢; e che il nucleo
di @ ® B ¢ generato dai vettori e; ® €; con i < h oppure j > [. a

Sia w € A\° V' —{0} un vettore fissato e si considerino le due applicazioni lineari

a: V- N\, a(v) =v Aw,

B:VY S NIV, B(8) = dow.
Denotiamo H = Ker(a), L = Ker(8), h =dimH e n — 1 = dim L.

Lemma 11.1.5. Nelle notazioni precedenti si ha:

1.HCL*.

2. L+ ¢ il piu piccolo sottospazio tale che w € \* L*.

8. Si puo scrivere w =pAq conp € /\h H.

4. Il vettore w ¢ totalmente decomponibile se e solo se H = L.

Dimostrazione. 1l Punto 1 segue immediatamente dalla formula di Leibniz

pa(vAw) +vA (paw) = (¢, v)w.
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Per definizione ¢ € L se e solo se w € \*(Ker(¢)) e quindi w € A* L*. Il Punto 3 segue
dal fatto che v A w = 0 se e solo se w = v A p per qualche p € /\Si1 V. Se w & totalmente
decomponibile si verifica che h = [ = s e quindi H = L*; viceversa, dai Punti 2 e 3
segue che h < s < [ e quindi se H = L+ allora h = s = [ e quindi w & totalmente
decomponibile. a

Proposizione 11.1.6. Fissata una base e1,...,e, € V con base duale €1,...,€,, un
vettore w € \° V¢ totalmente decomponibile se e solo se

n s+1

s—1
Y (eihw)@ (eow)=0e A\ Ve \V.

i=1

Dimostrazione. Per i lemmi precedenti, il vettore w ¢ totalmente decomponibile se e solo
se Aw @ sw(Idy) = 0. O

Travasando la Proposizione [11.1.6]in termini delle coordinate Pliickeriane otteniamo,
per ogni elemento ey ® ex della base di /\S+1 Ve /\871 V,H = {ho,...,hs11}, K =
{ka, ..., ks}, la relazione quadratica

S

7
Ry x = E (=1)"Phoy..cohi1,his1reshs * Phiska,.. ks = 0.
1=0

Veniamo infine al calcolo dello spazio tangente proiettivo nel punto di G(s,V) C
P(A° V) corrispondente ad un sottospazio vettoriale H C V di dimensione s. Per ogni
applicazione lineare f: H — V ed ogni s-upla di vettori hq,...,hs € H poniamo

falha Ao Ah)=> ha A= Ahisy A f(hi) Ahiga A+ Ahg € \ V.
=1

Sinoti che fiu(hy A--- A hg) & uguale al coefficiente di ¢ in
(he +tf(h1)) Ae-- A (hs + tf(hs))

e che risulta definita una applicazione lineare

422 Hom(H,V) — Hom(/s\H,/s\V).

Proposizione 11.1.7. Sia H C N’V il sottospazio formato da tutti i vettori f_h al
variare di f € Hom(H,V) e h e \° H 2 K. Allora il morfismo 1 induce un isomorfismo

di spazi vettoriali
v A H
Hom(H,H> :Hom </\H,/\SIJ>

e vale Ty G(s,V) = P(H).

Dimostrazione. La prima parte € un semplice conto di algebra lineare che lasciamo
per esercizio al lettore. Se F' € I(G(s,V)) allora, per ogni f € Hom(H,V), per ogni
hi,...,hs € H ed ogni t € K vale

0=F((h1 +tf(ha)) A+ A(hs +tf(hs))) = F(h+t(f sh)) + O(t?),

dove h = hy A--- A hs. Ne consegue che P(H) C Ty X e per ragioni di dimensione vale
P(H)=TyX. a
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Esercizi

11.1. Provare che in caratteristica 0 vale

(Vg A-o-Avp)a(zr A+ A zp)

= ﬁ Z (—1)° <H<Ui7za(i)>> Zo(ar1) N A Zo(h)

cEX, i=1

11.2 (Formula di Leibniz). Provare che per ogni ¢ € V¥, u € A®V ev € A°V, con
a,b > 0, vale la formula

dpa(uNv) = (pau) Ao+ (=1)u A (¢pav).

11.3. Convincersi che ogni automorfismo lineare di V' induce un automorfismo regolare

di G(s,V).
11.4. Sia H C V sottospazio e [ > 0 un intero. Provare che
2(H)={W e G(s,V) | dimg (W N H) > 1}

& lintersezione di G(s,V') con un sottospazio proiettivo di P(A° V). (Sugg.: sia e1, ..., e
una base di H e si consideri I'insieme dei vettori v € A”V tali che v A h = 0 per ogni
h c /\m—l+1 H)

11.5 (Varieta di Schubert). Sia 41 C Ay C --- C Ay C V una catena di sottospazi
vettoriali di V' di dimensioni d; = dimg A;. Supponiamo che 0 < d; < ds < --- < dg, che
d; <n — s+1 per ogni i e definiamo la varieta di Schubert

QA1 A) = {W € G(s,V) | dimg (W N A;) > i}

Notiamo che 2(Ay,...,As) dipende, a meno di automorfismi regolari di G(s,V) dalle

dimensioni d; dei sottospazi A;. Provare che 2(41,...,A;) & un chiuso irriducibile della
Grassmanniana e se ne calcoli la dimensione in funzione di dy, ..., ds.

11.6. Sianomdati m sottospazi proiettivi L1, ..., L,, C P", didimensionidy,...,d,, < n—2
e tali che Z <n ; di) < 2(n — 1). Dimostrare che esiste una retta in P” che interseca
Ly Lo

11.2 Le varieta di incidenza

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n su K. Si definisce il fibrato tautologico
lineare sulla Grassmanniana G(s, V') come

S={W,v) e G(s,V)xV |ve W}

Denotiamo inoltre con p: S — G(s,V) e q: S — V le proiezioni sui fattori. Diremo che
un morfismo ¢: X — Y di varieta algebriche & localmente un prodotto con fibra Z se
esiste un ricoprimento aperto Y = UU; ed isomorfismi h;: ¢~1(U;) — U; x Z tali che p &
localmente la composizione di h; e della proiezione sul primo fattore. I morfismi localmente
prodotto sono aperti e stabili per cambio di base.
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Lemma 11.2.1. S ¢ un chiuso di G(s,V)xV ep: S — G(s,V) é localmente un prodotto
a fibra K*.

Dimostrazione. Se pensiamo la Grassmanniana immersa in P(A® V) tramite la mappa di
Pliicker si ha che

S = {([w],v) el (;\V) xV

da cui segue che S & chiuso. Si consideri adesso una decomposizione V.= W @& H, con
W e G(s,V), siano U C G(s,V) Paperto dei sottospazi che intersecano trasversalmente
Her:S — W la composizione di ¢ e della proiezione w: V. — W. Proviamo che il

morfismo regolare p_l(U)(p—’rzU x W & un isomorfismo. Infatti basta ricordare che U ¢

isomorfo al sottospazio di Hom(W, V) delle mappe « tali che ra = Id. L’inversa di (p, )
¢ quindi data da («,v) = («, a(v)). O

vAw =0, [w] GG(S,V)}

Definiamo con G(s,P(V')) 'insieme dei sottospazi proiettivi di P(V') di dimensione
s. Esiste una ovvia identificazione G(s,P(V)) = G(s + 1,V) e si definisce il fibrato
tautologico proiettivo

Z ={(W,v) € G(s,P(V)) x P(V) | v e W}, p: Z — G(s,P(V)).

Lemma 11.2.2. Nelle notazioni precedenti, a varieta Z é liscia proiettiva irriducibile di
dimensione s + (s + 1)(dimV — s — 1) ed il morfismo p: Z — G(s,P(V)) ¢é localmente
prodotto a fibra P°.

Definizione 11.2.3. Sia X C P" wuna wvarietd proiettiva. Si definisce la varietda di
incidenza I% come il sottoinsieme di G(s,P™) formato dagli s-piani che intersecano
X.

Abbiamo gia dimostrato che I% € un sottoinsieme proprio della Grassmanniana se e
solo se s + dim(X) < n.

Proposizione 11.2.4. Siano n > s > 0 interi e X C P™ una varieta irriducibile di codi-
mensione d > s. Allora la varieta 15 degli s-piani che intersecano X é una sottovarietd
chiusa irriducibile di codimensione d — s della Grassmanniana G(s,P™).

Dimostrazione. Considerando il fibrato tautologico proiettivo sulla Grassmanniana
Z ={(W,v) € G(s,P") xP" |v e W}

notiamo che le fibre della proiezione p: Z — G(s,P™) sono isomorfe a P*, mentre le
fibre della proiezione q: Z — P™ sono isomorfe a G(s — 1,P"~1) e quindi sono varieta
proiettive irriducibili di dimensione s(n — s). In particolare ¢~ 1(X) & una sottovarieta
chiusa irriducibile di dimensione d + s(n — s). Poiché d + s < n, abbiamo dimostrato
(Proposizione che esistono s-piani che intersecano X in un insieme finito e non
vuoto di punti; ne consegue che Iy = p(¢~'(X)) & un chiuso di dimensione d + s(n — s)
e quindi di codimensione (s+1)(n—s) —d—s(n—s) =n—s —d. O

Proposizione 11.2.5. Sia T una varieta quasiproiettiva e X C P" x T un chiuso;
denotiamo con X, la fibra di X sopra il punto t € T. Allora il sottoinsieme

H={(W,t)eG(s,P") x T | W C X;}

¢ chiuso in G(s,P™) x T.
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Dimostrazione. La proiezione p: Z x T — G(s,P™) x T & localmente prodotto e quindi
aperta ed H ¢ il complementare di p(Z x T — G(s,P") x X). O

Siano g, ..., x, coordinate omogenee su P" e Sy C Kz, ..., z,] il sottospazio vetto-
riale dei polinomi omogenei di grado d; il proiettivizzato P(S4) pud essere pensato come
lo spazio delle ipersuperfici proiettive di grado d in P™. Esiste una famiglia universale di
ipersuperfici

Xq = {([F], [zo, ..., 2n]) € P(Sq) x P" | F(xy,...,xn) = 0}.

Il luogo X4 e chiaramente chiuso, lasciamo come esercizio di dimostrare che X; € una
ipersuperficie liscia irriducibile di bigrado (1, d). Possiamo applicare la Proposizione[11.2.5
alla famiglia X4y — P(S,) e otteniamo che

La(s,P") = {(W, [F]) € G(s,P") x P(Sa) | W C V(F)}

€ una varieta proiettiva.

d
Lemma 11.2.6. La varieta I4(s,P") ¢ irriducibile ed ha codimensione (8—5 > nel
prodotto G(s,P") x P(Sy).

Dimostrazione. Si consideri la proiezione p: I;(s,P") — G(s,P"), la fibra p~}(W) & com-
posta dal sistema lineare di ipersuperfici che contengono W e quindi ha codimensione
uguale alla dimensione dello spazio delle forme omogenee di grado d su W che & uguale a

d
<s + ) La irriducibilita di I4(s,P™) segue allora dal Teorema [10.6.6 O

d

Consideriamo il caso s = 1, n = 3, e consideriamo la proiezione sul secondo fattore
q: I5(1,P3) — P(S,). Dato [F] € P(Sy), la fibra ¢~ 1([F]) & l'insieme delle rette contenute
in V(F).

Teorema 11.2.7. Nelle notazioni precedenti, se d > 3, allora q(I4(1,P3)) C P(S4) ¢ un
chiuso di codimensione d — 3. Di consequenza ogni superfice di grado 3 in P? contiene
almeno una retta, mentre la generica superfice di grado d > 3 non contiene rette.

Dimostrazione. Siccome G(1,P3) ha dimensione 4 e I;(1,P3) ha codimensione d + 1, la
codimensione di q(I4(1,P3)) & >d+1—4 =d— 3 e vale = se e solo se esiste una fibra

di ¢ di dimensione 0. Preso F = zoz129 % — 2¢ si vede facilmente (esercizio) che V(F)
contiene esattamente tre rette Lo, L1, Lo, L; = {x; = 3 = 0}. O
Esercizi

11.7. Provare che p: I4(s,P™) — G(s,P") & localmente un prodotto.

11.8. Siano S e T varieta quasiproiettive, X C P*" x T e Y C P™ x S chiusi. Denotiamo
con X; (risp.: Ys) la fibra di X (risp.: Y) sopra il punto t € T (risp.: s € S). Dimostrare
che per ogni intero d 'insieme

K;={(s,t) € SxT|dim(X;NY;) > d}
¢ chiusoin S x T.

11.9. Sia C una quartica piana liscia senza iperflessi. Dimostrare che C' possiede almeno
una bitangente. (Sugg.: sia L una retta fissata, P4 lo spazio delle quartiche e By, C P4
I'insieme delle quartiche C' tali che o L e bitangente a C oppure esiste p € C tale che
vp(C, L) > 4. Provare che By, & un chiuso irriducibile di dimensione 12.)
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11.3 1l teorema delle 27 rette

In questa sezione dimostriamo, sotto 'ipotesi aggiuntiva che il campo K abbia caratteri-
stica # 2, il seguente celebre teorema.

Teorema 11.3.1 (Cayley-Salmon, 1849). Sia S C P una superficie liscia di grado 3.
Allora S contiene esattamente 27 rette, ognuna delle quali ne interseca altre 10.

Il Teorema [11.3.1] & vero anche in caratteristica 2, ma in tal caso € necessaria una
diversa (e piu difficile) dimostrazione. La dimostrazione di(11.3.1| & divisa in vari passi; il
punto di partenza ¢ il Teorema [I1.2.7] in base al quale S contiene almeno una retta.

Introduciamo alcune notazioni: sia xg,...,z3 un sistema di coordinate omogenee su

P3 e F(xo,...,23) I'equazione di S, per ipotesi F' & omogeneo di grado 3 e le derivate

parziali Y i=20,...,3 non hanno zeri comuni su S. Se H C P? & un piano si denotera
I~

con H-S la cubica piana la cui equazione & la restrizione di F' ad H. Per ogni p € S
denotiamo con T,S C P? il piano tangente proiettivo a S nel punto p, 'equazione di TS
OF
e> xi—I(p) =0.
2 ig —(p)

Lemma 11.3.2. Sia H C P un piano e p € HN S. Allora vale H = T,S se e solo se p
e un punto singolare di H-S.

Dimostrazione. In opportune coordinate omogenee tali che p = [1,0,0,0] e H = {3 = 0},
lequazione di H-S ¢ data da F(xzg,x1,22,0) ed il punto p & singolare per H-S se e solo

oF
=0,2=0,1,2. O
le(p) y b P

se

Lemma 11.3.3. La cubica H-S é ridotta per ogni piano H.

Dimostrazione. Si assuma per assurdo che H-S = 2L + M con L, M rette in H; per il
Lemma [11.3.2| vale H = T, S per ogni p € L C S. Sia H' un qualsiasi piano contenente
la retta L, si ha allora H'-S = L + C per una opportuna conica C; se ¢ € L N C, per il
Lemma [11.3.2]si ha H' = T,,S. Quindi H' = H che ¢& alquanto assurdo. O

Lemma 11.3.4. Sia Q(s,xg,21,22) un polinomio a coefficienti in un campo algebrica-

mente chiuso di caratteristica # 2, omogeneo di grado 2 nelle variabili x; e sia 0(s) il
2

determinante della matrice Hessiana ( ) Fissato un punto p = (so, [vo,v1,v2]) €

8$i8$j
Al x P2, se la conica piana di equazione Q(so, o, 1, 22) & ridotta con un punto singolare
in [vo,v1,v2], allora vale

© (s0) =0 ! ( )=0

—(s0) = se e solo se  —(sg, v, v1,v2) = 0.

s \50 g (50,10, V1, V2
Dimostrazione. (Cfr. [Shaf1972] 11.6.4]) A meno di un cambio lineare di coordinate si puo
supporre p = (0, [0,0,1]), e Q(0, xo, x1, z2) = zox1. Dunque 6(0) = 0 ed un semplice conto

mostra che @(0) =— 09 (0), mentre per la formula di Eulero, applicata a oQ si
ds*’  0s0z3 P > APP D5 |s=0’
oQ 1 9°Q
ha — 1)=- . O
* Bs (0,0.0,1) 2 0s0x3 ©0)

Si consideri adesso una retta fissata L C S e sia j il numero di rette M # L contenute
in S che intersecano L. Grazie a[I1.3.3] sappiamo che j ¢ uguale al doppio del numero di
piani H contenenti L e tali che, se H-S = L + C, la conica C ¢ singolare.
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Lemma 11.3.5. Nelle notazioni precedenti j = 10.

Dimostrazione. Fissiamo un sistema di coordinate omogenee tali che L = {zg = 21 = 0}.
In tali coordinate I'’equazione di S diventa

F = 20 A(w2,73) + 21 B(22, 73) + 25m(x2, 23) + 21n(22, 73) + T021p(72, T3) + G (0, 1),

con m,n, p forme lineari, A, B forme quadratiche e G omogeneo di grado 3. Si noti che le

derivate parziali — e —— si annullano in tutti i punti di L, dato che S ¢ liscia le due
i) T3

0
forme binarie a—(0,0,xg,xg) = A(x9,23), —(0,0,22,23) = B(x2,z3) non hanno zeri
Zo

8x1
comuni. Per ogni a = (ag,a;) € K% — 0 sia H, il piano di equazione ajrg = agz; e sia
¢a: P? — H, la proiettivita ¢q([y1, y2,ys]) = [a0y1, a1y1, y2, ys]- Si ha quindi ¢, ' (HaS) =
L+ C, dove L & la retta di equazione {y; = 0} e C, & la conica di equazione

Q = agA+ a1 B + y1(agm + ain + aparp) + y7 G(ao, a1),

con A, B (risp.: m,n,p) forme quadratiche (risp.: lineari) in ys,ys. Denotando A;; =

0%A ?B .. . . . .
e B;; = ———, il discriminante A(ag, a1) di C, € il determinante della matrice
0y; 9y, 0y; 0y,
Hessiana
920 2G(agp, ay) a2msg + aing + agaipe agms + aing + apaips
’8 S| = agms + ainz +agaips  agAzs + a1 Bas aoAss + a1 Bas
Yi9Y; agms + aing + apaips agAsz + a1 B3y agAszz + a1 B33

Si vede subito che A(ag,a1) € un polinomio omogeneo di grado 5 in ag, a;. Dato che i piani
H,, al variare di [a] € P!, sono tutti e soli i piani contenenti L, & sufficiente dimostrare che
A non ha fattori multipli. Poniamo 6(s) = A(1, s) e proviamo che ¢ non ha radici multiple,
seguira per simmetria che anche A(s, 1) non ha radici multiple. Si osservi innanzitutto che
Iipersuperfice Z C Al x P2 di equazione Q(1, s,y1,y2,y3) = 0 & liscia. Infatti, se esistesse
un punto (1,s,v1,v2,v3) € Z che annulla tutte le derivate parziali di @, siccome A e B
non hanno zeri comuni deve necessariamente essere v, 7 0, possiamo quindi restringerci
all’aperto affine y; = 1 dove Z ha equazione Q(1, s,y2,y3) = F(1,s,y2,y3) e tutto segue
dalla liscezza di S. Basta applicare adesso il Lemma [11.3.4] O

Dimostrazione (del Teorema . Abbiamo visto che esiste un piano H tale che H-S =
Ly + Ly + L3 con le L; rette contenute in S e che H = T, .S dove p;; = L; N L;. Ogni
altra retta M contenuta in .S interseca H e quindi almeno una delle rette L;, d’altra parte
se p € L; N M allora M C T,S e quindi M interseca al piti una delle rette L;. Tenendo
presente che ogni retta L; interseca altre 8 rette contenute in .S ma non in H, ne consegue
che il numero totale delle rette in S ¢ uguale a 3+ 3-8 = 3 + 24 = 27. ad

Esercizi

11.10. (caratteristica # 2) Sia S C P2 una superfice cubica liscia, L C S una retta e
P! il fascio di piani contenenti L. Provare che I'applicazione ¢r: S — P! definita da
¢r(p)=L+psepgLedrp)=T,5S sepec L &un morfismo regolare.

11.11. (caratteristica # 2) Siano L e M due rette sghembe contenute in una superfice
cubica S C P3.

1. Provare che esistono esattamente 5 rette Ry, ..., R5 contenute in S e che intersecano
Le M.



224 11 Varieta algebriche: argomenti scelti

2. Provare che I’applicazione (vedi Esercizio dr X par: S — P x P! & surgettiva,
contrae le rette Ry,..., Rs a dei punti py,...,ps ed & iniettiva su S — (R U---U R53).

3. Provare che i punti py, ..., ps sono in posizione generica, cioé ogni corrispondenza su
P! x P! di tipo (1,0), (0,1), (1,1) contiene rispettivamente al piu 1, 1,3 punti p;.

4. Descrivere in funzione dei punti pi,...,ps le curve di P! x P! che sono immagine
tramite ¢, X ¢ps delle 27 rette in S.

11.12 (Le 28 bitangenti, *x). (caratteristica # 2,3) Sia C C P? una quartica liscia
senza iperflessi e sia L una retta bitangente a C' (vedi Esercizio . Provare che esiste
un sistema di coordinate omogenee xg, 1,2 tali che le equazioni di L e C' sono rispet-
tivamente zg = 0 e x323 — 4w9g(wo, 21, 22) = 0. Consideriamo P? come il piano di P? di
equazione 3 = 0, denotiamo o = [0,0,0,1] € P3 e con 7: P3—{o} — P? la proiezione di
centro o. Sia S C P3 la cubica di equazione :rox§ + z12223 + g(x0, 1, T2). Dimostrare che
la curva C coincide con I'insieme dei valori critici della proiezione 7: S—{o} — P2. Sia
R=7"YC) C S — {o} I'insieme dei punti critici. Provare che S ¢ liscia al di fuori di R.
Sia p € R tale che q := 7(p) ¢ L e sia H C P? una retta passante per ¢. Dimostrare che
H & tangente a C' in ¢ se e solo se S-7~!(H) ¢ singolare in p e dedurre che S & una cubica
liscia (Sugg.: usare . Dimostrare che esiste una bigezione tra le rette contenute in S
e le bitangenti a C' diverse da L.

11.4 Il teorema di Bertini-Sard

Definizione 11.4.1. Sia ¢: X — Y un morfismo regolare tra varieta quasiproiettive ir-
riducibili, diremo che un punto x € X ¢ critico se il differenziale d¢(x): Tp X — Ty)Y
non € surgettiva.

Lemma 11.4.2. Sia ¢: X — Y un morfismo regolare di varietd quasiproiettive e per
ogni x € X denotiamo con V, C T, X il nucleo del differenziale di ¢ nel punto x. Allora
la funzione x — dimg V, €& semicontinua superiormente su X e, se X e liscia, allora
linsieme dei punti critici e chiuso.

Dimostrazione. Possiamo assumere X, Y affini, a meno di comporre ¢ con una immersione
chiusa di Y in uno spazio affine possiamo supporre Y = A™ ed a meno di sostituire X con
il grafico di ¢ si pud assumere che X sia un chiuso di A e che ¢ sia la proiezione sulle

ultime coordinate. Se fi,...,fr € K[z1,...,Zn,¥1,-..,Ym) € un insieme di generatori
dell’ideale I(X), un vettore v = (v1,...,Upn,W1,...,W,,) appartiene a V, se e solo se
w; = 0 per ogni ¢ e
n
OFf
Z v; J; =0, =1,...,r
8;162-
=1

La semicontinuita ¢ adesso chiara. Se X e liscia, un punto x € critico se e solo se dim V,, +
dim Ty,) > dim X. Basta adesso osservare che le funzioni x +— dimV,, z — dim Ty,
sono entrambe semicontinue superiormente. a

Teorema 11.4.3 (Bertini-Sard). Sia ¢: X — Y un morfismo regolare tra varietd
quasiproiettive irriducibili definite su un campo K algebricamente chiuso di caratteristica
0 e sia Z C X linsieme dei suoi punti critici. Allora ¢(Z) & contenuto in un chiuso
proprio di 'Y .

Prima di fornire la dimostrazione premettiamo alcune osservazioni ed un lemma.
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Osservazione 11.4.4. Sul campo dei numeri complessi, i chiusi propri di Zariski di varieta
irriducibili non hanno parte interna nella topologia euclidea (vedi Esercizio ed hanno
misurdl nulla.

In caratteristica positiva il Teorema di Bertini-Sard ¢ falso: si consideri ad esempio
un campo di caratteristica p > 0 ed il morfismo ¢: Al — Al ¢(x) = aP. Si tratta di un
morfismo bigettivo ma tutti i punti del dominio sono critici.

In alcune applicazioni pratiche si riesce a dimostrare direttamente che dim Z < dim Y,
in questo caso il Teorema [I1.4.2] ¢ banalmente vero senza ipotesi sulla caratteristica del
campo.

Se X & una varieta liscia, se il morfismo ¢ & surgettiva e se y € ¢(Z), allora la fibra
V = ¢~ 1(y) & una varieta liscia: infatti per ogni x € V vale

dimg T,V < dimg T, X —dimg 7,Y <dim X —dimY < dim, V
da cui segue che y € un punto liscio di Y e & un punto liscio di V.

Lemma 11.4.5. In caratteristica 0, se ¢: X — Y & un morfismo dominante di varietd
quasiprotettive irriducibili, allora v punti critici di ¢ sono contenuti in un chiuso proprio
di X.

Dimostrazione. Riconduciamoci con opportune semplificazioni ad un caso particolare in
cui dimostrare [1.4.5 A tal fine osserviamo che:

a) Siano U C X, V C Y aperti tali che ¢(U) C V. Se il risultato ¢ vero per la
restrizione ¢y, allora & vero anche per ¢; non ¢ quindi restrittivo assumere X e Y varieta
affini nonsingolari.

b) Se ¢ & la composizione di due morfismi dominanti a: X — Z e : Z - Y (Z ¢
necessariamente irriducibile) e se il risultato & vero per « e 3, allora ¢ vero anche per ¢.

A meno di cambiare X con il grafico di ¢ si puo assumere X C A", Y C A™ chiusi,
m < n e ¢ la proiezione sulle prime m-coordinate. Se n = m allora X =Y e non c’¢ nulla
da dimostrare; se m = n — 1 sono possibili due casi: nel primo X =Y x A! e non esistono
punti critici.

Nel secondo caso X ¢ un chiuso proprio di ¥ x Al: si ha dim X = dimY, I(Y) =
I(X)NKJzy,...,2m,] e Uinsieme dei polinomi f = 3" fi(z1,...,2,)z8, € I(X) tali che
fi € I(Y) per qualche ¢ > 0 & non vuoto; sia ¢ un tale polinomio di grado in z,, minimo

ed uguale a d > 0. Per ipotesi la caratteristica del campo ¢ 0, quindi a—g non appartiene
Tn
9g

alX)eZ=XnNnV <) ¢ un chiuso proprio di X. Ragionando come in [10.7.8] se

0xy,
x € X — Z la proiezione T, X — Ty, Y ¢ iniettiva e siccome X e Y sono varieta lisce
della stessa dimensione il differenziale ¢ anche surgettivo.

Infine se n > m+1 allora ¢ & la composizione di a e § dove a: A" — A"~ 3: A~ ! —
A™ sono le proiezioni sulle prime coordinate. Posto Z C A"~! la chiusura di a(X),
chiaramente Z C f71(Y) ed i morfismi a: X — Z e 3: Z — Y sono dominanti. Per
I'ipotesi induttiva il lemma & vero per « e 8 e quindi anche per ¢. a

Dimostrazione (Dimostrazione di . Se ¢ non e dominante non c’¢ nulla da di-
mostrare. Se ¢ ¢ dominante siano Zi, ..., Z, le componenti irriducibili di Z e poniamo
W; C X la chiusura di Z;. Per il Lemma W; & un chiuso proprio e Z; ¢ denso in
W;, dato che per ogni x € W; vale T, W; C T, X, i punti critici di ¢: W; — Y non sono
contenuti in alcun chiuso proprio e per il Lemma #(W;) & contenuto in un chiuso
proprio di Y. a

! Rimandiamo a [GHI978, pp. 27-33] per i fondamentali di teoria della misura sulle varieta
algebriche complesse.
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Corollario 11.4.6. Sia V un sistema lineare di curve piane di grado d e BS(V) C P? i
punti base di V. Se il campo ha caratteristica 0, allora esiste un aperto non vuoto U C V
i cui punti corrispondono a curve lisce suP? — BS(V).

Dimostrazione. Sia d > 0 la dimensione di V e siano Fy, ..., Fy; le equazioni di una base
di V. Le combinazioni lineari di Fp, ..., Fy sono tutte e sole le equazioni delle curve del
sistema lineare e BS(V) = V(Fo,..., Fy). Sia X C ]P’Z x P2 Dipersuperfice definita da
yoFo(wo, z1,22) + - - - + yaFy(x0, 71, 72) = 0 e ¢p: X — P? la proiezione sul primo fattore.
Se [C] € P4 2 V ¢ il punto corrispondente ad una curva C si ha ¢~1([C]) = {[C]} x C.
I punti singolari di X sono contenuti in P? x BS(V) e quindi la curva C & liscia al

di fuori dei punti base se e solo se [C] non appartiene all’immagine dei punti critici di
¢: X — (P x BS(V)) — P4 ad

Esercizi

11.13. Trovare un esempio di morfismo regolare tra varieta irriducibili tale che i punti
critici non siano un chiuso.

11.14 (Teorema di Bertini delle sezioni iperpiane). Sia X C P” una varieta proiet-
tiva liscia di dimensione positiva; provare che la generica sezione iperpiana e una varieta
liscia. Notare che questo risultato & valido in caratteristica arbitraria. (Sugg.: se X # P
si consideri Y C X x (P™)Y I'insieme delle coppie (x, H) tali che z € X N H; provare che il
luogo Z dei punti critici della proiezione Y — (P™)Y & un chiuso irriducibile di dimensione
n—1.)

11.5 Varieta duali

In questa sezione considereremo esclusivamente varieta su di un campo K algebricamente
chiuso di caratteristica 0.

Una nozione classica di geometria proiettiva e quella di inviluppo, cioe del luogo delle
intersezioni di elementi infinitamente vicini in una data famiglia di sottospazi proiettivi.
Sembra risalire a Cartesio 1'osservazione che ogni curva e I'inviluppo della famiglia delle
sue tangenti, vedi Figura [T1.]]

limgp(T,C NT,C) =p

Figura 11.1. Inviluppo delle rette tangenti ad una curva piana

Oggidi la nozione di inviluppo e stata quasi completamente soppiantata dal concetto
di varieta duale. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione N +1 e X C P(V) una
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varieta proiettiva irriducibile di dimensione n; denotiamo con X, C X l'aperto dei punti
lisci e con

Dx = {(z,[a]) € Xe x P(VY) | T, X C P(Ker(a))}.
Lemma 11.5.1. Dx ¢ un chiuso irriducibile di dimensione N — 1.
Dimostrazione. 1l fibrato tangente proiettivo
Tx. ={(z,[v]) € Xe xP(V) | [v] € T.X}
si dimostra facilmente essere chiuso; esso e infatti il luogo di zeri dei polinomi biomogenei

of
2 vi ox

K2

al variare di f € I(X). In modo del tutto simile si prova che

Z ={(,[o],[v]) € Xe x P(VY) x P(V) | [] € To X, (v,a) = 0}

& chiuso e quindi la proiezione sui primi due fattori g: Z — X, x P(VY) & un morfismo
proiettivo. Per definizione Dx ¢ I'insieme dei punti (z, [a]) tali che la fibra ¢~!(z, [a]) ha
dimensione > n ed & quindi chiuso. Ogni fibra della proiezione p;: Dx — X, € isomorfa
ad un PV—"1 ¢ quindi per Il Teorema Dx é irriducibile di dimensione N — 1. 0O

Definizione 11.5.2. Nelle notazioni precedenti, la varieta duale di X é data da
Xv = pQ(Dix) = pQ(Dm) C IP(VV)

dove pa: P(V) x P(VV) — P(VV) ¢ la proiezione sul secondo fattore e Dx ¢ la chiusura
di Dx in P(V) x P(VV).

Chiaramente XV & una varieta irriducibile di dimensione < N — 1. Il numero naturale
5(X) =N —1—dim XV si dice difetto o deficienza. Per il principio di Pliicker-Clebsch,
vale §(X) > k se e solo se per ogni x € X, ed ogni iperpiano H D T, X si ha

dim,{y € X, | T,X C H} > k.

Definizione 11.5.3. La Classe di una varieta proiettiva X é uguale al grado di XV se
XV ¢ una ipersuperfice e 0 altrimenti.

Esempio 11.5.4. Sia X C PV la curva normale razionale di grado N, cioé I'immagine della
N-esima immersione di Veronese

¢: Pt — PN, [to, t1] = [t 0 " te, .. 1]
Un iperpiano di equazione ) a;r; = 0 ¢ tangente a X in ¢([ag,a1]) se e solo se la
forma binaria 3 a;tht) ~* ha una radice multipla in [ag, a;] e quindi XV = V(A), dove
Ao, ..., ay) ¢ il discriminante. Ne consegue che la classe di X ¢ 2N — 2.

Teorema 11.5.5 (Teorema di dualita). Per ogni varieta proiettiva X C P(V) wvale
Dx = Dxv e quindi X = XVV.

Dimostrazione. Conviene lavorare con i coni affini anziché con le varieta proiettive, sia
dunque
Vx ={(z,a) € (C(Xc) = 0) x (V¥ = 0) | (o, T,C(X)) = 0}

e dimostriamo che esiste un sottoinsieme non vuoto U C Vx N Vxv che ¢ aperto in Vx.
Infatti la proiezione di U in Dx sara ancora un aperto ed essendo Dy irriducibile si avra
Dx =U C Dxv e per ragioni di dimensione Dx = Dxv. Per il Teorema di Bertini-
Sard esiste un aperto non vuoto U C Vx N py (C(XY)) tale che il differenziale della




228 11 Varieta algebriche: argomenti scelti

proiezione py: Vx — C(X) & surgettivo. Sia (z,«) € U e mostriamo che (z,a) € Vyv,
cio¢ che (x,T,C(X"Y)) = 0; preso un qualsiasi vettore tangente 8 € T,C(XV) esiste
un sollevamento (v,3) € T(; o U. Dato che U C Vx vale (v,a) = 0 e, siccome U ¢
contenuto nel fibrato tautologico {(y,7v) | (y,7) = 0}, vale (z + tv,a + t3) = O(t?) e
quindi (z, 8) = 0. O

Corollario 11.5.6. Sia C' una curva piana irriducibile di grado > 1. Allora esiste un
sottoinsieme finito S C C' tale che ogni p € C — S ¢é liscio con tangente semplice, cioé

vp(C,T,C) =2 e vg(C, T,C) < 1 per ogni g # p. (vedi Esercizio ,

Dimostrazione. Siano m1: Do = Dov — O, m: Do = Dgv — CV. Sia U C CY un
aperto tale che my: 7y H(U) — U @& bigettiva e 7,: my *(U) — C iniettiva. A meno di
restringere U possiamo supporre che nessuna retta passante per i punti singolari di C
appartenga ad U. Poniamo S come 'unione dei punti singolari di C, dei flessi di C' (che
sono finiti per 1'Esercizio e di m(Dc — U). Se p € S allora v,(C, T,C) = 2; inoltre
(p, T,C) € U e quindi se ¢ € C & un punto liscio e v,(C, T,C) > 2 allora (¢, T,C) € U e
dunque ¢ = p. a

Esercizi

11.15. Mostrare che la classe & un attributo delle varieta proiettive X C PV invariante
per proiezione generica su sottospazi P™ C PV, m > dim X.

11.16 (Varieta determinantali). Sia M (n,m) lo spazio vettoriale delle matrici n x m
a coefficienti in un campo algebricamente chiuso K. Per ogni intero positivo k& denotiamo
con My, C M(n,m) il sottoinsieme delle matrici di rango < k. Assumiamo per fissare le
idee che n < m (in caso contrario sara sufficiente trasporre) e consideriamo esclusivamente
interi 0 < k < n. E ovvio che, essendo M;, definito dall’annullarsi di tutti i minori di ordine
k + 1, M} & un chiuso affine.

1) Dimostrare che

Z={(H,A) e Gk, K")x M(n,m) |Im A C H}

¢ un chiuso irriducibile di dimensione k(n +m — k).

2) La proiezione sul secondo fattore p: Z — M (n,m) ha come immagine M}, e, se
rg(A) = h < k esiste una bigezione naturale tra p~*(4) e G(k — h, K"~ "). Dedurre
che M, & una varieta irriducibile di dimensione k(n + m — k) (e quindi di codimensione
(n— k)(m — k).

3) Sia U C My, Paperto dei punti lisci. Provare che My, — My C U. (Sugg.: U non ¢
vuoto ed esiste un’azione naturale di GL(n) x GL(m) su My.)

4) Sia A € M}, — Mj,_1 una matrice di rango k e sia B € M (n,m) tale che B(Ker(A)) =
0 oppure Im(B) C Im A. Dimostrare che A + tB € My, per ogni t € K e dedurne che

TaM, ={B € M(n,m) | B(Ker(A)) C Im(A4)}.

5) Se A € My_1, provare che Ty My = M(n,m) e dedurne che My — My_; =aperto
dei punti lisci di M.

6) L’accoppiamento di dualita (4, B) = trace(ATB) = 3", ; AijBij permette di iden-
tificare M (n,m) con il suo duale. Sia A € M (n,m) una matrice di rango k. Dimostrare
che TAMkl C M,,_. e che esiste B € M,,_;. tale che A € TBMnL_k.

7) Dedurre dal punto 6) che P(M)Y = P(M,, ).

8) Calcolare la classe delle varieta di Segre P! x pm—1 c prm—1,

11.17. Mostrare che il teorema di dualita fallisce se la caratteristica del campo & positiva.
(Sugg.: in caratteristica p > 0 si consideri una ipersuperfice proiettiva di equazione xf, =
F(l‘l, cee ,IN)>
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11.6 Esercizi complementari

11.18. Sia Y C M(n,s,K) = A*™ s < n, aperto delle matrici di rango massimo s e per
ogni A € Y sia f(A) € G(s,K™) = X il sottospazio generato dai vettori colonna di A.
Provare:

1. L’applicazione f: Y — X & regolare ed aperta.
2. f(A) = f(B) se e solo se esiste C' € GL(s,K) tale che A = BC.
3. Sia U C X aperto, allora f*: Ox(U) — Oy (f~1(U)) ¢ iniettiva ed ha come immagine

Oy (f7H(U)) 1) =
={9€ Ov(f71(U)) | 9(AC) = g(A) per ogni (4,C) € [~}(U) x GL(s,K)}.

11.19. Siano V uno spazio vettoriale e H C V un sottospazio di dimensione [. Provare
che il morfismo naturale G(s — [, V/H) — G(s,V) & regolare.

11.20. In alcuni testi scolastici si trova la seguente definizione: dati due punti distinti
(2,9,2), (',y,2") di una retta L C A3, si dicono coordinate Pliickeriane di L i sei
numeri:

O‘lz-rlfxa O‘QZy/*ya 053:2/727

m=yz-2y, p=Zr-az p=2y-—yu
Conciliare questa definizione con quella data nella Sezione [11.1

11.21. (caratteristica # 2) Provare che i vettori isotropi dell’applicazione quadratica
A’V = A*V, v v Awv, sono tutti e soli i vettori totalmente decomponibili di A® V.

11.22. Sia X C G(s,P") x G(r,P™) I'insieme delle coppie (V, W) tali che dimg VNW > h.
Provare che X ¢ un chiuso irriducibile e se ne calcoli la dimensione.

11.23 (Grassmanniane semi-infinite). Sia V' = €, Ke; uno spazio vettoriale di di-
mensione numerabile sul campo K con base fissata {e; | i € Z} e siano z;: V — K,
per i € Z, gli operatori lineari tali che z;(e;) = ¢d;;. Per ogni intero n denotiamo con
Vo =@,>,,Ke; C V. PerognideZ ed ognin > |d| esiste un diagramma commutativo

G<n+d,v‘"> < G<n+d+1, V‘;”‘l)

Vn n+1
P P
nt+d Ven'\ [Aen) ntd+1 Ven—1
P +d V—n P V—n-1
o R (i o

dove le frecce verticali sono le immersioni di Pliicker ed ¢ € la ovvia inclusione di
Grassmanniane. Passando al limite diretto si ottiene

F+d n+d

G (5 +av)=tmG (n+a 72) L AV :—P<h;nA Vv”)

n

Provare che:

1. P & iniettiva.

2.V_qaeG(F+4dV).

3.G (% +d, V) € in bigezione naturale con l'insieme dei sottospazi vettoriali H C V
tali che V_,, C H C V,, e dimg H/V,, =n+d per n >> 0.
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4. /\7+d V ¢ lo spazio vettoriale che ha come base I'insieme dei “prodotti esterni semi-
infiniti”

{eig Neiy No--Nejy Ao+ | iy <ipt1 € i, =n—d per n>>0}.
Definire in modo sensato gli operatori

= 4d 2 4d+1 L 2 4d-1

ein: ANV—> AN V. o ANV AV

e provare che I'immagine di P ¢ il proiettivizzato dell’insieme dei vettori w € /\%er |4

tali che
Z(ei Aw) ® (x;ow) = 0.
i€Z.

11.24. (caratteristica # 2,3) Verificare, anche con l'ausilio del calcolatore, che i 10
determinanti minori distinti di ordine 3 della matrice simmetrica

TYzZT
yryz
zyxy
zzyl

formano una base dello spazio vettoriale dei polinomi omogenei di grado 3 nelle variabili
x,y, z. (Ricchi premi a chi trova una dimostrazione semplice ed elegante di questo fatto:
nel caso scrivetemi)

11.25 (Hesse, 1853, xx). In questo lungo esercizio esaminiamo un diverso approccio
8
alle 28 bitangenti alla quartica generica piana che mette in risalto il fatto che 28 = < 2)

anziché 28 = 27 4 1. Si lavora su di un campo algebricamente chiuso di caratteristica
#2,3. Sia V 22 P2 una rete generica di quadriche di P? e denotiamo con C' C V il luogo
discriminante delle quadriche singolari. Provare:

a) V non contiene quadriche riducibili. (Sugg.: lo spazio delle quadriche di P* ha dimen-
sione 9 mentre quello delle quadriche formate da due piani ha dimensione 6.)

b) Si assuma come evidente che V ha esattamente 8 punti base pi,...,ps e che in ogni
punto p; non esistano vettori non nulli tangenti ad ogni quadrica della rete; provare che
qualsivoglia quattro dei punti pi,...,ps non sono contenuti in alcun piano e quindi, a
maggior ragione, qualsivoglia tre non sono allineati.

c¢) Mostrare che ogni quadrica irriducibile singolare & un cono quadrico, cio il cono pro-
iettivo di una conica piana liscia.

d) Sia Q € V un cono quadrico e L C V una retta passante per ). Provare che L &
tangente a C in @ se e solo se il vertice di () ¢ un punto base del fascio di quadriche
L. Dedurre che C ¢ liscia e che, dati due coni quadrici Q1,Q2 € V, la retta Q1 + Q2 ¢
bitangente a C se e solo se il vertice di ()1 appartiene a Q2 e viceversa.

e) Dimostrare che la generica quartica piana si ottiene come discriminante di una generica
rete di quadriche; in particolare C' non contiene iperflessi (Sugg.: interpretare la matrice
dell’Esercizio come una rete di quadriche e provare la surgettivita del differenziale).
f) Sia L;; C V l'insieme delle quadriche di V' contenenti la retta p; + p;; provare che L;;
¢ una retta bitangente a C' e che L;; = Ly, se e solo se p; + pj = pp + pr. (Sugg.: & facile
dimostrare che L;; € una retta, sia @) € L;; cono quadrico, necessariamente il vertice di
@ ¢ contenuto in p; + p; e quindi nel luogo base del fascio L;;.)

g) Viceversa sia L C V una retta bitangente a C in Q1, Q2, e H C P3 la retta contenente i
vertici di @1 e Q2; provare che H ¢ contenuta nel luogo base di L e che quindi H = p; +p;
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per qualche coppia i, j.
8
h) Utilizzare i punti f) e g) per dedurre che C' contiene esattamente (2> = 28 bitangenti.

Osservazione 11.6.1. Gli esercizi [1.12] e [[1.25 non descrivono il metodo classico di deter-
minazione del numero delle bitangenti ad una quartica liscia. Il metodo piu frequentemente
usato (in caratteristica 0) & descritto in [Walk1950) p.154] e fa uso del teorema di dualita
e delle formule di Pliicker.

11.26 (). (caratteristica # 2,3) Siano Q1,Q2 C P? coni quadrici tali che il vertice
dell'uno sia contenuto nell’altro e tali che la generica quadrica del fascio generato da
Q1, Q> sia nonsingolare. Provare che esistono coordinate omogenee su P3 nelle quali le
equazioni di Q1 e Q2 sono rispettivamente zory = 27, 2123 = x3. In particolare Q1 N Q2
¢ 'unione di una retta e della curva razionale proiettivamente normale di grado 3. (Sugg.:
siano vy, v 1 vertici di Q1,Q2, provare per prima cosa che vy # vs e che per un piano
generico H C P2 le coniche Q; N H e Q3 N H sono lisce e si intersecano in quattro punti
distinti pg = H N (v1 + v2), p1,p2,p3. Fissato un piano H come sopra ed una radice
terza di —1 &, si pud prendere un sistema di coordinate omogenee tali che v; = [0,0,0, 1],
ve = [1,0,0,0], p1 = [1,—1,1,—1], po = [1,£,€2,—1], p3 = [1,£2, —&, —1]; scrivere adesso
le possibili equazioni dei due coni e giocare con cambi di coordinate dei seguenti tre tipi:

1. Ty = T2, T > —T1,
2. 29 — Tg — axr1 — bxa,
3. x3 — x3 — cx1 — dxa,

fino a quando non si arriva alle equazioni cercate.)

11.27. (caratteristica 0) Sia S C P3 una superfice cubica liscia e H C P? un piano tale
che la cubica piana C' = H-S sia liscia. Sia 0 € C un flesso e si consideri la legge di gruppo
di C avente o come elemento neutro. Provare che la somma dei 27 punti di intersezione
di C' con le 27 rette in .S & uguale a o.

11.28 (x). Sia f € K[z1,...,z,] un polinomio omogeneo non nullo di grado d > 2n — 3.
Provare che esiste g € K[x1,...,2,] di grado < d tale che I'ipersuperfice affine V(f — g)
contiene al pitt un numero finito di rette. (Sugg.: sia V- C K[z1, ..., z,] lo spazio vettoriale
dei polinomi di grado < d e, per ogni ¢ = 1,...,n sia Y; C V il sottoinsieme dei g tali
che V(f — g) contiene infinite rette di equazione x; = ajx; + b;, j # i. Provare che Y; &
costruibile e contenuto in un chiuso proprio.)

11.29 (x). Sia U C P Taperto delle ipersuperfici cubiche lisce di P e sia X C U x
G(1,P3) linsieme delle coppie (9, L) tali che L C S. Provare che X & una varieta liscia e
che la proiezione X — U ha il differenziale bigettivo in ogni punto. (Sugg.: sia L = {zg =
x3 =0} e S = {x2F5 + x3F3 = 0}. Mostrare che S non ha punti singolari in L se e solo
se ogni polinomio G € K[z, z1] omogeneo di terzo grado appartiene all’ideale generato
da FQ(Q?(), T, 0, 0) e Fg(!L‘o, T, 0, O))

11.30. Sia K algebricamente chiuso di caratteristica # 3. Provare che la cubica piana
{x} + 23 + 23 = 0} & liscia e possiede esattamente nove flessi, ottenuti intersecando con
la cubica {zgxi1x2 = 0}. Trovare le rette contenute nella superfice cubica di equazione
{2} + 23 + 23 + 22 = 0} e verificare che sono 27 anche in caratteristica 2.

11.31. (caratteristica 0) Sia V un sistema lineare di curve piane di grado d. Dimostrare
che l'insieme delle curve di V' che hanno al pitt nodi come singolarita ¢ un aperto di
Zariski.
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11.32. (caratteristica 0) Sia F € K[zo,...,z,] un polinomio omogeneo irriducibile di
grado > 2. Provare che se V(F) C P" ¢ una ipersuperfice liscia, allora il determinante
Hessiano H(F) = |0?F/dx;0x;| non & identicamente nullo.

Osservazione 11.6.2. quasi ovvio che, se a meno di un cambio lineare di coordinate,
un polinomio omogeneo irriducibile F' € K|[zy,...,2,] non dipende da z, allora il suo
determinante Hessiano e identicamente nullo. La validita del viceversa rappresenta una
vecchia congettura di Hesse che si € dimostrata vera per n < 3 e falsa per n > 4: il piu
semplice controesempio ¢ dato da un polinomio irriducibile F' € K|z, ..., x4] tale che
V(F) C P* & una proiezione generica della varieta di Segre P? x P! C P,

11.33. Sia X C P™ una varieta irriducibile non degenere (cio¢ non contenuta in alcun
iperpiano) e sia C C (P")Y una curva irriducibile. Provare che se per ogni x € X,
l'iperpiano z" interseca C' in un unico punto, allora C & una retta oppure C C XV.

11.34. Siano 0 < d < n interi fissati e denotiamo con X4, C M(n,n) il sottoinsieme
delle matrici il cui polinomio minimo ha grado al piu d.

1. Provare che X ,, € un chiuso affine.
2. Provare che X,,_1, ¢ irriducibile e se ne calcoli la dimensione (Sugg.: A € X,,_1,, se
e solo se A — tI ha rango < n — 2 per qualche t € K).
3. Mostrare che il numero di componenti irriducibili di Xg,,, non & inferiore al coefficiente
di "¢ nello sviluppo in serie di
H 1
T

=1

Dedurre che X4, ¢ irriducibile se e solo se d = 0,1,n — 1,n. (Sugg.: considerare per
ogni multindice (i1,...,14) di peso n — d il sottoinsieme delle matrici il cui polinomio
caratteristico ha la forma (t — ay)it1(t — ap)latia-1tl...(t — gg)lat+iatl)

11.35. Siano V C X C K ¥ due chiusi affini, con V sottospazio vettoriale di dimensione k
e sia x € V un punto tale che dim, X = dim 7, X = n—+ k. Provare che per ogni iperpiano
H c K¥ contenente T, X vale

dim{y e V|Tu,X CH} >k —n.
Dedurre che, se per una varietd proiettiva X ¢ PV di dimensione n + k I’insieme

U= |J H  HeGEPY)
HCX

¢ denso in X, allora dim XY < N —14+n —k.
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Tutte le varieta algebriche saranno considerate su di un campo algebricamente chiuso
fissato K. Campi generici saranno denotati con le lettere K, F, L, E ecc. e, salvo avviso
contrario, saranno supposti infiniti.

Obiettivo di questo capitolo € definire e studiare alcune classi interessanti di morfismi
di varieta quasiproiettive. Nel Capitolo [L0| abbiamo gia incontrato la classe dei morfismi
proiettivi, la cui importanza e risultata chiara dagli esempi visti. Qui introdurremo altre
sottoclassi di morfismi regolari. Morfismi affini, finiti, quasifiniti, genericamente finiti,
birazionali ecc. entreranno a far parte del bestiario. Fermo restando che sono gli esempi
concreti a stabilire quali aggregati di morfismi sono interessanti e quali no, si puo dire che,
di norma, ogni famiglia “interessante” contiene gli isomorfismi, & chiusa per composizione
e possiede la proprieta locale. Quello che intendiamo per proprieta locale lo spiegheremo
nella Sezione [12.11

12.1 Classi di morfismi e proprieta locale

Chiameremo classe di morfismi di varieta quasiproiettive una qualsiasi famiglia € di mor-
fismi regolari di varieta quasiproiettive che contiene tutti gli isomorfismi ed e chiusa
per composizione con isomorfismi: cio significa che per ogni diagramma commutativo di
morfismi regolari di varieta quasiproiettive

WX
K
z Ly
con « e 3 isomorfismi, vale f € € se e soltanto se g € €. Ad esempio, ¢ una classe la

famiglia di tutti i morfismi regolari iniettivi tra varieta quasiproiettive.

Definizione 12.1.1. Diremo che una classe C di morfismi regolari di varieta quasipro-

TP . . . . f g .
tettive € chiusa per composizione se dati due morfismi X —Y =7 in C, anche la loro
composizione appartiene a C.

Definizione 12.1.2. Diremo che una classe C di morfismi regolari di varieta quasipro-
iettive ha la proprieta locale quando accade che:

1.8e f: X =Y e un morfismo in C e U CY ¢ un aperto, allora anche la restrizione
f: f~YU) — U appartiene a C.
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2.8 f: X — Y ¢ un morfismo regolare di varieta quasiproiettive e Y = UU; € un
ricoprimento aperto tale che f: f~Y(U;) — U; appartiene a C per ogni i, allora anche
f: X =Y appartiene a C.

Ad esempio, sono chiuse per composizione e possiedono la proprieta locale le seguenti
classi di morfismi:

—_

. I morfismi iniettivi ed i morfismi surgettivi.
. I morfismi chiusi ed i morfismi aperti.

. I morfismi proiettivi.

. I morfismi dominanti.

. Gli isomorfismi.

. I morfismi non ramificati (vedi Definizione [12.1.3).

Ricordiamo (Definizione [10.3.11]) che un morfismo si dice dominante se ha immagine
densa nel codominio.

S U W N

Definizione 12.1.3. Un morfismo regolare ¢: X — Y tra varieta quasiproiettive si dice
ramificato in un punto v € X se il differenziale dp: T, X — Ty)Y non ¢ iniettivo; in
tal caso x ¢ detto punto di ramificazione e ¢(x) punto di diramazione. Un morfismo é
non ramificato se non possiede punti di ramificazione.

Osserviamo che, per il Lemma [T1.4.2] 'insieme dei punti di ramificazione ¢ un chiuso.

Se € & una classe di morfismi e Y & una varieta quasiproiettiva, denotiamo con C(Y") C
C la sottofamiglia dei morfismi della classe che hanno Y per codominio. Notiamo che,
data una classe C, le famiglie C(Y") hanno le seguenti proprieta:

Property 12.1.4. L’identita su Y appartiene a C(Y) e per ogni diagramma commutativo
di morfismi regolari di varieta quasiproiettive

w2 X

ol

z Ly
con « e 3 isomorfismi, vale f € C(Y) se e soltanto se g € C(Z).

Viceversa, dare una classe di morfismi € equivale a dare, per ogni varieta quasi-
proiettiva Y una famiglia C(Y) contenente 'identita e tale che la Proprieta sia
soddisfatta.

Dato che ogni varieta possiede una base di aperti affini, ogni classe € di morfismi con
la proprieta locale ¢ determinata dei morfismi della classe che hanno come codominio
varieta affini.

Lemma 12.1.5. Sia data per ogni varieta affine Y una sottofamiglia C(Y') dei morfismi
regolari di varieta quasiproiettive che hanno come codominio Y e che soddisfa la Pro-
prieta [12.1.7) ogniqualvolta Y e Z sono varieta affini. Definiamo C come la famiglia dei
morfismi regolari di varieta proiettive f: X — Y per i quali esiste un ricoprimento affine
Y = UY; tale che la restrizione f: f=2(Y;) — Y; appartiene a C(Y;) per ogni i. Allora C
¢ una classe e C(Y) C C(Y) per ogni varieta affine Y.

Dimostrazione. Banale. O

Diremo che le famiglie C(Y), per Y affine, generano la classe € se C si costruisce come

nel Lemma [[2.1.5
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Proposizione 12.1.6. Sia data per ogni varieta affine Y una sottofamiglia C(Y) dei
morfismi regolari di varietd quasiproiettive che hanno come codominio Y e supponiamo
che la Proprieta sia soddisfatta ogniqualvolta Y e Z sono varieta affini. Se ¢ €
C(Y) eU CY ¢ un aperto affine, scriveremo ¢ € C(U) se la restrizione ¢: ¢~ *(U) — U
appartiene a C(U). Allora la classe C, definita come nel Lemma ha la proprieta
locale se e solo se per ogni varieta affine Y le sequenti condizioni sono soddisfatte:

1. Se ¢: X =Y appartiene a C(Y), allora per ogni f € K[Y] vale ¢ € C(Yy).
2.8e¢: X =Y éregolare, Y = U;Yy, per opportuni f; € K[Y] e ¢ € C(Yy,) per ogni i,
allora anche ¢ € C(Y).

Inoltre, se tali condizioni sono soddisfatte vale C(Y) = C(Y') per ogni varieta affine Y.

Dimostrazione. Sia ¢: X — Y un morfismo regolare di varietd quasiproiettive. Siano
V Cc U C Y aperti affini; assumiamo che ¢ € C(U) e mostriamo che ¢ € C(V). Siano
fi,..., fn € K[U] tali che V' = U;Uy,; per il punto 1) ¢ € C(Uy,) per ogni i. Dato che
K[U] c K[V], si ha Uy, = V}, e dal punto 2) segue che ¢ € C(V). Sia V C Y un aperto
affine e sia V' = U;U; un ricoprimento affine tale che ¢ € C(U;) per ogni i. Possiamo
trovare un ricoprimento affine V' = U; V7, tale che ogni V, ¢ contenuto in qualche U;. Per
il punto 2) ¢ € C(V). Se A C Y & un aperto, scegliamo un ricoprimento affine A = U,;U;,
e stabiliamo che ¢: ¢~1(A) — A appartiene alla classe € se e solo se ¢ € C(U;) per ogni
i. Se A = U;V; € un altro ricoprimento affine, possiamo trovare un raffinamento in aperti
affini A = Uy W, tale che Wy, € U; NV per ogni 4, j, k; questo prova che la classe
C & ben definita e che la definizione di € coincide con quella data nel Lemma Se
A = U;A; e un ricoprimento aperto, basta considerare, per ogni 4, un ricoprimento di A;
fatto con aperti affini per mostrare che la classe € ha la proprieta locale. a

12.2 Morfismi affini e finiti

Definizione 12.2.1. Siano Y wuna varieta affine e X una varieta quasiproiettiva. Un
morfismo ¢: X — Y si dice:

1. affine: se X ¢ affine.

2. finito sull’immagine: se X ¢é affine e K[X] ¢ finitamente generato come K[Y]-
modulo.

3. finito: se é surgettivo e finito sull’immagine.

Il nostro prossimo obiettivo & quello di dimostrare che le classi di morfismi affini,
finiti sull'immagine e finiti con codominio affine generano classi di morfismi chiuse per
composizione e con la proprieta locale.

Lemma 12.2.2. Sia A — B un omomorfismo di anelli e siano f1,...,f, € A tali che
1€ (f1,..., fn). Allora B ¢ finitamente generato come A-algebra (risp.: come A-modulo)
se e solo se per ogni ¢ = 1,...,n, l'anello By, é finitamente generato come Ay, -algebra

risp.: come A -modulo).
fi

Dimostrazione. Se by,...,bs generano B come A-algebra (risp.: come A-modulo), allora
bi,...,bs generano By, come Ay, -algebra (risp.: come Ay,-modulo).

Viceversa, se ogni By, ¢ una Ay, -algebra finitamente generata, possiamo trovare un
sottoinsieme finito {b;;} C B, tale che, per ogni i, By, ¢ generato da b;1, b;2, . ... Dunque
per ogni b € B esistono interi mq, ..., m, e relazioni

£ = ainpin(bia, bz, . ) =0, ain € Ay Pin € Llz1, 22, .. ).
h
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Aumentando eventualmente m; in modo tale che a;, = f/"'G;n € A per ogni i,h, le
relazioni precedenti diventano

0= ainpin(biasbio, ), ain €A, pin € Zlwy,xa,. . .
h

Se >, 9if{"" =1 ¢ una partizione di 1, si ha
b= gif"b="" giainpin(bin,biz,...)
i ih

e quindi i b;; generano B come A-algebra. Se ogni By, ¢ un Ay-modulo finitamente
generato, si ripete la dimostrazione considerando i polinomi p; ;, omogenei di grado 1. 0O

Lemma 12.2.3. Sia X una varieta quasiproiettiva, f € Ox(X). Allora il morfismo na-
turale o: Ox(X)y — Ox(Xy) = Ox,(Xy) ¢ un isomorfismo (per definizione Xy = {x €
X[ f(z) #0}).

Dimostrazione. Proviamo prima che « & iniettivo. Se g/ f™ € nullo in Xy allora la funzione
g € Ox(X) si annulla su tutti i punti di Xy e quindi ¢gf si annulla identicamente su X
e g/f"=gf/f*! = 0. Mostriamo adesso la surgettivita. Sia g una funzione regolare su
X¢. Dato che X e ricoperto da un numero finito di aperti affini basta dimostrare che per
ogni aperto affine U C X esiste un intero n > 0 tale che la funzione

0 se f(£) =0
gf"(x) se f(z) #0

& regolare su U. Se f e identicamente nulla su U ’asserzione & ovvia, altrimenti, siccome
f @ regolare su U si ha Xy NU = Uy e quindi la restrizione di g a U ha la forma h/f"*
per qualche h € K[U], n > 0. O

h(z) =

Teorema 12.2.4. Le classi dei morfismi affini, finiti sull’immagine e finiti soddisfano le
condizioni della Proposizione e quindi generano classi con la proprieta locale.

Dimostrazione. Poiché la surgettivita e chiaramente una proprieta locale, basta dimostra-
re che le classi dei morfismi affini e finiti sull'immagine soddisfano le due condizioni della
Proposizione Se ¢: X — Y & un morfismo di varieta affini, allora per ogni f € K[Y]
si ha ¢71(Y) = Xy4+¢ che ¢ affine. Inoltre se K[X] & finitamente generato come K [Y]
modulo, allora K [X4- ] = K[X]g-¢ € finitamente generato come K [Y;] = K[Y]s-modulo.
Sia Y affine e Y = U;Y7, € un ricoprimento affine, a meno di passare ad un sottoricopri-
mento finito possiamo supporre ¥ = Yy, U---U Y}, e quindi per il teorema degli zeri si
ha 1 € (f1,...,fn)- Se ogni aperto Xy-y, ¢ affine, allora K [X4«,] = Ox(X)g-y, € per
il Lemma la K [Y]-algebra Ox(X) ¢ finitamente generata, diciamo da g1, ..., gm.

Consideriamo il morfismo regolare
a= (g1, -, 9m): X = Z CY x A™,
dove Z ¢ il chiuso definito dal nucleo di
K[Y][z1,...,zm] = Ox(X), Ti > gi.

La varieta Z ¢ affine e K[Z] = Ox(X), quindi per ogni indice i vale K[Zf] =
Ox(X)gf, = Ox(Xg+5,) ed il morfismo « induce un isomorfismo Xy-f, = Zy,.

Siccome o commuta con ¢ e con la proiezione su Y, si dimostra facilmente che & iniettivo.
Dunque « ¢ bigettiva ed un isomorfismo locale e quindi ¢ un isomorfismo. Per il Lem-
ma se ogni K [Xg-7,] @ un K [Y},]-modulo finitamente generato allora anche K[X]
¢ un K [Y]-modulo finitamente generato. O
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Definizione 12.2.5. Un morfismo ¢: X — Y tra varieta quasiproiettive si dice:

1. affine: se p~1(U) ¢ affine per ogni aperto affine U C Y.

2. finito sull’immagine: se ¢é affine e se per ogni aperto affine U C Y, [l'anello
K[p~Y(U)] ¢ finitamente generato come K [U]-modulo.

3. finito: se é surgettivo e finito sull’immagine.

Segue dal Teorema che le Definizioni e sono compatibili, cioe
definiscono, per Y affine le stesse classi di morfismi

La Definizione [12.2.5|individua tre classi di morfismi che contengono l'identita e sono
chiuse per composizione. L’unico fatto non banale richiesto ¢ il seguente: se A — B — C
sono morfismi di anelli, B ¢ finitamente generato come A-modulo, e C' ¢ finitamente gene-
rato come B-modulo allora C' ¢ finitamente generato come A-modulo. Infatti se by,...,b,
generano B su A e c1,...,cp generano C su B allora gli nm prodotti bic; generano C'
come A-modulo.

Lemma 12.2.6. Siano Y una varieta affine e X CY x A™ un chiuso. Allora K[X] é un
K [Y]-modulo finitamente generato se e solo se X & chiuso in' Y x P™.

Dimostrazione. Siano ug, . .., u, coordinate omogenee su P" tali che A™ corrisponda all’a-
perto ug # 0 e denotiamo con z; = u;/ug le coordinate affini su A”. Come K [Y]-algebra,
K [X] ¢ generato dalle funzioni z;; per ogni s > 0 denotiamo con M, C K[X] il K[Y]-

sottomodulo generato dai monomi di grado < s in x1,...,z,. Se K[X] ¢ finitamente
generato come K [Y]-modulo, allora esiste un intero s > 0 tale che Ms_; = M e quindi
per ogni ¢ = 1,...,n esiste un polinomio P; € K[Y][z1,...,x,] di grado < s tale che
8 = Pi(x1,...,25) in K[X]. Se Z CY x P™ ¢ il chiuso definito dalle equazioni
uf:ugpi(ul,...,un), 1=1,...,n,
Uo Uo

allora Z N{up =0} =0 e Z & contenuto in Y x A". Dunque X & chiuso in Z che a sua
volta ¢ chiuso in ¥ x IP".

Viceversa, assumiamo X chiuso in Y x P" e sia I C K[Y][ug,...,uy,] l'ideale delle
forme omogenee nulle su X. Dato che X N{up = 0} = 0, per il teorema degli zeri esiste
s > 0 tale che uf € I + (ug) per ogni ¢ = 1,...,n. Dunque esistono polinomi omogenei
P, € K[Y][ug, - .., uy] di grado s — 1 tali che uf —ugP; € I per ogni i. Disomogeneizzando
si ha zf = Pi(z1,...,2,) in K[X] ed un semplice argomento induttivo mostra che M, =
My,—1 per ogni h > ns. Quindi K[X] = UM, = M,s_; ¢ finitamente generato come
K [Y]-modulo. O

Un altra classe di morfismi aventi la proprieta locale & quella dei morfismi quasifiniti.

Definizione 12.2.7. Un morfismo di varieta quasiproiettive ¢: X — Y si dice quasifi-
nito se per ogni y € Y la fibra ¢~ (y) ha cardinalita finita.

Teorema 12.2.8. Per un morfismo di varieta quasiproiettive ¢: X — Y le sequenti
condizioni sono equivalenti:

1. ¢ ¢ finito sull’immagine.
2. ¢ é affine e proiettivo.
3. ¢ ¢ quasifinito e proiettivo.

Dimostrazione. [1 = 2|. Possiamo supporre X e Y affini; a meno di sostituire X con il
grafico di ¢ non é restrittivo assumere X C Y x A" e ¢ indotta dalla proiezione. Per il
Lemma [12.2.6| X & chiuso in P e quindi ¢ & proiettivo.
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[2 = 3] Ogni fibra di ¢ & una varieta che ¢ contemporaneamente affine e proiettiva e
quindi ogni sua componente irriducibile deve necessariamente essere un punto.

[3=1] Siay € Y. A meno di restringere Y ad un intorno affine di y, non & restrittivo
assumere X C Y x P" chiuso e ¢ indotta dalla proiezione sul primo fattore. Sia X, =
¢~ 1(y) la fibra su y e siano wuy, ..., u, coordinate omogenee su P" tali che Xy N{ug =
0} = 0. A meno di restringere Y ad un intorno ancora pitt piccolo di y, possiamo assumere
X N{up =0} =0 e quindi X chiuso in Y x A™. Per il Lemma K [X] ¢ finitamente
generato come K [Y]-modulo. O

Corollario 12.2.9. Ogni morfismo finito sull’immagine é chiuso. In particolare un mor-
fismo € finito se e solo se é finito sull’immagine e dominante.

Dimostrazione. I morfismi proiettivi sono chiusi. a

Siamo adesso in grado di enunciare e dimostrare il teorema di invertibilita locale.

Teorema 12.2.10. Sia ¢: X — Y un morfismo finito e bigettivo di varieta quasipro-
iettive, e sia x € X wun punto di non ramificazione. Allora esiste un intorno aperto
é(y) € U C Y tale che ¢: ¢~ (U) — U & un isomorfismo. In particolare un morfi-
smo regolare di varieta quasiproiettive € un isomorfismo se e solo se é finito, bigettivo e
non ramificato.

Dimostrazione. Non & restrittivo supporre X,Y affini; denotiamo y = ¢(z) e con m C
K[Y], n C K[X] gli ideali massimali delle funzioni regolari nulle in y e x rispettivamente.
Siccome ¢ € surgettivo ¢*: K[Y] — K[X] ¢ iniettivo e possiamo identificare K [Y] con un
sottoanello di K [X]. Per ipotesi ¢ & finito, quindi K [X] & finitamente generato come K [Y]-
modulo. Inoltre ¢, essendo chiuso, continuo e bigettivo, € un omeomorfismo. L’ipotesi che
z non sia un punto di ramificazione equivale a dire che I'applicazione

m n

m?  n?
¢ surgettiva, ovvero che mK [X] + n? = n. Per il lemma di Nakayama esiste f € n
tale che (1 — f)n = mK[X]. A meno di restringere ¥ ad un aperto affine contenente y
e contenuto in ¢(X;_ ) possiamo supporre 1 — f invertibile in X e quindi mK[X] = n.
Chiaramente K [Y]+n = K [X], quindi K [Y]+mK [X] = K [X] e per il lemma di Nakayama
esiste g € m tale che (1—¢)K[X] = K[Y]. A meno di sostituire Y con 'aperto affine Y;_,
possiamo supporre 1 — g invertibile e quindi K[X] =K [Y]. O

Definizione 12.2.11. Un morfismo di varieta quasiproiettive ¢p: X — Y si dice generi-
camente finito se esiste un aperto denso U C Y tale che la restrizione ¢: ¢~ (U) — U
e un morfismo finito.

Esercizi

12.1. Dimostrare che un morfismo di varieta affini X — Y ¢ finito se e solo se il morfismo
K[Y] — K[X] ¢ iniettivo e K[X] & finitamente generato come K [Y]-modulo.

12.2. Sia X C A® l'unione dei tre assi coordinati e Y = {xy(z — y) = 0} C A% Mostrare
che il morfismo
o: X =Y,  oxy2)=(r+2y+z2)

e finito, bigettivo e ramificato in 0.

12.3. Siano X = A'—{1} e Y C A? la curva di equazione y* = 2%(x + 1). Mostrare che il
morfismo ¢: X — Y, ¢(t) = (t2 — 1, — t), & bigettivo e non ramificato ma non & finito.



12.3 Funzioni razionali 239

12.4. In caratteristica 0 si consideri una ipersuperfice proiettiva X C P" di equazione
xd = F(z1,...,2,) esiam: X — P! la proiezione di centro [1,0,...,0]. Dimostrare che
m ¢ un morfismo finito e determinare il luoghi di ramificazione e diramazione.

12.5. Dimostrare che:

1. Ogni morfismo quasifinito dominante & genericamente finito.

2. La classe dei morfismi genericamente finiti € chiusa per composizione e ha la proprieta
locale.

3. Ogni morfismo dominante tra varieta irriducibili della stessa dimensione ¢ generica-
mente finito.

12.6. Sia X C P™ una varieta proiettiva e sia 7: X — P"~! la proiezione di centro o ¢ X.
Dimostrare che 7 € un morfismo finito sull’immagine.

12.3 Funzioni razionali

La definizione degli anelli locali Oz x data nella Sezione per le varieta affini si estende
senza variazioni sostanziali alle varieta quasiproiettive; in particolare se X € una varieta
quasiproiettiva irriducibile, il campo K (X) delle funzioni razionali su X si definisce come
I'insieme delle classi di equivalenza di coppie (U, f), con U C X aperto non vuoto e
f € Ox(U), e dove (U, f) ~ (V,g) se e solo se f e g coincidono su U N V. Si noti
che, essendo X irriducibile, per ogni aperto non vuoto U esiste una naturale inclusione
Ox(U) c K(U) = K(X): in particolare per ogni aperto affine U C X, il campo K (X)
& naturalmente isomorfo al campo delle frazioni globali del dominio di integrita K[U] e
quindi che Pestensione di campi K C K (X) ¢ finitamente generata. Ricordiamo che, data
una estensione di campi F' C L ed un sottoinsieme A C L, si denota con F(A) C L il piu
piccolo sottocampo di L contenente F' e A. Se F(A) = L diremo che A ¢ un insieme di
generatori dell’estensione F' C L. Se esiste A di cardinalita finita e tale che L = F(A),
diremo che F' C L & una estensione finitamente generata.

Lemma 12.3.1. Ogni estensione finitamente generata di K é isomorfa al campo delle
funzioni razionali di una varieta affine irriducibile.

Dimostrazione. Sia K C K(ly,...,l,) = L una estensione finitamente generata e si
consideri il morfismo di K-algebre

o: Klzy, ...,z — L, o(x;) = 1;.

Se X = V(Ker(¢)) € A", allora I'immagine di ¢ & isomorfa all’algebra delle funzioni
regolari K [X] e quindi K (Iy,...,l,) = K(X). O

Diremo che una funzione razionale f € K(X) & definita in un punto z € X se
¢ possibile rappresentarla con una coppia (U, f) con z € U. E ovvio che D'insieme dei
punti dove una funzione razionale ¢ definita & un aperto detto aperto di definizione ed
e facile vedere che, se U e l'aperto di definizione di una funzione razionale f, allora f &
rappresentata da una coppia (U, f).

Se X ¢ irriducibile e x € X, allora esiste un isomorfismo naturale tra I’anello O, x
dei germi di funzioni regolari in z ed il sottoanello di K (X) delle funzioni razionali che
sono definite in z. Infatti gli elementi di O, x sono rappresentati da coppie (U, f) con U
intorno aperto di « e f funzione regolare su U modulo la relazione (U, f) ~ (V, g) se esiste
un aperto x € W C U NV tale che fjy = gjw. Dato che X ¢ irriducibile, anche U NV
¢ irriducibile e quindi, se due funzioni coincidono in un aperto non vuoto W Cc U NV,
allora coincidono anche in U NV.



240 12 Piccolo bestiario di morfismi

Sia ¢: X — Y un morfismo dominante di varieta irriducibili e sia f € K(Y') rappre-
sentata da una coppia (U, f); 'aperto ¢~*(U) & non vuoto e si definisce ¢*f € K (X)
come la funzione razionale definita dalla coppia (¢~ 1(U), ¢* f). Lasciamo per esercizio la
semplice verifica che ¢*: K(Y) — K(X) & un omomorfismo di campi ben definito che
estende l'identita su K.

Sia F C L & una estensione di campi. Un sottoinsieme {l; | ¢ € I} C L si dice
algebricamente indipendente su F se il morfismo naturale di F-algebre

¢: F[{t;}] — L, t; = 1,

& iniettivo (e quindi induce un isomorfismo tra F'({l;}) ed il campo delle funzioni razionali
F({t;}) a coefficienti in F nelle indeterminate ¢;, con i € I.) Una base di trascendenza
di una estensione F' C L ¢ un sottoinsieme di L che ¢ algebricamente indipendente su F
e massimale rispetto all’inclusione. Una estensione F' C L si dice trascendente se non ¢
algebrica; si dice trascendente pura se L ¢ generato da una base di trascendenza.

Lemma 12.3.2. Sia X una varietd quasiproiettiva irriducibile e siano f1,..., fqo € K(X)
funzioni razionali algebricamente indipendenti su K. Allora d < dim(X) e wvale d =
dim(X) se e solo se fi1,..., fa formano una base di trascendenza dell’estensione K C
K(X).

Dimostrazione. A meno di restringere X non é restrittivo supporre X affine e fi1,..., fa
funzioni regolari su X. Siccome 'omomorfismo K [z1, . .., xq4] — K[X], z; — f;, & iniettivo,
il morfismo ¢ = (f1,..., fa): X — A? & dominante e quindi dim(X) > d. In particolare
se d = dim(X) allora necessariamente f1,..., fq € una base di trascendenza. Supponiamo
che dim(X) > d, allora non & restrittivo supporre X sottoinsieme chiuso di A", con n > d
e ¢ la proiezione sulle prime d coordinate. Sia p € X un punto tale che dim, ¢~*(é(p)) =
dim(X)—d, a meno di permutare gli indici possiamo supporre che la proiezione di X sulla
coordinata d + 1-esima non sia costante su ¢~ !(4(p)) in un intorno di p. Dunque, detta
¥ X — AT la proiezione sulle prime d+1 coordinate vale dim, ¢~ (¢(p)) < dim(X)—d
e quindi 9 deve essere necessariamente dominante. a

Il Lemma [12.3.2 ha come conseguenza che due basi di trascendenza di K (X) hanno la
stessa cardinalita; questo segue anche da un risultato piu generale che riportiamo senza
dimostrazione:

Teorema 12.3.3. Sia K C L una estensione di campi; allora tutte le basi di trascendenza
hanno la stessa cardinalita.

Dimostrazione. Una dimostrazione puo essere trovata in [Lang1984]. ad

Definizione 12.3.4. La cardinalita di una base di trascendenza di una estensione di
campi st dice grado di trascendenza dell’estensione.

Corollario 12.3.5. La dimensione di una varieta quasiproiettiva X e uguale al grado di
trascendenza dell’estensione K C K(X).

Esercizi

12.7. 1. Usare il Lemma di Zorn per dimostrare che ogni estensione di campi F' C L
ammette una base di trascendenza.
2. Sia B = {#;} un insieme di indeterminate. Provare che B & una base di trascendenza
su F' del campo delle funzioni razionali F'({¢;}).
3. Provare che un sottoinsieme B C L algebricamente indipendente su F' & una base di
trascendenza se e solo se l'estensione F(B) C L & algebrica.
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12.4 Morfismi birazionali

Definizione 12.4.1. Un morfismo dominante tra varieta quasiproiettive irriducibli si dice
birazionale se induce un isomorfismo tra i campi delle funzioni razionali.

Teorema 12.4.2. Un morfismo regolare tra varieta quasiproiettive irriducibili e birazio-
nale se e soltanto se induce un isomorfismo tra due aperti non vuoti.

Dimostrazione. Siccome il campo delle funzioni razionali ¢ invariante per restrizione ad
un aperto, se ¥ induce un isomorfismo tra aperti non vuoti allora v & birazionale.

Viceversa supponiamo che ¥: X — Y sia un morfismo birazionale di varieta quasipro-
iettive irriducibili. Vogliamo dimostrare che esistono aperti non vuoti U C X e V C Y tali
che ¥: U — V & un isomorfismo. Possiamo supporre senza perdita di generalita che X,Y
siano varieta affini. Siccome ¥ & dominante, ’omomorfismo 9*: K[Y] — K[X] ¢ iniettivo
e possiamo identificare K[Y] con la sua immagine in *K[Y] C K[X]. La condizione
di birazionalita equivale allora a dire che i due domini di integritd K[X] e K[Y] hanno
lo stesso campo delle frazioni. Sia ug,...,u, € K[X] un insieme di generatori come K-
algebra: allora possiamo considerare uq, . .., u, come funzioni razionali su Y esia V. C Y
un aperto affine dove le u; sono regolari. Esistono dunque delle ovvie inclusioni

K[Y] CK[X]CK[V] CK(Y) =K (X).

Poniamo U = 1 ~!(V) e dimostriamo che ¢: U — V & un isomorfismo di varieta. Siccome
X,V sono affini, esiste un morfismo dominante v: V' — X che induce U'inclusione K [X] C
K [V] e siccome anche Y ¢ affine la composizione ¢oy: V' — Y induce l'inclusione K [Y] C
K [V] e quindi deve essere 1 oy = Idy . Chiaramente (V) C U e quindi per concludere
la dimostrazione & sufficiente dimostrare che il morfismo vy o: U — U & l'identita sul
sottoinsieme denso y(V) C U. Se z = y(y) allora yop(x) =vopory(y) =~(y) =z. O

Teorema 12.4.3. Un morfismo dominante v: X — Y tra varieta quasiproiettive irri-
ducibili € birazionale se e soltanto se esiste un aperto U C X tale che la restrizione
Yv: U =Y e iniettiva e non ramificata.

Dimostrazione. Il “soltanto se” segue immediatamente dal Teorema Supponiamo
viceversa che la restrizione di v ad un aperto U sia iniettiva e non ramificata e dimostriamo
che 1 & birazionale. A meno di restringere X e Y non ¢ restrittivo supporre X,Y affini e
U = X. Possiamo inoltre assumere X C Y x A™ e v indotta dalla proiezione; chiaramente
X e Y hanno la stessa dimensione. Sia X C Y xP™ la chiusura di X la proiezione ¢: X —
Y & un morfismo proiettivo e dominante, quindi surgettivo. Il chiuso Z = (X — X) C Y
ha dimensione strettamente minore della dimensione di Y, a meno di sostituire Y con
Y —Z e X con X — 1~ (Z) possiamo supporre ¥: X — Y proiettivo, bigettivo e non
ramificato. Basta adesso applicare i Teoremi[12.2.8|e[12.2.10| per dimostrare che ¢): X — Y
€ un isomorfismo. a

Corollario 12.4.4. Siano X e Y warieta quasiproiettive irriducibili definite su di un cam-

po di caratteristica 0 e sia ¥: X — Y un morfismo dominante iniettivo. Allora 1 ¢
birazionale.

Dimostrazione. Non e restrittivo supporre X liscia. Siccome ¢ & dominante iniettivo X
eY hanno la stessa dimensione, e per il teorema di Bertini-Sard esiste un aperto non
vuoto U C X che non contiene punti di ramificazione. Il morfismo ¢: U — Y ¢ iniettivo,
dominante e non ramificato. a
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Corollario 12.4.5. Sia X C P™ una varieta proiettiva irriducibile di codimensione > 2.
Allora la generica proiezione X — P! ¢ birazionale sull’immagine. In particolare per
ogni varieta quasiproiettiva irriducibile X esiste un morfismo birazionale X — H con H
ipersuperfice proiettiva.

Dimostrazione. Sia € X un punto liscio. Se o ¢ T, X, allora la proiezione di centro
o € non ramificata in x e questo prova che per la generica proiezione i punti di non
ramificazione formano un aperto non vuoto. Mostriamo adesso che esiste un aperto non
vuoto O C P"—X tale che, se o € O, allora la proiezione di centro o ¢ iniettiva in un aperto
U c X.Sia h <n—2ladimensione di X e consideriamo il sottoinsieme S C P?* x X x X
delle triple (z, z,y) tali che x # y e z, 2, y sono allineati. E chiaro che S & un sottoinsieme
localmente chiuso, le fibre della proiezione su X x X — A sono delle rette proiettive e
quindi S & una varieta quasiproiettiva irriducibile di dimensione 2h + 1. Sia S la chiusura
di S, p: S —P"eq:S — X le proiezioni sul primo e sul secondo fattore. Sia Z C P™ il
sottoinsieme dei punti z tali che la dimensione di p~—!(z) sia almeno h; per il Teorema
Z & un chiuso di dimensione < h+ 1 < n. Basta adesso osservare che se 0 ¢ Z U X allora
U =X —q(p~*(0)) & un aperto non vuoto di X e la proiezione di centro o & iniettiva su
U. ad

Corollario 12.4.6. Ogni estensione finitamente generata di K con grado di trascenden-
za d & isomorfa a K(xg,...,xq) con x1,...,2q base di trascendenza e xo algebrico su
K(z1,...,24).

Dimostrazione. Abbiamo visto, come conseguenza di [12.3.1] e [12.4.5| che ogni estensione
finitamente generata con grado di trascendenza d & & isomorfa a K (X) per qualche iper-

superfice affine irriducibile X ¢ A%, Siano zy, ..., zq coordinate su At! tali che X &
definita da un polinomio monico in xy. La proiezione X — A? sulle coordinate z1, ..., zq
e surgettiva e quindi 1, ..., x4 sono algebricamente indipendenti su K. a

Definizione 12.4.7. Siano X,Y warieta quasiproiettive; una applicazione razionale
¢ da X in'Y & una classe di equivalenza di coppie (U,¢) con U C X aperto denso e
¢: U —'Y morfismo regolare, modulo la relazione (U, p) ~ (V,4) se p =1 inUNV.

Un’applicazione razionale si denota graficamente con una freccia a tratti medi --».
Diremo che una applicazione razionale ¢: X --+» Y & dominante se i suoi rappresentanti
¢: U — Y sono dominanti. Se ¢: X --» Y e ¢: Y --» Z sono applicazioni razionali,
con ¢ dominante, ha senso considerare la composizione ¢: X --+ Z. Come sopra una
applicazione razionale dominante ¢: X --+ Y tra varieta irriducibili induce un omomor-
fismo di campi ¢*: K(Y) — K (X). Un’applicazione razionale si dice birazionale se ¢
dominante e induce un isomorfismo tra i campi di funzioni razionali. Segue immediata-
mente dal Teorema [12.4.2] che un’applicazione razionale dominante ¢ birazionale se e solo
se possiede un inversa razionale.

Esempio 12.4.8. L’applicazione t +— (t2,t3) & un morfismo birazionale tra la retta affine
Al e la curva piana X C A? di equazione 23 = y2.

Definizione 12.4.9. Una varieta irriducibile X di dimensione n si dice razionale se
esiste una applicazione birazionale ¢: P" --» X,

Esempio 12.4.10. 1 prodotti di spazi proiettivi, le Grassmanniane e piu in generale tutte
le varieta irriducibili che contengono un aperto isomorfo allo spazio affine sono razionali.

Proposizione 12.4.11. La dimensione di una varieta quasiproiettiva irriducibile & il
massimo intero n tale che esiste una applicazione razionale dominante ¢: X --» A",
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Dimostrazione. Non e restrittivo assumere X affine, abbiamo gia dimostrato che se
dim X = n esiste un morfismo chiuso e surgettivo X — A™.
Viceversa sia ¢: X --+ A" dominante, a meno di restringere X ad un aperto possiamo

supporre ¢ regolare; segue dunque dal Teorema [10.6.6| che dim X > n. a
Esempio 12.4.12. Dati comunque m + 1 polinomi omogenei Fy, ..., F,, € Klzg,...,zy]

dello stesso grado senza fattori comuni possiamo associare una applicazione razionale
¢: P* ——» P™, o([z]) = [Fo(x),. .., Fn(x)].

Per il Teorema [10.3.10| ’aperto di definizione di ¢ & P™ — V(Fy, ..., F,,) ed ogni applica-
zione razionale P --» P™ si ottiene in questo modo. Il prossimo Esempio [12.4.13| mostra
che 'applicazione puo essere birazionale anche se i polinomi F; hanno grado maggiore di
1.

Esempio 12.4.13 (Trasformazioni Cremoniane). La trasformazione Cremoniana associata
ad un sistema di coordinate omogenee xg, 1, z2 su P? & I'applicazione razionale

o: P? -5 P2, o([xo, 21, x2]) = [T122, T2T0, ToT1].

La restrizione di o all’aperto U = {zgx122 # 0} & una involuzione regolare che si pud
esprimere come

1 1 1
o([zo,x1,72]) = [ﬂfo’ ;17 J:J .
Quindi o ¢ birazionale.

Esempio 12.4.14. In caratteristica 0 ogni curva piana proiettiva irriducibile & birazionale
alla sua curva duale. Infatti se C C P2, allora, nelle notazioni della Sezione le proie-
zioni Do — C, Dev — CV sono birazionali e per il teorema di dualith D¢ ¢ birazionale
a Dcv .

Teorema 12.4.15. Siano X e Y wvarieta quasiproiettive irriducibili. Allora esiste una
bigezione naturale tra l’insieme delle applicazioni razionali dominanti X --+Y e l’insieme
degli omomorfismi di campi K(Y) — K (X) che fissano K.

Dimostrazione. Esercizio. O

Definizione 12.4.16. Il grado di una applicazione razionale dominante ¢: X --+ Y
tra varieta irriducibili della stessa dimensione é uguale al grado dell’estensione algebrica
finita di campi ¢*K (V) C K(X).

Teorema 12.4.17. 1l grado di una varieta proiettiva irriducibile X C P™ di dimensione
h & uguale al grado di una generica proiezione X — PP,

Dimostrazione. Denotiamo con d il grado di X e consideriamo prima il caso h = n — 1,
cioe X ipersuperfice irriducibile. Abbiamo visto che X ¢ il luogo di zeri di un polinomio
irriducibile omogeneo F di grado d. Sia 7: X — P"~! la proiezione di centro o ¢ X
e fissiamo un sistema di coordinate omogenee wuy,...,u, tali che o = [1,0,...,0]. Se
Y = X N{u, # 0} allora il grado di 7 & uguale al grado della restrizione
Y = A" zo, .. xn] [, 2], @ = Yi

Un
Il disomogeneizzato di F' ¢ un polinomio di grado d monico in xzy che, per il lemma di
Gauss, ¢ irriducibile in K (z1,...,2,—1)[zo]. Dunque K (V) =K (21,...,zn_1)[z0]/(F) &
una estensione di grado d di K (A"1).

Supponiamo adesso che h < n — 2, abbiamo visto che per il generico sottospazio
proiettivo K C P" — X di codimensione h + 1, la proiezione 7: X — P" di centro K
soddisfa le condizioni:
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1. 1l differenziale di 7 & bigettivo in un aperto denso.
2. L’insieme
U={peP"|tn " (p) = d}

¢ un aperto non vuoto di Zariski.

Sia H D K un sottospazio di codimensione h che interseca X in d punti distinti p1, ..., p4;
allora il generico sottospazio Z C K di codimensione h + 2 non interseca 1'unione delle
retta p;p;. Denotiamo con p: X — P"*! la proiezione di centro Z e con Y = p(X). Per
quanto dimostrato nel caso h = n — 1 basta dimostrare che Y & una ipersuperfice di grado
d e che p: X — Y ¢ birazionale. Siccome p ¢ surgettiva deg(Y) < deg(X) = d e siccome
Y interseca p(H) in d punti distinti deve essere deg(Y) = d. Dunque necessariamente p
deve essere iniettiva in 771 (U) e deve avere differenziale iniettivo dove dr & iniettivo. Per

il Teorema p ¢ birazionale. O

Nonostante le applicazioni razionali non siano delle applicazioni in senso insiemistico,
ha ancora senso parlare dei concetti di grafico e di immagine.

Definizione 12.4.18. Sia ¢: X --» Y wuna applicazione razionale, rappresentata da
¢: U —=Y; il grafico I'y C X xY di ¢ éla chiusura in X XY del grafico di ¢: U — Y.
L’immagine ¢(X) CY é la proiezione sul secondo fattore del grafico di ¢.

Teorema 12.4.19 (Teorema del grafico chiuso). Siano X,Y wvarietd quasiproiettive
wrriducibili. Un chiuso irriducibile I' C X XY € il grafico di una applicazione razionale se e
solo se esiste un aperto denso U C I tale che la proiezione U — X ¢ iniettiva, dominante
e non ramificata. Se la caratteristica di K ¢ uguale a 0, l'ipotesi di non ramificazione puo
essere omessa.

Dimostrazione. Per il Teorema|12.4.3|la proiezione I — X e birazionale ed ogni morfismo
birazionale ¢ invertibile nella classe delle applicazioni razionali dominanti. a

Esercizi

12.8. In caratteristica 0, per ogni n > 3 la curva piana di Fermat xg + =7 + 25 = 0 non
¢ razionale. (Sugg.: Esercizio [1.50})

12.9 (L’applicazione di Cayley, 1846). (caratteristica # 2) Sia M (n,n,K) lo spazio
affine delle matrici n x n e si noti che se A € M(n,n,K) e det(I + A) # 0, allora
(I+A)~YI—-A)=(I—-A)(I+ A)~L. Provare che I'applicazione razionale

I-A

¢: M(n,n,K) --» M(n,n,K), ¢(A)_m’

¢ una involuzione (cio¢ ¢? = Id) ed induce per restrizione un’applicazione birazionale tra
il sottospazio lineare delle matrici antisimmetriche ed il gruppo delle matrici ortogonali di
determinante 1. (Sugg.: mostrare che se A & antisimmetrica, allora det(I+A4) = det(I—A),
mentre se B & ortogonale e det(I + B) # 0, allora det(B) = 1.)

12.10. Sia X una varieta irriducibile di dimensione n. Si dice che X ¢ unirazionale se
esiste un’applicazione razionale dominante P --+ X. Dimostrare:

1. X & unirazionale se e solo se K (X) ¢ isomorfo ad un sottocampo di K(z1,...,x,).
2. Se Y e una varieta unirazionale di dimensione > n ed esiste un’applicazione razionale
dominante Y --» X, allora anche X ¢ unirazionale.
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12.5 Estensioni separabili

Nel seguito indicheremo con K la chiusura algebrica di un campo K. Ricordiamo che
essa € unica a meno di isomorfismo e che ogni estensione algebrica di K & isomorfa ad un
sottocampo di K.

Definizione 12.5.1. 1. Sia K la chiusura algebrica di un campo K. Un elemento a € K
si dice separabile su K se esiste un polinomio q(t) € KJt] tale che g(a) = 0 e

dq
¢(0) = @) £0.
2. Una estensione algebrica di campi K C E si dice separabile se ognia € E é separabile
su K.

Segue immediatamente dalla definizione che, se K C L C E sono estensioni algebriche
e K C F ¢ separabile, allora anche le estensioni K C L e L. C E sono separabili.

Lemma 12.5.2. Sia pu, € K[t] il polinomio minimo su K di un elemento a € K. Allora
sono condizioni equivalenti:

1. a é separabile su K.

2. ig(a) # 0.

3. ul, #0.

4. lta mon ha radici multiple in K.

In particolare se K ha caratteristica 0, allora ogni a € K ¢ separabile su K.

Dimostrazione. [1 < 2] Se a & separabile su K e ¢ € K|[t] & un polinomio tale che g(a) =0
e ¢'(a) # 0, allora ¢ = pgh, ¢'(a) = u)(a)h(a) e quindi p,(a) # 0.

[2 < 3] Se pul(a) = 0 allora p, divide la sua derivata e questo & possibile solo se ul, = 0.
[4 = 2] Se fosse ), (a) = 0, allora a sarebbe una radice multipla di p,.

[3 = 4] Supponiamo per assurdo che esista b € K tale che y,(b) = p/,(b) = 0. Siccome 1,
¢ irriducibile in K[t] e vale pq(b) = 0 si ha pu, = pp. L'equivalenza [2 < 3] mostra quindi
che pj = 0 e di conseguenza ), = 0. O

Lemma 12.5.3. Sia K C L C K una estensione algebrica di campi. Allora ogni omo-
morfismo di campi o: L — K tale che o(K) = K si estende (in modo non unico) ad un
1somorfismo di campi o: K — K.

Dimostrazione. Mostriamo per prima cosa che o si estende ad un omomorfismo di campi
o: K — K. La dimostrazione di questo fatto ¢ una delle piu classiche applicazioni del
lemma di Zorn. Consideriamo I'insieme A formato dalle coppie (F, f), dove L C F C K &
una estensione algebrica di campi e f: F — K & un omomorfismo che estende o. Poniamo
su A lordinamento (F, f) < (G, g) se F C G e g estende f. L’insieme A contiene la coppia
(L,0), ogni catena {(F}, f;)} possiede un maggiorante (F = UF;,lim f;) e dunque, per il
Lemma di Zorn, esiste un elemento massimale (E, 7). Se fosse E # K, allora consideriamo
un elemento a € K —E con polinomio minimo y = Y, a;t' € E[t]. Basta allora considerare
lestensione f: E(a) — K di o data da f(a) = «, dove a & una radice di >, 7(a;)t".
Ricordiamo che ogni omomorfismo di campi non nullo & iniettivo; poiché 7(K) = K si ha

che 7(K) & una chiusura algebrica di o(K) = K e quindi & ¢ anche surgettivo. O

Definizione 12.5.4. Se K C L C E C K sono campi, denotiamo con G(E/L) Uinsieme
degli omomorfismi di campi f: E — K tali che f(I) =1 per ogni |l € L. La cardinalita di
G(E/L) viene detta grado separabile dell’estensione L C E e denotata con [E : L],.
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Esempio 12.5.5. Se E = L(a) & una estensione semplice di L, allora il grado [E : L]
uguale al grado del polinomio minimo p, di a in L, mentre il grado separabile [E : L],
uguale al numero di radici distinte di j, in K = L. In particolare [L(a) : L] < [L(a) : L]
e vale = se e solo se a e separabile su L.

e
e

Lemma 12.5.6. Date due estensioni di campi K C L C E C K esiste una bigezione
(non canonica)
G(L/K)x G(E/L) ~ G(E/K).
Dimostrazione. Siano G(L/K) = {o;}, G(E/L) = {7;} e, per ogni i, sia 5; € G(K/K)
una estensione di o; come nel Lemma [12.5.3] Consideriamo ’applicazione
G(L/K)x G(E/L) — G(E/K), (04, 7)) — T3y

Siccome 7;7;(1) = o;(I) per ogni | € L, se vale 7;7; = G571, allora deve essere h = i e,
essendo 7; iniettiva, deve anche essere j = k. Se f € G(E/K), allora esiste un indice i
tale che f(I) = o;(l) per ogni I € L e quindi a; 'f € G(E/L). O

Teorema 12.5.7. Siano K C L C E estensioni finite di campi. Allora si ha
[E: K]s <[E: K], [E: K]s=[F:L]s[L: K]s.

Dimostrazione. Abbiamo gia visto nell’Esempio che la disuguaglianza [E : K] <
[E : K] & vera per le estensioni semplici mentre, per il Lemma l'uguaglianza
[E: K], =[E : L]s[L : K], ¢ verificata ogniqualvolta uno dei due membri & < +00. Se
E = K(ay,...,a,), allora & sufficiente considerare la catena di estensioni semplici

KCcK(ay)C---CK(ay,...,an_1) C E.

O

Corollario 12.5.8. Per una estensione algebrica finita di campi K C E le sequenti
condizioni sono equivalenti:

1. K C E ¢ separabile.
2. FE =K(ay,...,a,), con ogni a; separabile su K.
3. [E:K]s=[E: K]

Dimostrazione. [1 = 2] & ovvio. [2 = 3] segue dal Teorema [12.5.7] e dall Esempio [12.5.5
applicato alla catena di estensioni semplici

KCcK(a)C---CK(ay,...,an—1) C E.

[3 = 1] Siaa € E. Per dimostrare che a & separabile su K basta applicare il Teoremall12.5.7
e "Esempio [12.5.5] alla catena di estensioni semplici

K C K(a) CE.
O

Corollario 12.5.9. Se K C L e L C E sono estensioni algebriche separabili, allora anche
lestensione K C E é separabile e viceversa.

Dimostrazione. 1l viceversa e facile e lo abbiamo gia visto. Se E ¢ finito su K il risultato
segue immediatamente dal Corollario In generale ogni a € E separabile su L &
anche separabile su di un sottocampo F' C L finito su K (basta ad esempio considerare
il campo F generato dai coefficienti del polinomio minimo di a in L) e si applica il caso
finito alle estensioni K C F' C K (a). O
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Definizione 12.5.10. Una estensione algebrica K C E si dice inseparabile se non e
separabile. Si dice puramente inseparabile se ogni a € E — K non e separabile su K.

Teorema 12.5.11. Una estensione algebrica K C E C K ¢ puramente inseparabile se e
solo se [E: Kl]s = 1.

Dimostrazione. In caratteristica 0 il risultato e evidente; non & quindi restrittivo supporre
di essere in caratteristica p > 0. Se [E : K]; = 1, allora per ogni @ € F — K si ha

1<[K(a): K| <[F:K]s=1

e quindi a non & separabile su K. Se [E : K]; > 1, allora esistono un omomorfismo
f: E — K che fissa K ed un elemento a € E tale che f(a) # a. Dato che 'omomorfismo
di Frobenius ¢ iniettivo, si ha che f(a?) = f(a)? # aP e quindi o ¢ K. La successione
di K-spazi vettoriali di dimensione finita K (a) D K(a?) D K(apz) D --- e stazionaria;
a meno di sostituire a con una sua potenza non & restrittivo assumere K(a) = K(a?) e
quindi esiste h € K[t] tale che a = h(a?); ponendo ¢(t) =t — h(t?) si ha ¢(a) =0, ¢ =1
e percio a ¢ separabile. a

Corollario 12.5.12. Il grado di una estensione finita puramente inseparabile e una
potenza della caratteristica del campo.

Dimostrazione. Denotiamo con p > 0 la caratteristica e sia K C E una estensione pu-
ramente inseparabile. Se ' = K non c’¢ nulla da dimostrare. Sia quindi a € F — K e
consideriamo la catena di estensioni

K C K(a?) C K(a) C E.

Per il Teorema|12.5.7] tali estensioni sono tutte puramente inseparabili e [K (a) : K(a?)] =
p; ragionando per induzione sul grado dell’estensione si arriva facilmente alla tesi. a

Corollario 12.5.13. Sia K C E una estensione algebrica e sia Es C E il sottoinsieme
degli elementi separabili su K. Allora Es é un sottocampo di E, ’estensione B, C E ¢
puramente inseparabile e, se [E : K]s < 400, allora vale

[E : K}S = [Es : K]s = [Es : K]

Dimostrazione. Se a,b € E sono separabili su K, allora I'estensione K C K(a,b) ¢ se-
parabile e quindi K(a,b) C Es. Per la seconda parte del corollario basta osservare che
lestensione Fs C E ¢ puramente inseparabile e applicare il Lemma [12.5.6 a

Definizione 12.5.14. Il grado inseparabile [E : K); di una estensione finita di campi
K C E ¢é uguale a

[E: K]

[E: K]

Per il Corollario [E : K]; ¢ uguale al grado dell’estensione puramente
inseparabile Es C E ed & quindi uguale ad una potenza della caratteristica del campo.

Sia K C F una estensione di campi di grado n e, per ogni a € F, denotiamo con
traceg/k (a) € K la traccia della moltiplicazione a: E — E, ovvero il coefficiente di t"~!
del polinomio caratteristico di a. Ricordiamo che, se E = K (a), allora il polinomio minimo
di a coincide con il polinomio caratteristico della moltiplicazione per a. Osserviamo infine
che,se K C L C Eea € L, allora traceg, g (a) = [E : L] tracer /x(a).

Proposizione 12.5.15. Sia K C E una estensione finita di campi. Allora:
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1. Per ogni a € E vale

traceg /i (a) = [E : K]; Z f(a).

fEG(E/K)

2. L’estensione ¢ inseparabile se e solo se traceg, i (a) = 0 per ogni a.
3. L’estensione & separabile se e solo se l'applicazione bilineare

T: ExE— K, T(a,b) = traceg, k (ab)
e non degenere.

Dimostrazione. [1] Se a ¢ separabile di grado [K(a) : K] = [K(a) : K], allora
trace (q)/x (a) & uguale alla somma delle radici del polinomio minimo di a e quindi

TTK(a)/K (CL) = Z f(a)a

feG(K(a)/K)

Trpjic(a) = [E:EJE,: K(@] Y, fl@)=[E:E] ) > fela).

feG(K(a)/K) 9geG(Es/K(a)) fEG(K(a)/K)

Basta adesso ricordare la definizione di grado di inseparabilita e la bigezione G(E/K) =
G(E,/K) = G(E/K(a)) x G(K(a)/K).
Se a & inseparabile su K, il polinomio minimo di a su K contiene solo monomi di grado
multiplo di della caratteristica del campo, quindi tracex (q)/x (a) = 0 ed a maggior ragione
traceg /i (a) = 0.

[2] Se l'estensione ¢ inseparabile [E : K], = p™ con n > 0 e quindi la traccia ¢
identicamente nulla.

[3] Se l'estensione ¢ separabile allora [E : K]; = 1. Essendo K infinito e G(E/K)
finito, esiste a € E tale che f(a) # g(a) per ogni f,g € G(E/K) con f # g. Assumiamo
per assurdo che Zfeg(E/K) f(a) =0 per ogni a € E, allora per ogni n > 0 vale anche

> of@r= Y=o

feG(E/K) feG(E/K)

e dalle proprieta della matrice di Vandermonde si ricava una contraddizione. Esiste quindi
a € I tale che Trg i (a) # 0 e quindi per ogni b € E, b # 0, vale T'(b, ab—1) # 0. a

Proposizione 12.5.16. Sia K un campo perfetto di caratteristica p > 0, K C E una
estensione finitamente generata con grado di trascendenza d e denotiamo con EP C E il
sottocampo delle potenze p-esime di E. Allora per una base di trascendenza ty,...,tq € E
le sequenti condizioni sono equivalenti:

1. EP(ty,...,tq) = E.
2.t; & EP(ty,...,ti—1) per ognii=1,...,d.
3. L’estensione K(ty,...,tq) C E & separabile.

Dimostrazione. L’omomorfismo di Frobenius induce un isomorfismo tra I’estensione K (¢1,...,tq) C
E e K(t1,...,tq)P C EP; in particolare le due estensioni hanno lo stesso grado e quindi
[EZK(tl,...,td)p] [EIK(tl,...7td)p]

[+ EF] = [EP : K(ti1,...,tq)P] B (B Kt ta)] )

[EZEP] = [K(tl,...,td)ZK(tl,...,td)p] :pd,
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dove nell’'ultima uguaglianza abbiamo usato il fatto che K = K? e quindi K (¢1,...,tq)? =
K, ...,th).
[1 < 2] Basta osservare che per ogni i = 1,...,d si ha t! € EP(t1,...,t;_1) e quindi

Pestensione EP(t1,...,t;—1) C EP(t1,...,t;) ha grado p se t; &€ EP(ty,...,t;—1) e grado 1
altrimenti.

[1 +2 = 3] Sia a € E e denotiamo F = K(ty,...,tq,a); Pargomento precedente,
applicato all’estensione K C F con grado di trascendenza d, mostra che [F : FP] =

p?. D’altra parte la condizione 2 implica che t; ¢ FP(ty,...,t;_1) per ogni i e quindi
F = FP(t1,...,tq) ed in particolare a € FP(t1,...,tq) = K(t1,...,tq)(a?), diciamo a =
q(aP) con ¢ polinomio a coefficienti in K (t1,...,t4). Lo stesso ragionamento fatto nella

dimostrazione di mostra che a & radice di ¢ — ¢(t?) ed & quindi separabile su
K(t1,...,tq).

[3 = 1] Per ipotesi K(t1,...,tq) C E & separabile mentre EP C E & puramente
inseparabile. Ne segue che, poiché K(t1,...,tq) C EP(t1,...,tq) e EP C EP(t1,...,tq),
Pestensione EP(tq,...,tq) C E & al tempo stesso separabile e puramente inseparabile. O

Esercizi

12.11. Sia K C F una estensione finita di campi di caratteristica positivaesia F': £ — F
I’omomorfismo di Frobenius. Provare che I'estensione ¢ puramente inseparabile se e solo
se F"(E) C K per n >> 0.

12.12. Sia K C E un’estensione algebrica di campi infiniti. Dimostrare che gli elementi
di G(E/K) sono linearmente indipendenti sul K-spazio vettoriale Homg (E, K). (Sugg.:
usare il Vandermonde come nella dimostrazione di[12.5.15] Vedi anche [Her1982] 5.6.1].)

12.13. Un polinomio irriducibile ¢ € K[t] di grado positivo si dice separabile su K se
non possiede radici multiple nella chiusura algebrica K. Dimostrare che per un campo K
le seguenti condizioni sono equivalenti:

1. K & perfetto.
2. Ogni polinomio irriducibile ¢ € K[t] di grado positivo & separabile.
3. Ogni estensione algebrica K C E e separabile.

12.6 Morfismi separabili

Definizione 12.6.1. Un morfismo di varieta quasiproiettive ¢: X — Y si dice separa-
bile se esiste un aperto denso U C X tale che la restrizione ¢: U — Y non ha punti
critici.

E un facile esercizio mostrare che la classe dei morfismi separabili & chiusa per com-
posizione (sugg.: se ¢: X — Y & separabile e U C X ¢ un aperto non vuoto allora ¢(U)
contiene un aperto di Y') e che ha la proprieta locale.

Mostreremo in questa sezione che se ¢: X — Y & un morfismo dominante tra varieta
irriducibili della stessa dimensione, la separabilita di ¢ e equivalente alla separabilita
dell’estensione dei rispettivi campi delle funzioni razionali.

Teorema 12.6.2. Sia ¢: X — Y un morfismo regolare dominante di varieta quasiproiet-
tive irriducibili della stessa dimensione definite su di un campo K algebricamente chiuso.
Denotiamo con ¢*: K(Y) — K (X) l'omomorfismo iniettivo indotto tra i rispettivi campi
delle funzioni razionali. Allora Uestensione ¢*K (V) C K (X) ¢ algebrica finita ed é separa-
bile se e solo se esiste un aperto non vuoto U C X tale che il differenziale dp: T, X — T, Y
e bigettivo per ogni x € U.
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Dimostrazione. Dato che X,Y hanno la stessa dimensione, per il Corollario le
estensioni K € K(Y) = ¢*K(Y), K C K(X) hanno lo stesso grado di trascendenza e
quindi ¢*K (Y) € K(X) & una estensione algebrica; inoltre per il Lemma K(X) e
finitamente generato su K e quindi a maggior ragione ¢ finitamente generato su ¢*K (V).
Se K ha caratteristica 0, allora la seconda parte dell’enunciato € un caso particolare del
teorema di Bertini-Sard assumiamo quindi che K abbia caratteristica p > 0. Non
e restrittivo supporre X, Y affini e lisce di dimensione n; inoltre, se Y C A™ allora la
generica proiezione lineare ¥ — A™ ha differenziale bigettivo in un aperto denso di Y
e quindi, per il Corollario non ¢& restrittivo assumere ¥ = A", X C A" m >

0, e ¢ indotta dalla proiezione sulle ultime coordinate, cioé ¢(x1, ..., ZTm,Y1,--. Yn) =
(Y1,---,Yn). In particolare K (X) & generato su K(Y) = K(y1,...,yn) dalle coordinate
Z1,...,%m. Sia X; C Al x A™ la chiusura dell’immagine del morfismo

¢i: X_)Al XA”» ¢i($17-~-7$m»y17-~-ayn) = (xiaylv"'vyn)'

La varieta X; ¢ una ipersuperfice affine irriducibile, denotiamo con F; € K[z, y1, .-, Yn]
un polinomio irriducibile che definisce X;. Per il lemma di Gauss F; ¢ il prodotto di una
funzione razionale su Y ed il polinomio minimo di z; su K(Y) = K (y1, ..., ¥yn). Il vettore

e quindi se e

(1,0,...,0) & tangente a X; in ogni suo punto se e solo se F; divide
z;

?

solo se = 0. Ne segue che z; & separabile su K(Y') se e solo se la proiezione X; — Y

»
ha differenziale genericamente bigettivo. Se il differenziale di ¢ & genericamente bigettivo,
allora per ogni 7 anche il differenziale della proiezione X; — Y & genericamente bigettivo
e quindi ogni z; ¢ separabile su K(Y). Per ogni « € X sia d, la dimensione del nucleo
di d¢p: T, X — Ty(,)Y. Ricordiamo che x +— §, ¢ semicontinua superiormente. Sia x un
punto tale che §, sia minima; se d,, > 0 esiste un indice 7 tale che il nucleo del differenziale
doi: Ty X — T4, ¢(x))Xi ha dimensione minore di d,. Questo implica che il differenziale
della proiezione X; — Y & genericamente non iniettivo e quindi z; non & separabile su
K(Y). ad

Corollario 12.6.3. Per ogni varieta irriducibile X di dimensione n esiste una base di
trascendenza tq, ..., t, € K(X) suK tale che Uestensione K (t1,...,t,) C K(X) é finita
e separabile.

Dimostrazione. Non e restrittivo supporre X C A™ affine; siano t¢q,...,t,, le coordinate
affini su A™. Fissato un punto liscio z € X, a meno di trasformazioni lineari possiamo
assumere T, X = {tp41 = ... = t;, = 0} e di conseguenza il differenziale della proiezio-
ne sulle prime n coordinate genericamente bigettivo. Per il Teorema I’estensione
K (t1,...,t,) C K(X) ¢ algebrica separabile. O

Esercizi

12.14. Sia K un campo algebricamente chiuso e K C L una estensione finitamente ge-

nerata di campi. Dimostrare che esistono z1,...,z, € L tali che K(z1,...,2,) = L,
dove x1,...,x,—1 sono algebricamente indipendenti su K e xz, €& algebrico separabile
su K(z1,...,2p-1). (Sugg.: un tale campo L & il campo delle funzioni razionali di una

ipersuperfice affine irriducibile.)

Osservazione 12.6.4. 1l risultato dell’Esercizio [12.14] & vero anche se K & perfetto (vedi
Esercizi ed anche [Hart1977, p. 27]).
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12.7 Esercizi complementari

12.15. Sia f: X — Y un morfismo finito di varietad quasiproiettive e sia Z C Y un
sottoinsieme localmente chiuso. Mostrare che f: f~1(Z) — Z & un morfismo finito.

12.16. Dare un esempio di morfismo quasifinito surgettivo che non & finito.

12.17. Dimostrare che per ogni scelta di p, ..., p, € K[t] non tutti costanti, il morfismo
AV AT e (D), palD)),

¢ finito sull'immagine.

12.18. Siano f, g € K [z, y] omogenei. Provare che il morfismo (f,g): A2 — A? & finito se
e solo se f e g non hanno fattori comuni.

12.19. Se f: X; —» Y7 e g: X5 — Y5 sono due morfismi affini (risp.: finiti sull’immagine,
finiti) allora anche f x g: X7 x Xo — Y1 x Y3 ¢ affine (risp.: finito sull’immagine, finito).

12.20. Sia X C A™ un chiuso proprio e per ogni retta L. C A™ passante per l'origine
indichiamo con ¢r: X — A"/L ~ A" ! la restrizione ad X della proiezione lineare di
nucleo L. Provare che l'insieme delle rette L tali che ¢y, € finito sull’immagine, contiene
un aperto denso di P"~1. (Sugg.: considerare I'intersezione di X C P" con l'iperpiano
all’infinito.)

12.21. Siano o1,...,0, € K[z1,...,2,] le funzioni simmetriche elementari. Dimostrare
che il morfismo regolare
o= (01,...,05): A" — A"

¢ finito. (Sugg.: estendere o ad un morfismo (P)" — Pn".)

12.22. Sia X una varieta irriducibile di dimensione positiva su di un campo K di
caratteristica positiva. Mostrare che il campo K (X) non & perfetto.

12.23. Siano h, g € K{[z1,...,z,] polinomi omogenei non nulli, di gradi m,m + 1 rispet-

tivamente e senza fattori comuni. Provare che l'ipersuperfice V(h+ ¢g) C A" & irriducibile
e razionale. Dedurre che ogni quadrica affine irriducibile & razionale. (Sugg.: eseguire lo

scoppiamento 1 = Y1, Ta = Y1Y2, ..., LTy = ylyn-)

12.24. (caratteristica 0) Dimostrare che ogni superfice cubica irriducibile X C P? &
razionale. (Sugg.: se X & singolare usare 'Esercizio[12.23] se & liscia usare I'Esercizio[11.11})

12.25. (caratteristica # 2,3) Mostrare che le curve affini
X={4+y =1} CA? YV ={42-122+1=0} C A?
sono birazionali. (Sugg.: considerare la chiusura X C P?).

12.26 (Il discriminante di una estensione algebrica). Sia K C L una estensio-

ne algebrica finita di campi di grado n. Dati a1,...,a, € L definiamo il discriminante
A(ay, ..., a,) = det(tracer, i (a;a;)). Provare che:
1. Se Vestensione & separabile e G(L/K) = {o1,...,0,}, allora vale A(aq,...,a,) =
det(o;(aj))?.
2. A(1,a,...,a" ') & uguale al discriminante del polinomio caratteristico della moltipli-

cazione a: L — L.
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12.27. Siano K un campo perfetto di caratteristica p > 0 e K C FE una estensione
finitamente generata con grado di trascendenza d. Dimostrare che esiste una base di
trascendenza tq,...,tq € E tale che lestensione K(t1,...,tq) C E & separabile. (Sugg.:
procedere nell’ordine:

1) in una estensione non algebrica di campi F C L gli elementi di L trascendenti su F
generano L come K-spazio vettoriale.

2) per ogni t1,...,ts € E il grado dell’estensione EP(t1,...,ts) C E & maggiore o uguale

di pd—s.
3) costruire in modo ricorsivo elementi ¢1, ..., ¢4 tali che per ogni indice i:
e t; & trascendente su K(t1,...,t_1).

L] ting(tla-“yts)-
4) applicare la Proposizione [12.5.16})

12.28 (Teorema dell’elemento primitivo). Sia K C E una estensione finita separa-
bile di campi. Dimostrare che:

1. Per ogni a € F il grado dell’estensione K C K (a) & uguale alla cardinalita dell’insieme
{9(a) | g€ G(E/K)} C K.

2. Esiste a € F tale che E = K(a). (Sugg.: per ogni coppia g,h € G(E/K), l'insieme
{a € E| g(a) = h(a)} & un sottocampo e quindi un K-sottospazio vettoriale.)

12.29. Sia F un campo e G un gruppo finito di automorfismi di E. Sia n la cardinalita
di G e denotiamo
E¢ ={ac F|g(a)=a per ogni g € G}.

Dimostrare che l'estensione E¢ C E ¢ finita separabile di grado n. (Sugg.: per ogni
a € E, l'insieme S, = {g € G | g(la) = a} & un sottogruppo di G e g(a) dipende
solo dalla classe laterale ¢S, C G. Osservare che a € radice del polinomio G-invariante
Igec/s.(x —g(a)) € E%[z] e dedurre che a & separabile su E¢ di grado < n. Usare la
relazione n < [E : E¢], = [E : EY] ed il teorema dell’elemento primitivo.)

12.30. Sia A un anello, G un gruppo finito di automorfismi di A e denotiamo con
A% ={ac A|g(a) =a perogni g€ G}
il sottoanello degli invarianti. Se la cardinalita di G ¢ invertibile in A si definisce ’operatore

di media

r: A— A%, r(a):éZg(a).

geG
Provare:
1. Se |G| & invertibile in A e A & Noetheriano, allora anche A & Noetheriano.

2. Se A & un dominio di integrita con campo delle frazioni F', allora il campo delle frazioni
di A% ¢ isomorfo a F©.

3. Sia K un campo, o1,...,0, € Klx1,...,2,] le funzioni simmetriche elementari e
G = %, il gruppo simmetrico. Allora K(ay,...,0,) = K(x1,...,2,)¢, le funzio-
ni o1,...,0, sono algebricamente indipendenti su K e lestensione K(o1,...,0,) C

K(x1,...,2,) ¢ finita separabile di grado n!.
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Il polinomio di Hilbert

A partire da questo capitolo adotteremo un approccio piu algebrico allo studio delle
varieta, nella convinzione che il lettore abbia gia sviluppato un sufficiente intuito geo-
metrico. L’approccio algebrico, sebbene inizialmente pili oscuro, consentira una maggiore
potenza di fuoco per risolvere i problemi. Il polinomio di Hilbert & un attributo algebrico
delle varieta proiettive con il quale & possibile caratterizzarne in modo altamente algebrico
il grado e la dimensione.

Come al solito, indicheremo con K un campo algebricamente chiuso. Le strutture
nelle quali si ambienta il polinomio di Hilbert sono le K-algebre graduate e finitamente
generate A = @;>¢A4;, con i gradi numeri naturali. Indicheremo sempre con A, C A
I’ideale AJr = @iZIAi-

13.1 Decomposizioni irriducibili

Definizione 13.1.1. Sia A = @;ecnA; un anello graduato. Diremo che un ideale omogeneo
I C A ¢ irriducibile omogeneo se ogniqualvolta I = J N H, con J, H ideali omogenei,
vale I = J oppure I = H.

Lemma 13.1.2. Sia A = ®A; un anello graduato Noetheriano ed I C A un ideale proprio
wrriducibile omogeneo. Allora la moltiplicazione

A A

Lo 2

1 1
per un elemento omogeneo x € A ¢ iniettiva se e solo se x & /1. In particolare /T ¢ un
ideale primo.

Dimostrazione. Considerando possibilmente 1’anello quoziente A/I non ¢ restrittivo sup-
porre I = 0 e di conseguenza vI = /0 & lideale dei nilpotenti. E ovvio che la mol-
tiplicazione per elementi di v/0 non ¢ iniettiva. Viceversa siano z,y € A omogenei,
con z & /0 e tali che 2y = 0. L’anello A & Noetheriano e quindi la catena di idea-
li annullatori ---Ann (z") C Ann (z"!)--- ¢ stazionaria: fissiamo un intero n tale che
Ann () = Ann (") e consideriamo un elemento

a=bx"=cye (z")N(y).
Siccome bz"t! = cry = 0 si ha b € Ann (2"*!) e quindi b € Ann (2"), a = 0; questo

prova che (z™) N (y) = 0 e siccome, l'ideale 0 & per ipotesi irriducibile e z™ # 0, allora
deve essere y = 0. Se = & /0 e zy € /0, allora 2"y" = 0 e quindi 4" = 0 per n >> 0. O
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Una decomposizione irriducibile di un ideale omogeneo I C A € una relazione di
intersezione finita I = I1N- - -NIj, con gli ideali I; irriducibili omogenei. La decomposizione
si dice minimale se nessuno degli ideali /; pud essere omesso, cioe se perogni j =1,...,k
vale I # N;+;1;; ¢ evidente che da ogni decomposizione irriducibile se ne puo estrarre una
minimale (generalmente in modo non unico).

Lemma 13.1.3. Sia A = @A; un anello graduato Noetheriano. Allora ogni ideale proprio
omogeneo I C A possiede una decomposizione irriducibile

I=LNhLnN---Nli.

A A
Inoltre, il nucleo della moltiplicazione 7—z>7 per un elemento omogeneo r € A é

ﬂ{]h|h:1,...,sez¢\/E}

e quindi il suo annullatore Ann (Ker(x)) contiene lintersezione degli ideali Iy, tali che

z € V1.

Dimostrazione. Denotiamo con A la famiglia degli ideali omogenei di A che non sono
intersezione finita di ideali irriducibili omogenei. Se A fosse # (), allora scelto un elemento
massimale I € A, si avrebbe che I non e irriducibile ed esistono due ideali omogenei
J,H ¢ A tali che I = JN H. Sia J che H sono intersezione finita di ideali irriducibili
omogenei e quindi anche I lo &. A meno di permutare gli indici possiamo supporre z & /I,
per h <rex €I per k> r. Se xy € I, allora per il Lemmadeve essere y € Iy
per ogni h <requindise z € I, 1 N---NIg vale zy € I. O

contenuto in

Riepilogando, se I = I N Io N --- N I, € una decomposizione irriducibile, allora per
ogni elemento omogeneo = € A vale

(I:z):={a€Alaxel}C ﬂ I;, ﬂ I;c{acAla(l:2)C I}
zg@ me\/E

L’Esercizio [I3.1] mostra che un ideale pud avere infinite decomposizioni irriducibili
minimali.

Lemma 13.1.4. Siano A = ®,>0A, un anello graduato Noetheriano e M = ®p>oM,
un A-modulo graduato finitamente generato. Allora vale M,, = 0 per n >> 0 se e solo se
esiste un ideale omogeneo H = ®H,, C Ay tale che HM =0 e H,, = A,, per n >> 0.

Dimostrazione. Se M,, = 0 per ogni n > s, allora basta considerare l'ideale H = @®,~sA,.
Viceversa se esiste un ideale omogeneo H tale che H,, = A,, per n >> 0e HM = 0, allora
anche A, M = 0 per n >> 0 ed essendo M finitamente generato ne consegue che M,, =0
per n >> 0. O

Lemma 13.1.5. Sia Ay una K -algebra Noetheriana ed I C Aglzo, ..., Tm] = Bn>04n un
ideale omogeneo. Allora per il generico polinomio omogeneo f € Klxg,...,xn] di grado
d esiste un intero positivo ng tale che la moltiplicazione

-f
e

e iniettiva per ogni n > ng.
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Dimostrazione. Denotiamo con Ry C Kz, ...,z il sottospazio vettoriale dei polinomi
omogenei di grado d. L’anello graduato Ag[zo, ..., zm] = Ao® A4 & Noetheriano e quindi
esiste una decomposizione irriducibile minimale dell’ideale I, diciamo

I=Jin---nJ.NnH N---NH,,

dove A, ¢ /J, e A, C /Hy per ogni h,k. Se r = 0 oppure d = 0, allora il risultato
¢ banale: nel primo caso perché A, = I, per n >> 0, nel secondo perché il generico
polinomio di grado 0 & invertibile. Possiamo quindi supporre d, j > 0 e quindi che RgN+/J,
e un K -sottospazio vettoriale proprio per ogni h = 1,...,r. Dunque il generico polinomio
f € Rgq non appartiene a Up+/J, e quindi, per il Lemma il nucleo K = &K, della
moltiplicazione per f ¢ annullato da H = H, N---N H,. Siccome A, C NvHy = vH ne
segue, per il Lemma che esiste ng tale che K,, = 0 per n > ny. a

Esercizi

13.1. Verificare che (2%, xy) = (z)N(2?, y+ax) ¢ una decomposizione irriducibile minimale
in Clz,y] per ogni a € C e dedurre che la decomposizione irriducibile di un ideale non e,
in generale, sostanzialmente unica.

13.2. Quali dei seguenti ideali sono irriducibili?

1.q= (z,9%) C C[z,y].

(g Clry, 2]
2. q= ( ) ) - (%[_ 22)]
= (r 2'2 T,Y,z
Ba=wa Gy

13.3. Trovare esempi di ideali irriducibili che non sono primi e di ideali non irriducibili il
cui radicale € un ideale primo.

13.2 Il polinomio di Hilbert

Consideriamo come anello graduato A = ®A4,, = K|zo,...,z,], dove A, indica il K-

. . - . n—+m L . -
spazio vettoriale, di dimensione ( ), dei polinomi omogenei di grado n.
m

Definizione 13.2.1. La Serie di Poincaré di un ideale omogeneo I = &I, C A é

+o0
P(I,t) = dimg </;”) t" € Z[[t]].
n=0 n

Ad esempio la serie di Poincaré dell’ideale nullo in K [zg, ..., zm] &
—+oo
n+m
P = "
0,t)=>" ( . )t
n=0
Lemma 13.2.2. Sia I C Klzo,...,z,] un ideale omogeneo e f € Klxg,...,xm] un

polinomio omogeneo di grado d > 0. Se:

- [ é generico, oppure
-1 ¢ un ideale primo e f & I,
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allora (1 —t¥)P(I,t) — P(I + (f),t) ¢ un polinomio in t.

Dimostrazione. Denotiamo con K il nucleo della moltiplicazione per f. Si hanno le
successioni esatte

O—>K—>—i>é—>i—>0,
I I I+(f)
O—»Kn_d—fAn_di)ﬁﬁiAn —0.

In,d In In + fAnfd
Nel secondo caso K = 0, mentre nel primo caso, in base al Lemma [13.1.5] esiste ng € N
tale che K,, = 0 per ogni n > ng. In ogni caso vale

“+oo
A A, _

. B 4 B . n . n—d n

(1= tYP(I,t) = P(I,t) - t*P(I,t) = > (dlmK 7, — dimx In—d) !

n=0

+oo no
Ay
= di —_— —di K, 4]t =PI 1) — di K,,_at".
Z( iy ey dimg d> (I+(f),1) ngl img d

n=0

a

Teorema 13.2.3. Per ogni ideale omogeneo I C AL C K{zo, ..., %] & possibile scrivere
la serie di Poincaré nella forma

P(I,t) = uﬂf))dﬂ

dove f(t) € Z[t] é un polinomio tale che f(1) >0 e d é un numero intero > —1.

Dimostrazione. Se P(I,t) ¢ un polinomio, allora basta porre d = —1 e f(¢) = P(I,t). In
tal caso f(1) & uguale alla dimensione di A/I = K @ A, /I come K-spazio vettoriale e
quindi f(1) > 0. Assumiamo quindi che P(I,t) non sia un polinomio e dimostriamo il
teorema per induzione sulla dimensione h del K -spazio vettoriale A; /(v INA;). Se h = 0,
allora A; C /T e la serie di Poincaré & un polinomio. Se h > 0, allora consideriamo un
generico elemento © € A; —+/I. Per il Lemma la differenza h(t) := P(I + (x),t) —
(1 —1t)P(I,t) € Z[t] ¢ un polinomio. Per I'ipotesi induttiva possiamo scrivere

q(t)

P +(@).0) = 55

con ¢(t) € Z[t], d > 0 e g(1) > 0. Dunque

g(t) — (1 —1)*h(t) f(t)
P I t - = .
( ? ) (1 _ t)d+1 (1 _ t)d+1
Se d > 0, allora f(1) = g(1) > 0. Se invece d = 0, allora P(I,t) — f(1)(1—t)"t € Z[t] e
quindi f(1) & uguale alla dimensione di A,,/I,, per n >> 0. Poiché per ipotesi « ¢ /T si
ha 2™ & I per ogni n e quindi f(1) > 0. O

Esempio 13.2.4. E facile dimostrare (vedi Esercizio che per ogni s > 0 si ha

—+oo

1 s+n\,,
T ()
(1—1) —\ s
e quindi la serie di Poincaré dell’ideale nullo in K [z, ..., 2] ¢ uguale a

1

P(0,t) = m



13.2 1l polinomio di Hilbert 257

Definizione 13.2.5. Sull’insieme degli ideali omogenei contenuti in K[xg, ..., 2] con-
sideriamo la relazione di equivalenza I = ®I, ~ J = ®J, se esiste ng € N tale che
I, = J, per ogni n > ng, e denotiamo con Z(I) la classe di equivalenza di un ideale I.
Chiameremo Z(I) sottoschema chiumﬂ di P™.

Per assegnare un vago sapore geometrico ai sottoschemi, scriveremo con un po’ di am-
biguita P™ = Z(0). Poniamo inoltre Z(I) C Z(J) se J, C I,, per ogni n sufficientemente
grande. In particolare la notazione Z(I) C P™ indichera che Z(I) & un sottoschema chiuso
di P™.

Vogliamo adesso indagare quali sono i parametri della serie di Poincaré invarianti per
la relazione di equivalenza ~, ovvero che dipendono solamente da Z(I). Per fare questo
occorre analizzare il comportamento asintotico di P(1,t).

t
Sia P(I,t) = 1f(t))1+d, con f(1) > 0, la serie di Poincaré di un ideale omogeneo I:
considerando lo sviluppo di Taylor di f nel punto ¢ = 1 possiamo scrivere
deg(f)
-y (<1)'dif 1
P(I,t = ~(1 -,
(,#) = (1—1) d+1 dtl ; il dt ( )(1 — t)d+1—i

Quindi per ogni n > deg(f) —d il coefliciente di t™ in P(I,t) & uguale al coefficiente di "
nella serie

¢ tale che dimg (A,/I,) = pz()(n) per ogni n > deg(f) — d. In particolare pzp(t)
non dipende dalla scelta di I all’interno della classe di equivalenza Z(I). Se d = —1 si
pone convenzionalmente pz ) = 0.

Definizione 13.2.6. Il polinomio pz(x) si dice Polinomio di Hilbert di Z(I).

f(®)
t)1+d ’

omogeneo I. Allora il grado di pZ(I)(x) e uguale a d ed il suo coefficiente direttore é uguale

f/d.

Lemma 13.2.7. Sia P(I,t) = con f(1) >0, la serie di Poincaré di un ideale

dei
Dimostrazione. 11 polinomio (w —!l_ _ Z) € Q[z] ha grado d — ¢ e quindi
—1
d 1
pzn(x) = f(1) (x—(!j— ) + E {polinomi di grado < d} = %xd +oe

O

! Si indica con Hilb (P™) la famiglia dei sottoschemi chiusi di P™. Si deve a Grothendieck
una descrizione geometrica degli Z(I) come spazi topologici dotati di fascio strutturale, e la
dimostrazione che Hilb (P™) ¢ a sua volta unione numerabile di sottoschemi chiusi detti in
gergo Schems di Hilbert.
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Definizione 13.2.8. Sia

P(I,t) = aic(tt))w f(1) >0

la serie si Poincaré di un ideale omogeneo I C Ay. Il numero d = dim Z(I) si dice la
dimensione di Z(I). Se d > 0, si definisce il grado di Z(I) come deg(Z(I)) = f(1) > 0.
Se d = —1 si pone per convenzione deg(Z(I)) = 0.

Ad esempio la dimensione di Z(0) = P™ ¢ uguale ad m, mentre il grado di Z(0) &
uguale ad 1.

Segue dal Lemma che la dimensione ed il grado possono essere dedotti dal
polinomio di Hilbert e che quindi non dipendono dalla scelta di I nella sua classe di
equivalenza. Infatti, se py(;y = 0 allora dimZ(I) = —1 e deg(Z(I)) = 0, mentre se
deg(Z(1))

|
Osserviamo inoltre che se dim Z(I) = 0, alloraddeg(Z (I)) € uguale alla dimensione dello
spazio vettoriale A,, /I, per n >> 0.

Pz # 0, allora dim Z(I) = degpz e ¢ il coefficiente direttore di pz(r).

Lemma 13.2.9. Siano Z(I) C Z(J) C P™ due sottoschemi chiusi. Allora vale dim Z(I) <
dim Z(J) e, se vale dim Z(I) = dim Z(J), allora deg(Z(I)) < deg(Z(J)).

Dimostrazione. Per definizione Z(I) C Z(J) se e solo se J, C I, per n >> 0 e quindi
Pz(1r)(n) < pz(s)(n) per ogni intero n sufficientemente grande. ad

Corollario 13.2.10. Se I & un ideale primo, allora deg(Z(1, f)) = deg(f) deg(Z(I)) per
ogni f € I omogeneo.

Dimostrazione. Immediata conseguenza del Lemma [13.2.2 a
Corollario 13.2.11. Sia I C K|xzg,...,2,] un ideale omogeneo e sia x una generica
combinazione lineare di xg, . ..,T, 6 coefficienti in K.

1. Se dim Z(I) > 0, allora dim Z(I + (z)) = dim Z(I) — 1.
2. Se dim Z(I) > 0, allora deg(Z (I + (z))) = deg(Z(I)).

Dimostrazione. Per il Lemma [13.2.2]1e due serie P(I + (z),t) e (1 —t)P(1,t) differiscono
per un polinomio. a

Lemma 13.2.12. Per ogni coppia di ideali omogenei I,J C A =K]|xo,..., 2] vale
P(InJt)=P(,t)+ P(J,t) — P(I+ J,t),

PznJg) =Pz1) T Pz(J) —PzUI+J)-
Dimostrazione. Immediata conseguenza della successione esatta

A A@A A 0
—_— s — P — .
nJ 1

0 —_—
J I+J
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Esercizi
13.4. Un polinomio p(z) € Q] si dice un polinomio numerico se p(n) € Z per ogni
intero n >> 0. Provare che:

1. Se p(x) & un polinomio numerico, allora p(n) € Z per ogni n € Z (Sugg.: il polinomio
q(z) = p(x + 1) — p(x) & numerico.)
2. Lo Z-modulo dei polinomi numerici ¢ libero ed una sua base ¢ data dai polinomi

(2) :;j:[:(x—jﬁ deN.

3. Con la relazione di ordine, p > ¢ se e solo se p(n) > ¢(n) per n >> 0, i polinomi
numerici sono un insieme totalmente ordinato.

13.5. Se dim Z(I) > 0, provare che per il generico elemento € A omogeneo di grado s
vale deg(Z (I + (z))) = sdeg(Z(1)).

13.6. Provare che se /I = v/J, allora dim Z(I) = dim Z(.J). (Sugg.: provare prima che
dim Z(I) = —1 se e solo se dim Z(J) = —1, poi mostrare che \/I + (z) = \/J + (z) per
ogni z € A.)

13.7. Sia I C A4 un ideale omogeneo ed f € A un polinomio omogeneo. Dimostrare che
dim Z(I) > dim Z(I + (f)) > dim Z(I) — 1. (Sugg.: utilizzare le successioni esatte

Anfd f ﬁ A”

—_ R D —{
In—d In (

I+ (n

per mostrare che per n >> 0 vale pz (1) > pz+(s)(n) > Pz (n) — Pz (n —d).)

d=degf,

13.3 Varieta proiettive come sottoschemi

Continuiamo adesso il lavoro delle sezioni precedenti, sempre assumendo che K = K sia
un campo algebricamente chiuso. Tra i vari risultati, pilt 0 meno tecnici, mostreremo che
ad ogni varieta proiettiva X C P™ & associato in modo canonico un sottoschema chiuso
Z(I1(X)) C P™) per il quale le nozioni di dimensione e grado definite per via algebrica in
questo capitolo corrispondono alle stesse nozioni definite geometricamente nel Capitolo [9}

Per ogni ideale omogeneo J C K[z, ..., Zs]| denotiamo con V(J) C P™ il chiuso dei
punti p che annullano tutti i polinomi omogenei di J e per ogni chiuso X C P™ denotiamo
con I(X) C Ay l'ideale generato dai polinomi omogenei di grado positivo che si annullano
su X. Per il teorema degli zeri omogeneo I(V(.J)) = v/.J per ogni J C A, . Se I ~ J, allora
VI =+/J e dunque V(I) = V(J). Infine scriveremo X C Z(J) se Z(I(X)) C Z(J), o
equivalentemente se X C V(.J). In particolare per un punto p € P™ la condizione p € Z(I)
¢ perfettamente equivalente a p € V(I).

Lemma 13.3.1. Per ogni ideale omogeneo I C A wvale
dim Z(I) = dim V(I).

Dimostrazione. Procediamo per induzione sulla dimensione di V(I): per il teorema degli
zeri vale V(I) = ) se e solo se /I = A, ed abbiamo gia convenuto che tale condizione &
equivalente a dim Z(I) = —1. Se V(I) # 0 e dim Z(I) > 0, allora segue dal Teorema [9.6.5]
e dal Corollario che per il generico iperpiano H = {& = 0}, con = € A;, vale
dmV({I + (z)) =dim(V(I)NH)=dimV(I)—1ledimZ(I + (x)) =dimZ(I) —1. O



260 13 1I polinomio di Hilbert

Definizione 13.3.2. Sia I un ideale omogeneo tale che V(I) # 0; per ogni p € V(I)
denotiamo con I, lideale formato dai polinomi f € Ay tali che fg € I per qualche
polinomio omogeneo g € Ay con g(p) # 0.

Dato che, nella Definizione[13.3.2} il polinomio g ha grado positivo, ne segue facilmente
che se I ~ J allora I, = J,. La stessa dimostrazione del Lemma [10.8.1| mostra che V' (I,)
¢ l'unione delle componenti irriducibili di V(I) che contengono il punto p.

Lemma 13.3.3. Nelle notazioni della Definizione sel = JiN---NJs é una
decomposizione irriducibile minimale e p € V(I), allora

L= () J

peV (Ji)
¢ una decomposizione irriducibile minimale.

Dimostrazione. Se f € I, allora esiste g omogeneo tale che g(p) # 0 e gf € I; per il
Lemma si ha che f € J; per ogni i tale che g € v/J; e quindi a maggior ragione
f € J; per ogni i tale che p € V(J;). Viceversa se f appartiene all'intersezione dei J;
tali che p € V(J;), allora per ogni h con p € V(J,) possiamo trovare a; € Jj, tale che
ap(p) # 0. Il prodotto di f con tutti gli aj, appartiene ad I e quindi f € I,. ad

Definizione 13.3.4. Sia I C Ay C K|xo,...,Tn] un ideale omogeneo e sia p € Z(I) un
punto di P™:

1. p si dice un punto singolare di Z(I) se, per ogni scelta di f1,...,fs € I polinomi

Y7
omogenei, il rango della matrice <8ﬁ(p)> é strettamente minore di m — dim, V' (I).
N
2. p si dice un punto immerso di Z(I) se esiste un divisore di 0 in A/I, che é omogeneo
e non st annulla in alcuna componente irriducibile di V(I,).

Denoteremo con Sing(Z(I)),Imm(Z(I)) C V(I) gli insiemi dei punti singolari e
immersi di Z(I), rispettivamente.

Si noti che se g1, ..., gr € un insieme di generatori omogenei dell’ideale I, un punto p €
90
agl (p)) & minore di m —dim,, V(I). In
Ly
completa analogia con il caso delle varieta possiamo definire lo spazio tangente proiettivo.
Se I Cc Ay CKlzg,...,2zm,] & un ideale omogeneo e p € V(1) si definisce

Z(I) & singolare se e solo se il rango della matrice (

n - 8f .
T,(Z(I)) =< [vo,...,v,] €EP jzovja—zj(p)zo per ogni f el

E chiaro che T,(V(I)) C T,(Z(I)) e che p & un punto singolare di Z(I) se e solo se
dim T, (Z(I)) > dim, V(I).

Notiamo che p € Sing(Z(I)) se e solo se p € Sing(Z(I,,)) e quindi Sing(Z(I)) dipende
solo dalla classe di equivalenza di I. Dalla semicontinuita del rango segue che, se V(I)
¢ irriducibile, e quindi equidimensionale, allora Sing(Z(I)) & un sottoinsieme chiuso di
V(I).

Se V(I) non & irriducibile, poiché i punti singolari di V' (I) sono contenuti in Sing(Z (1)),
i punti appartenenti a pitt di una componente irriducibile sono punti singolari di Z(I) e
ragionando come in si deduce che Sing(Z(I)) & un sottoinsieme chiuso di V([).
Se I = I(X) ¢ l'ideale di una varieta proiettiva, allora Sing(Z(I)) coincide con il chiuso
dei punti singolari di X. Notiamo che, se I non ¢ un ideale radicale, puo succedere che
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Sing(Z(I)) = V(I). I punti immersi hanno invece un comportamento pil ragionevole:
dimostreremo tra breve che i punti non immersi formano sempre un aperto denso. Ovvia-
mente se p ¢ un punto immerso, allora A/I, non ¢ un dominio di integrita, quindi I, non
¢ un ideale primo e, per il Teorema p & un punto singolare. Si deduce quindi che
Imm(Z(I)) C Sing(Z(I)) C V(I).

Definizione 13.3.5. Sia I = J; N --- N Js una decomposizione irriducibile di un ideale
omogeneo I C Klxg,...,xm]. Diremo che un ideale J; é un elemento isolato della de-
composizione se V(J;) € una componente irriducibile di V(I). Diremo invece che J; € un
elemento immerso se V(J;) non é una componente irriducibile di V (I).

La Definizione [13.3.5| & sensata in quanto V(I) = U;V(J;) ed abbiamo gia dimostrato
che v/J; & un ideale primo e quindi V(J;) = V(v/J;) & un chiuso irriducibile.

Lemma 13.3.6. Sia I ideale omogeneo e sia I = Jy N --- N Js una decomposizione
irriducibile omogenea minimale. Allora vale

Imm(Z(I)) = UW{V(J;) | J; & un ideale immerso }.
In particolare Imm(Z(I)) é un chiuso proprio di V(I).

Dimostrazione. A meno di permutazioni degli indici possiamo assumere che esista un
intero r < s tale che J; & immerso se e solo se ¢ > r e quindi V(J1),...,V(J,) sono tutte
e sole le le componenti irriducibili di V' (I). Per il Lemma per ogni p € V(I) esiste
almeno un indice j < r tale che p € V(J;) ed una decomposizione irriducibile minimale

L= () 7

peEV(J;)

Sia h > r e p € V(Jp,); vogliamo dimostrare che p ¢ immerso. Possiamo scrivere
I, = J, N Hy, dove H, & l'intersezione degli ideali J; tali che ¢ # h e p € V(J;). Siccome
la decomposizione ¢ assunta minimale, esiste h € H,, — I, ed anche un f € Jy — I, che
non si annulla in alcuna componente irriducibile di V(I); chiaramente fh € I, e quindi
p € Imm(Z(1)).

Viceversa se p € Imm(Z([I)) allora esistono h, f & I, tali che f & \/J; per ogni
i=1,...,7 e fh € I,. Per il Lemma applicato alla decomposizione irriducibile di
I,,, deve esistere ¢ > r tale che p € V(J;). O

Il prossimo teorema & una versione effettiva del Corollario [13.2.11]

Teorema 13.3.7. Sia I C Ay ideale omogeneo con V(I) di dimensione pura d > 0 e
sia f € A, un polinomio omogeneo di grado n tale che dimV (I, f) = d — 1. Allora
deg Z(I, f) > ndeg Z(I) e vale l'uguaglianza se dim(Imm(Z (1)) NV (f)) <d—1.

Dimostrazione. La disuguaglianza segue immediatamente dalla successione esatta

A A A
— — 0

T T @)

che induce la disuguaglianza tra polinomi di Hilbert pz(;, ¢ (l) > pzr)(1) — pz)(l — d)
per | >> 0. Prendiamo una decomposizione irriducibile omogenea minimale

I=Jhn---n,NnHN---NHNK;N---NK;,=JNHNK

condimV (J;) = d,dimV(H;) = d—1 edim V(K;) < d—1. Dalla condizione dim V (I, f)
)

d — 1 segue che f & /J; per ogni i, mentre dalla condizione dim(Imm(Z(I)) NV (f)) <
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d — 1 e dal Lemma [13.3.6| segue che f ¢ \/E per ogni j. Quindi se fa € I deve essere
a€ JNH equindi Ka C I. L’anello A/T & Noetheriano e quindi il nucleo della mappa di
moltiplicazione per f € generato da un numero finito di elementi omogenei vy, ..., v di
gradi dq,...,d. Esiste allora una successione esatta

FCA (o) A 5 A A
@——>——>——>7—>0
D TR

che induce la disuguaglianza tra polinomi di Hilbert, per [ >> 0

k
pz1.5) () <pzy(l) —pz@)(l —d) + ZPZ(K)(Z —d—d;).
=1

Basta adesso osservare che pz(x) ¢ un polinomio di grado < d — 1. a

E facile mostrare con degli esempi che, in generale, non vi sono relazioni di in-
clusione tra Imm(Z(I)) N V(f) e Imm(Z(I, f)); occorre pertanto fare molta atten-
zione nell’applicare ricorsivamente il risultato del Teorema [13.3.7| (vedi in proposito

I’Esempio [13.5.7)).

Vediamo adesso come calcolare il grado di Z(I) quando dim Z(I) = 0.

Definizione 13.3.8. Se dim Z(I) = 0 definiamo il grado locale di Z(I) in un punto
p e V(I) come
deg, Z(I) = deg Z(I,).

Lemma 13.3.9. Se dim Z(I) = 0 e p € Z(I), allora vale deg, Z(I) > 1 se e solo se p ¢
un punto singolare di Z(I).

Dimostrazione. Prendiamo un sistema di coordinate omogenee xg,...,Z,, tali che p =
[1,0,...,0]. 11 punto p & una componente irriducibile di V(1) e pertanto si ha /T, = I(p).
Se p non & un punto singolare di Z(I) allora, per il Teorema vale I, = I(p) e di
conseguenza deg, (Z(I)) = 1. Viceversa se deg(Z(I,)) = 1, allora esiste n € N tale che il

sottospazio I, N A, ha codimensione 1 in A,, e quindi per ogni i =1,...,m esiste a; € K
OF,

tale che f; := z;z) ' —a;azl € I,. Il rango della matrice (J(p)) ¢ uguale a m e quindi
Ly

p € non singolare. O

Proposizione 13.3.10. Se V/(I) = {p1,...,pn}, allora deg Z(I) = ), deg, Z(I).

Dimostrazione. Denotiamo I; = I,,,, P; = I(p;) = \/I;, Po = Ay. Per il teorema degli
zeri di Hilbert, Py, ..., P, sono tutti e soli gli ideali primi che contengono I. Se

=N
i=0 h

¢ una decomposizione irriducibile minimale, indicizzata in modo tale che /J;;, = P; per
ogni i, h, segue dal Lemma che per ogni ¢ = 1,...,n vale I; = NpJ;p. Possiamo
dunque scrivere

I=I/hnhLn---NI,

dove Iy ¢ un ideale tale che /Iy = Py. Per ogni s = 1,...,n vale

P(Ipn---Nligt)=PIoN---NIs_1,t)+ P(Is,t) — P((IgN---NIg_q)+ Is, t)
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e, siccome V((IpN---NIs_1)+ Is) = 0, la serie di Poincaré di (IpN---N1Is_1)+ I ¢ un
polinomio. Quindi

deg(Z(IoN1iN---N1I,)) =deg, Z(I)+deg(Z(IoNIiN---NI;1))

e tutto segue per induzione su s. a

Proposizione 13.3.11. Sia I C K|z, ..., zn] un ideale omogeneo tale che dimV (I) =0
e sia p € V(I) C P™. Allora vale la formula

deg,(Z(I)) = dimg ———

dove I () & lideale di Oppm generato dai quozienti f/g, con f € I, g(p) # 0 ed i polinomi
f, g omogenei dello stesso grado.

Dimostrazione. Denotiamo J = I, e d = deg,(Z(I)) = deg(Z(J)). Sia p = [v,...,vm] €
supponiamo, tanto per fissare le idee, che vg # 0. Proviamo che ogni d+1-upla ¢q, . . ., ¢q €
Oppm /1) € linearmente dipendente. Per ogni i = 0,...,d, scriviamo ¢; = f;/g;, dove
deg f; = degg; e sia s = ), deg f;. Per n >> 0 i polinomi omogenei

Fizl‘g_sfngj, iZO,...,d
J#i

sono linearmente dipendenti in A, /J, ed esistono ag,...,a; € K non tutti nulli e tali
che Y a;F; € J,. Per definizione di J esiste un polinomio omogeneo G tale che G(p) # 0
e tale che Y a;F;G € Jyideg; dividendo per z( °*G[]. g; otteniamo una relazione di
dipendenza lineare in O pm /(). Sia dunque § = dimg Op pm /() < d e dimostriamo che
0 >d. Sian >> 0 e siano fi,..., fq € A, polinomi omogenei che inducono una base di
A, /I, & sufficiente dimostrare che i quozienti f1/x§, ..., fa/xf € Oppm sono linearmente
indipendenti in Op pm /(). Se (3 a;fi)/xf € Iy, allora esistono h € I e g € A omogenei
dello stesso grado e tali che g(p) # 0 e g(> a;f;) = haj. Siccome hzj € I ne segue che
> a;fi € J e quindi che a; =--- = aq = 0. a

Esercizi

13.8. Dimostrare che per due ideali omogenei I, J C Kz, ..., zy] vale Z(J) C Z(I) se
e solo se I, C Jp, per ogni p € P™.

13.9. Sia I = (22, x122) C K [z0, 21, T2]. Determinare i punti immersi ed i punti singolari
di Z(I).

13.10. Sia I = (2%, zy) C K[z, y, z]. Determinare il grado di Z(I) e quello di Z(I + (y —
ax — bz)) al variare di a,b € K.

13.11. Nelle notazioni della Proposizione|13.3.11] dimostrare che per due ideali omogenei
I,J C Klxg,...,zn] vale Z(J) C Z(I) se e solo se I C J,) per ogni p € P™. (Sugg.:
Esercizio [13.8])
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13.4 Successioni regolari ed intersezioni complete

Definizione 13.4.1. Una successione fi,...,f, € A di elementi di un anello A si di-
ce una successtione regolare se (fi,...,fn) # A e se, per ogni i = 1,...,n, la
moltiplicazione

A fi A

—_—

(flv"‘vfifl) (flv”’afifl)

e iniettiva.

E chiaro che se fi,---, fn € una successione regolare allora anche fi,...,f,. € una
successione regolare per ogni r < n. E invece generalmente falso che f.,..., f, € una
successione regolare, in particolare la proprieta di essere una successione regolare non e
invariante per permutazioni degli indici.

Una proprieta sulle successioni piu debole della regolarita ma invariante per permu-
tazioni e data dalla seguente definizione.

Definizione 13.4.2. Diremo che una successione f1,..., fn € A & di Koszul se per ogni
successione a1, .. .,a, € A tale che a1 f1+---+an fr, = 0 esiste una matrice quadrata (b;;)
di ordine n, alternante (ossia antisimmetrica con gli elementi della diagonale principale
nulli) a coefficienti in A, tale che a; = Zj bijfj perognii=1,...,n.

Lemma 13.4.3. Ogni successione regolare € di Koszul.

Dimostrazione. Sia f1,..., fn, € A una successione regolare; allora f; non ¢ un divisore di
0, vale a1 f; = 0 se e solo se a; = 0 e quindi f; & di Koszul. Per induzione su n possiamo
assumere fq,..., fr,—1 di Koszul e si abbia ayf1 + - + a, f, = 0. Dalla regolarita della
successione segue che a,, € (f1,..., fn—1), diciamo a,, = ¢1 f1+- - -+¢p—1fn—1. Sostituendo
eventualmente a,, con a,, — Z ¢; fi ed a; con a; + ¢; f,, non e restrittivo supporre a, = 0;
basta adesso ricordarsi che f1,..., f,—1 € di Koszul. m|

In alcuni casi fortunati vale anche il viceversa del Lemma [13.4.3} i piu rilevanti sono

trattati nel Lemma|13.4.4] e negli Esercizi [13.17| e [L3.18

Lemma 13.4.4. Sia A = @2—:06)141' un anello graduato. Una successione di elementi
omogenei di grado positivo fi,..., fn € A é regolare se e solo se é di Koszul.
Dimostrazione. Siano f1,..., f, elementi omogenei tali che deg(f;) > 0 per ogni ¢; bisogna
dimostrare che se una tale successione e di Koszul allora e regolare. Per induzione su n,
basta dimostrare che se f1,..., f, € di Koszul allora:

1. La successione fi,..., fn—1 € di Koszul.

A A
2. L’applicazione di moltiplicazione ELR ¢ iniettiva.

(fla"'afn—l) (.fla"'afn—l)

[1] Consideriamo una relazione aj f1 + - - - + ap—1 fn—1 = 0; separando le varie componenti
omogenee in tale relazione non e restrittivo supporre che a; sia omogeneo di grado d —
deg(f;) per qualche d € N ed ogni i. Dimostriamo per induzione su d che esiste una matrice

alternante b;;, con 4,5 =1,...,n — 1, tale che a; = ZKN bijfj perognii=1,...,n—1.
Per ipotesi la successione fi, ..., f, ¢ di Koszul e quindi esiste una matrice alternante c;;,
coni,j =1,...,n, tale che

n—1 n
Ozg cnjf; e ai:E cijfj perognii=1,...,n—1
=1 j=1
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Non & restrittivo supporre ¢;; omogeneo di grado deg(a;) — deg(f;) = d — deg(fif;):
per l'ipotesi induttiva esiste una matrice alternante d;i, con j,k =1,...,n — 1, tale che
Cnj = > d;i fr per ogni j. Dunque

n—1 n—1
a; = cinfn+ Y cife =D _(¢jk — djefn) fi
k=1 k=1
e possiamo prendere b;; = c;; — d;; fn-
[2] La condizione di Koszul implica in particolare che se fpa, € (f1,-..,fn-1), allora
anche a, € (f1,..., fn_1), ovvero Uiniettivita della moltiplicazione per f,. a

Diamo adesso una interpretazione geometrica delle successioni regolari di polinomi
omogenei in K[zg, ..., Zm].

Esempio 13.4.5. Una successione fo,..., fn € Klzg,...,2;,] di polinomi omogenei di
grado 1 e regolare se e solo se gli f; sono linearmente indipendenti su K. Una impli-
cazione € ovvia, viceversa se fi,...,f, sono linearmente indipendenti, allora a meno
di cambi lineari di coordinate possiamo supporre f; = x;, per i = 0,...,n, e quindi
Klzo, .- sxm]/(fo,---, fi) = K[Zit1,. .., Tm] per ogni i.

Teorema 13.4.6. Siano fy,...,fn € Klzo,...,2m] polinomi omogenei di gradi dy >
dy > -+ >dp >0 e denotiamo con I = (fo,..., fn) Uideale da essi generato. Allora sono
condizioni equivalenti:
1. fo,.-., fn € una successione regolare.
h d:
[[imo(1 —t%)
2. P(I,t) = —=4=2——~
( J ) (1 _t)m+1

3 h<medimZ(I)=m—h-—1.

Dimostrazione. [I = 2] Se h = —1 allora I = 0 e P(0,t) = (1 —t)"1=™. Se h > 0,
denotando con J = (fo, ..., frn—1) si ha una successione esatta

Ayp A A

——

0—>J j—>7—>0

dalla quale si deduce I'uguaglianza
P(I,t) = P(J,t)(1 — t?).

Basta adesso utilizzare induzione su h.

[2 = 3] La dimensione di Z(I) & per definizione 'ordine di polo in ¢t = 1 della serie di
Poincaré meno 1 ed ¢ quindi uguale a m — h — 1.

[3 = 1] Aggiungendo alla successione generici polinomi omogenei di grado 1 fr11,..., fm
non & restrittivo supporre h = m, dim Z(I) = 0 e quindi VI = A_. Dimostriamo per
induzione sul prodotto d = dpd; ---d,, che fo,..., f,, & una successione regolare. Se
d = 1 basta applicare I’'Esempio Assumiamo quindi d > dy > 1 e denotiamo
J=(f1,---s fm). Dato che 0 =dim Z(I)+1>dim Z(J) > m—m =0 vale dim Z(J) =0
e per il generico u € A; la dimensione di Z(J + (u)) € uguale a —1. Per l'ipotesi induttiva
u, f1,..., fm € una successione regolare, quindi f1,..., f;, € una successione regolare e u
non ¢ un divisore di 0 in A/J. Siccome VI = A, esiste k > 0 tale che u* € I, cioe
u* = afy (mod J) e se fy fosse un divisore di 0 in A/J allora anche u* sarebbe un
divisore di 0: contraddizione. ad

Teorema 13.4.7. Siano f1,..., fm € K|xo,...,%m] polinomi omogenei. Se V(fi)N---N
V(fm) =A{p1,-..,0n} ha dimensione 0, allora
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Zdegm flaafm)):Hdeg(fj)
j=1

Dimostrazione. Per il Teorema [13.4.6|la successione f1,..., f, € regolare e quindi

m m deg(f )
(1—1) dcg(f7) ’
P e =
((fla 7fm) ].—t 1;[ ].—t ].—t 1;[ —
Basta adesso osservare che il grado di Z(f,..., fm) € uguale al valore che assume il
polinomio (1 —t)P((f1,..., fm),t) per t = 1. O

Definizione 13.4.8. Una sottovarieta X C P™ di codimensione d si dice una interse-
zione completa se l'ideale I(X) € generato da d polinomi omogenei.

Per il Teorema [13.4.6] una varietd X ¢ intersezione completa se I(X) & generato da
una successione regolare di polinomi omogenei.

Teorema 13.4.9. Sia X C P™ una sottovarietd di codimensioned < m e sia I(X) C A =
Kz, ..., Tm] Videale dei polinomi nulli su X . Se esistono f1,..., fa € I(X) omogenei tali
che X = Z(f1,..., fa), allora I(X) = (f1,..., fa), e quindi X ¢ intersezione completa.

Dimostrazione. Denotiamo con I = I(X) e con J = (f1,..., fa). Per ipotesi V(J) = X,
J CIedJ~ I;vogliamo dimostrare che J = I. Inoltre vale I = N{I, |[p€ X} e I, = J,
per ogni p € X. Sia J = H; N+ --N H, una decomposizione irriducibile minimale di J. Per

il Lemma |13.3.3| vale J, = ﬁ{H | p € V(H;)} e quindi si ha
I =NpexI, =NpexJp = ﬁ{Hi | V(Hz) #+ (Z)}

Basta quindi dimostrare che V(H;) # () per ogni i. Supponiamo che accada il contrario,
possiamo allora scrivere J = I N K, con J # I e dove K ¢& un ideale omogeneo tale che
V(K) = (. Per il teorema degli zeri esiste un intero n tale che K,, = A,,. Possiamo quindi
trovare g € K, tale che dim(X NV(g)) < dim X e quindi la successione fi,..., f4,g &
regolare, in contraddizione con il fatto che gI C J e quindi che g & un divisore di 0 in
AlJ. O

Esercizi

13.12. Si consideri lanello A = K[z, y, 2] e la successione f; =y, fo = 2(y — 1), f3 =
z(y — 1). Provare che la successione f1, fa, f3 & regolare e che la successione fs, f3 non &
regolare.

13.13. Dimostrare il Teorema [4.5.6

13.14. Nelle notazioni del Corollario dimostrare che se V(fo,..., fr) = 0, allora
r>ne ¢4 e surgettiva per d > do + dy + -+ + d,, — n. (Sugg.: esiste una successione
regolare uy, . .., u, tale che u; = f; (mod fiy1,..., fr), cfr. [Ko1996| 1.7.4].)

13.5 Intersezioni trasverse e teorema di Bézout

Definizione 13.5.1. Diremo che due varieta proiettive irriducibili X,Y C P™ si inter-
secano trasversalmente in un punto p € X NY se vale

dim(T,X NT,Y) =dim X + dimY — m.

Diremo che si intersecano trasversalmente se tale condizione é soddisfatta in per ogni

peXNY.
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Vediamo alcune conseguenze della nozione di trasversalita; si assuma X,Y C P™ due
chiusi che si intersecano trasversalmente:

1. Se XNY # 0, allora dim X +dimY > m. Infatti se p € X NY, allorap € T, X NT,Y
e quindi dim X + dimY —m = dim(T,X NT,Y") > 0.

2. Sep € XNY, allora p &€ un punto liscio di X, Y e X NY. Abbiamo infatti dimostrato
che dim,(X NY) > dimX + dimY —m e che T,(X NY) C T,X NT,Y; segue
quindi che p € un punto liscio di X NY. Inoltre dalla formula di Grassmann si ha
dimT,X +dimT,Y <m+dim(T,X NT,Y) <dim X +dimY e quindi p ¢ liscio sia
per X che per Y.

Per la comprensione del prossimo teorema e della sua dimostrazione e richiesta la let-
tura preliminare del Capitolo[I1] Se non lo avete ancora fatto, potete passare direttamente
al Lemma [13.5.3]

Teorema 13.5.2. Sia X C P™ una varieta proiettiva irriducibile di codimensione d e sia
E(X) il sottoinsieme della Grassmanniana G(d,P™) formato dai sottospazi di dimensione
d che intersecano trasversalmente X. Allora E(X) ¢é un aperto non vuoto.

Dimostrazione. In base alla Proposizione per ogni varietd proiettiva irriducibile
Y C P™ di codimensione s e per ogni d < s, la varieta di incidenza

Il ={H c G(d,P™) | HNY # 0}

¢ una sottovarieta chiusa e irriducibile di G(d,P™) di codimensione s — d. Sia Z C X il
chiuso dei punti singolari di X, sia U = X — Z 'aperto dei punti lisci e definiamo

D={(p,H) € X x G(d,P") | p € UN H, dim(T,(X) N H) > 0}.

D ¢ un chiuso di U x G(d,P™) e ogni fibra del morfismo di proiezione D — U ¢& isomorfa
ad una varieta irriducibile di dimensione d(m — d) — 1. Infatti, fissato p € U si consideri
un iperpiano P™~! C P™ non contenente il punto p e sia Y = Tp,(X) N P"~1. La fibra
sopra p & dunque la varieta di incidenza I{fil C G(d — 1,P™~1) che & irriducibile di
codimensione d — (d — 1) = 1. Quindi la chiusura D C X x G(d,P™) & irriducibile di
dimensione d(m —d) =1+ (m —d) = (d+ 1)(m — d) — 1. Se I(U) C G(d,P™) denota la
proiezione di D sul secondo fattore, allora I(U) & un chiuso irriducibile di codimensione
> 1. Infine
I$ ={H cGd,P") | HNZ # 0}

¢ unione finita di chiusi irriducibili di codimensione > 1. In conclusione E(X) =
G(d,P™) — I(U) — I & un aperto non vuoto. O

La nozione di trasversalita si estende in modo naturale all’intersezione di due sotto-
schemi chiusi. Osserviamo che in tale situazione vale il

Lemma 13.5.3. Dati due sottoschemi Z(I), Z(J) di P™ ed un punto p € V(I)NV(J) le
sequenti condiziont sono equivalents:

1. dim(T, Z(I) N T, Z(J)) = dim, V(I) + dim, V(J) — m
2. Z(I+J) éliscio inp e dim,(V(I) NV (J)) = dim, V(I) + dim, V(J) —m

Se tali condizioni sono soddisfatte allora p é un punto liscio di Z(I) e Z(J).

Dimostrazione. Basta osservare che T,Z(I + J) = T,Z(I) N T,Z(J) e ricordare che
T,Z(I+ J) > dim,(V(I)NV(J)) > dim, V(I) + dim, V(J) — m. O
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Teorema 13.5.4. Sia X C P™ una varieta proiettiva di dimensione pura h ed H C P™
un sottospazio proiettivo di dimensione m — h che interseca trasversalmente X. Allora il
grado di Z(1(X)) é uguale alla cardinalita $(X N H) dell’intersezione di X con H.

Dimostrazione. Sia Iy = I(X) e H =V (f1,...,fn), con fi,..., fn € Ay. Per semplicita
notazionale denotiamo I; = (lo, f1,..., fj) per ogni j = 0,..., h. Per I'ipotesi di trasver-
salita Sing(Z(1I1,)) = 0 e quindi deg Z(I1,) = #(X N H). Dato che dim Z(I;—1) > dim Z(I;),
vale anche Sing(Z(I;—1)) NV (f;) C Sing(Z(I;)) per ogni i; deve dunque necessariamente
valere

< dimSing(Z(1;)) < h — i = dim V(I;).

Per il Teorema [13.3.7|si ha dunque deg(Z(I1)) = deg(Z(Ip)) = deg(Z(I(X))). O

Corollario 13.5.5. Il grado deg(X) di una varietd proiettiva X C P™ & uguale al grado
del sottoschema chiuso associato Z(I(X)). Se H C P™ ¢ un sottospazio di codimen-
sione uguale alla dimensione di X tale che deg(X) = #(X N H), allora H interseca
trasversalmente X.

Dimostrazione. Dai Teoremi [13.5.2 e segue immediatamente la prima parte. La
seconda parte segue dal Lemma [I3.5.3] e dal Lemma [I3.3.9] o

Corollario 13.5.6. Sia X C P™ una varieta proiettiva di dimensione h. Allora il grado
di X ¢ uguale alla somma dei gradi delle sue componenti irriducibili di dimensione h.

Dimostrazione. Presi f1,..., fi elementi generici di Ay, il chiuso Y = V(I(X), f1,..., fr)
ha dimensione 0 ed ogni suo punto p & contenuto in una sola componente irriducibile
X, C X, la quale ha dimensione h. Siccome

deg X =deg Z(I(X), f1,..., fu) = Y _ deg, Z(I(X), fr, ..., fn)
peEY

eIp:I(Xp) C (nylw-'afh)p vale (I,fl,-.~7fh)p:(Ipuflw-wfh)zr 0

Esempio 13.5.7. (Caratteristica # 2,3) Sia X l'immagine del morfismo proiettivo
P2 —= P f([to,tr, ta]) = [tg, 1, tt2, 0183, 5],

e denotiamo I = I(X) C Klzo,...,z4). E facile vedere (guardando ad esempio le
restrizioni di X agli aperti affini 2y =1 e x4 = 1) che
I = (z124 — Tox3, w3 — o5, w0h — 23 220y — 2317).

Per il Teorema [13.3.7]il grado di X & uguale a deg Z(I, ) = deg Z(I, ). 1l sottoschema
Z(I,x0) non ha punti singolari e la cardinalita di V/(I, zg, z1 + ax2 +bxs +cxy) & uguale al
numero di radici del polinomio 44 at® 4 bt +c, che per generici a, b, ¢ & uguale a 4. Dunque
deg X = deg Z(I,x1) = 4; tuttavia il punto [1,0,0,0,0] & un punto immerso di Z(I,x),
ed infatti il grado di Z(I,z1,24) ¢ uguale alla dimensione di K [xa,z3]/ (2273, 23, 23)
(esercizio) che & uguale a 5.

Esempio 13.5.8. Siano I C A = K|zg,...,xm] e J C B = Klyo,...,y] ideali omogenei.
Denotiamo con H C C = K|z, ..., Zm,Yo,---,Ym] 'ideale biomogeneo generato da I e
J. Siano f1,...,fr € A, g1,...,9s basi di A, e By con fi1,..., fr basedi I, e g1,...,9s
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base di J;. Un polinomio biomogeneo h € C, ; appartiene ad H se e solo se € combinazione
lineare dei prodotti f;g; con i <7’ o j < s’. Dunque la dimensione di C,/H, ¢ uguale
al prodotto delle dimensioni di A,/I, e By/Jp e quindi vale

P(H,t) = P(I,t)P(J,1).

Terminiamo la sezione con il Teorema di Bézout per le intersezioni trasverse in P™.
Trattasi di un caso particolare di un teorema piu generale che fa parte della teoria
dell’intersezione (vedi [Full984]).

Teorema 13.5.9. Siano X,Y C P™ warieta irriducibili con dim X + dimY = m che si
intersecano trasversalmente. Allora l'intersezione X NY ¢é formata da deg X degY punti
distinti.

Dimostrazione. Siano I = I(X), J = I(Y), e H C K[zo,...,Zm,Y0,---,Ym) U'ideale
generato da I e J. Abbiamo visto nell’Esempio che la serie di Poincaré di H @&
uguale al prodotto delle serie di Poincaré di I e J, in particolare deg Z(H) = deg X deg Y.
Per il Lemma H & un ideale primo e quindi la varieta proiettiva S = V(H) C P?m+!
ha grado uguale al prodotto dei gradi di X e Y. L’ipotesi di trasversalita equivale a dire
che il sottospazio T = {zg —yo = -+ = T, — Ym = 0} interseca trasversalmente S. Basta
adesso osservare che esiste una ovvia bigezione tra SNT ed X NY. ad

13.6 Semicontinuita del polinomio di Hilbert

Obiettivo primario di questa sezione & generalizzare il Teorema Sia B ¢ un anello,
S C B una parte moltiplicativa e M un B modulo. La localizzazione di M su S si denota

con S~ M e si definisce come I'insieme delle classi di equivalenza di coppie —, conm € M,
s
m n . .
s € S edove — ~ — se e solo se esiste t € S tale che t(mr — ns) = 0. Notiamo che se
S r

G C M ¢ un insieme di generatori di M come B-modulo, allora {? ‘ m € G} genera

S~'M come S~™!B-modulo. Per ogni f € B denotiamo con My il localizzato di M rispetto
alla parte moltiplicativa { f™},>0. Lasciamo al lettore il facile esercizio di dimostrare che,
se

M-N-Lp

€ una successione esatta di B-moduli, allora

S_lMinS‘_lNLS_lP, dove « (%) = a(m) e f3 (E) = @,

& una successione esatta di S~!'B moduli.
Supponiamo adesso che F' sia un dominio di integrita con campo delle frazioni K, ossia
K = S71F dove S = F—{0}. Per ogni F-modulo finitamente generato M si definisce il
Suo rango come
rankp (M) = dimg (S M).

Notiamo che per ogni parte moltiplicativa T C S, vale rankp-1, T~ ' M = rankp M. Se
0—M-—N—P—0
€ una successione esatta di F-moduli finitamente generati, allora
0—S *M—S IN—StP—0

€ una successione esatta di C-spazi vettoriali di dimensione finita e quindi vale la formula
rankp M = rankgp N + rankp P.
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Lemma 13.6.1. Sia F un dominio di integrita e M un F-modulo finitamente generato.
Allora esiste f € F tale che My é un Fg-modulo libero di rango rankp M.

Dimostrazione. Consideriamo prima il caso in cui rankgp M = 0; questo vuol dire che
(F—0)"'M = 0 e quindi per ogni m € M esiste f € F—0 tale che fm = 0. Se M & generato

da s elementi myq,...,mg, allora possiamo trovare fi1,...,fs € F — 0 tali che fim; =0
per ogni i. Dunque f1fa--- fsm = 0 per ogni m € M e, denotando f = f1fo--- fs, vale
My = 0. In generale, siano my, ..., m, € M che inducono una base di (F — 0)~!M come

spazio vettoriale su I e consideriamo il morfismo di F-moduli

o @F—>M, Oé(f1,‘..,fr):Zfimi.
1

Dato che la localizzazione rispetta le successioni esatte, il nucleo ed il conucleo sono moduli
finitamente generati di rango 0. Esistono quindi f,g € F — 0 tali che (Ker(a)); = 0,
(Coker(a))y = 0 e quindi « induce un isomorfismo tra lo F-modulo libero ®]_;Fy, €
My, O

Da ora in poi supponiamo che F = K[X] sia 'anello delle funzioni regolari di una
varieta affine irriducibile X su di un campo K algebricamente chiuso; di conseguenza
K =K (X) & uguale al campo delle funzioni razionali su X. Denotiamo con

A=®A, = Flzg,...,Tn], R=®R, =Klzo,...,zm]
Per ogni = € X, definiamo il morfismo di valutazione in  come
ev,: F=K[X] - K, ev.(f) = f(z).

Denoteremo inoltre con ev,: A — R l'unica estensione del morfismo di valutazione

tale che ev,(x;) = x; per ogni i = 0,...,m. Sia I C A4 un ideale omogeneo fissato. Per
ogni € X denotiamo I, = ev,(I) C Ry e con py(t) € Q[t] il polinomio di Hilbert di
Z(I).

Siccome V(I,) C P™ ¢ la fibra di V(I) C X x P™ sopra il punto z, sappiamo che il
grado di p,(t), essendo uguale alla dimensione di V'(I,,), &€ semicontinuo superiormente in
X.

In questa sezione generalizzeremo questo risultato mostrando che 1’applicazione x —
pz(t) & semicontinua superiormente rispetto alla relazione di ordine sull’insieme dei po-
linomi numerici data da p(t) > ¢(t) se p(n) > g(n) per n >> 0. In parole povere,
dimostreremo che per ogni polinomio numerico ¢(t), l'insieme dei punti € X tali che
pz(t) > ¢q(t) & un sottoinsieme chiuso di Zariski.

Lemma 13.6.2. Nelle notazioni precedenti, per ogni intero n € N fissato, la funzione
h(n): X — N, hz(n) = dimg (R/1I;)n
e semicontinua superiormente.

Dimostrazione. Se l'ideale I ¢ generato dai polinomi ¢i,...,g9s € Ay omogenei di gradi
dy,...,ds, allora h;(n) & la dimensione del conucleo dell’applicazione lineare

@Rn—di — R, (a1,...,as) — Zaigi(x)
i=1

che, nella base standard formata dai monomi in zg, . . ., Z,,, € rappresentata da una matrice
i cui coefficienti sono funzioni regolari su X. ad
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Lemma 13.6.3. Nelle notazioni precedenti, esiste f € F' — 0 ed un intero ng tale che,
(An/I,) s € un Fr-modulo libero per ogni n > nyg.

Dimostrazione. Proviamo il lemma per induzione sulla codimensione di 1 N Ry in Ry =
®;Kz;. Se Ry C I allora A, /I, = 0 per ogni n > 0. Se invece R; non & contenuto in I,
per Lemma [I3.1.5] esiste # € Ry — I ed un intero ng tale che la successione

An—l T An An

— — — —0
In,1 In (va)n

¢ esatta per ogni n > ng. A meno di aumentare ng, per 'ipotesi induttiva esiste g € F —0
tale che (A,/(I,z),)4 ¢ F, libero per ogni n > ng, mentre per il Lemma [13.6.1] esiste
h € F — 0 tale che (A,,/I,)n & Fp libero. Basta quindi porre f = gh e mostrare per

induzione su n che (A, /I,)s & Fy-libero per ogni n > ng. O
Per meglio apprezzare il Lemma [13.6.3| osserviamo che, se f € F e f(x) # 0, allora
I; & un ideale omogeneo di Ay = Fy[xo,..., T € vale I, = ev,(Iy), dove ev,: Fy =

K[Xs] — K ¢ il morfismo di valutazione nel punto z € Xy.

Lemma 13.6.4. Nelle notazioni precedenti esiste un aperto U C X tale che p, € costante
perx €U epy >p, perogniye X, x € U.

Dimostrazione. Per il Lemma esiste un aperto U = X ed un intero ng tale che le
funzioni h,(n) sono costanti su U per ogni n > ngy. Questo prova che p, & costante su U
e che esiste un intero ny; > ng tale che p,(n) = h,(n) per ognix € U, n > ny. Sey € X
e py(n) = hy(n) per ogni n > ng, allora, per la semicontinuita di h, vale hy(n) > hgy(n)
per ogni n > ng e quindi p,(n) > py(n) per ogni n > max(ni,na). ad

Siamo finalmente in grado di dimostrare quello che volevamo.

Teorema 13.6.5. Nelle notazioni precedenti esiste una filtrazione di X in sottoinsiems
chiusi di Zariski X = Xog D X1 D --- D X, = 0 e polinomi numericipg < p1 < -+ < pe_i
tali che p, = p; per ogni x € X; — X;41.

Dimostrazione. Per il Lemma[I3.6.4] esiste un aperto U ed un polinomio numerico py tale
che pg < p, per ogni z e vale pg = p, se x € U. Poniamo X; = X — U, scegliamo una
componente irriducibile Y di X; e ripetiamo il procedimento considerando I'immagine di
I nell’anello quoziente K [Y][xq, . . ., Zm]. Cosi facendo, dato che X & uno spazio topologico
Noetheriano, si arriva in un numero finito di passi ad un chiuso X, = 0. a

13.7 Esercizi complementari

13.15 (Ideali primari). Un ideale q C A si dice primario se ogni divisore di 0 in A/q
¢ nilpotente. Provare:

1. Se q ¢ primario e q C a C /¢, allora anche a ¢ primario.

2. Se q ¢ primario, allora ,/q ¢ primo.

3. Se /g & massimale, allora q ¢ primario.

4. Se A & Noetheriano, allora ogni irriducibile & primario; mostrare con un esempio che
esistono ideali primari non irriducibili.

13.16. Sia A un anello ed M un A-modulo. Un sottomodulo N C M si dice irriducibile
se ogni volta che N = Ny N Ny vale N = Nj oppure N = Ny. Siano
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due decomposizioni irriducibili di un sottomodulo con r minimo possibile (in particolare
la decomposizione N = NN; & minimale).
Provare che esiste una permutazione degli indici j tale per ogni n < r vale

N=PN--NP,NNp1N---NN,.

In particolare ogni decomposizione irriducibile minimale di N & composta da r sottomoduli
irriducibili. (Sugg.: non & restrittivo supporre N = 0; per ogni i, j sia

Qij :Nlm"'mNiflijmNi+lm"'mNT.
Ogni @;; € naturalmente isomorfo ad un sottomodulo di M/N; e N;Q;; = 0.)

13.17. Sia A un anello Noetheriano e f1,..., f, € A una successione di Koszul. Provare
che se f1 appartiene al radicale di Jacobson R (intersezione di tutti gli ideali massimali),
allora fo,..., f, € ancora di Koszul. Usare questo fatto per dimostrare che se in aggiunta
fis---, fn € R, allora la successione & regolare. (Sugg.: sia

M ={(az,...,a,) € A" | Y aif; =0}

e denotiamo con N C M il sottomodulo delle relazioni a; = ) b;; f; al variare di b;; tra
le matrici alternanti. Mostrare che fiM + N = M e applicare il lemma di Nakayama.)

13.18. Dimostrare che in un anello locale Noetheriano, la regolarita di una successione ¢
una proprieta invariante per permutazioni degli indici.

13.19 (Teorema della purezza di Macaulay, 1916). Sia K un campo algebricamente
chiuso e I C K|zg,..., 2] un ideale generato da d polinomi omogenei. Dimostrare che
se V(I) ha codimensione d, allora Z(I) non possiede punti immersi.

Osservazione 13.7.1. 1l teorema della purezza di Macaulay, in un enunciato algebrico equi-
valente, & stato esteso da Cohen nel 1946 ad altre classi di anelli. Analogamente a quanto
successo con il teorema della base, dimostrato da Hilbert per ’anello dei polinomi e poi
preso come assioma per definire la classe importantissima degli anelli Noetheriani, il teo-
rema della purezza e ’assioma che definisce una classe altrettanto importante di anelli,
quelli detti di Cohen-Macaulay (vedi [Kapl1974], [Mat1986]).

13.20 (Anelli catenari). Una catena strettamente ascendente e finita di ideali primi
in un anello A si dice saturata se non esistono ideali primi in A strettamente contenuti
tra due ideali consecutivi della catena. Un anello A si dice catenario se per ogni coppia
p C p’ di ideali primi esistono catene saturate con estremi p e p’ e se hanno tutte la
stessa lunghezza. Provare che gli anelli di polinomi in un campo algebricamente chiuso
sono catenari.

13.21. Sia v4: P* — PV la d-esima immersione di Veronese. Provare che per ogni
sottovarieta X C P™ irriducibile di dimensione h vale

Puaxy(1) = px(dl),  deg(va(X)) = d" deg(X).
13.22. Sia I ¢ A, C K|z, ..., ] un ideale omogeneo. Dimostrare che:

1. Le seguenti condizioni sono equivalenti:

a’) A/IgK[yOavyd}
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b) P(I,t) = (1—t)~174.
¢)dimZ(I) =d mK(Al/Il)—l
2.SedimZ(I) >0 (I)) = 1, allora I ¢ equivalente ad un ideale che soddisfa le

deg(Z
condizioni )

) e
(a), (b) e (c
13.23 (Teorema di Bertini delle sezioni iperpiane, cfr. Teorema [13.5.2). Sia
X C P™ una varieta proiettiva irriducibile e sia Z C X il chiuso dei suoi punti singolari.
Denotiamo con E(X,d) il sottoinsieme della Grassmanniana G(d,P") formato dai sotto-
spazi di dimensione d che intersecano trasversalmente X. Allora E(X,d) ¢ un aperto ed
¢ vuoto se e solo se d +dim Z <n — 1.

del punto 1).

13.24. Sia I C Klzo,..., %y un ideale omogeneo tale che dimV(l) = 0 e p =
[1,0,...,0] € V(I). Dimostrare che vale la formula

K{z1,...,zm}
(1)

dove (I) ¢ l'ideale generato dai polinomi f(1,z1,...,x,,) al variare di f € I. (Sugg.: i
polinomi che non si annullano in p sono invertibili come serie di potenze e quindi I, I,
generano lo stesso ideale in K {z1,...,2,,}. Inoltre per il teorema degli zeri, I'ideale ({(,))
(vedi Proposizione contiene una potenza dell’ideale massimale.

deg, Z(I) = dimg

13.25. Siano py, ..., pq C P2 punti distinti ed allineati. Dimostrare che la serie di Poincaré
dell’ideale di {p1,...,pqa} & uguale a

d—1 th 400
lh;—ot = Zmin(k +1,d)t*
k=0
13.26. Siano py,...,pq C P? punti distinti contenuti in una conica liscia. Dimostrare che
la serie di Poincaré dell’ideale di {p1,...,pq} & uguale a
—+oo
> min(2k + 1,d)t*
k=0

13.27. Siano f, g € K[z, x1, z2, 3] omogenei di gradi n, m senza fattori comuni. Dimo-
strare che il polinomio di Hilbert di Z(f,g) € uguale a

—4
p(t) = nmt +nm — (Z)m— (T;L)n:nmt— %

(Sugg.: per il Teorema [13.4.6]la serie di Poincaré & uguale a

(L=t —t™) [ Shgth ot
(1—1t)4 S\ 1t 1—t )

Calcolare il valore per ¢t =1 del polinomio (Zz;é th)( ?;Bl t!) e della sua derivata.)

Esercizi sulle sottovarieta di Hilbert-Burch

Detto alla buona, una sottovarieta di uno spazio affine o proiettivo si dice di Hilbert-Burch
se il suo ideale di definizione & generato dai determinanti minori di ordine n — 1 di una
matrice n x (n—1) a coefficienti polinomi. Nei prossimi esercizi mostreremo alcuni esempi
e ricaveremo la serie di Poincaré di tali sottovarieta (nel caso proiettivo).
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13.28 (Lemma di Gauss rivisitato). Sia S un dominio a fattorizzazione unica e M €
M (n,m,S) una matrice a coefficienti in S. Diremo che M ¢ primitiva se i determinanti
minori di ordine massimo non hanno fattori comuni (in particolare non sono tutti nulli).
Diremo che un vettore a € S™ = M(n,1,S5) & primitivo se & primitivo come matrice.
Provare:

1. Una matrice M € M(n,m,S) ¢ primitiva se e solo se per ogni irriducibile f € S,
detto F' il campo delle frazioni di S/(f), 'immagine di M in M(n,m, F) ha rango
massimo.

2. Se una matrice M € M(n,m,S) & primitiva e m < n, allora Uapplicazione M: S™ —
S™ & iniettiva e trasforma vettori primitivi in vettori primitivi. E vero il viceversa?

3. Sia m > 0 un intero fissato. Allora un polinomio Y, a;t* € S[t] & primitivo se e solo
se la matrice

apay...an 0 ...0
M:(Mij:ai,j): an"' ’ CLnO €M(m,n—|—m,5)

¢ primitiva.
4. Dedurre il lemma di Gauss dai punti precedenti.

13.29. Siano S un dominio a fattorizzazione unica ed (a;;) € M(n,n — 1,5) una ma-
trice primitiva. Denotiamo mj;, = (—1)""1det((a;;)izn). Per la regola di Laplace vale
> ;mia;; = 0 per ogni j = 1,...,n — 1 e quindi esiste un complesso di morfismi di
S-moduli liberi

0— 512, gn Mg (13.1)

Dimostrare che [[3.1] ¢ una successione esatta.
13.30. Siano S =K |[x,y, z,u1,...,us] e [ = (zy,yz,2z) C S. Provare che

14+2¢
P(I,t) == m.

(Sugg.: I'ideale I & generato dai determinanti minori di (g 2 i))

13.31. Sia S =K |zq, ..., Tm], siano ai, ..., au, B1,..., Bn—1 interi fissati e, per ogni 1 =
1,...,n,7=1,...,n—1, sia a;; € S un polinomio omogeneo di grado «; — 3;. Denotando
mp = (—1)" " det((aij)izn) € d = >, a; — >_; Bj, dimostrare che m; ¢ omogeneo di
grado d — «y, e quindi che l'ideale I = (myq,...,m,) & omogeneo. Provare inoltre che, se
la matrice (a;;) € primitiva, allora

1= 3, 7o 4 30 4P

P(ILt) = (1—f)ym+1

ed il sottoschema Z(I) ha dimensione m — 2.

13.32. Determinare il polinomio di Hilbert delle seguenti sottovarieta di P3.

1. Due rette sghembe.

2. Due rette complanari.

3. Tre rette complanari.

4. Tre rette non complanari passanti per un punto p.
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Curve gobbe

In questo capitolo tutte le varieta si intendono definite su di un campo algebricamente
chiuso K. Con il termine curva intenderemo una varietd quasiproiettiva irriducibile di
dimensione 1. Classicamente per curva gobba si intendeva una curva proiettiva in P3 non
contenuta in alcun piano. Noi useremo il termine in un senso pil esteso, chiamando curva
gobba una qualsiasi curva proiettiva irriducibile.

Manteniamo le notazioni introdotte nel Capitolo in particolare se x € un punto di
una varieta quasiproiettiva X, denotiamo con O, x 1’anello locale dei germi di funzioni re-
golari in x e con my; C O, x il suo ideale massimale. Se inoltre X & irriducibile, denotiamo
con K (X) il campo delle funzioni razionali su X e, per ogni punto = € X, identificheremo
liberamente O, x con il sottoanello di K(X) formato dalle funzioni razionali che sono
definite in .

14.1 Anelli di valutazione discreta

Definizione 14.1.1. Un anello A si dice anello di valutazione discreta se é un do-
minio di integrita e se esiste un elemento non invertibile t € A, detto parametro locale,
tale che ogni ideale proprio e non nullo di A é generato da t*, per qualche s > 0.

Esempio 14.1.2. - 1 campi sono, in modo banale, anelli di valutazione discreta con
parametro locale t = 0.
L’anello K{¢} & un anello di valutazione discreta con parametro locale ¢.

- Se p € N & un numero primo, allora

Ly = {% € Q| p non divide b}

¢ un anello di valutazione discreta con parametro locale p € Z,).

In un anello di valutazione discreta A con parametro locale t vale (¢t°) C (t) per ogni
s > 0. Ne segue che (t) & l'unico ideale massimale di A, che gli ideali () e 0 sono gli unici
ideali primi e che il parametro locale & unico a meno di moltiplicazione per invertibili.

Proposizione 14.1.3. Sia A un anello locale Noetheriano con ideale massimale m. Se m
¢ principale e m™ # 0 per ogni n > 0, allora A é un anello di valutazione discreta.

Dimostrazione. Sia t € m un generatore dell’ideale massimale. Poiché m™ = (¢") # 0
per ogni n > 0, l'elemento ¢ non & nilpotente. Per il lemma di Artin-Rees [£.3.8] vale
Nn>o(t") = 0 e quindi t™ ¢ (") per ogni n. Sia I C (¢) un ideale non nullo e sia s il pilt
grande intero tale che I C (¢*). Dato che (#*)/(¢**1) ha dimensione 1 come spazio vettoriale
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sul campo residuo A/(t), ne segue che I+ (¢+5*1) = (+*) e quindi t* —at*T! =t5(1—at) € I
per qualche a € A. Siccome 1 — at & invertibile, si ha che ¢* € T e I = (¢*). In particolare
per ogni elemento non nullo a € A esiste s > 0 tale che (a) = (¢°) e quindi a ¢ il prodotto
di un invertibile e di una potenza di t; dato che ¢ non ¢ nilpotente, ne segue che A & un
dominio di integrita. a

Corollario 14.1.4. Sia A un dominio di integrita locale Noetheriano con ideale massi-
male m. Allora A ¢ di valutazione discreta se e solo se m/m? ha dimensione 1 come spazio
vettoriale su A/m.

Dimostrazione. L’anello A non & un campo perché m # 0. Sia ¢ un elemento di m la cui
immagine in m/m? non & nulla; allora vale m = (¢) + m? e per il lemma di Nakayama
m = (t). Adesso la dimostrazione segue immediatamente dalla Proposizione [14.1.3 ad

Per ogni anello di valutazione discreta A con parametro locale ¢, si pone per conven-
zione (t°) = A e si definisce un’applicazione (detta appunto valutazione discreta)

v: A— NU{+o0}, v(a) =sup{s|a € (t°)}.

Lemma 14.1.5. Sia A un anello con valutazione discreta v. Se a,b € A, allora:
1. v(a +b) > min(v(a),v(b)).
2. v(ab) = v(a) + v(b).
3. Vale v(a) = +00 se e solo se a =0 e vale v(a) =0 se e solo se a & invertibile.

4. Vale v(a) < v(b) se e solo se a divide b: in particolare A é un anello Euclideo (vedi
Sezione con funzione grado v.

Dimostrazione. Facile esercizio. O

Esercizi

14.1. Sia K il campo delle frazioni di un anello di valutazione discreta A e sia a € K—{0}.
Provare che a € A oppure che a=! € A.

14.2. Sia A un dominio di integrita locale con ideale massimale m. Provare che se m e
principale e N,~om™ = 0, allora A & un anello di valutazione discreta.

14.2 Parametri locali su curve lisce

Per il Corollario[10.8.5] se = € un punto liscio di una curva X, allora I’anello locale O, x €
un dominio di integrita con ideale massimale principale e quindi ¢ un anello di valutazione
discreta.

Lemma 14.2.1. Sia x un punto liscio di curva affine X. Allora esiste una funzione
regolare t € K[X] la cui immagine in Oy x genera l'ideale massimale m,.

Dimostrazione. Supponiamo che X C A" e che z sia il punto di coordinate affini 1 =
-+« =x, = 0. Allora l'ideale m, & generato dalle coordinate x1,...,x, e quindi esiste un
indice i tale che x; ¢ m2; per il lemma di Nakayama z; genera l'ideale massimale. ad

Definizione 14.2.2. Sia X una curva e © un suo punto liscio: una funzione razionale
t € K(X) st dice un parametro locale in x se é regolare in x e se my =10, x.
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Segue dal Lemma [14.2.1] che qualsiasi curva ammette parametro locale in ogni suo
punto liscio.

Esempio 14.2.3. La retta affine A! ¢ una curva liscia; se t & una coordinata affine allora
t — a & un parametro locale nel punto a.

Sia t un parametro locale in un punto liscio x di una curva X. Per definizione di
parametro locale e anello di valutazione discreta, sappiamo che ogni f € O, x — {0} si
scrive in modo unico come f = at®, con s > 0 e a invertibile. Siccome ogni funzione
razionale & il quoziente di due elementi di O, x possiamo dare la seguente definizione.

Definizione 14.2.4. Sia t un parametro locale in un punto liscio x di una curva X. Per
ogni funzione razionale non nulla f € K(X)* si definisce ordine di f mnel punto x
come

ord,(f)=sup{n € Z|t7T"fe€ Oy, x} €L

Poiché ogni parametro locale in x € definito a meno di moltiplicazione per elementi
invertibili di O, x, si osserva immediatamente che 'ordine di una funzione razionale e
ben definito. Notiamo inoltre che

ord;(f)=n seesolose t "fe€ O, x—m,.

In altri termini ogni funzione razionale non nulla si scrive in modo unico come f =
at°rd=(f) con a € O, x invertibile.

Lemma 14.2.5. Sia x un punto liscio di una curva X ed n un numero intero. Allora
Vinsieme {0} U{f € K(X)* | ord,(f) > n} é un Oy x-sottomodulo di K (X) ed é quindi
a maggior ragione un K -sottospazio vettoriale.

Dimostrazione. Sia t un parametro locale in x. Basta osservare che ord,(f) > n se e solo
set™f €Oy x. O

Se ord,(f) = n > 0, allora diremo che la funzione f ha uno zero di ordine n in
z. Se ord,(f) = —n < 0, allora diremo che f ha un polo di ordine n in z. Dato che
ord,(fg) = ord,(f) + ord.(g) e ord,(f~!) = — ord,(f), 'applicazione

ord,: K(X)* = Z

€ un omomorfismo di gruppi abeliani.

L’aperto di definizione di una funzione razionale f € K(X) ¢ uguale all’insieme dei
punti z tali che ord,(f) > 0. In particolare se f e h sono funzioni razionali su di una
curva liscia X, allora f~1h & regolare in X se e solo se ord,(h) > ord,(f) per ogni r € X.

Lemma 14.2.6. Siano X una curva affine liscia e f: X — K wuna funzione regolare non

costante. Se f~1(0) = {z1,...,2,}, allora vale la formula
K[X]
dimg =Y ordg,(f).
02
Dimostrazione. Per ogni ¢ = 1,...,n denotiamo s; = ord,, (f). Osserviamo che una fun-
zione g € K[X] appartiene all’ideale (f) se e solo se ord,,(g) > s; per ogni i = 1,...,n.

Scegliamo delle funzioni regolari t;,g; € K[X] tali che ¢; & un parametro locale in x;,
gi(z;) = 1 e gi(x;) = 0sei # j. A meno di elevare le funzioni g; a potenze di gra-
do sufficientemente elevato, possiamo assumere ordy,(g;) > s; per ogni i # j. Vogliamo
dimostrare che 'omomorfismo naturale di anelli
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I

& un isomorfismo.

Iniettivita: Vale a(h) = 0 se e solo se h € m}’ per ogni i e quindi a(h) = 0 se e solo se
ordy, (h) > s; per ogni 1.

Surgettivita: Per ogni ¢ = 1,...,n la funzione g; € invertibile in O, x e quindi ogni
elemento del codominio & rappresentato dalla n-upla (g1 P1(t1),. .., gnPn(tn)), dove P; &
un opportuno polinomio di grado < s;. Basta adesso osservare che tale n-upla ¢ uguale a

a3z, 9:Pi(t)). 0

Lemma 14.2.7. Sia ¢: X — Y un morfismo dominante di curve affini, con X liscia.
Allora per ogni f € K(X) esiste una funzione regolare non nulla g € K[Y] tale che

¢*(g)f ¢ regolare in X.

Dimostrazione. Non & restrittivo supporre f = 1/h con h € K[X]. L'insieme D =
#(h~1(0)) & un chiuso proprio di Y e, per il teorema degli zeri, esiste una funzione g # 0, re-
golare su Y e nulla su D. Ponendo s = max{ord,(h) | p € h=(0)} vale ord,(f¢*(g9)*) >0
per ogni p € X e quindi f¢*(g°) & regolare in X. O

Teorema 14.2.8. Sia X una curva liscia, U C X un aperto denso e ¢: U — P™ un
morfismo regolare. Allora ¢ si estende ad un unico morfismo regolare ¢p: X — P™.

Dimostrazione. 1l problema & locale, possiamo quindi supporre X, U affini e che ¢(U) sia
contenuto nel complementare di un iperpiano, diciamo zy = 0. Esistono allora fi,..., f, €
K[U] € K(X) tali che per ogni z € U si ha ¢(z) = [1, fi(x),..., fa(x)]. Slaz € X e
sia ¢t un parametro locale in z; denotiamo a; = ord,(f;): se a; > 0 per ogni 4, allora
le funzioni f; sono regolari in un intorno di z e quindi ¢ si estende ad z. Se invece
a = —min(ay,...,a,) > 0, allora esiste un intorno V' di = dove le funzioni razionali ¢t* f;
sono regolari, e 'applicazione

¢: V —P", d(x) = [t fr(z), ..., t" fu(2)]
e regolare e ben definita. ad

_Si osservi che se ¢(U) & contenuto in una varieta proiettiva Y C P" allora ¢(X) =
p(U)CcY =Y.

Corollario 14.2.9. Ogni morfismo birazionale tra due curve lisce proiettive € un isomor-
fismo.

Dimostrazione. Ogni morfismo birazionale ¢ invertibile su un aperto denso dell’immagi-
ne. O

Tra le conseguenze del Corollario citiamo il fatto che una curva liscia e proiettiva
¢ razionale (Definizione [12.4.9) se e solo se & isomorfa a P*.

Corollario 14.2.10. Sia X una curva liscia. Fissato un sistema di coordinate omogenee
su P, esiste una bigezione naturale tra Uinsieme delle funzioni razionali non costanti su
X e Uinsieme dei morfismi regolari dominanti X — PU.

Dimostrazione. Sia xg, 1 un sistema di coordinate omogenee su P! e consideriamo l'in-
clusione K — P!, ¢ — [1,¢]. Ad ogni f: X — P! regolare dominante associamo la funzione
razionale f*(x1/x¢). Viceversa ad ogni funzione razionale g: U — K C P!, U C X aperto,
associamo 1’estensione a morfismo regolare X — P!, ad
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Esercizi

14.3. Sia X una curva e t € K(X) un parametro locale in un punto liscio € X. Provare
che per ogni funzione razionale f € K (X) esiste unico un polinomio P a coefficienti in K
tale che f — P(t71) € m,.

14.3 Grado di morfismi di curve

Ogni morfismo dominante tra curve irriducibili ¢: X — Y induce un’estensione di campi
K(Y) = ¢*K(Y) € K(X). I due campi K(Y) e K(X) sono finitamente generati e con
grado di trascendenza 1 su K, di conseguenza K (X) ¢ una estensione algebrica finita di
o*K(Y).

Definizione 14.3.1. (cfr. Definizione Nelle notazioni precedenti, chiameremo
grado di ¢ la dimensione deg(¢) = [K(X) : ¢*K(Y)] di K(X) come ¢*K(Y) spazio
vettoriale.

Sia ¢: X — Y un morfismo di curve e sia x un punto liscio di X tale che y = ¢(z) sia
liscio in Y. Definiamo la molteplicita di ¢ in x come il numero

Oz,X
(¢p*my)

E importante notare che se ¢ & un parametro locale in y, allora mult, (¢) = ord,(¢*t):
infatti t genera 'ideale m, e quindi ¢*¢ genera l'ideale (¢*m,,).

mult, (¢) = dimg

Esempio 14.3.2. Sia X una curva e f: X — K un morfismo regolare. Se € f~1(0) & un
punto liscio di X, allora mult,(f) = ord,(f).

Teorema 14.3.3. Sia ¢: X — Y un morfismo finito di curve lisce. Allora per ogniy € Y
vale
deg(¢p) = Z mult, (¢).

z€H~1(y)

Dimostrazione. Sia y € Y un punto fissato, ¢~(y) = {z1,...,2,}, t un parametro lo-
cale in y e y € U C Y un aperto affine tale che t sia regolare in U ed invertibile in
U — y. Il morfismo ¢ & finito e quindi V = ¢~1(U) ¢ affine e K[V] ¢ un K [U]-modulo
finitamente generato. Si consideri l'anello B = K[V]/(¢*t), per il Lemma va-
le dimg B = ), mult,,(¢). Basta quindi dimostrare I'uguaglianza dimgx B = deg¢ =
[K(V) : ¢*K(U)]. Siano uz,...,uq elementi di K[V] che inducono una K-base di B e
dimostriamo che sono una K (U)-base di K (V). Per semplicita di notazione identifichiamo
K (U) con la sua immagine ¢*K (U) C K (V).
1) uy,...,uq sono linearmente indipendenti. Sia per assurdo ) f;u; = 0 con f; € K(U)
non tutti nulli, moltiplicando per un denominatore comune possiamo supporre f; € K[U]
e dividendo per una opportuna potenza di ¢ possiamo supporre che i numeri f;(y) non
siano tutti nulli. La riduzione modulo ¢ & allora una relazione di equivalenza lineare in B.
2) uy,. .., us generano K (V). Sia S = K [U]—1(y); S & una parte moltiplicativa e ST1K [V]
¢ un O,y = S7'K [U] modulo finito. Osserviamo che

-1 -1

g-1p _ STIK[V] _ STIK[V]
(t) (¢*my)

e per il lemma di Nakayama u1,...,uq generano S~ 'K [V] come S™'K [U]-modulo.
Se f & una funzione razionale su V, esiste h € K [U] tale che hf e K[V] c S7!K[V]. O




280 14 Curve gobbe

Corollario 14.3.4. Sia ¢: X — Y un morfismo surgettivo di curve lisce proiettive. Allora
per ogni y € Y wale

deg(¢) = > multy(¢).

z€d~1(y)

Dimostrazione. Siccome X & proiettiva ed irriducibile e ¢(X) = Y, per ragioni dimen-
sionali le fibre di ¢ devono avere dimensione 0, ovvero il morfismo ¢ ¢ quasifinito. Per il
Teorema [12.2.8] il morfismo ¢ ¢ finito e si applica il Teorema [14.3.3 a

Esercizi

14.4. Sia ¢: X — Y un morfismo dominante di curve lisce. Dimostrare che ¢ ¢ ramificato
in z € X (Definizione [12.1.3)) se e solo se mult,(¢) > 1.

14.5. In caratteristica p > 0, dimostrare che la molteplicita del morfismo di Frobenius
F: ]P)l - Pla [:170;1:1} = [l’gvxﬂ
€ uguale a p in ogni punto.

14.6. Siano ¢: X — Y e ¢: Y — Z morfismi dominanti di curve lisce. Provare che per
ogni z € X vale mult, (¢) = mult,(¢) multy,)(¥).

14.4 Divisori

Un divisord] D su una curva liscia X ¢ dato da una combinazione lineare formale finita
di punti della curva X a coefficienti interi; ossia

S
D:Znixi, con n; €Z e x; € X.
i=1

Diremo poi che due combinazioni lineari definiscono lo stesso divisore se hanno le stesse
molteplicita in ogni punto di X, dove la molteplicita in x € X e data da

S
_fo se & # x; per ogni 1,
mult, <Z1 nlml) - {Z{nz | z; = x} altrimenti.
=

I divisori formano un gruppo che viene indicato con Div(X). Ogni divisore possiede una
unica rappresentazione non ridondante ), n;xz;, dove n; # 0 per ogni i e x; # x; per
ogni ¢ # j. Lavorando con le combinazioni non ridondanti scriveremo quindi ad esempio
(p+q—7)+(@—q+s) =2p+s—r. Lelemento neutro di Div(X) & il divisore nullo
corrispondente alla combinazione lineare nulla. Se D = Y n;x; € la rappresentazione non
ridondante di un divisore, allora multy, (D) = n; e mult;(D) = 0 se © # x; per ogni 4. Il
supporto di un divisore ¢ il sottoinsieme finito di X formato dai punti di molteplicita
diversa da 0: ad esempio il supporto del divisore 2p — ¢ & uguale a {p, ¢}. Il grado di un
divisore e la somma di tutte le molteplicita:

deg(D) = Z mult, (D), ossia deg(z NnT;) = Zni, dove n; € Z, z; € X.
reX

LTI nome divisore & abbastanza recente ed & stato copiato da una nozione analoga in teoria
algebrica dei numeri. Il termine precedente era ciclo (vedi [Walk1950]) che a sua volta aveva
sostituito gruppo di punti (vedi [EC1915]).
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Si indica con Div’(X) il sottogruppo dei divisori di grado 0. Su Div(X) esiste un ordina-
mento naturale, dove Dy < Dy se e soltanto se mult, (D7) < mult, (D) per ogni x € X.
Un divisore si dice effettivo se ¢ maggiore od uguale al divisore nullo; equivalentemente
un divisore ¢ effettivo se e soltanto se ha molteplicita non negativa in ogni punto. Si consi-
deri adesso un morfismo surgettivo ¢: X — Y di curve lisce proiettive, per ogni x € X sia
mult, (¢) la molteplicita di ¢ in x. E possibile definire un omomorfismo di gruppi abeliani

¢*: Div(Y) — Div(X)

ponendo

per ogni y € Y ed estendendo per linearita.

Teorema 14.4.1. Per ogni morfismo surgettivo di curve lisce proiettive ¢p: X — Y e per
ogni divisore D € Div(Y') wale

deg(¢™(D)) = deg(D) deg(¢).

Dimostrazione. Immediata conseguenza del Teorema [14.3.3 a

Definizione 14.4.2. Sia f una funzione razionale non nulla su una curva liscia X. I
divisore di f ¢ il divisore che ha per molteplicita gli ordini di f, ciodﬂ

div(f) = > ord,(f)z.

zeX

Se separiamo gli zeri dai poli, possiamo scrivere div(f) = div(f)g — div(f)eo, dove i
divisori

div(f)o = Z{ordx(f)x | z zero di f}, div(f)eo = —Z{ordx(f)x | z polo di f},

sono effettivi ed univocamente definiti. Pitu in generale ogni divisore si scrive in modo
unico come differenza di due divisori effettivi a supporti disgiunti.
L’applicazione
K(X)* — Div(X), = div(f),

¢ un omomorfismo di gruppi la cui immagine P(X) := div(K (X)*) viene detta sotto-
gruppo det divisori principali.

Corollario 14.4.3. Ogni divisore principale in una curva liscia proiettiva ha grado 0.

Dimostrazione. Bisogna dimostrare che, se X & liscia e proiettiva e f € K(X) & una
funzione razionale non nulla, allora div(f) ha grado 0. Se f & costante ¢ tutto banale,
altrimenti possiamo considerare f come un morfismo surgettivo f: X — P! = A U {oo}.
Adesso basta osservare che div(f) = f*({0} — {co}) ed applicare il Teorema[[4.4.1] O

Dunque i divisori principali su una curva liscia proiettiva formano un sottogruppo
P(X) c Div?(X).

Definizione 14.4.4. Diremo che due divisori D1 e Dy sono linearmente equivalenti, e
scriveremo D1 ~ Dsy, se la loro differenza € un divisore principale. Il gruppo delle classi
di una curva liscia proiettiva X ¢ definito come C1(X) = Div(X)/P(X) = Div(X)/ ~.

2 Alcuni autori utilizzano il simbolo (f) per indicare il divisore di una funzione razionale f
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Dato che due divisori linearmente equivalenti hanno sempre lo stesso grado possiamo
scrivere Cl(X) = @®pez C1"(X), dove CI"(X) indica U'insieme delle classi di equivalenza
lineare dei divisori di grado n.

Proposizione 14.4.5 (Teorema di Clebsch, 1863). Sia X una curva liscia proiettiva.
Allora X ¢ isomorfa a P! se e solo se C1°(X) = 0.

Dimostrazione. Se X = P! e t & una coordinata affine, allora il divisore della funzione
razionale t — a & {a} — {oo}. Dunque tutti i punti sono linearmente equivalenti a {oc} e
ogni divisore di grado d & linearmente equivalente a d{co}.

Viceversa, se C1°(X) = 0, allora scelti due punti ¢ # p in X, esiste una funzione
razionale non costante f tale che div(f) = p — ¢. Se pensiamo f come un morfismo
f: X — P! allora f*({0} — {o00}) = p — ¢ e l'unica possibilita & che f*{0} = p. In
particolare deg(f) =1 ed f & un morfismo birazionale, quindi un isomorfismo. a

Definizione 14.4.6. Sia X una curva liscia proiettiva fissata. Per ogni divisore D su X
si definisce
H(X,D) = {f € K(X)" | div(f) + D = 0} U{0}.

Quando & chiaro dal contesto quale sia la curva X scriveremo semplicemente H°(D)
al posto di H°(X, D). Notiamo che H°(X, D) & un K-sottospazio vettoriale di K (X) e
che, se deg(D) < 0, allora H(X, D) = 0.

Teorema 14.4.7. Sia D un divisore su una curva liscia proiettiva X. Allora:

1. Lo spazio vettoriale H°(X, D) ha dimensione finita su K e vale
dimg H°(X, D) < max(0,deg(D) + 1).
2. Per ogni divisore effettivo E su X wvale
dimg H°(X,D + E) < dimg H°(X, D) + deg(E).

Dimostrazione. Poiché E & un divisore effettivo si ha H°(X, D) C H°(X, D + E). Dimo-
striamo come prima cosa che la codimensione di H°(X, D) in H°(X, D + E) & minore
od uguale a deg(FE). Ragionando per induzione sul grado di E, & sufficiente dimostra-
re il teorema nel caso in cui il divisore F ha grado 1. Sia dunque F = =z, per qualche
z € X, e sia mult,(D) = a. Se t & un parametro locale in z, allora tutte le funzio-
ni razionali appartenenti a H°(X, D + x) si possono scrivere nella forma t~*~'g, con
g € O, x. Notiamo che H°(D) C HY(D + ) & esattamente il nucleo dell’applicazione
lineare H°(D + z) — K data da t=%"!g — g(z) e quindi ha codimensione al pill 1. Le
funzioni razionali in H°(X,0) non hanno poli e quindi sono regolari su X. Per ipotesi X
¢ proiettiva e quindi H(X,0) C K(X) ¢ il sottospazio delle funzioni costanti. Ne segue
che per ogni divisore effettivo E vale la formula

dimg H°(X, E) < dimg H°(X,0) + deg(E) = deg(FE) + 1.

Siamo adesso in grado di dimostrare il punto 1. Se H°(X, D) = 0, allora il risultato &
certamente vero. Se invece esiste una funzione razionale non nulla f € H°(X, D), allora
il divisore E = D + div(f) & effettivo e quindi si ha dimx H°(X,E) < deg(E) + 1.
Basta adesso osservare che i divisori D ed E hanno lo stesso grado e che fHY(X,E) =
H°(X,D) c K(X). O

Definizione 14.4.8. Per ogni divisore D su di una curva liscia proiettiva X denotiamo

hO(X, D) = dimg H°(X, D).
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Come sopra, se non ci sono ambiguitd su X, scriveremo h°(D) al posto di h?(X, D).

Corollario 14.4.9. Se D ed E sono divisori linearmente equivalenti su di una curva liscia
proiettiva, allora h°(D) = h°(E).

Dimostrazione. Sia X la curva. Se E = D +div(f), allora la moltiplicazione per f induce
un isomorfismo di spazi vettoriali fH?(X,F) = H°(X,D) C K(X). 0

Esempio 14.4.10. Sia D un divisore di grado d > 0 sulla retta proiettiva P'; allora
hO(P', D) = d + 1. Infatti, su P! i divisori dello stesso grado sono linearmente equiva-
lenti e quindi, per il Corollario ¢ sufficiente dimostrare che h°(P!,d{oc}) = d + 1.
Lo spazio vettoriale H°(P!, d{oo}) puo essere interpretato come lo spazio delle funzioni
regolari su A! che hanno un polo di ordine al pit1 d all’infinito. Tali funzioni sono tutti e
soli i polinomi di grado < d nella coordinata affine.

Abbiamo visto che ogni insieme finito di divisori su una curva X possiede estremo
inferiore ed estremo superiore. Notiamo che per ogni coppia di divisori D, E vale

inf(D, E) = > min(mult, (D), mult,(E)),
zeX

sup(D, E) = Z max(mult, (D), mult, (E)),
reX

e quindi D + E = inf(D, E) + sup(D, E). Inoltre H°(X, D) e H°(X, E) sono sottospazi
vettoriali di H%(X,sup(D, E)) e la loro intersezione & esattamente H?(X, inf(D, E)).

Lemma 14.4.11 (Formula di Grassmann). Siano D, E divisori su una curva liscia
proiettiva X . Allora vale

h°(X,D) + h°(X,E) < h°(X,inf(D, E)) + h°(X,sup(D, E)).

Dimostrazione. Lo spazio vettoriale H(X, sup(D, E)) ha dimensione finita e quindi basta
applicare la classica formula di Grassmann che si studia nei corsi di algebra lineare. 0O

Esercizi

14.7. Provare che ogni insieme finito di divisori su di una curva liscia possiede estremo
inferiore e che, se fi,..., f, sono funzioni razionali, allora

div(erfr + -+ cnfn) > inf{div(f;) |i=1,...,n}

per ogni scelta di costanti ¢y, ..., ¢, tali che > ¢; f; # 0.

14.5 Sistemi lineari

Definizione 14.5.1. Sia D un divisore su di una curva liscia proiettiva X. L’insieme
dei divisori effettivi linearmente equivalenti a D, che denoteremo |D|, si dice un sistema
lineare completo su X.
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Se il grado di un divisore D ¢ negativo, allora |D| = ). La transitivita dell’equivalenza
lineare implica che se D ~ F, allora |D| = |E|. Viceversa se |D| = |E| # 0, allora D ~ FE.

Vogliamo adesso dimostrare che su ogni sistema lineare completo |D| esiste una strut-
tura naturale di spazio proiettivo di dimensione finita, che non dipende dalla scelta di D
all’interno della sua classe di equivalenza lineare. Esiste una bigezione tra il proiettivizzato
P(HY(X, D)) ed il sistema lineare completo |D|. Si consideri infatti I'applicazione

vp: (HY(X,D)={0}) = D, ~p(f) =D +div(f),

che alla funzione razionale f associa il divisore D+div(f). Per definizione f € H°(X, D) —
{0} se e solo se D + div(f) & effettivo e quindi yp & surgettiva. Viceversa se yp(f) =
vp(g), allora D + div(f) = D + div(g) da cui segue che div(fg=!') = 0 e fg~! ¢ una
funzione regolare su X e quindi costante. Poniamo su |D| la struttura di spazio proiettivo
indotta dalla bigezione vp: P(H°(X, D)) — | D| e consideriamo un divisore E linearmente
equivalente a D: indichiamo con g una funzione razionale non nulla tale che D +div(g) =
E. Abbiamo gia osservato che la moltiplicazione per g induce un isomorfismo di spazi
vettoriali g: H°(X, F) — H°(X, D) e dunque segue immediatamente dalle definizioni che
vE = 7p © [g], dove [g] denota la proiettivita indotta da g.

Definizione 14.5.2. Un sistema lineare di divisori su una curva liscia proiettiva é
un sottospazio proiettivo di |D|, per qualche divisore D.

Anticamente i sistemi lineari venivano chiamati serie lineari. Una serie lineare L C | D]
veniva chiamata una g} se deg(D) = d e dim(L) = I. Ad esempio, la prima parte del
Teorema [I4.4.7] veniva enunciata dicendo che su una curva liscia proiettiva non esistono
serie gfi conl>d>0.

Esempio 14.5.3. Per il Teorema del Resto i divisori aggiunti di grado fissato su di
una curva piana liscia formano un sistema lineare completo.

Lemma 14.5.4. Siano D, E divisori effettivi su una curva liscia proiettiva. Allora vale
dim |D + E| > dim |D| 4 dim | E|

e vale luguaglianza se e solo se ogni divisore di |D + E| é la somma di un divisore di |D|
e di uno di |E|.

Dimostrazione. L’applicazione
s: |D| x |E| — |D+ E|, s(D',E")=D"+F'.

& un morfismo regolare di varieta proiettive irriducibili. Poiché ogni divisore di |D+ F| pud
essere scritto in al pitt un numero finito di modi come la somma di un divisore di |D| e di un
divisore di | E[, le fibre di s hanno dimensione < 0: ne segue che dim |D|x |E| < dim |D+E|
e I'uguaglianza vale se e solo se s € surgettiva. a

Definizione 14.5.5. Sia L un sistema lineare di divisori ed E un divisore effettivo su
una curva liscia proiettiva. St definisce

L(-E)={DeL|D-E >0},

ovvero L(—FE) ¢ linsieme dei divisori di L che si possono scrivere nella forma E+ F, per
qualche divisore effettivo F.

Lemma 14.5.6. Sia L un sistema lineare di divisori ed E un divisore effettivo su una
curva liscia proiettiva. Allora L(—FE) ¢ un sottospazio proiettivo di L di codimensione al
pit deg(E). In particolare L(—E) é a sua volta un sistema lineare di divisori.
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Dimostrazione. Se L = () non c’¢ nulla da dimostrare, possiamo quindi supporre L non
vuoto. Indichiamo con X la curva e con D un divisore tale che L C |D|. Esiste allora
un sottospazio vettoriale V. C H(X, D) C K(X) tale che L = P(V). Data una funzione
razionale f € V — {0}, vale div(f)+ D € L(—FE) se e solo se div(f) + D — E > 0 e quindi
L(—E) corrisponde al proiettivizzato di V N H°(X, D — E). Poiché E ¢ effettivo, per il
Teorema il sottospazio H(X, D — E) ha codimensione al pitt deg(F) in H°(X, D)
e quindi V N H°(X, D — E) ha codimensione al pitt deg(E) in V. O

Analizziamo pitl attentamente il Lemma nel caso in cui £ = p & un punto della
curva. Sono possibili due alternative: nella prima L(—p) = L, questo significa che D — p
¢ effettivo per ogni D € L o, equivalentemente, che p & contenuto nel supporto di ogni
divisore di L. Nel secondo caso caso L(—p) & un iperpiano in L ed esiste un divisore D € L
che non contiene p nel proprio supporto.

Proposizione 14.5.7. Sia D un divisore di grado positivo su una curva liscia proiettiva
X. Allora vale dim |D| = deg(D) se e solo se X = PL.

Dimostrazione. Abbiamo osservato nell’Esempio che se X = P!, allora dim |D| =
deg(D) per ogni divisore effettivo D. Viceversa, dimostriamo per induzione su deg(D) che
se dim |D| = deg(D), allora X = P!. Se dim |D| = deg(D) = 1 allora esistono due punti
distinti p, ¢ € |D| e quindi una funzione razionale f tale che div(f) = p—gq. L’applicazione
f: X — Pl hagrado 1 ed & quindi un isomorfismo. Supponiamo dim |D| = deg(D) = d > 1
e sia p € X un punto fissato. Il divisore D — p ha grado d — 1, per il Teorema [14.4.7] vale
dim |D — p| < d — 1, mentre per il Lemma vale dim |D — p| > d — 1. ad

Definizione 14.5.8. L’insieme dei punti base di un sistema lineare L di divisori su una
curva X ¢

BS(L)y={peX|D—-p>0perogniDelL}={peX|L(-p) =L}

ovvero BS(L) ¢é lintersezione dei supporti dei divisori in L. Un sistema lineare L si dice
senza punti base se BS(L) = {).

Esempio 14.5.9. Siano X una curva liscia proiettiva e ¢: X — P™ un morfismo regolare
non costante. Vogliamo definire, per ogni ipersuperfice H C P™ tale che ¢(X) ¢ H, un
divisore ¢*(H) sulla curva X. Fissiamo un sistema di coordinate omogenee z,..., <,
su P" e siano fo,..., f, funzioni razionali su X tali che ¢ = [fo,..., fn]- Scegliamo un
iperpiano Ho, tale che H N Hoo N ¢(X) = 0. Se F(zg,...,7zn) = 0 e > bjz; = 0 sono
le equazioni di H e H,, rispettivamente, si definisce ¢*(H) come il divisore degli zeri
div(g)o della funzione razionale g = ¢*(F/(>_ b;f;)?), dove d & il grado di F. Lasciamo
per esercizio la necessaria verifica che ¢*(H) & ben definito. L’insieme dei divisori ¢*(H),
al variare di H tra le ipersuperfici in P™ di grado d che non contengono ¢(X), forma un
sistema lineare senza punti base che denoteremo Ly (d). Infatti i divisori di Lg(d) sono
tutti e soli quelli della forma ¢* (H)+div(¢*(G/F)), dove G varia tra i polinomi omogenei
di grado d.

Per ogni sistema lineare di divisori L senza punti base su una curva liscia proiettiva
X, possiamo definire il morfismo

ér: X — LY, ¢r(p) = L(—p).

In altri termini ¢, (p) & U'iperpiano in L formato dai divisori che hanno molteplicita positiva
in p.

Proposizione 14.5.10. Sia L un sistema lineare di divisori senza punti base su una
curva liscia proiettiva X, allora:
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1. Il morfismo ¢r: X — LV ¢ regolare.

2. Per ogni divisore E € L denotiamo con E+ C LY Uiperpiano ad esso ortogonale.
Allora, nelle notazioni dell’Esempio vale ¢ E+ = E. In particolare l'immagine
o1 (X) non é contenuta in alcun iperpiano.

3. Il morfismo ¢r,: X — LV ¢& un isomorfismo sull’immagine se e solo se per ogni coppia
di punti p,q € X, possibilmente coincidenti, vale dim L(—p — q) = dim L — 2.

Dimostrazione. [1] Per ogni divisore D € L denotiamo Xp = X — Supp(D); poiché L
non ha punti base gli aperti Xp ricoprono X ed ¢ quindi sufficiente dimostrare che ¢, e
regolare in Xp, per ogni D. Sia n la dimensione di L e sia V C HY(X, D) il sottospazio
vettoriale di dimensione n + 1 tale che

L={div(f)+D|feV—{0}}.

Siano fo,. .., fn funzioni razionali su X che formano una base di V. Poiché div(f)+D > 0
per ogni f € V — {0}, le funzioni fy,..., f, sono regolari in Xp. Inoltre, poiché L non
ha punti base, le funzioni fo, ..., f, non hanno zeri comuni in Xp: € quindi ben definita
un’applicazione regolare

La stessa base di V induce un isomorfismo di spazi proiettivi

n
v: P — L, v([aos - - -, an]) = div (Z%fi) + D.
i=0
Dimostriamo adesso che F' & la composizione di ¢, e del trasposto di ~: per il principio
di dualita & sufficiente dimostrare che, per ogni p € Xp, vale v(F(p)*) C ¢, ovvero che

Y({lao; s an] | Zaifi(p) =0}) C L(=p).

Dalla definizione di 7 segue immediatamente la validita di quest’ultima inclusione.

[2] Dato che ¢r(p) € E+ se e solo se E € L(—p), ne segue che ¢r(p) € EL se e solo
se p appartiene al supporto di E. Utilizziamo la costruzione del punto [1] scegliendo il
divisore D in modo tale che Supp(D) N Supp(F) = 0, cio¢ in modo tale che il supporto
di F sia contenuto in Xp. Possiamo inoltre scegliere le funzioni razionali f; in modo
tale che fo = 1 e quindi che y~1(D) = [1,0,...,0]. Dire che v"1(E) = [ao, ..., an]
significa dire che div(}_,a;f;) = E — D e che v'(E*Y) = {[zo,..., 3] | > azz; = 0}.
In definitiva si ha che ¢} (E1) coincide con il divisore degli zeri della funzione razionale
F*((32; aiz;)/z0) = Y aifi ed & quindi uguale ad E.

[3] Se p,q € X sono punti distinti, allora vale ¢r,(p) = ¢r.(q) se e solo se L(—p) = L(—q),
ovvero se e solo se L(—p — q) = L(—p) N L(—q) ha codimensione 1. Questo prova che ¢,
¢ iniettivo se e solo se per ogni coppia di punti distinti p,q € X vale dim L(—p — q) =
dim L — 2. Sia p € X un punto fissato; vogliamo dimostrare che ¢y, & ramificato in p se
e solo se L(—2p) = L(—p). Infatti, poiché lo spazio tangente ad X in p ha dimensione 1,
¢, € ramificato in p se e solo se p;mg, v C mi’X, dove ¢ = ¢ (p). Fissiamo un sistema di
coordinate omogenee o, . .., 2, in LY tali che ¢ = [1,0,...,0]; allora m, v & generato dai
germi in ¢ delle funzioni razionali x1 /xo, ..., z,/x¢. Dire che ¢, & ramificato in p significa
dire che ¢35 (37 a;zi/x0) € m;X per ogni scelta delle costanti aq,...,a, e questo ¢,
per il punto [2], equivalente a dire che ogni divisore di L passante per p ha in tal punto
molteplicita almeno 2, cioé L(—p) = L(—2p). Abbiamo quindi dimostrato che ¢ & non
ramificato se e solo se per ogni p € X vale dim L(—2p) = dim L — 2. Osserviamo adesso
che, per il Teorema un morfismo regolare di varieta proiettive ¢ un isomorfismo
sull'immagine se e solo se ¢ iniettivo e non ramificato. ad
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Osservazione 14.5.11. Sia L & un sistema lineare senza punti base su una curva liscia X;
alcuni autori dicono che:

1. Il sistema lineare L separa i punti se per ogni coppia di punti distinti p,q € X vale
dimL(—p —q) =dim L — 2.

2. 1l sistema lineare L separa i vettori tangenti se per ogni punto p € X vale
dim L(—2p) = dim L — 2.

A questo punto la domanda sorge spontanea:

Domanda 14.5.12. Data una curva liscia proiettiva X ed un morfismo regolare non costan-
te ¢: X — P™, abbiamo un sistema lineare senza punti base L = L, (1) (Esempio
e di conseguenza abbiamo un morfismo regolare ¢r: X — LY. Che relazione c’¢ tra in
due morfismi ¢ e ¢17?

Teorema 14.5.13. In risposta alla Domandal14.5.13, esiste un’unica proiettivita n: LV —
P" tale che ¢ =no ¢r.

Dimostrazione. A meno di sostituire P™ con il sottospazio proiettivo generato dall’im-
magine di ¢, possiamo supporre che ¢(X) non sia contenuta in alcun iperpiano. Siano
Zo, . .. ,Zn coordinate omogenee su P" e sia D = ¢*{xg = 0}. Ne segue che L C |D| e che
il morfismo

6: Xp = (X — Supp(D)) — A" = P" — {z = 0}

e regolare ed e quindi data da una n-upla di funzioni regolari su Xp, diciamo

(ZS:XD_’A’”? ¢:(f177fn)

e quindi
¢:X_>Pn7 ¢:[f07f1a"'1fn]7
dove fo =1e foy,..., fn sono considerate funzioni razionali su X. Basta adesso ripetere

la stessa dimostrazione del punto [1] della Proposizione [14.5.10 per provare che ¢ ¢ la
composizione di ¢y, e del trasposto di

P* — L, [ag,...,an] — div(agfo + -+ anfn) + D.

Esercizi

14.8. State viaggiando nel tempo: aiutate il giovane Enriques a dimostrare che una curva
liscia proiettiva & razionale se e soltanto se possiede una serie gi.

14.9. Provare che ogni insieme di divisori effettivi possiede estremo inferiore. Se L ¢ un
sistema lineare, ’estremo inferiore inf(L) viene detto parte fissa di L. Dimostrare che
BS(L) ¢ uguale a supporto di inf(L) e che esiste un sistema lineare M, detto parte
mobile di L tale che D € M se e solo se D +inf(L) € L.

14.10. Nelle notazioni dell’Esempio [14.5.9] se vq: P — P indica la d-esima immersione
di Veronese, dimostrare che Ly(d) = Ly,4(1) e che la dimensione del sistema lineare L (d)
¢ uguale alla dimensione del sottospazio proiettivo generato da vgd(X).
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14.6 Il teorema del resto

Per le curve gobbe non ¢ sempre vero che un divisore linearmente equivalente ad un
divisore aggiunto € ancora aggiunto: tuttavia dimostreremo che per divisori di grado
sufficientemente alto continua a valere il teorema del resto. Come nel caso delle curve
piane, il teorema del resto segue dal Teorema A f+ B¢ che, per varieta proiettive qualsiasi,
assume la seguente forma.

Teorema 14.6.1 (Teorema Af + B¢). Sia X C P™ una varietd proiettiva irriducibile

e siano H,® € Klxg,..., x| polinomi omogenei tali che deg(H) — deg(®) =d > 0 e

& ¢ 1(X), dove con I(X) C Klxg,...,Tnm] st intende l'ideale omogeneo dei polinomi nulli

su X. Allora esiste un intero dy, dipendente solo da X, tale che se d > dy e, per ogni
H

i=0,...,m, la funzione razionale I é regolare sulla varieta affine X N{x; # 0}, allora
20

1

esiste un polinomio omogeneo B € K [z, ..., xm] di grado d tale che H — B® € I(X).

Dimostrazione. Dire che ¢ regolare su X N {zy # 0} equivale a dire che esiste un

zdd
polinomio by(y1, ..., yn) tale che

H(17y17"'ayn) - bO(y17"'7yn)¢(17y17-~'ay’n)

si annulla su X N {zo # 0}. Sostituendo y; con x;/z¢ e moltiplicando per una potenza
sufficientemente alta di x si ottiene un polinomio omogeneo By € K|z, ..., Zy] ed un
intero positivo [ tali che z}, H — By® € I(X). Possiamo ripetere il ragionamento per ogni
aperto affine X N {z; # 0}, con i = 0,...,m, e quindi il teorema & del tutto equivalente
al seguente Teorema [14.6.2] O

Teorema 14.6.2. Sia X C P™ wuna varieta proiettiva irriducibile e denotiamo con
I(X) C Klzo,...,xm] lideale omogeneo dei polinomi nulli su X. Allora esiste un in-
tero dg > 0, dipendente da X, con la sequente proprieta. Se H e @ sono due polinomi
omogenei tali che deg(H) — deg(®) > dy e se esistono un intero s > 0 e m + 1 polinomsi
By, ..., By, tali che 2 H — B;® € I(X) per ogni i = 0,...,m, allora esiste un polinomio
omogeneo B tale che H— B € 1(X).

Prima di passare alla dimostrazione, osserviamo che l'enunciato di [14.6.2] ¢ indipen-
dente dalla scelta del sistema di coordinate omogeneo. Infatti se y; = > a;;x; € un altro
sistema, ogni potenza yfm+5 appartiene all'ideale generato da zj,...,x},. Per il teorema
degli zeri, il Teorema [14.6.2| continua a valere se al posto di z§,...,x;, consideriamo k
polinomi omogenei Fi, ..., Fj tali che V(Fi,..., Fy) = 0. Sia n < m la dimensione di X
e sia m: X — P™ una proiezione generica. A meno di un cambio di coordinate omogenee
possiamo supporre che il centro della proiezione sia il sottospazio {241 = -+ = z,, = 0}
e quindi che zy, ..., z, sia un sistema di coordinate omogenee su P". Dato che il morfismo
m: X — P™ & regolare, finito e surgettivo, si ha un morfismo iniettivo di anelli graduati

K[zo, ... Tm)

=Klxg,...,zp|—R:=
Notiamo che @ e R sono domini di integrita e che @) & anche a fattorizzazione unica.

Lemma 14.6.3. Nelle notazioni precedenti, ’anello R e finitamente generato come Q-
modulo.

Dimostrazione. La dimostrazione & sonstanzialmente equivalente a quella del Lemma[12.2.6]
ed e lasciata per esercizio. a
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Dimostrazione (Dimostrazione del Teorema . Denotiamo con S C @ la parte mol-
tiplicativa S = Q@ —{0} e con ry,...,r; € R generatori omogenei di R come Q-modulo.
Siccome R ¢ un dominio di integrita si ha R € S™'R e 71,...,7; generano S™!'R co-
me S~1Q-spazio vettoriale; a meno di permutazioni degli indici possiamo supporre che
r1,...,7h, con h < k, sia una base di ST'R. Per ogni i = h+ 1,...,k si pud scrivere
r; = 2?21 ai;r; con gli a;; € S ~1Q univocamente determinati. Siccome K ¢ infinito e gli
a;; nono unici, allora essi devono necessariamente essere omogenei, cio¢ a;; = b;;/ fi; con
bij, fij € Q omogenei e deg(b;;) —deg(fi;) = deg(r;) —deg(r;). Denotando con f; =[], fij
e con mj = r;/f si ha che R & contenuto nel Q-sottomodulo di M C S™'R generato da
my,...,mp. Inoltre il @-modulo M & libero con base my, ..., my. Riepilogando abbiamo
la catena di inclusioni

QCRCM=ea" Qmc ST'RcCK,

dove I e il campo delle frazioni di R. Gli elementi m; sono omogenei, possibilmente di
grado negativo, e quindi M ¢ un @Q-modulo graduato, cioe M = @®g>,My, con u € Z.
Consideriamo adesso H e @ come nell’enunciato di se ¢ € I(X) allora, poiché
I(X) & un ideale primo che non contiene {xy,...,Z;, }, si ha che H € I(X). Non & quindi
restrittivo supporre @ ¢ I(X); denotiamo con h, ¢ € R le loro classi modulo I(X). Bisogna
dimostrare che se:

h
1. esiste s > 0 tale che se mfg € Rperognii=0,...,m,e

h
2. il grado di g € maggiore od uguale ad un numero dy dipendente solo da X,

h h h
allora ) € R. Dimostriamo prima che se vale (1), allora p € M. Infatti, poiché xf)g €ER

h
exg € Ssiha 5 € S7!R e quindi esistono uniche h frazioni omogenee a;,...,a, € S71Q
tali che .
h
g = Z a;m;.
i=1

Siccome xfa € R C M per ogni i si ha che zja; € Q per ogni %, j e poiché @ &€ un dominio

a fattorizzazione unica segue che a; € () per ogni j. Definiamo adesso il numero dy: a tal
fine consideriamo il -modulo graduato

N ={m € M| esiste s > 0 tale che 2jm € R per ogni i =0,...,n}.

L’anello @ ¢ Noetheriano e quindi N & finitamente generato, siano ni,...,n; € N ge-
neratori omogenei e sia sp un intero tale che gn; € R per ogni j e per ogni poli-
nomio ¢ € @ omogeneo di grado sg. Allora Ny = >, Qq—deg(n,)n C Ra per ogni
d > so + max(deg(ny),...,deg(ns)) e, siccome Ry C Ny per ogni d, possiamo definire
dp = so + max(deg(ny),...,deg(ns)). O

Prima di procedere alle applicazioni, vediamo piu in dettaglio il caso delle ipersuperfici.

Esempio 14.6.4. Nelle notazioni del Teorema se X € una ipersuperfice irriducibile,
allora il teorema vale con dy = 0. Sia F' omogeneo e irriducibile tale che I(X) = (F).
Se F' divide @ il risultato & praticamente banale. Possiamo quindi assumere che F' non
divide @. Vediamo prima il caso in cui @ ha grado 1. Fissiamo le coordinate omogenee
in modo tale che @ = xq e scriviamo F = xgFy + Fy, con Fy € K[xy,..., 2] Siccome
@ non ha fattori in comune con F, si ha F; # 0: scriviamo H = xqgHy + Hy, con H; €
Klzy,...,zn). Sia Q € K[zy,...,2,] omogeneo di grado sufficientemente alto e senza
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fattori in comune con Fy, per ipotesi vale QH € (F,x) e quindi, specializzando a zq = 0
si ricava QH; € (F}). Per come abbiamo scelto @ si ha Hy € (F}) e quindi H; = AF},
H = .ToHo + A(F - ono) = AF + (Ho - Fo)@.

Mostriamo adesso che se il teorema vale con dyg = d > 0, allora vale anche con dy =
d — 1. Prendiamo H,® omogenei con deg H = deg(®) +d — 1 e tali che ' H — B;® = A;F
per ogni 4. Sia L un generico pohnormo di grado 1, allora vale gclHL B L® = A;LF ed
il teorema implica che HL = AF + B®. D’altra parte 2'LH — LB;®, 2 LH — xlB(P € (F),
quindi anche (LB; — 2} B)® € (F) e (LB; —z!B) € (F). Siccome L ha grado 1, per il caso
particolare visto sopra esiste C tale che B—CL € (F) e quindi L(H—C®) = HL—B® = 0
(mod F'). Non ci sono fattori comuni in L e F' e quindi H — CP € (F).

Come nel caso delle curve piane, possiamo introdurre la nozione di divisore aggiunto su
una curva liscia proiettiva X C P™. Sia H C P" una ipersuperfice definita da un polinomio
F omogeneo di grado d. Se X non e contenuta in H, scegliamo un polinomio GG, omogeneo
di grado d, tale che X N H NV (G) = ) e definiamo il divisore H|x come il divisore degli
zeri della funzione razionale F'/G € K (X). Se E ¢ un altro polinomio omogeneo di grado
d tale che X NHNV(E) = (, allora la funzione razionale E/G & invertibile in ogni punto
di X N H e quindi le funzioni F'/G e F/E hanno lo stesso divisore degli zeri: questo prova
che il divisore aggiunto H|x ¢ ben definito. In particolare possiamo scegliere come G
la potenza d-esima di un iperpiano generico: quindi il divisore dei poli di F/G ha grado
uguale a ddeg(X) e, per il Corollario anche il grado di H|x ¢ uguale al prodotto
deg(X) deg(H).

Teorema 14.6.5. Sia X C P" una curva liscia proiettiva e, per ogni d > 1, denotiamo
con Lx(d) C Div(X) l'insieme dei divisori aggiunti del tipo H\x, con H ipersuperfice di
grado d non contenente X. Allora:

1. Lx(d) é un sistema lineare.
2. (Teorema del resto) FEsiste dyg € N tale che il sistema lineare Lx(d) é completo per
ogni d > dg.

Dimostrazione. [1] Sia L un iperpiano generico in P", dobbiamo dimostrare che Lx(d)
¢ un sottospazio proiettivo del sistema lineare completo |dL|x|. Fissiamo un sistema di
coordinate omogenee g, ..., T, tali che L = {x¢ = 0}, allora Uinsieme delle funzioni
razionali

F
{d | F € K[zg,...,x,] omogeneo di grado d} CcK(X)
Zgy

¢ un sottospazio vettoriale di H°(X,dL|x) e ogni divisore in Lx(d) & del tipo Fix =
div(F/zd) + dLx.

[2] Prendiamo come dj lo stesso che compare nell’enunciato del Teorema e dimo-
striamo che Lx(d) & completo per ogni d > dy. Non & restrittivo supporre che X non sia
contenuto in alcun iperpiano; per ogni i = 0,...,n denotiamo con L; € Lx (1) C Div(X)
il divisore della sezione iperpiana di equazione x; = 0. Siano d > dp e D un diviso-
re effettivo su X linearmente equivalente a dLg; dobbiamo dimostrare che D € Lx(d).
Per definizione di equivalenza lineare, esiste una funzione razionale fy € K(X) tale che
D—dLy = div(fo); denotando f; = foxo/x si ha D—dL; = div(f;) per ogni i. Siano H,®
due polinomi omogenei tali che deg(H) — deg(®) = d e tali che su X valga f;x¢® = H per
ogni i. Sull’aperto affine X; = X N {z; = 1} la funzione razionale f; & regolare e quindi,
per il Teorema[14.6.1] esiste un polinomio omogeneo B di grado d tale che H — B € I(X)
e quindi tale che B|x = Hx —®x = D. a
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Esercizi

14.11. Sia X C P™ una curva liscia proiettiva. Dimostrare che per ogni d > 0 vale Lx (d) =
L,,(1) (vedi Esempio [14.5.9)), dove vg ¢ la restrizione ad X della d-esima immersione di
Veronese vg: P* — PV,

14.7 Esercizi complementari

14.12. Sia A un anello di valutazione discreta e denotiamo con K il campo delle frazioni
su A. Dimostrare che la valutazione v: A — N U {400} si estende in modo unico ad
un’applicazione v: K — Z U {+oc0} tale che:

1. Vale v(a) = 400 se e solo se a = 0.

2. Per ogni a,b € K vale v(a 4+ b) > min(v(a), v(b)).

3. Per ogni a,b € K vale v(ab) = v(a) + v(b).
Dimostrare viceversa che se K & un campo e v: K — Z U {400} & un’applicazione che
soddisfa le precedenti tre condizioni, allora il subanello A = {a € K | v(a) > 0} & un

dominio di valutazione discreta con ideale massimale m = {a € K | v(a) > 0} e campo
delle frazioni K.

Definizione 14.7.1. Chiameremo valutazione discreta su di un campo K una qualsiasi
applicazione v: K — Z U {400} che soddisfa le tre condizioni dell’Esercizio . La
valutazione nulla é quella che vale 0 su K — {0}. Denotiamo con Ck linsieme delle
valutazioni discrete surgettive su K.

Notiamo che per ogni valutazione discreta v, applicazione v: K — {0} — Z & un
omomorfismo di gruppi. In particolare una valutazione discreta e surgettiva se e solo se
la sua immagine contiene 1.

14.13. Sia v una valutazione discreta non nulla su un campo K. Dimostrare che:

1.v(1) =v(-1)=0.
2. Se v(a) < v(b), allora vale v(a £ b) = v(a).
3. Esiste un intero positivo m ed una valutazione discreta surgettiva 7 tali che v = mn.

4.Se F C K & un sottocampo algebricamente chiuso, allora v(a) = 0 per ogni a €
F — {0}.

14.14. Provare che se x € un punto liscio di una curva irriducibile X allora I’applicazione
v: K(X) — Z U {+o0}, v(f) = ordy(f)
¢ una valutazione discreta surgettiva.
Quindi, per I’Esercizio[I4.14) per ogni curva liscia X & definita un’applicazione iniettiva
ord: X — Ck (x), x +— ord, .
I prossimi esercizi mostreranno che se X e proiettiva, allora ord e bigettiva.

14.15. Sia X una curva irriducibile e v: K(X) — Z U {400} una valutazione discreta
surgettiva. Scegliamo £ € K (X) tale che v(§) = 1. Dimostrare:

1. Se f € K(X) & costante e non nulla, allora v(f) = 0.
2.Se f € K(X) non & costante, allora esiste g € K(f) € K(X) tale che v(g) # 0.
(Sugg.: la funzione ¢ & algebrica sul campo K (f).)
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3.S¢ f € K(X) non & costante e v(f) > 0, allora esiste un unico a € K tale che
v(f —a)>0.

4. Se f € K(X) non ¢ costante e v(f) > 0, allora per ogni n esiste un unico polinomio
p(t) di grado < n tale che v(f —p(§)) > n.

14.16 (). Sia X C P™ una curva liscia proiettiva e v: K (X) — ZU{+00} una valutazione
discreta surgettiva. Dimostrare che esiste un unico punto p € X tale che v = ord,. (Sugg.:
usare 'Esercizio[I4.15] per provare che esiste un sistema di coordinate omogenee o, .. .,z
tale che v(x;/xg) > 0 per ogni ¢ = 1,...,n. Mostrare poi che p = [1,0,...,0] € X e che
se f € Op x, allora v(f) > 0 se e solo se f € m,.)

14.17. Determinare tutte le valutazioni discrete sul campo Q. (Sugg.: vedi Esempio

ed Esercizio )

14.18. Sia A un anello di valutazione discreta con parametro locale t e campo residuo
K = A/(t). Per ogni A-modulo M se ne definisce la lunghezza come

+00 ;
. t'M
=0

Provare che, con tale definizione, il Teorema [8.1.6| continua a valere.

14.19. Siano X una curva liscia affine e p € X un suo punto. Dimostrare che esiste una
funzione razionale f € K(X) tale che ord,(f) = —1 e ord,(f) > 0 per ogni ¢ # p.

14.20. Sia ¢: X — Y un morfismo finito di curve lisce. Dimostrare che per per ogniy € Y
esiste un aperto affine V C Y tale che y € V e K[¢~1(V)] & un K[V]-modulo libero di
rango deg(¢). (Sugg.: guardare alla dimostrazione del Teorema [14.3.3])

14.21. Sia X C P™ una curva liscia di grado n non contenuta in alcun iperpiano.
Dimostrare che:

1. X ¢isomorfa a P, (Sugg.: Considerare il sistema lineare tagliato dal fascio di iperpiani
passanti per n — 1 punti generici di X.)

2. In un opportuno sistema di coordinate omogenee, X € l'immagine della n-esima
immersione di Veronese v, : P! — P".

14.22. Sia X C P una curva liscia non degenere, ossia non contenuta in alcun iperpiano.
Dimostrare che il sistema lineare Lx (1) non & completo se e solo se X & la proiezione di
una curva non degenere in P?*1,

14.23. Sia L un sistema lineare di dimensione > 1 di divisori di grado d su una curva
liscia proiettiva X e sia U C X un aperto non vuoto che non contiene punti base di L.
Dimostrare che, se h € il massimo grado della restrizione di un divisore di L ad U, allora
la parte fissa di L ha grado d — h.
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Differenziali

15.1 (Alcune) Costruzioni universali in algebra e geometria

La nozione di oggetto universale ¢ una delle pitt importanti della matematica astratta. In
questa sezione non vogliamo dare una definizione estensiva di universalita, che richiede il
linguaggio delle categorie, ma solo presentare le proprieta “universali” di alcune costruzio-
ni algebro-geometriche viste nei capitoli precedenti e di altre che saranno qui introdotte.
Ad esempio, se A ¢ un anello commutativo con unita e S € un insieme, lo A-modulo

FS:®AS

seS

¢ detto A-modulo libero generato da S. Gli elementi di Fs sono le combinazioni lineari
finite di elementi s € S, pensati come simboli formali, a coefficienti in A. Considerando
S come un sottoinsieme di Fg tramite l'inclusione s +— 1s, vale la seguente proprieta
universale. Per ogni A-modulo M e per ogni applicazione di insiemi u: S — M esiste
un unico omomorfismo di A-moduli ¢: Fs — M tale che ¢(s) = u(s) per ogni s € S.
Infatti la legge (> a;s;) = > a;u(s;) € M definisce I'unico omomorfismo di A-moduli
che estende u. Notiamo che I'immagine di ¢ ¢ uguale al sottomodulo di M generato da
u(S).

A volte la proprieta universale viene utilizzata per definire un oggetto matematico;
¢ tipico il caso del prodotto tensoriale. Sia A un anello commutativo con unita e siano
M, N, P tre A-moduli. Un’applicazione u: M x N — P si dice A-bilineare se per ogni
m,m’ € M, n,n’ € N ed a,b € A vale:

e u(am+bm/,n) = au(m,n) + bu(m’,n)
e u(m,an + bn') = au(m,n) + bu(m,n’)

In modo analogo si definisce, per ogni (n+ 1)-upla di A-moduli M, ..., M,, P, la nozione
di applicazione A-multilineare u: My X --- x M,, — P. L’insieme delle applicazioni A-
multilineari My X --- x M,, — P ha una ovvia struttura di A-modulo e verra indicato
con Homa (M @4 Ma®4 -+ ®4 M, P) (pitt avanti daremo vita ad un A-modulo M7 ® 4
.-+ ®4 M, in modo tale che il precedente Hom sia un “Hom reale” e non solamente una
notazione grafica).

Supponiamo adesso che My = My = -+ = M, = M. Un’applicazione A-multilineare
u: M x -+ x M — P si dice:

e Simmetrica: se per ogni permutazione o € X, vale

UW(Mg(1)s - Me(ny) = UM, ..., My).
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e Antisimmetrica: se per ogni permutazione o € X, vale

UM (1), -+ Mo(n)) = (—1)7u(my, ..., my),

dove (—1)7 indica la segnatura di o.
e Alternante: se u(ms,...,my,) = 0 ogniqualvolta m; = m; per qualche coppia di
indici1 <i<j<n.

Siano My, ..., M, A-moduli fissati e denotiamo con F' = Fi, x...xnm, 1o A-modulo
libero generato dal prodotto cartesiano M; X --- x M,. Denotiamo con A la famiglia
degli A-sottomoduli H C F tali che la mappa M; X --- x M,, — F/H, composizione
dell’inclusione naturale M; x - -+ x M,, C F e della proiezione al quoziente F' — F/H, ¢&
A-multilineare. Chiaramente A non e vuota poiché contiene F'. Poniamo

R= () H, My ®4My®y---®a M, =F/R
HeA

e denotiamo u(mi, ma,...,my) =m1 Q-+ ® my,, dove
u: My X -+ X My, - My ®4 -4 M,
¢ la composizione dell’inclusione M; X --- x M,, C F e della proiezione al quoziente.

Definizione 15.1.1. Lo A-modulo M1 @4 -+ @4 M, viene detto prodotto tensoriale
su A di Mq,...,M,.

Se My = My =--- = M, = M si scrive talvolta ®2M in luogo di M1 ®4 ---®4 M,.

Proposizione 15.1.2. Nelle notazioni precedenti, ’applicazione u & A-multilineare e, per
ogni applicazione A-multilineare ¢: My X --- X M, — P esiste un unico omomorfismo di
A-moduli ¥: M1 Q@4 ... R4 M, — P tale che ¢ = pu.

Dimostrazione. Sianom; € M;,1 = 2,...,n, elementi fissati e proviamo che I'applicazione
u(—,ma,...,my): My — F/R & A-lineare: questo equivale, per simmetria, a dimostrare
la multilinearita di w. Dati m,m’ € My a,b € A, ’elemento di F

(am +bm’,ma,...,m,) —a(m,ma,...,my,) —b(m',ma,...,my,)

appartiene ad ogni sottospazio della famiglia 4 e quindi appartiene anche ad R. Ne segue
che

(am+bm')@ma®@ - @mp =a(m@ma @ -+ @my) +b(m' @ma® - @my,).

Ogni applicazione insiemistica ¢: My X --- x M, — P induce un unico omomorfismo di
A-moduli ¥: F — P e Ker(¢p) € A se e solo se ¢ ¢ A-multilineare. In particolare se ¢
¢ A-multilineare allora 1 si fattorizza ad una applicazione ¢: F/R — P; siccome F/R &
generato dall’immagine di u, 1 € necessariamente unica. a

Esempio 15.1.5. 11 prodotto tensoriale di moduli liberi ¢ ancora libero, pit1 precisamente
se S e T sono insiemi allora ’applicazione

Fgxr — Fg ®a Fr, (5,t) > s®t

si estende ad un isomorfismo di A-moduli.
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Il rigore matematico imporrebbe adesso alcune pedanti e noiose verifiche come la
seguente: per ogni terna M, N,P di A-moduli esiste un isomorfismo canonico (M & 4
N)®4 P — M ®4 N ®4 P. Infatti, per ogni p € P fissato, il morfismo

MxN—-M®sN®uyP, (myn)—»men®p
¢ bilineare e quindi induce, al variare di p, un morfismo
(M@s N)xP— M®s N ®sP, (mn,p)—»meOnp
che, essendo ancora bilineare induce un morfismo di A-moduli
(MRAN)®sP—M®sN®yP, (mM®n)@p— menp.
Viceversa ’applicazione
MxNxP—(M®sN)®@aP,  (myn,p)— (men)@p
¢ multilineare e quindi induce un morfismo di A-moduli
MOAN@sP—(M®aN)R4 P, mAnpr— (Men)Qp.

Il volenteroso lettore puo dimostrare, in modo del tutto simile che esistono isomorfismi
MRIANRUNPEMR4s(NR4aP), NOa M= M®sN eccetera.

La costruzione del prodotto tensoriale si presta a molte varianti: ad esempio, se M7 =
My =--- =M, = M ed F denota lo A-modulo libero generato dal prodotto cartesiano
[T;-, M, allora possiamo considerare le famiglie B e C di sottomoduli di F definite nel
modo seguente. Un sottomodulo H C F appartiene alla famiglia:

- B se lapplicazione [[;_, M — F/H & A-multilineare simmetrica.
- C se Dapplicazione [[;; M — F/H & A-multilineare alternante.

Denotiamo poi

Ry = () H, éM:F/Rl.
A

HeB

Ry= () H  A\nM=F/R,.
HeC A

Lo A-modulo Oy M (in alcuni testi denotato con Sym'; (M) oppure con S’ (M)) viene
detto n-esima potenza simmetrica su A di M, mentre /\ZM si chiama n-esima
potenza esterna su A di M.

Si pone per convenzione ®21M = @gM = /\% M = A; si noti che esistono epi-
morfismi naturali di A-moduli @'y M — Oy M, @3 M — A’y M. In linea di principio
si possono fare anche le potenze antisimmetriche di A-moduli che pero sono scarsamente
usate in matematica ed alle quali si preferiscono quasi sempre le potenze esterne. Lasciamo
per esercizio al lettore enunciare e dimostrare i risultati analoghi alla Proposizione [15.1.2]
per i prodotti esterni e simmetrici.

Le proprieta universali permettono di dimostrare facilmente ’esistenza di isomorfismi
canonici; per fare questo serve il seguente lemma.

Lemma 15.1.4. Un omomorfismo di A-moduli ¢: M — N ¢é un isomorfismo se e solo
se per ogni A-modulo P, il morfismo di composizione o¢: Hom (N, P) — Hom4 (M, P)
e bigettivo.
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Dimostrazione. Una implicazione ¢ ovvia. Viceversa supponiamo che o¢ sia bigettiva per
ogni A-modulo P. Scegliendo P = M possiamo trovare s: N — M tale che so¢ = Idys e
questo prova che ¢ ¢ iniettiva. Scegliendo invece P = N/¢(M) allora, detta p: N — P la
proiezione al quoziente, si ha po ¢ = 0 e, essendo o¢ iniettiva ne segue che p = 0 e quindi
che ¢(M) = N. O

Il Lemma € un caso particolare di un risultato pit generale la cui dimostrazione
viene tradizionalmente lasciata per esercizio al lettore (Esercizio .

Se A — B ¢ un morfismo di anelli commutativi con unita ¢ M ¢ un A-modulo, il
prodotto tensoriale M ® 4 B possiede una struttura naturale di B-modulo, il cui prodotto
per scalare & ottenuto estendendo per bilinearita la formula b(m @ b') = m@bb', m € M,
b,b' € B. Tale struttura ¢ detta di estensione degli scalari. Se N ¢ un B-modulo,
lasciamo per esercizio al lettore la dimostrazione della formula del cambio di base

Homy (M, N) =Homp(M ®4 B, N).

La proprieta universale del prodotto viene spesso usata in luogo della sua costruzione
esplicita per la dimostrazione dell’esistenza di isomorfismi naturali; un esempio & dato dal
seguente lemma.

Lemma 15.1.5. Sia M un A-modulo, I C A un ideale e S C A una parte moltiplicativa.
Allora esistono isomorfismi canonici

A
M®s —

_ —14 _ g-1
T = T M®s S " A=5""M.

In particolare, considerando S = {1} oppure I =0, vale M ® 4 A = M.

Dimostrazione. Dimostriamo solamente la seconda uguaglianza M ®4 S™'A = S~ M:
la dimostrazione della prima ¢ sontanzialmente analoga ed ¢ lasciata per esercizio. Esiste
una ovvia applicazione A-bilineare

a am
M x4 S A — S, (m, 7) s A
s
che, per la proprieta universale, induce un omomorfismo di A-moduli

¢: M4 STA— STIM, q&(m@g):ﬂ.
s s

Notiamo che, considerando sia M ®4 S~*A che S~ M come S~ A-moduli, il morﬁsmo 10)

¢ un morfismo S~! A-lineare. La surgettivita di ¢ & evidente; sia quindi 2 = DMy ® —€
i
Ker(¢). Se indichiamo con s € S il prodotto degli s; possiamo scrivere

x:Zmi(@%:m@é, b’:f’ mszimi.

Quindi m/s = ¢(z) = 0 in S™1M ed esiste t € S tale che tm = 0; ne segue che x =
m® (1/s) =m® (t/ts) =tm ® (1/ts) = 0. O

Consideriamo adesso due morfismi di anelli A — B, A — C; possiamo considerare B
e C come A-moduli e farne il prodotto tensoriale B ® 4 C. In aggiunta esiste su B ®4 C
un prodotto dato dalla formula

(Z bi ® Ci> ij ®c | = Zbibj ® c;cj.
i J i.J
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Tale prodotto & I'unico che induce una struttura di anello sul prodotto tensoriale tale che

A— B
| [, Bw=te1, A)=180c
C - BosC

€ un diagramma commutativo di omomorfismi di anelli. La proprieta universale & in questo
caso espressa nella seguente proposizione.

Proposizione 15.1.6. Per ogni diagramma commutativo di omomorfismi di anelli com-

mutativi con unita
A—B

Y

c-% D

esiste un unico omomorfismo di anelli p: B® AC — D tale che, nelle notazioni precedenti,

f=0¢B8eg=0gy.

Dimostrazione. Le condizioni f = ¢f e g = ¢y equivalgono a dire che, per ogni b € B,
ceC,vale p(b® 1) = f(b), (1 ®c) = g(c); dato che gli elementi 1 ® ¢ e b® 1 generano
B ® 4 C come anello, 'omomorfismo ¢ & necessariamente unico. La proprieta universale
del prodotto tensoriale, applicata al morfismo A-bilineare B x C — D, (b,¢) — f(b)g(c),
fornisce un omomorfismo di A-moduli ¢: B®4 C — D tale che ¢(b® c) = f(b)g(c) ed
una semplice verifica mostra che ¢ ¢ un omomorfismo di anelli. a

Esempio 15.1.7. Per ogni anello commutativo con unita A esiste un isomorfismo naturale
di A-algebre

A[xla"'axn] ®AA[y17"'>yn} :A[xlv"'vmnaylv"wyny

Infatti il morfismo f(z) ® g(y) — f(z)g(y) ¢ un omomorfismo di A-algebre e, per
'Esempio [[5.1.3] ¢ un isomorfismo di A-moduli liberi.

Proposizione 15.1.8. Se X,Y sono varieta affini su K =K, allora esiste un isomorfi-
smo naturale K[ X x Y] =K[X] ®x K[Y].

Dimostrazione. Le proiezioni sui due fattori inducono due omomorfismi di algebre di
funzioni regolari K [X] — K[X x Y], K[Y] — K[X X Y], che inducono un omomorfismo
K[X]ex K[Y] = K[X xY]. Se X C A™ ha come ideale [ = I(X) C K[z1,...,2,]eY C
A™ ha come ideale J = I(Y) C K{y1,...,Ym], allora esiste un diagramma commutativo
con le frecce verticali surgettive

Klz,...,z,) @k Kly1,. -, yn] 2, Klz1, .. s Tn, Y1, Yn)
e ?
K [X] ®x K[Y] 2, K([X x Y]
e quindi ¢(Ker(a)) C Ker(). Per il Lemma[10.5.1] I'ideale di X x Y & generato dall’ideale

di X e dall’ideale di Y e quindi, a maggior ragione dal nucleo di «. Di conseguenza
¢(Ker(a)) = Ker() ed anche 1 & un isomorfismo. O
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Esercizi

15.1. Provare che per ogni intero 1 < i < n, esiste un isomorfismo naturale di A-moduli
HOHlA(M1 Ra--Ra Mn, P) = HomA(M1 XA QA Mi,HomA(MH_l Ra-Ra Mn, P))

15.2. Siau: M x---x M — P un’applicazione A-multilineare tale che u(mq,...,m,) =0
ogniqualvolta m; = m;41 per qualche indice 1 < ¢ < n. Provare che u € antisimmetrica
ed alternante.

15.3. Sia A un anello fissato. Provare che:

1. Se 2 =141 e invertibile in A, allora ogni applicazione A-multilineare antisimmetrica
€ anche alternante.

2. Se 2 =1+ 1 non ¢ invertibile in A, allora esistono applicazioni A-bilineari antisimme-
triche che non sono alternanti.

15.4. Dimostrare che se M e N sono A-moduli finitamente generati, allora anche M ® 4 N
¢ finitamente generato.

15.5. Nelle notazioni della Proposizione [15.1.2] e per n = 2, trovare un insieme di
generatori del sottomodulo R.

15.6. Provare che una successione L — M — N — 0 di omomorfismi di A-moduli &
esatta se e solo se per ogni A-modulo P la successione

0 — Hom4 (N, P) — Homa (M, P) — Homa(L, P)
¢ esatta.

15.7. Mostrare che esistono omomorfismi iniettivi di A-moduli M — N tali che Hom 4 (N, A) —
Hom (M, A) non & surgettiva.

15.8. Siano A — B un morfismo di anelli ed M, N due B-moduli. Dimostrare che M ® g N
¢ isomorfo al quoziente di M ® 4 N per il sottomodulo generato dagli elementi mb® n —
m Q@ bn, al variare dime M, ne Nebe B.

15.9. Siano I, J ideali di un anello A. Provare che

Ao 4__ A
I°4T7 "1+

15.2 Derivazioni universali e differenziali razionali

Siano A — B un morfismo di anelli commutativi con unitd e sia M un B-modulo.
Un’applicazione 9: B — M si dice una A-derivazione se:

1. O & A-lineare (rispetto alle strutture di A-modulo su B, M indotte dal morfismo
A — B).

2. 9(b1by) = b10(ba) + ba0(b1) per ogni by, by € B (regola di Leibniz).
Si noti che la regola di Leibniz implica 9(1) = 9(1) + 9(1) = 0 e di conseguenza 9(a) = 0
per ognia € A. Se 01,02: B — M sono A-derivazioni e by, by € B, allora anche b9; +b205
¢ una A-derivazione; dunque l'insieme delle A-derivazioni da B in M ha una struttura
naturale di B modulo che indicheremo con Der4(B, M). Per ogni A-derivazione 0: B —
M e per ogni morfismo di B-moduli ¢: M — N, la composizione ¢ o J € ancora una
A-derivazione ed il morfismo di composizione

¢o : Dera(B, M) — Der (B, N)

¢ un omomorfismo di B-moduli.
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Teorema 15.2.1. Esiste una derivazione BLQB/A, unica a meno di isomorfismo, con
la seguente proprietd universale. Per ogni A-derivazione 0: B — M esiste un unico
morfismo di B-moduli ¢: 25,4 — M tale che 0 = ¢ od.

Dimostrazione. Esistono vari modi di di costruire {25,4; qui ne mostreremo solamente
uno, rimandando agli esercizi per gli altri.

Consideriamo la struttura di B-modulo su B ® 4 B indotta dalla moltiplicazione a
sinistra (ossia b(c ® d) = bc ® d) e definiamo

B®aB
0= B0,

dove R ¢ il B-sottomodulo generato dalle relazioni
1®biby — by @by — b2 @ by, b1,bs € B.
Tali relazioni assicurano che ’applicazione
d: B— g4, db=1®Y,

¢ una A-derivazione. Notiamo che gli elementi db, con b € B, generano {2g,4 come B-
modulo. Se 9: B — M ¢ una A-derivazione, allora applicazione B x B — M, (b1, by) +—
b19(ba), & A-bilineare e quindi induce un morfismo di A-moduli ¢: B®4 B — M. Si
verifica immediatamente che ¢ € un omomorfismo di B-moduli che si annulla su R e
che quindi definisce per passaggio al quoziente un omomorfismo ¢: 25,4 — M tale che
#(db) = ¢(1 ® b) = O(b). Dato che i db generano 25,4, ¢ ¢ necessariamente unica. Se
6: B — P ¢ un’altra derivazione con la medesima proprieta universale, esistono unici due
omomorfismi di B-moduli P — 25,4, 2p;4 — P che sono I'uno I'inverso dell’altro. O

Definizione 15.2.2. Se A — B ¢ un omomorfismo di anelli, il B-modulo 25,4 ¢ detto
modulo delle forme differenziali relative di B su A oppure modulo dei differenziali di
Kdhler di B su A. La derivazione d: B — 2,4 viene detta derivazione universale.

Si noti che, per la regola di Leibniz applicata alla derivazione universale d: B —
2,4, se B ¢ una A-algebra finitamente generata, diciamo da by,...,bs, allora 2,4 &
un B-modulo finitamente generato da dby, ..., dbs.

La proprieta universale implica che, per ogni B-modulo M, esiste un isomorfismo
naturale

Der4 (B, M) = Homp (2,4, M)

e di conseguenza esiste un accoppiamento B-bilineare
<, >Z QB/A X DerA(B,M) — M
tale che (db,d) = J(b) per ogni b € B.

Esempio 15.2.3. Se B = Alty,...,t,], allora £2,4 ¢ il B-modulo libero generato da

dty,...,dt,. Abbiamo gia visto che dty,...,dt, generano 25,4 come B-modulo. Con-

siderando le derivate parziali g—t: B — B, si osserva che <Z b;dt;, §t> =b; e quindi i
i J

dt; sono linearmente indipendenti.

Esempio 15.2.4. Se K C K (t1,...,tq) = K & una estensione puramente trascendente di
campi, allora dty, ..., dt, sono una K-base di {2k /k . Infatti una K-derivazione 9: K — V/
¢ unicamente determinata dai 0t; e quindi dty,...,dt, sono un sistema di generato-
ri. D’altra parte le derivate parziali rispetto alle variabili ¢; sono K-derivazioni, si ha

0
<dti, 8t> = d;; e quindi dty, ..., dt, sono linearmente indipendenti.
J
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Ogni morfismo di A-algebre ¢: B — C', composto con la derivazione universale di C
definisce una A-derivazione B — (2¢/4 e, per la proprieta universale di 25,4, esiste un
unico morfismo di B-moduli ¢.: 25,4 — ¢4 che a sua volta induce, per cambio di
base, un unico morfismo di C-moduli ¢.: C®p 2,4 — ¢4 tale che ¢, (c®@db) = cd($b)
per ogni b € B.

Lemma 15.2.5. Siano K C K C L estensioni di campi con L algebrico separabile su K.
Allora esiste un isomorfismo naturale 2, ;x = L @ Q5 /k -

Dimostrazione. Denotiamo con a: L ®p 2x/x — §2;/x il morfismo indotto dall’inclu-
sione K C L. Proviamo che « e surgettiva, ossia dimostriamo che per ogni I € L il
differenziale dl € una combinazione lineare a coefficienti in L di elementi df, f € K. Sia
l € Lesiap =Y f;xz" il suo polinomio minimo su K, allora 0 = dy (1) = Y df;l' + p;(1)dl
ed essendo ! separabile vale pj(l) # 0.

Proviamo adesso che « ¢ iniettiva: a tal fine basta trovare una K-derivazione 9: L —
L ®k 2k /k che estende 1 @ d: K — L @k {2k /x . Tale derivazione indurra un morfismo
L-lineare 3: 2, )x — L @k 2k /x che sara I'inverso a sinistra di «. Per il lemma di Zorn
esiste un sottocampo K C E C L ed una derivazione 0: £ — L ®k {2k /x che estende
1®d e tale che (E,d) ¢ massimale tra le coppie aventi la stessa proprieta. Assumiamo
per assurdo E # L; prendiamo | € E e sia y; = > e;x" € E[z] il suo polinomio minimo
su E. Consideriamo la struttura di Efz] modulo su L ®k 2k indotta dal morfismo
El[z] — E[l] C L. Scelto un qualsiasi elemento y € L ®k 25k possiamo estendere 0
ad una derivazione ¢: Efz] — L ®k 2k /x tale che 6(z) = y. Se y ¢ scelto in modo tale
che 6(w;) = 0, allora 0 si fattorizza ad una derivazione su E[l] in contraddizione alla
massimalita. Essendo [ separabile su F, una tale scelta di y ¢ certamente possibile perché

K1) # 0 e 8(m) = (el + (D). 0

Esempio 15.2.6. 11 risultato del Lemma e falso se l'estensione K C L non & sepa-
rabile. Consideriamo ad esempio un campo K di caratteristica p > 0 e K C K(t) = K
una estensione trascendente pura. Sia ¢: K — K 'omomorfismo di K-algebre tale che
#(t) = P, allora il morfismo indotto ¢.: 2x/x — 2k /k € nullo. Infatti dt genera il
modulo dei differenziali e ¢, (dt) = dt? = 0.

Esercizi

15.10. Siano A, B, M come sopra: provare che una Z-derivazione 0: B — M ¢é una A-
derivazione se e solo se d(a) = 0 per ogni a € A.

15.11. Sia A — B un omomorfismo di anelli e sia S C B una parte moltiplicativa.
Dimostrare che 2g-15,4 = S_lﬂB/A.

15.3 Residui astratti (secondo Tate)

Sia V' uno spazio vettoriale su un campo K; un endomorfismo lineare f: V' — V si dice
di potenza finita se f" ha rango finito per n >> 0. Se f e di potenza finita possiamo
definire la sua traccia tracey (f) come la traccia della restrizione di f al sottospazio di
dimensione finita N,~of™(V). Se F C V & un sottospazio di dimensione finita tale che
f(F)C Fe fr(V)C F per n >> 0, allora e facile verificare che tracey (f) € uguale alla
traccia della restrizione di f a F.
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Lemma 15.3.1. Siano f: V — V un applicazione lineare ed A C V un sottospazio tale
che f(A) C A. Denotiamo con

fllA—>A, f22

BN
1
BN

le applicazioni indotte. Allora:

1. f & di potenza finita se e solo se fi1 e fo sono di potenza finita.
2. Se f ¢ di potenza finita, allora tracey (f) = tracea(f1) + tracey,4(f2).

Dimostrazione. [1] Per ogni n > 0 vale f{*(A) C f*(V), f3(V/A) = (f*(V) + A)/A
e quindi se f e di potenza finita anche f;, fo lo sono. Viceversa, supponiamo fi, fo di
potenza finita; esistono allora interi n,m > 0 ed un sottospazio F' C V di dimensione
finita tali che dim f*(A) < +o0, f™(V) C A+ F e quindi f*™™(V) C f*(A) + f*(F).

[2] Sia ng € N tale che f*(V) = f™ (V) per ogni n > ng. Denotando F' = f™(V),
esiste un diagramma commutativo con le righe esatte

0—>FﬂA—>F—>FTj_A—>O

lfl lf lfz
O—>FﬂA—>F—>FT—i_A—>O

e, poiché F" ha dimensione finita, la formula tracey (f) = traces(f1)+tracey, 4 (f2) segue
dalle tradizionali proprieta della traccia, cfr. Esercizio 8.3 a

Lemma 15.3.2. Siano f,g: V — V due endomorfismi lineari. Se fg e gf hanno potenza
finita, allora tracey (fg) = tracey (gf).

Dimostrazione. Sia n un intero sufficientemente grande e tale che gli spazi (fg)"(V),
(9f)™(V) abbiano dimensione finita. Allora esistono e sono ben definiti i due morfismi

f
(f9"(V) —___(gH"(v),

g

e si usano le ben note proprieta della traccia in dimensione finita. a

Siano A, B C V sottospazi vettoriali. Diremo che A non € molto piu grande di B, e

scriveremo A < B, se esiste un sottospazio F' di dimensione finita tale che A C B + F.
A+ B

A p—
. ANB B
E palese che < & una relazione di ordine e quindi la relazione ~ data da

Notiamo che A < B se e solo se lo spazio vettoriale ha dimensione finita.

A~B se e solo se A<B, B=<A
¢ una relazione di equivalenza.
Lemma 15.3.3. Se vale A < B, allora f(A) < f(B) per ogni applicazione lineare f.

Dimostrazione. Evidente. O

Definizione 15.3.4. Sia V uno spazio vettoriale. Per ogni sottospazio A C 'V definiamo
E(A) = {f € Homg (V,V) | f(A4) < A},

Ev(A)={feEA) | (V) <A},  Ex(A)={fecE(A)]|f(4) <0},
Eo(A) = E1(A) N Ey(A).
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Si osserva facilmente che E(A), Eg(A), E1(A), E2(A) sono sottospazi vettoriali di
Homg (V, V') che dipendono solo dalla classe di equivalenza di A. Ogni applicazione lineare
f:V — V induce un isomorfismo di spazi vettoriali

A r A+ f(A4)
ANf1(4) A4

e quindi f € E(A) se e soltanto se AN f~1(A) ha codimensione finita in A.

Esempio 15.3.5. Nelle notazioni precedenti, vale A < B se e solo se Ej(A) C Eq(B):
infatti se E1(A) C E1(B), allora la proiezione di V' su A appartiene a E;(B). Dunque
E;(A) determina univocamente la classe di equivalenza di A.

Lemma 15.3.6. Lo spazio E(A) é una K-sottoalgebra unitaria di Homg (V,V), i sot-
tospazi FEo(A), E1(A), E2(A) sono ideali bilateri di E(A) e wvale E1(A) + Eq(A) =
E(A).

Dimostrazione. Per ogni a € K, la moltiplicazione per a appartiene a F(A). Se f,g €
E(A) allora f(A) < A, per il Lemma gf(A) < g(A) < A e quindi gf(A) < A,
gf € E(A).Se f(A) C A+F, g(A) C A+G, con F, G sottospazi di dimensione finita, allora
(f+9)(A) C A+F+Ge f+g € E(A). La verifica che gli E;(A), per i =0, 1,2, sono ideali
bilateri di E(A) ¢ banale ed ¢ lasciata per esercizio al lettore. Ne segue che E1(A)+E2(A) ¢
un ideale bilatero ed & quindi sufficiente dimostrare che 1 € Eq(A)+E2(A). Sepa: V — A
¢ la proiezione su A, allora pa € E1(A),1 —pa € F3(A)el=pa+ (1 —pa). O

Se f € Ey(A), allora f2(V) < 0 e quindi f & di potenza finita ed & definita la traccia
tracey (f).

Lemma 15.3.7. L’applicazione tracey : Eg(A) — K ¢é lineare. Inoltre se f € F1(A) e
g € E2(A), allora tracey (fg) = tracey (9f) e quindi tracey ([f, g]) = 0.

Dimostrazione. Per ogni coppia f,g € FEp(A) possiamo trovare due sottospazi C C B
tali che dimg B/C < +oo, f(V) +g(V) C B, f(C) = g(C) = 0 (ad esempio C =
AnKer(f)NKer(g), B=A+ f(V)+g(V)). Per il Lemma|15.3.1| vale la relazione

tracey (af + bg) = tracep,c(af + bg) = atracep,c(f) + btraceg,c(g).

Se f € E1(A), g € E5(A) allora fg,g9f € Eo(A) e la formula tracey (fg) = tracey (gf)
segue dal Lemma Infine, il bracket [f, g] & per definizione uguale a fg — gf. a

Sia K C F(A) una K-sottoalgebra commutativa, possiamo pensare quindi V' come un
K-modulo ed A un K-sottospazio tale che fA < A per ogni f € K. Il nostro prossimo
obiettivo e quello di associare ad A un’applicazione K -lineare

resX: gk —K

che chiameremo residuo.

Siano f,g € K, per il Lemmaé possibile scrivere (in modo non unico) f = fi1+ fa
eg=g1+92 con f1,91 € E1(A) e fa,g2 € E3(A). Si noti che [f1,91] € E1(A) e che
[f1,91] = [f,9] =0 (mod E3(A)), dunque [f1, ¢1] € Eo(A) ed & ben definito tracey [f1, g1].
Per il Lemma la traccia di [f1, g1] non dipende dalla particolare scelta di fi, g1,
L’applicazione (f,g) — tracey|f1,g1] & chiaramente K-bilineare in f e g. Poniamo per
definizione

res'| (fdg) = Trv[fi,q1]

Occorre verificare che si tratta di una buona definizione, bisogna cioe dimostrare che
I’applicazione lineare
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tracey[—1,—1]: K®@x K — K

si annulla sul K -sottospazio vettoriale generato dalle espressioni f @ hg — fh® g—gf Q@ h.

Fissati f1,¢1,h1 possiamo scegliere (hg); = higi, (fh)1 = fih1, (9f)1 = g1f1 e
I’annullamento segue dalla relazione

[f1, hig1] = [fih1, g1] = [91.f1, 1] = 0.

E chiaro dalle definizioni che res' dipende solo dai sottospazi E1(A), Ea(A) e che quindi

dipende solo dalla classe di equivalenza di A. Segue immediatamente dalla definizione

che resY (fdg) + resY (gdf) = 0 per ogni f,g € K; in particolare per g = 1 si ottiene
v _

resy (df) = 0.

Lemma 15.3.8. Nelle notazioni precedenti, se w: V — A & una proiezione, allora vale

resy (fdg) = trace,c[m f, mg],

dove C = {x € A| f(z),g9(x) € A} ~ A. In particolare, se V. .C V' ¢é una inclusione di
K-moduli, allora resY, = res, .

Dimostrazione. Nella definizione di res possiamo prendere f; = nf e g1 = mg.
Osserviamo inoltre che [7f, g|(V) C Aeche,sex € C,allora [rf, mglx = 7[f,g]x =0. O

Proposizione 15.3.9. Nelle notazioni precedenti:

1. Se f,g € K, f(A) C A e g(A) C A, allora res¥(fdg) = 0. In particolare se A ¢ un
K-sottomodulo di V', allora il residuo é identicamente nullo.

2. Per ogni g € K ed ognin > 0 vale res (g"dg) = 0.

3. Se g € K ¢ invertibile e n < —2, allora res (¢g"dg) = 0.

4.8e g € K ¢ invertibile e g(A) C A, allora res% (g~ 'dg) ¢ uguale alla traccia
dell’identita in A/g(A).

Dimostrazione. [1] Sia m: V. — A una proiezione fissata, se f(A) C A allora nf = f e
basta applicare il Lemma [15.3.8]

[2] Fissata una decomposizione g = g1 + g2, si puo prendere (¢")1 = g} e quindi [¢7], g1] =
0.

[3] Se si pone h = g~ !, allora g"dg = —h~2""dh e la tesi segue dal punto 2).

[4] Si applica il Lemma [15.3.8| osservando che C' = g(A) e che per ogni x € A vale

1

1 1

[rg~ " mglzr =2z —g(rg~ ) =2  (mod g(A)).

O

Esempio 15.3.10. Sia U C C un aperto contenente il punto z = 0. Denotiamo con K =V
la C-algebra delle funzioni meromorfe su U (ovvero localmente esprimibili in serie di
Laurent) e con A C V la sottoalgebra delle funzioni che sono regolari in 0. Se f € K ha
un polo di ordine A in 0, allora

1 1 1
z z z

e quindi siamo nelle condizioni di poter definire un residuo res : Qrc — C. Se fdz ¢
un differenziale meromorfo su U, allora il Lemma implica che resf (fdz) =0 se f
¢ regolare in 0. Siccome A/2A = C1, si ha resf (271dz) = 1 e resf{ (2"dz) = 0 per ogni
n # —1. Abbiamo quindi ritrovato il residuo usuale.
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Vediamo infine come si comportano i residui con le successioni esatte.

Proposizione 15.3.11. Sia 0—U—V ->W—0 una successione esatta di K-moduli
e sia A CV un K-sottospazio tale che f(A) < A per ogni f € K. Indichiamo A; = ANU
e Ay = p(A). Allora vale f(A1) < A1, f(Ag) < Ay per ogni f € K e

resx = resg1 + resff,v2

Dimostrazione. Sia F C V un sottospazio di dimensione finita tale che f(A) C A + F;

allora ¢ chiaro che f(As) C Ay + p(F) e f(A1) C UN (A + F). Un semplice conto di

algebra lineare che lasciamo per esercizio mostra che

UN(A+F)
1

dimK S dimK F

e quindi f(A;) < A;. Fissiamo delle proiezioni m, 7, 7o tali che il seguente diagramma
sia commutativo
0—U —V-2W-—0

J/ﬂ'l lﬂ' lﬂ'?
0— A4, — A2 Ay —0.

Allora, per ogni f,g € K, anche il diagramma

0—U VL W -—0
l[mfmg] lwmg] l[mf,mg]
0—U VL W -—0

& commutativo e la tesi segue dai Lemmi [15.3.1] e [15.3.8 ad

Corollario 15.3.12. Siano A, B C V due sottospazi tali che f(A) < A e f(B) < B per
ogni f € K. Allora vale f(ANB)<ANDB e f(A+B) <A+ B perogni f € K e

resX + resg = resXmB + resX+B .

Dimostrazione. Siconsideri A®B C V@V, e chiaro che f(A®B) < A®B perogni f € K
e per la Proposizione resxgg = resY +res%. Considerando invece la successione
esatta

0—V—V e V2V—0, p(z,y)=x—y

si ottiene p(A®B) = A+ B, VN(A®B) = ANB e quindi resggg =resy, ptreshp. O

Esercizi

15.12. Nelle notazioni del Lemma [15.3.3] provare che se vale A < C' e B < D, allora vale
ANB=<CND.

15.4 Esercizi complementari

15.13. Siano X — Z, Y — Z morfismi regolari di varieta affini; mostrare:

1. Esiste un omomorfismo naturale ¢: K[X] ®k 7 K[Y] — K[X xz Y]
2. 1) & surgettivo ed il suo nucleo contiene il nilradicale /0.
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3. Trovare un esempio in cui ¢ non & iniettivo (Sugg.: X,Y curve nel piano affine A? =
Z).
4. () Il nucleo di ¢ & uguale al nilradicale /0.

15.14. Siano A — B, A — C omomorfismi di anelli Noetheriani. Dimostrare che B® 4 C
¢ un anello Noetheriano.

15.15. Siano {M; | i € I} e {N, | j € J} due famiglie di A-moduli. Esiste un isomorfismo
naturale

Hom 4 @Mi,HNj = HHomA(Mi,Nj).
i J 4,7

15.16. Siano M;, i € I, e N;, j € J, due famiglie di A-moduli. Dimostrare che esiste

un’applicazione naturale
(D M) < (P N) — DM oa N
icl jed i,j

che induce un isomorfismo
P M) s (PN) =P M4 N;.
i€l jeJ ,J
(Sugg.: Lemma [15.1.4] ed Esercizi 15.15})

15.17.Sia L - M — N — 0 una successione esatta di A-moduli. Dimostrare che per
ogni A-modulo P la successione

LRIAP—-MRIUP—-NRQuP—0
¢ esatta. (Sugg.: Esercizio [15.6])

15.18. Siano A — B un morfismo di anelli unitari, S un insieme e F' lo A-modulo libero
generato da S. Provare che F'® 4 B ¢ isomorfo al B-modulo libero generato da S.

15.19 (Lemma di Artin-Rees). Siano A un anello noetheriano, M un A-modulo fi-
nitamente generato, N C M un sottomodulo ed I C A un ideale. Provare che esiste un
intero k > 0 tale che I"**M NN = I"(I*M N N) per ogni n > 0. (Sugg.: siano ay, ..., as
generatori dell’ideale I: si considerino 'anello noetheriano T' = A[ty,...,ts], il T-modulo
finitamente generato P =T ® 4 M, 'applicazione

f:P— M, flp(ty, ... ts) @ m) =play,...,as)m
e si ragioni come nella dimostrazione del Teorema [4.3.6])

15.20. Siano A un anello locale noetheriano con ideale massimale m ed M un A-modulo
finitamente generato. Dimostrare che N,~om™M = 0.

15.21. Sia A — B un morfismo di anelli unitari e sia Fyp il B-modulo libero generato
dall'insieme dei simboli formali db, al variare di b € B. Provare che 25,4 = Fyp/R, dove
R ¢ il sottomodulo generato dai da, con a € A, e dai d(bc) — bd(c) — cd(b), con b, c € B.

15.22. Siano A — B — C omomorfismi di anelli. Provare che per ogni C-modulo M la
successione

0— Derp(C, M)— Der4(C, M)— Der4(B, M)

¢ esatta. Utilizzare I’Esercizio [L5.6| per dimostrare I’esattezza della successione

C®p 2pja—2c/a—2c/p—0.
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15.23. Siano A — B un morfismo di anelli, I C B un ideale e C = B/I. Provare che per
ogni C-modulo M la successione

0— Der 4 (C, M)— Derg(C, M)— Homp (I, M) = Homg(I/1*, M)
¢ esatta. Utilizzare I'Esercizio[15.6|per dimostrare I’esattezza della successione di C-moduli
/1P =Copl 2 Cop 54— Q0/a—0.

15.24. Nelle stesse notazioni della Proposizione [15.3.11] & vero o falso che se fA; < Ay e
fAs < Ay, allora fA < A?

15.25. Provare che Y 1" A; < N2, Bj se e soltanto se A; < Bj per ogni 4, j.

15.5 Un lungo esercizio: il teorema di Krull

Definizione 15.5.1. Un ideale I C K[x1,..., 2] si dice saturato in 0 se ogni volta che
fg €I eg(0)+#0, ne conseque che f € I.

Se consideriamo la parte moltiplicativa S = {g € K[z1,..., 2] | g(0) # 0}, dire che
un ideale I ¢ saturato in 0 equivale a dire che

I=IS"'Kzy,...,2m] NK[21,...,Tm].
Gli esercizi di questa sezione permetteranno di dimostrare il seguente risultato.

Teorema 15.5.2 (Krull). Sia K un campo normato ed I C Klz1,..., 2] un ideale
saturato in 0. Allora vale

I=TIK{xy,...,2;m NK[z1,...,2m]

Per semplificare le notazioni, denoteremo B = K {z1,...,7,} ed A = S~ 'K [z1,...,7m],
dove S ={g € K[z1,...,2m] | g(0) # 0}.

Esercizi
15.26. Provare che esistono inclusioni di anelli K [z1,...,z,,] C A C B e che un ideale
I CcKlzy,...,xy,] ¢ saturato in 0 se e solo se TANK [x1,...,2,] = 1.

15.27. Provare che gli anelli A, B sono locali e Noetheriani. Indicando conm C A, n C B
i rispettivi ideali massimali e, per ogni n > 0, con A,, = A/m" e B,, = B/n™, si dimostri
che valgono le uguaglianze mB =n e A, = B,, per ogni n > 0.

15.28. Siano I C J ideali di A. Provare che I = J se e solo se il morfismo naturale
I®s B — J®a B & surgettivo. (Sugg.: se H = J/I e H®4 By = 0, allora applicare il
Lemma di Nakayama per dimostrare che H = 0.)

15.29 (*). Dimostrare che per ogni ideale I C A, il morfismo naturale
uw:I®s B — B, fla®Db) = ab,

¢ iniettivo. (Sugg.: per Artin-Rees basta dimostrare che Ker(u) C n"(I ® 4 B) per ogni
n sufficientemente grande. Sia dunque n > 0 fissato, consideriamo un intero k tale che
mF NI Cm"] ed i due morfismi
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I®B

f I g
I®aB-LH—_®,B-% ==
A A n"(I @4 B)

I
- B =
mkN T mn] ®4

R T
¢ un Ar = Bi-modulo e quindi AT ®a B = ﬁ ®a, By =

®a4 B — By ¢ iniettivo e quindi il

D’altra parte ———
P mknN T

I
———— . In particolare il morfismo naturale ———
mENT P o ) mkN T
nucleo di f coincide con il nucleo del morfismo naturale uy: I ® 4 B — By. Basta adesso

osservare che Ker(u) C Ker(f) C Ker(g).)

Osservazione 15.5.3. Per alcuni risultati di carattere generale sulla piattezza (vedi [AM1969)])

il risultato dell’Esercizio [15.29] equivale a dire che B & piatto come A-modulo.
15.30. Sia I C A un ideale e K = Ker(A — B/IB). Provare che I = K. (Sugg.: si ha
I©4 BK @, BLSIB.

Per I'Esercizio [I5.29] 11 ¢ iniettiva mentre la composizione pf & surgettiva. Applicare
I'Esercizio [15.28])






16

Il teorema di Riemann-Roch per curve lisce proiettive

Sia X ¢ una curva liscia proiettiva; nella Sezione [[4.4] abbiamo introdotto le nozioni di
divisore su X e di gruppo delle classi C1(X) = @40 Cl*(X). Per ogni intero s > 0 si
denota con us I’applicazione

MS:XS—>CIS(X), NS(P1;~~-7PS)=p1+-~-+pS.

Per s = 0 si pone per convenzione X% = 0 e 1(0) € C1°(X) la classe di equivalenza lineare
del divisore nullo. L’immagine della mappa ps € I'insieme delle classi di equivalenza lineare
dei divisori D di grado s tali che h%(X, D) > 0: ne segue che p, ¢ surgettiva se e solo se
h°(X, D) > 0 per ogni divisore di grado s. Dimostreremo tra poco che ju4 ¢ surgettiva per
5s>>0.

Definizione 16.0.1 (Weierstrass). Il minimo intero g = g(X) per il quale Uapplicazio-
ne fig € surgettiva si dice genere della curva liscia proiettiva X.

In altri termini, il genere di una curva liscia X ¢ il piu piccolo intero g tale che
h°(X, D) > 0 per ogni divisore D di grado g.

16.1 Il teorema di Riemann-Roch, prima parte

Sia X una curva liscia proiettiva fissata. Abbiamo dimostrato nel Teorema [I4.4.7] che per
ogni coppia di divisori D, F su X, con E effettivo, vale la disuguaglianza

h%(X,D + E) < h°(X, D) + deg(E).

Definizione 16.1.1. Sia D un divisore su una curva liscia proiettiva. Diremo che D é
quasispeciale se esiste un divisore effettivo E tale che h°(D + E) < h°(D) + deg(E).
Diremo che un divisore é speciale se é quasispeciale ed effettivo.

Definizione 16.1.2 (provvisoria). Da questo momento, fino alla Definizione
chiameremo canonico un divisore quasispeciale massimale (rispetto all’ordinamento

naturale di Div(X)).

Si noti che un divisore linearmente equivalente ad un divisore quasispeciale (canonico)
& ancora quasispeciale (canonico).

Ogni divisore di grado < —2 & quasispeciale; se X = P! & vero anche il viceversa.
Questa sezione ¢ interamente dedicata alla dimostrazione del seguente Teorema.

Teorema 16.1.3 (Riemann-Roch, prima parte). Sia X una curva liscia proiettiva
irriducibile definita su un campo K algebricamente chiuso. Allora:
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1. Il genere g(X) & ben definito, cioé us & surgettiva per s >> 0.

2. Esiste un divisore canonico, che indicheremo con K € Div(X). Esso é unico a meno
di equivalenza lineare e vale h°(X,K) = g(X), deg(K) = 2g9(X) — 2.

3. Per ogni divisore D su X wale

h°(X, D) — h°(X, K — D) = deg(D) + 1 — g(X).
Premettiamo alla dimostrazione alcuni risultati preliminari.
Lemma 16.1.4. Ogni curva liscia proiettiva possiede divisori effettivi non speciali.

Dimostrazione. Assumiamo per assurdo che X sia una curva liscia proiettiva in cui ogni
divisore effettivo & speciale; possiamo allora trovare una catena infinita 0 < Dy < Dy <

- < D, < --- di divisori effettivi tali che h%(X,D,) < deg(D,) — n per ogni n.
Prendiamo un qualsiasi morfismo regolare surgettivo ¢: X — P! e per ogni divisore
D =Y n;x; su X denotiamo ¢, (D) = >_n;¢(z;) € Div(P!). Definiamo per ogni n > 0
il divisore @, = ¢*¢p.D,. Se d e il grado del morfismo ¢ e d, il grado del divisore
D,, allora @, — D,, & un divisore effettivo di grado (d — 1)d,, e quindi per il Teore-
ma vale h%(X,Q,) < R%(X,D,) + (d — 1)d,, < dd,, — n. Sia g1,...,gs una base
di K(X) come K(¢) = K (P!)-spazio vettoriale e sia G' un divisore effettivo tale che
g1,---,94 € H(X,G) (ad esempio prendiamo G uguale alla somma dei divisori di polo
delle g;). Di nuovo per il Teorema si ha h%(X,Q, + G) < dd,, — n + deg(G) per
ogni n > 0. D’altra parte per ogni i vale g;H°(X, ¢.D,) C H*(X,Q, + G) e, siccome le
gi sono linearmente indipendenti, vale h°(X, Q,, + G) > dh°(X, ¢.D,,) = d(d, + 1), che
non & possibile per n > deg(G). a

Esiste un criterio di specialita basato sulle classi di ripartizione (cfr. [Ser1959],[Weil1982]).
Definizione 16.1.5. Una ripartizione su una curva liscia irriducibile X ¢ una appli-

cazione di insiemi r: X — K (X) tale che ord,(r(x)) > 0 eccetto per al pit un numero
finito di punti x € X.

Denotiamo con R(X) il K (X)-spazio vettoriale delle ripartizioni su X e identifichiamo
K (X)) con il sottospazio delle ripartizioni costanti. Per ogni divisore D su X si definisce

R(X,D) = {r € R(X) | mult;(D) + ord,(r(z)) > 0 per ogni =z € X}.

Per ogni f € K(X) vale fR(X,D) = R(X,D — div(f)) e quindi R(X, D) ¢ uno spazio
vettoriale su K ma non su K (X); notiamo infine che R(X, D) NK (X) = H°(X, D).
Una classe di ripartizione ¢ un elemento del K-spazio vettoriale

R(X)

Hl(X’D):R(X,D)+K(X)'

In altri termini, H°(X, D) e H'(X, D) sono rispettivamente il nucleo ed il conucleo del
morfismo di K-spazi vettoriali R(X, D) & K (X)LR(X) dato da d(r, f) =71 —

Lemma 16.1.6. Sia X una curva liscia proiettiva e D un divisore tale che H' (X, D) # 0.
Allora D ¢é quasispeciale.

Dimostrazione. Basta dimostrare che esiste un punto p € X ed un intero positivo h tale
che H(X,D + hp) = H°(X,D + (h — 1)p). Per ogni r € R(X) definiamo il numero
naturale

! Osservazione per gli esperti: la fascificazione di § & una risoluzione fiacca del fascio invertibile
O(D).
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- Z min(0, ord, (r(p)) + mult, (D)),
peX
osservando che r € R(X, D) se e soltanto se n(r,D) = 0. Sia r ¢ R(X,D) + K(X)
una ripartizione che minimizza n(r, D) e scegliamo un punto p € X tale che l'intero
h = —(ord,(r(p)) + mult,(D)) sia positivo. Supponiamo per assurdo H°(X, D + hp) #
H%(X,D + (h—1)p) e scegliamo una funzione razionale f € H°(X, D + hp)—H°(X, D +
(h —1)p). Allora vale ord,(f) = —mult, (D) — h = ord,(r(p)) ed esiste un’unica costante
a € K tale che ord,(r(p) — af) > ord,(r(p)) e quindi

min(0, ord, (r(p) — af) + mult, (D)) > min(0, ord, (r(p)) + mult,(D)).

Se g # p, allora ord,(f) + mult,(D) > 0 e quindi valgono le due disuguaglianze
ordy(r(¢) — af) > min(ord,(r(q)), —mult, (D)) e

min(0, ordy(r(q) — af) + multy (D)) > min(0, ordy(r(g)) + multy(D)).

Sommando si ottiene n(r — af, D) < n(r, D), in contraddizione con la scelta di r. O

Se Dy < Dj sono divisori su una curva X, allora R(X, D1)+K (X) C R(X, D2)+K (X)
ed esiste una proiezione naturale H'(X, D) — H'(X, D3). 1l prossimo lemma mostrera
che la dimensione del nucleo & finita e non supera deg(D2 — D1).

Lemma 16.1.7. Per ogni divisore D e per ogni punto p € X esiste una successione esatta
di K -spazi vettoriali

0—H(X, D)—H"(X, D + p)->K 2> H (X, D)—H"(X, D + p)—0.

Dimostrazione. Denotiamo h = mult, (D) e sia t un parametro locale in p. Per ogni f €
H°(X, D+p) si pone a(f) = a, dove a & I'unica costante tale che ord,(f—at~("*1) > —h.
Se a € K, allora si definisce 3(a) come la classe della ripartizione 3(a): X — K (X) che va-
le 0 per g # p e at~ "1 nel punto p. L’esattezza della successione in H°(X, D), H(X, D+
p) e HY(X, D +p) & banale. Se f € H°(X, D + p), allora 3(a(f)) — f € R(X, D) e questo
implica che B(a(f)) € R(X, D)+K (X) e quindi che Soa = 0. Osserviamo che il K -spazio
vettoriale R(X, D + p)/R(X, D) ha dimensione 1 ed & generato da 3(1): quindi 3 induce
un’applicazione surgettiva fra K e il nucleo della proiezione H!(X, D) — HY(X,D + p)
che ¢ isomorfo a (R(X,D +p) + K(X))/(R(X, D) + K(X)). Rimane da dimostrare che,
se B(1) = 0, allora « & surgettiva: ma se 8(a) =1 + f, con f € K(X) e r € r(D), allora
necessariamente f € H*(X, D +p) e a(f) = a. O

Teorema 16.1.8. Per ogni divisore D su una curva liscia proiettiva X lo spazio vettoriale
HY(X, D) ha dimensione finita e vale

h(X, D) — h*(X, D) = deg(D) + 1 — h*(X,0),
dove h'(X, D) = dimg H'(X, D).

Dimostrazione. Sia E ¢ un divisore effettivo non speciale; abbiamo gia allora dimostrato
che h'(E+F) = 0 per ogni divisore effettivo F. Per la successione esatta del Lemma
per ogni punto p il nucleo di H'(X, E + F — p) — H*(X, E + F) ha dimensione al pili 1
e quindi per induzione sul grado si ottiene h'(X, E + F — H) < deg(H) per ogni coppia
di divisori effettivi F, H. In particolare h'(0) < deg(E) e quindi il teorema & vero per
D = 0. Possiamo raggiungere ogni divisore da 0 in un numero finito di passi, ogni volta
aggiungendo o togliendo un punto. Per la successione esatta, ad ogni passo la quantita
RO(X, D) — h'(X, D) — deg(D) resta costante. O
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Corollario 16.1.9. Un divisore D su una curva liscia proiettiva X é quasispeciale se e
soltanto se H (X, D) # 0.

Dimostrazione. Per il Lemma [16.1.6] se H'(X, D) # 0, allora D & quasispeciale. Se in-
vece H'(X,D) = 0, allora per ogni divisore effettivo E vale H'(X,D + E) = 0 e dal
Teorema [16.1.8| segue che h?(X, D + E) — h%(X, D) = deg(E). 0

Corollario 16.1.10. Ogni curva liscia proiettiva X possiede divisori canonici. Se K é
un divisore canonico su X, allora h*(X,K) = 1.

Dimostrazione. Per dimostrare I'esistenza e sufficiente provare che esiste un intero N tale
che ogni divisore quasispeciale ha grado minore o uguale a N. Scegliamo un divisore
effettivo non speciale E e poniamo N = deg(E) + h'(0). Se un divisore D ha grado
maggiore o uguale ad N, allora per il Teorema si ha h(X, D — E) > 1+deg(D) —
deg(E)—h'(X,0) > 0 e quindi esiste un divisore effettivo Dy linearmente equivalente a D—
E. Ne consegue che D ¢ linearmente equivalente al divisore non speciale £+ Dy. Proviamo
adesso che per ogni divisore canonico K vale h'(X, K) = 1. Per il Corollario si
ha h'(X,K) > 0 e se fosse h'(X,K) > 1, allora per ogni punto p € X si avrebbe
(X, K + p) # 0, in contraddizione con la massimalitd di K. O

Dal Teorema segue in particolare che la dimensione h'(X, D) ¢ invariante per
equivalenza lineare. Questo poteva essere dimostrato pit semplicemente osservando che
per ogni funzione razionale non nulla f € K (X), la moltiplicazione f: R(X) — R(X) ¢
tale che fR(X,D) = R(X,D — div(f)) e quindi induce un isomorfismo f: H*(X, D) —
HY(X,D — div(f)). Su tale circostanza si basa la possibilita di definire, per ogni coppia
di divisori Dy, D5 il prodotto cup

H(X,Dy) x H'(X, Dy — Dy)—H"(X, Dy).

Infatti se f € HY(X,Dq) er € H'(X, Dy — Dy), allora fr € H'(X, Dy — Dy —div(f))
e, poiché —D; — div(f) < 0 possiamo definire f U r come 'immagine di fr mediante la
proiezione H'(X, Dy — Dy — div(f)) — H!(X, D3). Denotando con VV = Hom(V,K) il
duale di uno spazio vettoriale V su K, ed identificando H'(X, D)V con lo spazio delle
applicazioni K-lineari w: R(X) — K tali che R(X, D)+ K (X) C Ker(w), il prodotto cup
e il duale del prodotto

H°(X,D;) x HY(X, D)V —H'(X,Dy — D1)", (f,w) — fuw,

dove fw: R(X) — K & definito come fw(r) = w(fr). Notiamo che Ker(w) = f Ker(fw) e
che HO(X, D) - R(X,Ds — D1) C R(X, D).

Definizione 16.1.11. Sia X wuna curva liscia. Definiamo Jx C R(X)V come linsieme
delle applicazioni K -lineari ¢: R(X) — K tali che ¢ = 0 su R(X, D)+ K (X) per qualche
divisore D, dipendente da ¢.

Equivalentemente, siccome H'(X, D)V C R(X)V, linsieme Jx & l'unione di tutti
gli H(X, D)V al variare di D € Div(X). Notiamo che Jx ha una struttura di K (X)-
spazio vettoriale compatibile con il duale del prodotto cup: la moltiplicazione per scalare
¢ definita dalla formula

fqb(?”)=¢(f7"), ¢ € Jx, fEK(X)v 716]“?“()()

Lemma 16.1.12. Nelle notazioni precedenti, Jx € uno spazio vettoriale di dimensione 1

su K (X).
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Dimostrazione. Per ogni divisore D di grado < —2 vale H'(X, D) # 0 e quindi Jx # 0.
Supponiamo per assurdo che esistano ¢y, g3 € Jx linearmente indipendenti su K (X) e sia
D un divisore tale che ¢1,¢o € H'(X, D)V. Allora per ogni divisore E e per ogni coppia
fi,fo € HY(X,E) C K(X) vale fi¢1 + fapo € HY(X,D — E)V e, siccome ¢, ps sono
indipendenti, ne consegue che 2h°(X, E) < h'(X,D — E) < h'(X, D) + deg(E). Facendo
tendere il grado di F all’infinito otteniamo una contraddizione al Teorema a

Teorema 16.1.13 (Dualita di Serre). Sia K un divisore canonico su una curva liscia
proiettiva X . Allora, per ogni divisore D su X, il prodotto cup

H°(X,D)x HY(X,K — D)-5HY(X,K) 2 K
¢ una dualita di spazi vettoriali e quindi h°(X, D) = h'(X, K — D).

Dimostrazione. Sia 7 un generatore di H'(X,K)¥ = K. Per il Lemma [16.1.12] 7 ¢ un
generatore di Jx come spazio vettoriale su K (X) e quindi I’applicazione

K(X)—=Jx,  fwfm
¢ un isomorfismo di K (X)-spazi vettoriali. Dovendo dimostrare che
H(X,D) - HY(X,K — D), f fm,

¢ un isomorfismo, basta dimostrare che fr € H'(X, K — D)V soltanto se f € H(X, D).
Supponiamo che fm(r) = 0 per ogni r € R(X, K — D) + K (X); per definizione fm(r) =
m(fr) e quindi la condizione fr(r) = 0 equivale a fr € R(X, K)+K (X). Supponiamo per
assurdo che ord,(f) + mult,(D) < 0 per qualche punto p € X e denotiamo a = ord,(f),
b = multy(D) e ¢ = mult,(K). Siccome H'(X,K + p) = 0, la successione esatta del
Lemma [16.1.7 implica che, se ¢ & un parametro locale in p, allora la ripartizione 7 definita
da r(p) = t~(*1 e r(q) = 0 se ¢ # p, non appartiene a R(X,K) + K(X) e quindi
fm(r) # 0. Osserviamo perd che —a—c—1 > b—c e quindi la ripartizione f~1r appartiene
a R(X,K — D), in contraddizione con le ipotesi. O

Lemma 16.1.14. Sia X una curva liscia proiettiva. Allora ’applicazione

N’S:XSHCIS(X)a ,us(plwuaps):pl""""‘ps

¢ surgettiva se e solo se s > h'(X,0) e quindi il genere g(X) ¢ ben definito ed ¢ uguale a
RO(X, K) = h'(X,0).

Dimostrazione. Per definizione y, & surgettiva se e solo se h?(X, D) > 0 per ogni divisore
D di grado s. Se deg(D) > h'(X,0), allora per si ha h%(X, D) > deg(D) +1 —
h'(X,0) > 0. Supponiamo adesso s = h'(X,0) — 1 e sia D; un divisore non speciale di
grado > s. Per il Teorema vale h(X, D) = deg(D) + 1 — h*(X,0) = deg(D) — s.
Se Dy & un generico divisore effettivo di grado deg(D) — s, allora h°(X,D; — Ds) =
hO(X, Dl) - deg(Dg) =0. |

Dimostrazione (del Teorema . Osserviamo innanzitutto che se K ¢ un divisore
canonico, per il Teorema [16.1.8] e per il Teorema [I6.1.13] vale

deg(K) = h°(X,K) — h°(X,0) + g(X) — 1 = 2¢9(X) — 2.

Se K1 e K3 sono due divisori canonici, allora per la dualita di Serre vale h°(X, K; — K3) =
At (X, K3) = 1 e percido Ky — K ¢ linearmente equivalente ad un divisore effettivo di grado
= deg(K1) — deg(K3) = 0. L’unico divisore effettivo di grado 0 ¢ il divisore nullo e questo
prova che K; e Ko sono linearmente equivalenti. Sempre per il Teorema si ha

h%(X, K) = h'(X,0) e basta applicare [16.1.8e[16.1.14 O
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Esercizi

16.1. Dimostrare che se X ¢ una curva liscia e affine, allora H'(X, D) = 0 per ogni

divisore D. (Sugg.: Esercizio [14.19])

16.2 Prime applicazioni di Riemann-Roch

Corollario 16.2.1 (Teorema di Riemann, 1857). Sia D un divisore effettivo non
speciale su una curva liscia proiettiva di genere g. Allora vale dim |D| = deg(D) — g.

Dimostrazione. Banale conseguenza del Teorema [16.1.3 a

Corollario 16.2.2. Ogni curva liscia proiettiva di genere g € isomorfa ad una curva
nondegenere in P97 di grado 2g + 1.

Dimostrazione. Sia X la curva, prendiamo un qualsiasi divisore D di grado 2g + 1 e sia
L = |D| il sistema lineare associato. Per Riemann-Roch vale dim L = deg(D) —g=g¢g+1
e per ogni coppia di punti p, ¢ vale dim L(—p — q¢) = g — 1. Per la Proposizione il
morfismo associato ¢z, : X — LY & un isomorfismo sull’immagine. a

Ad esempio ogni curva di genere 2 si immerge in P? come una curva di grado 5.
Mostreremo nell’Esercizio che nessuna curva liscia in P? di grado < 4 ha genere 2.

Esercizi

16.2. Provare che in una curva liscia proiettiva di genere g ogni divisore effettivo di grado
d < g — 1 & speciale, ogni divisore di grado d > 2g — 1 non & speciale, mentre se il grado
d & compreso tra g e 2g — 2, allora Iapplicazione fig: X4 — Cld(X) & surgettiva ed il
sottoinsieme di C1% (X)) corrispondente alle classi di equivalenza lineare di divisori speciali
¢ un sottoinsieme proprio e non vuoto. (Osservazione: dello studio di tali sottoinsiemi si
occupa la teoria di Brill-Noether, vedi [ACGHI984, Ch. IV]).

16.3. Sia X una curva liscia proiettiva di genere 1. Dimostrare che ’applicazione pp: X —
clt (X) & bigettiva e dedurne che per ogni punto o € X esiste una struttura di gruppo
abeliano su X che ha o come elemento neutro.

16.3 Profilassi per caratteristiche positive

In caratteristica 0 possiamo derivare, differenziare ed applicare Bertini-Sard senza pau-
re. In caratteristica positiva questi sono comportamenti a rischio e bisogna prendere le
necessarie precauzioni.

Per iniziare, diremo che un morfismo dominante di curve irriducibili ¢: X — Y &
separabile, oppure inseparabile, oppure puramente inseparabile, se I'estensione di campi
¢*K(Y) C K(X) ha la medesima proprieta.

Ad esempio, in caratteristica p > 0, il morfismo di Frobenius F: P! — P!, definito
in coordinate omogenee da [z, z1] — [z5, 2], & puramente inseparabile di grado p. Infatti,
se t = x1/x¢ & la coordinata affine, allora K (P') = K (t), F*K(t) = K(t?) = K(t)? e
quindi l'estensione F*K (t) C K (t) & puramente inseparabile.

Proposizione 16.3.1. Sia ¢: X — Y un morfismo regolare dominante di curve irridu-
cibili definite su un campo di caratteristica p > 0. Allora lestensione ¢*K (V) C K(X) é
inseparabile se e solo se p*K (Y) C K(X)P.
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Dimostrazione. Abbiamo dimostrato (Proposizione che estensione K (X)? C
K (X) ¢ puramente inseparabile di grado p™X = p e quindi, se ¢*K(Y) C K(X)?,
allora ¢ & inseparabile. Viceversa se esiste g € ¢*K(Y) — K(X)?, allora, sempre per la
Proposizione Pestensione K (g) € K(X) & separabile e quindi sono separabili
anche le estensioni K (g) C ¢*K(Y) e K(Y) Cc K(X). O

Corollario 16.3.2. Sia X wuna curva liscia su un campo algebricamente chiuso K di
caratteristica p > 0 e sia f € K(X) tale che div(f) non ¢ divisibile per p nel gruppo
Div(X). Allora Uestensione K (f) C K(X) é separabile. In particolare se t € K(X) é un
parametro locale in un punto, allora l’estensione K (t) C K(X) é separabile.

Dimostrazione. Se f € K(X)P allora div(f) ¢ divisibile per p in Div(X). Basta applicare
la Proposizione [16.3.1 a

Possiamo generalizzare il morfismo di Frobenius F: P! — P! ad ogni curva liscia pro-
iettiva X. Abbiamo infatti un’estensione di campi K (X) C ]K(X)%, dove K(X)% e il
campo delle radici p-esime di elementi di K (X). Siccome K (X) & una estensione finita-
mente generata con grado di trascendenza 1 sul campo perfetto K, il grado dell’estensione
K(X) c K(X )% e esattamente p. Per il Corollario esiste una curva liscia proiet-
tiva X, tale che K(X,) =K (X)%. L’inclusione K (X) C K (X)% induce un’applicazione
razionale da X, in X che, essendo X, liscia e X proiettiva, si estende ad un morfismo
regolare F': X,, — X; notiamo che per costruzione F*K (X) = K(X,)? e quindi il morfi-
smo di Frobenius e puramente inseparabile di grado p. Osserviamo infine che F': X,, — X
¢ bigettivo: infatti & surgettivo per motivi di dimensione, mentre F'(z) = F(y) se e solo
se f(xz) = f(y) per ogni f € F*K(X). D’altra parte se z,y sono punti distinti di X,
possiamo sempre trovare una funzione razionale g € K(X,,) tale che g(z) =0, g(y) = o0
e quindi gP(z) = 0, gP(y) = oo.

Osservazione 16.5.3. In generale X e X, non sono isomorfe come curve su K. Dimostre-
remo perod (Esercizio [16.20]) che hanno lo stesso genere.

Corollario 16.3.4. In caratteristica p > 0, un morfismo dominante di curve lisce
proiettive ¢: Y — X é inseparabile se e solo se esiste una fattorizzazione

¢ Y-5x, X,
dove F' ¢ il morfismo di Frobenius.

Dimostrazione. Immediata conseguenza della Proposizione o

Ricordiamo che il grado di un morfismo dominante di curve irriducibili ¢: X — Y
¢ per definizione uguale al grado della corrispondente estensione di campi di funzioni
razionali, ossia deg(¢) = [K(X) : ¢*K(Y)].

Definizione 16.3.5. Il grado separabile ed il grado inseparabile di un morfismo
dominante ¢: X — 'Y di curve irriducibili sono definiti rispettivamente come

deg,(¢) = [K(X) : ¢"K(Y)]s,  deg;(¢) = [K(X) : ¢"K (V).

16.4 Differenziali razionali su curve lisce

Definizione 16.4.1. Sia X una varieta quasiproiettiva irriducibile su un campo alge-
bricamente chiuso K. Un differenziale razionale su X ¢é un elemento di 2x =

Ok (x)/x -
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Il Corollario [12.6.3] implica che, per ogni varieta irriducibile di dimensione d, esiste
una base di trascendenza t1, ..., tq tale che I'estensione K (¢1,...,t5) C K(X) ¢ algebrica
separabile e quindi, per il Lemma|15.2.5] dt1, ..., dtq € una base di £2x come K (X)-spazio
vettoriale.

Definizione 16.4.2. Sia w € 2x un differenziale razionale su X e sia p € X. Diremo
che w é regolare in p se esistono fi,..., fn,01,...,9n € Op.x C K(X) tali che w =
> fidg;. In altre parole w é regolare in p se appartiene all’immagine dell’applicazione
naturale 2o,  jx — 2x. Per ogni aperto U indicheremo con §2x(U) lo Ox (U)-modulo
dei differenziali regolari in ogni punto di U.

Notiamo che per ogni differenziale razionale w, 'insieme dei punti dove w & regolare &
un aperto denso di X.

Siano X una curva liscia e ¢ un parametro locale in un suo punto. Per il Corolla-
rio Pestensione K () € K(X) ¢ separabile e quindi il differenziale dt genera 2x
come K (X)-spazio vettoriale. In particolare per ogni f € K(X) esiste un’unica funzione

d
razionale = tale che df = d—";dt. Segue dalla regola di Leibniz che se f = P(t) ¢ un

polinomio in ¢, allora i P'(¢).

Lemma 16.4.3. Sia X una curva liscia e sia t é un parametro locale in x € X. Allora

d
per ogni f € Oy x vale u

d
allora £ é tnvertibile in Oy x.

€ Oz x. In particolare se s é un altro parametro locale in x,

Dimostrazione. (vedi anche [Hart1977, I11.8.8]) Sia U un intorno affine di x e siano

Z1,...,&y, generatori di Ox (U) come K-algebra. Per ogni g € O, x esistono polinomi P, Q)

nelle z; tali che Q(z) # 0 e g = PQ~!. Differenziando si ottiene dg = Q=2 G;dz;, dove
d.%‘i

ogni G; € un polinomio nelle variabili x4, . .., z,. Denotando con ¢ = min; {ordm (dt) },

d
allora per ogni g € O, x vale ord,, (di) > a. Siano ora f € O, x e b un intero positivo

tale che b+a > 0, esiste allora un polinomio P(t) ed una g € O, x tale che f = P(t)+tg;
basta adesso osservare che la derivata rispetto a t di P(t) +t°g & regolare in z. Se s & un

dt dt (ds\ !
altro parametro locale, allora dt = —ds e quindi — = & . a
ds ds dt

Lemma 16.4.4. Siano X una curva liscia, t un parametro locale in un suo punto x e f
una funzione razionale su X. Allora il differenziale fdt é regolare in x se e soltanto se f
e regolare in x.

Dimostrazione. Se f & regolare allora fdt e regolare per definizione. Viceversa se fdt =

dg; .
> fidgi, con fi,g; € Oy x, allora f =" fzdfgt e la tesi segue dal Lemma |16.4.3 O

Se w € 2x e t ¢ un parametro locale in un punto x € X, allora esiste un’unica
funzione razionale f tale che w = fdt. Si definisce ’ordine di w in z mediante la
formula ord,(w) = ord,(f). Una semplice applicazione dei lemmi precedenti mostra che
tale definizione non dipende dalla scelta del parametro locale e che ord,(w) > 0 se e
soltanto se w e regolare in x.

Lemma 16.4.5. Sia w un differenziale razionale non nullo su una curva liscia irriduci-
bile. Allora ord,(w) = 0 eccetto al piv. un numero finito di punti.
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Dimostrazione. Basta chiaramente dimostrare il lemma per il differenziale dt di un pa-
rametro locale t. Sia U un aperto affine di X nel quale ¢ & regolare: siccome X — U
¢ finito basta dimostrare che dt possiede un numero finito di zeri in U. Se U C A"

chiuso irriducibile con z1,...,x, coordinate affini. A meno di permutazioni negli indi-
ci possiamo supporre che esista s < n tale che dr; = 0 se e soltanto se ¢ > s. Se
p = (a1,...,a,) € U, le funzioni x; — a;, per i = 1,...,n, generano 'ideale massima-

dx;
le e quindi, essendo d(z; — a;) = dz; = —tzdt, esiste un intero j < s tale che z; —a; ¢ un
parametro locale in p. Dunque gli zeri di dt in U sono contenuti nell’unione dei poli delle

funzioni razionali d—tz, coni=1,...,s, e tali poli sono in numero finito. a

Ad ogni differenziale razionale w su di una curva liscia X possiamo associare un divisore

div(w) = Z ord, (w)p.

Se f € K(X), allora div(fw) = div(f) + div(w) e quindi i divisori dei differenziali razio-
nali sono tutti linearmente equivalenti tra loro. Ogni morfismo ¢: X — Y regolare e
dominante di curve lisce induce un morfismo ¢*: 2y — 2x che ¢ K(Y)-lineare e tale
che, per ogni f € K(Y) vale ¢*(df) = do¢*(f). Per il Lemma se ¢ ¢ separabile,
allora ¢* € iniettivo. Sia ora w € 2y e x € X un punto fissato; vogliamo determinare
ordg(¢*w). Indichiamo con e = mult,(¢), y = ¢(x), a = ordy(w) e siano ¢ un parametro
locale in z ed s parametro locale in y. Questo implica che si ha w = gs®ds, con g(y) # 0
e ¢*(s) = ht®, con h(x) # 0. Di conseguenza, identificando per semplicitd notazionale
K(Y) con ¢*K(Y), si ha

¢ (w) = gs"¢*(ds) = gh“t*d(ht®) = gh®t*® <et€—1h + t"‘(gZ) dt

e quindi ord,(¢*w) > ae + e — 1 e vale = se e soltanto se e non ¢ divisibile per la
caratteristica del campo. Per il Lemma [16.4.5] se w # 0, allora ¢*w # 0 se e soltanto se
la molteplicita di ¢ e uguale a 1 eccetto un numero finito di punti.

Proposizione 16.4.6. Sia i il grado di inseparabilita di un morfismo regolare dominante
@ di curve lisce proiettive. Allora mult,(¢) > i per ogni x € X e vale = eccetto un numero
finito di punti.

Dimostrazione. Se i = 1 allora ¢ & separabile allora ¢* e iniettiva e la tesi segue dalle
osservazioni precedenti. Supponiamo quindi che ¢: X — Y abbia grado di inseparabilita
i > 1 e sia p > 0 la caratteristica del campo. In generale se ¢¥: Y — Z ¢ un morfismo
dominante di curve lisce, allora vale la formula mult, (¢¢) = mult,(¢) multy,)(¢). Per il
Corollario [[6.3.4] esiste una fattorizzazione

o XLy, Ly,

dove F' & il morfismo di Frobenius e, per induzione sul grado possiamo supporre che
la proposizione sia vera per il morfismo 1. Basta adesso ricordare che F' ¢ puramente
inseparabile di grado p ed ha molteplicita uguale a p in ogni punto. a

Esercizi

16.4. Sia L un sistema lineare di divisori di grado d su una curva liscia proiettiva definita
su un campo di caratteristica 0 oppure > d. Si assuma L di dimensione positiva e senza
punti base. Dimostrare che il generico divisore in L non ha punti di molteplicita > 2.
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16.5 Il teorema dei residui e seconda parte del teorema di
Riemann-Roch

Sia X una curva liscia proiettiva irriducibile su un campo K algebricamente chiuso e
denotiamo con K = K (X) il campo delle funzioni razionali su X. Se S C X ¢ un qualsiasi
sottoinsieme, allora definiamo Ox (S) = NyesOz,x C K(X): per meglio dire, Ox(S) ¢ la
sottoalgebra delle funzioni razionali che sono regolari in ogni punto di .S. Notiamo che se
S =X, allora Ox(X) =K.

Lemma 16.5.1. Nelle notazioni della Sezione[15.3, per ogni funzione razionale f € K ed
ogni sottoinsieme S C X wale fOx(S) < Ox(S) ed é quindi possibile definire il residuo

resg: 2x — K resg 1= resgx(s) .

Dimostrazione. Osserviamo prima che per ogni f € K, x € X vale fO, x < O x. Infatti
se f e regolare in z allora fO, x C O, x, mentre se f ha un polo di ordine h > 0in X et
€ un parametro locale in z, allora fO, x C Oy x + Kt '4+...+Kt" Ses,...,sp €8
sono i punti dove f non & regolare e T = S — {s1,...,8,}, allora fOx(T) C Ox(T) e
fOs,,x =< O, x per ogni i. Vale quindi

f@x(S) C Ox(T) M, fOsi,X < Ox(T) M; Osi,X = Ox(S)

O

Se S = {z} & un punto, scriveremo res, = resg. Siccome fO, x C O, x se e soltanto
se f & regolare in z, dal Lemma[16.4.4) e dalla Proposizione segue immediatamente
che se w ¢ un differenziale razionale che @ regolare in z, allora res,(w) = 0. Sempre per la
Proposizione se t € un parametro locale in x, allora vale

lsen=-1
0 altrimenti

res, (t"dt) = {

All’estremo opposto, se S = X, allora Ox(X) =K ~ 0 e vale resy = resk = resf = 0.

Teorema 16.5.2. Per ogni differenziale w € 2x ed ogni sottoinsieme non vuoto S C X
vale
resg(w) = Z res; (w).

Dimostrazione. Notiamo, prima di proseguire, che w ¢ regolare in tutti i punti di S eccet-
to al piti un numero finito e quindi la formula dell’enunciato ha perfettamente senso. Sia
R(S) C R(X) il K-sottospazio vettoriale delle ripartizioni r € R(X) su X tali che r(z) =0
se z ¢ S. L’inclusione S C X induce una proiezione naturale R(X)—~R(S). Identifichia-
mo K con il sottospazio di R(S) delle ripartizioni costanti su S, per il Lemma[15.3.8]si ha
resg = resg(xs()s). Per ogni divisore D € Div(X) si pone R(S, D) = p(R(X, D)) C R(S); si
noti che Ox (S) = KN R(SY,0) e quindi per il Corollario

R(S R(S R(S
resg = resK( ) + reSRES?O) - resRES?O)+K .
Inoltre K C Rg € un K-sottomodulo e quindi resg(s) = 0. La proiezione p induce una

applicazione surgettiva R(X)/(R(X,0)+ K)—R(S)/(R(S,0) + K) dalla quale si deduce
che R(S,0)+ K ha codimensione finita in R(S) e quindi resgg)oHK = resgggg = 0. Resta
quindi da dimostrare la formula
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s s
resggs)o) (w) = Z resg( ))(( )= Z res; (w).

zesS zeS

Siano f,g € K tali che w = fdg e sia T' C S il sottoinsieme dei punti dove f e g sono
regolari. Allora S—T & un insieme finito di punti e vale R(S,0) = R(T,0)® Dres—170s x -
Per il Corollario [[5.3.12]

resggg)o (fdg)—res TO) (fdg) + Z resR(S) (fdg)
zeS-T

e siccome fR(T,0)+gR(T,0) C R(T,0), per la Proposizione [15.3.9] il primo termine della
sommatoria ¢ nullo e la dimostrazione & conclusa. a

Corollario 16.5.3 (Teorema dei residui). Sic w un differenziale razionale su curva
liscia proiettiva X. Allora )y resy(w) = 0.

Dimostrazione. Per il Teorema [16.5.2] tale somma & uguale a resx (w) = 0. ad

Teorema 16.5.4. Su una curva liscia proiettiva, un divisore é canonico se e soltanto se
e il divisore di un differenziale razionale.

Dimostrazione. Per ogni differenziale w € {2x definiamo una applicazione K-lineare

O R(X) =K, o)=Y resy(r(z)w)
rzeX

Osserviamo che @(r) & ben definita poiché r(z)w & regolare in = eccetto al pilt per un
numero finito di punti x € X. Per il teorema dei residui, il morfismo &: R(X) — K si
annulla sul sottospazio K (X) C R(X). Per definizione, una ripartizione r appartiene al
sottospazio R(X, div(w)) se e solo se per ogni punto = € X il differenziale r(z)w & regolare
in 2. Ne segue che @ si annulla su R(X,div(w)) + K(X) e quindi, nelle notazioni della
Sezione si ha w € HY(X,div(w))Y C Jx. Abbiamo quindi definito un’applicazione

.Qx—)Jx, W= w,

che risulta tautologicamente un omomorfismo iniettivo di K (X)-spazi vettoriali. Siccome
2x e Jx hanno dimensione 1, tale applicazione ¢ un isomorfismo. Sia K un divisore
canonico e sia w un differenziale non nullo tale che @ € H(X, K)V. Allora, siccome
R(X,K) + K(X) ha codimensione 1 deve necessariamente essere R(X,K) + K(X) =
Ker(w). Vogliamo dimostrare che K = div(w). Siano x € X e ¢ un parametro locale in .
Se h = mult, (K), allora H'(X, K + z) = 0 e quindi la classe della ripartizione

reor(@) =t r(y) =0sey #u,
¢ una base di H'(X, K). Dunque &(rs) = res,(t""!w) # 0 e quindi necessariamente
ord, (w) = h. O

Da questo momento ci dimenticheremo della Definizione [16.1.2] e, in virtu del Teore-
ma adotteremo la seguente Definizione [16.5.5

Definizione 16.5.5 (definitiva). Un divisore su una curva liscia proiettiva si dice
canonico se ¢ il divisore di un differenziale razionale.

Corollario 16.5.6. Sia X wuna curvae liscia proiettiva e sia data per ogni © € X
un’applicazione K -lineare s, : 2x — K con le sequenti proprieta:
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1. s,(w) =0 se w é regolare in x.
2. ZmEX Sz(w) =0 per ogni w € Nx.

Allora esiste una costante a € K tale che per ogni punto x vale s, = ares,.

Dimostrazione. Ripetendo il ragionamento fatto nella dimostrazione del Teorema
si dimostra che le funzioni s, possono essere utilizzate per costruire un isomorfismo 2x —
Jx C R(X)V e, siccome Jx ha dimensione 1 su K (X), esiste una funzione razionale f
tale che per ogni z € X, ogni w € 2x ed ogni r € K(X) vale s;(rw) = res,(frw).
Dalla proprieta 1) segue immediatamente che f non possiede poli e quindi € una funzione
costante. O

Corollario 16.5.7. Sia X una curva liscia proiettiva di genere g. Allora:

1. Il divisore di un differenziale razionale su X ha grado 2g — 2.
2. I K -spazio vettoriale dei differenziali razionali su X che sono regolari in ogni punto
ha dimensione g.

Dimostrazione. Per il Teorema [16.5.4] il divisore di un differenziale & canonico.
Sia w # 0 un differenziale razionale fissato e f € K (X), allora fw & regolare in ogni punto
di X se e soltanto se f € H°(X, div(w)). O

Definizione 16.5.8. Un morfismo di curve lisce ¢: X — Y si dice docilmente ramifi-
cato se per ogni x € X la caratteristica del campo non divide mult, ().

Corollario 16.5.9 (Formula di Hurwitz). Sia ¢: X — Y un morfismo separabile
docilmente ramificato tra curve lisce proiettive, allora

29(X) — 2 = deg(¢)(29(Y) = 2) + Y _ (mult, (¢) — 1).

reX
Dimostrazione. Se w € {2y € un differenziale non nullo, allora ¢*w # 0 e vale
div(¢*w) = ¢* div(w) + »_ (multy(¢) — 1)a.
zeX
O
Si noti che se ¢ & separabile ma non docilmente ramificato vale comunque la relazione

div(¢*w) = ¢ div(w) + Y _ ex(o),

reX

dove e;(¢) & detto indice di ramificazione di ¢ in x ed & definito come e,(¢) =
ord, (¢*(dt)), dove t & un parametro locale in ¢(x). Notiamo che e, (¢) > mult,(¢) — 1 e
vale > se e solo se la caratteristica del campo divide mult, (¢).

Esercizi

16.5 (Teorema di Liiroth). Sia f: X — Y un morfismo surgettivo di curve lisce pro-
iettive. Dimostrare che g(X) > ¢(Y). (Sugg.: se f non & separabile fattorizzare con il
Frobenius.)

16.6 (Teorema di Weber, 1878). Dimostrare che in caratteristica 0 ogni applicazio-
ne razionale dominante tra due curve lisce proiettive dello stesso genere g > 1 € un
isomorfismo.
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16.6 Curve iperellittiche ed applicazione canonica

In questa sezione X denoterd una curva liscia proiettiva di genere positivo e con |K]| il
sistema lineare completo dei divisori canonici. In questa sezione risultera utile la versione
di Riemann-Roch dove compaiono le dimensioni dei sistemi lineari completi, e cioe

dim |D| — dim|K — D| = deg(D) +1 —g,
dove si intende che dim @) = —1.

Lemma 16.6.1. Sia X curva liscia proiettiva di genere g > 0. Allora il sistema lineare
| K| non ha punti base.

Dimostrazione. Bisogna dimostrare che dim|K — p| = g — 2 per ogni punto p € X.
Abbiamo dimostrato nella Proposizione [14.5.7] che per ogni divisore effettivo D vale
dim | D] < deg(D) e quindi per Riemann-Roch vale dim |K —p| = dim |p|+g—2 < g—2. O

Quindi il sistema lineare |K| definisce un’applicazione regolare ¢r: X — P971. Se
g > 2, allora 'immagine ¢ 5 (X) & una curva non degenere e quindi di grado d > g — 1.
Inoltre il prodotto di d per il grado di ¢x: X — ¢k (X) € uguale al grado del divisore
canonico che & 2g — 2.

Definizione 16.6.2. Nelle notazioni precedenti, il morfismo ¢ : X — P9~ viene detto
applicazione canonica. La curva X si dice ellittica se g = 1 ed iperellittica se g > 1
e Uapplicazione canonica non é un isomorfismo sull’immagine.

Ad esempio ogni curva di genere 2 ¢ iperellittica: infatti in tal caso lapplicazione
canonica ¢ : X — P! non pud essere un isomorfismo. E possibile mostrare che per ogni
genere > 2 esistono sia curve iperellittiche che curve non iperellittiche.

Lemma 16.6.3. Una curva liscia di genere > 2 é iperellittica se e solo se contiene un
divisore D di grado 2 tale che dim|D| = 1.

Dimostrazione. Per la Proposizione[14.5.10] ’applicazione canonica non ¢ un isomorfismo
sull’immagine se e solo se esistono p,q € X tali che dim |K —p—¢q| > g — 2. Per Riemann-
Roch questa disuguaglianza & equivalente alla dim |p + ¢| > 1. a

Teorema 16.6.4 (Teorema di Clifford, prima parte). Sia D é un divisore speciale
su una curva liscia proiettiva. Allora vale

1
dim |D| < 5 deg(D).

Dimostrazione. Speciale significa che i sistemi lineari |D| e |[K — D| sono non vuoti. Per
il Lemma [14.5.4) e per il teorema di Riemann-Roch si ha

dim |D| — dim |K — D| = deg(D) + 1 — g, dim |D| 4 dim |[K — D| < dim |K| =g — 1.

Sommando membro a membro si ottiene 2dim |D| < deg(D). O

Lemma 16.6.5. Sia X una curva iperellittica di genere g e sia D un divisore su X di
grado 2 tale che dim |D| = 1. Allora ogni divisore speciale E tale che deg(E) = 2dim |E|
é somma di divisori di |D|. In particolare D é unico a meno di equivalenza lineare ed ogni
divisore canonico ¢ la somma di g — 1 divisori del sistema lineare |D|.
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Dimostrazione. Denotiamo con d = dim |E|, osservando che la specialitd di E implica che
0<d<g—1.Sed=0, allora F =0 e non c’e nulla da dimostrare; supponiamo quindi
d > 0. Per Riemann-Roch vale dim |K —E| = g—1—dim |E| = g—1—d. Siap € X un punto
tale che mult, (E) > 0; dato che dim |D —p| > 0 esiste un punto g € X tale che p+¢ ~ D:
vogliamo dimostrare che il divisore E' = E — p — q & speciale e che deg(E’) = 2dim |F’|.
Supponiamo per assurdo che E’ non sia effettivo, allora g non & contenuto nel supporto di
E — p e valgono le uguaglianze sup(p + ¢, F) = E + ¢, inf(p+ ¢, E) = p. Per la formula di
Grassmann [[4.4.17] si ha dim |E + ¢| > dim |E| + dim |D| —dim [p| =d + 1. Sed = g — 1,
allora deg(E+¢q) = 2g—1 e per Riemann-Roch vale dim |[E+¢| =2g—1+1—g—1=¢g—1.
Se invece d < g — 1, allora dim |K — E| > 0, |K — E — q| # (), il divisore E + ¢ & speciale a
per il Teorema di Clifford 2dim |E 4 ¢| < 2d + 1. In entrambi i casi abbiamo provato che
dim|E + ¢| < d. Dunque E’ ¢ effettivo ed ¢ anche speciale in quanto minore del divisore
speciale E. Per il Teorema di Clifford si ha dim |K —E’| < g—d, mentre per il Lemmal[l4.5.4]
si ha dim | — E'| > dim |K — E|+dim|p+ ¢q| = g — d. Dunque dim|K — F'| =g —d e
per Riemann-Roch dim |E'| =d — 1. O

La seconda parte del Lemma[I6.6.5] ha una interessante interpretazione geometrica. Sia
X una curva iperellittica e D un divisore tale che deg(D) = 2 e dim |D| = 1. Denotiamo
con ¢: X — P! il morfismo di grado 2 indotto dal sistema lineare |D|. Per costruzione
ogni divisore di |D| & della forma ¢*(p) per qualche p € P! e quindi |K| = Ly(g — 1), cioe
ogni divisore di | K| & della forma ¢*(E), con E divisore effettivo di grado g — 1 in P*. Se
vg—1: P! — P97! ¢ la (g — 1)-esima immersione di Veronese, si ha che |K| = L,,_,4(1) e
di conseguenza I’applicazione canonica € la composizione di ¢ e v4_1.

Un’altra conseguenza ¢ che su ogni curva iperellittica esiste un unico sistema lineare
g3 di dimensione 1 e tale che deg(D) = 2 per ogni D € gi. Chiameremo pennello
iperellittico un tale sistema lineare.

Teorema 16.6.6 (Teorema di Clifford, seconda parte). Sia D un divisore speciale
su una curvae liscia proiettiva tale che

1
dim |D| = B deg(D).

Allora D = 0, oppure D é un divisore canonico, oppure la curva é iperellittica e D é una
somma di divisori del pennello iperellittico.

Dimostrazione. Denotiamo con g il genere della curva. Se D ha grado 0, allora D = 0,
mentre ogni divisore speciale di grado 2g — 2 € canonico. Per il Lemma basta
quindi dimostrare che se 0 < dim |D| < g — 1, allora la curva & iperellittica; dimostriamo
questo fatto per induzione sul grado di D. Se deg(D) = 2 allora dim|D| =1 & la curva &
iperellittica. Supponiamo quindi deg(D) > 4; per ipotesi esiste un divisore effettivo E di
grado positivo tale che D + E ¢ canonico e per Riemann-Roch vale 2dim |E| = deg(FE).
Scegliamo due punti p, g tali che mult,(E) > 0 e mult,(E) = 0. Il sistema lineare | D—p—gq|
non e vuoto e quindi, a meno di sostituire D con un divisore linearmente equivalente,
possiamo supporre D > p + ¢. Denotiamo con F = inf(D, E), allora mult,(F) = 1,
mult,(F)=0e 0 < F < D. Idivisori F' e D + E — F sono speciali e quindi, per 'ipotesi
induttiva, basta dimostrare che deg(F) > 2dim |F|. Per la formula di Grassmann
vale

g—1=dim|D|+dim|E| < dim|F|+dim|D + E — F|,

mentre per la prima parte del Teorema di Clifford si ha
1
dim |F|+dim|D+ F — F| < i(deg(F)—Fdeg(D-l-E—F)) =g-—1

Mettendo insieme i pezzi si ricava 2dim |F| = deg(F). O
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Esercizi

16.7. Sia X C P? una curva liscia di grado d > 4. Provare che X non ¢ iperellittica.
(Sugg.: sia D € Lx(d — 3), provare che deg(D) = 2g — 2. Per il teorema del resto vale
|D| = Lx(d —3) e quindi dim |D| = g — 1. Dedurre che |K| = Lx(d — 3).)

16.8. Sia X una curva liscia di genere > 2. Provare che X ¢ iperellittica se e solo se esiste
un morfismo X — P! di grado 2.

16.9. Dimostrare, senza ’aiuto della disuguaglianza di Castelnuovo, che se X C P” & una
curva liscia nondegenere di grado d e d < 2n, allora g(X) < d—n. (Sugg.: il divisore della
sezione iperpiana non ¢ speciale.)

16.7 Esercizi complementari

16.10. Sia ¢: X — X un automorfismo regolare di una curva liscia proiettiva di genere g.
Dimostrare che ¢ ha al pitt 2¢g + 2 punti fissi. (Sugg.: sia D un generico divisore effettivo
di grado g + 1. Allora D N ¢(D) = ) ed esiste una funzione razionale non costante f tale
che div(f) + D > 0; ogni punto fisso di ¢ & uno zero della funzione razionale f — ¢* f.)

16.11 (). Sia X C P3 una curva liscia irriducibile nondegenere di grado 4 e genere 1.
Dimostrare che X & intersezione completa di due quadriche. (Sugg.: valutare la dimensione
del sistema lineare Lx(2) per dedurre che esistono due polinomi F,G € Kz, ...,xs]
omogenei di grado 2 e linearmente indipendenti tali che X C V(F,G). Mostrare che
V(F,G) ha dimensione 1 e poi confrontare il polinomio di Hilbert di X con quello di

Z(F,G). Infine applicare il Teorema |13.4.9))

16.12. Sia X C P3 una curva liscia irriducibile nondegenere di grado 4 e genere 1. Dimo-
strare che per ogni n > 0 il sistema lineare Lx(n) & completo. (Sugg.: & facile se si usa
il risultato di uno degli Esercizi [16.11] [I7.17] o [T7.13] Per una dimostrazione pill elemen-
tare, provare preliminarmente che un insieme di sei punti in posizione generale in P? &
intersezione di quadriche, da questo dedurre che non tutti i divisori di Lx (2) sono somma
di due sezioni iperpiane. Mostrare che, se H € Div4(X ) & una sezione iperpiana, allora
dim Lx (n)(—(n —2)H) > 7 e usare Riemann-Roch per provare la completezza.)

16.13. Sia U un aperto affine di una varieta quasiproiettiva irriducibile X. Dimostrare
che 2x(U) ¢ un Ox (U)-modulo Noetheriano isomorfo a 20 (vy/x /torsione. (Sugg: se
UcCA"exq,...,r, sono coordinate affini, mostrare utilizzando la partizione dell’unita
che dx1,...,dz, sono generatori).

16.14. Trovare una varieta affine irriducibile X tale che 20 (x)/x possiede torsione come
Ox (X)-modulo. (Sugg: provare con X C A% curva singolare).

Definizione 16.7.1. Una curva liscia X si dice trigonale se possiede un divisore D di
grado 3 tale che dim|D| > 0.

16.15. Dimostrare che ogni curva di genere < 4 ¢ trigonale. (Sugg.: gli unici casi non
banali sono g = 3,4 e X non iperellittica. Considerare allora 1’applicazione canonica ¢
e se g = 4, e mostrare che la proiezione di ¢x(X) di centro un suo punto & una curva
piana singolare di grado 5.)

16.16. (caratteristica # 3) Sia X una curva non iperellittica di genere g e ¢ la sua
applicazione canonica. Mostrare che X & trigonale se e solo se ¢x(X) possiede polise-
canti. (Sugg.: siano pi,...,p, € X punti distinti; valutare la dimensione del sistema
lineare |p; + - - - 4+ pp| in funzione della dimensione del sottospazio proiettivo generato da

¢K(p1)v ceey ¢K(pn))
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16.17. (caratteristica # 3) Sia X C P4 una curva liscia intersezione completa di 3 quadri-
che. Mostrare che g(X) = 5, che il divisore della sezione iperpiana ¢ il divisore canonico
e che X non ¢ trigonale. (Sugg.: mostrare che ogni polisecante di X & contenuta in ogni
quadrica che contiene X.)

Esercizi sull’invarianza algebrica del genere

Siano X e Y due curve lisce proiettive irriducibili. Abbiamo visto che se esiste un iso-
morfismo di K-algebre K (X) =2 K(Y), allora X e Y sono birazionali e quindi isomorfe.

Se invece esiste solamente un isomorfismo di campi K (X) =2 K(Y), allora proveremo che
9(X) = g(Y) (Esercizio |16.18)), ma che in generale X non ¢ isomorfo ad Y (Esercizio

16.19).

16.18. Per ogni A € C, la coniugazione complessa induce un isomorfismo tra i campi
delle funzioni razionali delle due curve piane di equazioni affini y? = 4z(z — 1)(z — \) e
y? = 4x(x —1)(z — \). Dedurre dal teorema di Salmon che per il generico A tali curve non
sono tra loro birazionali.

16.19. Sia X una curva liscia proiettiva irriducibile definita su un campo algebricamente
chiuso K. Denotiamo K = K (X) e con Ck l'insieme delle valutazioni discrete surgettive
v: K — ZU{+00}: abbiamo gia dimostrato (Esercizio[14.16]) che I'applicazione ord: X —
Ck, x — ordy, € bigettiva. Dimostrare che:

1. H%(0) == {f € K | v(f) = Operogniv € Cx} ¢ un campo (Sugg.: mostrare
direttamente che & uguale a K).
2. Per ogni v € Ck e per ogni n € N, 'insieme

HY%(nv):={f e K|v(f)+n>0en(f) >0perogninecCx—{v}}

¢ un HY(0)-spazio vettoriale.

3. Per ogni v € Cf esiste ng € N tale che la dimensione di H% (nv) ¢ uguale a n+1—g(X)
per ogni n > ng.

4. Dedurre dai punti precedenti che il genere di X dipende solamente dalla classe di
isomorfismo del campo K (X).

16.20. Sia X una curva liscia proiettiva definita su un campo algebricamente chiuso di
caratteristica p > 0 e sia F': X;, — X il morfismo di Frobenius. Dimostrare che X e X,
hanno lo stesso genere.
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Genere aritmetico e disuguaglianza di Castelnuovo

Capitolo incompleto

In questo capitolo continuiamo lo studio delle curve proiettive mediante un utilizzo piu
raffinato della nozione di grado e del polinomio di Hilbert. Salvo avviso contrario, per
curva intenderemo una varieta irriducibile di dimensione 1 possibilmente singolare.

Definizione 17.0.1. Sia px il polinomio di Hilbert di una curva proiettiva irriducibile
X C P". Il numero intero p,(X) =1 — px(0) viene detto genere aritmetico di X.

Segue quindi dai risultati del Capitolo che il polinomio di Hilbert di una curva
proiettiva irriducibile X C P™ & uguale a

px (1) = deg(X)t + 1 — pa(X).

17.1 1l grado delle proiezioni

Sia X C P" una curva irriducibile proiettiva. Ricordiamo (Teorema e Corolla-
rio che un iperpiano H C P interseca trasversalmente X se e solo se H N X
ha cardinalita deg(X); inoltre, per il Teorema I’insieme degli iperpiani con ta-
le proprieta & un aperto denso dello spazio proiettivo duale. Osserviamo inoltre che, se
Zo, ..., Ly € un sistema di coordinate omogenee tali che I'iperpiano H = {x; = 0} interse-
ca trasversalmente X e X N{zg = z1 = 0} = ), allora la funzione razionale z, /zy € K (X)
€ un parametro locale in ogni punto di X N H.

Teorema 17.1.1. Siano X C P™ wuna curva proiettiva irriducibile di grado > 1 ed
o € P" un punto. Denotiamo con m: X --» P! la proiezione di centro o e con
Y =7(X — {o}) C P"! immagine di 7.

1. Se 0o ¢ X, allora vale deg(X) = deg(w) deg(Y).

2. Se o & un punto liscio di X, allora vale deg(X) = deg(w) deg(Y) + 1.
3. Se o & un punto singolare di X, allora vale deg(X) > deg(w) deg(Y) + 2.

Dimostrazione. Per il morfismo 7: X — {o} — Y & regolare e dominante. Sia H C P" un
iperpiano che contiene o e che interseca Y trasversalmente in deg(Y") punti lisci e distinti.
Fissiamo un sistema di coordinate omogenee xy, . .., x, e siano I = I(X) C K|zg,...,zy]
I'ideale dei polinomi omogenei nulli su X e f € K[xo,...,z,] 'equazione di H. Per il

Corollario [[3:2.10] e la Proposizione [I13:3.10] vale
deg(X) = Y deg,(Z(I+(f)))

peEXNH

Per la Proposizione [13.3.11} per ogni p € X N H vale
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. Opx
deg,(Z(I +(f))) = dimg Flo)’

dove g € una qualsiasi forma lineare che non si annulla in p. Se p € X N H & un punto
singolare di X, allora & singolare anche per Z(I + (f)) e quindi deg,(Z(I + (f))) > 2. Se
p € XN H & un punto liscio di X diverso da o, allora deg,(Z( +(f))) = mult,(7): infatti
possiamo scegliere ¢ in modo tale che g(0) = 0 e quindi f/g ¢ la composizione di 7 con un
parametro locale della curva Y nel punto 7(p). Il morfismo 7: X —{o} — Y & quasifinito
e dominante, esistono quindi due aperti non vuoti U C X e V C Y tali che n(U) =V e
m: U — V & un morfismo proiettivo e quindi finito. Non & restrittivo assumere che U e V
non contengano punti singolari di X e Y rispettivamente. Dato che il grado di 7 € uguale
al grado della sua restrizione 7: U — V, se ¢ € V, allora il Teorema [14.3.3] implica che

deg(m) = Z mult,, ().

peU, 7(p)=q

Se H = {f = 0} & un generico iperpiano passante per il punto o, allora HN (Y — V) =0
e vale

deg(X) = deg,(Z(I + () + Y multy(m)
peEHNU

=deg,(ZU+(N)+ D, > multy(n)

qEHNY pel, 7(p)=q
= deg,(Z(I + (f))) + deg(Y") deg(m).

Esercizi

17.1. In caratteristica p > 0, dimostrare che la molteplicita del morfismo di Frobenius
FiP' P, [wo,01] o 2], a7

€ uguale a p in ogni punto.

17.2. Siano ¢: X — Y e ¢: Y — Z morfismi dominanti di curve lisce. Provare che per
ogni x € X vale mult,(¢¢) = mult,(¢) multy, ().

17.2 Modelli nonsingolari

Abbiamo gia osservato che ogni morfismo birazionale di curve lisce proiettive & di fatto un
isomorfismo regolare e che curve lisce possono essere birazionalmente equivalenti a curve
singolari.

Ricordiamo che una curva proiettiva irriducibile X C P™ si dice nondegenere se non
¢ contenuta in alcun iperpiano. Per il Lemma [9.8.5) se X C P™ & non degenere, allora
deg(X) > n.

Lemma 17.2.1. Ogni curva proiettiva irriducibile e isomorfa ad una curva nondegenere
in P di grado < 2n — 2, per qualche n > 0.
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Dimostrazione. Sia d il grado di una curva X C P™ allora il polinomio di Hilbert di X &
px (t) = dt + e per qualche e € Z. Ne segue che per m sufficientemente grande, lo spazio
dei polinomi omogenei di grado m che si annullano su X ha codimensione dm + e e quindi
che il sottospazio proiettivo generato da v,,(X) ha dimensione n = dm + e — 1, dove
Um: P — PV & la m-esima immersione di Veronese. Poiché il grado di v,,(X) & uguale
a dm, per m abbastanza grande la curva v,,(X) & isomorfa ad X e soddisfa le condizioni
richieste. ad

Teorema 17.2.2 (Noether-Kronecker, 1871). Ogni curva irriducibile é birazionale
ad una curva liscia proiettiva.

Dimostrazione. (AlbaneSEﬂ [Al1924]) Sia X una curva irriducibile; vogliamo costruire
una successione finita di applicazioni birazionali

X--2X1--2Xg-->- - X}

in modo tale che X} sia una curva liscia proiettiva. A meno di considerare una chiusura
proiettiva di X non e restrittivo supporre che X sia proiettiva e nondegenere in P" e, per il
Lemmal[I7.2.1] che n < deg(X) < 2n—2. Se X ¢ liscia abbiamo finito, altrimenti scegliamo
un suo punto singolare o € X e definiamo X; = 7,(X — {o}), dove m,: P" — {0} — P!
¢ la proiezione di centro o. Per il Teorema si ha deg(X) > deg(m,) deg(X1) + 2.
La curva X; e non degenere e quindi per il Lemma vale deg(X71) > n — 1. Dato
che deg(X) < 2n — 2 si ha deg(m,) = 1, quindi 7,: X --» X & birazionale e deg(X;) <
deg(X) — 2 < 2(n — 1) — 2. Qualora X; fosse singolare si ripete la procedura con X; al
posto di X e si ottiene Xy C P"~2 nondegenere di grado < 2(n — 2) — 2 ecc. Un tal bel
gioco dura poco e si ferma prima di arrivare a curve in P2?; in altri termini la curva Xj,
deve essere necessariamente liscia per qualche k < n — 2. O

Corollario 17.2.3. Sia K C F una estensione di campi finitamente generata con grado
di trascendenza uguale a 1. Allora esiste una curva liscia proiettiva irriducibile X tale che
K(X)=F.

Dimostrazione. Per il Lemma [[2.3.T] ed il Corollario [2.3.5] esiste una curva affine irridu-
cibile Y tale che K(Y) = F, mentre per il Teorema [17.2.2|la curva Y ¢ birazionale ad
una curva liscia proiettiva. a

17.3 Il teorema di posizione generale

Da questo momento, e fino alla fine del capitolo supporremo, salvo avviso contrario, che le
varieta siano tutte definite su di un campo algebricamente chiuso K di caratteristica O.
Per alcuni risultati tale ipotesi sulla caratteristica e essenziale, mentre per altri ¢ di conve-
nienza. Per chi fosse interessato alla caratteristica positiva rimandiamo alla Sezione V1.3
del libro di Hartshorne [Hart1977].

Definizione 17.3.1. Un insieme finito di punti S C P" si dice in posizione generale
se ogni sottoinsieme di S di cardinalita < n + 1 ¢ proiettivamente indipendente.

Ad esempio, n + 2 punti in P™ sono in posizione generale se e solo se sono un sistema
di riferimento proiettivo.

Consideriamo una curva proiettiva irriducibile X C P™ di grado d. Supponiamo inoltre
che X sia non degenere, ossia non contenuta in alcun iperpiano; questa condizione
implica in particolare, per il Lemma che d > n.

Obiettivo di questa sezione e dimostrare il seguente risultato.

! Giacomo Albanese: Geraci Siculo 1890-San Paolo del Brasile 1948.
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Teorema 17.3.2 (Teorema di posizione generale). Sia X C P" una curva proiettiva
wrriducibile e non degenere definita su un campo algebricamente chiuso di caratteristica
0. Allora il generico iperpiano H C P™ interseca trasversalmente X e l'insieme HN X ¢
in posizione generale in H.

Prima di affrontare la dimostrazione del teorema di posizione generale, dimostriamo
alcuni lemmi. Ricordiamo che per il Teorema I’insieme degli iperpiani che inter-
secano trasversalmente X e un aperto denso dello spazio proiettivo duale. Basta quindi
dimostrare che per il generico iperpiano H l'insieme H N X & in posizione generale in H;
possiamo supporre senza perdita di generalita n > 3.

Per ogni intero positivo & indichiamo con X[k] C X* I'aperto formato dalle k-uple
di punti distinti di X e con L[k] C X[k] I'insieme delle k-uple di punti distinti che sono
contenute in un sottospazio di dimensione k — 2. E facile dimostrare che L[k] & chiuso in
X [k].

Lemma 17.3.3. Nelle notazioni precedenti, L[3] ha dimensione minore od uguale a 1.
Dimostrazione. Osserviamo che
L[3] = {(p,q,7) € X[3] | p, q, r sono allineati }.

A meno di proiettare da un punto esterno alla varieta secante di X non e restrittivo
supporre n = 3, ossia X C P? irriducibile e non degenere. Supponiamo per assurdo
che L[3] abbia una componente irriducibile Z di dimensione > 1 e consideriamo le due
proiezioni

WI:Z_>Xa Wl(p7qu):pa

7T23:Z—>X[2]7 Wl(p7QvT):(q’T)'

Le fibre di 73 hanno cardinalita finita e per motivi di dimensione ma3 deve quindi essere
un morfismo dominante. A maggior ragione il morfismo (p,q,r) — r ¢ dominante e per
simmetria anche m; ¢ dominante. Consideriamo adesso il chiuso B C X[2] definito come

B={(p,q) € X[2] | T,X NT,X # 0}.

Vogliamo dimostrare che dim B < 1: a tal fine dimostriamo che per ogni punto liscio
p € X, l'insieme {q € X | (p,q) € B} ¢ finito. Siano ¥ C X il complementare di X NT,X
ep: Y — P! la proiezione di centro T), X . Siccome siamo in caratteristica 0, per il teorema
di Bertini-Sard il morfismo p possiede un numero finito di punti di ramificazione. Basta
adesso osservare che un punto ¢ € Y ¢ di ramificazione se e solo se T, XNT,X # (. Dunque
B ha dimensione 1 e quindi U = Z — W;:))I(B) ¢ un aperto denso di Z. Le due proiezioni
m: U — X e mog: U — X|[2] continuano ad essere dominanti. Scegliamo un punto liscio
0 € X tale che la fibra ;' (0)NU sia infinita e indichiamo con Y = m,(X) C P? 'immagine
della proiezione di centro o. Scegliamo inoltre (o, p, q) € U tale che il punto 7,(p) = 7,(q)
sia liscio in Y'; questo implica che le rette tangenti T, X e T,X sono contenute in uno
stesso piano passante per o e di conseguenza T,X NT,X # (), in contraddizione con la
definizione di U. a

Lemma 17.3.4. Nelle notazioni precedenti, per ogni 3 < k < n, la dimensione di L[k] ¢é
minore od uguale a k — 2.

Dimostrazione. (IDEA) Bisogna escludere che L[k] abbia componenti irriducibili di di-
mensione k — 1. Induzione su k: se k = 3 applicare il Lemma [I7.3.3] mentre se k > 3
proiettare X da un suo punto generico. a
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Lemma 17.3.5. (caratteristica 0) Sia (P™)V lo spazio proiettivo duale. Nelle notazioni
precedenti consideriamo

Y ={(H,p1,...,pn) € (P")Y x X[n] | p1,...,pn € H}

e siano q1: Y — (P*)Y, q2: Y — XIn| le due proiezioni. Allora che per ogni chiuso

proprio Z C X[n] il chiuso q1(q; *(Z)) ha dimensione < n.

Dimostrazione. (IDEA) Sia M}, C X|[n] U'insieme delle n-uple che generano un sotto-
spazio proiettivo di dimensione < k. Sia K una componente irriducibile di ¢; (Z), dato
che le fibre di ¢; sono finite basta dimostrare che dim K < n. Se € X[n] — Mj, allora
dim qgl(x) < n—k. Mostrare che per ogni k =1,...,n—2la dimensionedi My e <k. 0O

Dimostrazione (del Teorema . IDEA Usare il Lemma[17.3.5] con Z = L[n|. O

Osservazione 17.3.6. Su K = C esiste una bella dimostrazione del teorema di posizione
generale che si basa su argomenti di monodromia dei rivestimenti e che potete trovare in
[ACGH1984] pag. 109]. Da tale dimostrazione segue inoltre che I'insieme Y definito nel
Lemma ¢ irriducibile di dimensione n. Rimandiamo invece a |[GH1978| pag. 249]
per una dimostrazione semplice ma sbagliata del Teorema

Sia X C P" una varieta proiettiva irriducibile e non degenere. Chiameremo polise-
canti le rette di P" che intersecano X in almeno tre punti distinti.

Teorema 17.3.7. Sia X C P, n > 3, una curva proiettiva irriducibile e non degenere
definita su di un campo algebricamente chiuso di caratteristica 0. Allora esiste un aperto
non vuoto U C X tale che ogni punto x € U appartiene al pit ad un numero finito di
polisecanti di X .

Dimostrazione. Consideriamo la proiezione 7: L[3] — X data da w(p,q,7) = p. Segue
dalla definizione di L[3] che 7=!(p) & infinito se e solo se il punto p appartiene a infinite
polisecanti. Per il Lemma [17.3.3] esiste un aperto U tale che 7~ !(z) ¢ vuoto o finito per
ogni z € U. a

Osservazione 17.3.8. 11 Teorema [I7.3.7] ¢ falso in caratteristica positiva: vedi Eserci-
zio [17.9l

Esercizi

17.3. Sia X C P" una curva di grado n non contenuta in alcun iperpiano. Dimostrare che
X e liscia.

17.4 (%). Sia px il polinomio di Hilbert di una curva proiettiva irriducibile X C P™.
Dimostrare che px(0) < 1. (Sugg.: applicare il Lemma alla d-esima immersione di
Veronese di X, per d >> 0.) Dimostrare inoltre che se px(0) = 1, allora X ¢ liscia ed

isomorfa a P!. (Sugg.: Esercizi e[14.21})

17.5. In caratteristica p > 0, consideriamo la curva Z C P2 di parametrizzazione t —
o(t) = [1,¢,tP, t”Q]. Provare che Z ¢ non degenere di grado p?, che ogni retta tangente in
un suo punto liscio passa per il punto [0, 1,0, 0] e che per ogni ogni t,s € K, con s # t, la
retta ¢(s) + ¢(t) interseca Z in almeno p punti distinti.
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17.6. Sia X una curva piana liscia di grado d. Provare che

(d—1)(d-2)

(Sugg.: si pud usare il Teorema di Riemann (Esercizio per mostrare che p,(X) =
9(X); oppure si pud usare il Teorema [13.4.6[ed i trucchi contabili dell’Esercizio per

d
mostrare che il polinomio di Hilbert di X ¢ px(n) =d(n+1) — (2) )

17.7. Provare che se l'ideale di una curva liscia X C P3? & generato da due polinomi

—4
omogenei di gradi n e m, allora vale p,(X) = % +1. (Sugg.: Esercizio|13.27])

17.8. Sia X C P” una curva liscia proiettiva irriducibile. Dimostrare che per d >> 0 il
sistema lineare Lx (d) ha dimensione d deg(X) — po(X) e dedurre che p,(X) > 0. (Sugg.:

Teoremi m 14.4.7] e |14.6.5) m

17.9 (Disuguaglianza di Riemann). Sia X una curva liscia proiettiva e D € Div(X)
un divisore effettivo. Dimostrare che dim |D| > deg(D) — p,(X). Dedurre che p,(X) ¢ il
pilt piccolo intero ¢ per il quale vale dim |D| > deg(D) — ¢ e quindi dipende solo dalla
classe di isomorfismo di X e non dalla particolare immersione in uno spazio proiettivo.

17.10. Utilizzare la disuguaglianza di Riemann ed il risultato dell’Esercizio per di-
mostrare che una curva liscia proiettiva & isomorfa a P! se e solo se il suo genere aritmetico
e uguale a 0.

17.4 La disuguaglianza di Castelnuovo

In questa sezione consideriamo una curva non degenere X C P" di grado d e denotiamo
d—1
n—1"

Il nostro obiettivo & trovare, mediante la soluzione degli esercizi proposti, un limite
superiore al genere aritmetico di X quando n > 3. La disuguaglianza di Castelnuovo
¢ ottenuta mettendo assieme i Teoremi [7.3.2] e I7.4.1]

con m € N la parte intera di

Teorema 17.4.1. Sia X C P" una curva liscia nondegenere di grado d. Se per il generico
iperpiano H C P™ lintersezione H N X é in posizione generale in H, allora

pa(X) < m(d—1) - <m2“>(n— ), dovem— L‘i_ﬂ .

Nota storica. La disuguaglianza [[7.4.1] & stata dimostrata per n = 3 da Halphen nel
1882 ed ¢ stata poi estesa da Guido Castelnuovo nel 1889. In tale epoca, 'esistenza della
sezione iperpiana in posizione generale veniva considerata da tutti come un principio
evidente e quindi senza necessita alcuna di dimostrazione.

Osservazione 17.4.2. Gli Esercizi e mostrano che se X € una curva piana oppure
una intersezione completa di una quadrica e di una superfice di grado d/2 in P2, allora
vale 'uguaglianza nel Teorema
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Esercizi

17.11. Sia 3" axt* la serie di Poincaré dell’ideale di d punti in posizione generale in P?~1.
Dimostrare che:

1. Per ogni k € N vale a; > min(k(n — 1) 4+ 1,d). (Sugg.: siano pi,...,pq 1 punti in
questione. Fissiamo un intero k£ > 0 e denotiamo [ = min(k(n — 1) + 1,d); provare
che per ogni indice i = 1,...,l esistono k iperpiani Hji,...,H; C P?~! tali che
pj € UpH;p se e solo se j < i.)

2. Sia m la parte intera di (d — 1)/(n — 1). Allora per ogni N > m vale

zNjakzdz\H(m;1>(n—1)—m(d—1).

k=1

17.12. Sia X C P™ una curva irriducibile nondegenere di grado d. Se per il generico
iperpiano H C P™ l'intersezione H N X & in posizione generale in H, dimostrare che

d—1

px(0) — 1> (m;1>(n—1)—m(d—1), dove m = [n_l] ,

e dedurne il Teorema |17.4.1} (Sugg.: sappiamo che px(N) = Nd + px(0) e quindi basta
dimostrare che px(N) — 1 > dN + ("f")(n — 1) — m(d — 1) per N >> 0. Usare il

2
Lemma [13.2.2] e 'Esercizio [17.11})

17.13. (caratteristica 0) Per usi futuri, diamo una versione piu forte dell’Esercizio [17.12
assumendo che X C P” sia una curva liscia proiettiva nondegenere di grado d. Dimostrare
che per ogni N > 0 vale

N
dim Lx (N) > > min(k(n — 1) + 1,d).
k=1

(Sugg.: sia N > 0 un intero fissato e scegliamo N iperpiani Hy, ..., Hy tali che X N H; N
H; = () per ogni i # j e H; N X & in posizione generale in H; per ogni ¢. Denotiamo
s = Zgil min(k(n — 1) + 1,d) e prendiamo s punti distinti py,...,ps € U{X NH; | i =
1,...,N} in modo tale che p; € H;;1 se e solo se

N N
> min(k(n—1)+1Ld) <j< Y min(k(n—1)+1,d).

k= i+1 k=N—1

Bisogna provare che i punti p; inducono condizioni lineari indipendenti sul sistema lineare
Lx(N), e cioe che per ogni j =1,...,s esiste una ipersuperfice F; di grado N in P™ che
contiene p1, ..., pj—1 ma non contiene p;. Se p; € H;y; usare lo stesso trucco dell’Eserci-
zio per trovare una ipersuperfice G di grado N — i tale che F; = HyU---UH; UG
¢ adatta allo scopo.)

17.5 Il teorema di Max Noether

In questa sezione si richiede il teorema di Riemann-Roch.

Lemma 17.5.1. Il genere g(X) di una curva liscia proiettiva é uguale al genere aritmetico
Pa(X).
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Dimostrazione. Se X C P" ha grado d e H € Div?(X) ¢ il divisore di una sezione
iperpiana, allora per il teorema del resto [14.6.5| vale h°(IH) = Id + 1 — p(X) per [ >> 0
e questo implica che p,(X) = g(X). O

Teorema 17.5.2 (Max Noether). (caratteristica 0) Sia K il divisore canonico di una
curva non iperellittica X . Allora per ogni n > 0 l'immagine dell’applicazione multilineare

HO(XaK) X X HO(XvK) - HO(X,TLK), (f17~'~7fn) = fl fn7
non & contenuta in alcun iperpiano.

Dimostrazione. Esercizio [17.15) O

Esercizi

17.14. (caratteristica 0) Sia X C P™ una curva liscia non degenere di grado 2n e sia
H € Lx(1) il divisore di una sezione iperpiana. Per la disuguaglianza di Castelnuovo

(Teorema |17.4.1)) vale

sx) <21 - (]

> (n—1)=n+1

Dimostrare che se g(X) = n + 1 ed il sistema lineare Lx (1) ¢ completo, allora H ¢ un
divisore canonico e Lx (k) € completo per ogni k > 0. (Sugg.: se K & canonico, allora
deg(K) = deg(H) e per Riemann-Roch vale h%(X, K — H) = 1. Se N > 1 vale h°(NH) =
2nN — n ed il sistema lineare Lx(N) & completo se e solo se dim Lx (N) = h°(NH) — 1.
Usare 1'Esercizio [7.13])

17.15. Dimostrare il Teorema [17.5.2] (Sugg.: immersione canonica ed Esercizio [17.14])

17.16. (caratteristica 0) Siano X C P” una curva liscia non degenere e L un sistema
lineare su X di dimensione r» < n. Dimostrare che il generico iperpiano H ha la seguente
proprieta: presi comunque 7+ 1 punti distinti pg, ..., p, € HNX, essi inducono condizioni
lineari indipendenti su L, cioé L(—(pg + -+ + p,)) = 0. (Sugg.: applicare con Z
uguale al chiuso delle n-uple di punti che contengono un sottoinsieme E di cardinalita
r + 1 tale che dim L(—FE) > 0.)

17.17. (caratteristica 0) Sia E C P? una curva liscia nondegenere di grado d + 1 e genere
1. Dimostrare che il sistema lineare Lg(n) ¢ completo per ogni n. (Sugg.: induzione su n,
essendo n = 1 conseguenza di Riemann-Roch. Supponiamo Lg(n — 1) completo, allora la
sua dimensione & (n —1)(d + 1) — 1 e, essendo dim Lg(n) > dim Lg(1) + dim Lg(n — 1),
basta dimostrare che esiste D € Lg(n) che non contiene sezioni iperpiane. Se v, : P4 — P*
¢ la n-esima immersione di Veronese, applicare I’Esercizio alla curva X = v, (F) ed
al sistema lineare L = Lg(1).)
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Miscellanea di esercizi

Capitolo

18.1 (x). Nelle stesse notazioni dell’Esercizio provare che se il campo K ¢ algebri-
camente chiuso, s = 1 e V & generato dal vettore (1,1,...,1), allora SV & la sottoalgebra
generata da x1,...,2, e dalle forme quadratiche A;; = x;y; — z;y;, per i < j. (Sugg.: se

n=1¢ovvio;sen>1le feSy d,,.a Svolgere nell’ordine:

9

1. Se f si annulla su X = {A15 =0} C A?" allora f = (21y2 — 72y1)g, con g € SV.

2.dy +dy + -+ + d, > 2d: supponiamo per fissare le idee che dy > 0; se f non
soddisfa la condizione 1) allora esistono aj,as2,b1,bs € K tali che a1bs = asby
ed il polinomio f(ai,as,x3,...,2Zn,b1,b2,...4,) non & identicamente nullo. I va-
lori as e by non possono essere entrambi nulli e quindi esiste @« € K tale che
flaza,za, ..., Zn, Y2, Y2, ..., Yn) # 0; induzione su n.

3. Assumiamo per fissare le idee d; > 0. Se x; divide f, allora f = 2,9 con g € SV;
viceversa si ha f(0,22,...,yn) = yi'g con g € K[za,...,Tpn,Y2,--,yn]" ed il grado
in  di g € maggiore o uguale al grado in y aumentato di d;. Dedurre che esiste
un polinomio p € Sc‘l/;,‘.., 4, 4 belle variabili z;, A;; tale che f — p ¢ divisibile per ;.
Induzione su _d;.)

Capitolo [6]

18.2. Provare che le coniche tangenti ad una retta data sono una quadrica non degenere

di |0(2)].

Capitolo [7]

18.3. Sia (K, | |) un campo normato e sia n > 0 un intero positivo fissato; denotiamo con
01y...,0n: K™ — K le funzioni simmetriche elementari. Provare che:

1. Rispetto alla topologia prodotto su K", le funzioni ¢; sono continue.

2. Per ogni € > 0 esiste 0 > 0 tale che se |o;(aq,...,a,)| < & per ogni i, allora |a;| < € per
ogni 4. (Sugg.: non & restrittivo assumere max |o;(a)| = § < 1/n; sia j indice fissato
e sia t = |a;| dalle relazioni ) iai(a)a?ﬂ‘ = 0 si ottiene t" < §(1+¢+--- + "7 1).
Basta osservare che t" > min(#",1)(1 +t +--- +t""1)/n.)
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3. Per ogni e, M > 0 esiste § > 0 con la seguente proprieta: se a = (a1,...,a,) e
b= (b1,...,b,) € K™ sono tali che |a1| < M e |o;(a) — o;(b)| < § per ogni 7, allora si
ha a1 —b;| < e per qualche j =1,...,n. (Sugg.: sia g(x) = [[(z—b;), f(z) = [[(x—a,),
allora [g(a1)| = [g(a1) — f(a1)| < S(M™"1 4+ +1).)

18.4. Sia (K, | |) un campo normato algebricamente chiuso. Provare che il suo completa-
mento metrico & ancora un campo algebricamente chiuso.

18.5. Sia (K, | |) un campo normato. Provare che se K —{0} & connesso, allora K™ — V
€ un aperto denso e connesso per ogni sottospazio vettoriale proprio V C K".

18.6. Sia (K, | |) un campo normato. Dimostrare che se K & completo e K—{0} & connesso,
allora K & algebricamente chiuso. (Sugg.: ripetere la dimostrazione fatta nel caso K = (C

utilizzando gli Esercizi [18.3] _ . -

Capitolo [9|

18.7. Siano P lo spazio proiettivo delle quartiche piane e U C P4 Iinsieme delle quar-
tiche lisce C tali che v,(C, L) < 3 per ogni p € C e per ogni retta L C P2. Dimostrare che
U ¢ un aperto non vuoto.

Capitolo

18.8. (caratteristica # 2) Sia X =2 P il sistema lineare completo delle coniche di P? e
Y =2 P5 il sistema lineare completo delle coniche di (P?)V. Siano inoltre U C¢ X e V C Y
gli aperti delle coniche lisce. Provare che U e V sono varieta affini e che 'applicazione
¢: U —V,¢(C)=CY, & un isomorfismo regolare di variet.

18.9. (caratteristica # 2,3) Sia C' C P? una cubica piana liscia e denotiamo con j: C' — K
I’applicazione che al punto p € C associa l'invariante j della quaterna di Salmon di
(C,p). Provare che j ¢ una funzione regolare e si usi questo fatto per una dimostrazione
alternativa del teorema di Salmon

Capitolo

18.10. Usare la disuguaglianza di Riemann (Esercizio [17.9) per dare una dimostrazione
alternativa del Lemma [6.1.41

Capitolo

18.11. Sia C' C P? una curva piana irriducibile di grado d > 2 e siano py,...,p, € C i
suoi punti singolari. Dimostrare che se

imultm(C)(multm (C)=1)=(d—-1)(d—-2),

allora C & una curva razionale. (Sugg.: esiste una curva liscia X ed un morfismo birazionale
¢: X — C C P?% i divisori del sistema lineare Ly(d — 1) hanno grado d(d — 1). Siano
q1,- -5 q2d—3 € C punti lisci e distinti; mostrare che I'insieme dei divisori ¢*(H), al variare
di H tra le curve piane di grado d —1 che passano per qi, ..., g2q—3 e tali che mult,, (H) >
mult,, (C') — 1, & un sistema lineare di dimensione > 1. Usare il Teorema di Bézout e
I'Esercizio per provare che la parte fissa ha grado d(d — 1) — 1.)
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