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CAPITOLO 1

I sistemi lineari

Per gli addetti ai lavori, I’algebra lineare & lo studio degli spazi vettoriali e delle applica-
zioni lineari. Per i novizi, e probabilmente per molti studenti appena iscritti all’'universita, la
precedente definizione puo suonare un po’ troppo autoreferenziale. Obiettivo di questo capito-
lo ¢ di dare, in maniera molto informale e privilegiando gli aspetti intuitivi, un primo assaggio
di algebra lineare rivisitando i ben noti sistemi di equazioni lineari, mentre spazi vettoriali
ed applicazioni lineari verranno introdotti nei prossimi capitoli. E bene precisare subito che
I’algebra lineare non serve solo a studiare i sistemi lineari ma possiede innumerevoli legami e
relazioni con quasi tutti gli ambiti e le aree matematiche.

1.1. Sistemi lineari

Problema: un ragazzo vede conigli e polli in un cortile. Conta 18 teste e 56 zampe, quanti
polli e conigli ci sono nel cortile?

In tale problema abbiamo due quantita incognite, ossia il numero di polli ed il numero di
conigli. Essendo questo un libro che vuole insegnare il mestiere di matematico, non perdiamo
tempo in chiacchiere fuori contesto e indichiamo con le lettere x, y le nostre due incognite, pit
precisamente chiamiamo z il numero di conigli ed y il numero di polli nel cortile. Quello che
dobbiamo fare e trovare i valori di x,y che soddisfano entrambe le equazioni:

(1) =+ y = 18 (equazione delle teste),
(2) 4x + 2y = 56 (equazione delle zampe).

Pit in generale, quando abbiamo alcune equazioni e cerchiamo i valori che le risolvono
tutte, parliamo di sistema di equazioni; solitamente i sistemi di equazioni si rappresentano
con una parentesi graffa alla sinistra delle equazioni incolonnate in verticale. Nel nostro caso:

r4+y=18

4 + 2y = 56
Tale sistema si puo risolvere usando il metodo di sostituzione: in tale metodo si suppone che
il sistema abbia soluzioni e si utilizza un’equazione per calcolare il valore di un’incognita

in funzione delle altre, poi si sostituisce tale valore nelle rimanenti equazioni ottenendo un
sistema con un’equazione ed un’incognita in meno. Nel nostro caso:

r=18—y r=18—y r=18—y
dx+2y =56 4(18 —y) +2y =56 72 -2y=56

r=18—y r=18—-y rz =10
—2y=-16 y=28 ’ y=28

Abbiamo quindi dimostrato che il precedente problema dei polli e conigli ammette una
unica soluzione, ossia x = 10, y = 8.

Le cose pero possono andare diversamente. Consideriamo per esempio il seguente proble-
ma: In un cortile ci sono conigli e polli, tutti integri e senza amputazioni. Sapendo che ci sono
10 teste e 20 orecchie, dire quanti sono i polli e quanti sono i conigli.

In questo caso il sistema diventa
z+y =10
2¢ + 2y =20

1
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Se proviamo a risolverlo con il metodo di sostituzione troviamo

r=10—y r=10—y r=10—y
2042y =20 2010 —y) +2y =20 ' 20 = 20
Ma 'equazione 20 = 20 e sempre soddisfatta, non ci da alcuna informazione su polli e conigli e
quindi la possiamo omettere. Dunque il nostro sistema si riduce alla sola equazione x = 10—y
che non ha una unica soluzione.
Consideriamo adesso un altro problema: in un cortile ci sono conigli e polli, tutti integri
ed in ottima salute. Sapendo che ci sono 10 teste e 21 orecchie, dire quanti sono i polli e

quanti sono i conigli.
In questo caso il sistema diventa

z+y=10
20 +2y =21

e se proviamo a risolverlo con il metodo di sostituzione troviamo

r=10—y r=10—y r=10—y

20+ 2y =20 2010 —y) +2y =21 20 = 21
In questo caso lequazione 20 = 21 non & mai soddisfatta (& impossibile) e quindi !’ipotesi
che il sistema abbia soluzioni porta ad una contraddizione. In tale caso non rimane quindi
che dedurre che il sistema non ammette soluzioni. Un sistema di equazioni lineari che non
ammette soluzioni viene anche detto inconsistente.

Riepilogando, dato un sistema di equazioni lineari, la procedura di soluzione per sostitu-
zione porta ad una delle seguenti tre conclusioni:

(1) unica soluzione,
(2) nessuna soluzione,
(3) soluzioni multiple.

Adesso pero ci sorge un dubbio: nell’applicazione del metodo di sostituzione abbiamo scel-
to sia l'incognita da esplicitare sia ’equazione da utilizzare allo scopo. Diverse scelte portano
a diversi procedimenti; ma chi ci assicura che diverse scelte portano alla stessa conclusione?

Forse in questo caso la preoccupazione € eccessiva, in fin dei conti il metodo di sostitu-
zione, qualunque strada percorra, porta sempre all’insieme delle soluzioni. Ci sono pero altre
importanti informazioni ottenibili dal metodo di sostituzione la cui indipendenza dalle scelte
non e affatto chiara.

L’algebra lineare nasce dall’esigenza di fornire un quadro teorico alla teoria dei sistemi
di equazioni lineari, in grado di fornire la risposta al precedente dubbio (e non solo).

Esempio 1.1.1. Cip e Ciop calcolano le soluzioni del sistema di due equazioni in tre
incognite

r+y+z=1
r—y+z2=0
Applicando il metodo di sostituzione Cip trova:
r=1-y—=z r=1-y—=z y:%
l—y—2)—y+z=0 " —2y=-1 ' r=1-2
Invece Ciop trova:
y=1—-xz—=2 y=1—-ax—=2
r—(1—-2—2)+2=0 204+2z=1 ’
{y—lxz {y—lx(;x) {y—;
— 1 _ 1 _ 1

Le due soluzioni sono entrambe corrette e solo apparentemente diverse. Infatti Cip trova
che le soluzioni sono l'insieme delle terne (z,y, z) tali che y = 1/2 e x = 1/2 — z, mentre Ciop
trova che le soluzioni sono l'insieme delle terne (z,y, z) tali che y = 1/2 e 2 = 1/2 — z. Tali
insiemi chiaramente coincidono.
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EsEMPIO 1.1.2. Vogliamo trovare due numeri a, b tali che

1 _a L b
t—1)t—-2) t—1 t—-2

Eseguendo la somma del secondo membro mediante 1'usuale regola di messa a denominatore
comune si ha
a b a(t —2) b(t—1)  a(t—2)+b(t—1)

P S VR | V) S R T ) S (R § [ )

e quindi i numeri a, b devono soddisfare I'uguaglianza
1=at—2)+0b(t—1)=(a+bt+ (=b—2a).

Equiparando i coefficienti delle potenze di ¢t troviamo il sistema

a+b=0
—b—2a=1

che ha come soluzione a = -1 e b=1.
Esercizi.

1 (Tratto da un concorso a dirigente comunale). Un contadino alleva mucche e galline.
Se possiede 60 capi che hanno complessivamente 172 zampe, quante sono rispettivamente le
mucche e le galline?

2. Risolvere i seguenti sistemi di equazioni lineari:

3r—2y+z2=1
3r+y=>5 2z 4+ Ty =3
, , 120 -8y —2 =4
3r+2y=4 6z + 21y =4
r+y+z=1

3. Un contadino, avendo incontrato dei politici, voleva tirare 5 pomodori a ciascuno, ma
per fare questo gli mancavano 2 pomodori. Allora egli tird 4 pomodori a ciascuno e cosi gli
rimasero 5 pomodori. Quanti erano i politici?

4. Batman, Robin e Catwoman corrono per le strade di Gotham City con le loro potenti
moto. La moto di Batman viaggia a una velocita doppia di quella di Catwoman e il tempo
che impiega Robin per attraversare il Robert Kane Memorial Bridge ¢ uguale alla somma
dei tempi che impiegano Batman e Catwoman per percorrere il medesimo ponte. Ad uno
stesso istante Batman e Robin imboccano i due estremi dell’Old Steam Tunnel, lungo 736
metri. Quanti metri percorre Batman prima di scontrarsi con Robin? (Si suppone che tutti
viaggiano a velocita costante.)

5. Determinare quattro numeri sapendo che le loro somme a tre a tre sono 9,10,11 e 12.

6 (V). Francesca ha 26 anni, ama disegnare paesaggi e leggere poesie. A 18 anni si & iscritta
al WWF ed ha partecipato attivamente ad iniziative contro la vivisezione. Possiede una forte
personalita ed ama gli abbigliamenti etnici. Quale tra le seguenti affermazioni ritenete sia la
meno probabile?

(1) Francesca lavora in banca;
(2) Francesca ¢ vegetariana,
(3) Francesca & vegetariana e lavora in banca.

7 (Eureka!). Una moneta del peso 16 grammi ¢ fatta di oro e piombo ed il suo peso in
acqua e di 15 grammi. Sapendo che il peso specifico dell’oro & 19, 3 volte quello dell’acqua e
quello del piombo 11,3 volte, calcolare quanti grammi di oro contiene la moneta.

8. Trovare tre numeri a, b, ¢ tali che

2 _a . b +E
B—t t—1 t+1 ¢
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9. Determinare per quali valori del parametro k il sistema lineare

(k—Dz+ Bk+ 1)y =2k
(k—1z+ (4k—2)y=(k+3)
2+ (Bk+1)y=k—3 ,

di tre equazioni nelle variabili x, y, possiede soluzioni.

1.2. Sistemi ridondanti e rango

Domanda: che cosa hanno in comune i sequenti sistemi di equazioni lineari?

r+y=1 r4+y=1 r4y=1
(A) 2e—y=3 , (B) 20 —y=3 , () 20 —y=3
0=0 z+y=1 3z =4

Risposta: hanno tutti pit equazioni del necessario.

Spieghiamo caso per caso la risposta. Il sistema (A) contiene come terza equazione 0 = 0
che & sempre verificata, non influisce sul sistema e puo essere tolta. Nel sistema (B) la terza
equazione & uguale alla prima: in particolare se una coppia di numeri z,y soddisfa le prime
due equazioni di (B) allora soddisfa anche la terza. Dunque anche in questo caso la terza
equazione ¢ ridondante e puo essere tolta.

Nel sistema (C) le tre equazioni sono diverse tra loro, tuttavia ¢ facile osservare che la
terza € la somma delle prime due: infatti (z 4+ y) + (20 —y) = 3z ¢ 1 + 3 = 4. Ne segue che se
x,y soddisfano le prime due equazioni, allora

Jx=(x+y)+2r—-—y)=1+3=4

e quindi soddisfano anche la terza: anche in questo caso la terza equazione non aggiunge alcuna
ulteriore informazione e puo essere tolta. Vediamo adesso un caso leggermente piu complicato:

r+y=1

(D) 2e—y=3

Jy=—1
Siccome 2(z +y) — (22 —y) =3y e 2-1 — 3 = —1, la terza equazione & uguale al doppio della
prima meno la seconda; dunque se z,y soddisfano le prime due equazioni allora

3y=2x+y)—(2z—y)=21)-(3) =-1

e soddisfano anche la terza. Dunque la terza equazione si pud omettere dal sistema senza

alterare I'insieme delle soluzioni.

DEFINIZIONE 1.2.1. Diremo che un’equazione di un sistema &€ combinazione lineare
delle altre se ¢ la somma delle rimanenti equazioni moltiplicate per opportuni numeri.

EsEMPIO 1.2.2. Nel sistema
r+y+z=1
20 —y—2=3
r—y+2z=0
dy+T7z= -3

la quarta equazione & combinazione lineare delle altre e pili precisamente € la somma di 3
volte la prima, di —2 volte la seconda e della terza. Infatti si ha:

3x+y+z)—2Q2r—y—2)+(x —y+22) =4y + 7z, 3(1) —2(3) + (0) = —3.

Osserviamo inoltre che ognuna delle quattro equazioni € combinazione lineare delle altre tre:
ad esempio

x+y+z=§(2x—y—z)—%(x—y+2z)+%(4y+7z); 1=-(3)—3$(0)+ - (-3).
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Se i valori x, ¥, z, . .. soddisfano un insieme finito di equazioni lineari, allora soddisfano
anche ogni loro combinazione lineare. Cio implica che ogni equazione che & combinazione
lineare delle rimanenti puo essere tolta dal sistema senza modificare le soluzioni.

DEFINIZIONE 1.2.3. Diremo che un sistema di equazioni lineari € ridondante se qualche
sua equazione ¢ combinazione lineare delle altre.

Dunque ogni sistema ridondante puo essere “semplificato” togliendo una equazione. Se
dopo aver tolto un’equazione che ¢ combinazione lineare delle altre il sistema ¢ ancora ri-
dondante possiamo ripetere la procedura fino a quando il sistema non & piu ridondante ed il
numero di equazioni di tale sistema viene detto rango. Uno degli obiettivi dell’algebra lineare
e quello di mostrare che il rango non dipende dalla scelta delle equazioni che sono tolte perché
combinazione lineare delle rimanenti.

EsEmpiO 1.2.4. Il rango del sistema dell’Esempio 1.2.2 & uguale a 3. Infatti togliendo
una qualunque delle 4 equazioni otteniamo un sistema che non & ridondante. Per esempio,
togliendo la quarta equazione si ottiene

r+y+z=1
2t —y—2=3
r—y+22=0
Il valore z = 4/3, y = —1/3, z = 0 soddisfa le prime due equazioni ma non la terza e

questo implica che la terza equazione non ¢ combinazione lineare delle prime due. Similmente
si mostra che nessuna delle tre ¢ combinazione lineare delle rimanenti. Nel seguito vedremo
metodi piu semplici e pratici per determinare se un sistema € o meno ridondante.

EsEMPIO 1.2.5. Consideriamo il sistema

z+y+2=0
2z4+y—2=0
T—y+32=0

e cerchiamo di capire se la terza equazione ¢ combinazione lineare delle prime due. Per de-
finizione la terza equazione & combinazione lineare delle prime due se e solo se esistono due
numeri a, b tali che

alx+y+z)+b2e+y—z2)=x—y+ 3z a(0) + b(0) = 0.

Uguagliando membro a membro i coefficienti di z, y, z otteniamo il sistema di tre equazioni

a+2b=1
a+b=-1
a—b=23

che si dimostra facilmente essere senza soluzioni. Quindi x — y + 3z = 0 non & combinazione
linearediz+y+2z=0e2x+y—2=0.

Esercizi.

10. Per ciascuno dei tre sistemi lineari:

r+2y+z+w=1

z+y+2=0 r+2y+z=1
2r+y—2=0
20 +y—2=0 20 +y—2=0 , ,
r—y—2z—w=-—1
3xr+2y=0 r—y—2z=-1

dr+2y—22=0
scrivere l'ultima equazione come combinazione lineare delle precedenti.

11. Dei seguenti tre sistemi lineari, solamente uno € inconsistente. Senza fare i conti, ma
solamente guardandoli, dire quale:

21 + 4y +3z =1
AT R 2% +dy + 32 =1

r—2y—2z=1 _
r—2y—2z=1

3r+2y+z2=1
20 +4y+3z2=1

{ Jx+2y+z2=1
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12. Determinare il rango dei seguenti sistemi lineari:

$1+(L'2:O

T14+To—23+2T4—25=0
1 +23=0 9 n 0

To — X Ty =
o+ 15 = 0 ) 2 3 4

T3 — T4+ x5 =0
Ty —To+x3=0

13. Discutere il sistema di equazioni lineari nelle incognite x,y, 2

r+ky+2=0
kx—y+22=3
r+y—2z=k—2

al variare del parametro k. Piul precisamente, si chiede di determinare per quali valori di &
il sistema ¢ inconsistente, e per quali valori ammette soluzioni multiple; inoltre, per ciascun

valore di k per cui esistono soluzioni multiple si chiede di calcolare il rango del sistema.

1

14. T seguenti problemi sono tratti dal “Compendio d’Analisi” di Girolamo Saladini,
pubblicato in Bologna MDCCLXXV.

(1)

(2)

(6)

Un cane si da ad inseguire una lepre in distanza di passi numero = a, e la velocita
del cane ¢ alla velocita della lepre come m/n. Si cerca dopo quanti passi il cane
giugnera la lepre.

Caio interrogato, che ora fosse, rispose, che le ore scorse dalla mezza notte, alle
ore, che rimanevano fino al meriggio? erano come 2/3. Si vuol sapere qual ora fosse
accennata da Caio.

Sempronio volendo distribuire certi denari a certi poveri osserva, che se ne da tre a
ciascuno, ne mancano otto, se ne da due, ne avanzano tre. Si vuol sapere il numero
de’ poveri, e de’ denari.

Rispose Tizio ad un, che domandavagli quanti anni avesse: se il numero de’ miei anni
si moltiplichi per 4, ed al prodotto si aggiunga 15, si ha un numero, che di tanto
eccede il 150, quanto il numero 100 eccede il numero de’ miei anni. Si cerca il numero
degli anni di Tizio.

Caio per mantenimento della sua famiglia spende il primo anno scudi 380, il rima-
nente dell’entrata lo mette a traffico, ed il frutto, che ne trae & un quarto della somma
messa a traffico; il secondo anno spesi i soliti 380 scudi pone il rimanente a guadagno
e ne ricava pure un quarto; lo stesso in tutto e per tutto gli succede nel terzo anno,
passato il quale si accorge che la sua entrata e cresciuta di un sesto. Si vuol sapere
quanto fosse nel primo anno U'entrata di Caio.

Si fa una cena, che importa 12 scudi. Due de’ commensali non pagano, gli altri
sborsano uno scudo in piu di quello che avrebbero dato se la spesa si fosse egualmente
ripartita in tutti i commensali. Cio supposto si vuol sapere quanti essi sono.

15. Per ciascuno dei seguenti sistemi lineari, dire senza fare calcoli (semplicemente osser-
vandoli) se possiedono soluzioni oppure se sono inconsistenti:

Ty — 2094+ x3+3r4 =1 Ty —x9+x3+24=0
2],‘1—3?3:0 2$1—.T2—333:0
201 — dxo + 225 + 624 =3 1 —A4zo + 223+ 324 =0

T+ T2 + 3+ 4 = 318 T1+x9—23+24=0

16. Dato il sistema lineare

kr4+y+z+w=1
r+ky+z4+w=1
r4+y+kz+w=1
r+y+z+kw=1

nelle quattro incognite x,y, z, w e dipendente dal parametro k:

Vedremo in seguito che & questo 'unico caso dove & interessante calcolare il rango. Dimostreremo inoltre
che se il sistema ammette una unica soluzione, allora il suo rango ¢ uguale al numero di incognite.

2Mezzogiorno [nda).
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(1) aggiungere come quinta equazione la somma delle quattro equazioni date;
(2) dire per quali valori di k il sistema possiede una soluzione con x =y = z = w;
(3) dire per quali valori di k il sistema ¢ incompatibile.

17. 11 problema dei polli e conigli nel cortile ¢ tratto da una poesia di Elio Pagliarani,
intitolata “La merce esclusa”. E divertente leggere la soluzione proposta nel medesimo testo
e qui di seguito riportata con alcune (lievi) variazioni rispetto all’originale.

“Si consideri una specie di animale a sei zampe e due teste: il conigliopollo.
Ci sono nel cortile 56 zampe diviso 6 zampe = 9 coniglipolli, nove conigli-
polli che necessitano di 9 x 2 = 18 teste. Restano dunque 18 — 18 = 0 teste
nel cortile. Ma questi animali hanno 9 x 6 = 54 zampe allora 56 — 54 = 2.
Restano due zampe nel cortile. Si consideri quindi un’altra specie di ani-
male, che potrebbe essere il coniglio spollato, che ha 1 testa —1 testa =0
teste, 4 zampe —2 zampe = 2 zampe: le due zampe che stanno nel cortile.
C’¢ dunque nel cortile 9 coniglipolli + 1 coniglio spollato. Detto in altri
termini 9 conigli +9 polli +1 coniglio —1 pollo. Ed ora @ conigli coi conigli
e @ polli coi polli, si avra 9+ 1 = 10 conigli, 9 — 1 = 8 polli.”

Provate a riscrivere la stessa soluzione in linguaggio un po’ piu algebrico? Cosa intende dire

I’autore con i conigli coi conigli e i polli coi polli?

18 (V). Vedremo ben presto che lalgebra lineare sviluppa tutta la sua potenza quando
gli & consentito, tra le altre cose, di fare combinazioni lineari di oggetti non necessariamen-
te omogenei, come ad esempio polli e conigli. E talvolta utile rappresentare ogni possibile
combinazione lineare

a Coniglio + b Pollo
con il punto nel piano cartesiano di coordinate (a,b); abbiamo quindi che (1,0) ¢ il coniglio,
(0,1) il pollo, (1, 1) il conigliopollo, (1, —1) il coniglio spollato e cosi via. Sapreste dare un nome
ai fantasiosi animali corrispondenti ai punti (—1,1),(—1,0), (0,2), (1,-2),(3,0), (5,—6)7

1.3. 1l linguaggio degli insiemi

Nelle precedenti sezioni abbiamo incontrato il termine “insieme” nel senso usualmente in-
teso in matematica, ossia con il significato di collezione, aggregato, cumulo, famiglia, raccolta,
conglomerato, classe, coacervo, accozzaglia ecc..

Il concetto di insieme, che rappresenta una pluralita di elementi considerati come un
tutt’uno, sta alla base della matematica ed & talmente intuitivo che non richiede (per il mo-
mento) ulteriori spiegazioni; ogni insieme & caratterizzato dagli elementi appartenenti ad esso.
Ad esempio I'insieme dei numeri pari coincide con I'insieme dei numeri non dispari: pur avendo
diverso nome i due insiemi possiedono gli stessi elementi.

Talvolta, se possibile, indicheremo un insieme elencandone gli elementi racchiusi tra pa-
rentesi graffe, per cui {1,2,6} rappresenta l'insieme i cui elementi sono i numeri 1,2 e 6.
Quando gli elementi dell’insieme sono troppi per poter essere elencati tutti, ma sono tuttavia
determinati da alcuni di essi in maniera induttiva e non ambigua, si puo utilizzare la nota-
zione dei puntini di sospensione: ad esempio, I'insieme dei numeri interi compresi tra 1 e 100
puo essere efficacemente indicato {1,2,...,100}, mentre la tabellina del 7 puo essere indicata
{7,14,21,...,70}.

Un insieme si dice finito se possiede un numero finito (limitato) di elementi; un insieme si
dice infinito se non ¢ finito, ossia se che contiene un numero infinito (illimitato) di elementi.
Il mondo che ci circonda offre moltissimi esempi di insiemi finiti. I concetto di insieme infinito
¢ decisamente piu astratto e concettuale, e tuttavia comprensibile, almeno a livello intuitivo,
a tutte le persone funzionalmente alfabetizzate.

La formula a € A sta ad indicare che a € un elemento dell’insieme A. La stessa formula
si legge anche a appartiene ad A, od anche A contiene a. Scriveremo invece a € A se
I’elemento a non appartiene all’insieme A. Ad esempio:

2€{1,2,6}, 3¢{1,2,6}, 6¢€{1,2,6}, 5¢{1,2,6},

mamma dei bischeri € {donne perennemente in stato interessante}.



8 1. I SISTEMI LINEARI

Quando tutti gli elementi di un insieme A sono anche elementi dell'insieme B scriveremo
A C B e diremo che A ¢ un sottoinsieme di B (espressioni equivalenti: A ¢ incluso in B, A
¢ contenuto in B, A ¢ parte di B ecc.): ad esempio

{1,2} € {1,2,3} C {1,2,3}, {uomini} C {mammiferi} C {animali}.

Due insiemi sono uguali se hanno gli stessi elementi: dati due insiemi A, B, si ha A = B
se e solo se valgono contemporaneamente entrambe le inclusioni A C B e B C A. Scriveremo
A ¢ B per indicare che A non & un sottoinsieme di B, ossia che esiste almeno un elemento
a € A che non appartiene a B. Scriveremo A # B per indicare che gli insiemi A, B non sono
uguali.

Un sottoinsieme A C B si dice proprio se A # B, ossia se esiste almeno un elemento
b € B che non appartiene ad A; scriveremo A C B per indicare che A ¢ un sottoinsieme
proprio di B. L’esistenza del numero 3, del gatto Silvestro e del canarino Titti folnisce una
plova convincente che si hanno le inclusioni proprie

{1,2} ¢ {1,2,3}, {uomini} C {mammiferi} C {animali}.
Se A e B sono due insiemi indichiamo con AN B la loro intersezione. Per definizione,
Iintersezione A N B ¢ l'insieme formato dagli elementi che appartengono sia ad A che a B:
{2,3} N {3,4} = {3}, {numeri pari} N {numeri compresi tra 1 e 5} = {2,4}.
E chiaro per definizione che A N B & sottoinsieme sia di A che di B:

ANB={z e Ataliche z € B} = {z € B tali che x € A}.

L’operazione di intersezione ¢ commutativa ed associativa, dove con cio intendiamo che valgono
le uguaglianze
ANB=BNA, An(BNC)=(ANB)NC,

per ogni terna di insiemi A, B, C'. 1 significato delle parentesi & quello abituale: quando scri-
viamo AN(BNC) si intende che si effettua prima l'intersezione tra B e C' e l'insieme risultante
BN C viene successivamente intersecato con A.

Se A e B sono due insiemi indichiamo con AU B la loro unione. Per definizione, I'unione
AU B ¢ 'insieme formato dagli elementi che appartengono ad A oppure a B, intendendo con
questo che possono appartenere ad entrambi: ad esempio

{0,1} U {3,4} ={0,1, 3,4}, {1,2,3} U {3,4} = {1,2,3,4}.
Pure I'operazione di unione ¢ commutativa ed associativa, intendendo con questo che per ogni
terna di insiemi A, B, C si ha
AUB=BUA, AU(BUC)=(AUB)UC.
E inoltre del tutto evidente che per ogni insieme A vale AUA=ANA= A.

Se A e B non hanno elementi in comune, la loro intersezione ¢ I'insieme vuoto, indicato
con il simbolo ). Possiamo quindi scrivere

{1,2}n{3,4} =0, {numeri pari} N {numeri dispari} = .

OSSERVAZIONE 1.3.1. Per ogni insieme B vale ) C B. Infatti, la condizione da soddisfare
affinché A C B ¢ che ogni elemento di A appartenga a B. Se A non ha elementi, allora non
ci sono condizioni da verificare e quindi ) C B & sempre vera. Viceversa, la relazione B C ) &
vera se e solo se B ¢ l'insieme vuoto.

Basta un po’ di buonsenso e di logica comune per convincersi della validita dei seguenti
quattro sillogismi, in ciascuno dei quali le tre lettere S, M, P denotano altrettanti insiemi:

(1) se M CPeSCM,allora S C P;

(2) se MNP=0eSCM,allora SN P = {;
(3) se M CPeSNM=#0, allora SN P #
(4) se MNP=0eSNM#(, allora S Z P.

OSSERVAZIONE 1.3.2. Nella trattazione medievale della logica Aristotelica, i quattro tipi
di relazioni tra insiemi che compaiono nei suddetti punti venivano indicati con le 4 vocali
a,e,i,o, secondo la seguente tabella:
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FI1GURA 1.1. Visualizzazione grafica di AN (BUC)=(ANB)U(ANCOC).

AaB| ACDB |ogniAeé B (universale affermativa)

AeB | ANB =10 | ogni A non ¢ B (universale negativa)
AiB | AN B # () | qualche A & B (particolare affermativa)

AoB| AZ B | qualche A non & B (particolare negativa)

Sono detti sillogismi della prima figura quelli del tipo

“seMoPeStM, allora SxP 7,
dove i tre simboli ¢, T,* assumono valori nelle quattro vocali a,e,i,o. Tenendo presente che
il concetto del vuoto come insieme & una conquista recente dell’intelletto, tra le 43 = 64
combinazioni possibili, solo le 6 elencate nella seguente proposizione risultavano corrette dal
punto di vista logico e le vocali del corrispondente nome latino rappresentano la successione
<>, T? *'

PROPOSIZIONE 1.3.3 (Prima figura dei sillogismi). Siano S, M, P insiemi non vuoti:

(Barbara) se M C P e S C M, allora S C P;
(Barbari) se M C P e S C M, allora SN P # (;
(Celarent) se MNP =0 eSC M, allora SNP =0;
(Celaront) se MNP =0 eS C M, allora S € P;
(Darii) se M C P eSNM #0, allora SN P # (;
(Ferio) se MNP =0eSNM#0, allora S L P.

In totale si hanno quattro figure e le rimanenti tre si ottengono dalla prima scambiando
nelle premesse la posizione di M rispetto a S e P.

Se A & un insieme e B C A & un sottoinsieme, il complementare di B in A ¢ definito
come il sottoinsieme degli elementi di A che non appartengono a B e si indica A — B, e cioe:

A — B ={a € A tali che a ¢ B}.
Equivalentemente, A — B ¢ 'unico sottoinsieme di A tale che
BU(A-B) =4, BN(A-B)=0.
Dati comunque tre insiemi A, B, C, sono verificate le uguaglianze

(1.1) AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC),

(1.2) AU(BNC)=(AUB)N(AUC).
Dimostrare la (1.1) equivale a dimostrare entrambe le inclusioni
AN(BUC)C(ANB)U(ANC), AN(BUC)D(ANB)U(ANC).

Dire che z € AN (B U C) significa dire che z € A e z € B U C; equivalentemente, dire che
x € AN (BUQCQC) significa dire che x € A e x € B oppure che z € A e € C. Nel primo
caso © € AN B, mentre nel secondo z € AN C ed in entrambi i casi z € (AN B)U (ANC).
Abbiamo quindi dimostrato AN(BUC) C (ANB)U(ANC). Lasciamo per esercizio al lettore
la dimostrazione di AN (BUC) 2 (ANB)U(ANC) edi (1.2).

EseMPIO 1.3.4. L’insieme {1,2} contiene esattamente quattro sottoinsiemi: , {1}, {2} e
{1,2}. L’insieme {1, 2,3} contiene esattamente otto sottoinsiemi, e cio¢ i quattro precedenti

pin {3}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}.



10 1. I SISTEMI LINEARI

Dato un qualunque insieme X, indichiamo con P(X) quello che viene chiamato 1’insieme
delle parti di X. Per definizione gli elementi di P(X) sono tutti e soli i sottoinsiemi di X.

Ad esempio
P({a}) ={0.{a}},  P{a,b}) ={0,{a}, {0} {a,b}}.

Si noti il curioso fatto che I'insieme P()) = {@} non & vuoto in quanto contiene, come unico
elemento, il sottoinsieme vuoto; talvolta I'insieme P()) viene indicato con un asterisco * e
chiamato singoletto o singoletta. In alcuni contesti, gli insiemi () e P(f)) vengono chiamati
rispettivamente insieme iniziale ed insieme finale.

Le nozioni di unione ed intersezione si estendono nel modo piu ovvio possibile a terne,
quadruple e, piu in generale a successioni finite di insiemi Ay, ..., A,: si pone infatti

A;N---N A, = insieme degli elementi che appartengono a tutti gli A;,

Ay U---UA, = insieme degli elementi che appartengono ad almeno un A;.
Si ha quindi, a titolo di esempio,
{1,2,3} n{1,3,4} n{3,4} = {3}, {1,2}u{1,3}U{3,4} ={1,2,3,4}.
In maniera ancora piu generale, per ogni insieme X ed ogni sottoinsieme I' C P(X) ha

senso considerare

ﬂ A = insieme degli elementi che appartengono a tutti gli A € T,
Ael

U A = insieme degli elementi che appartengono ad almeno un A € T.
Ael

Esercizi.
19. Descrivere tutti i sottoinsiemi di {a, b, ¢, d} formati da un numero dispari di elementi.

20. Convincetevi che per ogni coppia di insiemi A, B:
(1) valgono le inclusioni ANBC Ae AC AU B;
(2) valgono le uguaglianze AU (ANB)=Ae AN(AUB) = A;
(3) vale AC Bseesolose ANB = A;
(4) vale AC Bseesolose AUB = B.

21. Quanti sono i sottoinsiemi di {1,2,3,4,5} che contengono esattamente due numeri
dispari?

22 (Q, Vero o Falso?). Se qualche criminale & milionario e tutti i magnati sono milionari,
allora alcuni magnati sono criminali. Usare il linguaggio degli insiemi, magari accompagnato
con un disegnino, per spiegare se la conclusione e vera o falsa.

23 (V). Per ogni insieme finito X, indichiamo con |X| il numero di elementi di X. Ad
esempio, |0] = 0, {0} = 1, {0,{0}}| = 2, |[{a,b,c}| = 3, |P({a,b})] = 4 eccetera. Nelle
seguenti espressioni mettere il giusto segno (+ oppure —) al posto di + in modo che le
uguaglianze siano verificate per ogni terna di insiemi finiti A, B, C"

|[ANB| = Al +|A - B,
|[AUB|=|A|+£|B|£|ANB],
[AUBUC|=|Al£|B|£|C|£|ANB|£|ANC|£|BNC|£]|ANnBNC|.

1.4. Brevi cenni sul metodo di Gauss

Non c’¢ bisogno di spiegazioni per dire che se in un sistema lineare scambiamo 1’ordine
delle equazioni, allora le soluzioni non cambiano; la stessa conclusione vale se ad un sistema
togliamo od aggiungiamo una equazione che & combinazione lineare delle altre.

Da cio possiamo ricavare un metodo di soluzione dei sistemi lineari, noto ai matematici
cinesi da oltre 2000 anni con il nome di Fangcheng, riscoperto indipendentemente da Gauss
agli inizi del XIX secolo e basato essenzialmente sul seguente teorema.

TEOREMA 1.4.1. Se un sistema di equazioni lineari viene trasformato in un altro effet-
tuando una delle sequenti operazioni:
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(1) scambiare lordine delle equazioni;
(2) moltiplicare un’equazione per un numero diverso da 0;
(3) aggiungere ad una equazione un multiplo di un’altra equazione del sistema.

Allora i due sistemi hanno le stesse soluzioni.

La validita del precedente teorema & abbastanza intuitiva e non richiede particolari com-
menti, se non osservare che le tre operazioni descritte sono usate comunemente nelle trattazioni
dei sistemi lineari fatte alle scuole superiori.

Al fine di introdurre un tipo di ragionamento utile in matematica, diamo una dimostra-
zione formale del fatto che l'operazione (3) non cambia I'insieme delle soluzioni. Per sempli-
cita espositiva consideriamo il caso dei sistemi a due equazioni e due incognite, ma le stesse
argomentazioni valgono in qualsiasi generalita.

Consideriamo quindi un sistema

ar +by =«
(4) _
cx+dy=0

dove a,b,c,d,a e 8 sono numeri e x,y le incognite. Sia k un altro numero e consideriamo il

sistema
(B) ar +by =«

(c+ka)x + (d+ kb)y =+ ka
ottenuto aggiungendo alla seconda equazione la prima moltiplicata per k. Indichiamo con S4
I'insieme delle soluzioni del sistema A, ossia 'insieme delle coppie di numeri (x,y) tali che
ax+by = a e cx+dy = [. Similmente indichiamo con Sp 'insieme delle soluzioni del sistema
B. Vogliamo dimostrare che S4 = Sp, e per fare cio dimostriamo che valgono entrambe le
relazioni

Sa C Sg, Sp C Sa.

Sia dunque (z,y) una soluzione di A, vogliamo dimostrare che risolve anche (B): basta

chiaramente mostrare che (¢ + ka)x + (d+ kb)y = B + ka; siccome cx +dy = S e ax + by = «
una semplice sostituzione ci da

(c+Eka)xr+ (d+ kb)y = cx + dy + k(ax + by) = B + ka.

Abbiamo quindi dimostrato che S4 C Sp. Per dimostrare che Sg C S4 si procede alla stessa
maniera: se (z,y) ¢ una soluzione di Sg allora ax + by = «, (¢ + ka)x + (d+ kb)y = B+ ka e
quindi
cx+dy = (c+ ka)r + (d+ kb)y — k(ax + by) = B+ ka — ka = 3.
OSSERVAZIONE 1.4.2. E possibile provare che se due sistemi nelle stesse incognite con
lo stesso numero di equazioni sono risolubili e hanno le stesse soluzioni, allora si puo pas-

sare dall’'uno all’altro con una successione finita di operazioni descritte nel Teorema 1.4.1
(Esercizio 401).

Con il termini eliminazione di Gauss e Fangcheng intenderemo 'applicazione di una
successione finita delle operazioni descritte nel Teorema 1.4.1 per trasformare un sistema
lineare in un altro, che ha le stesse soluzioni, ma con alcune variabili eliminate da alcune
equazioni: saremo piu precisi e metodici in proposito nel Capitolo 7. In altre parole, si usa il
metodo di Gauss per far comparire quanti piu zeri possibile tra i coefficienti delle variabili del
sistema.

EseEmpio 1.4.3. Utilizziamo ’eliminazione di Gauss per risolvere il sistema
r+y+z=3
r+2y+32=6
r+4y+92z =14

Vogliamo eliminare la variabile z dalle equazioni successive alla prima: per annullare il coef-
ficiente di x dalla terza equazione possiamo sottrarre la seconda equazione alla terza:

rT+y+z2=3
T+2y+32=6
2y+62=28



12 1. I SISTEMI LINEARI

Adesso annulliamo il coefficiente di x dalla seconda equazione sottraendo la prima:
rH+y+z=3
y+22=3
2y+4+ 62 =38

Adesso dobbiamo eliminare la y dalle equazioni successive alla seconda: a tal fine annul-
liamo il coefficiente di y dalla terza equazione sottraendo 2 volte la seconda:

r+y+z=3
y+2z2=3
22 =2

Adesso il sistema si & di molto semplificato e si pud proseguire con il metodo di sostituzione:

r+y+z=3 T+y=2 z=1
y+22=3 ) y=1 ; y=1

OSSERVAZIONE 1.4.4. E molto intuitivo, e non difficile da dimostrare, che se applicando
I’eliminazione di Gauss troviamo ’equazione 0 = 0 allora il sistema ¢ ridondante, mentre
se troviamo l’equazione 0 = «, con a un qualsiasi numero diverso da 0, allora il sistema e
inconsistente, ossia non ha soluzioni. Rimandiamo la dimostrazione rigorosa di questo fatto
al Capitolo 7, quando la teoria ci permettera di farlo in maniera elegante e indolore.

OSSERVAZIONE 1.4.5. Un risultato importante nella teoria dei sistemi lineari & il teorema
di Rouché—Capelli®, secondo il quale un sistema lineare

011%1 + G12%2 + - - + A1 Ty = by

Ap1T1 + Ap2®2 + -+ GumTm = bn

possiede soluzioni se e soltanto se il suo rango € uguale al rango del sistema ottenuto ponendo
i “termini noti” by, ..., b, tutti uguali a 0. Dimostreremo il teorema di Rouché-Capelli in piu
modi nei prossimi capitoli.

Esercizi.

24. Utilizzando 'eliminazione di Gauss, risolvere i seguenti sistemi lineari

r+y+z=1 r+y+2z=4

r+y—2z=3
r—y+2z=1 TH+2y+42="7

r+2y+22=6
r+y+4z=1 r+4y+ 10z =15

25. Usare il metodo di Gauss e I’Osservazione 1.4.4 per stabilire quali tra i seguenti sistemi
sono ridondanti e quali sono inconsistenti:

r+y+z=1 r+y+z=1 rz+2y+22=0
r—y+2z=1 r—y+2z=1 r+3y+42=0
3r+y+42=3 3r+y+4z=1 z+5y+ 102 =0

26 (9). Risolvere il sistema lineare

r+2y+3z+4w=11
20 +y+2z2+3w=9
20 +2y+2+2w =6
2+ 2y +2z24+w="7
27. Nella tradizione occidentale, uno dei primi sistemi lineari di cui si ha notizia storica

e 'epantema di Timarida, oggi piu simile ad un gioco enigmistico che ad un problema mate-
matico: Paperino, Qui, Quo e Qua pesano assieme 150 kg. Paperino e Qui pesano assieme

3Leggasi ruscé—capelli.
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91 kg, Paperino e Quo pesano assieme 90 kg, Paperino e Qua pesano assieme 89 kg. Quanto
pesa ciascun papero?
In linguaggio algebrico, il problema si riconduce ad un sistema lineare del tipo
x4+, =95
r+x1 =a1

, n>1
T+ T, =an
che ha come soluzione (provate a spiegare perché?)
(a1 4+ +an) —S
T = , XT1=a1—X, -+, Tn,=a—I.

n—1

1.5. Alcune cose che si trovano nei libri di matematica

Per motivi di natura storica noti a tutti, la Grecia antica ha avuto un ruolo fondamentale
nella storia della matematica. Come conseguenza di questo fatto molti termini matematici
hanno una chiara origine greca, come ad esempio ipotesi (premessa) e tesi (conclusione).
Come se non bastasse, le formule matematiche sono piene zeppe di lettere dell’alfabeto greco:

a (alpha) B (beta) ~v (gamma) 0 (delta)
€,¢ (epsilon) ¢, (phi) n (eta) 0,9 (theta)
¢ (zeta) p (mu) v (nu) A (lambda)
¢ (xi) p,o (rho) 7w (pi) 0,5 (sigma)
7 (tau) x (chi) v (psi) w (omega)
¢t (iota) k (kappa)

Inoltre, sono di uso frequente in matematica:

e le lettere greche maiuscole I' (Gamma), A (Delta), © (Theta), A (Lambda), ¥
(Sigma), II (Pi), ® (Phi), ¥ (Psi), = (Xi), 2 (Omega).

e i simboli +, x,V, &, ®,®, B,X derivati dagli alfabeti delle lingue arcaiche del Me-
diterraneo (Fenicio, Euboico, Etrusco ecc.): con il passare dei secoli tali simboli si
sono evoluti nelle usuali lettere greche e latine (+ diventa 7, @ diventa © ecc.) ed
hanno perso il loro valore fonetico.

e isimboli V (nabla) e IT che sono Delta e Pi rovesciati, 9 (de) derivato dall’alfabeto
Cirillico, X (aleph) dell’alfabeto ebraico, co (infinito)*, & (debar), & (accatagliato),
A (wedge), € (appartiene), V (per ogni), 3 (esiste) e <= (se e solo se).

Ogni scritto matematico, come il presente, richiede qualcosa in piu della semplice pun-
teggiatura per essere comprensibile a chi legge. In particolare ¢ necessario dichiarare il senso
e la funzione di alcune parti, usando i nomi di enunciato, definizione, teorema, lemma, corol-
lario, proposizione, congettura, speculazione, dimostrazione, confutazione, notazione, osserva-
zione, esempio, esercizio eccetera. Per ragioni puramente linguistiche, accade che nella lingua
italiana, i vocaboli enunciato, teorema, lemma e corollario sono di genere maschile, mentre
definizione, proposizione, congettura, speculazione, dimostrazione, notazione ed osservazione
sono di genere femminile.

Senza alcuna pretesa di completezza e rigore, diamo una breve spiegazione, grossolana
ed informale, del significato di alcuni dei suddetti termini. Per enunciato, o affermazione, o
asserzione, o proposizione (logica), si intende un insieme di frasi che esprimono un messaggio
di senso compiuto, che ¢ o vero o falso, ma non vero e falso contemporaneamente: ciascuna
frase dell’enunciato e formata da parole e simboli matematici, & organizzata intorno ad un
verbo ed ¢ delimitata da segni di punteggiatura.®

411 simbolo oo deriva da DD, o per meglio dire dal doppio antenato della lettera D, e si usava in alcune
versioni primitive della numerazione romana per indicare il numero 1000 = 500 4 500; pure gli Etruschi
utilizzavano il doppio antenato della D per indicare 1000, usando pero l’allineamento verticale ed ottenendo
quello che oggi ci appare come un 8.

511 gruppo verbale di una frase puo essere benissimo rappresentato da simboli matematici: ad esempio,
nella formula x = 1 il gruppo verbale & il simbolo =.
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La dimostrazione € la prova che un certo enunciato € vero, mentre la confutazione & la
prova che un certo enunciato ¢ falso.

Dato un enunciato A, il suo opposto & un enunciato che & vero se e soltanto se A ¢ falso.
Ad esempio l'opposto di 1 +1 =2 ¢ 1+ 1 # 2, mentre I'opposto di ogni womo é mortale &
rappresentato da esiste un uomo immortale.

I termini teorema, lemma, corollario e proposizione (asserita) hanno tutti il significato di
enunciato dimostrato (e quindi vero). La scelta di quale vocabolo usare tra i quattro precedenti
€ materia alquanto opinabile e dipende in larga misura dal gusto di chi scrive. In linea di
massima per teorema si intende un enunciato di primaria importanza, per proposizione un
enunciato di secondaria importanza, mentre per corollario si intende una conseguenza, pilt o
meno ovvia, di un precedente teorema.

Il lemma ¢ un risultato che serve alla dimostrazione di un teorema o una proposizione;
c¢’¢ da dire che 'importanza di un enunciato dimostrato puo cambiare nel tempo e che la
matematica ¢ piena di lemmi che hanno assunto successivamente un’importanza maggiore
dei teoremi per i quali erano inizialmente usati nella dimostrazione. I termini congettura,
speculazione e problema aperto indicano un enunciato non dimostrato né confutato: mentre
una congettura € un enunciato che si ritiene vero e sul quale si hanno evidenze piu o meno
forti a supporto, il termine speculazione viene usato per portare all’attenzione un fatto sul
quale si hanno evidenze molto deboli sulla sua possibile validita.

La definizione & il nome che viene dato ad un insieme di cose collegate tra loro da de-
terminate relazioni. La definizione di un ente non implica l’esistenza dell’ente medesimo: ad
esempio ciascun matematico ¢ libero di definire un numero sarcastico come un numero inte-
ro che ¢ contemporaneamente pari e dispari, sebbene tali numeri non esistono. Similmente
ogni teologo ¢ libero di definire 'inferno, ogni filosofo il mondo perfetto, ogni uomo/donna il
partner ideale eccetera.

Nei testi matematici non ¢ difficile trovare tracce di latino, come ad esempio nelle abbrevia-
zioni i.e. (id est), e.g. (exempli gratia), N.B. (nota bene), Q.E.D. (quod erat demonstrandum),
viz. (videlicet), et al. (et alia), cf. (confer) e nelle locuzioni mutatis mutandis (cambiando quel-
lo che bisogna cambiare), cum grano salis (da interpretare con discernimento), a fortiori (a
maggior ragione), ergo (di conseguenza). I termini i.e. e viz. sono entrambi sinonimi dei vo-
caboli ossia e cioé; la sottile differenza consiste nel fatto che mentre i.e. indica una semplice
riscrittura di un concetto con altre parole, il termine viz. implica un maggior contenuto espli-
cativo. Il termine e.g. introduce una lista di esempi, mentre Q.E.D. indica la conclusione di
una dimostrazione. Per evitare un errore comune ribadiamo che cf. ha il significato di “con-
fronta (quello che abbiamo appena scritto) con” e non ¢ sinonimo di “vedi”. Tali termini sono
usati anche nei testi di lingua inglese; da notare il curioso fatto che nell’American English i
termini i.e. ed e.g. sono sempre seguiti dalla virgola, a differenza del British English dove la
virgola non ¢ richiesta. Mentre viz. e Q.E.D. sono considerati un po’ obsoleti e stanno len-
tamente scomparendo, sostituiti rispettivamente da i.e. e dal quadratino [J, i termini i.e. ed
e.g. risultano tuttora ampiamente usati. Va detto che, nella maggioranza dei casi, i termini
latini non sono apposti per esibire cialtronescamente la cultura classica dell’autore, ma per
rendere meno legnosa la scrittura in un ambito, quello della matematica, dove per forza di
cose determinati termini si ripetono in continuazione.

A proposito di latino, un principio fondamentale della matematica® & il “Tertium non
datur”, secondo il quale ogni affermazione matematica o & vera oppure ¢ falsa (ma non vera e
falsa contemporaneamente). Questo implica che ogni enunciato matematico richiede una dose
di chiarezza molto superiore a quella usata nelle discussioni politiche. Ad esempio una frase
del tipo “i marziani rubano” contiene un livello di ambiguita tale da poter essere smentita ed
interpretata in una miriade di modi: in un ipotetico paese dove ogni discussione & valutata
alla luce del pensiero logico e del ragionamento, tale frase andrebbe sostituita con una priva
di ambiguita, del tipo “tutti i marziani rubano” oppure “esistono dei marziani che rubano”
oppure “in ogni regione esiste almeno un marziano che ruba” eccetera.

Per aiutare la comprensione, non € raro accompagnare le risposte ad un quesito matema-
tico con alcune sfumature lessicali: ad esempio un’affermazione falsa riguardante una molte-
plicita di situazioni puod essere completamente falsa oppure generalmente falsa. Ad esempio

6 Almeno della sua corrente stradominante basata sulla logica binaria: il suo dominio non & ideologico ma
¢ dovuto al fatto che riesce a descrivere il mondo in cui viviamo con un’efficacia incredibile.
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dire che tutti gli uomini viventi sono alti piu di 7 metri € completamente falso, mentre dire che
tutti gli uomini viventi sono alti pitt di 2 metri ¢ generalmente falso (esistono alcuni uomini
pitt alti di 2 metri). Notare che per essere falsa un’affermazione ¢ sufficiente che sia falsa in
un singolo caso: siccome un mio rivale & alto un metro ed un tappo, anche I’affermazione che
tutti gli uomini sono piu alti di un metro e due tappi & generalmente falsa, sebbene sia vera
per il 99,9% del genere umano.

Esercizi.

28. Prendere carta e penna e allenarsi a scrivere le lettere minuscole dell’alfabeto greco,
con particolare cura alle lettere £, ¢ e 6 (notoriamente le pilt ostiche).

29. Per ciascuna delle seguenti affermazioni, dire se sono vere, generalmente false o
completamente false:

(1) ogni uomo & mortale;
(2) ogni studente che si iscrive all’'universita riesce a laurearsi;
(3) ogni tortellino ripieno possiede una coscienza.

30 (©). II comune canovaccio di molte barzellette matematiche ¢ la commistione di ar-
gomenti tipicamente matematici con altri relativi alla vita comune. Un esempio ¢ dato dal
seguente arcinoto problema: tra madre e figlio ci sono 21 anni di differenza, tra 6 anni la
madre avra 5 volte 'eta del figlio. Dove si trova il padre?

31 (©). Sul tavolo sono disposte quattro carte come in Figura 1.2; ciascuna carta ha
disegnato un numero su di una faccia e una lettera sulla faccia opposta.

Quali sono le due carte da rivoltare se vogliamo dimostrare o confutare ’affermazione che
se su di una faccia c’¢ la lettera A, allora sulla faccia opposta c¢’¢ il numero 27

Ficura 1.2. Il test delle quattro carte

32. Durante il suo spettacolo teatrale, il mago Flip estrae dalla tasca il portafoglio e,
rivolgendosi ad uno spettatore dice: “sento con i miei poteri che in questo portafoglio c’e
lo stesso numero di banconote che nel tuo, anzi mi correggo, qui ce ne sono 3 di piu. No,
fermi! Il mio spirito guida dice che qui ci sono le stesse che nel tuo, piu altre 3, piu quelle che
mancano alle tue per arrivare a 20 banconote”. Dopo aver verificato che lo spirito guida del
mago aveva ragione, dal teatro parte una standing ovation. Quante banconote aveva il mago
nel portafoglio?

1.6. Prima esercitazione

Una delle caratteristiche che deve avere ogni laureato in matematica rispettabile € quella di
saper produrre dimostrazioni rigorose di risultati matematici non identici a quelli gia conosciuti
e di difficolta non eccessiva.

Nelle precedenti sezioni sono stati proposti degli esercizi di calcolo e risoluzione di equazio-
ni. Da adesso in poi saranno proposti pure esercizi in cui si chiede di produrre dimostrazioni;
per facilitare il lettore in questo (inizialmente arduo) compito, in questa sezione saranno illu-
strati, ed in parte svolti, alcuni esercizi dimostrativi, corredati da commenti informali sul tipo
di procedura adottata.
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A. Una dimostrazione non e altro che un’argomentazione in grado di convincere un
lettore intelligente e sufficientemente informato della veridicita di una asserzione. Ogni teorema
matematico richiede almeno una dimostrazione, che deve essere chiara e convincente.

ESERCIZIO 1.6.1. Dimostrare che per ogni intero dispari n, il numero n? — 1 & divisibile
per 8.

Soluzione. Dalla ben nota formula di scomposizione della differenza di due quadrati si ottiene
n? —1 = (n+1)(n — 1). Per ipotesi n & dispari, quindi sia n + 1 che n — 1 sono pari, ossia
esistono due numeri interi a, b tali che n + 1 = 2a, n — 1 = 2b. Inoltre
n+l n—-1 n+l—-n+1 1

2 2 2 o
a,b sono due interi consecutivi e quindi esattamente uno dei due & pari. Se a € pari si ha
a = 2c e quindi n? — 1 = (2a)(2b) = 4ab = 8cb risulta divisibile per 8. Se invece b ¢ pari si ha
b= 2d e quindi n? — 1 = (2a)(2b) = 4ab = 8ad risulta ugualmente divisibile per 8.

a—b=

ESERCIZIO 1.6.2. Dimostrare che per ogni terna di insiemi A, B, C' si ha:
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).

Soluzione. Sia x € AN (BUC) un qualsiasi elemento, allora in particolare x € BUC' e quindi
z € B oppure x € C. Nel primo caso x € A, x € B e quindi x € AN B; nel secondo caso
x €A xeCequindi z € ANC; in entrambi i casi si ha dunque z € (AN B)U (AN C).
Abbiamo quindi dimostrato che se x € AN (BUC), allora € (AN B)U (AN C), ossia che
AN(BUC)C (ANB)U(ANCQC).

Supponiamo viceversa che y € (AN B)U(ANC), allora x € AN B oppure x € ANC. Nel
primo caso x € A, x € B ed a maggior ragione x € B U C; nel secondo caso z € A, x € C ed
a maggior ragione x € BUC. In entrambiicasiz € A,z € BUC e quindi x € AN (BUC).
Abbiamo quindi dimostrato che se x € (AN B)U (ANC), allora x € AN (BUC), ossia che
(ANB)U(ANC)CAN(BUCQC).

Mettendo assieme le due parti della precedente argomentazione abbiamo dimostrato che
x € AN(BUC) se e solamente se z € (ANB)U(ANC), ossia che AN(BUC) = (ANB)U(ANC).

EsErcizio 1.6.3. Siano A, B,C, D sottoinsiemi di un insieme X tali che X = AU B =
C' U D. Dimostrare che X = (ANC)U(BUD).

Soluzione. Bisogna dimostrare che per un qualsiasi elemento x € X si ha x € B U D oppure
x € ANC. Se x non appartiene all’'unione B U D a maggior ragione non appartiene a B e
quindi, siccome AU B = X deve necessariamente essere € A. Similmente x non appartiene
a D e quindi z € C. In conclusione abbiamo provato che se x ¢ BU D allora x € ANC.

B. A volte ¢ utile fare dimostrazioni per assurdo: se si vuole dimostrare che da un’ipotesi
segue una determinata tesi, si suppone che l'ipotesi sia vera, che la tesi sia falsa e da cio si
riesce a dedurre una contraddizione.

EseRciziO 1.6.4. Dimostrare che il sistema lineare
r+y+z=1
(1.3) x—y+2z=1
204+ 3z=1
non possiede soluzioni.

Soluzione. Supponiamo per assurdo che le tre equazioni (1.3) siano vere (ipotesi vera) e che
il sistema possieda soluzioni (tesi falsa). Sia (zg, yo, z0) una di tali soluzioni. Allora si hanno
le uguaglianze zg 4+ yo + z0 = 1, ©o — Yo + 220 = 1 e sommando membro a membro si ottiene
2xg + 329 = 2 in contraddizione con l'uguaglianza 2xy + 3z9 = 1 ottenuta direttamente
dalla terza equazione del sistema. Riassumendo, abbiamo dimostrato che supponendo che il
sistema abbia soluzioni produce una contraddizione, e cio equivale a dire che il sistema non
ha soluzioni.

EsERrciIz10 1.6.5. Ricordiamo che un primo positivo ¢ un numero intero p > 2 che, all’in-
terno dei numeri interi positivi, ¢ divisibile solamente per 1 e per p. Dal fatto che ogni numero
maggiore di 1 & divisibile per almeno un numero primo, dedurre che esistono infiniti numeri
primi positivi.
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Soluzione. Riportiamo la classica dimostrazione di Euclide, probabilmente gia nota a molti
lettori, che a distanza di millenni rimane uno dei migliori modelli di ragionamento matema-
tico. Supponiamo per assurdo che esista solamente un numero finito n di primi positivi, che
indicheremo p1, ..., pn, € consideriamo il numero

q=pi1p2--pn+1,

ossia il prodotto di tutti i numeri primi pit 1. Dato che ¢ > 1 si ha che ¢ & divisibile per almeno
un primo positivo. D’altra parte, il numero ¢ non ¢ divisibile per p; perché la divisione ha
resto 1; per lo stesso motivo il numero ¢ non ¢ divisibile per nessuno dei numeri ps, ..., p,, €
questo rappresenta una contraddizione.

C. Una confutazione, o refutazione, ¢ un’argomentazione in grado di convincere un
lettore intelligente della falsita di una asserzione. Talvolta per dimostrare la verita di un’as-
serzione si confuta 1’asserzione opposta.

ESERCIZIO 1.6.6. Scrivere gli opposti dei seguenti enunciati:
1) il numero 2'7 — 1 & primo;
) I'equazione di secondo grado 22 + z + 1 possiede soluzioni intere;
) per ogni numero k ’equazione = + k = 0 possiede soluzioni;
4) esiste un numero intero positivo n che non divide 2™ — 2;
) per ogni insieme A esiste un sottoinsieme B C A tale che A — B & un insieme finito
e non vuoto;
(6) il caffe della Peppina & corretto e zuccherato;
(7) se mio nonno aveva le ruote, allora era un carretto.”

Soluzione. Ricordiamo che se P ¢ un enunciato, che puo essere vero o falso, il suo opposto
e P'enunciato definito dalla proprieta di essere vero se e solo se P & falso. Gli opposti degli
enunciati precedenti sono nell’ordine:

(1) il numero 27 — 1 non & primo;

(2) l'equazione di secondo grado 2% + z + 1 non possiede soluzioni intere;

(3) esiste un numero k tale che I’equazione x + k = 0 non possiede soluzioni;

(4) ogni intero positivo n divide 2" — 2;

(5) esiste un insieme A tale che per ogni suo sottoinsieme B C A la differenza A — B o

¢ vuota oppure infinita;
(6) il caffe della Peppina non & corretto oppure non ¢ zuccherato;
(7) mio nonno aveva le ruote ma non era un carretto.

N

Si noti che ogni enunciato del tipo “se A allora B” & de tutto equivalente a dire che “A & falso
oppure B & vero”: il suo opposto diventa quindi “A ¢ vero e B ¢ falso”.

EsERrcizio 1.6.7. Dire quali dei seguenti enunciati che coinvolgono il connettivo logico
se ... allora ...” sono veri e quali falsi:

(1) se 3 <5, allora 5 < 3;
(2) se 3 > 5, allora 3 < 5;

[43

Soluzione. 1l primo enunciato e falso, in quanto 3 < 5 & vero, mentre 5 < 3 & falso. Il secondo
enunciato ¢ vero poiché 3 > 5 & falso: per lo stesso motivo, dato un qualunque enunciato P,
I'implicazione “se 3 > 5, allora P” € sempre vera.

D. Per confutare un enunciato che coinvolge una plurarita di casi e sufficiente provare
che ¢ falso in almeno uno di tali casi. Un tale caso viene detto un controesempio, o esempio
in contrario, dell’enunciato.

EsERcIZ10 1.6.8. Dimostrare o confutare che per ogni valore del parametro k il sistema
linaere

3r+ky=0
kx+12y =1

possiede soluzioni.

"Trattasi di detto popolare: non venitemi a dire che ho sbagliato i congiuntivi!.
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Soluzione. L’enunciato riguarda la totalita dei possibili valori di k£ ed e falso in quanto per
k=6 e k= —6 i sistemi corrispondenti

3z 46y =0 3z —6y =0
6+ 12y =1 —6r+12y =1
non possiedono soluzioni, e quindi £ = 6 e kK = —6 sono due possibili controesempi. Il lettore

puo inoltre facilmente verificare che per ogni valore di k£ diverso da +6 il sistema ¢ risolubile.

EsERrcIz10 1.6.9. Dimostrare o confutare che per ogni intero positivo n il numero F;, =
22" 41 & primo.

Soluzione. L’enunciato riguarda la totalita degli interi positivi e la sua ipotetica validita e
suggerita dal fatto che F; = 5, F, = 17, F3 = 257 e F, = 65537 sono numeri primi. Fu
osservato da Eulero nel 1732 che 'enunciato ¢ falso nella sua totalita, e che il numero n = 5
rappresenta un controesempio: infatti si ha

F5 = 2%’ + 1 =4294967297 = 641 - 6700417.
Esercizi.
33. Provare che per ogni successione finita di insiemi Ay, ..., A, si ha:
AN NA,=4N (AN NA,), AU---UA,=A4,U(AU---UA,).
34. Dimostrare I'uguaglianza (1.2).

35. Siano date due successioni finite di sottoinsiemi Ay, ..., A,, Bi,..., By, di un insieme
X tali che X = A; U B; per ogni indice i. Dimostrare che

X=(ANn--NA)U(BLU---UB,).

36. Siano A, B, C insiemi. Mostrare la validita delle seguenti affermazioni:

(1) Se ACCeBCC,allora AUBCC.
(2) SeACBeACC, allora AC BNC.

37. Sia p un numero primo maggiore od uguale a 5. Dimostrare che p? — 1 & divisibile per
24.

38. Siano B, C due sottoinsiemi di A. Provare che valgono le formule
(A-—B)U(A-C)=A—-(Bn(O), (A-—B)N(A-C)=A—-(BUCQO),
ossia che il passaggio al complementare scambia le operazioni di unione ed intersezione.

39 (Contrario e subcontrario). Abbiamo gia incontrato la nozione di enunciati opposti.
Due enunciati si dicono contrari se non possono essere entrambi veri, si dicono subcontrari
se non possono essere entrambi falsi. Ad esempio gli enunciati “Maria ¢ nata a Roma” e
“Maria ¢ nata a Napoli” sono contrari, mentre gli enunciati “Maria ha meno di 30 anni” e
“Maria ha piu di 20 anni” sono subcontrari. Chiaramente due enunciati sono opposti se e solo
se sono al tempo stesso contrari e subcontrari.’

Dati due insiemi non vuoti A, B, dire per ciascuna delle seguenti 4 coppie di enunciati se
sono opposti, contrari o subcontrari:

(1) AnB=0, AC B;
(2) ANB =0, An B # 0;
(3) ACB, AZ B;
(4) ANB#£0, AZ B.

40. Sul tavolo di fronte a voi ci sono tre scatolette di cibo, etichettate A, B e C. All'interno
di ciascuna di esse si trova un diverso tipo di pesce: tonno, sgombro e sardine. Non sapete come
sono distribuiti i cibi nelle scatole e vi viene detto che soltanto una delle seguenti affermazioni
€ vera:
(1) la scatoletta A contiene il tonno;
(2) la scatoletta B non contiene il tonno;

8Mentre 'enunciato opposto € unico, di enunciati contrari ne esistono tantissimi, ragion per cui € buona
regola diffidare da chi cerca il consenso contro qualcuno/qualcosa in maniera generica.
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(3) la scatoletta C non contiene lo sgombro.

Senza sapere quale delle tre affermazioni sia vera, dovete determinare il contenuto di ciascuna
scatoletta.

41. Nel lontano stato del Funtoristan vivono personaggi di due tipi: i funtori semplici, che
dicono sempre la verita, ed i funtori derivati, che mentono sempre:
(1) Al nostro arrivo incontriamo due indigeni, uno dei due dice: “Siamo entrambi deri-
vati.” Che cosa possiamo dedurre sui due funtori?
(2) Poco dopo incontriamo tre funtori, i cui nomi sono Hom, Tor ed Ext. Hom dice: “tra
noi ¢’e¢ almeno un derivato”, Tor dice: “tra noi ¢’e¢ non piu di un derivato”, Ext dice:
“tra noi c’e esattamente un derivato”. Chi di loro & semplice e chi derivato?

1.7. Complementi: tavole della verita e fallacie logiche

Precisiamo subito che il termine verita € qui inteso nel senso della logica binaria, quella
per cui un enunciato ¢ sempre vero o falso ma non vero e falso contemporaneamente.

A partire da alcuni enunciati, ne possiamo costruire altri usando le operazioni logiche che
illustreremo nelle prossime righe: la caratteristica comune di tali operazioni e che la verita o
falsita dell’enunciato costruito dipende in maniera univoca dalla verita o falsita degli enunciati
di partenza.

Negazione. Dato un enunciato P indichiamo con NOT P il suo opposto. Per definizione
di opposto, si ha che NOT P & vero (V) se e solo se P & falso (F). Possiamo rappresentare
questo fatto tramite la seguente tabella:

NOT P
(1.4)

<Y

F
\Y
Congiunzione. la congiunzione di due enunciati P, @ viene indicata con P AND Q); per

definizione P AND @ & vero se e solo se P e () sono entrambi veri, ossia se la sua verita o
falsita e determinata dalla seguente tavola di verita, ossia dalla tabella

P Q|PANDQ

vV Vv Y
(1.5) V F F
F V F
F F F

Nella lingua italiana la congiunzione di due enunciati si esprime mediante la congiunzio-
ne (grammaticale) e. Ad esempio, ’enunciato “il numero 7 & dispari e maggiore di 6” & la
congiunzione dei due enunciati “il numero 7 e dispari” e “il numero 7 ¢ maggiore di 6”.

Bicondizionale. Il bicondizionale “P se e solo se Q”, scritto anche P < @, stabilisce
I’equivalenza logica tra P e @; due enunciati sono logicamente equivalenti se sono entrambi veri
oppure se sono entrambi falsi. Pertanto, se interpretiamo P < () come enunciato composto,
la corrispondente tavola di verita e:

P Q|P&Q
vV Vv A%
(1.6) V F| F
F V F
F F A%

Condizionale. Nelle sezioni precedenti abbiamo gia incontrato il cosiddetto condizio-
nale, ossia una regola del tipo “se P, allora Q”, dove P e @ sono a loro volta enunciati,
chiamati rispettivamente antecedente e conseguente. La regola “se P, allora Q”, che si
puo anche scrivere P = @, ¢ un modo sintetico di dire che se 'antecedente P & vero, allora
anche il conseguente @ € vero, ossia che P implica Q.

I termini condizionale e bicondizionale sono tipici del gergo della logica ed al momento non
hanno ampia diffusione in altri ambiti. Nei testi rivolti ad un pubblico piu vasto si preferisce
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di norma usare il termine implicazione al posto di condizionale e doppia implicazione al
posto di bicondizionale.

Ogni implicazione puo essere vista come un enunciato la cui verita o falsita e descritta
dalla seguente tavola di verita, ossia dalla tabella

P Q|P=Q
vV V A%
(1.7) V F| F
F V A%
F F \%

Come si vede, e come gia discusso nell’Esercizio 1.6.7, una implicazione ¢ falsa se e solo se
I’antecedente ¢ vero ed il conseguente & falso. Come ulteriore motivazione a questo fatto, os-
serviamo che in questo modo P < @ & logicamente equivalente a (P = Q) AND (Q = P),
ma non e logicamente equivalente a P = @; dunque la doppia implicazione ¢ data dalla con-
giunzione di esattamente due implicazioni.

Disgiunzione e disgiunzione esclusiva. Siano P, due enunciati: la disgiunzione
P OR @ & vera se e solo se almeno uno tra P e ) € vero; la disgiunzione esclusiva P XOR @
e vera se e solo se esattamente uno tra P e ) & vero. Si hanno quindi le tavole di verita:

P Q|PORQ P Q|PXORQ
V V] V V Vv F
(1.8) V F A% V F A%
F V| V F V v
F F F F F F

Nei testi matematici in lingua italiana la disgiunzione si esprime mediante le congiunzioni o,
oppure, mentre la disgiunzione esclusiva richiede frasi piu articolate.
Le precedenti operazioni logiche si possono comporre per ottenere operazioni pili com-

plesse. Ad esempio, possiamo esprimere le implicazioni usando solamente le operazioni OR e
NOT:

P = @ ¢ logicamente equivalente a (NOT P) OR Q.

In determinati contesti ¢ utile introdurre le operazioni NAND (composizione di NOT e
AND) e NOR (composizione di NOT e OR); piu precisamente:

P NAND Q =NOT (P AND Q);: P NOR Q = NOT (P OR Q).

Anche le nozioni di enunciati opposti, contrari o subcontrari (Esercizio 39) possono essere
viste come enunciati:

P Q ‘ P, Q) opposti P Q ‘ P, @Q contrari P Q ‘ P, Q) subcontrari
vV Vv F vV V F vV V \Y
(1.9) vV F \Y% vV F \Y vV F \Y
F V \Y% F Vv \Y F Vv \Y
F F F F F \% F F F

Si hanno dunque le equivalenze logiche (22):
e P @ opposti =2 P XOR Q;
e P @ contrari = P NAND @ = NOT(P AND Q);
e P () subcontrari = P OR Q.

In ambito informatico ed elettronico, si preferisce usare le cifre binarie 1 e 0 per indicare
i valori di verita e falsita rispettivamente. In tal caso, ad esempio, le tavole di verita degli
operatori e XOR e AND diventano:

P Q|PXORQ P Q|PANDQ

0 0 0 0 0 0
(1.10) 0 1 1 0 1 0

1 0 1 1 0 0

11 0 11 1
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Le due componenti della implicazione danno i nomi a due celebri fallacie logiche, ossia a
errori di ragionamento.”

L’affermazione del consequente & una fallacia che si sviluppa secondo lo schema: A implica
B, B ¢ vero, quindi A & vero. Ad esempio:

e Premessa: ogni matematico ha studiato algebra lineare;
e Premessa: Ettore ha studiato algebra lineare;
e Conclusione: Ettore & un matematico.

La negazione dell’antecedente ¢ una fallacia che si sviluppa secondo lo schema: A implica
B, A ¢ falso, quindi B & falso. Ad esempio

e Premessa: ogni matematico ha studiato algebra lineare;
e Premessa: Ettore non ¢ un matematico;
e Conclusione: Ettore non ha studiato algebra lineare.

Entrambi gli esempi sopra riportati sono falsi poiché anche i fisici hanno studiato algebra
lineare nel loro corso di studi. Nei ragionamenti errati pitt complessi, dove intervengono an-
che enunciati opposti, risulta a volte difficile distinguere ’affermazione del conseguente dalla
negazione dell’antecedente. Infatti, dal punto di vista della logica, 'implicazione se A é vero,
allora B e vero & del tutto equivalente all’implcazione se B ¢ falso, allora A é falso; quindi
I’affermazione del conseguente nel primo condizionale & del tutto equivalente alla negazione
dell’antecedente sul secondo, e viceversa.

Altre fallacie logiche che spesso compaiono in certe prese di posizione sono l'inversione, il
non sequitur e ’analogia debole (piu tante altre la cui descrizione non rientra tra gli obiettivi
di queste note).

L’ inversione si sviluppa secondo lo schema: A implica B, quindi B implica A. Ad esempio:

e Premessa: Se ho la polmonite allora ho la febbre.
e Conclusione: Se ho la febbre allora ho la polmonite.

Nei casi concreti 'inversione viene presentata in forme piti subdole e meno spudorate,
spesso come modo per trasformare enunciati contrari in subcontrari e viceversa. Infatti, dire
che A e B sono contrari equivale al condizionale se A € vero, allora B e falso, mentre dire che
A e B sono subcontrari equivale al condizionale se B ¢é falso, allora A é vero.

Per non sequitur si intende una argomentazione la cui conclusione deriva da premesse che
non sono affatto collegate ad essa da un punto di vista logico. Ad esempio:

e Premessa: Ogni multiplo di 2 & pari.
e Premessa: 6 € un multiplo di 2.
e Conclusione: La trota € un pesce.

L’esempio precedente ¢ ovviamente surreale; nell’'uso comune il non sequitur si verifica di
solito quando la prova presentata sembra essere collegata alla conclusione in modo logico ma
in realta non lo e.

L’analogia debole si sviluppa secondo lo schema in cui se due oggetti/soggetti hanno in
comune alcune caratteristiche allora devono averne altre in comune. Ad esempio:

e Premessa: i mafiosi votano per il partito X;
e Premessa: Tizio vota X;
e Conclusione: Tizio &€ mafioso.

Pur non avendo valore dimostrativo, a volte le analogie deboli sono utili in matematica per
suggerire congetture e dimostrazioni corrette. In alcuni casi, per facilitare la comprensione di
un determinato argomento vengono presentate, avvisando il lettore, anche false dimostrazioni
basate su analogie.

Esercizi.

42. Scrivere le tavole della verita dei seguenti enunciati composti:
e (POR Q)= (P AND Q);

9Errare humanum est: chiunque pud commettere errori di ragionamento. Tuttavia il mondo reale offre
numerosi esempi di ragionamenti apparentemente logici, ma volutamente e maliziosamente erronei, fatti per
convincere l’interlocutore e condizionarne le scelte: in questi casi alla fallacia logica viene dato il nome di
sofisma.
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e (P= Q) AND (NOT P);
e (P& Q)= Q.

43. In un lontano paese, ogni abitante ha i capelli biondi oppure mori e puo iscriversi
all’Universita soltanto chi ha o il medesimo sesso o il medesimo colore di capelli del sovrano,
ma non entrambe le qualita. Non & noto se il sovrano sia maschio o femmina. Sapendo che un
maschio biondo si puo iscrivere, quale delle seguenti affermazioni e sicuramente vera?

(1) i maschi mori possono iscriversi,

(2) le femmine bionde possono iscriversi,

(3) i maschi mori o le femmine bionde possono iscriversi, ma non entrambi,
(4) le femmine more possono iscriversi.

44. In una classe ci sono 10 tifosi tra Roma e Lazio e sappiamo che esattamente una delle
seguenti frasi ¢ falsa. Dire quale?
(1) ci sono almeno 2 romanisti,
(2) i laziali sono non pitu di 5,
(3) non ¢ vero che sono tutti romanisti,
(4) iromanisti sono almeno quanti i laziali,
(5) ci sono piu di 3 laziali.

45. Spiegate i ragionamenti dei protagonisti del seguente racconto, ambientato in un
lontano paese, molto tempo fa.

La Regina deve scegliere tra tre candidati, Kim, Kom e Kam, a chi affidare il governo del
paese e decide di farlo valutando le loro capacita logiche e deduttive. Indi li convoca, mostra
loro cinque cappelli di identica forma e dimensione, due bianchi e tre neri e dice: adesso sarete
bendati e metterd un cappello in testa a ciascuno di voi in modo tale che, quando vi sara
tolta la benda, ognuno potra vedere i cappelli degli altri due ma non il proprio. Il primo
che mi dice il colore del proprio cappello diventa primo ministro, chi sbaglia sara giustiziato
immediatamente.

Kom vede che Kim ha in testa un cappello nero e Kam ha in testa un cappello bianco; dopo
aver atteso inutilmente la risposta di Kim per un tempo ragionevole, Kom prende coraggio e
afferma di avere un cappello nero.

Subito dopo, pure Kim dice di avere in testa un cappello nero, riceve le congratulazioni
della Regina e va a portare doni e condoglianze alla giovane e bella vedova di Kom.



CAPITOLO 2

Numeri interi e razionali

Dopo aver parlato in maniera semplice e poco rigorosa dei sistemi lineari, prima di af-
frontare nel Capitolo 4 la parte vera e propria di algebra lineare, dedicheremo questo ed il
prossimo capitolo alla cosiddetta ‘Algebretta’, ossia alla trattazione con linguaggio elementare
di certi principi e strutture algebriche fondamentali. Nello specifico studieremo in questo capi-
tolo i numeri interi e razionali, il principio di induzione matematica, I’analisi combinatoria ed
il teorema fondamentale dell’aritmetica, mentre dedicheremo il prossimo capitolo ai numeri
reali e complessi, ai polinomi ed alle funzioni razionali.

2.1. Numeri naturali, interi e razionali

Whenever you are about to utter something astonishingly false, always begin
with, “It is an acknowledged fact” etc. (Quando state per profferire qualche
cosa di straordinariamente falso, cominciate sempre con la frase: “E un fatto
accertato” ecc.)

Edward Bulwer-Lytton, Tomlinsoniana.*

In questo capitolo inizieremo molte frasi con riferimenti a fatti accertati, o espressioni
simili, ed in effetti le affermazioni che seguiranno, se non proprio straordinariamente false,
sono spesso meno ovvie ed acclarate di come il tono perentorio e categorico usato potrebbe far
pensare. Tuttavia, ¢ necessario stabilire un punto di partenza condiviso senza (per il momento)
preoccuparsi se e validato o meno alla luce delle leggi della logica e della correttezza formale.
Per dirla breve, non ci interessa spendere tempo e fatica per dimostrare in maniera rigorosa
che 3+2=2+3, oppure che 7x8=8x7e (4+7)x5=4x%x5+7x5:dicio siamo tutti
convinti, andiamo avanti!

E un fatto accertato che alla base dell’aritmetica e della matematica ci sono i numeri
naturali:
0,1,2,3,4,5,...;
il simbolo usato per indicare I'insieme dei numeri naturali & la enne maiuscola a doppio strato:
N=10,1,2,3,4,5,6,...}.

I numeri naturali possono essere sommati e moltiplicati nel modo che tutti conosciamo, e
questo ci autorizza a dire che N ¢ un insieme numerico.
Un altro insieme numerico che merita attenzione e quello degli interi, indicato con il
simbolo
z=A{..,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,... }.
Non daremo definizioni assiomatiche né degli interi né dei numeri naturali e assumeremo che
il lettore ne conosca le principali proprieta, alcune delle quali saranno tuttavia ridimostrate
in seguito per esigenze di tipo didattico-espositivo.
Siccome nella lingua italiana il termine intero puo assumere svariati significati, per evitare
ambiguita useremo parimenti il termine numeri interi per indicare gli elementi di Z.
11 fatto che
n+0=04+n=n, n-1=1-n=n,
per ogni intero n, si esprime a parole dicendo che 0 & neutro per la somma e 1 & neutro per il
prodotto.

IEdward George Earle Bulwer-Lytton (1803-1873), meglio noto per la citazione “La penna & piu potente
della spada” e per l'incipit “Era una notte buia e tempestosa”.

23
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Come voi probabilmente sapete, dati due numeri interi a,b si pud sempre dire se sono
uguali e, in caso contrario, qual € il minore tra i due: scriveremo a < b se a € minore di b e
a < b se a & minore o uguale a b. A scanso di equivoci diciamo subito che la dicitura a minore
o0 uguale a b significa che a & minore di b oppure che a ¢ uguale a b.2 I numeri positivi positivi
sono quelli strettamente maggiori di 0 e quelli negativi sono quelli strettamente minori di 0.
Abbiamo quindi:
interi positivi = {1,2,3,...};
interi non negativi = {0,1,2,3,...} = N;
interi non positivi = {0,—-1,—-2,-3,...}
interi negativi = {—1,—-2,-3,...}.

)

Mentre sugli interi i matematici sono tutti d’accordo, ci sono diverse opinioni se lo 0
debba essere considerato o meno un numero naturale. Per tale motivo, allo scopo di evitare
ambiguita e malintesi, si preferisce spesso dire e scrivere interi non negativi in luogo di numeri
naturali.

Notiamo che gli elementi dell’insieme N stanno anche nell’insieme Z, e possiamo quindi
scrivere N C Z. Un modo equivalente di esprimere la stessa cosa ¢

neN = neZ,

dove = ¢ il simbolo che denota I’implicazione logica. Se P e Q sono due enunciati, la
formula P = Q (che si legge “P implica Q”) & un modo abbreviato per dire che se P ¢
vero, allora ¢ vero anche Q.% Per esigenze grafiche scriveremo talvolta Q <= P con lo stesso
significato di P = Q. Similmente scriveremo P1, Po = Q per indicare che se gli enunciati
P1 e Ps sono entrambi veri, allora ¢ vero anche Q. Ad esempio si hanno le implicazioni:

a<b= a<b, a<b a#b = a<hb, a=b b=c = a=c,

a=b = a<hb, a<b b<a = a=b, a<b b<c = a<ec

Quando scriviamo P <= @Q intendiamo che valgono entrambe le implicazioni P — Q
e @ = P;in altri termini P <= Q significa che P & vero se e solo se Q ¢ vero. Ad
esempio, se a,b sono numeri interi si ha a <b <= b—a € N.

Se A C Z & un sottoinsieme, diremo che un intero m € Z ¢ il massimo di A, ed in tal caso
si scrive m = max(A) se m € A e se m > a per ogni a € A. Similmente diremo che m € Z &
il minimo di A, ed in tal caso si scrive m = min(A) se m € A e se m < a per ogni a € A. Ad
esempio:

max{—1,3,5,17} = 17, min{-1,3,5,17} = —1.

E del tutto evidente che ogni insieme finito di interi possiede massimo e minimo, mentre
un insieme infinito di interi non ha necessariamente né massimo né minimo. Se invece ci
restringiamo agli interi non negativi si ha il seguente principio:

Principio del minimo intero. Ogni sottoinsieme non vuoto di N possiede un elemento
minimo.

Infatti, se A C N non & vuoto deve contenere un numero n € A; dato che l'intersezione

di A con {0,1,...,n} & un insieme finito, possiamo trovare un elemento m € AN{0,1,...,n}
tale che m < a per ogni a € AN{0,1,...,n}, ed in particolare m < n. Se a & un qualunque
elemento di A che non appartiene a {0,1,...,n} si han < a ed a maggior ragione m < n < a.

Quindi m = min(A).

23u questo punto la lingua inglese & piu precisa: infatti la relazione a < b viene letta a is less than or
equal to b.
31 linguaggio naturale offre vari modi equivalenti per esprimere una implicazione P =—> Q. Tra i piu
comuni abbiamo:
(1) P implica Q,
(2) Q & implicato da P,
(3) se P & vero, allora Q & vero,
(4) Q & vero se P & vero,
(5) P & vero solo se Q & vero,
(6) la verita di Q & condizione necessaria alla verita di P,
(7) la verita di P & condizione sufficiente alla verita di Q.
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Se A e un insieme, quando si vuole indicare il sottoinsieme formato dagli elementi che
godono di una determinata proprieta si usa talvolta la notazione

{a € A| a soddisfa la determinata proprieta}.
Ad esempio, se A, B sono sottoinsiemi di C, si ha:

ANB={zeC|z€Aecxe B},

AUB={z e C |z € Aoppure z € B}.

Si puo scrivere N = {n € Z | n > 0} per affermare che i naturali altro non sono che gli interi
non negativi, e similmente:

N={neZ|n+1>0},
{numeri pari} = {n € Z | n & divisibile per 2},
{quadrati perfetti} = {n € Z | esiste a € Z tale che n = a*},
{numeri sarchiaponici} = {n € Z | esiste un sarchiapone ad n zampe},
N={neZ|ng¢{meZ|m<O0}}
N={ne€Z|n+a®>0 per ogni a € Z}.

Se a,b sono due numeri interi, diremo che a divide b, ed in tal caso scriveremo alb, se
esiste un intero ¢ tale che b = ac; equivalentemente diremo che a & un divisore di b se alb.
Ogni intero non nullo, ossia diverso da 0, possiede un numero finito di divisori: infatti se n > 0
allora ogni suo divisore ¢ compreso tra —n ed n; se n < 0 ogni suo divisore divide pure —n e
viceversa. Diremo che due interi hanno un fattore comune se esiste un intero ¢ > 2 che li
divide entrambi.

La necessita di risolvere equazioni del tipo nx = m con n,m € Z e n # 0 comporta
I'introduzione dell’insieme dei numeri razionali, indicato con il simbolo Q. Tali numeri di solito
vengono rappresentati sotto forma di frazione r = ™ 4i due numeri interi. La rappresentazione

n
come frazione di un numero razionale non & unica. Si noti, ad esempio che le equazioni
2r = ]_, 4do = 2, 100z = 507 —100x = 750’

1 2 50 —50
i f H S 1 1 = - = - = — = —
sono soddisfatte tutte dallo stesso valore di x 5 1 100 —100 terremo presente

. . . a C .
questo fatto dicendo che due frazioni 3 e p rappresentano lo stesso numero razionale se e solo

se ad = bc. Dunque esistono infinite frazioni che rappresentano lo stesso numero razionale,
e perd ne esiste una sola in cui il denominatore ¢ positivo e non ha fattori comuni con il
numeratore: se 7 & un numero razionale, tra tutte le coppie (a,b) di numeri interi tali che
b # 0 e br = a, ve ne sono certamente alcune in cui b > 0 e per il principio del minimo
intero ne esiste una tra queste, chiamiamola (n,m), in cui m assume valore minimo. Se n ed
m hanno un fattore comune, ossia n = pa, m = pb, con p > 1, allorabr =ae 0 < b < m in
contraddizione con la minimalita di m.
I numeri razionali si sommano e si moltiplicano secondo le ben note regole, ad esempio:

1 1 3 1 5 4 20 10

5t6-6 2 2 Tom T
Esercizi.

46. Dimostrare che se quattro numeri interi aq, a9, as,as soddisfano almeno due delle
seguenti quattro condizioni, allora sono tutti uguali tra loro.

(1) a1 < a2 <az < ay,

(2) as < a1 < aq < ag,
(3) a2 < a4 < ay <as,
(4) as <ag <as <a.

47. Si trovino tre interi positivi a, b, ¢ tali che: @ > 2b, bc > 3a ed a non divide né b né c
ma divide il prodotto bc.
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48. Mostrare che:
{ne€eZ|6dividen} ={ne€Z]|2divide n} N {n € Z | 3 divide n},
{n € Z |6 non divide n} = {n € Z | n & dispari} U {n € Z | 3 non divide n}.
49. Determinare le relazione tra un sottoinsieme A C Z ed il sottoinsieme
B={zeZ|z¢g{yecZ|ygA}}

50. Per ogni successione finita (a1, ..., a,) di interi positivi tali che a1 > ag > -+ > ay,
n > 0, definiamo

T(al, .. .,an) = (bl, .. .,bk),
dove k = a1 e per ogni 1 < h <k, si definisce by, uguale al numero di indici j tali che a; > h.
Ad esempio:
T3,2)=(221), T(1,1,1,1)=(4), T@3,3,1)=(3,2,2).

Dimostrare che se T'(ay,...,a,) = (b1,...,by), allora:

(1) b1 =n,

(2) a1+ --+a, =by +---+ by,

(3) T(br,....by) = (ar,...,ay).

51 (9). Siano a, ¢ due numeri razionali tali che a > ¢ > 0. Provare che esiste un numero

razionale b > 0 tale che ¢ < b? < a.

2.2. Applicazioni tra insiemi

DEFINIZIONE 2.2.1. Una applicazione da un insieme A ad un insieme B ¢ una legge, di
qualunque natura, che ad ogni elemento di A associa uno ed un solo elemento di B. Indicheremo
un’applicazione da A in B con il simbolo

f:A— B, a— f(a),
dove, per ogni a € A, l'elemento f(a) € B & quello associato ad a tramite applicazione

medesima.

EsempPio 2.2.2. Ecco alcuni esempi di applicazioni:
(1)
i N=oN n— f(n)=2n
e 'applicazione che ad ogni numero naturale associa il suo doppio.
(2)
77, n f(n) = n?
¢ lapplicazione che ad ogni numero intero associa il suo quadrato.
(3)
f:{Uomini} — {Date} f(z) = data di nascita di z,
& un’applicazione.
EsEMPIO 2.2.3. Dato un qualunque insieme A, 'applicazione identita:
Id: A — A, Id(a) = a,

¢ Papplicazione che associa ad ogni elemento se stesso. Piu in generale se B C A, 'applicazione
di inclusione ¢ definita come

i: B— A, i(b) = 0.
In altri termini se b € B, allora i(b) & lo stesso elemento pensato perd come appartenente
all’insieme A.

Due applicazioni f,g da un insieme A ad un insieme B sono uguali se f(a) = g(a) per
ogni a € A. Conseguentemente sono diverse se esiste almeno un elemento a € A tale che

f(a) # g(a).
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EsEmPIO 2.2.4. Le due applicazioni
fag:Z_>Zv f(n):n2a g(n):(n_1)2+2n_1
sono uguali. Infatti per ogni numero intero n vale
gn)=mn—-12+2n-1=n>-2n+1+2n—1=n? = f(n).
EseEmPIO 2.2.5. Le due applicazioni
frg: N> N, fn)=n, g¢(n)=max(2,n) = massimo tra 2 e n,

sono diverse poiché f(1) =1 e g(1) = 2; si noti che f(n) = g(n) per ogni n > 1.

DEFINIZIONE 2.2.6. Chiameremo immagine di un’applicazione f: A — B, e la deno-
teremo con f(A), I'insieme degli elementi di B che sono del tipo f(a) per qualche a € A,
ossia

f(A)={f(a)|ac A}.
Equivalentemente
f(A) ={be B| esiste a € A tale che b= f(a)}.

Chiaramente f(A) ¢ un sottoinsieme di B.

EseMPIO 2.2.7. L’'immagine dell’applicazione f: N — Z, f(n) = n+ 1, & I'insieme degli
interi positivi, ossia f(N) = {x € Z | z > 0}.

OSSERVAZIONE 2.2.8. Nella lingua italiana, il termine funzione puo essere usato come
sinonimo di applicazione, anche se la tendenza prevalente & quella di chiamare funzioni le ap-
plicazioni che assumono valori numerici. Recentemente si sta imponendo 1'uso del sostantivo
femminile mappa come sinonimo di applicazione. A mio modesto parere tale uso andrebbe
evitato: nell’italiano antico il termine mappa indicava una tovaglia (da cui il termine mappi-
na=straccio) ed & passato poi ad indicare le carte geografiche, i cui primi esemplari venivano
disegnati per 'appunto su tovaglie. Personalmente ritengo invece accettabile, anche se tal-
volta poco gradevole, I'uso del verbo mappare (dall’inglese “to map”) in ambito matematico.
Esempio: il numero 7 viene mappato nel numero 45 dell’applicazione Z — Z, n + n? — 4.

Il seguente principio & nella sostanza del tutto equivalente al principio del minimo intero.

Siano A un insieme non vuoto e f: A — N un’applicazione. Esiste allora un elemento x € A
tale che f(x) < f(a) per ognia € A.

Partiamo da un qualsiasi ¢ € A, se f(x) < f(a) per ogni a € A abbiamo finito, altrimenti
esiste 1 € A tale che f(z1) < f(z). Se f(z1) ¢ il minimo abbiamo finito, altrimenti esiste
x9 € A tale che f(x2) < f(x1) eccetera. Dato che f(x;) > 0 per ogni i, questa procedura non
puo proseguire all’infinito e ad un certo punto f(x,) < f(a) per ogni a.

DEFINIZIONE 2.2.9. Un’applicazione f: A — B si dice iniettiva se manda elementi
distinti di A in elementi distinti di B. In altri termini f & iniettiva se vale I'implicazione

a#b = f(a) # f(b),
o equivalentemente se vale
fla)=f(b) = a=0.
Conseguentemente, f non ¢ iniettiva se esistono a,b € A tali che a #b e f(a) = f(b).
Esempio 2.2.10. L’applicazione
fZ-=Z, f(n)=n+1,

¢ iniettiva. Per provarlo bisogna dimostrare che se f(n) = f(m), allora n = m. Questo ¢ facile:
se f(n) = f(m), alloran+1=m+ 1 e quindi n = m.

Esempio 2.2.11. L’applicazione
7 — 17, f(n) =n?,

non ¢ iniettiva. Per provarlo ¢ sufficiente trovare due numeri interi n,m tali che n # m e
f(n) = f(m). Anche questo & facile: infatti f(1) = f(—1).
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DEFINIZIONE 2.2.12. Un’applicazione f: A — B si dice surgettiva se ogni elemento di
B ¢ 'immagine di almeno un elemento di A. Equivalentemente f: A — B & surgettiva se
f(4) = B.

EseEmpio 2.2.13. L’applicazione
[ Z—-1Z, f(n)=n+1,
¢ surgettiva. Infatti per ogni n € Z si ha n = f(n — 1) e quindi n € f(Z).
EsEmMPIO 2.2.14. L’applicazione
72— 7, f(n) =n?,

non ¢ surgettiva. Per provarlo ¢ sufficiente trovare un intero n che non appartiene all’immagine
di f. Questo non potrebbe essere piu facile: infatti —1 & f(Z).

DEFINIZIONE 2.2.15. Un’applicazione si dice bigettiva se € contemporaneamente iniettiva
e surgettiva.

OSSERVAZIONE 2.2.16. A volte si scrive A 5 B per indicare un’applicazione f: A — B.

Dati due insiemi A e B si definisce il prodotto cartesiano A x B come l'insieme di tutte
le coppie ordinate (a,b) cona € Aeb € B, e cioe

Ax B={(a,b)|ac A, be B}.

Le due applicazioni
pl:AXB*}A7 pl(U’?b):a?

pQ:AXB_>Ba pg((l,b):b,

si dicono proiezioni, sul primo e secondo fattore rispettivamente.

In maniera simile si definisce il prodotto cartesiano di tre insiemi A x B x C' come l'insieme
di tutte le terne ordinate (a,b,c), con a € A,b € B,c € C, e piu in generale il prodotto
cartesiano di una qualunque famiglia finita di insiemi

A1><-~-><An:{(a1,...,an)|a16A1, GQEAQ, ...,aneAn}.

Le potenze cartesiane di un insieme A sono date dai prodotti cartesiani di A con se stesso:
ad esempio la potenza cartesiana tripla A x A x A di A ¢ l'insieme di tutte le terne ordinate
(a1, asz,a3) con a; € A per ogni ¢. Poiché le potenze cartesiane ricorrono spesso in matematica
e utile introdurre la seguente notazione semplificata:

AW = A AP =Ax A A® =Ax AxA,

ey

AM = Ax - x A.
N————

n fattori

Per convenzione si pone A©) = x = P((}), ossia il prodotto vuoto & uguale al singoletto.
Alcune semplici ma utili osservazioni sono:

(1) linsieme A x B & vuoto se e solo se almeno uno tra A e B & vuoto;

(2) se A e B sono insiemi finiti, allora anche A x B & un insieme finito ed il numero di
elementi di A x B & uguale al prodotto del numero di elementi di A per il numero
di elementi di B;

(3) se f: A— C e g: B— D sono due applicazioni iniettive (risp.: surgettive, bigettive)
allora ’applicazione

fxg:AxB—=CxD,  fxg(a,b)=(f(a) g(b)),

& iniettiva (risp.: surgettiva, bigettiva).

Per prevenire un possibile errore logico, notiamo che se A e B sono due insiemi distinti,
allora anche i due insiemi A X B e B x A sono distinti, pur esistendo una ovvia e naturale
bigezione

AxB— BxA, (a,b) — (b,a).
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Esercizi.

52 (Somme telescopiche). Mostrare che per ogni intero positivo n si ha:

1
—1+4—9—16+...+(—1)"n2:(4)71@,
1+1+i+ + 1 o n
Suggerimento:
n2_n(n+1)+(n—1)n’ L1 1
2 2 nn+1) n n+l

53. Per ciascuna delle seguenti applicazioni, dire se € iniettiva, se & surgettiva e se e
bigettiva:
(1) f: Z — 7, f(n) = n?
(2) [+ Z—Z, f(n)=2n—1,
(3) f:Z—7Z, f(n)=n?+n+1.

54. Siano A;, As sottoinsiemi di un insieme A e By, Bs sottoinsiemi di un insieme B. Per
ogni ¢ = 1,2 indichiamo con A4; x B; C A x B il sottoinsieme formato dalle coppie (a,b), con
a € A; e b € B;. Dimostrare che:

(1) (Al X Bl) n (A2 X Bg) = (Al n Ag) X (B1 n Bg);
(2) (Al N AQ) X (Bl U BQ) - (Al X Bl) U (AQ X Bg),
(3) (A1 x By) U (Ag x By) C (A1 U Ay) x (By U By) e mostrare con un esempio che in
generale non vale I'inclusione inversa 2.
55. Dimostrare che 'applicazione
(z+y(z+y+1)

f:NxN-—=N, flz,y) = 5 + x,

e bigettiva.

2.3. Il principio di induzione matematica

L’induzione matematica € uno strumento utile per stabilire una verita matematica in
una successione infinita di casi, il primo, il secondo, il terzo e cosi via, senza eccezione alcuna.
Supponiamo di avere, per ogni intero positivo n una proposizione A,, relativa ad n. Ad esempio
A,, potrebbe essere “Un segmento puo essere diviso in n parti uguali” oppure “Il numero n si
puo scrivere come somma di quattro quadrati”.

Un altro esempio di proposizione A,, potrebbe essere “Il numero 3n & pari”: chiaramente
A, & vera se n ¢ pari ed e falsa per n dispari.

Principio di induzione matematica (prima formulazione). Sia data per ogni intero positivo
n una proposizione A,. Se:
(1) la proposizione A; & vera,
(2) in base a qualche ragionamento matematico dimostriamo che, se A,, & vera, per n
intero positivo qualsiasi, allora segue la validita di A, 41.

Allora A,, & vera per ogni n > 1.

Trattandosi di un principio alla base dell’aritmetica e delle proprieta dei numeri natu-
rali, la cosa migliore per comprenderlo appieno ¢ vederlo all’opera in una serie di esempi
interessanti.

ESEMPIO 2.3.1. Se un insieme finito X contiene n elementi, allora 'insieme P(X) delle
parti di X contiene esattamente 2" elementi. Si verifica immediatamente che il risultato € vero
per piccoli valori di n:

P(@) = {@}, P({a}) = {(Z),{a}}, P({a, b}) = {@,{a},{b},{a,b}},... :
Sia dunque X un insieme con n > 0 elementi, scegliamone uno € X e indichiamo con
Y = X —{z} il sottoinsieme complementare. I sottoinsiemi di X si dividono in due categorie:
quelli che non contengono x e quelli che lo contengono. I primi sono esattamente i sottoinsiemi
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di Y, mentre i secondi sono tutti e soli quelli della forma {z} U A, con A C Y. Ne deduciamo
che P(X) ha il doppio degli elementi di P(Y); siccome Y possiede n — 1 elementi, per I'ipotesi
induttiva P(Y) contiene 2”1 elementi e quindi P(X) contiene 2" elementi.

EsEmPIO 2.3.2. Siano n un intero positivo ed S un insieme di 2n elementi che ¢ unione
disgiunta di suoi sottoinsiemi Sy, ..., S, alcuni dei quali possibilmente vuoti: unione disgiunta
significa che S = S;U---USy e S;NS; = 0 per ogni ¢ # j. Supponiamo che ciascun
sottoinsieme S; contenga al massimo n elementi. Dimostriamo per induzione su n che esiste
una indicizzazione

S:S1U"'U5h:{$1,...,$2n}

tale che per ogni indice ¢ = 1,...,n i due elementi z9;_1 e x2; non appartengono al medesimo
insieme S;.

Indichiamo con n; il numero di elementi di S;; meno di scambiare (permutare) gli indici
non e restrittivo supporre

ny+ -+ np =2n, n>ny>2ng > >np2>0.

Si noti che le precedenti condizioni implicano ny; > ng > 0 e n; < n per ogni i > 2.
Prendiamo due elementi xo, € Sy, x2,_1 € So e consideriamo la nuova famiglia di insiemi
disgiunti
Ty =51 —{z2n}, To=S2—{xon_1}, T3=205s,..., T = Sh.

Ciascun T; contiene al pitt n — 1 punti e la loro unione 77 U- - - U T}, contiene 2n — 2 punti. Per
I’ipotesi induttiva possiamo scrivere

S —{xon—1,22n} =T1U---UTy = {x1,...,T2n—2}

con Tp;—1 € Tz; non appartenenti al medesimo insieme 7). Per finire basta osservare che
I'indicizzazione S = {z1,...,za2,} ha le proprieta richieste.

EseEmPIO 2.3.3. Sia A, la proposizione: esistono due interi positivi a, b tali che 5a+6b =
35 + n. La proposizione A; ¢ vera, in quanto 6 - 5 + 6 = 36. Supponiamo adesso n > 1 e che
A, _1 sia vera; esistono quindi a,b > 0 tali che 5a + 6b =35+ n — 1. Se a > 1 allora

5(a—1)+6(b+1)=5a+6b+1=35+n.

Se invece a = 1, allora 6b = 30 +n — 1 e quindi b > 5. Possiamo allora scrivere 5a 4+ 6b =
5(a+6)+6(b—5) = 354+ n—1 e ragionando come sopra 5(a+5)+6(b—4) = 35+n. Abbiamo
quindi dimostrato A,, e per il principio di induzione A,, & vera per ogni n.

EsEmpIO 2.3.4. Dimostriamo che per ogni intero n > 0 vale 2" > n+ 1. In questo caso la
proposizione A; & la disugualianza 2' > 141, la proposizione A, & la disugualianza 22 > 241
eccetera. Siccome 2! =2 > 1 + 1, la proposizione A; & vera.

Supponiamo adesso che, per un intero qualsiasi n la proposizione A,, sia vera, ossia che
2™ > n + 1: come detto si tratta per il momento di un’ipotesi, in quanto la verita o la falsita
di A,, sara stabilita al termine del procedimento. Supponiamo quindi 2" > n + 1, allora si ha:

2ntl —on L on > o L4 1> (n+1)+1

dove nella disuguaglianza a destra abbiamo unato il fatto che 2™ > 1. Dunque supponendo
vera A, (ossia 2" > n + 1) abbiamo dimostrato che anche A, ¢ vera (ossia 2"+1 > n + 2)
e per il principio di induzione A,, & vera per ogni n.

Alla stessa maniera si dimostra che, per ogni numero razionale positivo a e per ogni intero
positivo n vale la disuguaglianza (a + 1)® > a™ + na™~!. Per n = 1 la disuguaglianza diventa
a+1>a+1 che & chiaramente vera. Supponendo quindi vero che (a + 1) > a™ + na™ ! si
ottiene

(a+ )" =(a+1D"a+1)> (@" +na"V(a+1)=a"" + (n+1)a™ + na"!
>a" ™+ (n+1)a".

EseMPIO 2.3.5 (Disuguaglianza di Bernoulli). Dimostriamo che per ogni numero razionale
t > —1 e per ogni intero positivo n vale la disuguaglianza

(1+6)">1+nt.
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In questo caso la proposizione A,, & (14+t)" > 1+nt: la proposizione A; diventa 14+t > 1+t
che & ovviamente vera. Supponiamo adesso vero che (1 +¢)™ > 1 + nt, allora

A+)" T =Q4+)A+)" =1 +)" +t(A+)" > 1 +nt +t(1+1)"™

Se riusciamo a dimostrare che t(1 + ¢)™ > ¢ allora dalla disuguaglianza precedente segue che
(14+t)"*1 > 14 (n+1)t ed abbiamo provato la validita di A,, ;1. Per dimostrare che t(1+¢)" > ¢
per ogni t > —1 ed ogni n > 0 trattiamo separatamente i casit > 0e —1 <t < 0.Set >0
allora (1+1¢)" >1equindi t(1+¢)™ >¢t-1 =1t Seinvece —1 <t <0 allora0 < (1+¢)" <1
e, siccome t & negativo si ha t(1 +¢)" > t.

Notiamo che da tale disuguaglianza segue in particolare che per ogni coppia di numeri
razionali b, ¢, con b > 1, esiste un intero positivo n tale che b™ > c. Infatti, scrivendo b =1+t
si ha b™ > 1 + nt e basta prendere n sufficientemente grande e tale che n > (¢ — 1) /t.

EseEMPIO 2.3.6. Dimostriamo che per ogni n la somma 1+ 2+ --- 4+ n dei primi n interi

n(n+1)

positivi & uguale a . Tale affermazione e vera per n = 1, mentre se la supponiamo

vera per n si ha

n(n+1) ~nP+n+2n+1)  (n+1)(n+2)
?-F(n—kl)— 5 = 5 .

EsEmPIO 2.3.7. Dimostriamo che per ogni intero n > 0 vale la disuguaglianza

5" > 3" 1(2n 4 3).

1424+--+n+(n+1)=

Per n = 1 tale disuguaglianza diventa 5 > 5 che & dunque vera. Supponiamola vera per un
qualsiasi intero positivo n e scriviamo

5"t =3.5" +2.5" >3.3""1(2n + 3) +2-3""1(2n + 3)
>3"(2n+3) + 3" 1dn 4+ 2-3"
>3"(2n+5) + 3" t4n
> 3"(2(n + 1) + 3).

ESEMPIO 2.3.8. Dimostriamo che per ogni n la somma 12 + 22 + ... + n? dei quadrati
nn+1)(2n+1)

dei primi n interi positivi € uguale a . Tale affermazione & vera per n = 1,
mentre se la supponiamo vera per n si ha
o nn+1)2n+1)
6
Lasciamo al lettore il compito di verificare 'uguaglianza
n(n + 1)6(2n +1) bt 1)? = (n+ 1)(7122)(271 + 3)

Ricordiamo il significato del simbolo di sommatoria 3: date le quantita aq, ..., a, si pone

n
E a; =a1 + -+ ap,
i=1

ogniqualvolta la somma a destra del segno di uguaglianza € ben definita.
Piu in generale se m < n si pone

n
E i = Quy + -+ ap.
i=m

Possiamo quindi riformulare i risultati degli Esempi 2.3.6 e 2.3.8 dicendo che per ogni n
valgono le uguaglianze

1+22+- - 4+n*+(n+1) + (n+1)%

" nn-1 “ nn+1)2n+1
21(2 ) Z( Jon+1)

EsEMPIO 2.3.9. Dimostriamo per induzione su n che
n

1 10
Zmi =79

1=0
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La disuguaglianza & vera per n = 1 in quanto 1 + 1/10 < 10/9. Supponiamo adesso n > 1 e
che Y21 ik < 10 allora

i=0 107 —
1
PR

=0

n—1

"1 1 1 110 10
=1 =14 — <4 =
+;101 +10 10" ~ +109 9

Giova ricordare che la variabile i usata nei precedenti simboli di sommatoria ¢ muta (o
apparente, o fittizia) e nulla cambia nella sostanza se viene sostituita con una variabile di nome
diverso: la nuova variabile puo essere uguale alla precedente oppure diversa ma dipendente
dalla vecchia in maniera biunivoca. Ad esempio si hanno le uguaglianze:

n n n—1 n—1 n
E a; = E a; = E Q41 = E Ap—p = g Ap41-1 -
i=1 Jj=1 k=0 h=0 =1

Esistono diverse variazioni del principio di induzione matematica che possono risultare
utili in determinate situazioni:

Principio di induzione matematica (seconda formulazione). Sia data per ogni intero
positivo n una proposizione A,,. Se:
(1) la proposizione A; & vera,
(2) in base a qualche ragionamento matematico dimostriamo che A,, & vera ogniqualvolta
le proposizioni Aj, sono vere per ogni 1 < k < n.

Allora A, & vera per ogni n > 1.

E facile mostrare I’equivalenza tra le due formulazioni del principio di induzione: infatti
se A,, n > 0, ¢ una successione infinita di proposizioni definiamo una nuova successione B,
di proposizioni mediante la regola:

B,, & vera se e solo se Ai € vera perogni 1 <k <n.

E chiaro che A, & vera per ogni n se e solo se B,, & vera per ogni n. Basta adesso osservare
che A,, soddisfa la seconda formulazione del principio di induzione se e solo se B,, soddisfa la
prima formulazione.

Un utile esercizio teorico € mostrare che il principio di induzione segue dal principio del
minimo intero. Sia data una successione di proposizioni A,, che soddisfa le ipotesi del principio
di induzione e supponiamo per assurdo che 'insieme S degli interi positivi s per cui Ay & falsa
sia non vuoto. Per il principio del minimo 'insieme S possiede un valore minimo n = min(.S)
che non puo essere = 1 poiché A; ¢ vera per ipotesi. Dunque n > 1 e questo implican—1 > 0,
n—1¢ S e quindi Ag & vero per ogni k < n. Adesso, in entrambe le formulazioni del principio
di induzione, le ipotesi implicano che A,, & vera, in contraddizione con ’appartenenza di n ad

S.

EsEMPIO 2.3.10. Usiamo la seconda formulazione del principio di induzione per dimostrare
che per ogni intero positivo n esiste un numero naturale a tale che n = 2*m con m dispari.
Per n = 1 il risultato & vero (con a = 0). Sia n > 1 e supponiamo il risultato vero per ogni
1 <k < n:sen ¢ dispari si ha n = 2°n, mentre se n & pari si ha n = 2k con 1 < k < n. Per
l'ipotesi induttiva k = 2®m con b € N ed m dispari. Questo implica n = 2°T1m come volevasi
dimostrare.

Un’altra ovvia variazione del principio di induzione si ha quando gli indici risultano spo-
stati di un qualsiasi numero intero: piti precisamente, supponiamo di avere un numero intero
N e sia data per ogni intero n > N una proposizione A,,. Se:

(1) la proposizione Ay & vera,
(2) in base a qualche ragionamento matematico dimostriamo che, se A,, & vera, per
n > N intero qualsiasi, allora segue la validita di A, 1.

Allora A,, & vera per ogni n > N.

Per rendersi conto della validita delle precedente affermazione basta applicare il principio
di induzione alle proposizioni 5, = Ay4pn—1, 7 > 0.

Parenti stretti del principio di induzione sono le definizioni ricorsive, frequentemente
usate per definire applicazioni f: N — X, con X insieme qualunque. Detto in parole semplici
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un’applicazione f: N — X & definita in modo ricorsivo se per ogni n > 0 il valore f(n)
dipende, secondo una determinata regola, dai valori f(0), f(2),..., f(n —1). Ad esempio un
modo alternativo di definire 'applicazione f(n) =n+ 3 &:

f(0) =3, fm)=f(n—-1)+1, n>1
Similmente, modi alternativi per definire le funzioni f(n) = n? e g(n) = 2" sono:
f(0) =0, fmy=fn—-1+2n—-1, n>0;
9(0)=1,  g(n)=29(n—1), n>0;
g(0)=1, g¢g(1)=2, g(n)=gn—-1)+2g9(n—-2), n>1.
Senza voler entrare in dettagli eccessivamente pedanti, possiamo dire che nel metodo ricorsivo

il principio di induzione viene usato non per dimostrare una successione di enunciati ma per
definire un’applicazione.

Esercizi.
56. Consideriamo 'applicazione f: N — Z definita ricorsivamente dalle formule
f(0) =1, fn)=n—f(n-1),, n>0.
Calcolare f(5).
57. Consideriamo 'applicazione f: N — Z definita ricorsivamente dalle formule
f0)=1, f)=1  fn)=fln-1)+f(n-2), n>1
Calcolare f(5).

58. Siano ay, ..., a, quantita numeriche. Provare che per ogni 1 < p < ¢ <n vale
n q q n
YILTS SIS SRS o
i=1 i=p i=1 i=p

59. Sia f: {1,...,n} — {1,...,n} un’applicazione bigettiva. Dimostrare che

n n

Sili— f@) = 5 S~ @) >0

i=1 i=1

60. Dire se le seguenti formule sono giuste o sbagliate:

S @ +5 =1 2+ %),
i=1 j=1 j=11i=j
n n—i n k
S+ =D ((k—h)*+1%).
i=0 j=0 k=0 h=0

61. Dimostrare, usando il principio di induzione, che la somma
n
1434+ 2n—1)=> (2i—1)
i=1
dei primi n numeri dispari positivi & uguale a n?. Successivamente, formulare in maniera
matematicamente precisa e dimostrare la seguente osservazione attribuita a Galileo (1615):

1 143 1+3+5  14+3+5+7

3 547 749411 9+11+13+15

62. Scrivere la successione dei numeri dispari positivi in infinite righe secondo lo schema

1
3 5

79 11,
13 15 17 19

21 23

formulare una congettura su quanto vale la somma degli n numeri sulla riga n e darne una
dimostrazione rigorosa.
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63. Sia ¢ un numero diverso da 1. Usare il principio di induzione per mostrare che la
somma delle prime n potenze di g € uguale a
q" -1
g—1"
64. Usare il principio di induzione per mostrare che per ogni intero n > 0 vale
S EPTRE SVURIE B B o C i
1+n 2 2n—-1 2n ; )

=1 =1

4+ +-+d"=q

3
65. Usando la diseguaglianza (3> < 3, dimostrare che n® < 3" per ogni numero intero

n.
(Suggerimento: trattare prima i casi n < 0, n = 0,1,2. Successivamente trattare il caso
n > 3 usando il principio di induzione.)
66. Dimostrare per induzione che per ogni intero n > 0 si ha
1 1 1 1
1+-+=-4+- =<2 =
4 + 9 n2 — n
67. Siano date per ogni intero n > 0 due proposizioni P,, e @),,. Si supponga inoltre che:
(1) Py ¢ vera.
(2) Se P, & vera, allora anche @, & vera.
(3) Se Qs ¢ vera per ogni s < n, allora anche P, ¢ vera.

Dimostrare che P,, @, sono vere per ogni n.

68 (#). Congetturate una formula generale per il prodotto

1 1 1 1
l—=)(1l-=)(1=-=]|1=-= > 2
(-8 (-5) () - (-) . m22
e dimostratela usando il principio di induzione.

69 (#). Dopo aver osservato che
1+2=3
44+54+6=7+38
94+104+11412=13+14+15
16 + 17+ 18 + 19 4+ 20 = 21 + 22 4 23 + 24,

ee pensate che si puo andare avanti illimitatamente, descrivete questo fatto con una formula
e dimostratela.

70 (). Il numero di coppie (a,b) di interi non negativi tali che a + b = n & chiaramente
uguale a n + 1 (le coppie sono (n,0),(n —1,1),...,(0,n)).
Usare questo fatto ed il principio di induzione per mostrare che il numero di terne (a, b, ¢)

1 2
di interi non negativi tali che a + b + ¢ = n € uguale a %

71. Dopo aver calcolato per n = 1,2,3,4,5,6 il valore dell’espressione
P(n) = (n? — 5n + 5)("" - 11n430)
siete in grado di congetturare (senza fare i conti) quanto vale P(10)?

72 (Il problema del fidanzamento, s, ). Sia M un insieme di n ragazzi, ciascun m € M
conosce un insieme F,, di ragazze. Si chiede se & possibile far fidanzare tutti i ragazzi in
maniera univoca, ossia se esiste un’applicazione iniettiva

f:M— U E,, tale che f(m) € F,, per ogni m.
meM
Una condizione necessaria affinché cio sia possibile € che ogni sottogruppo di k ragazzi conosca
cumulativamente almeno k ragazze, ossia se per ogni B C M esistono applicazioni iniettive

B — U,,c Fm- Dimostrare che tale condizione ¢ anche sufficiente.
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2.4. Il teorema fondamentale dell’aritmetica

In questa sezione applicheremo i principi del minimo intero e di induzione matematica
per dimostrare in maniera rigorosa alcuni fatti ben noti sulla fattorizzazione dei numeri interi
e naturali.

LEMMA 2.4.1 (divisione Euclidea). Siano m,n numeri interi con n > 0. Allora esistono
q,7 € Z tali che
m=qn+r, 0<r<n.

DIMOSTRAZIONE. Siccome n > 0 esiste almeno un intero ¢ tale che m + tn > 0. Tra tutti
gli interi non negativi del tipo m 4+ tn indichiamo con 7 il piu piccolo e sia ¢ € Z 'unico intero
tale che » = m — gn. Per costruzione r > 0 e per concludere basta dimostrare che r < n. Se
fosse r > n allora r —n = m — (¢ + 1)n > 0 in contraddizione con la scelta di r come minimo
tra i numeri m + tn non negativi. O

LEMMA 2.4.2. Siano a,b,c numeri interi tali che albc. Allora esistono a1, as € Z tali che
a = ayaz, a1lb e aslc.

DIMOSTRAZIONE. A meno di cambiamenti di segno, che non influiscono sulla divisibilita,
non e restrittivo supporre a, b, c non negativi. Se b = 0 basta considerare a; = a e ay = 1,
similmente se ¢ = 0. Dunque non & restrittivo supporre bc > 0. Dimostriamo per induzione su
n la seguente proposizione A,: se a,b,c,d > 0 sono interi positivi tali che a+b+c+d<n e
ad = be, allora esistono ay,as € N tali che a = ajag, a1]b e as|c. La proposizione A; & vera
in quanto vuota.

Supponiamo adesso A, vera e dimostriamo A, y1: siano a,b,c,d > 0 interi positivi tali
chea+b+c+d<n+1ead=bc. Se a=>basta porre a; = a e as = 1; altrimenti si ha una
delle seguenti possibilita:

(1) @ < b. In questo caso si ha a(d —c¢) = (b—a)c e poiché a+ (b—a)+c+(d—c) <n
per l'ipotesi induttiva esiste una fattorizzazione a = ajas tale che a1|b —a e ag|c; se
b—a=day, allora b= (§ + az)a; e quindi aqb.

(2) @ > b. Scambiando a con b e ¢ con d, il ragionamento precedente mostra che si ha
una fattorizzazione b = b1by con by|a e ba|d. Ponendo a; = by e ay = a/b;y si ha

e _ad_wd_d_
as ba2 b bg
O

Terminiamo la sezione dimostrando un’importante e ben nota proprieta dei numeri primi
che ¢ alla base del principio di fattorizzazione unica. Ricordiamo che per primo positivo si
intende un numero naturale p > 2 che ¢ divisibile, su Z, solo per 1 e per se stesso.

LEMMA 2.4.3. Se p é un primo positivo che divide un prodotto finito bibs - --bs di interi
positivi, allora p divide almeno uno dei fattori by, ..., bs.

DIMOSTRAZIONE. Induzione su s, con il caso s = 1 vero in maniera tautologica. Se s > 1,
per il Lemma 2.4.2 possiamo scrivere p = ajas con aq|by e aslbs - - - bs. Per ipotesi p & primo
e quindi a; = p oppure ay = p: nel primo caso p|by, nel secondo p|by---bs e per ipotesi
induttiva p divide almeno uno dei fattori b, ..., bs. O

TEOREMA 2.4.4 (Teorema fondamentale dell’aritmetica). Ogni intero ¢ > 1 si fattorizza
in maniera unica come prodotto di una successione finita non decrescente di primi positivi.

DIMOSTRAZIONE. Sia X l'insieme dei numeri interi ¢ > 1 che non si possono scrivere
come prodotto di numeri primi e supponiamo per assurdo X # ; indichiamo con n € X il pitt
piccolo di loro. Se n & primo abbiamo finito, altrimenti si han =abcon 0 < a <n,0 < b < n.
Dunque a, b non appartengono ad X e possono essere scritti ciascuno come prodotto di primi

a=Dp1---Pi, b=q1-q-

Ma allora anche n = ab = p1---p;q1---¢q; ¢ un prodotto di numeri primi. Ovviamente se
¢ = p1---ps € una fattorizzazione come prodotto di numeri primi, a meno di scambiare
I’ordine dei vari fattori possiamo sempre supporre p; < po < psg < - < p;.
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Per quanto riguarda l'unicita, dimostriamo per induzione su s che se ¢ = p;---ps =
q-rqggeon2<p <---<pse2<q <...< g numeri primi, allora s =t e p; = g;
per ogni indice ¢. Se s = 1 allora ¢ = p; € primo e quindi vale ¢ = p; = g1 --- ¢ se e solo se
t=1eq = p1; Se s > 0, per il Lemma 2.4.2 il primo p; divide uno dei fattori qi,...,qs, €
siccome ogni g; ¢ primo si ha p; = g; per qualche j. Per lo stesso motivo g, = pj per qualche
h e quindi pp, = ¢1 < g; = p1 da cui segue ¢; = p, = p;1. Dividendo ¢ per p; = ¢; si ottiene
l'uguaglianza ps - - - ps = g2 - - - ¢ € per l'ipotesi induttiva s =t e ¢; = p; per ogni i. O

Raggruppando i fattori primi uguali tra loro si ha quindi che ogni intero ¢ > 1 si puo
scrivere nella forma

c=pit--ple, a1 >0,...,a, >0, p;#pjperij.

Dati due interi a, b non entrambi nulli, I'insieme C'D(a, b) degli interi positivi che dividono
sia a che b & non vuoto (contiene 1) ed & limitato; il massimo di C'D(a,b) viene detto massimo
comune divisore di a e b e viene indicato con MCD(a, b): dunque, due numeri hanno un
fattore comune se e solo se il loro massimo comune divisore & maggiore di 1.

Esercizi.

73. Si trovino quoziente q e resto r della divisione Euclidea di —630 per 36, ossia si trovino
gli interi g, r tali che

—630 = 36q + r, 0<r<36.

74. Sia d > 1 il massimo comune divisore di due interi positivi m e n. Mostrare che esiste
una fattorizzazione d = ab tale che i due interi m/a e n/b non hanno fattori comuni.

75. Sia s: N — N P'applicazione che ad ogni intero positivo associa la somma delle cifre
della sua rappresentazione decimale, ossia s(1) = 1, s(13) = 4, s(308) = 11 eccetera. Dimo-
strare per induzione su n che n — s(n) & divisibile per 9, o equivalentemente che la divisione
per 9 di n e s(n) produce lo stesso resto.

76. Trovare tutte le terne (z,y, z) di numeri naturali tali che

x+y+z=;—0+y+5z:100.

77. Siano a, b, ¢ interi positivi. Dimostrare che

(1) MCD(a,b) - MCD(a, ¢) > MCD(a, be),
(2) MCD(ab,ac) = aMCD(b, c),
(3) se a divide b ed a divide ¢, allora a divide anche MCD(b, ¢).

78. Diremo che un sottoinsieme H C N e un semigruppo se per ogni a,b € H vale
a+ b€ H. Ad esempio I'insieme di tutti i numeri maggiori di 17 e I'insieme di tutti i numeri
pari positivi sono semigruppi, mentre I'insieme di tutti gli interi dispari positivi non ¢ un
semigruppo. Dato un semigruppo H C N, dimostrare che:

(1) il complementare N — H & finito se e solo se H contiene due interi consecutivi;

(2) (#) supponiamo che 0 € H e che N— H = {nq,...,n,} sia formato da un numero
finito g di elementi, ordinati in maniera strettamente crescente, ossia 0 < n; < ng <
-+ < ng. Provare che n; < 2¢ — 1 per ogni 4 e vale la formula

g(g+1)

5 §n1+n2+-~-+n9§92.

(suggerimento: se n; > 2¢ considerare le coppie (j,n; —j), j=1,...,1.)
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2.5. Attenti all’errore!

Il ragionamento matematico si presta all’errore ed un ragionamento errato puo portare
a conseguenze false, anche se si parte da premesse vere. Vedremo adesso alcuni esempi di
ragionamenti errati che portano a conclusioni paradossali, e nei quali si capisce subito che
qualcosa non va. Di solito pero le conseguenze di un ragionamento errato sono molto verosimili
e a prima vista non hanno nulla di sbagliato. Per questo & utile imparare a riconoscere la
correttezza di una dimostrazione a prescindere dal risultato finale.* Nel linguaggio dotto ed
accademico una falsa dimostrazione viene chiamata pseudodimostrazione.

EsEMPIO 2.5.1. Diamo una pseudodimostrazione del fatto che tutti i bambini hanno gli
occhi dello stesso colore. I bambini sono in numero finito che perd non conosciamo; indichiamo
tale numero con n e se dimostriamo che per ogni n vale I'affermazione A,: dato un insieme
di n bambini, hanno tutti gli occhi dello stesso colore, allora abbiamo dimostrato quello che
vogliamo.

La proposizione A; ¢ certamente vera, un solo bambino ha gli occhi di un solo colore.
Prendiamo adesso n bambini, mettiamoli in riga e prendiamo i primi n — 1; per l'ipotesi
induttiva hanno gli occhi dello stesso colore.

[T T . [ R T
—— ——
n—1 n—1
Lo stesso si applica se prendiamo gli ultimi n — 1 e di conseguenza tutti hanno lo stesso
colore degli occhi.
L’errore consiste chiaramente nel fatto che la dimostrazione di A,,_; = A,, che abbiamo

dato funziona solo per n > 2, rimane quindi non dimostrato che 47 = As.

EseEmpio 2.5.2. Utilizziamo il principio di induzione per pseudodimostrare che 5 = §;
dati due interi positivi n,m indichiamo con max(n,m) il pit grande dei due: ad esempio
max(2,3) = 3. Per ogni n > 0 indichiamo con A,, 'affermazione: se vale max(a,b) = n allora
a=nb.

La A; & certamente vera, infatti vale max(a,b) = 1 se e solo se a = b = 1. Supponia-
mo adesso che A, _1 sia vera e dimostriamo che vale anche A,: supponiamo che si abbia
max(a, b) = n, allora max(a — 1,b — 1) = n — 1 e, siccome abbiamo assunto 4,1 vera si ha
a—1=b—1¢equindi a =b.

Per il principo di induzione A, ¢ vero per ogni n, anche Ag & vero e quindi siccome
max(5,8) =8 si ha 5 = 8.

L’errore fatto nel ragionamento & un esempio di dicto simpliciter.® Per dimostrare A;
abbiamo implicitamente assunto che a, b fossero entrambi maggiori di 0 e tale restrizione puo
impedire le sottrazioni fatte nella dimostrazione di A, 1 = A,.

EseEmPIO 2.5.3 (#, Gli isolani dagli occhi blu). Questo celebre rompicapo logico possiede
due soluzioni apparentemente corrette ma palesemente contraddittorie tra di loro. E talmente
bello che sarebbe uno spoileraggio criminale svelare quale delle due € invece errata: lo riporto
nella versione esposta nel blog® di Terence Tao, rispetto al quale non potrei fare meglio.

There is an island upon which a tribe resides. The tribe consists of 1000 people, with
various eye colours. Yet, their religion forbids them to know their own eye color, or even to
discuss the topic; thus, each resident can (and does) see the eye colors of all other residents, but
has no way of discovering his or her own (there are no reflective surfaces). If a tribesperson
does discover his or her own eye color, then their religion compels them to commit ritual
suicide at noon the following day in the village square for all to witness. All the tribespeople
are highly logical and devout, and they all know that each other is also highly logical and

416 dimostrazioni, in quanto opere dell’intelletto umano, si dividono in tre categorie: quelle corrette, quelle
sbagliate e quelle che non sono nemmeno sbagliate. Una dimostrazione non & nemmeno sbagliata quando &
vuota o talmente illeggibile e lacunosa da non consentire una sua verifica da parte di chi la legge. Se una
dimostrazione sbagliata pud contenere comunque idee interessanti ed originali, quella che non & nemmeno
sbagliata ¢ solo da buttare nel cassonetto!

5Applicazione di una regola generale ad una situazione particolare in condizioni che rendono quella regola
inapplicabile.

6‘cerrytao.Wordpress.com
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devout (and they all know that they all know that each other is highly logical and devout,
and so forth; “highly logical” means that any conclusion that can logically deduced from the
information and observations available to an islander, will automatically be known to that
islander.

Of the 1000 islanders, it turns out that 100 of them have blue eyes and 900 of them have
brown eyes, although the islanders are not initially aware of these statistics (each of them can
of course only see 999 of the 1000 tribespeople). One day, a blue-eyed foreigner visits to the
island and wins the complete trust of the tribe. One evening, he addresses the entire tribe to
thank them for their hospitality. However, not knowing the customs, the foreigner makes the
mistake of mentioning eye color in his address, remarking “how unusual it is to see another
blue-eyed person like myself in this region of the world”.

What effect, if anything, does this faux pas have on the tribe?

Argument 1. The foreigner has no effect, because his comments do not tell the tribe
anything that they do not already know (everyone in the tribe can already see that there are
several blue-eyed people in their tribe).

Argument 2. 100 days after the address, all the blue eyed people commit suicide. This
is proven as a special case of the following proposition.

Suppose that the tribe had n blue-eyed people for some positive integer n. Then n days
after the traveller’s address, all n blue-eyed people commit suicide.

Proof: We induct on n. When n = 1, the single blue-eyed person realizes that the traveler
is referring to him or her, and thus commits suicide on the next day. Now suppose inductively
that n is larger than 1. Each blue-eyed person will reason as follows: “If I am not blue-eyed,
then there will only be n—1 blue-eyed people on this island, and so they will all commit suicide
n—1 days after the traveler’s address”. But when n— 1 days pass, none of the blue-eyed people
do so (because at that stage they have no evidence that they themselves are blue-eyed). After
nobody commits suicide on the (n — 1)-th day, each of the blue eyed people then realizes that
they themselves must have blue eyes, and will then commit suicide on the n-th day.

Which argument is valid?

Esercizi.

79. E vero o falso che se A C Z & un sottoinsieme con la proprieta che a +1 € A e
a—1¢€ A perogniacA,allora A=77

80 (V). Nel famoso detto Morto un Papa se ne fa un altro si nasconde un chiaro esempio
di dicto simpliciter. Sapete scovarlo?

81. Anche se del tutto controintuitivo, talvolta per dimostrare un teorema 7" risulta piu
semplice dimostrare un risultato piu forte del quale T & un corollario molto particolare. Questo
e particolarmente vero nelle dimostrazioni per induzione, in quanto ’enunciato del teorema
ha un ruolo fondamentale nella dimostrazione. Ad esempio, se S, = 144 + - -- +n? indica la
somma dei quadrati dei primi n interi positivi, allora il teorema: Il numero n + 1 divide 6.5,
per ogni n, € al tempo stesso pitt debole e piu difficile da dimostrare del teorema Per ogni
intero positivo n si ha 65, = n(n+1)(2n + 1).

2.6. Fattoriali e coefficienti binomiali

Dati due insiemi A, B si denota con B4 I'insieme di tutte le applicazioni f: A — B. La
notazione ¢ motivata dal fatto che se A e B sono insiemi finiti, con k e n elementi rispet-
tivamente, allora B4 possiede n* elementi: infatti, per definire un’applicazione f: A — B
possiamo prendere per ciascuno dei k elementi di A un qualsiasi elemento di B, per il quale
abbiamo n scelte possibili.

Dati due interi non negativi k, n indichiamo con:

e Dy, il numero di applicazioni iniettive f: {1,...,k} = {1,...,n};
e Wy, il numero di applicazioni surgettiva f: {1,...,k} — {1,...,n}.
I numeri Dy, , si calcolano molto facilmente: infatti per definire un’applicazione f: {1,...,k} —
{1,...,n} iniettiva possiamo prendere:

= f(1) un qualsiasi numero compreso tra 1 e n: (n scelte),
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= f(2) un qualsiasi numero compreso tra 1 e n diverso da f(1): (n — 1 scelte),

ww f(k) un qualsiasi numero compreso tra 1 e n diverso da f(1), f(2), ..., f(k —1):
(n —k + 1 scelte).
Otteniamo quindi
Dyn=nn—1)(n—-2)---(n—k+1).
In particolare per k = n otteniamo che D, ,, € uguale al fattoriale di n:
Dpp=nl=nn-1)---2-1.

Si ha inoltre Dy, = 1 per ogni n > 0 (esiste un’unica applicazione dall’insieme vuoto in un
qualsiasi altro insieme) e Dy, = 0 per ogni k > n. In particolare 0! = Dy = 1 e quindi, se
n!
(n— k)
11 calcolo dei numeri Wy, ,, & decisamente pilt complicato. Ovviamente si ha Wy = 1,
Win =0se k <n, Wpo=0sek > 0. In generale i numeri Wy, si possono calcolare in
maniera ricorsiva mediante le formule:

(2.1) Wi = n(Wi—1,n + Wk—1,n-1), k,n > 0.

0 < k < n allora vale la formula Dy, ,, =

Per dimostrare le formule (2.1) scriviamo
Wkﬁ” = ng,n + Wk n’

dove con Wén indichiamo il numero di applicazioni la cui restrizione {1,...,k — 1} —
{1,...,n} & surgettiva, e con W}/, il numero di applicazioni surgettive la cui restrizione
{1,...,k =1} — {1,...,n} non & surgettiva. Nel primo caso f(k) pud assumere qualun-
que valore e quindi Wy, = nWj_1,,. Nel secondo caso, la restrizione di f a {1,...,k—1} ¢
un’applicazione surgettiva a valoriin {1,...,n}—{f(k)} e quindi W,;/n = nWj_1 n—1. Un’altra
formula per il calcolo dei numeri W}, ,, sara proposta nell’Esercizio 90.

Notiamo che se A ¢ un insieme finito, allora un’applicazione f: A — A ¢ iniettiva se e
solo se e surgettiva e quindi W, ,, = D,, ,, = n! per ogni n > 0.

n
Dati due interi k,n, con 0 < k < n, indichiamo con (k> il numero di sottoinsiemi

distinti di {1,...,n} formati da k elementi. Siccome ogni applicazione iniettiva f: {1,...,k} —
{1,...,n} & univocamente determinata da un sottoinsieme A C {1,...,n} formato da k
elementi ('immagine di f) e da un’applicazione bigettiva {1,...,k} — A abbiamo la formula

n
b (1)1
da cui segue

(2.2) (Z) M:;n(n—l)-n(n—k—kl).

LEMMA 2.6.1. I numeri definiti in (2.2

) soddisfano le sequenti uguaglianze:
(1) per ognin > 0 vale < ) <
(2) per ogni 0 < k <n si ha ( >

(3) per ogni 0 < k <n si ha

(z>=<:—i>+<“:>-

DIMOSTRAZIONE. I primi due punti seguono immediatamente dalla formula (2.2). Dalla
stessa formula si ricava che

(Z) - /f!(nni DI nﬁk; k!(r(zn—_llz!k)! B nﬁk<n;1)

(Z) - k!(nni k)l _% (k (n)l_(l) k) Z(Z: i)
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1
1\ /1
1\ /2\ /1
1\ /3\ /3\ /1
1 4 6 4 1
N NN ¥
1 5 10 10 5 1
N ¥ N £ N £ N FN ¥
1 6 15 20 15 6 1
N £ N £ N g N\ g N\ ¥ N\ y
1 7 21 35 35 21 7 1

FI1GURA 2.1. Nel triangolo di Tartaglia (di Pascal per i francesi) ogni numero &
la somma dei due che lo sovrastano ed il coefficiente (Z) occupa la k + 1-esima

posizione nella n + 1-esima riga.

e quindi

G () =20 5@ - G () - ()

OSSERVAZIONE 2.6.2. L’ultima formula del Lemma 2.6.1 ha una chiara interpretazione
combinatoria. Infatti i sottoinsiemi di {1,...,n} di k elementi si dividono in due classi tra
loro disgiunte: la classe dei sottoinsiemi che contengono n e la classe dei sottoinsiemi che non
contengono n. La seconda classe coincide con la classe dei sottoinsiemi di {1,...,n—1} di k

O

n
elementi, e quindi ¢ formata da ( > sottoinsiemi. Ogni sottoinsieme nella prima classe
¢ ottenuto in maniera unica aggiungendo n ad un sottoinsieme di {1,...,n — 1} di k — 1

n—1
elementi: dunque la prima classe contiene ( f 1) sottoinsiemi e di conseguenza

n\ (n-—1 i n—1
k) \k—-1 k)
TEOREMA 2.6.3 (Binomio di Newton). Se scambiando lordine dei fattori il prodotto non
cambia, ossia se ab = ba, allora per ogni intero positivo n vale la formula:

n—1
a+bn:an+bn+ ’I’L an—ibi.
(a+b) Z

i=1
Ponendo per convenzione a® = b° = 1 possiamo riscrivere la formula precedente nella forma
n
(a+b)" = Z <T;) a™ b’
i=0

Ad esempio, per n = 2,3 il Teorema 2.6.3 si riduce alle ben note formule

2 2 2
(a+0b)? = (O)a2 + (l)ab—i— <2)b2 = a® + 2ab + b?,

3 3 3 3
(a+b) = (0>a3 + (1>a2b+ (2>ab2 + (3>b3 = a® + 3a*b + 3ab® + b”.

Nell’enunciato siamo stati vaghi su cosa siano le quantita a, b; per il momento possiamo suppor-
re, per fissare le idee, che a, b siano numeri razionali (dove I'ipotesi ab = ba ¢ automaticamente
soddisfatta) tenendo presente che la stessa formula vale pil in generale per numeri reali, nu-
meri complessi, polinomi, matrici quadrate, endomorfismi lineari ed altri oggetti matematici
che incontreremo nel corso di queste note.
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DIMOSTRAZIONE. La formula & senz’altro vera per n = 1 (ed anche per n = 2,3). Se
n > 1, per induzione possiamo supporre vero lo sviluppo di Newton di (a + b)"~! e quindi
(a+b)"=ala+b)""" +bla+0b)""
n—1 n—1
5l (G FERD ol (e PR
: ? : J
i=0 =0
n—1
i—1
. n
Lemma 2.6.1, ¢ uguale a ( > O
i

- -1
Il coefficiente di a™ *b* in (a + b)™ & pertanto uguale a (n . ) + < > che, per il
i

I numeri del tipo vengono detti coefficienti binomiali. Come prima applicazione

n
k
del binomio di Newton dimostriamo il seguente risultato.

COROLLARIO 2.6.4 (Piccolo teorema di Fermat). Sia p un primo positivo. Per ogni intero
n, il numero n? —n é divisibile per p.

DIMOSTRAZIONE. Il risultato & banalmente vero per p = 2 in quanto n? —n = n(n—1) ed
uno tran e n — 1 ¢ un numero pari. Non e restrittivo quindi supporre p dispari. Se il risultato
vale per n, allora vale anche per —n in quando (—n)? — (—n) = —(n? — n) e di conseguenza
basta dimostrare il teorema per n > 0. Poiché il risultato ¢ banalmente vero per n = 0 e
n = 1, per il principio di induzione e sufficiente dimostrare che se p divide n? — n, allora p
divide anche (n 4+ 1) — (n + 1). Per il binomio di Newton si ha

(n—|—1)P—(n+1):(np—n)+§ (]Z)n

e per l'ipotesi induttiva basta dimostrare che p divide ogni coefficiente binomiale (’i’), con
0 < i < p. Siccome p divide p!, dalla formula

<§>z‘!(pi)! —p!

ne consegue che p divide almeno uno dei tre fattori a sinistra. Siccome i,p — i < p il numero
primo p non pud dividere né i! né (p—i)! e giocoforza deve dividere il coefficiente binomiale. [J

EsEmpio 2.6.5. Tra le prime applicazioni del principio di induzione abbiamo visto la
dimostrazione delle uguaglianze

1
0+1+2+~-~+(n—1):Zizérﬂ—ém
=0

= n? n? n
024124224+ _2=Npps e
PR ()= =t

=0

ed in maniera simile si puo dimostrare che

n-1 4 3 2
n n n
C+13+2% 4+ (n-1PF=) P=———+—.
==y ety

Non & sorprendente scoprire che formule simili valgano per esponenti maggiori di 3; nel
1636 il matematico tedesco Faulhaber, pubblico le formule chiuse per la somma delle potenze
d-esime dei primi 7 numeri naturali, per ogni d < 17. Come possiamo ritrovare le formule di
Faulhaber, e come possiamo proseguire la sua opera per trovare, se lo desideriamo, la formula
per la somma delle potenze 124-esime dei primi numeri naturali?

Anche qui ci viene in aiuto il principio di induzione. Per ogni d,n > 0 definiamo

|
—

ga(n) =04 119429 4. 4 (n—1)d =S i,

%

Il
=
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Abbiamo go(n) = n (si pone per convenzione 0° = 1), g1(n) = n(n — 1)/2 eccetera. Dimo-
striamo per induzione su n che, per ogni intero d > 0 si ha

Ed: (d ;,L 1) gr(n) = n™t,

r=0
Supponendo vera la formula precedente si puo scrivere
d

(n+ 1)1 = i+l +§ <dj 1>nr :é (d: 1) (gr(n) + 1) :; <dj 1>g,«(n+ 1.

Siccome (dzl) = d + 1, ricaviamo la formula

d—1
@+ Dgat) + 3 (1T ot =t

r
r=0
che equivale a
ndtl 1 S fd+1
(23) a(n) > (oo

Td+l A1\ v

Da cio segue, sempre per induzione, che g4(n) € un polinomio di grado d+ 1 in n a coefficienti
razionali. Possiamo quindi, almeno in teoria, calcolare in maniera ricorsiva tutti i polinomi
ga(n) con d grande a piacere.

Esercizi.
82. Dimostrare che ogni numero razionale a si scrive in modo unico come

_ a9 as Qg
a—a1+§+§+~--+y
con aq,...,ar numeri interi tali che 0 < a9 <2,0<a3<3,...,0<a; < k.
83. Sia p un intero positivo. Provare che per ogni intero n > 0 valgono le diseguaglianze
(n+p)" > @+1n",  (n+p!>p".
n+1\"* n\"
84. Usare il principio di induzione per provare che (2> >(n+1) (5) per ogni
m m
n>1e (5) > m! per ogni m > 6.
85. Usare il binomio di Newton per dimostrare che per ogni n valgono le formule

n

Seu(l) =0 e (D) =

i=0 i=0
86. Dato un intero n > 0, quanto vale
n-nl+nm—=1)-n=1)4+---+2.21427
Fare il conto per piccoli valori di n, congetturare la risposta e poi dimostrarla usando il

principio di induzione.

87. E utile estendere la definizione del coefficiente binomiale (Z) ad ogni coppia di numeri

n, k, con k intero, ponendo (Z) =0sek <0, (g) =1le

(Z)Z;”(”_l)'“(”—kﬂ), se k> 0.

()= ()=

Provare che continua a valere la formula

(”Zl)Z(Z%(kfl)

Ad esempio si ha
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e dedurre che (Z) € Z per ogni n, k € Z.

88 (Identita della mazza da hockey). Dimostrare che per ogni 0 < k < n vale

()-2()

89. Verificare che valgono le uguaglianze

DO sesren
)00

90. Dimostrare per induzione su k che vale la formula:

i n
Wien = —1)nr k k,n> 0.
n =3 (1) ()r >

r=0

Provare inoltre per induzione su n + k che Wy, ,, e divisibile per n!. I relativi quozienti sono
chiamati numeri di Stirling di seconda specie, sono indicati con i simboli

k1l _ Win
nf = nl’
e soddisfano le relazioni

== L= 000

91. In questo esercizio su principio di induzione e coefficienti binomiali arriveremo, tra le
altre cose, a dimostrare le disuguaglianze

n n

1 1\" 1 1
(2.4) Zr'z<1+n> 2(1—%)ZH, n>1,

r=0 " r=0
che, passando al limite, ci forniscono la ben nota identita
oo n
1 . 1
e—zoﬂ—nl“;o(”n> ‘
r—

(1) Sia aj,as... una successione di numeri razionali compresi tra 0 e 1. Dimostrare per
induzione su r che

1>(1-a)(l-ag)(1—a)>1-> a

e dedurre che per ogni 2 <r < n si ha

r! (n> Zl_0+1+---+(r—1)zl_r(r—l)

1> —
n"\r n 2n

(2) Sia n > 2 un intero fissato. Usando il punto precedente e lo sviluppo di Newton

141 n—2+zn: "L
n N = \T n’

dedurre che
1 1" 1 r(r—1) 12
—>|14+=] >2 — (12 = L2 L
T'ZOT!_< Jrn) z 2+ r!( 2n > ZT! 2”;7‘!

(3) Dimostrare (2.4) per ogni n > 1.



44 2. NUMERI INTERI E RAZIONALI

92 (wede). Sia n un intero positivo fissato. Per ogni sottoinsieme M C {1,2,...,2n} tale
che | M| = n, ossia che contiene esattamente n elementi, sia dato un numero razionale a ;. Si
supponga che per ogni N C {1,2,...,2n} tale che |[N| =n — 1 si abbia

Z aM:ZaNu{i}:0~

NCM, |M|=n igN

(Si ha quindi un sistema lineare omogeneo di ( n ) equazioni in (2") incognite.) Dimostrare
n—1 n
che Gn+1,n+2,....2n = (_1)na1,2,“.,n~

2.7. 1l prodotto di composizione
Dati tre insiemi A, B, C e due applicazioni f: A — B, g: B — C'siindicacongof: A — C
la composizione di f e g definita da:
go f(a) =g(f(a)),  perogniac A

Ad esempio se f,g: N — N sono le applicazioni

fn)=2n,  g(m)=m?
si ha
go f(n) = g(2n) = (2n)? = dn?.

La composizione di applicazioni gode della proprieta associativa, ossia se f: A — B,
g: B— Ceh: C — D sono applicazioni si ha

ho(gof)=(hog)of.

Infatti per ogni a € A vale:

(ho(gof))a) =h(go f(a)) = h(g(f(a)) = (hog)(f(a)) = ((hog)o f)(a).

Non presenta quindi alcuna ambiguita scrivere hogo f intendendo con essa una qualsiasi delle
due composizioni ho (go f), (hog)o f, ossia

hogo f(a) =h(g(f(a)).

Se f: A — A & un’applicazione di un insieme in sé, si denota con f™ la composizione di
f con sé stessa n volte:

fr=7F fP=fof, fP=fofof,

Per convenzione si pone f° uguale all’identitd; notiamo che vale la formula f™ o f™ = f7tm™
per ogni n,m > 0.

Spesso, per alleggerire la notazione, quando cid non crea problemi o ambiguita si scri-
ve semplicemente gf in luogo di g o f, per cui vale gf(a) = g(f(a)) e Passociativia della
composizione diventa (hg)f = h(gf).

EseMPI1O 2.7.1. In generale la composizione non gode della proprieta commutativa, ossia
in generale fg # gf, anche quando entrambe le composizioni sono definite. Si considerino ad
esempio le tre applicazioni f, g, h: N — N definite da:

f(n) =2n, g(m) =m?, h(n)=n+1.
Si ha:

(1) fg(n) =2n?, gf(n) = 4n?,
(2) fh(n)=2n+2, hf(n) =2n+1,
(3) gh(n) =n?+2n+1, hg(n) =n? + 1.

LEMMA 2.7.2. Siano f,g: A — A due applicazioni che commutano, ossia tali che fg = gf.
Allora vale frg™ = g™ f™ per ogni coppia di interi positivi n, m.
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DIMOSTRAZIONE. Prima di dimostrare il caso generale e istruttivo studiare alcuni casi
particolari. Per n = 2 e m = 1, per I'associativita del prodotto si ha

FPg=f(f9) = flaf) = (fo)f = (9f)f =9/

Sen >1em =1 si procede im maniera simile, ossia:

frg=f""fg) = f""gf) = f9)f = g fr = = gf
Per n,m > 0 si ha
frg" = frggm Tt =gftg" T =gf gy T =gt g T = = g

O

DEFINIZIONE 2.7.3. Siano f: A — B e g: B — A due applicazioni. Diremo che f e g sono
una I'inversa dell’altra se

gf = identita su A, fg = identita su B.
Un’applicazione f: A — B si dice invertibile se possiede un’inversa.

TEOREMA 2.7.4. Un’applicazione di insiemi é invertibile se e solo se é bigettiva; in tal
caso linversa € unica.

DIMOSTRAZIONE. Lasciata per esercizio. (|

DEFINIZIONE 2.7.5. Dato un insieme non vuoto A, si definisce I'insieme delle permuta-
zioni di A come
Ya={f: A— A| f bigettiva} C A4,
Quando A = {1,...,n} siscrive X,, = 3 4.

Se A & un insieme finito con n elementi allora Y. 4 coincide con I'insieme delle applicazioni
iniettive di A in A e quindi contiene esattamente D,, , = n! elementi. Poiché ¥4 coincide
anche con l'insieme delle applicazioni surgettive si ha W, ,, = nl.

Se f: A — B e surgettiva, allora per ogni sottoinsieme finito C' C B esiste un’applicazione
g: C — A tale che f(g(z)) = x per ogni € C. Infatti, se C = {x1,...,2,}, allora per ogni
i = 1,...,n possiamo scegliere un qualsiasi elemento a; € A tale che f(a;) = z; (un tale
elemento esiste per la surgettivita di f) e definire I’applicazione

g: C — A, g(z;) = a;, i=1,...,n.

A prima vista il precedente argomento sembra valere anche se C' ¢ un insieme infinito, ma
non esiste alcun modo di dimostrare tale fatto partendo da concetti piu elementari. Per tale
ragione introduciamo ed accettiamo come principio evidente il cosiddetto:

Assioma della scelta: Per ogni applicazione surgettiva f: A — B e per ogni sottoinsieme
C C B esiste un’applicazione g: C — A tale che f(g(x)) = x per ogni xz € C.

OSSERVAZIONE 2.7.6. Se A & un insieme finito, allora un’applicazione A — A & iniettiva
se e soltanto se e surgettiva: questo fatto e talmente chiaro ed intuitivo che non richiede
ulteriori spiegazioni. Tra le applicazioni dell’assioma della scelta vi € la prova che vale anche il
viceversa, e cioe che un insieme A ¢ finito se e solo se ogni applicazione iniettiva A — A & anche
surgettiva, o equivalentemente che un insieme B & infinito se e solo se esiste un’applicazione
B — B che ¢ iniettiva ma non surgettiva (Esercizio 104). Ad esempio 'applicazione g: N — N,
g(n) =n+ 1, & iniettiva ma non surgettiva.

Faremo spesso ricorso alla rappresentazione delle applicazioni tramite diagrammi: per dia-
gramma di insiemi si intende una collezione di insiemi e di applicazioni tra essi. Un diagram-
ma si dice commutativo quando coincidono tutte le possibili composizioni di applicazioni da
un insieme ad un altro. Ad esempio, dire che i diagrammi

f

A—rmrrsC U=V
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sono commutativi equivale a dire che hg = f e ya = §5. Similmente, il diagramma

A*G>B*f>V

ib\\: \Ld/
g

C—=D

& commutativo se e solo se ¢ = da = eb, f = gd, fa = gda = gc = geb. Quando nel diagramma

sono presenti dei loops si richiede che la composizione delle applicazioni che formano ogni loop
!

sia uguale all’identita; ad esempio dire che il diagramma A C B & commutativo significa

dire che f, g sono invertibili ed una l'inversa dell’altra.

Esercizi.
93. Si consideri una successione di 3 applicazioni di insiemi
AL B2 0D,
Dimostrare:

(1) il diagramma

f g

A——B—-=C
lf g ih
B—Y-c-".D

¢ commutativo;
(2) se gf ¢ iniettiva, allora f ¢ iniettiva;
(3) se gf e surgettiva, allora g & surgettiva,
(4) se gf & bigettiva e hg & iniettiva, allora f & bigettiva.

94. Siano f: A — B e g: B — A due applicazioni tali che g(f(a)) = a per ogni a € A.
Dimostrare che f ¢ iniettiva e che g & surgettiva.

95. Si abbia un diagramma commutativo di insiemi

=

X

<0
O

nel quale I'applicazione f ¢ bigettiva. E vero o falso che il diagramma

A<
B

l

—_—
S

j:

¢ commutativo?

96. Diremo che un quadrato commutativo di applicazioni di insiemi

A
B

t

(2.5)

-
=

g

i
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possiede la proprieta di sollevamento se esiste un’applicazione h: B — P che rende il dia-
gramma
f

A——=P
| )
B—2-0Q

commutativo, ossia tale che hi = f e ph = g. Dimostrare che se ¢ ¢ iniettiva e p & surgettiva,
allora (2.5) possiede la proprieta di sollevamento.

97. Descrivere un insieme A e due applicazioni f,g: A — A che non commutano, ma i
cui quadrati commutano, ossia f2¢g% = ¢?f% ma fg # gf.

98. Sia f: A — A una applicazione tra insiemi. Dimostrare che se f2 & invertibile allora
anche f e invertibile.

99. Dimostrare che la classe delle applicazioni bigettive tra insiemi gode delle seguenti
proprieta:
(1) (2 su 3) date due applicazioni A I B % ©. Se due qualsiasi tra le tre applicazioni

f,9,9f sono bigettive, allora lo ¢ anche la terza;
(2) (2 su 6) dato un diagramma commutativo

A\\*>B
| A
C——D

di 4 insiemi e 6 applicazioni, se f e g sono bigettive, allora sono bigettive anche le
rimanenti 4 applicazioni.

100. Calcolare il numero di permutazioni ¢ € %, tali che 02 = Id, considerando prima i
casi n < 5 e poi descrivendo una formula per il caso generale.

101 (I problema delle triadi). Si tratta di un classico problema della prima meta del XIX
secolo, all’epoca chiamato, in maniera platealmente sessista, problema della studentessa. Si

n
consideri un intero n > 3 tale che il coefficiente binomiale 9 sia divisibile per 3; si dimostra
immediatamente che n deve essere del tipo 3k oppure 3k+1, per un intero positivo k. Ebbene,

1/n

dato un insieme X di n elementi, si chiede se ¢ possibile trovare m = 3 (2) triadi di X, ossia
sottoinsiemi di 3 elementi, tali che ogni coppia di elementi di X & contenuta in una, ed una
soltanto, delle m triadi. Dimostrare che:

e il problema delle triadi e risolubile per n = 3,7, 9;

e il problema delle triadi non e risolubile per n = 4, 6.
Nel 1850, A. Cayley pubblico una possibile soluzione al problema delle triadi per n = 15
(Figura 2.2).

102 (Un esercizio di astrazione, #). I matematici devono spesso lavorare con oggetti di
cui ignorano la vera natura e dei quali conoscono solo alcune proprieta. Provate a fare anche
voi qualcosa del genere risolvendo il seguente esercizio; se al momento vi rimane ostico potete
tornarci in seguito, quando avrete piu familiarita con la matematica astratta ed i ragionamenti
inferenziali.

Odino ha diviso le applicazioni tra insiemi in buone e cattive. La vera natura di tale
distinzione ci e ignota, tuttavia sappiamo che:

(1) per ogni insieme, I'identita ¢ buona;
(2) le applicazioni buone soddisfano la regola del 2 su 6, ossia date tre applicazioni
Al ol H, se gf e hg sono buone, allora anche f, g, h e hgf sono buone.
Dimostrare che le applicazioni bigettive sono tutte buone e che le applicazioni buone

soddisfano la regola del 2 su 3, ossia date due applicazioni A Iy JEN C, se due qualsiasi
tra le tre applicazioni f, g, gf sono buone, allora lo & anche la terza.
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abe i 85|17 | 82 | 64
| |@[s| | |s|a
oy | 13|57 |86 |42 ]; .
vara fm—im ] s
bge | 58 { 23 | 14 | 67 .
C(lg 77712 V 7’;% E 7‘7¥ ‘_5?&; __‘_‘\
cf |36 45| | 6

FIGURA 2.2. La soluzione di Cayley al problema delle 35 triadi (Esercizio 101) per
linsieme X = {a,b,¢,d,e, f,9,1,2,3,4,5,6,7,8}.

103 (Le identitd semicosimpliciali, #). Per ogni intero non negativo k consideriamo
I’applicazione
P se p < k,

0x: 27— 7, ) =
i «() {p-i—l sep>k.

Provare che per ogni 0 <[ < k vale la formula:
010k = Ok110;.

Mostrare inoltre che un’applicazione f: Z — Z si puo scrivere come composizione di un
numero finito n di applicazioni J; se e solo se soddisfa le seguenti condizioni:

(1) f(a) = a per ogni a < 0;

(2) f(a+1) > f(a) per ogni a € Z;

(3) esiste N € N tale che f(a) = a+n per ogni a > N.

104 (#). Sia X un insieme infinito; indichiamo con F C P(X) la famiglia di tutti i
sottoinsiemi finiti di X e con A C F x X l'insieme delle coppie (A, ) tali che ¢ A. Provare
che:

(1) lapplicazione f: A — F, f(A,x) = A, & surgettiva,
(2) esiste un’applicazione g: F — X tale che g(A) ¢ A per ogni sottoinsieme finito A di
X;

(3) l'applicazione h: N — X, definita in maniera ricorsiva dalla formula

h(n) = g({h(1), h(2), ..., h(n —1)})
¢ iniettiva;
(4) esiste un’applicazione k: X — X tale che k(h(n)) = h(n + 1) per ogni n € N e
k(z) = x per ogni z ¢ h(N). Tale applicazione ¢ iniettiva ma non surgettiva.

2.8. Complementi: i numeri di Fibonacci e di Bernoulli

2.8.1. Numeri di Fibonacci. In risposta ad un problema pratico di coniglicoltura,
Leonardo Pisano (1170-1250), figlio di Bonaccio (Fibonacci), scrive nel suo Liber Abaci la
successione

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377.
In linguaggio moderno si definisce la successione dei numeri di Fibonacci tramite la formula
ricorsiva
F():O, F1 :1, Fn+1 :Fn+Fn—1 TLZ 1.

I numeri di Fibonacci hanno alcune interessanti proprieta che li rendono interessanti nelle
scienze ma anche nelle pseudoscienze: non € infrequente vedere pubblicizzati metodi per vin-
cere alla roulette basati sui numeri di Fibonacci, venduti a caro prezzo da sedicenti esperti al
credulone di turno. Ovviamente ci concentreremo qui solo sugli aspetti matematici rimandando
ai corsi della Iutubb University per quelli esoterici.
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Vogliamo contare quante sono, per ogni intero positivo n, le successioni finite aq, ..., ag
di numeri interi tali che

2<a;, ar<n, ajy1 >a;+2 perognii.

Indichiamo con wu,, tale numero. Abbiamo u; = 1 (la successione vuota), us = 2 (la successione
vuota e la successione a; = 2) eccetera.

Una formulazione equivalente del problema e: date n — 1 forchette in tavola disposte
parallelamente tra loro, si vuole contare in quanti modi & possibile sostituire alcune forchette
con dei coltelli in modo che non vi siano due coltelli adiacenti.

Possiamo scrivere u,, = a + b, dove a ¢ il numero di successioni aq,...,a; con ax <neb
¢ ¢ il numero di successioni ay,...,ar con ay = n (e di conseguenza ax_1 < n — 2. E chiaro
che a = u,_1 € b = u,_o e quindi, per ogni n > 3 vale u,, = up_1 + Uy,_2. Siccome u; = Fy e
ug = F3 se ne ricava immediatamente u,, = Fj,11.

TEOREMA 2.8.1. Per ogni a,n > 1 vale la formula
FoFg+Fy 1 Fy_ 1= Fn+a71~

DIMOSTRAZIONE. Per a = 1,2 la formula ¢ vera. Si procede per induzione su a (esercizio).
O

Nel seguente corollario indicheremo con MCD(z,y) il massimo comune divisore di due
interi positivi z, y.

COROLLARIO 2.8.2. Per ogni n,m > 1 vale MCD(F,, Fy,) = FAcp(n,m)- In particolare,
sen >4 e F, é primo, allora anche n é primo.

DIMOSTRAZIONE. Mostriamo inizialmente per induzione su n che Fj, e F, ;1 non hanno
fattori comuni. Se p > 0 divide sia F,, che F,,;1, allora divide anche F, 1 — F,, = F,,_1.
Dati due numeri interi positivi a, b, denotiamo con C'D(a, b) I'insieme dei divisori comuni
di a e b, ossia l'insieme dei numeri s > 1 che dividono a e b. Per definizione, MCD(a, b) ¢ il
massimo dell’insieme C'D(a,b). Notiamo che, se a > b, allora
CD(a,b) = CD(a — b,b)

e di conseguenza MCD(a,b) = MCD(a — b, b).

Dimostriamo il corollario per induzione su n + m. Se n = m il risultato & banale.
Supponiamo dunque n # m e, per fissare le idee n > m. Ponendo a = n — m, siccome
MCD(n,m) = MCD(a, m), per induzione basta dimostrare che

MCD(F,, F\,,) = MCD(F,, Fy,).

Abbiamo dimostrato che vale
Fo=FnF,+F,F,_.

Ogni divisore di F;, e F},, divide anche F,,11F, e quindi

CD(F,, F,) CCD(Fp1Fy, Fin).
Siccome ogni divisore di F,, non ha fattori comuni con F},;1, se segue che

CD(Fpn41Fs, F,) CCD(F,, Fy).
Viceversa, sempre dalla formula F,, = F, 1 F, + Fi,, Fy—1 segue che se un numero divide Fj,
e I}, allora divide anche Fj, e quindi

CD(F,, F,,) CCD(F,, F).

Dunque CD(F,, F,,) = CD(F,, F,,).
Supponiamo n > 4, F,, primo e supponiamo per assurdo che n = abcona > 2e b > 2;
allora 1 = MCD(F),, Fu) = Fyep(n,e) = Fa > 1 che ¢ assurdo.

O
Viceversa, se n > 2 ¢ primo, allora F,, puo non essere primo; ad esempio Fig = 4181 =

37 x 113 e F53 = 53316291173 = 953 x 55945741.
COROLLARIO 2.8.3. Sia p1 = 2,p2 = 3,... la successione dei numeri primi. Allora per

ogni k > 4 vale pp41 < F, .
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DIMOSTRAZIONE. Dalla relazione MCD(F,,3) = MCD(F,, Fy) = Fynicp(n,4) Segue che se
F,, & un multiplo di 3 allora n € un multiplo di 4. Siap; =2, po =3, p3=5,p4 =7, p5s = 11,
pe = 13, pr = 17, ps = 19 ecc. la successione dei numeri primi. Notiamo che p;11 < Fj,, per
1=4,5,6,7. Se k > 8, abbiamo visto che i k£ numeri di Fibonacci

Fyy By, Fpy, . Fro, ..., Fy,

sono tutti maggiori di 1, sono relativamente primi tra loro per il Corollario 2.8.2, e compaiono
almeno k + 1 numeri primi nelle loro scomposizioni dato che Fjg non & primo. Ne segue
che esistono due indici j > k e a < k tali che p; divide F,, e quindi, a maggior ragione
Pk+1 S Fpk' O

Notiamo incidentalmente che la dimostrazione del precedente corollario puo essere usata
come dimostrazione alternativa che la successione dei numeri primi ¢ infinita (se contiene
k > 8 elementi allora ne contiene almeno k + 1).

2.8.2. Numeri di Bernoulli. Un’altra successione di numeri che gode di grande popo-
larita e quella dei numeri di Bernoulli By, By, Bs, . ... Si tratta di una successione di numeri
razionali definita in maniera ricorsiva dalle equazioni

- 1
(2.6) By =1, Z("j )Bi:(), n>0,

i=0
oppure, in maniera del tutto equivalente, dalle equazioni

n—1

—1 n+1
Bo=1, B,= B;, n>0.
0= n—l—l;( i ) "

Abbiamo quindi:

—1 (2 1 -1 (/3 3 -1 3\ 1
By=—— =—2, By=-—— B Bi)=—(1-2)==
! 1+1<0> 0T Ty 72 2+1<<o> °+<1> 1) 3 < 2> 6’
—1 (/4 4 4 1
3 1 ((0> o+ <1> 1+ (2) 2) 0, 4 30

e cosi via. B facile trovare in rete la successione dei primi 498 numeri di Bernoulli. I primi 13
(da By a Bja) sono:

Sy

L L Ly L g3, 691
27677 300 742777 307 T 667 7 2730 °
I numeri di Bernoulli trovano vasta applicazione in moltissimi settori della matematica.
Storicamente il loro primo uso concerne lo studio dei polinomi g4(n) introdotti nell’Esem-
pio 2.6.5, ad opera di Jakob Bernoulli nel 1713, riassunto nel seguente teorema.

1

TEOREMA 2.8.4. Per ogni coppia di interi positivi d,n si ha:
n—1 d
d ns+1
-d
n) = ¢ = By s——.

DIMOSTRAZIONE. Diamo solamente una traccia della dimostrazione, lasciando come eser-
cizio (#) per il lettore il compito di completare il ragionamento. Usando la prima formula
dell’Esercizio 89 si dimostra che per ogni coppia di interi non negativi n, k si ha

1 < /n+1\/i 1 sen=Fk,
2.7 Bi_j =
27) n—l—lZ( i )(k‘) ik {O sen#k.

=0

Usando le Formule (2.3) e (2.7) si prova per induzione che per ogni intero positivo d vale

d
ns+1

n—1 d
1 d+1 d
.d d—k+1
g i = ga(n) = P E < k: >Bkn = E <5)Bd_ss T

=0 k=0 s=0
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Esercizi.
105. La definizione dei numeri F;, ha senso anche per n negativo, ad esempio
Fi=Fh-F=1 Fs=F—-F1=-1, F3=F1—F 5=2,
Dimostrare che vale F_,, + (—1)"F,, = 0 per ogni n € Z.

106. Usare il principio di induzione per dimostrare che per ogni intero positivo n vale:
1) i+ P+ 4+ F+Fy=Fhe—1,
(2) F3+-- +F2n3+F2n1—F2n—1
(3) Fo+ Fy+ -+ Fop = Fopyq — 1,
(4) F2n+1 — 1= o(n—i)Fait,
(5) F2y — P B — F2 = (—1)".
Trovare una formula per il valore della sommatoria a segni alterni
Fy—Fy+ Fi—Fs+-+(=1)"Fy.

107 (Vedi Figura 2.3). Usare il principio di induzione ed il risultato dell’Esercizio 87 per
dimostrare che per ogni intero n > 0 vale

" /n 5] n—1i
:§<Z), Fn+1:§< i )7

dove | %] indica la parte intera di §, ossia il pitt grande intero minore od uguale ad .

FIGURA 2.3. La lavagna del professor Moriarty (dal film “Sherlock Holmes gioco
di ombre”, 2011).

108. Dimostrare che per ogni intero positivo n vale:
( ) Z’L 1}?2 FnFn+17
2) Fn+1anl :Fg"'(_l)na
3) FnFnJrl _Fn72Fn71 = F2n717
4) Fn+1Fn+2 _FnFn+3 = (_1>n,
5) FiFy+ FoFs+ -+ Fop_1Fo, = F3,,
6) FS+F2+1 _F'S—l :an.
109 (#, Teorema di Zeckendorf). Dimostrare che per ogni intero positivo N vi & un’unica
successione aq, ag, . .., a, di interi maggiori di 1 tali che:
(1) aj41 > a;+2perognii=1,...,n—1;
2) N=F,, +Fy,+ -+ F,,.

110 (4, ®). La definizione pitt comune in letteratura dei numeri di Bernoulli B,, non &

la (2.6) ma coinvolge invece lo sviluppo in serie di Taylor della funzione B(z) = mx L viz.
v —
i&fﬁn— LA R SV G
7 er—1 2 12 720 30240 1209600

n=0
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Sia Q(x) = B(—x); provare che B(z) — Q(z) = —x e dedurre che B,, = 0 per ogni n dispari e
maggiore di 1; provare che Q(x) = e*B(x) e dedurre le equazioni ricorsive (2.6).

111 (#). Sia B, la successione dei numeri di Bernoulli. Provare che per ogni n > 2 vale

la formula:
-1 n—1 /n
By=——7"—7— 1" . | BiBn_;.
1+n(=1)" ;( ) (z)

Dedurre da cio che se n > 2 allora:
(1) B, =0 se e solo se n ¢ dispari,
(2) B, < 0 se e solo se n ¢ divisibile per 4,
(3) B, > 0 se e solo se n & pari e non divisibile per 4.
(Suggerimento: nelle notazioni dell’Esercizio 110 provare che zQ(z) = Q(z) — Q(x)B(z).)

112 (Triangoli rovesciati di Tartaglia). Chiameremo triangolo rovesciato di Tartaglia una
successione doppia a; j di numeri razionali, dipendenti da due indici ¢, j € No = NU{0} interi
non negativi, tale che agg =1 e

Qij = Qji, Qij = Git1,5 + Qi1
per ogni coppia di indici 4, 7 > 0. Per esempio, ¢ un triangolo rovesciato la successione a; ; =
27'7J. Dimostrare che:
(1) per ogni triangolo rovesciato a; ; si ha ai,0 = ap,1 = 1/2 e, per ogni n > 0, vale la

formula
" In
E (.)ai,n—i = 17
)

i=0
(2) per ogni ¢t € Q la successione
(1=t +t9(1—t)
2
& un triangolo rovesciato (quando ¢t = 0 oppure ¢ = 1 si pone per convenzione 0° = 1).
In particolare esistono infiniti triangoli rovesciati;
(3) esiste un unico triangolo rovesciato a; ; tale che a,, = 0 per ogni intero positivo
n > 0;
(4) (#) esiste un unico triangolo rovesciato a;, ; tale che a, o = 0 per ogni intero dispari
n > 3;
(5) (@) si consideri la funzione in due variabili

_r~y
f($7y)_e$_ey

Gij =

assieme a tutte le sue derivate parziali calcolate nel punto (0,0):
ot f
Bz}j T iz 6jy(0’ 0) :
Provare che By, = B, (numeri di Bernoulli) e che a; ; = (—1)"*/ B, ; & un triangolo
rovesciato di Tartaglia.




CAPITOLO 3

Numeri reali e complessi

Continuiamo la parte di algebretta iniziata nel capitolo precedente, studiando i numeri
reali, i numeri complessi, i polinomi e le funzioni razionali; faremo anche una breve ma im-
portante escursione nell’algebra astratta introducendo i concetti di campo e sottocampo. Per
facilitare la comprensione di questi concetti studieremo, in aggiunta ai numeri reali e com-
plessi, alcuni esempi di campi e sottocampi descrivibili in maniera molto concreta mediante
numeri razionali e radici quadrate di interi positivi.

3.1. I numeri reali

E noto sin dai tempi di Pitagora che non tutte le radici quadrate di numeri interi sono
razionali.

EseEMPIO 3.1.1. Non esiste alcun numero razionale r tale che 2 = 2. Infatti, se esistesse
un tale r potremmo scrivere
r=—
b
a2
con b>0ea,be€Z privi di fattori comuni. Si ha 2 = =k da cui 2a% = b2. Pertanto 2 divide

b? e quindi b & pari; allora scrivendo b = 2c¢ si ottiene 2as = 4¢2, da cui a? = 2¢? e come prima
deduciamo che a e pari. Cosi a e b hanno il fattore 2 in comune e questo € in contraddizione
con 'asserto iniziale.

La necessita, tra le altre, di risolvere le equazioni del tipo 22 = n porta all’introduzione,
in aggiunta ai numeri naturali, interi e razionali, del sistema numerico dei numeri reali,
solitamente indicato con il simbolo R.

Esistono diversi modi di costruire i numeri reali a partire dai numeri razionali, tutti
abbastanza laboriosi, non banali e richiedenti una certa maturita matematica del lettore. Una
possibile costruzione, basata sulla nozione di insieme quoziente, verra data nella Sezione 13.3.
Per il momento e preferibile accontentarsi di una descrizione intuitiva ed informale, sebbene
imprecisa e lacunosa, secondo la quale i numeri reali positivi sono l'insieme delle possibili
lunghezze dei segmenti nel piano euclideo e piu in generale delle curve regolari contenute in
esso: ad esempio € un numero reale la lunghezza della circonferenza di raggio 1. Esiste una
bigezione tra I'insieme dei numeri reali e 'insieme dei punti della retta reale, ossia della retta
Euclidea in cui sono stati fissati due punti distinti 0 e 1. I numeri razionali sono anche reali,
un numero reale che non e razionale si dice irrazionale.

F1GurA 3.1. Inclusione degli interi nella retta reale.

Un altro modo, quasi perfetto, di descrivere i numeri reali ¢ mediante sviluppi decimali
del tipo

3,1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923 . . . .
Per sviluppo decimale si intende un’espressione
m,op Qo3 g Qs . ..

53
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dove m € Z e ai,as,... & una successione, possibilmente infinita,' di cifre decimali, ossia
a; = 0,...,9 per ogni indice i; € ben noto che in tale rappresentazione i numeri razionali
sono tutti e soli quelli il cui sviluppo decimale e finito oppure infinito periodico. Il difetto e
che certi sviluppi decimali, in apparenza diversi, danno lo stesso numero reale: ad esempio
0,999999... = 1. Similmente, dato uno sviluppo decimale finito di un numero non intero,
otteniamo uno sviluppo equivalente diminuendo di 1 I'ultima cifra decimale non nulla ed
aggiungendo di seguito infiniti 9:

65,25299999. .. = 65,253, —3,1699999... = —3,17.

I numeri reali si possono sommare e moltiplicare; il prodotto di un numero finito di numeri
reali si annulla se e soltanto se almeno uno dei fattori e uguale a 0. Inoltre, i numeri reali si
possono ordinare, nel senso che dati due numeri reali a,b si pudo sempre dire se a < b (a ¢
minore di b), se a = b oppure se a > b (a ¢ maggiore di b). Scriveremo a < b se a < b oppure
se a = b; similmente scriveremo a > b se a > b oppure se a = b. Se a < b allora —a > —b.

x <0 | x>0

Ficura 3.2. Quando la retta reale viene disegnata in orizzontale, di norma il punto
1 si trova a destra dello 0.

Abbiamo gia detto che Q C R; ogni numero reale puo essere approssimato per difetto e
per eccesso con numeri razionali la cui differenza puo essere scelta “piccola a piacere”: con cio
intendiamo che per ogni numero reale ¢ e per ogni numero razionale ¢ > 0 possiamo trovare
due numeri razionali a, b tali che

a<t<b, b—a<e
Ad esempio se t > 0 (rispettivamente: ¢ < 0) e ¢ = 107" si puo prendere come a (rispetti-
vamente: b) il troncamento alla n-esima cifra dopo la virgola dello sviluppo decimale di ¢ e

definire b = a + €.
11 valore assoluto |a| di un numero reale a & definito mediante la formula

a se a > 0,
la| =
—a sea<0.

In ogni caso vale |a| = | —a| > 0 e, per ogni a,b € R, si ha:
la+0] <la|+ b,  |ab] = |a|[b].
Per induzione su n si deduce che per ogni ay,...,a, € R si ha
|araz -+ - an| = larllaz - - an| = |asfag| - - |an],
(3.1) lar + a2+ -+ +ap| <ar] +laz + -+ an| < ar| + az] + - + |ag]-

La disguaglianza (3.1) viene detta disuguaglianza triangolare. Per ogni numero reale a € R
si ha a? = |a]? > 0 e vale a® = 0 se e solo se a = 0.

La parte intera |z| di un numero reale z ¢ il pitt grande intero minore o uguale a z.
Equivalentemente |z] ¢ I'unico intero tale che |z] <z < |z] + 1. Ad esempio:

1] =1, |V2]=1, [1-V2]=-1, |n]=3, |-7n|=—-4
Altre importanti proprieta dei numeri reali, che dimostreremo in seguito, sono la densita
dei numeri razionali (Proposizione 13.3.9) ed il principio di completezza (Teorema 13.3.12), e
cioe:
Densita dei numeri razionali. Siano s,t € R con s < t. Allora esiste 1 € Q tale che
s<r<t.

1In matematica 'avverbio possibilmente sta ad indicare una possibilitd e non una preferenza né una
probabilita né una intenzione.
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Principio di completezza dei numeri reali. Siano A, B C R due sottoinsiemi non vuoti
tali che a < b per ogni a € A ed ogni b € B. Esiste allora un numero reale £ € R tale che

a<&éE<Db per ognia € A, b € B.

Se a,b € R e a <b, l'insieme [a,b] = {t € R | a <t < b} viene detto intervallo chiuso
di estremi a e b. Una delle prime applicazioni del principio di completezza ¢ il teorema di
esistenza degli zeri, di cui il prossimo teorema ¢ un caso molto particolare, e tuttavia piu che
sufficiente per gli utilizzi di queste note.

Ricordiamo che una funzione f: R — R si dice polinomiale se esistono un intero d > 0 e
d + 1 numeri reali ag,...,aq tali che

(3.2) f(x) =ao+ax+ -+ aga?, per ogni z € R.

TEOREMA 3.1.2. Siano f: R — R una funzione polinomiale e p < q due numeri reali tali
che f(p)f(q) <0. Allora esiste £ € [p, q] tale che f(§) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per fissare le idee che f(p) < f(q); se f(p) > f(q) il
ragionamento & del tutto simile, oppure piu semplicemente basta considerare — f al posto di
f. Non @ restrittivo supporre p < ¢: infatti se p = ¢ per ipotesi si ha f(p)? < 0 e questo &
possibile solo per f(p) = 0.

Definiamo il numero reale M = max(—p, ¢). Dal fatto che p < ¢ segue che M > 0 e che per
ogni = € [p, q] vale |z| < M. Dunque per ogni z,y € [p,q] ed ogni a,b € N si ha |2%9?| < M+,
In particolare, segue dalla disuguaglianza triangolare (3.1) che per ogni =,y € [p,q] ed ogni
intero positivo n si hanno le disuguaglianze

|xn71 +xn72y+ . _|_yn71| S nMnfl’
2" —y"| =z —ylla" "+ 2" Py 4y T <Mz -y
Supponiamo che f sia rappresentata come in (3.2), se a; = 0 per ogni ¢ > 0 allora la

funzione f ¢ costante e la condizione f(p)f(q) < 0 & soddisfatta solo nel caso f identicamente
nulla. Se invece a; # 0 per qualche i > 0, definiamo

d
C =) nlan|M"!
n=1
osservando che C > 0. Per la disuguaglianza triangolare (3.1) si ha
d d
@)= F@) <D lanlla" =y"| <Y nlan|M" |z —y| = Clo —y|.
n=1 n=1
Osserviamo inizialmente che f(p) < 0 e f(g) > 0: infatti, se fosse f(p) > 0 allora f(q) >
f(p) > 0 e quindi f(p)f(q) > 0; similmente se f(g) < 0 si ha f(p) < f(gq) < 0 e quindi
fp)f(q) > 0.
Consideriamo i seguenti sottoinsiemi di R:
A={a€[p,q]| fla) <0}, B={be[p,q]|a<bperogniac A}.

Chiaramente p € A, ¢ € B e pertanto A e B sono diversi dal vuoto; per costruzione a < b per
ogni a € A ed ogni b € B e per il principio di completezza esiste £ € R tale che a < £ < b per
ognia € A, b € B. Dunque £ € [p, ¢] e vogliamo dimostrare che f(£) = 0; lo faremo mostrando
che entrambe le alternative f(§) <0 e f(§) > 0 conducono ad una contraddizione.

£(©)]

Se fosse f(£) < 0, allora £ < g e denotando con ¢ il minimo tra ¢ — & e =—=* si ha

C
t>0, &+te(pyq, Ct<|[f()l,
fE+0) < fO+F(E+1) = FEOI < f(§) +CL <0,

e quindi £ + ¢ € A, in contraddizione con il fatto che £ > a per ogni a € A.

Se invece fosse f(£) > 0, allora £ > p. Denotando ¢t = J;(—é) sihat > 0, dunque {—t ¢ Be,

per come ¢ definito B, esiste a € A tale che £ —t < a. D’altra parte a < £ e quindi |£ —a| < t.

Pero
F(@) 2 £6) ~ £(€) ~ F(@)] 2 £€) ~ Cle —al > f(&) — Ot =1 50
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in contraddizione con la definizione di A. O

COROLLARIO 3.1.3. Per ognit € R non negativo ed ogni intero positivo n esiste un unico
numero reale non negativo 3/t tale che (Y/t)™ =t.

DIMOSTRAZIONE. Mostriamo prima l’esistenza, a tal fine fissiamo un intero positivo m
tale che m™ > t. Allora la funzione polinomiale

f:]0,m] = R, flx)=2a™ —1t,

soddisfa le ipotesi del Teorema 3.1.2 e quindi esiste £ € [0, m] tale che f(§) =& —¢ = 0, ossia
&=t

Per dimostrare 'unicita basta osservare che se x,y > 0 e 2" = y”, allora

(I 7y)(l,n71 +:l:aner +ijn72 +yn71) — " 7yn =0

e quindi = y oppure 2" ! 4+ 2" %y + -+ + ¢! = 0. Ma ogni addendo x'y"~1~% & non
negativo e quindi "~ 4 2" "2y + --- + 4"~ ! = 0 implica necessariamente z" "1 = y"~! =0,
dacuiz=y=0. ]

Il numero ¥/t viene detto radice quadrata di ¢, v/t radice cubica, v/t radice quarta, ..., ¥/t

radice n-esima; per le radici quadrate di solito viene omesso ’apice e si scrive semplicemente
V=it

Un numero naturale n ¢ un quadrato perfetto se esiste un altro numero naturale m tale
che n = m? e I'Esempio 3.1.1 puo essere facilmente esteso a tutti i numeri naturali che non
sono quadrati perfetti.

TEOREMA 3.1.4. Sia n € N, allora \/n ¢é razionale se e solo se \/n € N, ossia se e solo
sen é un quadrato perfetto.

DIMOSTRAZIONE. L’unica affermazione non banale da dimostrare ¢ che se /n non &
intero, allora y/n non & nemmeno razionale.

Supponiamo per assurdo che y/n sia un numero razionale non intero; fra tutte le possibili
coppie z,y di interi positivi tali che v/n = z/y consideriamo quella con il pitt piccolo valore
di y: per definizione 22 = ny?. Indichiamo con p = |\/n] la parte intera di \/n, per ipotesi si
ha p < v/n < p+ 1 e di conseguenza valgono le disuguaglianze

X
p<§<p+1, yp <z <ylp+1), O<z—py<y.

Osserviamo adesso che

x  ny—pr _x(z—py) —ylny —px)  a® —ny?

= = = O’
y x—py y(x — py) y(z — py)
e cioe che vale I'uguaglianza
Tr—py
che pero entra in contraddizione con le disuguaglianze 0 < = — py < y e con la scelta della
coppia x, y. O

Esercizi.

113. Siano a,b,c,d numeri razionali, con c¢,d non entrambi nulli, e sia o u numero
irrazionale. Provare che ad = be se e solo se il numero (ac + b)/(ca + d) & razionale.

114 (©). Provare che per ogni intero positivo n esiste un intero a tale che
n§a2 <n+2vn-—1.

115. Siano ¢,t due numeri reali tali che 0 < ¢ e ¢? < t. Mostrare che

t—c?
2 <t i 0<a<mi 1 .
(c+ a)* <t per ogni <a<min|c+ 3okl
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Nel prossimo Esercizio 116 compare il cosiddetto “principio dei cassetti” o “del portalette-
re” (in inglese: pigeonhole principle, espressione spesso tradotta erroneamente come “principio
delle gabbie dei piccioni”, mentre per gli inglesi pigeonhole non e la “piccionaia”, ma la cas-
setta delle lettere). Il principio dei cassetti afferma che se si ripartiscono piu di k oggetti in k
cassetti, necessariamente almeno uno dei cassetti conterra piu di un oggetto; equivalentemen-
te, una funzione da un insieme con piu di k£ elementi in uno con k elementi non puo essere
iniettiva. Piu in generale, se si ripartiscono almeno nk + 1 oggetti in k cassetti, almeno uno
dei cassetti dovra contenere almeno n + 1 oggetti.

116. 1) Dimostrare che per ogni terna di interi a,b,n € Z , con 0 < b < n, si ha:

1L e, T
n+1 b~ bn+1)

Per quali valori di a e b vale I'uguaglianza?
2) Dato un un numero reale £ ed un intero positivo n, consideriamo gli n + 2 numeri reali

ro=0, 1 =(—[&], m2=2—1(28], ..., =0~ |n€], Tpy1=1

Dimostrare, usando il principio dei cassetti, che esistono due indici 4,j con 0 <i < j<n+1

tali che |z; — x;] < e dedurre che esistono due interi a e b tali che

n+1
1

a

117. Sia ag,ay,as, ... la successione di numeri reali:

ap =0, a =2, a2:2+\/§, a3:2—|—\/2—|—\/§,..., ap =24+ /Up_1,... .

Dimostrare, usando il principio di induzione, che per ogni n > 0 valgono le disuguaglianze
0<ap—1 <a, <4

118 (Principio di Cantor degli intervalli incapsulati). Sia [ay,by], n € N, una successione
di intervalli chiusi tali che per ogni n > 0 si ha

@ 7é [any bn} g [an—la bn—l]-

o0

o olan, by] # 0, ossia che esiste almeno un numero

Dedurre dal principio di completezza che [
reale contenuto in tutti gli intervalli.

119 (#). Usare la disuguaglianza dell’Esempio 2.3.5 per dimostrare che per ogni intero
n > 0 vale

<1+ 1 >n+l X 1 n
IES VAR RS <1+ ! )>1
n - 1 = 4
<1+1> 141 n+1
n n

1 n+1 1 n
(1+ ) 2<1+) > 9
n+1 n

per ogni intero n > 0. Mostrare inoltre, con un ragionamento analogo, che per ogni n > 0 vale

1 n+2 1n—ﬁ-l
oty s o)
n+1 n

e dedurre dal principio degli intervalli incapsulati che esiste un unico numero reale e tale che
per ogni intero positivo n vale

1+1 n< < 1—|—1 n+1— 1
n == n _(1 1 )n—H.

Cn+1

e di conseguenza

Nota: si puo dimostrare che e € un numero irrazionale. Il suo valore approssimato alla vente-
sima cifra decimale & 2, 71828182845904523536, vedi anche I'’Esercizio 91.
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120 (s, ©). Siano «a, 8 due numeri irrazionali positivi tali che
1 1
S =
o B
Dimostrare che |na| # |mfB] per ogni coppia di interi positivi n,m e che ogni intero positivo
¢ uguale a |na] oppure a [nf] per un opportuno intero n. (Suggerimento: per ogni intero N
calcolare quanti sono gli interi n > 0 tali che |na] < N.)

3.2. Estensioni quadratiche

Oltre ai numeri reali e razionali esistono altri insiemi di numeri interessanti: uno di questi
e Q(\/i) definito come 'insieme dei numeri reali = che si possono scrivere come x = a + b\/§7
con a,b numeri razionali. Equivalentemente

Q(V2) = {a+bV2 | a,b € Q}.
Poiché ogni numero razionale a si pud scrivere nella forma a = a + 0v/2, ne consegue che
Q C Q(v2); se x,y € Q(v/2) allora anche
—z, z+y, vy € Q(V2).
Infatti, se 2 = a+bv2 ey = c+dv2siha —2 = (—a) + (=b)V2, 2 +y = (a+c)+ (b+d)V2 e
zy = (a+ bV2)(c + dv2) = ac + adv/2 + bev'2 + bd(v/2)?
= (ac + 2bd) + (be + ad)V2 € Q(V2).

Mostriamo adesso che se z € Q(v/2) e @ # 0, allora anche 2! € Q(+/2); pit precisamente
mostriamo che se a, b sono due numeri razionali non entrambi nulli, allora a + byv/2 # 0 e vale

a—b/2 a b
b2)"t = = — 2.
(a+ \[) a?—2b2 a2 —-2b2 a2 —2b2 V2
Infatti se fosse a + bv/2 = 0 allora b # 0 altrimenti a = —bv/2 = 0 contrariamente all’ipotesi
che a e b non siano entrambi nulli. Dividendo per b si ottiene /2 = —a/b, ossia che V2 & un
numero razionale: assurdo! Abbiamo quindi dimostrato che i due numeri a + hW2ea—bv/2
sono non nulli (il secondo poiché a e —b non sono entrambi nulli) e quindi

1 1 a-b/2 a—bV2
a+bv/2 a+bv/2 a—bv2 a?—2b%
La precedente costruzione funziona se poniamo al posto di 2 un qualsiasi numero primo
p (abbiamo gia dimostrato che |/p ¢ irrazionale):

Q(vp) ={a+0byp|a,beQ}.
Si verifica rapidamente che Q(,/p) € chiuso rispetto alla somma e al prodotto, cioe, la somma
e/o il prodotto di due elementi di Q(,/p) € ancora un elemento di Q(,/p). La dimostrazione
dell’esistenza dell’inverso ricalca fedelmente quella per p = 2, ossia dato z = a + b\/p con a e
b non entrambi nulli si ha:

,17a_\/]3b7 a

—-b
v a? —pb?2 a2 — pb? +a2—pb2\/ﬁ

Ancora pit in generale, se € & un qualsiasi numero irrazionale il cui quadrato £2 & razionale,
allora I’insieme
Q) ={a+b|a,beQ}
si comporta allo stesso modo di Q(\/ﬁ), e cioe e chiuso per le operazioni di somma, prodotto,
opposto e inverso di elementi non nulli: i dettagli sono lasciati per esercizio al lettore.

ESEMPIO 3.2.1. Dimostriamo che Q(v/2) N Q(v/3) = Q. Infatti, per ogni elemento x
dell’intersezione possiamo scrivere

r=a+b/2=c+dV3, a,b,c,d € Q,

e vogliamo dimostrare che x € razionale: a tal fine basta dimostrare che b = 0 oppure d = 0.
Si ha dv/3 = (a — ¢) + bv/2, ed elevando al quadrato

3d% = (a — ¢)® + 2b% 4 2b(a — ¢)V2
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e, siccome /2 non & razionale, deve essere b(a — ¢) = 0. Se b = 0 abbiamo = = a € Q, mentre
se a = c allora 3d? = 2b? e questo & possibile solo se d = b = 0, non essendo 3/2 il quadrato
di un numero razionale.

Esercizi.
121. Scrivere i seguenti numeri nella forma a 4 bv/2:

2-V2  14+V2 1-2V2
3+2\/§’ 1_\/5’ 1_\/57 (1_\/5)200(1+\/§)200.

122. Scrivere i seguenti numeri nella forma a + b\/5:

1-5 V5
1+v5 5—5

123 (V). Determinare se v/3 + 2v/2 € Q(v/2).

124. Risolvere il seguente sistema lineare a coefficienti in Q(v/3):

(1+v2)?,

(1+2V5)2, (2+2V5)(2 — 2V/5).

r+y+z=1
x+\/§y+2,z:0
r+3y+4z=-1

(si chiede di trovare le terne x,y, z € Q(v/3) che soddisfano il precedente sistema lineare).

125. Risolvendo un opportuno sistema lineare, trovare tre numeri razionali x, y, z tali che

1 3 3
S |
- V2+2v4 Y

126. Siano p,q interi positivi senza fattori comuni. Provare che \/ﬁ = ﬁ € un numero
q q

razionale se e solo se p, q sono due quadrati.

127. Dati due numeri reali non nulli a, b, con a # b, definiamo per ogni intero non negativo
n il numero
a™ —b"

A, = .
’ a—2>b

Provare che valgono le formule
AO = 0, A1 = 1, An+1 = ((1 + b)An — abAn_l, n > O,

e dedurre che se
1+5 1-+5
2 ) y = 2 )

. _xn_yn_xn_yn_i 1+\/5 n_i 1_\/5 "
Y A Ve 2

coincide con la successione dei numeri di Fibonacci:

Fo=0, Fi=1 Fyn=F +F,_.

allora

128. Si consideri la successione
ar =2, ax=6, as=14, ... an=2a,_1+an_2,...

Dimostrare:

(1) an=(1+V2)"+ (1 -V2)"

(2) la parte intera di (1 4+ v/2)™ & pari se e solo se n & dispari.

129. Usare il risultato dell’Esempio 3.2.1 per dimostrare che se vale

a+bv/24+cvV3+dvV6=0

con a,b,c,d € Q, alloraa=b=c=d=0.
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130 (#). Quali sono i numeri del tipo

a+bvV2+ V3 + dVe, a,b,c,d € Q,

che sono radici di un’equazione di secondo grado a coefficienti razionali?

3.3. I numeri complessi

Nella costruzione formale di Q(1/2) e nella definizione delle operazioni di somma e prodotto
abbiamo avuto bisogno di sapere solo due cose: che V2 ¢ Q e che (\@)2 € Q. Siamo adesso
pronti per ripetere la costruzione in una situazione piu astratta dove il “protagonista” e l'unita
immaginaria ¢ che deve essere pensata come un puro simbolo dotato esclusivamente delle due
proprieta formali:

iR, i?=—1.

A rigore, la prima proprieta segue dalla seconda in quanto ogni quadrato di un numero reale
& maggiore o uguale a 0.

Definiamo I'insieme C dei numeri complessi come 'insieme formato dagli elementi a+b,
con a e b numeri reali:

C={a+ib|a,beR}

Ogni numero reale puo essere pensato anche come un particolare numero complesso; per la
precisione consideriamo R contenuto in C interpretando il numero complesso a + ¢0 come
il numero reale a. In particolare quando scriviamo 0 € C intendiamo 0 = 0 + ¢0 e quando
scriviamo 1,7 € C intendiamo rispettivamente 1 = 1 + 0, ¢ = 0 4 1. I numeri complessi
del tipo ib = 0 + b si dicono immaginari puri; lo 0 & 'unico numero complesso ad essere
contemporaneamente reale ed immaginario puro.

DEFINIZIONE 3.3.1. Dato un numero complesso a + ib, i numeri reali a e b ne sono detti
rispettivamente la parte reale e la parte immaginaria. Si scrive

R(a +ib) = a, S(a + ib) = b.

Dunque un numero complesso & reale se e solo se ha parte immaginaria uguale a 0 ed &
immaginario puro se e solo se ha parte reale uguale a 0.

Vogliamo adesso definire le quattro operazioni sui numeri complessi. A differenza delle
estensioni quadratiche, non abbiamo una rapprentazione di a + ib come numero reale e al-
lora si esegue il calcolo considerando i numeri complessi come pure espressioni algebriche,
ricordandosi di mettere —1 al posto di i ogni qualvolta quest’ultimo compare. Ad esempio si
ha:

A+i)(1—i)=14+i—i—i*=1-i2=1—(=1)=2.
Equivalentemente possiamo definire le quattro operazioni in maniera assiomatica come nella
definizione seguente.
DEFINIZIONE 3.3.2. Il campo dei numeri complessi € 'insieme C dotato delle seguenti
operazioni:
(1) (a+1b) + (c+1id) = (a+c) +i(b+d),

(2) (a+1ib) — (c+id) = (a —c) +i(b—d),
(3) (a+ib)(c+id) = ac+i(ad + bc) + i%bd = (ac — bd) + i(ad + be),

(4) se ¢+ id # 0, allora
a+ib a+ibc—id (a+ib)(c—id) ac+bd  bc—ad

c+id  cH+idc—id c? 4+ d? 202+d2+262+d2'
EsEMPIO 3.3.3.

1+2i_1+2¢1+i_(1+2i)(1+z‘)_—1+3i__1+i§
1—i  1—4 1+i (1-9)(1+4) 2 2 2




3.3. I NUMERI COMPLESSI 61

EsEmMPIO 3.3.4. Si considerino i numeri complessi z =147 e w =1 — 24; si ha
z+w=(14+1)+1-2i)=2—14, z—w= (1414 —(1-2i)=3i,

‘ ‘ oz 14 (1+id(1+2) -1 3
—(1+i)(1-2)=3— z_ _ _ 1.3,
=1+ =2)=3-4, D=7 114 5 5

. . . . a+ib N .
Abbiamo visto che per riportare una frazione alla forma standard x+iy, & sufficiente
c

+id
moltiplicare a numeratore e denominatore per il numero complesso ¢ — id.
DEFINIZIONE 3.3.5. Il coniugato di un numero complesso a + b, a,b € R, & il numero
complesso a — tb. Viene denotato con una sopralineatura, ossia

a+ib=a —1b.

Ad esempio 1+2i =1—2i,2—i=2+14, 3 =3, 7i = —7i. Osserviamo che un numero
complesso z e reale se e solo se & uguale al suo coniugato; pill in generale si hanno le formule:

— m(z):%(z)zzf, S(z):fS(z):Z;f

Moltiplicando un numero complesso diverso diverso da O per il suo coniugato si ottiene
sempre un numero reale positivo:

(a+ib)(a —ib) = a® + b°.

x|

Quindi se z,w € C e w # 0 si ha

z Zw 1 w
—_ =, w = —.
W ww ww
In particolare abbiamo dimostrato che ogni numero complesso z # 0 & invertibile ed il suo
inverso e dato dalla formula

1
ZZ

z )
che nella forma a + ib diventa
1 1 a—ib a—1ib a b
atib atiba—ib @@+ 2+ a6
EsEMPIO 3.3.6. Calcoliamo I'inverso del numero complesso 2—i. Applicando la precedente
formula si ha

1 1 241 241 2 1
= = = — 1—.
2—i 2—i241 5 5 5
Il coniugio commuta con le operazioni di somma e prodotto, ossia per ogni coppia
di numeri complessi z, w vale

Z+wW=z+w, ZW = Zw,

Infattise z =a+ibew=x+iysihaz4+w= (a—ib)+ (x —iy) = (a+z)—i(b+y) =z F w,
zZw = (a —ib)(x — iy) = (ax — by) — i(bx + ay) = Zw.

E importante osservare che le operazioni di somma e prodotto sul campo dei numeri
complessi sono associative; cio significa che per ogni terna z,y, z € C si ha:

(x+y)+z=z+(y+2) (associativita della somma),

(xy)z = z(yz) (associativita del prodotto).

Se z,w sono due numeri complessi non nulli, allora anche il loro prodotto zw ¢ diverso da 0.
Infatti se per assurdo fosse zw = 0 allora si avrebbe

z=z(ww ) = (zw)w =0w =0

contrariametne all’ipotesi che z,w # 0. L’associativita del prodotto permette in particolare
di definire senza ambiguita le potenze 2™ di un numero complesso z per ogni intero n > 0.

EseEmpIO 3.3.7. Le potenze dell’'unita immaginaria sono:

i = -1, i® =% = —i, it = (%)? =1, iP5 =it =1,
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1
EseEmpio 3.3.8. Le potenze del numero complesso £ = Rl

V2

§4 = _17

sSono:
-1+

\/§ )
55 = _ga 66 = _£2a 67 = _£3a 58 = _64 = 1a

Esempio 3.3.9. Ogni numero reale negativo possiede una radice quadrata nel campo dei
numeri complessi. Infatti se a ¢ numero reale negativo, allora «/—a € R e si puo considerare
il numero immaginario puro z = (yv/—a)i; chiaramente 2? = i?(y/—a)? = —(v/—a)? = a.

e=i, &=

TEOREMA 3.3.10. Sia z € C un qualunque numero complesso, allora esiste un numero
complesso w € C tale che w? = z.

DIMOSTRAZIONE. Gia sappiamo che il teorema € vero se z € un numero reale. Se z non ¢
reale scriviamo z = a + ib, con a,b € R, b # 0, e cerchiamo due numeri reali z,y tali che

a+ib= (z+iy)* = (2% — y?) + 2ixy,

22—y’ =a

2zy =b
Siccome b # 0, la seconda equazione implica z # 0 e quindi possiamo moltiplicare la prima
equazione per z2 senza alcun rischio di introdurre soluzioni fantasma.

ossia cerchiamo di risolvere il sistema

b2
x4—x2y2=x4—zzaw2
2ry =b
b2

Guardando all’equazione biquadratica z* — az? — 1= 0, siccome b # 0 'equazione di secondo

b2
grado 2 — at — i 0 possiede una sola radice reale positiva uguale a

a+ Va2 + b2
2
e quindi si ottiene

b Va2 +b?
w:z+iy:z+i2—, dove x =+ %.
x

Riassumendo possiamo scrivere

1
(3.3) Vi=t—

b
a+|z|+i———— |, dovez=a+1ib, |z| =+Va%+ 1%,
f( | \/a+|z|> |

e dove per 1/ si intende un qualunque numero complesso il cui quadrato ¢ uguale a z. (|

OSSERVAZIONE 3.3.11. Siccome i? = —1, sempre per b # 0, la Formula (3.3) & del tutto
equivalente a

1 b
3.4 Ve=ivV—z2=4— | ——— +i/]z| —a 2z = a +1b.
Notiamo che la Formula (3.3) vale anche per numeri reali positivi e che la Formula (3.4) vale
anche per numeri reali negativi. E possibile dimostrare che non esiste alcuna formula generale
valida per tutti i numeri complessi diversi da 0, ma questo va (molto) al di 14 degli obiettivi
di questo testo e richiede conoscenze non banali di topologia e variabile complessa.

EsemPIO 3.3.12 (Radici dell’unita, prima parte). Diremo che un numero complesso z &
una radice dell’unita se esiste un intero positivo n > 0 tale che 2™ = 1; & ovvio che ogni radice

1
dell’unita & un numero diverso da 0. Abbiamo gia osservato che i numeri £1,+i e ﬁ(il +1i)

sono radici dell’unita. Vedremo tra non molto che ne esistono molte altre, ed ¢ chiaro che non
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tutti i numeri complessi sono radici dell’'unita: ad esempio ogni numero reale diverso da +1
non e una radice dell’unita.

Se z ¢ una radice dell’unita, allora lo & anche z~! e pill in gnerale lo sono tutte le potenze
2", n € Z. Infatti se r > 0 & tale che 2" = 1, allora per ogni n € Z si ha

(Zn)r — ZTLT — (ZT)TL — l’ﬂ — 1.
Similmente, se z,u sono radici dell’unita, allora lo ¢ anche zu. Infatti se r, s sono due interi
positivi tali che 2" = u® = 1 allora
(Zu)’l"s — Z?"SuTS — (Z’r‘)s(us)”r’ — 1817‘ — 1
Sia z una radice dell’unita e sia r > 0 il pit piccolo intero positivo tale che z" = 1. Allora

per un intero n € Z vale z™ = 1 se e solo se n ¢ divisibile per r. Infatti possiamo scrivere
n=qr+sconl0<s<re

z" 1
ICOIET
e poiché per ipotesi r & il pili piccolo intero positivo tale che z” = 1 ne consegue che s < 0
oppure s > r. Dato che 0 < s < r 'unica possibilita ¢ s = 0, ossia che r divide n.

45 — AT

=1

Esercizi.
131. Scrivere i seguenti numeri complessi nella forma a + b:
10 1-2i
1420 1-4’
132. Mostrare che per ogni numero complesso z vale

R(iz) = —(=2), S(iz) = R(z).

133. Provareche 2 =z <= zc€Rez=-7 < iz € R.

(1+74)2

31 —i)+i(2414), (2+4)(1 — 2i), T

(1+i)%

134. Trovare un numero complesso w tale che w? = 2 + 21/31.
135 (Q). Trovare tutti i numeri complessi z € C tali che 22 + z = 0.
136. Trovare tutti i numeri complessi z tali che z(z + Zz) = 4z.

137. Siano z,w due numeri complessi tali che 2?2 = w?. Mostrare che z = +w (suggeri-
mento: considerare il prodotto (z + w)(z — w)).

138. Dire, motivando la risposta, se I'applicazione f: C — C x C, f(z) = (22,2?), &
iniettiva.
139. Sia z un numero complesso tale che 254 = 28! = 1. Chi ¢ 2?

140. Sia z una radice dell’'unitd e sia 15 il pit piccolo intero positivo tale che 2z = 1.

Dire, motivando la risposta se u = 2% & una radice dell’unitd e calcolare il pilt piccolo intero
positivo r tale che u" = 1.

141. Sia z un numero complesso tale che 213783

n € 7.

= 1. Dimostrare che z" # —1 per ogni

3.4. Rappresentazione geometrica dei numeri complessi

Poiché ogni numero complesso z ¢ individuato in modo univoco dalla parte reale ed imma-
ginaria, e cioé da una coppia di numeri reali, possiamo identificare C con il piano Cartesiano
facendo corrispondere al numero complesso z il punto del piano di coordinate (Rz, 3z). Quindi
possiamo anche identificare i numeri complessi con I'insieme dei vettori nel piano aventi come
punto iniziale 'origine.

Viceversa al punto del piano di coordinate cartesiane (x, y) associamo il numero complesso
z = x 4+ iy. Quando i punti del piano vengono identificati con i numeri complessi si parla di
piano di Gauss anziché di piano cartesiano.

La distanza tra ’origine ed un punto z = z + iy & calcolata usando il teorema di Pitagora

ed & uguale a |z| = /22 + 2.
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asse immaginario

asse reale

jan}
S[E - - - - -

Ficura 3.3. Il piano di Gauss, ossia la bigezione tra C ed i punti del piano.

DEFINIZIONE 3.4.1. Il modulo, o norma, di un numero complesso z = a+ib ¢ il numero

|z| = Va2 + b2.
Si noti che per i numeri reali il modulo coincide con il valore assoluto, infatti se z =
a +1i0 € R, allora

reale

a sea>0
4] = Ve = ;
—a sea<0

ESEMPIO 3.4.2. Per ogni numero reale 6 si ha
|cosf + isinf| = Vcos2f +sin?f = 1.

Piu in generale, se 7 > 0 ¢ un numero reale si ha

|r(cosf +isind)| = Vr2cos? 0 + r2sin 0 = r.

PROPOSIZIONE 3.4.3. Per ogni numero complesso z si ha:
1) |z| > 0 e l'uguaglianza vale se e solo se z =0,

2| = Iz],

Rzl <|z], [Sz| <z,

(
(
(3
(
(

DIMOSTRAZIONE. Se z = a + b allora

IRz| = |a| = Va2 < Va2 + 02 = |z|, [Sz] = |b] = VB2 < Va2 + b2 = |2].

z=—y+ir & - - {T
|
‘ Y
AN I z=x+1y
! |
! |
-y 0 T
|
Z=T =1

FicUura 3.4. Geometricamente, il coniugio corrisponde alla riflessione rispetto al-
I’asse reale e la moltiplicazione per 'unita immaginaria corrisponde alla rotazione
di 90 gradi in senso antiorario.
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Le altre proprieta sono di immediata verifica e lasciate per esercizio. O

La prossima proposizione elenca il comportamento del modulo rispetto alla somma ed al
prodotto.

PROPOSIZIONE 3.4.4. Siano z,w due numeri complessi, allora:
lzw| = |zl lw|, [z +w| <[z +|wl, |z] = |w[ <]z —wl.

DIMOSTRAZIONE. Per quanto riguarda le prime due relazioni, tutte le quantita sono nu-
meri reali non negativi, possiamo quindi elevare tutto al quadrato e dimostrare che |zw|? =
|212|w|?, |z +w|? < |2|* + |w?| + 2|2||w|. Possiamo scrivere

|zw|? = 2w TW = 2w ZW = 2ZwT = |2*|w|?,
|z +wf* = (z +w)(Z+0) = |2)* + |w|® + 20 + Zw = |2]* + |w|* + 2R(2).
Dato che la parte reale ¢ sempre minore od uguale del modulo si ha
R(zw) < |zw] = |z]|w] = |2[|w]|
e quindi
|2+ wl? = |2 + [w]” + 2R(2W) < [z + Jw]* + 2|z |w].
Per dimostrare che |z| — |w| < |z — w| basta scrivere u = z — w e usare la relazione

futwl < Jul + .
O

Ogni numero complesso z = x+iy & determinato dal suo modulo |z| e dal suo argomento
0 che indica 'angolo in radianti che il vettore z forma con l'asse delle ascisse (Figura 3.5).
Piu precisamente
x =|z|cosf, y=|z|siné.
Viceversa ogni numero complesso non nullo determina il suo argomento a meno di multipli
interi di 27.

z=ux+1iy = |z|(cos @ + isinf)

B

]
|
1Yy
|

F1cura 3.5. Modulo ed argomento di un numero complesso

DEFINIZIONE 3.4.5. I numeri reali |z|, 0 sono dette le coordinate polari del del numero
complesso z corrispondente, determinato dalla formula:

z = |z|(cos 8 + i sin 6).
Possiamo adesso rappresentare graficamente le operazioni di somma e prodotto di numeri

complessi (Figura 3.6): infatti alla somma di due numeri complessi corrisponde la somma delle
parti reali e immaginarie, mentre per il prodotto di

z = |z|(cos 8 + isinb), w = |w|(cosn + isinn),
abbiamo, grazie alle ben note formule trigonometriche,
zw =|z|(cos @ + isin 6)|w|(cosn + isinn)
(3.5) =|z||w|[(cos 8 cosn — isin O sinn) + i(cos O sinn + sin O cosn)]
=[zl|wl[cos(6 + 1) + isin(6 + n)]
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Quindi il prodotto zw e il numero complesso che ha come modulo il prodotto dei moduli e
come argomento la somma degli argomenti, a meno di multipli di 27. Similmente si ha la

formula
* — Elicos(9 — ) +isino )
— = —[cos(0 — isin(0 — n)].
w ] n n
Notiamo che se |z|, € sono le coordinate polari di z, allora |z|, —6 sono le coordinate polari di

Z e |z|7!, —0 sono le coordinate polari di 271

Zw
.z+w
- N
_ / S
Z-- ! . 0+n
/’ \'L\ z
) \w\ i
0 w
n
0 0

FiGurA 3.6. Rappresentazione geometrica di somma e prodotto; si noti come la
disuguaglianza |z 4+ w| < |z| + |w| equivale al fatto che in un triangolo la lunghezza
di un lato non supera la somma delle lunghezze degli altri due.

Diremo che un numero complesso z ¢ rappresentato in forma polare o trigonometrica
se ¢ definito in funzione di modulo e argomento, ossia z = |z|(cosf + isin@). Diremo che
un numero complesso z & rappresentato in forma algebrica o cartesiana se ¢ definito in
funzione di parte reale ed immaginaria, ossia z = a + ib.

Esercizi.

142. Calcolare il modulo e la parte reale di
.\ 476
1
(1+1)3(1 —i)3, (1+i)476<2z) .

143. Scrivere in coordinate polari i numeri 2 + i2v/3 e 3(1 4 4).

144. Descrivere I'insieme del piano formato dai numeri complessi z tali che — & un
iz
numero reale.
145. Dati tre numeri complessi z1, 22, 23 diversi da 0. Quanto vale la somma degli argo-

menti di
Z1 z9 z3
20 23 2
146. Descrivere il luogo H C C dei numeri complessi z tali che |z —i| < |z + i].
147. Descrivere il luogo @ C C dei numeri complessi z = a + ib tali che |2? —i| < |22 4]
eb>0.
148. Siano zi, ..., z, numeri complessi. Dimostrare che si ha:
ot zal <l el
149 (V). Siano z,ay,...,a, numeri complessi tali che
a2 Vb az" 2+ +a, =0.

Dimostrare che

|2] < 2max{¥/|ax| | k=1,...,n}.
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150. Provare che per ogni numero complesso z ed ogni numero reale t il prodotto
(z =2)%(z = t)*(z - t)?
¢ un numero reale < 0.

151 (Disuguaglianza di Abel). Siano z1, 23, z3 numeri complessi e a1, az, a3 numeri reali
tali che a; > as > ag > 0. Dimostrare che vale la disuguaglianza

|a121 + asze + aszz| < ay max(|z1], |21 + 22, |21 + 22 + 23])-
Piu in generale, provare che se z1,...,z, sono numeri complessi e a; > as > -+ > a, > 0

sono numeri reali, allora

< a; max
1<k<n

n k
E a;2; E Zil -
i=1 i=1

3.5. Potenze e radici di numeri complessi

La rappresentazione in coordinate polari del prodotto di numeri complessi trova la sua piu
fruttifera applicazione nella descrizione delle potenze e delle radici di un numero complesso.

LEMMA 3.5.1 (Formula di de Moivre). Sia z = |z|(cosf + isin @) un numero complesso;
per ogni intero n si ha
2" = |z|"(cos(nb) + isin(nh)).

DIMOSTRAZIONE. E sufficiente iterare la formula (3.5) nel caso specifico z = w: piu
precisamente si puo ragionare per induzione assumendo la formula vera per un dato esponente
n ed osservando che

2" = 2" 2 = |2["(cos(nB) + isin(nh)) - |z|(cos() + isin(h))
= |2|™|2|(cos(nf + 6) + isin(nd + 0)) = |z|" T (cos((n + 1)8) + isin((n + 1)6)).
|

DEFINIZIONE 3.5.2. Sia z un numero complesso e n un numero naturale positivo, una
radice n-esima di z ¢ un numero complesso w tale che w™ = z.

Nel caso reale noi sappiamo che ogni numero reale z, differente da 0, ha una radice n-
esima se n ¢ dispari e due radici n-esime se n & pari e x € positivo; nel caso complesso invece la
situazione e, almeno concettualmente, piu semplice. Prima di trattare il caso generale & pero
utile studiare il caso delle radici complesse di 1.

EseEmpIO 3.5.3 (Radici dell’unita, seconda parte). Per ogni intero positivo n denotiamo
con p, l'insieme dei numeri complessi z tali che z" = 1, ossia l'insieme delle radici n-esime di
1. L’insieme p,, € certamente non vuoto in quanto contiene 1. Inoltre la formula di de Moivre
ci permette di affermare che gli n numeri complessi

2k 2k
§k:cos<ﬂ)+isin(7r>, k=0,1,...,n—1,
n n

appartengono tutti a u,: infatti per ogni k vale

n ( 2k7r> . ( 2k7r)
§ =cos|{n— | +isin|n— | = 1.
n n

Si noti che nel piano di Gauss, i numeri complessi & corrispondono ai vertici di un poligono
regolare di n lati inscritto nel cerchio unitario e con un vertice in 1.
Mostriamo adesso che ogni radice dell'unita e uguale a & per qualche k, ossia che

Hn = {607 e 7£n—1}~

Sia z un numero complesso tale che z™ = 1, allora |z|™ = 1 da cui segue che |z| = 1 e quindi
possiamo scrivere
z = cos(#) + isin(6), 0<6<2m.
Sia k I'unico intero tale che
2k - 2(k + )7

— )

n



68 3. NUMERI REALI E COMPLESSI

siccome 0 < 0 < 27 si ha 0 < k < n. Se consideriamo il numero complesso w = z/& si ha

2k 2
w:gk:cos(a)—i—isin(a), 0§a:0—%<%,
e quindi
w™ = cos(na) + isin(na), 0 < na < 27.

D’altra parte w™ = 2" /€ = 1/1 = 1 e questo & possibile se e solo se naw = 0, ossia se e solo
sea=0ez=¢.

DEFINIZIONE 3.5.4. Sia n un intero positivo. Una radice dell’unita z di dice primitiva
di ordine n se n ¢ il piu piccolo intero positivo tale che 2™ = 1.

Lasciamo al lettore il compito di dimostrare che, nelle notazioni precedenti, la radice
&k € Wy € primitiva di ordine n se e solo se n e k non hanno fattori comuni maggiori di 1.

EseEmpio 3.5.5. I numeri complessi 1, ¢, —1, —¢ sono radici quarte dell’unita. Essi hanno

3
tutti modulo 1 e corrispondono ai valori 0, g, T, ?ﬁ dell’angolo 6.

PROPOSIZIONE 3.5.6. Sia z # 0 un numero complesso e n un numero naturale positivo,
allora esistono esattamente n radici n-esime distinte di z. Se z = |z|(cos 0 +isin0) ¢é la forma
polare di z, allora le radici n-esime di z sono esattamente gli n numeri complessi

0+ 2k 0+ 2k
(3.6) wk:|z|i<cosjLn7r+isin+7T>7 k=0,1,...,n— 1.

DIMOSTRAZIONE. Che i numeri wy, siano radici n-esime di z segue immediatamente dalla
formula di de Moivre:

2 2
0+ 2kn ne—’—kﬂ-) = |z| (cos(0 + 2km) + isin(6 + 2k7)) = z.

wy, = (|z|%)" (cosn + isin
n

Consideriamo gli n angoli

0+ 2k
b= 22T 01, 1.
n
Siccome |6, — 0| < 27 per ogni 0 < h,k < n si ha che i numeri wo,...,w,_1 sono tutti

distinti tra loro.

Rimane da dimostrare che ogni radice n-esima di z & uguale a wy per qualche k. Sia
w = |w|(cosd +isinp), 0 < ¢ < 27, una radice n-esima di z:

|z|(cos @ +isinf) = z = w" = |w|"(cosnd + isinne),

da cui segue che |w| = |z|*/™ e che n¢ — 0 & un multiplo intero di 27. Siccome —27 < ng —6 <
2n7 si deve avere ng — 6 = 2km per qualche K =0,...,n — 1 e quindi ¢ = 6.

Per una dimostrazione alternativa si pud osservare che se w™ = z allora w/wg ¢ una radice
n-esima di 1, poiché (w/wg)™ = w"/wj = z/z = 1. Nelle notazioni dell’Esempio 3.5.3 esiste

k=20,...,n—1 tal che
<2kﬂ') .. <2k7r>
w/wy =&, =cos | — | +isin | —
n n

e quindi w = woér = wy. O

EsEMPIO 3.5.7. Calcoliamo le radici quadrate del numero complesso z = 2 + 2v/3i. 1l
modulo e la forma polare di z & |z| = /4 + 12 = 4 e quindi

1
1, V3
|z] 2 2
Riconosciamo immediatamente che 1/2 e v/3/2 sono rispettivamente coseno e seno di /3.
Applicando la formula (3.6) abbiamo quindi che le radici quadrate di z sono

2k 2k
wg = |z\% <cos7r/g+27r+isin7r/3+27r) , k=01,

ossia

wo = 2(cos w/6 + isinT/6) = V3 + i, w) = —wy = —V3 —i.
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wy -~ o "~
7/ \\
, w1
/
\
/
AY
2 /Z/ N \\
1
, 0 \
| 4 !
T
\ ]
\ 1
\ I,
\
\ //
\
\ //
w3 //
N
N
S _ - Wy

Ficura 3.7. Un numero complesso z e le sue radici quarte w1, w2, w3, wa.
Esercizi.

152. Calcolare le radici terze dell’unita, ossia tutti i numeri complessi z tali che 2% =1
153. Calcolare le radici terze del numero complesso z = &i.
154. Per ogni intero positivo n, calcolare i numeri complessi

i4n(1 _ Z-)4n Z'4n(1 + Z')4n
4qn ’ 4n '

155. Siano z; # z3 le due radici quadrate del numero complesso 3 — 4i. Scrivere nella
forma a + ¢b il numero

21+ 20+14+14
1+ 2

156. Risolvere le seguenti equazioni nella variabile complessa z:

22— z—iz+i=0, 22=5+12,

+ z129.

|2z =2i, 22=1-4, 2'=%3
2 =izz, 24P =1+0, 2*—(2i+1)22+2i=0,
P2 4iz+z=0, R =241, z|z]*=2R(2),

157. Siano &, ...,&,—1 le radici n-esime di 1. Provare che per ogni indice h =0,...,n—1
esiste un’applicazione bigettiva o : {0,...,n — 1} = {0,...,n — 1} tale che

)
2422 =0,

22 422=12? Zz=1+i.

§néi = &5,y perogni i =0,...,n—1.
158. Sia ¢ € C tale che €2 + ¢ 4+ 1 = 0. Provare che:
(1) &€=1,1+8°=(1+&)°=-1
(2) dati due numeri complessi u, v, i tre numeri
r=u+v, y==&u+&, z=~&%u+¢v,
sono uguali se e solo se u = v = 0, mentre sono a due a due distinti se e solo se

ud # v,

159 (#e). Sia G un insieme finito di » numeri complessi non nulli, con n > 0, e tali che
per ogni z,w € G si ha zw € G. Dimostrare che G = p,.

Suggerimento: per ogni z € G esistono due interi 0 < a < b tali che 2* = 2° # 0. Dedurre

che |z] =1, che 1 € G e che per ogni z,w € G si ha z/w € G. Ordinare gli elementi di G per
argomento crescente, ossia G = {zg, 21,..., 2,1} con

z; = cos(ay) + isin(qy), D=ap <o <ag < < ap_1 <2,

e provare che o = kay per ogni 0 < k < n e che na; = 2m.

69



70 3. NUMERI REALI E COMPLESSI

3.6. Campi di numeri

DEFINIZIONE 3.6.1. Un sottocampo di C, detto anche campo di numeri, ¢ un sottoin-
sieme K C C che contiene 0, contiene 1 e che ¢ chiuso per le operazioni di somma, prodotto,
opposto ed inverso di numeri diversi da 0.

In altri termini, un campo di numeri & un sottoinsieme K C C che soddisfa le seguenti
proprieta:
(1) 0eKelek
(2) Se z,w € K, allora z + w, 2w € K.
(3) Se z € K allora —z € K e, se z # 0, allora anche 27! € K.
Ad esempio Q,R e C sono campi di numeri e, se p € un numero primo, allora anche
I'insieme
Q(vp) ={a+bypeCla,beQ}

€ un campo di numeri.

EsEMPIO 3.6.2. L’insieme Q(i) = {a + b | a,b € Q} dei numeri complessi aventi parte
reale ed immaginaria razionali & un campo di numeri.

LEMMA 3.6.3. Ogni sottocampo di C contiene tutti i numeri razionali e quindi contiene
infiniti elementi.

DIMOSTRAZIONE. Sia K C C un sottocampo, siccome 1 € K, allora per ogni intero
positivo n si ha
n=1+1+---+1cK
—_——
n addendi
e quindi per ogni coppia di interi positivi n, m si ha
n —n
—nek, —eK, —ek
m m
O

Possiamo generalizzare la costruzione di Q(,/p) nel modo seguente. Sia K C C un campo
di numeri e sia @ un numero complesso tale che a? € K. Allora I'insieme

K(a) ={a+ba|a,be K}

€ ancora un campo di numeri; per dimostrarlo occorre trattare separatamente i due casi a € K
e a € K. Se a € K allora, siccome K ¢ un campo, ne segue che ogni elemento del tipo a + b
appartiene ancora a K, ossia K(a) = K. Se a ¢ K allora, per ogni a,b € K non entrambi nulli
i due numeri a + ba, @ — ba sono diversi da 0 e quindi anche il loro prodotto (a + ba)(a — ba)
non e nullo. Ne consegue che

1 a b
atba  a—b2a® a?— a2 € K(a).

DEFINIZIONE 3.6.4. Nelle notazioni precedenti se o? € K e a € K il campo K(a) viene
detto estensione quadratica di K.

EsEmMPIO 3.6.5. Un numero intero positivo m si dice ridotto se non ¢ divisibile per quadrati
di numeri primi. Sono ridotti i numeri 2,3,5,6,7,10,11,13,14..., mentre non sono ridotti i
numeri 4,8,9,12,...; se m e ridotto, allora \/m non ¢ razionale e quindi

Q(v/m) = {a+ by | a,b € Q}
& un’estensione quadratica di Q.

EseEmpIO 3.6.6. Sia p;1 = 2, ps = 3, p3 = 5, ...pn, ...la successione di tutti i numeri
primi in ordine crescente e consideriamo la successione di sottocampi:

Fo=Q, F=QW\pm)=QV2), E=F(/pr)=0V2V3), ...,

Fn = Fo_1(\/pn) Vn > 0.
Allora F,, # F,,_1 per ogni n > 0, ossia \/p,, & Fj,_1 per ogni n > 0.
Volendo dimostrare che /p, ¢ F,_1 per induzione, I'autore si & accorto, dopo alcuni
infruttuosi tentativi, che la proprieta |/p, € F,—1 non ¢ abbastanza forte per dimostrare il
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passo induttivo. Allora, in maniera piuttosto controintuitiva, dimostriamo per induzione un
enunciato piu forte ed apparentemente difficile da dimostrare. Piu precisamente, dimostriamo
per induzione su n che valgono le proprieta:
Pn: /pn & Fru1 e sex € Iy, ¢ un numero tale che 2?2 € Q, allora x = ay/m cona € Q
e m intero positivo che divide il prodotto pips - - - pn dei primi n numers primi.

La validita di P; ¢ semplice ed & lasciata per esercizio. Supponiamo quindi n > 1 e
che valga la proprieta P,_1. Se fosse \/p, € Fj,_1, allora per la proprieta P, ; si avrebbe
V/Pn = ay/m, dove a € Q e m divide il prodotto p; - - - p,—1. Moltiplicando per ,/p, otteniamo
v/Mpr € Q che sappiamo essere falso.

Sia adesso ¥ = u + v/p, € Fy,, dove u,v € Fj,_1, un numero tale che

2% = u? +v°p, + 2uvy/py € Q.
Abbiamo gia provato che /p, & F,,—1 e quindi uv = 0, altrimenti si avrebbe

22 2 2
VPn = 2uv

—u® =
Se v =0 allora x = u € F,,_1 e per la proprieta P,_; si avrebbe u = ay/m. Se u = 0 allora
v? = 22 /p,, € Q e sempre per P,_; si ha v = ay/m e = a/Mmpy,.

Esercizi.

€ F,_1.

160. Dimostrare che un sottoinsieme K di C ¢ un campo di numeri se e solo se soddisfa
le seguenti condizioni:

(1) 1 eK;
(2) sez,weKew;éOaHoraz—w,gEK.

161. Sia ¢ € C tale che ¢ + ¢ 4 1 = 0. Provare che
Q) ={a+becClabeQ}
e un campo di numeri. Scrivere I'inverso di 1 + £ nella forma a + b¢.
162. Mostrare che l'intersezione di sottocampi di C & ancora un sottocampo di C.

163. Mostrare che C e I'unica estensione quadratica di R.

164. Dimostrare che v2 + /3 + v/5 + /8 non ¢ razionale.

3.7. Campi, polinomi e funzioni razionali

Abbiamo appena visto che i numeri razionali, reali e complessi sono dotati di due operazioni,
la somma + e il prodotto - che godono delle seguenti proprieta:

Proprieta della somma:
(S1) La somma ¢ associativa: per ogni x,y, z si ha
(x4+y)+z=2+ (y+2).
(S2) La somma & commutativa: per ogni z,y si ha
rT+Yy=y+x.
(S3) Esiste un elemento, denotato 0, che & neutro per la somma: cio significa che per ogni
x si ha
z4+0=0+z =2
(S4) Ogni elemento ha un opposto: per ogni z esiste —z tale che
z+ (—x) =0.
Proprieta del prodotto:
(P1) 1l prodotto & associativo: per ogni x,¥, z si ha
(Z-y)-z=x-(y-2)
(P2) 1l prodotto ¢ commutativo: per ogni x,y si ha

T Yy=9y-1x.
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Esiste un elemento, denotato 1, che € neutro per il prodotto, ossia per ogni z si ha
r-1=1-z=uzx.
Ogni elemento diverso da 0 ha un inverso: per ogni x esiste x~! tale che

-zl =1.

Proprieta distributiva:

(D)

Il prodotto e distributivo rispetto alla somma: per ogni z,y, z si ha

z-(y+z)=z-y+x-z

DEFINIZIONE 3.7.1. Una terna formata da un insieme K e da due operazioni

K x K &5 K (somma), K x K = K (prodotto),

che godono delle precedenti 9 proprieta (S1)—(S4), (P1)—(P4), (D) si dice un campo.

Dalle precedenti 9 proprieta si deduce facilmente che:

(1)

(2)

(3)

(4)

()

I’elemento neutro per la somma ¢ unico. Infatti se u € K € un elemento tale che
x +u = x per ogni x, in particolare si ha 0 + v = 0, mentre dalla proprieta (S3)
segue che u 4+ 0 = u, da cui segue u = u + 0 = 0;

I’opposto di un elemento & unico. Infatti se v € K & un elemento tale che x +u = 0,
allorau =u+0=u+2z+ (—x) =0+ (—z) = —z. In particolare = ¢ 'opposto di
—z, ossla x = —(—x);

I’elemento neutro per il prodotto € unico. Infatti se e € K & un elemento tale che
e-x = x per ogni x, in particolare si ha e -1 = 1, mentre dalla proprieta (P3) segue
chee-1=-¢eequindie=1;

I'inverso di di un elemento x # 0 ¢ unico. Infatti se © € K ¢ un elemento tale che
zu = 1, allora u = u(xz™!) = (uz)r~! = 27! In particolare x ¢ I'inverso di z71,
ossia x = (x71)71;

)
x -0 =0 per ogni z: infatti

O=z+(—x2)=2-1+0)+(-2)=z-14+z2-0+(—x)=x2+2-0+ (—2) =z - 0;

(6)

(7)

(—x)y = —zy e (—x)(—y) = xy per ogni z, y: infatti
—ay = —ay+ (z+ (-2))y = —ay +ay + (-2)y = (—2)y,

(—2)(—y) = —a(—y) = —(—ay) = ay;
un prodotto si annulla, ossia & uguale a 0, se e solo se si annulla almeno uno dei
fattori: se -y = 0 e ad esempio y # 0 si ha

0=0-y ' =y y ' =z (yy )=z-1=u

Piu in generale, se n > 2 e aq,...,a, € K sono tutti diversi da 0 allora ajas # 0 ed
un ragionamento per induzione su n mostra che ajas - - a, = (a1a2)as - - a, # 0.
I’inverso del prodotto & uguale al prodotto degli inversi: dati ay,...,a, € K non
nulli si ha
a’;l...a;lal_lal(lQ...an :a;l...az_laa...an - ... :1
——

=1 =1
e quindi (ajag---a,) ' =a;---aytart

(zy)z z(y?)

T Y z T Y z

FIGURA 3.8. Rappresentazione grafica della proprieta associativa (zy)z = z(yz).
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Gli assiomi di campo non escludono I'ipotesi che 1 = 0, ossia che I’elemento neutro per la
somma coincide con l’elemento neutro per il prodotto; abbiamo perd dimostrato in (5) che in
tal caso x = x -1 =z -0 = 0 per ogni x, ossia che il campo contiene il solo elemento 0.

Per semplificare le notazioni, usualmente, il simbolo del prodotto viene omesso e si scrive
xy per x -y, oltre ad usare comunemente le notazioni:

X _
r—y=a+(-y), S=z-y .
Yy
E chiaro che Q, R, C sono campi, mentre Z non & un campo; infatti su Z la proprieta (P4)
non e soddisfatta per ogni intero diverso da 4+1. Ogni campo di numeri & in particolare un

campo. Esistono tuttavia moltissimi campi che non sono sottocampi di C.

EsEMPIO 3.7.2. L’insieme Fo = {0, 1} formato dai due elementi 0 e 1, con, oltre le usuali,
I’ulteriore proprieta che 1+1 = 0, &€ un campo. Questo prova in particolare che esistono campi
con un numero finito di elementi.

Ha quindi senso dividere i campi in campi finiti, che possiedono un numero finito di
elementi, e campi infiniti. Ogni sottocampo di C contiene i numeri razionali ed & pertanto
infinito.

Un’altra utile distinzione ¢ quella tra i campi in cui 1 # 0 e 1 +1 = 0, detti di
caratteristica 2, ed i rimanenti, detti di caratteristica diversa da 2.

Avvertenza: Lo studente che studia per la prima volta algebra lineare puo limitarsi a
intendere i campi esclusivamente come sottocampi di C, che sono tutti infiniti e di caratteri-
stica diversa da 2. Tuttavia, al fine di avere un testo utilizzabile anche da lettori piu esperti,
gia avvezzi al linguaggio algebrico abbiamo deciso di scrivere gran parte degli enunciati per un
campo arbitrario, aggiungendo quando necessario le ipotesi sulla caratteristica e sul numero
di elementi.

Sia z un simbolo formale, un polinomio nella variabile x a coefficienti in un campo K ¢
un’espressione del tipo

p(x) = anz™ +an_ 12" '+ Fax +ag, a; €K, neN.

Gli elementi a; € K sono i coefficienti del polinomio p(x).

Il fatto che x sia considerato un simbolo formale implica che non esistono relazioni tra
le potenze di z, diversamente da quello che accade con l'unita immaginaria 7, soggetta alla
relazione 32 + 1 = 0. Due espressioni formali

p(z) = apt™ +an 12" 4+ Farxr +ag, qx) =bpr™ + by 1™ - by + b,

rappresentano lo stesso polinomio se e solo se a; = b; per ogni ¢, dove si conviene che a; =
bj=0peri>mnej>m.

L’insieme dei polinomi a coefficienti in un campo K nella variabile x viene indicato
con KJz]. Con le usuali regole algebriche tra gli elementi di K[z] possono essere definite le
operazioni di somma e prodotto. Ad esempio:

(23 4+ 2% —24+1)+ (222 — 32— 6) = 2 + 32% — 42 — 5,
(2 +2)(32% — 2+ 2) = 32° — 2% + 222 + 62° — 20 + 4 = 32° 4+ 523 + 227 — 20 + 4.

Il polinomio nullo & il polinomio che ha tutti i coefficienti uguali a 0; ogni polinomio non
nullo si scrive in maniera unica nella forma

(3.7) p(z) = apz"™ +ap_12" '+ +ayx +ag, con a, #O0.

In tal caso chiameremo 'intero n grado del polinomio p(z), e si scrive n = deg(p(x)), mentre
il coefficiente a,, viene detto coefficiente direttivo. Osserviamo che il coefficiente direttivo
del prodotto di due polinomi & uguale al prodotto dei coefficienti direttivi. In particolare il
prodotto di due polinomi non nulli é ancora non nullo.

Un polinomio monico ¢ un polinomio non nullo il cui coefficiente direttivo ¢ uguale a 1:
il polinomio in (3.7) & quindi monico se e solo se a,, = 1. Il polinomio monico associato ad un
polinomio non nullo p(t) &, per definizione, il quoziente di p(t) per il suo coefficiente direttivo:
ad esempio il polinomio monico associato al polinomio in (3.7) &

a)‘"’—i—MZ‘H_l-‘r'“—l—ﬂm—l—@
a'n. an a’TL
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Per convenzione, il grado del polinomio nullo € —oo, ossia quello “strano” simbolo ma-
tematico con le proprieta che —co < a e —o00 + a = —oo per ogni numero a € R. Con tale
convenzione, se p(z) e g(x) sono due polinomi a coeflicienti nello stesso campo si hanno le
formule

deg(p(x) + g()) < max(deg(p(z)), deg(q(x)),
deg(p(z)q(x)) = deg(p(z)) + deg(q(x)).

Notiamo che tutte le proprieta dei campi, eccetto I'esistenza dell’inverso, sono soddisfatte:
segue in fatti dalla formula deg(p(z)q(x)) = deg(p(x)) + deg(g(z)) che i polinomi di grado 0
sono tutti e soli quelli che possiedono un inverso.

In particolare vale la formula distributiva p(t)(q(t) + r(t)) = p(t)q(t) + p(t)q(t) e se
p(t)q(t) = p(t)r(t) allora o p(t) = 0 oppure ¢q(t) = r(t): infatti se p(t)q(t) = p(t)r(t) allora
p(t)(q(t) — r(t)) = 0 ed almeno uno dei due fattori si annulla.

Il lettore non deve fare confusione tra polinomi e funzioni polinomiali, definite come le
applicazioni p: K — K per cui esiste una successione finita ag, ..., a, € K tale che

p(a) = apa™ 4+ ap_1a" " 4+ 4+ aja+ag per ogni a € K.
Ad ogni polinomio corrisponde in modo naturale una funzione polinomiale.
DEFINIZIONE 3.7.3. Sia p(z) = ap2" +an_12" "'+ -+ a1z +a¢ € K[z] un polinomio. Un
elemento a € K si dice una radice di p(x) se annulla la corrispondente funzione polinomiale,

ossia se
p(a) = apa™ +ap_10™" P 4+ Faja+ag = 0.
EseEmpio 3.7.4. Siano K un campo, aq,...,a, € K e si consideri il polinomio
p(z) = (x—a1)(z —a2) - (x — ap) € Klz].
Allora un elemento « € K & una radice di p(z) se e solo se @ = a; per qualche indice 4. Infatti,
dato a € K il prodotto (a — a1)(a — az2) -+ (a — ay,) si annulla se e solo se si annulla almeno

uno dei fattori, ossia se e solo se a — a; = 0 per qualche .
Si noti che p(z) & monico di grado n, e pilt precisamente

p(x) =a™ — (Z;lai) [P

dove i puntini di sospensione stanno ad indicare “roba di grado minore”, ossia una somma di
addendi del tipo ax® con i < n — 2.

TEOREMA 3.7.5. Siano K un campo e p(x) € K[z] un polinomio non nullo di grado n.
Allora p(x) possiede al pit n radici distinte nel campo K.

DIMOSTRAZIONE. Prima di procedere alla dimostrazione osserviamo che I’enunciato del
teorema ¢ del tutto equivalente a dire che se un polinomio p(z) di grado < n possiede almeno
n + 1 radici distinte, allora p(z) = 0 ¢ il polinomio nullo.

Il risultato & chiaramente vero se n = 0; dimostriamo il caso generale per induzione su n.
Supponiamo che esistano n + 1 radici distinte aq, ayq, ..., a, del polinomio

p(z) = apa™ + 12"V 4+ -+ ag, an # 0,
e consideriamo il polinomio
q(z)=ap(x—aq)(z —ag) - (x —ap) =apz™ + -+ .

Se p(z) # g(x) allora il polinomio p(z) — ¢(x) ha grado minore di n e ha a1,...,a, come
radici, in contraddizione con 'ipotesi induttiva. Quindi p(z) = ¢(x) e siccome p(ap) = 0 si ha
0 = p(ao) = q(a) = an(ao — a1)(ag — az) -+ (g — an).

Ma i fattori a,, ap — a; sono tutti diversi da 0 e quindi otteniamo una contraddizione.
U
COROLLARIO 3.7.6. Sia p(z) € K[z] un polinomio a coefficienti in un campo infinito K.
Se p(a) =0 per ogni a € K, allora p(x) =0 in K[z], ossia p(x) é il polinomio nullo.

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi ogni elemento di K & una radice del polinomio e quindi,
essendo K infinito, per il Teorema 3.7.5 il polinomio p(x) deve essere nullo. (|
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EseEmpio 3.7.7. Ogni polinomio di secondo grado
az? + bx + ¢, a,b,ce C, a#0,
a coefficienti complessi possiede radici complesse. Piu precisamente esistono a4, a_ € C tali
che
ar’ +br+c=a(z—oay)(z—a ).
Abbiamo gia visto che ogni numero complesso possiede radici quadrate e per risolvere un’e-
quazione di secondo grado basta applicare la formula risolutiva standard

_ —b£+Vb*—4ac
o 2a '

OSSERVAZIONE 3.7.8. Il precedente esempio € un caso particolare del teorema fondamenta-
le dell’algebra, un risultato di grande importanza, che dimostremo nella Sezione 9.8 di queste
note, il quale afferma che ogni polinomio di grado positivo a coefficienti complessi possiede
radici complesse.

at

E utile osservare che se A € C & una radice di un polinomio a coeflicienti reali, allora anche
il numero complesso coniugato A & una radice dello stesso polinomio. Infatti, se p(t) € R[t], si

dimostra immediatamente che per ogni numero complesso A vale p(A) = p(A) e quindi p(A) = 0

se e solo se p(A) = 0.
La definizione di sottocampo di C si estende in modo ovvio a campi generici.

DErFINIZIONE 3.7.9. Un sottocampo di un campo K ¢ un sottoinsieme F' C K che
contiene 0, contiene 1 e che & chiuso per le operazioni di somma, prodotto, opposto ed inverso
di numeri diversi da 0.

ESEMPIO 3.7.10. E utile osservare che ogni campo K puo essere visto come un sottocampo
di un campo infinito: ad esempio possiamo ripetere la costruzione dei numeri razionali met-
tendo i polinomi a coefficienti in K al posto degli interi. Si definisce quindi il campo delle
funzioni razionali, denotato K(z), come I'insieme di tutte la frazioni

p(z)
q(x)
con p(z),q(z) € K[z] e q(z) # 0. Due frazioni zgg,zg; definiscono la stessa funzione

razionale se e solo se p(z)b(x) = ¢q(z)a(x). Le operazioni di somma e prodotto sono quelle
imparate alle scuole superiori:

pz)  a(z)  p()b(z) +a(x)q(@) p(x) a(z)  p(x)a(x)
q(x)  b(x) q(x)b(x) ’ q(z) b(x)  q(x)b(z)

K C K[z] = {M{”)} C K(z)

Siccome

si ha che il campo K(z) ¢ infinito e contiene K.

Se K & un campo qualsiasi, possiamo definire un’applicazione a: N — K ponendo
a(l)y=1, a2)=141, ..., an)=14+---+1,...
n addendi
Si noti che a(a + b) = a(a) + a(b) e quindi a(a + b) = a(a) se e solo se a(b) = 0.
DEFINIZIONE 3.7.11. Un campo K si dice:
(1) di caratteristica 0 se applicazione « & iniettiva,

(2) di caratteristica positiva se 'applicazione « non ¢& iniettiva.

Ad esempio, Q,R,C e pil in generale tutti i campi di numeri hanno caratteristica 0. Il
campo Fy, il campo Fy(z) e, pil in generale, i campi di caratteristica 2 hanno caratteristica
positiva.

Per semplicita notazionale, spesso si omette la lettera « e si scrive semplicemente

2=141€K, 3=1+1+1€K, ...
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E chiaro che a(n 4+ m) = a(n) + a(m) e di conseguenza se n < m vale anche a(m —n) =
a(m)—a(n). Siccome il prodotto ¢ distributivo rispetto alla somma si verifica immediatamente
che a(n)a(m) = a(nm) per ogni coppia di interi non negativi.

Se «a non ¢ iniettiva, esistono n < m tali che a(n) = a(m) e quindi a(m —n) = 0.

DEFINIZIONE 3.7.12. Sia K un campo di caratteristica positiva: il piu piccolo intero
positivo p tale che a(p) = 0 viene detto caratteristica del campo.

LEMMA 3.7.13. Sia K un campo non nullo di caratteristica positiva. Allora la caratteristica
di K é un numero primo.

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con p la caratteristica di K. Per ipotesi 1 # 0 e dunque
p > 2. Se p = ab allora a(a)a(b) = a(p) = 0 e da cid segue che a(a) = 0 oppure a(b) = 0; nel
primo caso questo implica che a > p e nel secondo che b > p. O

EseEmpio 3.7.14. Non e difficile dimostrare che per ogni primo positivo p esistono campi
di caratteristica p. L’esempio pitt semplice & dato dal campo F,, = {0,1,...,p—1} delle classi
di resto della divisione per p; le operazioni di somma e prodotto sono fatte prendendo il resto
della divisione per p della somma e prodotto tradizionali. Ad esempio, in F1; si hanno le
uguaglianze:

10+2=1, 4-5=9, 6=-5 ecc.

La verifica che F,, e effettivamente un campo ¢ omessa e viene rimandata ai corsi di
algebra. A titolo esemplativo mostriamo che ogni elemento diverso da 0 possiede un inverso
in Fp: per ogni n =1,2,...,p — 1 il piccolo teorema di Fermat (Corollario 2.6.4) afferma che
p divide n? —n = n(n?~! — 1). Siccome p non divide n allora deve dividere n?~! — 1, ossia
il resto della divisione per p di n?~! & uguale ad 1. Abbiamo quindi dimostrato che per ogni
n € Fp, n # 0, Vinverso n~! esiste ed ¢ uguale alla classe di resto modulo p di n~2.

Ovviamente ogni campo finito e di caratteristica positiva. Si puo dimostrare che ogni
campo finito di caratteristica p possiede p™ elementi, per un opportuno intero positivo n. E
da notare che se h > 1 non & primo, allora 'insieme Z/(h) = {0,1,...,h — 1}, dotato delle
operazioni di somma e prodotto definite dal resto della divisione per h della somma e prodotto
tradizionali, non ¢ un campo: infatti se h = ab allora il prodotto a - b si annulla in Z/(h).

Naturalmente esistono anche campi infiniti di caratteristica positiva, come ad esempio
F,(z), il campo delle funzioni razionali su F,,.

Esercizi.

165 (morfismi di valutazione). Siano K un campo ed a € K un elemento qualsiasi.
L’applicazione
ea: Klz] = K, eqlp(z)) = p(a),
viene detta morfismo di valutazione in a. Ad esempio, eg(z?+1) = 1, e; (22 —2) = —1 eccetera.
Convincetevi che i morfismi di valutazione commutano con somme e prodotti, ossia che
valgono le formule

ea(p(z) +q(2)) = p(a) + q(a) = ea(p(2)) + ealq()),
ea(p(z)q(x)) = pla)q(a) = ea(p(x))ea(q(x)),

per ogni p(x),¢(x) € K[z] ed ogni a € K.

166. L’applicazione identita di un campo in sé & una funzione polinomiale? La funzione
valore assoluto « — || di R in sé & polinomiale?

167 (Il semianello tropicale). Per semianello tropicale si intende Iinsieme R dei numeri
reali dotato delle due operazioni

B,0: RxR— R, a @ b = min(a,b), a®b=a+b.>

Mostrare che le operazioni @, ® soddisfano le proprieta S1,52,P1,P2,P3,P4 e D, mentre & non
soddisfa le proprieta S3 ed S4.

2Gia noto come semianello min-plus, la comunitd matematica gli ha cambiato recentemente nome in
onore del matematico Brasiliano Imre Simon. Inizialmente studiato in relazione a problemi di combinatoria
algebrica, gode attualmente di molta fama essendo alla base della cosiddetta geometria tropicale.
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168. Trovare quattro numeri razionali a, b, ¢, d tali che
P2 —l=alx—1>2+bx—-1)?+clz—1)+d
(Suggerimento: se x — 1 =y allora . =y + 1.)
169. Trovare un polinomio p(z) € Q[z] di terzo grado tale che p(v/2 4+ v/3) = v/2.

170. Trovare a € Q tale che il polinomio p(x) = 23 + 22 + az — 1 possiede come radice il
numero 3.

171. Per quali valori di a,b € Q il polinomio p(z) = x® + bz? + ax — 1 possiede come
radice il numero —17

172. Calcolare le radici complesse del polinomio 422 + 4iz — (1 + 4i).

173. Provare che in un campo infinito a polinomi distinti corrispondono funzioni polino-
miali distinte.

174. Calcolare le radici complesse del polinomio z# — 223 — 22 — 1.

175. Sia C°(R) lo spazio di tutte le funzioni continue f: R — R. Esibire una funzione
continua ag: R — R tale che I'equazione 12 +ag = 0 abbia infinite soluzioni distinte in C°(R).

176 (s, Q).
(1) Siano ay,...,a, € C tali che >, ag = 0 per ogni j = 1,...,n. Dimostrare che
aias - - a, = 0 (Suggerimento: calcolare Y . | p(a;), dove p = (a1 —t) -+ (a, — t) €

C[t].)
(2) Siano ay,...,a, € C ek > 0 un intero tale che > , afﬂ =0perognij=1,...,n.
Dimostrare che a; = -+ = a,, = 0.

177 (#). Dimostrare che il polinomio
p(z) = 128 — 22127 4 42113 — 82 — 88 € Q[z]

non possiede radici razionali.

178 (#). Siano & = cos(2km/n) +isin(2kw/n) € C, k =0,...,n — 1, le radici n-esime di
1, ossia le soluzioni dell’equazione z" = 1. Dimostrare che vale

2" =1=(2=&)(z—&) (2 —&-1)
e determinare il valore dei prodotti
(&) +&) (2 +&1), (=& —&) (2= &)

179 (s, ©). Siano &,...,&,—1 le radici complesse n-esime di 1. Provare che per ogni

intero h non divisibile per n si ha & +&p +--- + &8 =0.

180 (V). Risolvere il seguente quesito a risposta multipla, dove nulla & implicito e nulla
¢ dato per scontato. Quanto vale 1 diviso 57
® 2,
o 3,
e 8.

181. Sia K un campo di caratteristica p > 0. Dimostrare che
(@+y)=a"+y"  (z—y) =2 -y,
per ogni x,y € K. Dedurre che 'applicazione F': K — K, z — zP, & iniettiva.

182. Mostrare che la funzione polinomiale associata al polinomio t? — ¢t € F,[t] & identi-
camente nulla.

183. Un campo si dice perfetto se ha caratteristica 0, oppure se ha caratteristica p > 0
e lapplicazione x — aP & surgettiva (vedi Esercizio 181). Sia p un numero primo: dimostrare
che F,, &€ un campo perfetto e che F,(z) non e perfetto.

184 (s, ©). Siano p > 0 un numero primo e a > b > 0 due interi positivi. Dimostrare
che:
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(1) p divide la differenza tra coefficienti binomiali <pZ) - <Z);
p

(2) se per qualche intero k > 0 si ha che p* divide a ma non divide b, allora p divide il

coefficiente binomiale (Z) .

3.8. Complementi: la formula di Cardano

La formula di Cardano permette di ricondurre il calcolo delle radici di un polinomio di
terzo grado alla soluzione di un’equazione di secondo grado ed al calcolo delle radici cubiche
di un numero complesso. Consideriamo un polinomio monico

2 + 3a12? + 3asx + as, a; € C,

a coefficienti complessi. A meno di sostituire  con = — a; si pud assumere a; = 0 e ci
riconduciamo al calcolo delle radici di un polinomio del tipo

22 + 3az + b.

Come prima cosa osserviamo che se a = 0 allora le radici del polinomio non sono altro che
le radici cubiche di —b. Possiamo quindi limitarci a considerare il caso in cui a # 0. Vediamo
due distinte procedure di risoluzione: la prima parte dalla semplice osservazione che

(u+v)* = 3uv(u+v) — (¥ +0*) =0

e quindi se u, v risolvono le due equazioni uv = —a e u® + v = —b, allora v + v & una radice
di 23 + 3ax + b. Elevando al cubo uv = —a si ottiene

5 b+ Vi? 1+ 4d

—a® = uPv® = —uP(b +u?), uS+buP —a®>=0, wu 5

e quindi il numero complesso

i/—b+ Vb2 +4a? n i/_b_ Vb2 + 4a3
2

2

¢ una radice del polinomio z® + 3ax + b, a condizione che le due radici cubiche siano scelte
in modo che il loro prodotto sia —a; senza questa condizione troviamo non solo le radici di
23 + 3ax + b ma anche le radici di 2% + 3Gz +b, dove @ € C & una qualsiasi radice cubica di a>.

Viceversa, ogni radice & ottenuta in questo modo: infatti se 23 + 3ax + b = 0 possiamo
certamente trovare due numeri complessi u, v tali che uv = —a, u+ v = x che di conseguenza
soddisfano la relazione u® 4+ v3 = —b. Lasciamo al lettore il compito di provare, usando la
precedente formula e 'Esercizio 158, che z® + 3ax + b possiede tre radici distinte se e solo se
u? # v3, ossia se e solo se b? + 4a® # 0.

Nella seconda procedura di risoluzione, sempre assumendo a # 0, l'idea e quella di trovare,
se esistono, tre numeri complessi ¢, n,m tali che
23+ 3ax+b=tx—n)*+ (1 —t)(x—m)
Cio equivale a risolvere il sistema
th+(1—t)m =0
tn?+ (1—t)m? =a
tn3 4+ (1 —t)m3 = —b
Dalla prima equazione segue che se n = m allora n = m = 0 in contraddizione con la seconda
equazione e con 'ipotesi a # 0. Quindi n —m # 0, possiamo ricavare il valore di ¢ dalla prima

equazione e sostituirlo nelle altre due; semplificando si ottiene
m

=t

m-—n
nm = -—a
mn® — nm3 b

m—-n



3.8. COMPLEMENTI: LA FORMULA DI CARDANO 79

Mettendo nella terza equazione —a al posto di nm e semplificando si ottiene

m
=t
m-—n
nm = —a
n+m = ——.
a

Dunque possiamo calcolare n, m risolvendo ’equazione di secondo grado

a(x —n)(x —m) = ax® + bx — d?,
e di conseguenza

2a 2a ’
osservando che n # m se e solo se b2 + 4a® # 0. Possiamo riassumere quanto dimostrato nella
seguente proposizione.

. —b+ Vb2 + 4a3 - —b— Vb2 + 4a3

PROPOSIZIONE 3.8.1. Siano a,b € C tali che a(b® + 4a®) # 0. Allora vale la formula
¥ +3ar +b=t(x—n)*+ (1 —t)(x —m)?,
dove

VRIS b P m_
2a ’ 2a ’ m-—n
Da tale fatto e facile calcolare le radici aq, as, a3 del polinomio
¥ +3ar +b=t(x—n)*+ (1 —t)(x —m)?
quando a(b? + 4a3) # 0. Infatti equazione t(z — n)® + (1 — t)(x — m)? = 0 diventa

(x—n)s_t—l ~n b—Vb?+4a?

tm b+ 02+ 4a8

le cui soluzioni si calcolano facilmente: dette 1, 82, 85 le radici cubiche di n/m si ha

r—m

=-m(B;+ 6, i=12.3.

a;—n n— Bim
=8, a="P
a; —m 1-5

Rimane da considerare la situazione in cui a # 0 e b?> 4+ 4a® = 0; in questo caso basta
applicare I'identita algebrica (esercizio: verificare)

b b 3 b b
3 _ 2 3 2 3
x°+3ar+b= (<x— a) <x—|—2a> +@(b + 4a )) <x+ 2(1) - @(b + 4a”)
. 9 3 . b b b
per scoprire che quando b* + 4a” = 0 le radici sono esattamente —, ——, ——.
a  2a 2a
DEFINIZIONE 3.8.2. Il numero complesso A = —27(b? + 4a?) viene detto discriminante
del polinomio x2 + 3az + b.

Il ragionamento esposto ci mostra inoltre che il polinomio 2% + 3az + b possiede radici
multiple se e solo se b? +4a3 = 0. Assumendo valido il teorema fondamentale dell’algebra (che
dimostreremo pilt avanti) lo stesso fatto pud essere dimostrato pin facilmente osservando che
se 23+ 3ax + b= (v — a1)(x — az)(z — a3), allora

o1 +as+a3 =0, aros+ asas+ asa; = 3a, a1z = —b,
e da tali uguaglianze si deduce facilmente (esercizio) che
(3.8) A = =27(b* + 4a®) = (a1 — az)*(az — a3)*(az — a;)?.

OSSERVAZIONE 3.8.3. La formula di Cardano sconfina nei numeri complessi anche quando
le tre radici sono tutte reali. Ad esempio 1'uso della formula di Cardano per il calcolo delle
radici del polinomio z(z — 3)(z + 3) = 2® — 9z richiede il calcolo dei numeri

R I R

che sono immaginari puri.
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Con ragionamenti analoghi e possibile dimostrare che ogni equazione di quarto grado si
riconduce alla soluzione di un’equazione di terzo grado e tre equazioni di secondo grado, vedi
Esercizio 185. E invece dimostrato che non esiste alcuna formula generale che permette di
ricondurre equazioni di grado superiore al quarto ad equazioni di grado inferiore ed estrazioni
di radici; tutto cio va oltre gli obiettivi di questo volume e viene pertanto omesso.

Esercizi.

185. Dato un polinomio monico di quarto grado
p(z) = 2t 4 202> + bz + cx + d
a coefficienti complessi, trovare un polinomio g(x) di grado al pitt 3 tale che g(«) = 0 se e solo
se (22 4+ ax + a)? — p(x) & del tipo (Bx +v)? per opportuni 3,v € C. Trovata una radice « di
q(x) tramite la formula di Cardano ed i corrispondenti numeri 3, v, si ottiene
p(z) = (22 +ax + a + fr +7)(2® + ax + o — Bz — 7).

186 (#). Provare che il polinomio 3 +3ax +b possiede tre radici reali distinte se e solo se
a,b € R e b?+4a3 < 0. (Suggerimento: se possiede una radice reale e due complesse coniugate
segue da (3.8) che A <0.)



CAPITOLO 4

Spazi e sottospazi vettoriali

Iniziamo la parte vera e propria di algebra lineare introducendo il concetto fondamentale
di spazio vettoriale, per poi passare nel prossimo capitolo a quello di applicazione lineare.

Da adesso in poi il simbolo K indichera un campo che potra essere di qualsiasi natura,
come ad esempio: un campo di numeri (Definizione 3.6.1), un campo di funzioni razionali
(Esempio 3.7.10), un campo di classi di resto (Esempio 3.7.14) ecc. Per non fissare la natura
del campo nemmeno a livello linguistico, chiameremo scalari gli elementi di K.

I lettori che non hanno ancora maturato una sufficiente padronanza della nozione astratta
di campo, potranno (temporaneamente) supporre che K sia sempre un campo di numeri, ossia
un sottocampo di C; a tal fine ¢ utile ricordare che ogni campo di numeri contiene tutti i
numeri razionali ed in particolare vale la disuguaglianza 1+ 1 # 0. Negli esempi numerici e
negli esercizi, in assenza di ulteriori indicazioni, supporremo che K sia un campo di numeri.

4.1. Vettori numerici

Dato un campo K possiamo considerare il prodotto cartesiano di K con se stesso un
numero finito di volte

KY =K, K?»=KxK, K®»=KxKxK, ..., KW"=Kx---xK.
————

n fattori

Ogni elemento di K(™ & una successione (a1,...,ay) di n elementi nel campo K. Chiameremo
K™ lo spazio dei vettori riga ad n coordinate sul campo K.
Lo spazio dei vettori colonna K™ e definito in maniera del tutto simile; gli elementi di
K" sono le successioni in colonna di n scalari:
a

az
K" = . al,ag,...,anEK

Qap

Sia i vettori riga che i vettori colonna vengono chiamati genericamente vettori nume-
rici, indipendentemente dalla natura del campo K. Esiste una ovvia bigezione tra K" e K(?)
che rende tali spazi indistinguibili nella sostanza. Tuttavia, per il momento ¢ utile tenere in
considerazione anche la forma e considerare K" e K(™) come due entita distinte.! Il passaggio
da un vettore riga ad uno colonna, e viceversa, mediante la bigezione naturale? viene chiamato
trasposizione e si indica graficamente con una 7" all’esponente:

1 N
(1,2,3)" = 2], 0] =(4,0,2),
3 2
e piu in generale
T
al ay
(Cll, aan)T: ) :(alv--~7an)-
an an,

Bl perché di questa distinzione apparentemente insensata sara chiaro piu avanti; al lettore chiediamo un
po’ di pazienza.

2Naturale nella misura in cui le righe sono lette da sinistra a destra e le colonne dall’alto in basso: un
ipotetico lettore extraterrestre potrebbe trovare tale bigezione poco naturale.

81
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Nei vettori numerici le parentesi hanno funzione puramente decorativa e servono solo a
separare graficamente il vettore da cio che lo circonda. La scelta di usare le parentesi tonde e
soggettiva; molti autori preferiscono usare le parentesi quadre e qualcuno preferisce usare due
semplici barre verticali.

FIGURA 4.1. La bigezione tra R? ed i vettori del piano applicati nell’origine.

La bigezione di R? e R con lo spazio dei vettori del piano (Figura 4.1) permette di
definire delle operazioni di somma e prodotto per scalare che, per analogia, vengono estese
agli spazi K e K™ nel modo seguente:

(al,...,an)—l—(bl,...,bn):(a1 +b1,...,an—|—bn),

ay by a1+ b ay tay

QAp bn a, + bn A, tan
Ad esempio, si ha:
(1) (1,2,3) +(4,5,6) = (5,7,9),
(2) 3(17 07 0) = (37 07 O)a
(3) (17 2) + (27 71) + (Oa 3) = (374)a
(4) 2(1,2,3) +4(0,0,1) = (2,4,6) + (0,0,4) = (2,4, 10).
Notiamo che la trasposizione commuta con le operazioni di somma e prodotto per scalare,
cio significa che valgono le formule
(v+w)T =0T +wl, (tv)T = toT

per ogni coppia di vettori numerici v, w ed ogni scalare t € K.

FIGURA 4.2. Somma di vettori in R2.
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EsEMPIO 4.1.1. Dato che ogni numero complesso ¢ univocamente determinato dalla sua
parte reale e dalla sua parte immaginaria, ’applicazione

fiR2C, f (‘g) =a+ib,
e bigettiva e commuta con le operazioni di somma, ossia vale la formula:

() (@) =1 () (@)

In maniera del tutto simile (esercizio), per ogni primo positivo p esiste una bigezione tra Q?
e Q[y/p] che commuta con le operazioni di somma.

Ogni sistema lineare in m incognite ed n equazioni nel campo K

1121 + @222 + - F Q1T = by

ap1T1 + Ap2®2 + -+ GnmTm = bn

puo essere interpretato come 1’equazione

ay a2 a1m b1
T8 R Y B T I
an1 An2 Anm bn
ad m incognite x1,...,x,, nello spazio dei vettori colonna K™. In effetti questa € una delle

principali motivazioni per I'introduzione degli spazi K".
Esercizi.
187. Determinare v + w, v — w e 2v — 3w in ognuno dei seguenti casi:
(1) v=(1,0,0), w = (0,1,0);

(2) v = (273)5 w = (17_1);
(3) v = (17 1,1, 1)T7 w = (0; 1a273)T'

188. Trovare, se esistono, due numeri razionali ¢, s tali che

() ()= ()

189. Trovare, se esistono, tre numeri razionali t, s, tali che

0 2 1
t13]+s|1]=1|1
1 1 T

190. Descrivere un’applicazione iniettiva f: Q% — R tale che f(v+w) = f(v) + f(w) per
ogni v, w € Q2.

191 (Somme di Minkowski). Dati due sottoinsiemi non vuoti A, B C K", si definisce la
somma, di Minkowski come

A+B={a+blac A be B} CK"

Dimostrare che la somma di Minkowski gode della proprieta associativa, ossia che (A+B)+C =
A+ (B+0O).

192 (). Denotiamo con Z™ C R™ il sottoinsieme dei vettori colonna a coordinate intere
e con P la famiglia di tutti i sottoinsiemi finiti e non vuoti di Z™. E immediato verificare che
P & chiuso rispetto alla somma di Minkowski, ossia A + B € P per ogni A, B € P.

(1) mostrare che se B contiene almeno due elementi allora il numero di elementi di A+ B
¢ strettamente maggiore del numero di elementi di A;

(2) un elemento C' € P si dice riducibile se si pud scrivere C = A+ B con A e B che
contengono ciascuno almeno due vettori;

(3) un elemento di P si dice irriducibile se non ¢ riducibile. Dimostrare che ogni elemento
di P si puo scrivere come somma finita di irriducibili;
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(4) provare che i seguenti 5 sottoinsiemi di Z?:

0 G 2= {60 o= {0) Q) ave poe

sono irriducibili in P e che
A+B+C=(AUuC)+(BUCQ).

Dedurre che la decomposizione in irriducibili non ¢ unica in generale.

4.2. Spazi vettoriali

Uno spazio vettoriale su K ¢ un insieme V i cui elementi, chiamati vettori, possono
essere sommati tra loro e moltiplicati per elementi di K in modo che i risultati di tali operazioni
siano ancora elementi di V:

v,weV, teK ~ ov+w, tveV.
Le operazioni di somma V' x V' Hved prodotto per scalare K x V' — V devono soddisfare
le seguenti condizioni assiomatiche:
(1) (Proprieta associativa della somma). Comunque si prendano v, w,u € V vale
v+ (w+u) = (v+w)+u.
(2) (Proprieta commutativa della somma). Comunque si prendano v, w € V vale
vt+w=w-+w.
(3) Esiste un elemento 0y € V, detto vettore nullo di V, tale che per ogni v € V si ha
v+ 0y =0y +v=n0.
(4) Per ogni vettore v € V esiste un vettore —v € V', detto opposto di v, tale che
v+ (—v) = —v+0v=0y.
(5) Per ogni v € V vale 1lv = v, dove 1 € K & 'unita.
(6) (Proprieta distributive). Comunque si prendano v,w € V e a,b € K si ha che
a(v+w) = av + aw, (a+b)v = av + bv.
(7) Comunque si prendano v € V e a,b € K si ha che
a(bv) = (ab)v.

EseMPIO 4.2.1. Gli spazi vettoriali numerici K” e K™ con le operazioni di somma e
prodotto per scalare descritte nella sezione precedente, sono spazi vettoriali sul campo K.

ESEMPIO 4.2.2. L’insieme {0} formato da un solo elemento ¢ uno spazio vettoriale, con le
operazioni di somma e prodotto per scalare definite nell'unico modo possibile, e cioe 0+0 = 0,
a0 = 0.

Altre proprieta della somma e del prodotto per scalare seguono come conseguenza dalle
precedenti 7 condizioni assiomatiche. Ne elenchiamo subito le piu rilevanti:
(8) Ogni spazio vettoriale é un insieme non vuoto: infatti per la condizione (3) deve
contenere almeno il vettore nullo.
(9) Il vettore nullo & unico: infatti se O € V' & un vettore con la proprieta che v+ O = v
per ogni v si avrebbe
Oy =0y +0 =0,
dove la prima uguaglianza vale perché O & un vettore nullo e la seconda uguaglianza
vale perché Oy e un vettore nullo.
(10) Vale la proprieta di cancellazione della somma: cid significa che dati tre vettori
u,v,w € V, se vale v + w = v + u allora w = wu. Infatti, per I'esistenza dell’opposto
e associativita della somma si ha

w=0+w=(—v)+v+w=(—v)+v+u=0y+u=u.

(11) L’opposto di un vettore é unico: infatti se v,w € V sono tali che v +w = Oy, allora
dal fatto che v + (—v) = Oy e dalla proprieta di cancellazione segue che w = —v.
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(12) Per ogni v € V wvale 0v = 0y, (—1)v = —v e —(—v) = v, dove 0,—1 € K: infatti per
ogni vettore v si ha
v+0y=v=1lv=(1+0v=1v+0w=v+0v
e quindi Ov = Oy per la proprieta di cancellazione. Similmente per ogni vettore v si
ha
v+ (—v)=0y=0v=>_1-1Nv=v+ (-1
da cui —v = (—1)v. Infine —(—v) = (=1)((=1)v) = (=1)%v = v.
Da cid segue anche che se K = 0 ¢ il campo banale (quello in cui 0 = 1), allora
ogni spazio vettoriale su K & anch’esso banale. Dunque, ogni volta che parleremo di

spazi vettoriali supporremo implicitamente che i campi coinvolti siano non banali.
(13) Per ogni a € K wvale a0y = Oy : abbiamo gia dimostrato che 00y = Oy e quindi

aly = a(OOV) = (aO)v =00y =0y.

(14) Datia € K ev € V wvale av = Oy se e solo se a =0 oppure v = Oy : infatti se a # 0
eav=0y sihav=1v=a"tav =a 10y = Oy.

La differenza di due vettori u, v in uno spazio vettoriale V' si definisce nel modo ovvio tramite
la formula

u—v=u+(—v) =u+(-1)v.
Notiamo che valgono le proprieta distributive

a(u —v) = au — av, (a —b)v = av — bu, a,bekK, u,veV.

EsEMPIO 4.2.3. Ogni campo di numeri F C C, con le usuali operazioni di somma e
prodotto & uno spazio vettoriale sul campo K = Q dei numeri razionali.

EseEmPIO 4.2.4. 1l campo C, con le usuali operazioni di somma e prodotto ¢ uno spazio
vettoriale su ogni suo sottocampo K C C.

ESEMPIO 4.2.5. Siano K un campo e S un insieme qualunque. Indichiamo con K* I'insieme
di tutte le applicazioni z: S — K, s — x. Notiamo che K® non & mai vuoto: infatti se S = 0,
allora 'insieme K contiene esattamente un elemento, mentre se S # () allora K° contiene,
tra le altre, l’applicazione nulla

0: 5 =K, 0s = 0 per ogni s € S.

Esiste una naturale operazione di somma tra gli elementi di K°: date due applicazioni z,y €
KS possiamo definire

z+1y: S —K, (r+y)s =xs +ys perognis e S.
Se z € K® e a € K & uno scalare, possiamo definire una nuova applicazione az € K° data da:
(ax)s = axs per ogni s € S.

Si verifica facilmente che le operazioni di somma e prodotto per scalare rendono K° uno
spazio vettoriale su K. Se S = {1,2,...,n} allora K® si identifica naturalmente con gli spazi
vettoriali numerici K™ e K™,

ESEMPIO 4.2.6. L’insieme K[z] dei polinomi a coefficienti in K nella variabile z, dotato
delle usuali regole di somma e prodotto per scalare,

(Z a;z") + (Z biz') = Z(ai + b)), S(Z a;z') = Zsaizi,
& uno spazio vettoriale su K. Il vettore nullo coincide con il polinomio nullo.

EseEmpio 4.2.7. Dotiamo l'insieme V' = R dell’'usuale operazione di somma e di un’ope-
razione di prodotto per numeri complessi * tale che a *x b = ab per ogni a,b € R (ad esempio
(a 4+ ib) * t = at oppure (a + ib) xt = (a + b)t). Con tali operazioni R non & uno spazio
vettoriale su C. Infatti se a =i 1 € R allora (i —a) * 1 = 0 e quindi i = a.?

3si puo dimostrare che esiste un prodotto per scalare che rende R, con la usuale somma, uno spazio
vettoriale su C, vedi Esercizio 673. Tuttavia, tale dimostrazione non & costruttiva e nessuno, nel mondo
sublunare, ¢ in grado di descrivere esplicitamente un tale prodotto.
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Se V e W sono spazi vettoriali su K, allora anche il loro prodotto cartesiano
VxW={(v,w)|veV,we W}
€ uno spazio vettoriale con le operazioni di somma e prodotto per scalare date da
(v, wy) + (va,wa) = (v1 + va, w1 + w3), a(v,w) = (av, aw).

Notiamo che vale —(v,w) = (—v, —w) e Oy xw = (Oy, Ow ).

In maniera simile si definisce il prodotto cartesiano di una qualsiasi successione finita
Vi,...,V, di spazi vettoriali:

Vix-ooxV,={(v1,...,0,) | v; €V per ogni i}.

Le operazioni di somma e prodotto per scalare sono definite nel modo ovvio

(Ugy..yupn) + (V1,0 0p) = (U1 + 01, ..oy Uy + Up), a(vi,...,v,) = (avy,...,av,).

Per ogni spazio vettoriale V e per ogni insieme S, I'insieme V* di tutte le applicazioni
v: S =V, s — vg, ha una naturale struttura di spazio vettoriale, con le operazioni definite
allo stesso modo di K%, ossia

(v+w)s = vs + ws, (av)s = avs, per ogni s € S.
Esercizi.

193. Sia V uno spazio vettoriale.
(1) Quanto vale Oy + Oy + 0y ?
(2) Siano u,v € V. Mostrare che u — v = Oy se e solo se u = v.
(3) Siano w,v,x,y € V tali che x +y = 2u e * — y = 2v. Mostrare che x = u+ v e
y=u-—u.

194. Siano V = C x C e K = C. Per ciascuna delle seguenti 5 coppie di operazioni di
“somma” @ e “prodotto per scalare” x, determinare quali tra le 7 condizioni assiomatiche che
definiscono lo spazio vettoriale sono soddisfatte e quali non lo sono.

(1) (a,0) & (c,d) = (a+c,b+d), tx(a,b) = (ta,b);
(2) (a,b) ® (c,d) = (a+c,b—d), tx(a,b) = (ta,th);
(3) (a,0) ® (c,d) = (a+c,b+d), tx(a,b)=([t|a, [t|b);
(4) (a,0) ® (c,d) = (a+c,b+d), tx(a,b) = (ta,0);
(5) (a,b) ®(c,d) =(a+c,b+d), t*(a,b) = (2ta,2td).

195. Mostrare che il sottoinsieme ¥V C R dei numeri della forma a + b+y/2, con a,b € Q, &
uno spazio vettoriale su Q ma non & un campo di numeri.

196. Mostrare che se K C F C C sono due campi di numeri, allora F' ¢ uno spazio
vettoriale su K.

197. Sia V = Q dotato dell’'usuale somma. Per ciascuno dei seguenti campi K e prodotti
per scalare * dire quali tra le condizioni assiomatiche (5), (6) e (7) sono verificate:
(1) K=Qeaxv=0perogniacKeveV;
(2) K=Qeaxv=vperognia e KeveV;
(3) K=Q(+v2) e (a +bV2) v =av per ognia,bc Qev e V.

4.3. Sottospazi vettoriali

Sia V uno spazio vettoriale sul campo K. Diremo che un sottoinsieme U C V & un
sottospazio vettoriale se soddisfa le seguenti condizioni:
(1) Oy € U;
(2) U & chiuso per l'operazione di somma, ossia se u1,us € U, allora uy + ug € U;
(3) U & chiuso per loperazione di prodotto per scalare, ossia se u € U e a € K, allora
au € U.
Notiamo che se U ¢ un sottospazio vettoriale di V', allora per ogni vettore u € U si ha
—u = (—1)u € U. Ne segue che U ¢ a sua volta uno spazio vettoriale, con le operazioni di
somma e prodotto per scalare indotte da quelle di V.
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ESEMPIO 4.3.1. Se V' & uno spazio vettoriale, allora {Oy} e V sono sottospazi vettoriali
di V.

ESEMPIO 4.3.2. Dato un vettore riga a = (ay,...,a,) € K(™) il sottoinsieme
Ty
H, = S eKY | e+ Fapz, =0
Tn

€ un sottospazio vettoriale di K.

LEMMA 4.3.3. Siano Uy,Us due sottospazi vettoriali di uno spazio vettoriale V. Allora
Uy NUs e ancora un sottospazio vettoriale. Pit in generale, l’intersezione di una famiglia
qualunque di sottospazi vettoriali é ancora un sottospazio vettoriale.

DIMOSTRAZIONE. Sia U; una famiglia di sottospazi vettoriali di V' e indichiamo con U =
NU; la loro interesezione. Per definizione di sottospazio si ha Oy € U; per ogni ¢ e quindi
Oy € U. Se uy,uy € U, allora uy,us € U; per ogni indice i; dunque w1 4+ us € U; per ogni i e
di conseguenza u; +us € U. La dimostrazione che U & chiusa rispetto al prodotto per scalare
¢ del tutto simile ed ¢ lasciata per esercizio al lettore. O

DEFINIZIONE 4.3.4. Dati due sottospazi vettoriali U, W C V definiamo la loro somma
U + W come l'insieme formato da tutti i vettori della forma u + w, al variare di u € U e
weW:

U+W={ut+w|luelU weW}CV.
Pit in generale se Uy, ..., U, C V sono sottospazi, la loro somma ¢ definita come
U1+-~-+Un:{u1+---+un|ui€Ui, z’:l,...m}QV.

Osserviamo che U CU 4+ W (U & 'insieme dei vettori u+0) e W CU + W.

Si verifica facilmente che la somma di sottospazi vettoriali &€ ancora un sottospazio vet-
toriale. Siano infatti Uy, ..., U, sottospazi vettoriali di V' e denotiamo U = Uy + -+ + Uy;
siccome Oy € U; per ogni indice ¢ si ha

Oy +---+0y =0y €U.
Dati due vettori uqy + -+ 4+ up,v1 + -+ + v, € U ed uno scalare a € K si ha
(ur + - Fup) + (01 4+ F+vp) = (U +v1) +--- + (up +vp) €U,

a(ul+...+un):au1+~-~+aun€U.

LemMMA 4.3.5. Dati Uy,...,U, C V sottospazi vettoriali, le sequenti condizioni sono
equivalenti:
(1) Ogni vettore v € Uy + - - -+ U, si scrive in modo unico nella forma v =uy+---+u,
con u; € U;.
(2) Datin vettoriu; € U, i=1,...,n, seus +---+u, = Oy, allora u; = 0y per ogni i.

DIMOSTRAZIONE. [1 = 2] Siccome Oy + --- + 0y = Oy, se vale u3 + -+ + u,, = Oy per
I'unicita della decomposizione vale u; = 0y per ogni indice .
[2 = 1] Se vale

V=4t upy =wy e 4wy
con u;, w; € U;, allora si ha

Oy =v—v=(ur 4+ +u,) — (w1 +-Fwy) = (ug —wy) + -+ (up, — wy)
e quindi u; — w; = Oy per ogni 3. O

DEFINIZIONE 4.3.6. Se dei sottospazi U; soddisfano le condizioni del Lemma 4.3.5 diremo
che la loro somma U = Uy + - -+ U,, € una somma diretta e scriveremo U =U; &---® U,.

LEMMA 4.3.7. Dati due sottospazi Uy,Us C V, wvale Uy + Us = Uy @ Uy se e solo se
U nNnU; = {Ov}
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DIMOSTRAZIONE. Mostriamo che esiste una bigezione tra Uy N Us ed i modi di scrivere
0Oy come somma di un vettore di U; ed un vettore di Us. Dato u € U; N Us, per definizione
di intersezione u € Uy, u € Uy e quindi —u € Us e Oy = u + (—u). Viceversa se Oy = uj + us
con u; € Uy, allora uy = —us € Uy e quindi u; € Uy NUs.

O

Tra i risultati di algebra lineare piu utili figura il fatto che ogni spazio vettoriale su di un
campo infinito non puo essere scritto come unione finita di sottospazi vettoriali propri. Piu in
generale si ha il seguente teorema.

TEOREMA 4.3.8. Sia V' uno spazio vettoriale su di un campo K. Se K contiene almeno n
elementi distinti, allora non si puo scrivere V. come unione di n sottospazi vettoriali propri.
In particolare ogni spazio vettoriale su di un campo infinito non é unione finita di sottospazi
vettoriali propri.

DIMOSTRAZIONE. Siano Hi,...,H, C V sottospazi vettoriali propri. Dimostriamo per
induzione su n che se K contiene n scalari distinti allora esiste un vettore v & Hy U--- U H,,.
Se n = 1 tutto segue dall’ipotesi che H; € un sottospazio proprio, ossia H; # V. Supponiamo
n > 1 e per induzione che Hy U---UH,,_1 # V. Siccome H,, # V per ipotesi possiamo trovare
due vettori u,w € V tali che

ugd HHU---UH,_1, w¢ H,.
Supponiamo per assurdo che H1U---UH,, =V allora necessariamente u € H,,. Scegliamo
n scalari distinti aq,...,a, € K e consideriamo gli n vettori
V] =a1u+w, UV =aU+ W, ..., Up=apU+W.

Notiamo che v; € H,, per ogni indice i: infatti, se fosse v; € H,,, allora anche w = v;—a;u € H,,
in contraddizione con la scelta di w. Dunque v; € HyU---UH,,_; perognii =1,...,n e
per il principio dei cassetti esistono due indici distinti 7, j tali che v;,v; € Hj per qualche
k=1,...,n—1. Ma allora si ha
1
a; — (Lj

in contraddizione con il fatto che u ¢ Hy U---U H,,_;. O

v —vj = (a; —aj)u, u= (v; —vj) € Hy,

Esercizi
198. Dimostrare le affermazioni fatte negli Esempi 4.3.1 e 4.3.2

199. Nello spazio vettoriale K[z], dire quali dei seguenti sottoinsiemi sono sottospazi
vettoriali:

(1) U ={p(x) € K[z] | p(0) = 0},

(2) U={p(x) € Klz] | p(0) = 1},

(3) U ={p(x) € Klz] | p(1) = 0},

(4) U= {p(z) € Klz] | p(0) = p(1) = 0},
(5) U= {p(z) € K[z] | p(0)p(1) = O}.

200. Dati U, W sottospazi vettoriali di V', provare che UNW & I'unico sottospazio vettoriale
con le seguenti proprieta:
(HUNWCUeUNWCW,;
(2) se A ¢ un sottospazio vettoriale di Ve ACU, AC W, allora ACUNW.

201. Dati U, W sottospazi vettoriali di V, provare che U + W ¢& 'unico sottospazio
vettoriale con le seguenti proprieta:
(HUCU+WeWCU+ W,
(2) se A & un sottospazio vettoriale di Ve U C A, W C A, allora U + W C A.

202. Siano U, W sottospazi vettoriali di V. Mostrare che le seguenti quattro condizioni
sono equivalenti:
() UcCw,
2 UnNnw=U,
B)YU+W =W,
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(4) WN(S+U)=(WnLS)+U per ogni sottospazio vettoriale S.
203. Mostrare che la somma di sottospazi & associativa e simmetrica, ossia che
U+W=W+U, U+W)+Z=U+ W+ 2Z).

204. Trovare tre sottospazi vettoriali U, V,W CR? taliche UNV =UNW =V NW =
{Og2} e la cui somma U + V 4+ W non & diretta.

205. Trovare un esempio di due sottospazi vettoriali la cui unione non & un sottospazio
vettoriale.

206. Dati tre sottospazi vettoriali A, B, C provare che valgono le inclusioni
(ANB)+(ANC)CAN(B+(0), A+ (BNC)C(A+B)Nn(A+C),
e trovare degli esempi in cui tali inclusioni sono strette.

207 (V). Sia K un campo finito con ¢ elementi. Provare che per ogni n > 2 lo spazio
vettoriale K™ e unione di ¢ 4+ 1 sottospazi vettoriali propri.

4.4. Combinazioni lineari e generatori

Attenzione: per alleggerire la notazione, da ora in poi, quando il rischio di confusione
sara assente o improbabile indicheremo il vettore nullo ed il sottospazio nullo di uno spazio
vettoriale V' con il simbolo 0, anziché con i piti precisi e pedanti Oy e {0y }.

DEFINIZIONE 4.4.1. Siano K un campo, V uno spazio vettoriale su K e vy, ..., v, vettori
in V. Un vettore v € V si dice combinazione lineare di vy, ..., v, a coefficienti in K se vale

UV =a1v1 + -+ antn

per opportuni scalari a,...,a, € K.
1 4 7
Ad esempio, il vettore | 2 | € K® & combinazione lineare di | 5| e | 8 | in quanto vale
3 6 9
1 4 7
21 =2|5]—-18
3 6 9
Indichiamo con Span(vy,...,v,) linsieme di tutte le possibili combinazioni lineari dei
vettori vy, ..., v,, ossia:

Span(vy,...,vp) ={v eV |v=av1+ -+ anvn, a; €K, i=1,...,n}.
E facile dimostrare che Span(vy,...,v,) & un sottospazio vettoriale. Infatti contiene lo 0
(basta porre a; = 0 per ogni i); se
v=a1v1 + -+ anvn, w=bvy + -+ by,
sono due combinazioni lineari, allora la somma
v+w=(ar+b)vy + -+ (an + bp)vy
€ ancora una combinazione lineare; per ogni scalare ¢t € K si ha
t(arvr + -+ + apv,) = tajvy + - - - + tayvy,.

Chiameremo Span(vs,...,v,) sottospazio vettoriale generato da v1,...,v, su K.
Quando il campo K & chiaro dal contesto diremo piu semplicemente sottospazio generato
da v1,...,v,, oppure chiusura lineare di v1,...,v,, oppure ancora span di v1, ..., v,

Osserviamo che il sottospazio Span(vi,...,v,) non dipende dall’ordine dei vettori wv;,
ragion per cui, ad esempio vale Span(v,w) = Span(w,v). Questo ci permette di definire, per
ogni sottoinsieme finito e non vuoto A C V' la sua chiusura lineare Span(A) come

Span(A) = { combinazioni lineari di vettori in A},

4Dall’inglese “to span” che si puo tradurre come “estendere da parte a parte”, da non confondersi con il
passato di to spin.
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e cioe
Span(A) = Span(vy, ..., v,), dove A={vy,...,v,}.
Possiamo estendere tale definizione anche all’insieme vuoto ponendo Span(f)) = {0}.

EsEMPIO 4.4.2. Sia V = K[z] lo spazio vettoriale dei polinomi in z a coefficienti in K e
sia A = {z,2%} C V. Allora Span(A) & l'insieme dei polinomi di grado < 2 senza termine
noto.

ESEMPIO 4.4.3. Consideriamo i vettori

1 2 0 4
vi= (3], va=1[(4], wvs=[1], w=|[5] eR3,
0 2 1 6

e chiediamoci se la relazione w € Span(vy,ve,v3) & vera o falsa, e cioe se 'equazione lineare
vettoriale avy + bvy + cvg = w possiede una soluzione a, b, c. Per rispondere occorre studiare
il sistema lineare

a+2b=14
3a+4b+c=5
2b+c=6 ,

che ammettendo soluzioni, implica che w € Span(vy,vs,vs), ossia che w appartiene al sotto-
spazio vettoriale generato da vy, vs, v3.

DEFINIZIONE 4.4.4. Lo spazio vettoriale V si dice di dimensione finita su K, o anche
finitamente generato, se esistono vettori vy, ...,v, in V tali che V' = Span(vy,...,v,). In
questo caso diremo che {v1,...,v,} & un insieme di generatori di V.

Uno spazio vettoriale che non & di dimensione finita si dice di dimensione infinita.

EsEMPIO 4.4.5. Lo spazio vettoriale numerico K" ha dimensione finita. Consideriamo

infatti la successione di vettori eq, . .., e,, dove e; ¢ il vettore colonna con la i-esima coordinata
uguale ad 1 e tutte le altre uguali a 0, ossia

1 0 0

0 1 0

€1 = . y €9 = . s . [ .

0 0 1
Tale successione, che pit avanti chiameremo “base canonica”, ¢ un insieme di generatori.
Infatti, per ogni ay,...,a, € K, vale la formula

a

=aier + -+ Apen.

an

ESEMPIO 4.4.6. Lo spazio vettoriale K[z] ha dimensione infinita su K. Infatti, per ogni
sottoinsieme finito A C K[x] & possibile trovare un intero d con la proprieta che ogni polinomio
in A ha grado minore di d. Dunque Span(A) contiene solamente polinomi di grado minore di
d e quindi Span(A4) # K[z].

La seguente proposizione riepiloga le principali proprieta della chiusura lineare.

PROPOSIZIONE 4.4.7. Sia A un sottoinsieme finito di uno spazio vettoriale V. Si ha:
(1) A C Span(4);
(2) Span(A) é un sottospazio vettoriale di V;
(3) Sia W C 'V un sottospazio vettoriale, allora A C W se e solo se Span(A) C W;
(4) Dato un sottoinsieme finito B C V, vale Span(A) C Span(B) se e solo se A C
Span(B).

DIMOSTRAZIONE. La prima proprieta & ovvia e la seconda & gia stata dimostrata. La
quarta segue dalla terza e dalla seconda ponendo W = Span(B); rimane solo da dimostrare
la (3). Sia W un sottospazio vettoriale, se Span(4) C W, dato che A C Span(A) ne segue
ACW.Se AC W, e siccome W & chiuso per le operazioni di somma e prodotto per scalare,
ed ogni combinazione lineare puo essere pensata come una composizione di somme e prodotti
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per scalare, ne segue che ogni combinazione lineare di elementi di A appartiene a W e quindi
Span(A) C W. O

Nel prosieguo useremo spesso la seguente semplice conseguenza della precedente proposi-
zione.

LEMMA 4.4.8. Siano A, B sottoinsiemi finiti di uno spazio vettoriale. Allora B C Span(A)
se e solo se Span(A) = Span(A U B).

DIMOSTRAZIONE. Siccome B C AU B C Span(A U B), se Span(A) = Span(A4 U B) allora
B C Span(A). Viceversa, B C Span(A), dato che A C Span(A) si ha che AU B ¢ contenuto
nel sottospazio vettoriale Span(A4) e quindi Span(A U B) C Span(A). Per finire osserviamo
che A C AU B e quindi Span(A) C Span(A U B). O

In particolare, il Lemma 4.4.8 implica che se per una successione di vettori vy, ..., v, si ha
v, € Span(vy,...,v,—1), allora Span(vy,...,v,—1) = Span(vy,...,v,—1,v,) (basta prendere
A=A{v1,...,vp—1} e B={v,}).

EsEmpIO 4.4.9. Siano vy,...,v, generatori di uno spazio vettoriale V e sia W C V un
sottospazio vettoriale proprio. Allora esiste un indice 4 tale che v; &€ W. Infatti se v; € W per
ogni i si avrebbe V' = Span(vy,...,v,) C W in contraddizione con il fatto che W # V.

ESEMPIO 4.4.10. Chiediamoci se i vettori v1,vs e vs dell’Esempio 4.4.3 generano K3. Af-
finché cio sia vero € necessario che i tre vettori della base canonica appartengano a Span(vy, ve, v3).
Tale condizione & anche sufficiente perché se {e1, e, e3} C Span(vy, va, v3) allora vale

K?® = Span(ey, e2, e3)  Span(vy, va, v3).

Il problema si riconduce quindi allo studio dei tre sistemi lineari

a+2b=1 a+2b=0 a+2b=0
3a+4b+c=0 3a+4b+c=1 3a+4b+c=0
2b+c¢c=0 , 2b+c¢c=0 , 2b+c=1

Per determinare se un determinato insieme finito genera uno spazio vettoriale V' possono
essere utili le seguenti osservazioni:

a) Se A C B sono sottoinsiemi finiti di V, e se A genera V, allora anche B genera V.

b) Siano A, B due sottoinsiemi finiti di V, se A genera V' ed ogni elemento di A puo
essere scritto come combinazione lineare di elementi di B, allora anche B genera V. Infatti
se V = Span(A4) e A C Span(B); ne segue che Span(A) C Span(B) e quindi V = Span(B).
In particolare, se A ¢ ottenuto da B aggiungendo un numero finito di combinazioni lineari di
elementi di B, e se A & un insieme di generatori, allora anche B ¢ un insieme di generatori.

EsEmpIO 4.4.11. Usiamo le precedenti osservazioni per mostrare che i vettori

1 1 1
u= 1], v=1[2], w=]3
1 3 4

generano K?. Abbiamo visto che non & restrittivo aggiungere ai tre vettori u, v, w alcune loro
combinazioni lineari. Ad esempio

0 0
a=v—u=|[1], b=w—u=|2
2 3

(L’idea & chiara: far comparire quanti pilt zeri & possibile.) Ripetiamo la procedura aggiungendo
conbinazioni lineari di vettori del nuovo insieme {u,v,w, a,b}:

0 0 1
c=b—2a=|01|, d=a+2c=1(1], e=u—d+c=1{0
-1 0 0
Abbiamo gid osservato che i vettori e; = e, es = d e e3 = —c generano K® e quindi anche

u, ¥, W SONo generatori.
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LEMMA 4.4.12. Siano A, B sottoinsiemi finiti di uno spazio vettoriale V. Allora vale
Span(A U B) = Span(A) + Span(B),
dove Span(A) + Span(B) denota la somma dei sottospazi vettoriali Span(A) e Span(B)

DIMOSTRAZIONE. Siccome il sottospazio vettoriale Span(A) + Span(B) contiene sia A
che B, esso contiene 'unione A U B e quindi contiene il sottospazio da essa generato, ossia
Span(A U B) C Span(A) + Span(B). Viceversa se v € Span(A4) + Span(B), per definizione
esistono u € Span(A) e w € Span(B) tali che v = u+w. Siccome v & una combinazione lineare
di elementi di A e w & una combinazione lineare di elementi di B, la loro somma u + w € una
combinazione lineare di elementi di AU B. |

Esercizi.

208 (V). Dire, motivando la risposta se il vettore e; = (1,0,0,0) € R™) & combinazione
lineare dei vettori v = (1,0,1,2), v =(3,4,2,1) e w = (5,8, 3,0).

209. Dimostrare che i vettori (1,2,1)7, (2,1,3)T e (3,3,3)T generano R3.

210. Dimostrare che ogni insieme di generatori di R? contiene almeno due vettori ed ogni
insieme di generatori di R? contiene almeno tre vettori.

211. Sia V uno spazio vettoriale e si assuma che esista un’applicazione surgettiva f: V —
N tale che per ogni n € N il sottoinsieme V,, = {v € V' | f(v) < n} & un sottospazio vettoriale
di V. Provare che V' ha dimensione infinita.

4.5. Indipendenza lineare e teorema di scambio

Siamo adesso pronti per definire i due concetti fondamentali di dipendenza ed indipen-
denza lineare di un insieme di vettori in uno spazio vettoriale.

DEFINIZIONE 4.5.1. Diremo che m vettori wy, ..., w,, in uno spazio vettoriale sul campo
K, sono linearmente dipendenti se esiste una loro combinazione lineare, con coefficienti
non tutti nulli, che da come risultato il vettore nullo:

(4.1) arwy + -+ + apw,y, =0, con a; € K non tutti=0
I vettori wy,...,w,, si dicono linearmente indipendenti se non sono linearmente dipen-
denti.

Una combinazione lineare viene detta banale se tutti i coefficienti sono nulli e quindi,
dei vettori risultano essere linearmente dipendenti se e solo se esiste una loro combinazione
lineare nulla (ossia che ha come risultato il vettore nullo) ma non banale. Equivalentemente
dei vettori sono linearmente indipendenti se e solo se I'unica combinazione lineare nulla tra
loro & quella banale.

In pratica per stabilire se i vettori w1, . . ., wy,, sono o meno linearmente dipendenti occorre
studiare ’equazione vettoriale

Tiw1 + - F T Wy, =0
e determinare se esiste o meno una soluzione (z1,...,Z), con x; € K non tutti nulli.

EsEMPIO 4.5.2. Due vettori non nulli sono linearmente dipendenti se sono uno multiplo
dell’altro (Figura 4.3).

EseEmpio 4.5.3. I vettori vy, ve,vs dell’Esempio 4.4.3 sono linearmente indipendenti. In-
fatti lequazione avy + bvy 4+ cvg = 0, corrispondente al sistema lineare omogeneo

a+2b=0
3a+4b+c=0
2b+c=0 ,

ammette a = b = ¢ = 0 come unica soluzione.
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F1GURA 4.3. Tony Shalhoub interpreta un docente della Columbia University nella
serie TV “The Marvelous Mrs. Maisel”.

Osserviamo che se wy, ..., w,, sono vettori linearmente indipendenti, allora i vettori w;
sono tutti diversi da 0 e distinti tra loro. Infatti se w; = 0 si avrebbe la combinazione lineare
non banale 1-w; = 0, mentre se w; = wy, con j # k si avrebbe la combinazione lineare non
banale w; —wy = 0. Un vettore ¢ linearmente indipendente se e solo se ¢ diverso da 0.

Il seguente risultato, che chiameremo lemma di estensione, ¢ alla base della maggior parte
dei risultati sull’indipendenza lineare e sara usato piu volte nelle pagine seguenti.

LEMMA 4.5.4 (di estensione). Siano vy, ..., v, vettori in uno spazio vettoriale. Le sequenti
condizioni sono equivalenti:
(1) vi,...,v, sono linearmente indipendenti;
(2) v1,...,05—1 s0no linearmente indipendenti e v, & Span(vy,...,Vn—1);

(3) v; & Span(vy,...,v;_1) per ognii = 1,...,n (per i = 1 la condizione v, & Span(f)
equivale a dire v1 # 0).

DIMOSTRAZIONE. Per provare ’equivalenza delle tre condizioni dimostriamo prima che
(1) implica (2), poi che (2) implica (3) ed infine che (3) implica (1).

Supponiamo che vy, ..., v, siano linearmente indipendenti. E chiaro che v1,...,v,_1 sono
linearmente indipendenti, mentre se per assurdo v, € Span(vy,...,v,_1) esisterebbero n — 1
scalari ay,...,a,—1 € K tali che

Up =01V1 + -+ AQp—1Vp—1.

In tal caso si avrebbe
a1v1 4+ ap_1Vp—1+ (—1)v, =0
in contraddizione con la lineare indipendenza di vy, ..., v,.

Supponiamo adesso vy, .. ., v,—1 sono linearmente indipendenti e v,, & Span(vy,...,v,_1).
Avendo gia dimostrato l'implicazione (1)=(2), si ha v1,...,v,_2 linearmente indipendenti e
Un—1 € Span(vy,...,v,—2). Ripetendo il ragionamento a ritroso si arriva alla conclusione che
v; & Span(vy,...,v;—1) per ogni i.

Per finire, supponiamo che v; ¢ Span(vy,...,v;_1) per ogni i e supponiamo per assurdo
che vy, ..., v, siano linearmente dipendenti, ossia che esiste una relazione ayvy+- - -+ayv, =0,
con gli scalari a; non tutti nulli. indichiamo con r il massimo intero, compreso tra 1 ed n, tale
che a, # 0, allora a; = 0 per ogni i > r e dunque ajv1 + - - - + a,v, = 0, da cui si ricava

ai Qr—1
Vp = ——V] — -+ — vp—1 € Span(v1,...,Vr—1)
ar ar
contrariamente a quanto ipotizzato. 0

TEOREMA 4.5.5 (di scambio). Sia A un sottoinsieme finito di uno spazio vettoriale. Se
Span(A) contiene m wvettori linearmente indipendenti, allora anche A contiene m wvettori
linearmente indipendents.
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DIMOSTRAZIONE. Sia B C Span(A) un insieme di m vettori linearmente indipendenti e
indichiamo con F la famiglia (finita) di tutti i sottoinsiemi di A U B formati da m vettori
linearmente indipendenti. La famiglia F non & vuota perché contiene B. Tra tutti i sottoinsiemi
appartenenti alla famiglia F scegliamone uno, che chiameremo C, che ha il maggior numero
di elementi in comune con A. Per dimostrare il teorema e sufficiente provare che C' C A.

Supponiamo per assurdo che C non sia contenuto in A, possiamo allora scrivere

C={wy,...,wn}, con w,, & A.

Per quanto dimostrato nel Lemma 4.5.4 i vettori w1, . . ., w;, 1 sono linearmente indipendenti e
W, & Span(wy, . .., wm_1). Poiché w, € Span(A), a maggior ragione Span(A) non & contenuto
in Span(wsy, ..., wy—1) € per la Proposizione 4.4.7 esiste un vettore v € A tale che v ¢
Span(wyi, ..., wmy,—1). Per il lemma di estensione 4.5.4 il sottoinsieme D = {w1,...,Wy_1,0} &
ancora formato da m vettori indipendenti, ma ha in comune con A un vettore in piu rispetto
a C, in contraddizione con la scelta di C. O

COROLLARIO 4.5.6. In uno spazio vettoriale generato da n vettori esistono al pit n vettori
linearmente indipendents.

DIMOSTRAZIONE. Sia V uno spazio vettoriale generato da vy, ..., v,. Per definizione V =
Span(vy,...,v,) e quindi se V' contiene m vettori linearmente indipendenti, allora anche
{v1,...,v,} contiene m vettori linearmente indipendenti; dunque m < n. O

COROLLARIO 4.5.7. Uno spazio vettoriale V' ¢ di dimensione infinita se e solo se per ogni
intero positivo m esistono m vettori linearmente indipendenti in V.

DIMOSTRAZIONE. Se V e di dimensione infinita, allora per ogni successione finita vy, ..., v,
di vettori in V' si ha Span(vi,...,v,) # V. Possiamo quindi costruire per ricorrenza una
successione infinita {v;}, i = 1,2,..., con le proprieta
v #0, wvg &Span(v1), ..., vit1 € Span(vi,...,v;),

Qualunque sia m > 0 i primi m termini della successione sono linearmente indipendenti.
Viceversa, se V' ha dimensione finita € possibile trovare un intero n > 0 ed n vettori che

generano V. Per il teorema di scambio non esistono m vettori linearmente indipendenti per

ogni m > n. (|

EsEMPIO 4.5.8. Abbiamo visto nell’Esempio 3.6.6 che le radici quadrate dei numeri primi
sono linearmente indipendenti su Q. In maniera ancora piu semplice si dimostra che i logaritmi
(in qualsiasi base b > 1) dei numeri primi sono linearmente indipendenti su Q: infatti siano
P1,...,Pn numeri primi distinti e supponiamo

ay logy(p1) + - - - + an logy(pn) = 0, a; €Q.

Moltiplicando per un denominatore comune possiamo supporre a; € Z per ogni ¢ e quindi

arlogy(p1) + -+ + an logy(pn) = log,(p* ---pp") =0

da cui segue pj' ---p% =1 che pero ¢ possibile solo se a; = 0 per ogni .
Siccome esistono infiniti numeri primi, segue dal Corollario 4.5.7 che R e C hanno dimen-
sione infinita come spazi vettoriali su Q.

ESEMPIO 4.5.9. Sia o un numero reale, allora gli n + 1 numeri 1,a,a?,...,a" sono

linearmente dipendenti su Q se e solo se « ¢ la radice di un polinomio non nullo di grado < n.
Pilt avanti dimostreremo (Teoremi 4.8.4 e 17.7.3) che il numero 7 € R & trascendente, ossia
non ¢ radice di alcun polinomio a coefficienti razionali. Ne segue che per ogni n > 0 i numeri
1,7,72,..., 7" sono linearmente indipendenti su Q e ritroviamo il fatto che R & uno spazio
vettoriale di dimensione infinita su Q.

COROLLARIO 4.5.10. Ogni sottospazio vettoriale di uno spazio di dimensione finita ha
ancora dimensione finita.

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che se W e un sottospazio di V' e se wy, ..., w,, € W sono
vettori linearmente indipendenti in W, allora sono linearmente indipendenti anche in V. Basta
adesso applicare il Corollario 4.5.7. ([l
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EsEmpio 4.5.11. Siano ay, - .., a, € K scalari distinti e dimostriamo che gli n + 1 vettori
1
a;
2
v = | % | e K", i=0,...,n,
ai
sono linearmente indipendenti. Per induzione su n possiamo supporre vy, ..., v, linearmen-
te indipendenti (esercizio: perché?) e quindi basta dimostrare che se >."  z;v; = 0 con
zg, ...,z € K allora zg = 0. Consideriamo gli scalari by, ...,b, € K definiti dall’identita
di polinomi
t) = :
p(t) H1 o a Z;)

Si vede subito che p(ag) = E? 0 bjag =1lepla) =27 bjal = 0 per ogni i > 0. Dato che

n . .
Y ioxia; =0 per ogni i =0,...,n possiamo scrivere
n n n
— , ) — , ) —
0= E b; E Tia; = E x5 g bja; = xo
j=0 =0 i=0  j=0
Esercizi.

212. Per quali valori di t € R i quattro vettori

1 3 2 2
vn=|_21, vu=[21], 5= 2 |, =] 2 |eR?
1 t t? t3
sono linearmente dipendenti?
213. Siano vy, ...,v, vettori in uno spazio vettoriale V' sul campo K con le seguenti
proprieta:
(1) vy,...,v, generano V;
(2) esiste un unico vettore riga (ay,...,a,) € K™ tale che ayv1 + -+ - + apvy, = vo.
Dimostrare che vy, ..., v, sono linearmente indipendenti.

214. Ogni vettore di R™ puo essere pensato come un vettore di C™ a coordinate reali.
Dimostrare che vy, ..., v, € R™ sono linearmente indipendenti su R se e solo se, pensati come
vettori di C™, sono linearmente indipendenti su C.

215. Siano u, v, w tre vettori linearmente indipendenti in uno spazio vettoriale sul campo
K. Provare che per ogni scelta di a,b,c € K i vettori u,v + au,w + bv + cu sono ancora
linearmente indipendenti.

216. Siano vg,v1,...,v, vettori linearmente indipendenti in uno spazio vettoriale sul
campo K. Provare che per ogni scelta di ay,...,a, € K i vettori vg, vy 4+ a1vq, ..., v, + anvg
sono ancora linearmente indipendenti.

217. Dedurre dal teorema di scambio che ogni insieme di generatori di R™ contiene almeno
n vettori.

218 (Indipendenza affine). Sia V uno spazio vettoriale su K. Diremo che p + 1 vettori
vp,...,Up € V sono affinemente dipendenti se esistono ao,...,a, € K, non tutti nulli, e
tali che:

agvg + -+ + apv, =0, ap+ -+ +ap =0.
I medesimi vettori si dicono affinemente indipendenti se non sono affinemente dipendenti.

Dimostrare che le seguenti condizioni sono equivalenti:

(1) i p+ 1 vettori v, ...,v, € V sono affinemente dipendenti;
(2) esiste un indice ¢ = 0,...,p tale che i p vettori v; — v;, j # 4%, sono linearmente
dipendenti;

(3) perognii=0,...,pip vettori v; —v;, j # ¢, sono linearmente dipendenti.
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219 (Combinazioni affini). Sia V uno spazio vettoriale sul campo K. Una combinazione
lineare agvy + - - + apv, di vettori v; € V' e coefficienti a; € K si dice una combinazione
affine se 7 a; = 1.

Dimostrare che p+ 1 vettori vy, ..., v, € V sono affinemente indipendenti (Esercizio 218)
se e solo se nessuno di essi puo essere scritto come combinazione affine degli altri n.

220. Si assuma che il vettore nullo di uno spazio vettoriale V non sia combinazione affine
dei vettori vy, ...,v, € V. Dimostrare che vg,...,v, € V sono affinemente indipendenti se e
solo se sono linearmente indipendenti.

221 (V). Sia n > 0 un intero positivo fissato e si denoti con f: K™ — K"*! I'applicazione

. 1
1 : ' T1
fv) = , ] ossia fl1:1=1.
Ty z
Dimostrare che per una successione di p+1 vettori vy, ..., v, € K" le seguenti condizioni sono
equivalenti:
(1) i vettori vy — g, ..., v, — Vg sono linearmente dipendenti in K";
(2) i vettori f(vo), f(v1),..., f(vp) sono linearmente dipendenti in K™*1.
222 (V). Dati vy,...,v, € R¥ con n,k > 3, provare che esiste un vettore u € R¥ tale che

v1 + u non appartiene al sottospazio vettoriale generato da v; e v;, per ogni coppia di indici
i,].

223 (#,®,9). Siano p1(z),...,pn(z) € R[z] polinomi distinti e tali che p;(0) = 0 per ogni
indice i. Provare che le n funzioni f; = e”(®) .. . f, = eP»(*) sono linearmente indipendenti
nello spazio vettoriale su R delle funzioni continue sulla retta reale.

4.6. Basi e dimensione

In uno spazio vettoriale, i sottoinsiemi di vettori che sono sia generatori che linearmente
indipendenti hanno un ruolo chiave in algebra lineare e pertanto meritano apposita definizione.

DEFINIZIONE 4.6.1. Diremo che n vettori vy, ...,v, formano una base di uno spazio
vettoriale V' se sono contemporaneamente generatori di V' e linearmente indipendenti. Una
base ¢ una successione di generatori linearmente indipendenti.

OSSERVAZIONE 4.6.2. Per un insieme finito di vettori, la proprieta di formare una base
¢ indipendente dall’ordine in cui questi vettori sono considerati. Viceversa una base dipende
dall’ordine in cui i vettori sono considerati. Dunque n generatori linearmente indipendenti
formano esattamente n! basi distinte.

Abbiamo osservato nell’Esempio 4.4.5 che gli n vettori di K™

1 0 0
0 1 0
ei=1.1, e&=1|.}|, -~ en=1.1],

0 0 1
formano un insieme di generatori. Mostriamo adesso che sono anche linearmente indipendenti
e quindi che formano una base. Siano ai,...,a, € K tali che Z?:l ae; = 0. Allora dalla
formula

ay

=a1e1 + -+ apey
an
segue immediatamente che a1 = as =--- =a, = 0.

DEFINIZIONE 4.6.3. Nelle notazioni precedenti, la successione di vettori ey, ..., e, viene
detta base canonica di K”.
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Ad esclusione del caso banale dello spazio vettoriale nullo, le basi non sono uniche. Ad
esempio, se v1,...,U, € una base, con n > 0, allora per ogni scalare a # 0 la successione
di vettori avy,va,...,v, & ancora una base (esercizio: perch é7). Come ulteriore esempio, il

lettore puo facilmente dimostrare come esercizio che una coppia di vettori (Z) , <2) cK?e

una base se e solo se ad # cb.

E utile avere condizioni necessarie e sufficienti su un insieme finito di vettori affinché formi
una base: le due piu importanti sono le caratterizzazioni come insieme minimale di generatori
e come insieme massimale di vettori linearmente indipendenti; ma andiamo con ordine.

Siano V' uno spazio vettoriale di dimensione finita e v1,...,v, C V una successione finita
di generatori. Diremo che un vettore v; della successione ¢ ridondante se i rimanenti vettori
sono ancora un insieme di generatori. In altri termini, se vy,...,v, generano V ed anche
Va,...,Vn generano V, allora vy & un generatore ridondante (all’interno della successione
Vly-eoy Un).

Una successione di generatori di dice minimale se non possiede elementi ridondanti, ossia
se, comunque si tolga un vettore, i rimanenti cessano di generare lo spazio vettoriale.

Diremo invece che una successione vy, ..., v, di vettori linearmente indipendenti ¢ mas-
simale in V se, comunque si prenda un vettore u € V, i vettori v1, ..., v,,u sono linearmente
dipendenti.

TEOREMA 4.6.4. Per una successione finita di vettorivy,...,v, € V le sequenti condizioni
sono equivalenti:

(1) v1,...,v, € una base;
(2) v1,...,v, € una successione minimale di generatori;
(3) v1,...,v, € una successione massimale di vettori linearmente indipendenti.

DIMOSTRAZIONE. Per provare ’equivalenza delle tre condizioni dimostriamo prima che
(1) implica (2), poi che (2) implica (3) ed infine che (3) implica (1).

Supponiamo che vy, ..., v, sia una base; per definizione tali vettori generano e vogliamo
dimostrare che comunque se ne tolga uno, i rimanenti non generano. Per semplicita notazionale
mostriamo che v, non & ridondante, alla stessa maniera si dimostra che ciascun v; non ¢
ridondante. Siccome vy, ..., v, sono linearmemte indipendenti, per il Lemma 4.5.4 si ha v,, ¢
Span(vy,...,v,—1) € questo & possibile solo se Span(vy,...,v,—1) € un sottoinsieme proprio
diV.

Supponiamo adesso che vy,...,v, sia una successione minimale di generatori e dimo-
striamo che sono anche una successione massimale di vettori linearmente indipendenti. Per il
Lemma 4.4.8 la condizione di minimalita implica che v; & Span(vy,...,V;—1,Vit1,...,Vp) Der
ogni i. A maggior ragione v; ¢ Span(vy,...,v;_1) per ogni ¢ e quindi i vettori vy, ..., v, sono
linearmente indipendenti per il lemma di estensione.

Dato che V' e generato da n vettori, per il teorema di scambio in V' esistono al massimo
n vettori linearmente indipendenti e questo implica ovviamente che la successione di vettori
linearmente indipendenti vq, ..., v, ¢ massimale.

Per concludere, supponiamo w1, ..., v, una successione massimale di vettori linearmente
indipendenti e proviamo che vy, . . ., v, sono generatori. Se non lo fossero esisterebbe un vettore
u € V tale che u & Span(vy,...,v,) e per il lemma di estensione vy, ...,v,,u sarebbero
linearmente indipendenti, in contraddizione con la massimalita. O

COROLLARIO 4.6.5. Sia A un insieme finito di generatori di uno spazio vettoriale V.
Allora esiste una base vy,...,v, di V con v; € A per ogni indice i.

DIMOSTRAZIONE. Tra tutti i sottoinsiemi B C A che generano V scegliamone uno, dicia-
mo {vy,...,v,}, con il minor numero di elementi. Chiaramente vy, ...,v, & una successione
minimale di generatori, che ¢ una base per il Teorema 4.6.4. (|

COROLLARIO 4.6.6 (Esistenza ed equicardinalita delle basi). Ogni spazio vettoriale di
dimensione finita possiede basi. Tutte le basi sono formate dallo stesso numero di vettori.

DIMOSTRAZIONE. Per definizione di spazio di dimensione finita esiste un insieme finito A
di generatori. Per il Corollario 4.6.5 esiste una base vy, ..., v, con v; € A per ogni 1.
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Siamo adesso vy,...,v, € wy,...,w,, due basi dello stesso spazio vettoriale V. Siccome
V1,...,U, generano e wi,...,wWy,, sono linearmente indipendenti, per il teorema di scambio
vale m < n. Per simmetria, ossia scambiando i ruoli, si ottiene n < m e quindi n = m. O

OSSERVAZIONE 4.6.7. Il concetto di base e relativo teorema di esistenza ed equicardinalita
si puo estendere agli spazi di dimensione infinita; cio richiede strumenti matematici per nulla
banali e verra trattato nel Capitolo 12.

DEFINIZIONE 4.6.8. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita. La dimensio-
ne dimg V' di V su K & il numero di elementi di una (qualunque) base di V. Scriveremo
semplicemente dim V' al posto di dimg V' quando il campo K & chiaro dal contesto.

EseEmMPIO 4.6.9. Lo spazio vettoriale nullo (formato dal solo vettore nullo) & I'unico spazio
vettoriale di dimensione 0.

Segue immediatamente dal Teorema 4.6.4 che la dimensione ¢ uguale al massimo numero
di vettori linearmente indipendenti ed anche al minimo numero di generatori.

EsEMPIO 4.6.10. Si ha dim K™ = n, infatti la base canonica ¢ formata da n vettori.

EsEmPIO 4.6.11. Sia V' C K[z] il sottospazio vettoriale dei polinomi di grado minore di
n. Allora V ha dimensione n in quanto una base & data dai polinomi 1, z,22,...,2" L.

EsEmMPIO 4.6.12. Si ha dimg C = 2 in quanto 1,7 € C sono una base di C come spazio
vettoriale su R.

LEMMA 4.6.13. Per una successione vi,...,v, di vettori in uno spazio vettoriale di
dimensione n le sequenti condizioni sono equivalenti:
(1) v1,...,v, € una base,
(2) v1,...,v, sono linearmente indipendenti,
(3) v1,...,v, sono generatori.

DIMOSTRAZIONE. Per il teorema di scambio, in uno spazio vettoriale di dimensione n,
allora ogni insieme di generatori deve contenere almeno n vettori; ne segue che ogni insieme
di n generatori ¢ minimale e quindi una base.

Ancora per il teorema di scambio, in uno spazio vettoriale di dimensione n ogni insieme
di n vettori linearmente indipendenti & necessariamente massimale e quindi una base. O

ESEMPIO 4.6.14. Ogni insieme di n vettori linearmente indipendenti di K™ e una base.

TEOREMA 4.6.15 (di completamento). Siano vy, ..., v, vettori linearmente indipendenti
in uno spazio vettoriale V' di dimensione n. Allora m < n ed esistono vpy41,...,v, € V tali
che vy,...,v, € una base.

DIMOSTRAZIONE. Siccome V' puo essere generato da n vettori la disuguaglianza m <
n segue dal teorema di scambio. Dimostriamo l'esistenza dei vettori vy, 41,...,v, per in-
duzione su n — m. Se m = n allora vy,...,v, € gia una base per il Lemma 4.6.13. Se
m < n allora vy,...,v,;;, non sono generatori e quindi possiamo scegliere un vettore v,,11 &
Span(vy,...,v;). Per il lemma di estensione i vettori vy, ..., Un41 sono linearmente indipen-
denti e per l'ipotesi induttiva esistono vy, 4o, ...,v, tali che v1,...,v, € una base. O

LEMMA 4.6.16. Sia W un sottospazio vettoriale di uno spazio vettoriale V. di dimensione
finita. Allora dim W < dimV e vale dimW = dimV se e solo se W = V.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gia dimostrato che W ha dimensione finita. Se dim W = m
allora W contiene m vettori wq,...,w,, linearmente indipendenti. Tali vettori sono linear-

mente indipendenti anche in V' e quindi m < dimV. Se m = dim V' allora w1, ..., w,, € una
base di V' e quindi W = V. g

PROPOSIZIONE 4.6.17. Sia vq,...,v, una base di uno spazio vettoriale V. Allora per ogni
vettore v € V' esistono, e sono unici, dei coefficienti aq,...,a, € K tali che

V=a1V1+ -+ anv,.
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DIMOSTRAZIONE. L’esistenza dei coefficienti a; € del tutto equivalente al fatto che i vettori
v; generano V. Siccome v1, ..., v, sono linearmente indipendenti, se

v =a1v1 + -+ apn, v =b1v + -+ + by,
allora
O0=v—v=1(a1 —by)vi+ -+ (an — bp)vn

da cui segue a; = b; per ogni i, ossia I'unicita dei coefficienti. g

DEFINIZIONE 4.6.18. Si chiamano coordinate di un vettore v rispetto ad una base
V1,...,Uy, 1 coefficienti ay,...,a, tali che

UV =a1v1 + -+ aQpUp.
ESEMPIO 4.6.19. Calcoliamo le coordinate del vettore (2,0,1) € R®) rispetto alla base

v = (1,0,1), vo = (0,1,1) e v3 = (1,1,0). In pratica dobbiamo trovare tre numeri x,y, z tali
che zv1 + yvs + zvs = (1,1, 1), ossia bisogna risolvere il sistema lineare

T+z=2
y+z=0
r+y=1

la cui (unica) soluzione ¢ x =3/2,y=—-1/2e z=1/2.

Esercizi.

224. Calcolare le coordinate del vettore (1,0,0) € K®) rispetto alla base v; = (1,1,1),
vy = (1,-1,0), v3 = (0,0, 1).

225. Sia vy, ..., v, una base di uno spazio vettoriale V' sul campo K. Dimostrare che per
ogni vettore v € V esiste t € K tale che i vettori

V1yeowyUp_1,0 +t0,
sono linearmente dipendenti. Dire inoltre se un tale t ¢ unico.

226. Siano vq,...,v, una base di V e uq,...,u,, una base di U. Mostrare che le n + m
coppie
(v1,0), ..., (Vn,0), (0,u1), ..., (0, up)
sono una base di V x U.

227. Siano dati n+1 vettori vy, ..., v, in uno spazio vettoriale ed n+ 1 scalari ag, . .., a,.
Provare che il sottospazio vettoriale generato dagli n(n — 1)/2 vettori

Vij = Q;Vj; — G5, 0<i<j<n,
ha dimensione al piu n.

228. Siano V uno spazio vettoriale di dimensione finita n, H C V un sottospazio vettoriale
proprio e v,w € V vettori non appartenenti ad H. Dimostrare che esiste un sottospazio
vettoriale W C V di dimensione n — 1 tale che H C W e v,w ¢ W.

229 (Codimensione). Siano V uno spazio vettoriale ed U C V un sottospazio. Diremo

che U ha codimensione finita in V se esiste una successione finita di vettori vy,...,v, € V
tali che U + Span(vy,...,v,) = V. Se i vettori v; sono linearmente indipendenti e V' =
U @ Span(vy, . ..,v,) diremo che vy, ..., v, & una cobase di U in V.

Sia A C V un insieme finito di vettori tale che U + Span(A) =V e sia vy, ...,v, € A una
successione di lunghezza minima tale che U + Span(vy,...,v,) = V. Provare che vy,...,v, &
una cobase.

Dedurre dal teorema di scambio che due cobasi di uno spazio di codimensione finita hanno
lo stesso numero di elementi; tale numero viene detto codimensione di U in V.

230 (4, ©). Siano K un campo e F' C K un sottocampo; dunque F™* C K" per ogni n.
Dati m vettori vq,...,v,, € F™ linearmente indipendenti su F', provare che sono linearmente
indipendenti anche come vettori di K.
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4.7. Semisemplicita e formula di Grassmann

DEFINIZIONE 4.7.1. Siano U, W due sottospazi di V. Diremo che W & un complementare
diUin Vsevale V=UoW.

Notiamo subito che, in generale, un sottospazio possiede piu di un complementare. Ad
esempio sullo spazio R?, ogni coppia di rette distinte passanti per l'origine sono una il
complementare dell’altra. Gli spazi vettoriali godono di una importante proprieta, detta
semisemplicita, non sempre valida in altre strutture algebriche ed espressa dal prossimo
teorema.

TEOREMA 4.7.2 (Semisemplicita degli spazi vettoriali). Sia U un sottospazio di uno spazio
vettoriale V' di dimensione finita. Allora esiste un complementare di U in V, ossia esiste un
sottospazio vettoriale W C 'V tale che V =U & W. Inoltre vale dimW = dimV — dimU.

DIMOSTRAZIONE. Sia vy,...,v, una base di U, allora i vettori v; sono linearmente in-
dipendenti in V' e possono estesi ad una base vy, ...,v,. Proviamo che il sottospazio W =
Span(vy41,...,v,) ha le proprieta richieste. Innanzitutto

U+ W = Span(vy,...,v.) + Span(v,41,...,0,) = Span(vy,...,v,) =V
ese x € UNW, dalla condizione x € U si ricava
T =aiv; + -+ apvy, a; € K,

mentre dalla condizione x € W si ha

T = Qr41Vr41 + -+ + Apnp, a; € K,
a1v1 + -+ QU — QrypqVpq1 — - —ApUp =T — 2 =0
e quindi a; = 0 per ogni 7 in quanto vy, ..., v, linearmente indipendenti. Ma questo implica in
particolare che z = 0 e di conseguenza U N W = 0. Per finire basta osservare che n = dim V/,
r =dimU e che v,41,...,v, formano una base di W. O

OSSERVAZIONE 4.7.3. La prima parte del Teorema 4.7.2 & vero anche se V' ha dimensione
infinita (vedi Teorema 12.5.5), ma in tal caso la dimostrazione & decisamente pit complicata
ed ¢ posticipata al Capitolo 12.

TEOREMA 4.7.4 (Formula di Grassmann). Siano U, W due sottospazi di dimensione finita
di uno spazio vettoriale V. Allora vale la formula

dim(U + W) = dim U + dim W — dim(U N W).

DIMOSTRAZIONE. Denotiamo con n = dim U, m = dim W e con p = dim(UNW); siccome
UNW e un sottospazio di U vale p < n e similmente p < m. Consideriamo una base ey, ..., ey,
di U N W; i vettori eq,...,e, sono linearmente indipendenti in U e quindi possono essere
completati ad una base €1, ..., ep, Ups1, ..., Uy di U. Similmente i vettori eq,...,e, possono
essere completati ad una base e, ..., e,, Wpt1,...,w, di W. Basta adesso dimostrare che gli
n +m — p vettori

€1y Cp, Uptlye-sy Un, Wpt1y. -, Wiy
formano una base di U + W. Abbiamo gia visto che tali vettori generano U 4+ W; resta quindi
da dimostrare che sono linearmente indipendenti.

Siano dunque ai,...,ap,bpt1,...,bn,Cpy1,...,cm € K tali che

arer + -+ apep + bppitpyrr + -+ bty + Cpp1Wpy1 + 0 F CpWi = 0;

dobbiamo dimostrare che a; = b; = ¢, = 0 per ogni 1, j, k.
Consideriamo il vettore di W

W= —(Cpp1Wpt1 + -+ + CnWi,).
Dalla relazione precedente segue che
w=aier + - +apep +bpp1upy1 + -+ bpuy, €U
e quindi w € UNW. Se indichiamo con dy, ..., d, i coefficienti di w nella base e1, ..., e, si ha

O=w—w=dieg + - +dpep + cpp1Wpt1 + - + Wy,
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e siccome ey, ...,€p, Wpt1,...,Wn € una base di W deve essere d; = ¢; = 0 per ogni 4,5 e
quindi w = 0, ossia

w=aie; + -+ apep +bpp1upy1 + -+ bpu, =0.

Siccome e1,...,€p, Upt1,.-., Uy € una base di U deve essere a; = b; = 0 per ogni %, j, come
volevasi dimostrare. O
Esercizi.

231. Trovare una bigezione (=applicazione bigettiva) tra I'insieme dei sottospazi comple-
mentari in R? al piano 7 di equazione x + y + 2z = 0 e I'insieme dei vettori (a,b,c) € R3 tali
chea+b+c=1.

232. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione m e sia U, Us,... una successione di
sottospazi vettoriali di dimensione m — 1. Dimostrare per induzione su n che la dimensione di
UiNUs;N---NU, e maggiore od uguale a m — n.

233. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n e U,W C V due sottospazi tali che
U @ W = V. Dimostrare che per ogni sottospazio U C L vale L= (LNW) & U.

234. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n e W C V un sottospazio di dimensione
m < n. Dimostrare che W si puo scrivere come intersezione di n — m sottospazi vettoriali di
dimensione n — 1. (Sugg.: estendere una base di W ad una base di V.)

235. Provare chesesedimV < occeV = U8 --dU, alloradimV = dim Uy +- - -+dim U,,.

236. Siano H, K sottospazi vettoriali di uno spazio vettoriale V di dimensione finita.
Dimostrare che esiste un sottospazio vettoriale L C V con le seguenti proprieta:

KCL,  H+L=V, HNL=HNK.

237. Siano V uno spazio vettoriale ed U C V un sottospazio. Diremo che una successione
di vettori vy,...,v, € V ¢ omogenea rispetto ad U se

U N Span(vy,...,v,) = Span({v; | v; € U}).

Supponendo V' di dimensione finita, dire per quali valori di k & vera la seguente affermazione:
dati k sottospazi vettoriali Uy, ...,Uy di V' ed una successione di vettori linearmente indipen-
denti, che & omogenea rispetto a ciascun Uy, € possibile estendere tale successione ad una base
omogenea rispetto a ciascun Uy.

Rispondere poi alla stessa domanda sotto 'ipotesi aggiuntiva che i sottospazi U; formino
una filtrazione crescente, ossia Uy C Uy C -+ - C Uy.

4.8. Complementi: i numeri algebrici

Anticipiamo in questa sezione alcuni argomenti che saranno trattati in maniera piu
approfondita nel Capitolo 17.

DEFINIZIONE 4.8.1. Un numero algebrico ¢ un numero complesso che ¢ radice di un
polinomio non nullo a coefficienti interi. Un numero complesso che non & algebrico viene detto
trascendente.

Piu precisamente, un numero « € C & algebrico se e solo se esistono un intero positivo n
ed n 4 1 numeri interi ag, a1, ..., a, tali che

an # 0, ap+aja+---+apa™ =0.

Ogni numero razionale 2 = p/q & algebrico poiché & radice del polinomio gz —p. Il numero
V2 & algebrico poiché ¢ radice del polinomio z? — 2. L’unitd immaginaria ¢ & un numero
algebrico poiché & radice del polinomio z% + 1.

E facilissimo dimostrare in maniera non costruttiva l’esistenza di numeri trascendenti: per
ogni intero n > 0 indichiamo con S,, C C l'insieme dei numeri complessi che sono radice di
un polinomio di grado < m i cui coeflicienti sono numeri interi di valore assoluto < n. Per
definizione un numero & algebrico se e solo se appartiene all’'unione degli .S,,.
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Siccome esistono al pitt (2n + 1)"*! polinomi di grado < n con coefficienti interi di valore
assoluto < n (esercizio: perché?), e siccome ogni polinomio siffatto possiede al pitt n radici
complesse, ne consegue che ogni S,, & un sottoinsieme finito, con al pitt n(2n+1)"*! elementi.
A maggior ragione, per ogni n ed ogni a,b € R, a < b, 'insieme S, N[a,b] = {x e RN S, |
a < z < b} @& finito.

Possiamo quindi trovare due successioni a,,, b, € R tali che

ap < app1 < bn+1 < bn7 [ana bn} NS, = @,

per ogni n. Siccome a, < b, per ogni n,m € N, per il principio di completezza esiste £ € R
tale che a,, < & < b, per ogni n,m € N. Di conseguenza £ ¢ S,, per ogni n e quindi £ non &
algebrico.

Non ¢ invece facile dimostrare che determinati numeri sono trascendenti: ad esempio non
e affatto banale dimostrare i seguenti tre teoremi.

TEOREMA 4.8.2 (Liouville 1844). Il numero di Liouwville

“+o0

1
Z Tom = 0.1100010000000000000000010000000 . . .
n=1

¢ trascendente.

TEOREMA 4.8.3 (Hermite 1873). Il numero di Nepero

+o00 n
1 1
e= E — = lim (14— ] =2.7182818284590452353602874...
= n! n

n—-4o0o
(base dei logaritmi naturali) é trascendente.

TEOREMA 4.8.4 (Lindemann 1882). La costante di Archimede
m = 3,14159265358979323846 . . .

¢ trascendente.

Le dimostrazioni dei Teoremi 4.8.2, 4.8.3 e 4.8.4 richiedono alcuni risultati di analisi
matematica e sono riportate nel Capitolo 17.

Usando le proprieta base degli spazi vettoriali, possiamo dimostrare da subito che i numeri
algebrici formano un campo di numeri. A tal fine ¢ utile considerare C come uno spazio
vettoriale su Q.

LEMMA 4.8.5. Sia U C C un sottospazio vettoriale di dimensione finita su Q. Se 1 € U e
uv € U per ogni u,v € U, allora U é un campo ed ogni elemento di U € un numero algebrico.

DIMOSTRAZIONE. Per dimostrare che U ¢ un sottocampo di C basta dimostrare che che
seu € U, u # 0, allora u~! € U. Sia n la dimensione di U come spazio vettoriale su Q e
prendiamo un qualsiasi sottoinsieme vq,...,v, € U di generatori linearmente indipendenti.
Allora gli n vettori uwy,...,uv, € U sono ancora linearmente indipendenti su Q: infatti se

aruvy + -+ - + apuv, =0, ai,...,a, € Q,

possiamo scrivere u(aivy + - - -+ a,vy,) = 0 e poiché u # 0 si deve avere ajvy + - - - + apv, =0,

da cui a; = -+ = a, = 0. Per il Lemma 4.6.13 i vettori uv,...,uv, sono un insieme di
) )

generatori e quindi esistono by, ...,b, € Q tali che

1=biuvy + -+ + byuv, = u(brvr + -+ + byvy),

ossia =t = byvy + - - + bpvs,.

Dimostriamo adesso che ogni v € U € un numero algebrico. Se U ha dimensione n su Q,
allora gli n + 1 vettori

Lu,u?,. .., u"
sono linearmente dipendenti. Esistono quindi n + 1 numeri razionali aq, . . ., a, non tutti nulli
a tali che
ap 4+ aru + agu® + - + apu” = 0.

Moltiplicando per un denominatore comune non e restrittivo supporre a; € Z per ogni i e
quindi u € radice di un polinomio non nullo a coefficienti interi di grado < n. (]
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DEFINIZIONE 4.8.6. Il grado di un numero algebrico a € C & il piu piccolo intero positivo
d tale che z e radice di un polinomio di grado d a coefficienti interi.

EseEmMPIO 4.8.7. Ogni numero razionale © = p/q & algebrico di grado 1 poiché ¢ radice
del polinomio gz — p. Il numero /2 ¢ algebrico di grado 2 poiché non ¢ razionale ed & radice
del polinomio z2 — 2. L’unita immaginaria ¢ & un numero algebrico di grado 2 poiché non &
razionale (e nemmeno reale) ed & radice del polinomio 22 + 1.

DEFINIZIONE 4.8.8. Sia u € C un numero algebrico, e sia n il suo grado. Denotiamo con
Q[u] C C il sottospazio vettoriale

Q[u] = Span(l,u,... ,Un_l) = {ao +aju + GQUQ +--- 4+ an,lu"_l ‘ apg,...,0n—1 € Q}

Se w € C & un altro numero algebrico, di grado m, indichiamo Q[u,w] C C il sottospazio
vettoriale
Q[u, w] = Span(1, v, w, ..., u'w’,...), 0<i<n,0<j<m.

Notiamo che Q[u] e Q[u, w] sono finitamente generati e quindi di dimensione finita come
spazi vettoriali su Q.

LEMMA 4.8.9. Siano u,w numeri algebrici di gradi n, m rispettivamente, allora Q[u,w] ¢é
un campo.

DIMOSTRAZIONE. Sappiamo che Q[u,w] & un sottospazio vettoriale di C che contiene Q
e di dimensione finita. Basta quindi dimostrare che se vy, vy € Q[u, w] allora vivy € Qu, w].
Dimostriamo come primo passo che u'w’ € Q[u,w] per ogni i,7 >0.Sei <n e j<m cid e
vero per definizione. Per induzione su ¢ + j basta dimostrare che se i > n o j > m possiamo
scrivere u'w? come combinazione lineare di monomi u®w®, con a + b < i+ j. Supponiamo per
fissare le idee che i > n; quando j > m bastera ripetere il ragionamento con w al posto di u.
Siccome u ha grado n vale una relazione del tipo

b0+b1u++bnu”:0, blEZ, bn#O,

e quindi per ogni i > n ed ogni j vale
o o bo by by1 . o
w'w! = u"u' " = (——u—-~-—"u" D)t =l

Se vy, v2 € Q[u,w], allora vy, ve sono entrambi combinazioni lineari a coefficienti razionali di
u'w’ e quindi il prodotto vivs & una combinazione lineare di ufw’. Per quanto visto u'w! €
Q[u,w] per ogni 4,5 > 0 e dunque v1v2 & combinazione lineare di vettori del sottospazio
Q[u, w]. O

TEOREMA 4.8.10. Siano u,w € C due numeri algebrici. Allora i numeri —u,u + w, uw
sono ancora algebrici e, se u # 0, allora anche u~' & algebrico. In altre parole, 'insieme Q
dei numeri algebrici é un sottocampo di C.

DIMOSTRAZIONE. Per i due lemmi precedenti, se u, w sono algebrici il sottospazio vetto-
riale Q[u, w] ha dimensione finita su @, & un campo di numeri ed ogni elemento di Q[u,w] &
algebrico. In particolare sono algebrici i numeri

—u,u” w4 w, uw € Qlu, w).
O

I numeri trascendenti sono “di pit” dei numeri algebrici, nel senso indicato dal seguente
teorema.

TEOREMA 4.8.11 (Cantor 1874). Siano Q C C linsieme dei numeri algebrici e T C C
Uinsieme dei numeri trascendenti. Allora esistono applicazioni iniettive Q — T, ma non
esiste alcuna applicazione surgettiva Q — T'.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gia dimostrato che T # () all’inizio della sezione come conse-
guenza dei seguenti fatti:
(1) Q & unione di una successione Sy, Sz, Ss, ... di insiemi finiti;
(2) per ogni successione Fy, Fy, Fs, ... di sottoinsiemi finiti di C esiste un numero reale
£ eR tale £ € F,, per ogni n € N.
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Sia & € T un qualsiasi elemento, allora ¢ —a € T per ogni a € Q: infatti, se fosse E—a &€ T,
allora £ —a € Q e di conseguenza anche £ = (£—a)+a € Q per il Teorema 4.8.10. L’applicazione
Q—=T,a— &—a, & iniettiva.

Supponiamo per assurdo che esista un’applicazione surgettiva f: Q — T e scriviamo
Q = U2, Si con S, finito per ogni n. Allora F,, = S, U f(S,) & un sottoinsieme finito e
I'unione degli F}, coincide con I'unione Q UT = C, che abbiamo visto essere falso. O

Esercizi.

238. Vero o falso?
(1) La somma di due numeri trascendenti ¢ trascendente.
(2) L’inverso di un numero trascendente & trascendente.
(3) 1l coniugato di un numero trascendente ¢ trascendente.

1

239. Dimostrare che se v # 0 ¢ un numero algebrico, allora anche —u e u™" sono algebrici.

240. Sapendo che esistono numeri trascendenti, dimostrare la prima parte del Teore-
ma 4.8.11, ossia che esistono applicazioni iniettive Q — T.

241. Sia u € C un numero algebrico di grado n > 0. Dimostrare che i numeri
Lu,u?,...,u" !
sono linearmente indipendenti su Q.
242 (#). Possiamo generalizzare la definizione di Q[u,w] ad una successione finita di
U1, ..., U, di numeri algebrici, ponendo Q[uy, .. ., u,] uguale al sottospazio vettoriale generato
da tutti i monomi

i1 in ;. ap

U uy, 0 <i; < grado di u;.
Si assuma che u? € Q per ogni i e che Q[uy, ..., u,] abbia dimensione 2" su Q. Dimostrare
che se u € Quy, ..., u,) e u? € Q, allora u & un multiplo razionale di un monomio uj* - - - ulr.

243 (). Siano K C L C C due sottocampi, con K di dimensione finita come spazio
vettoriale su Q e L di dimensione finita come spazio vettoriale su K. Dimostrare che L ha
dimensione finita come spazio vettoriale su Q e vale la formula

Dedurre che ogni somma di radici quadrate di numeri razionali € un numero algebrico di grado
uguale ad una potenza di 2.



CAPITOLO 5

Applicazioni lineari

Dopo aver studiato le principali proprieta di singoli spazi vettoriali, in questo capitolo
inizieremo a studiare le possibili interazioni fra due o piu spazi vettoriali introducendo la
nozione di applicazione lineare. Rispetto alle generiche applicazioni di tipo insiemistico, le
applicazioni lineari godono di notevoli proprieta che le rendono contemporaneamente utili e
piu semplici da studiare. Infine, I'insieme di tutte le applicazioni lineari tra due spazi fissati
forma a sua volta uno spazio vettoriale, al quale si applicano quindi tutti i risultati visti nel
capitolo precedente.

5.1. Applicazioni lineari

In parole semplici, un’applicazione tra spazi vettoriali si dice lineare se commuta con le
combinazioni lineari.

DEFINIZIONE 5.1.1. Siano V, W due spazi vettoriali sullo stesso campo K. Un’applicazione
f:V — W si dice lineare (su K) se commuta con le somme ed i prodotti per scalare, ossia se

flut+v)=fu)+ fv), [f(tv)=tf(v), perogni w,veV,tek.

Ad esempio:

(1) L’applicazione nulla, che manda ogni vettore nel vettore nullo, & lineare.
(2) Per ogni spazio vettoriale V, ’identita Idy : V — V, Idy (v) = v, ¢ lineare.
Notiamo subito che se f: V — W & lineare, allora f(0) = 0: infatti, siccome 0 +0 = 0
si ha f(0) = f(04+0) = f(0) + f(0) da cui segue f(0) = 0. In particolare un’applicazione

costante tra spazi vettoriali e lineare se e solo se e nulla.
EsEmpio 5.1.2. L’applicazione
i K=K, fu)=au+b, a,bek,

& lineare se e solo se b = 0. Infatti se f & lineare allora b = f(0) da cui segue b = 0. Viceversa
se f(u) = au per ogni u € K, allora

flu+v)=alu+v)=au+av = f(u)+ f(v), f(tv) = atv = tav = tf(v),
per ogni t,u,v € K.

EseEmpIO 5.1.3. Per omotetia si intende un’applicazione di uno spazio vettoriale in sé ot-
tenuta moltiplicando tutti i vettori per uno stesso scalare diverso da 0. Lo stesso ragionamento
dell’Esempio 5.1.2 prova che le omotetie sono applicazioni lineari.

EsEMPIO 5.1.4. Le proiezioni m;: K™ — K, definite come
Ty
s = x;, 1=1,...,n,
In
sono applicazioni lineari: cio segue immediatamente dalla struttura di spazio vettoriale su K™.
Sia f: V — W un’applicazione lineare, allora per ogni vettore v € V vale
f(=v) = f(=1)v) = (=1)f(v) = —f(v)
e piu in generale per ogni u,v € V vale
flu—=v) = flu+(=v)) = f(u) + (=f(v)) = f(u) = f(v).

105
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Infine, come detto in precedenza, le applicazioni lineari commutano con le combinazioni
lineari, ossia per ogni v1,...,v, € V e per ogni aq,...,a, € Ksi ha
flarvy + -+ anvn) = a1 f(vi) + -+ + anf(vn).
Possiamo dimostrare la precedente relazione per induzione su n, essendo per definizione vera
per n = 1: si puo dunque scrivere
f(alvl + -+ anvn) = f(alvl +-- 4+ anflvnfl) + f(anvn)
= (arf(v1) + -+ an-1f(vn-1)) + anf(vn).

LEMMA 5.1.5. Sia f: V. — W wun’applicazione lineare bigettiva. Allora 'applicazione
inversa f~1: W — V ¢ lineare.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni wy,ws € W si hanno le uguaglianze
wy 4wz = f(f (w1 + wy)),
wi +wy = f(f7Hwn)) + F(FH(wa)) = FOF7Hwi) + f7H (w2),

dove nella seconda abbiamo utilizzato la linearita di f. Uguagliando i termini a destra otte-
niamo

FUFHwr +w2)) = f(f7H(wr) + fH (w2))
e dall’iniettivitd di f segue f~!(w; + wz) = f~H(w1) + f~(ws). La dimostrazione che f~1
commuta con i prodotti per scalare e del tutto analoga ed e lasciata per esercizio. |

DEFINIZIONE 5.1.6. Un isomorfismo (lineare) di spazi vettoriali & un’applicazione lineare
bigettiva. Due spazi vettoriali si dicono isomorfi se esiste un isomorfismo tra di loro.

Possiamo quindi riformulare il Lemma 5.1.5 dicendo che I'inverso di un isomorfismo lineare
¢ ancora un isomorfismo lineare.

EsEwmpIO 5.1.7. Siano X un insieme, V' uno spazio vettoriale e f: X — V un’applicazione
bigettiva. Possiamo allora usare f per definire su X una struttura di spazio vettoriale ponendo

ety =f"(f@)+ fly), ax=[f""(af(2)).

Tale struttura e 'unica che rende f un isomorfismo lineare.

PROPOSIZIONE 5.1.8. Sia f: V — W un’applicazione lineare:
(1) se f é iniettiva, allora trasforma vettori linearmente indipendenti in vettori linear-
mente indipendenti;
(2) se f é surgettiva, allora trasforma generatori in generatori;
In particolare, se f & un isomorfismo lineare tra spazi vettoriali di dimensione finita, allora
trasforma basi in basi.

DIMOSTRAZIONE. Siano v, ...,v, € V vettori linearmente indipendenti. Siano aq, ..., a, €
K tali che a1 f(vi) 4+ -+ + an f(vy) = 0, allora

f(alvl +"'+anvn) :alf(vl)+"'+anf(vn) =0.

Dunque f(ajv; 4+ -+ + anv,) = f(0) e se f & iniettiva allora ajv; + -+ + a,v, = 0; per
I'indipendenza lineare dei vettori v; se ne deduce che a; =--- =a, = 0.

Supponiamo f surgettiva e siano v1,...,v, € V un insieme di generatori di V. Dato un
qualsiasi vettore w € W esiste v € V tale che f(v) = w ed & possibile trovare ay,...,a, € K
tali che ayv; + - - 4+ apv, = v. Ne segue che w = f(v) = a1 f(v1) + -+ + anf(v,) € quindi che
f(v1),..., f(v,) generano W. O

EseEmpio 5.1.9. Utilizziamo la Proposizione 5.1.8 per determinare una base del sottospazio

x
V= y| eR¥ |20 +3y—2=0
x

Dato che V & definito dalla relazione z = 2x + 3y, € chiaro che I'applicazione lineare

x
resve g (0)=(
y 2z + 3y
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¢ bigettiva. Dunque I’immagine tramite f della base canonica di R? ¢ una base di V:

1 0
1 0
0 5 1 3

COROLLARIO 5.1.10. Sia f: V — W lineare:

(1) se f é iniettiva e W ha dimensione finita, allora anche V' ha dimensione finita e
dimV < dimW;

(2) se [ é surgettiva e V ha dimensione finita, allora anche W ha dimensione finita e
dimW < dimV;

(3) se f é bigettiva, allora Ve W hanno la stessa dimensione (che puo essere finita o
infinita).

DIMOSTRAZIONE. Se f & iniettiva e se dim W = n < oo, allora per la Proposizione 5.1.8
esistono al pitt n vettori linearmente indipendenti in V' e quindi dim V' < dim W.

Se f & surgettiva e V' ha dimensione finita, allora f trasforma basi in generatori e questo
implica dimW < dim V. U

Se f,g: V — W sono due applicazioni lineari, possiamo definire la loro somma
fHg: V=W, (f+9)(v) = f(v) +g(v) per ogniv eV,

che risulta ancora essere lineare. Allo stesso modo risultano lineari la differenza
f=g: V=W, (f=-9)(v)=f(v) = g(v) per ogniv € V,
e piu in generale qualsiasi combinazione lineare
af +bg: V=W, (af +bg)(v) = af(v) + bg(v), a,beK.
Esempio 5.1.11. L’applicazione
fRESK, f (

e lineare ed e uguale alla somma delle due proiezioni: f = 7 + mo.

Z1

=2+
1,2) 1 25

EsEmPIO 5.1.12. Fissato un qualsiasi scalare a € K, lapplicazione (vedi Esempio 4.2.6)
Klz] = K,  p(z)— p(a),
che ad ogni polinomio associa il valore in a della corrispondente funzione polinomiale, &

un’applicazione lineare.

LEMMA 5.1.13. La composizione di applicazioni lineari é ancora lineare. La composizione
di isomorfismi € ancora un isomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. Siano V 5 W s Z due applicazioni lineari. Per ogni u,v € V si ha

goflutv)=g(f(utv))=g(f(u)+f(v)) =g(f(w)+9(f(v)) = go flu) +go f(v).

Similmente per ogni v € V ed ogni a € K si ha

go flav) = g(f(av)) = g(af(v)) = ag(f(v)) = ag o f(v).
Se f e g sono isomorfismi, allora sono entrambe bigettive e quindi anche la loro composizione
e bigettiva. O

OSSERVAZIONE 5.1.14. Tranne il caso banale in cui gli spazi hanno dimensione 0, se esiste
un isomorfismo f: V — W tra spazi vettoriali, allora in generale ne esistono molti altri: ad
esempio, se il campo base possiede pitt di due elementi possiamo considerare ad esempio i
multipli Af, A € K, X\ # 0, 1. Tuttavia, in certi casi esiste un isomorfismo con caratteristiche
tali da renderlo indipendente da scelte soggettive. In tal caso diremo che l'isomorfismo e
naturale oppure canonico.

Se f: V — W & lineare, allora per ogni sottospazio U C V la restrizione
f|U: U—-Ww

¢ ancora lineare.
Una delle principali proprieta delle applicazioni lineari € che esse sono univocamente
definite dai valori che assumono in una base.
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TEOREMA 5.1.15. Siano V,W spazi vettoriali, (vi,...,v,) una base di V e wy,...,wy,
vettori qualsiasi di W. Allora vi é un’unica applicazione lineare f: V — W tale che f(v;) = w;
per ogni indice 1.

DIMOSTRAZIONE. Se una tale f esiste allora € necessariamente unica: infatti ogni vettore
v € V si scrive in maniera unica come v = a1v1 + - - - 4+ a,v, € quindi per linearita si ottiene
f) = flavr + -+ apvn) = a1 f(v1) + -+ anf(vn) = arwy + -+ - + apwny,.
Abbiamo quindi provato che
(5.1) v=av1+- - tav, =  f(v)=awi+ -+ apwy.

Per dimostrare esistenza ¢ sufficiente usare 'Equazione (5.1) per definire f. O

COROLLARIO 5.1.16. Siano U un sottospazio di uno spazio vettoriale di dimensione finita
V ewv € V un vettore tale che v & U. Allora esiste f: V — K lineare tale che f(v) =1 e
f(u) =0 per ogniu e U.

DIMOSTRAZIONE. Denotiamo v; = v, n = dimV, s = 1 + dimU e sia vg,...,vs una
qualunque base di U. Siccome vy ¢ Span(ve,...,vs) i vettori vy, vs,...,vs sono linearmente
indipendenti e possono essere completati ad una base vq,...,v, di V. Basta allora usare il
Teorema 5.1.15 e prendere come f Iapplicazione lineare che nella base vy, . . ., v, vale f(v;) =1
e f(v;) =0 per ogni i > 1. a

Il seguente risultato, analogo al Teorema 5.1.15, mostra che le applicazioni lineari sono
univocamente definite dai valori che assumono in una coppia di sottospazi complementari.

PROPOSIZIONE 5.1.17. Sia V = H & K uno spazio vettoriale somma diretta di due suoi
sottospazi. Per ogni spazio vettoriale W ed ogni coppia di applicazioni lineari h: H — W,
k: K — W esiste, ed ¢ unica, un’applicazione lineare f:V — W tale che fijg = h, fix = k.

DIMOSTRAZIONE. Ogni vettore v di V' si scrive in maniera unica come somma v = x + y,
com x € H e y € K. Ne segue che

f) = fiu(z) + fix(y)
e quindi che f & univocamente determinata dalle sue restrizioni. Date h,k come sopra,
I’applicazione
flx+y) =h(z)+ k(y), reH, yeK,
¢ ben definita, ¢ lineare e ha come restrizioni h e k. O

Esercizi.

244. Dimostrare che ogni applicazione lineare trasforma vettori linearmente dipendenti
in vettori linearmente dipendenti.

245. Sia f: K™ — K™ un’applicazione lineare. Dimostrare che 'applicazione

. n+m n+m Ty _ T n m
g: K - K , g<y>_<f(x)+y>’ re K" ye K™,

e lineare e bigettiva.

246. Verificare che I'applicazione
fiK[z] = K[z],  f(p(z)) =plz+1),
ossia f(3, aiz’) = >, a;(z + 1), & un isomorfismo lineare.
247. Come nell’Esempio 4.2.5, per ogni insieme S indichiamo con K* lo spazio vettoriale
di tutte le applicazioni a: S — K. Data un’applicazione di insiemi f: S — T definiamo
KT - K, f*(a) =aof.
Provare che: f* ¢ lineare; f* & iniettiva se e solo se f e surgettiva; f* e surgettiva se e solo

se f & iniettiva. Dedurre che esistono applicazioni lineari KN — K~ che sono iniettive ma non
surgettive, e viceversa.
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248. Sia (u,v) una base di uno spazio vettoriale bidimensionale V e sia f: V — V lineare
tale che f(u) =v e f(v) = u+ av per uno scalare a. Mostrare che f & un isomorfismo.

249. Siano (v1,...,v,) una base dello spazio vettoriale V ed f: V — V lineare tale che
f(vi) =wv;y1 per ognii < ne f(v,) =ayvy + - - + apvy,. Provare che f & un isomorfismo se e
solo se a1 # 0.

250. Siano V s w % 7 applicazioni tra spazi vettoriali. Provare che se f & lineare

surgettiva e gf e lineare, allora anche g e lineare.

251. Siano H, K due sottospazi vettoriali tali che H N K = 0, e quindi tali che H + K =
H @ K. Mostrare che I'applicazione

f:HxK—>H®K, (h,k) — h+k,
e un isomorfismo di spazi vettoriali.

252. Siano f: V — W e g: W — V due applicazioni lineari. Cosa vuol dire che il
diagramma

vy

N

g g

W ——W
Id

¢ commutativo?

253. Siano H, K C V sottospazi vettoriali e siano h: H — W, k: K — W applicazioni
lineari tali che h(v) = k(v) per ogni v € H N K. Dimostrare che vi ¢ un’unica applicazione
lineare f: H + K — W tale che fjg = h, fix = k.

254. Descrivere un’applicazione lineare f: K? — K2 tale che f2 = fo f = —Id.

255 (). Sia f: V — V applicazione lineare non nulla. Provare che f & una omotetia se
e solo se per ogni v € V' i vettori v, f(v) sono linearmente dipendenti.

256 (#). Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita su di un campo K. Si assuma
che esistano un elemento a € K senza radici quadrate, ossia tale che a # b? per ogni b € K,
ed un’applicazione lineare f: V — V tale che f?> = fo f = aldy. Dimostrare che V ha
dimensione pari e, piul precisamente, provare che dimV = 2s, dove s & il massimo intero per
cui esistono vy, ...,vs € V tali che vy,...,vs, f(v1),..., f(vs) siano linearmente indipendenti.

257 (s). Sia K = Q(v/2,v/3,V5,...) C R l'unione di tutti i sottocampi F,, n > 0,
descritti nell’Esempio 3.6.6. Provare che K & un sottocampo di R e che K & isomorfo a K2
come spazio vettoriale su Q.

5.2. Nucleo, iperpiani e sistemi di coordinate

Sia f: V — W un’applicazione lineare; abbiamo gia osservato che se f € iniettiva allora
0 € V & l'unico vettore che viene mandato nel vettore nullo di W. Il bello delle applicazioni
lineari & che vale anche il viceversa.

DEFINIZIONE 5.2.1. Il nucleo di un’applicazione lineare f: V' — W & l'insieme
Ker(f) ={ve V| f(v) =0}."'
LEMMA 5.2.2. 1l nucleo di un’applicazione lineare f:V — W & un sottospazio vettoriale

di V. L’applicazione f ¢ iniettiva se e solo se Ker(f) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Siccome f(0) = 0 si ha 0 € Ker(f); se u,v € Ker(f) allora f(u +
v) = f(u)+ f(v) =040 =0 e quindi u+ v € Ker(f); se u € Ker(f) e a € K si ha
flau) = af(u) = a0 = 0 e quindi au € Ker(f); abbiamo quindi dimostrato che il nucleo & un
sottospazio vettoriale.

I inglese kernel (si pronuncia keérnel).
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Supponiamo f & inettiva e sia u € Ker(f) allora f(u) = 0 = f(0) e quindi v = 0.
Questo prova che ogni vettore del nucleo ¢ nullo e dunque Ker(f) = 0. Viceversa supponiamo
Ker(f) = 0 esiano u,v € V due vettori tali che f(u) = f(v). Allora f(u—v) = f(u)— f(v) =0,
ossia u — v € Ker(f) e di conseguenza u —v =0, u = v. O

EsEmPIO 5.2.3. Ogni successione finita vq,...,v, di vettori in uno spazio vettoriale V'
definisce un polivettore riga
v=(v1,...,0,) € VX xV=V*"
————
n volte

ed una applicazione (che indicheremo con lo stesso simbolo) v: K® — V definita secondo la
regola del prodotto riga per colonna:

ay a
v ]l =) | ] = avr +agva -+ apn.
an Qp
Si verifica immediatamente che v & lineare e che & surgettiva se e solo se i vettori vy, ..., v,
generano V', mentre il Lemma 5.2.2 dice che v & iniettiva se e solo se i vettori vy, ..., v, sono
linearmente indipendenti.
In conclusione, v & un isomorfismo lineare se e solo se v1,...,v, € una base. In tal caso

v~1(u) & il vettore colonna che ha come componenti le coordinate di u rispetto a tale base.
E interessante osservare che, nella situazione del Teorema 5.1.15, vale f = wo v ™!, dove
V=(v1,...,0) e W= (W1,...,Wy).

EsEmPIO 5.2.4. Siano f: V — W lineare e U C V un sottospazio. Allora il nucleo della
restrizione fijy: U — W ¢ uguale a U N Ker(f). In particolare fj;; ¢ iniettiva se e solo se
UnKer(f)=0.

DEFINIZIONE 5.2.5. Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K. Un sottospazio H C V si
dice un iperpiano se esiste un’applicazione lineare non nulla f: V — K tale che H = Ker(f).

Se H C V & un iperpiano e se il campo base ha almeno tre elementi, allora ’applicazione
f:V — K tale che H = Ker(f) non & unica. Infatti Ker(f) = Ker(A\f) per ogni scalare A # 0;
tuttavia vale il seguente risultato di parziale unicita.

PROPOSIZIONE 5.2.6. Siano f,g: V — K due applicazioni lineari. Allora Ker(f) C Ker(g)
se e solo se g é un multiplo scalare di f. In particolare, se H, K sono due iperpiani in 'V e

H C K, allora H=K.

DIMOSTRAZIONE. Se g = Af con A € K| per ogni vettore v € Ker(f) si ha g(v) = Af(v) =
0 e quindi Ker(f) C Ker(g).

Supponiamo viceversa che Ker(f) C Ker(g); se f = 0 allora Ker(f) = V, a fortiori
Ker(g) = V e quindi ¢ = f = 0. Se f non & nulla fissiamo un vettore v € V tale che
f(v) # 0. Posto A = g(v)/ f(v) dimostriamo che g = Af, ossia che per ogni vettore u € V vale

g(u) = Af(u). A tale scopo introduciamo il vettore w = u — ;EZ;U’ allora f(w) = 0 e quindi
w € Ker(f). Per ipotesi Ker(f) = Ker(g) e quindi
_ VSR | () BV
0= g(u) = 9(u) ~ F39(0) = 9(w) ~ Af(w).

Se H, K sono due iperpiani in Ve H C K, prese due applicazioni lineari non nulle
fyg: V — K tali che H = Ker(f) e K = Ker(g), abbiamo appena dimostrato che g = Af per
qualche A € K. Dal fatto che g # 0 segue X # 0 e quindi Ker(f) = Ker(g). O

COROLLARIO 5.2.7. Siano H C V un iperpiano e v € V un vettore non appartenente ad
H. Vi e allora un’unica applicazione lineare f: V — K tale che H = Ker(f) e f(v) = 1.

DIMOSTRAZIONE. Per definizione di iperpiano esiste g: V' — K lineare e non nulla talw
che H = Ker(g). Siccome v ¢ H si ha g(v) # 0. Se poniamo A = g(v)™! e f = \g, allora
Ker(f) = H e f(v) = 1. L’unicita segue dal fatto che tutte le applicazioni V' — K con nucleo
H sono tutte multipli scalari di f. (|
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Negli spazi vettoriali di dimensione finita possiamo equivalentemente definire gli iperpiani
in termini di dimensione.

TEOREMA 5.2.8. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n > 0. Un sottospazio
vettoriale H C'V e un iperpiano se e solo se ha dimensione n — 1.

DiMOSTRAZIONE. Siano K il campo base e H C V un sottospazio vettoriale. Se dim H =
n — 1 fissiamo una base vy,...,v,_1 di H e completiamola ad una base v1,...,v, di V. Se
f:V — K & l'applicazione lineare tale che f(v;) = 0 per ogni i < n e f(v,) = 1, si vede
immediatamente che Ker(f) = H.

Viceversa, supponiamo H = Ker(f) un iperpiano e sia s = dim H. Siccome H # V si
ha s < n. Come sopra, prendiamo una base vy, ...,v, di V tale che i primi vettori vy, ..., v
siano una base di H. Siccome v; ¢ H per ogni i > s si ha f(v;) # 0 per ogni i > s. Se fosse
s <n — 2 siavrebbe w = f(v,)vn—1 — f(vn—1)v, € Ker(f) in contraddizione con il fatto che
Ker(f) & il sottospazio generato da vy, ..., vs.

Avendo escluso le ipotesi s > n e s < n—2 non rimane che concludere s = n— 1. Vedremo
piu avanti che la medesima conclusione si puo ottenere in maniera piu rapida usando il teorema

del rango. O
DEFINIZIONE 5.2.9. Dato uno spazio vettoriale V' di dimensione n, una successione di
applicazioni lineari ¢1,...,9,: V — K si dice un sistema di coordinate se ’applicazione
p1(v)
V — K", vV :
)

¢ un isomorfismo di spazi vettoriali.

Per uno spazio vettoriale di dimensione finita dare una base é la stessa cosa che dare un
sistema di coordinate, nel senso descritto dal seguente teorema.

TEOREMA 5.2.10. Sia V wuno spazio vettoriale di dimensione finita n. Per ogni base

V1,...,U, di V esiste un unico sistema di coordinate 1, ..., p, tale che
1 sei=j

5.2 i(v;) = .
(5.2) pi(vy) {0 seij
Viceversa per ogni sistema di coordinate 1, . .., p, esiste un’unica base vy, ..., v, che soddisfa
(5.2).

DIMOSTRAZIONE. Sev = (v1,...,v,) € una base, ogni vettore di V' si scrive in modo unico
nella forma ajvy +- - -+ a,v,, con ay, ..., a, € K. Basta allora definire p;(ajv1 +- - -+ anv,) =

a; per ogni 7. In altri termini, le funzioni ¢; sono le componenti dell’isomorfismo lineare
v 1.V = K", vedi Esempio 5.2.3.

Viceversa, se @1, ...,p, € un sistema di coordinate, basta considerare I'immagine della
base canonica di K™ mediante 'inverso dell’isomorfismo lineare
e1(v)
V —- K", v :
en(v)
a
Esercizi.

258. Siano f: V — W un’applicazione lineare surgettiva e U C V un sottospazio vet-
toriale. Dimostrare che la restrizione fjiy: U — W ¢ un isomorfismo se e solo se U ¢ un
complementare di Ker(f) in V.

259. Siano f: V — W un’applicazione lineare e A, B C V due sottospazi tali che ANB = 0
e (A4 B)nKer(f) = 0. Dimostrare che f(A4) N f(B) = 0.

260 (V). Sia f: V. — W lineare tra spazi vettoriali di dimensione finita. Provare che
0 # Ker(f) # V se e solo se esiste g: W — V lineare tale che fog=0e go f #0.
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261. Sia V spazio vettoriale di dimensione finita:
(1) Dimostrare che ogni sottospazio vettoriale di V' ¢ intersezione di iperpiani.

(2) Sia vy,...,v, una base di V e denotiamo vg = v1 + vy + -+ +v,. Sia f: V - V
un’applicazione lineare tale che f(v;) = Awv; per ogni ¢ = 0,...,n ed opportuni
A; € K. Dimostrare che A\g = A1 =--- = A,,.

(3) Sia f: V — V lineare tale che f(L) C L per ogni retta L C V (retta=sottospazio di
dimensione 1). Dimostrare che f ¢ un multiplo scalare dell’identita.

(4) Sia f: V — V lineare tale che f(H) C H per ogni iperpiano H C V. Dimostrare che
f & un multiplo scalare dell’identita.

262. Sia V spazio vettoriale di dimensione n e siano Hy,..., H, C V iperpiani fissati e
tali che Hy N ---N H, = 0. Dimostrare che esiste una base vy,...,v, di V tale che v; € H;
per ogni i # j.

5.3. Immagine e teorema del rango

Ogni applicazione lineari & anche un’applicazione di insiemi ed ha quindi senso parlare
delle sua immagine. Se f: V — W e un’applicazione lineare, chiameremo

fV)={f(w)[veV}
limmagine di f, talvolta denotata con Im(f).

PROPOSIZIONE 5.3.1. Siano f: V — W un’applicazione lineare e U C V un sottospazio
vettoriale. Allora la sua immagine

fU)={f(uw) |ueU}
e un sottospazio vettoriale di W .

DIMOSTRAZIONE. Siccome 0 € U siha 0 = f(0) € f(U). Se wy,ws € f(U) allora esistono
uy,ug € U tali che wy = f(uy) e wy = f(ug) e dunque
wy +wz = f(ur) + f(u2) = fur +u2).
Siccome uy + ug € U ne consegue che wy + we € f(U). Similmente se w = f(u) € f(U) e
a € K si ha
aw = af (u) = f(au) € F(U).
U

DEFINIZIONE 5.3.2. Il rango rg(f) di un’applicazione lineare f: V — W & la dimensione
dell'immagine f(V'); in formule rg(f) = dim f(V).

Naturalmente ha senso parlare di rango solo quando I'immagine di f & un sottospazio
di dimensione finita di W; questo sicuramente accade se almeno uno dei due spazi vettoriali
V, W ha dimensione finita.

Siano (vi,...,v,) una base di V, wy,...,w, vettori di W e denotiamo f: V' — W Dap-
plicazione lineare tale che f(v;) = w; per ogni i. Allora f(V) = Span(wy,...,w,) e quindi il
rango di f & uguale al massimo numero di vettori w; linearmente indipendenti.

LEMMA 5.3.3. Valgono le sequenti disuguaglianze:
(1) per ogni f: V — W lineare vale rg(f) < min(dim V, dim W);

(2) dateU v N W due applicazioni lineari tra spazi vettoriali di dimensione finita.

Allora rg(fg) < min(rg(f),rg(9));
(3) date f,g: V. — W lineari, allora per ogni a,b € K si ha rg(af +bg) < rg(f) +rg(g).

DIMOSTRAZIONE. f(V') & un sottospazio di W, quindi rg(f) < dim W, e 'applicazione
f:V = f(V) & surgettiva, quindi rg(f) < dim V per il Corollario 5.1.10.

L’immagine di fg & contenuta nell'immagine di f e quindi rg(fg) < rg(f). D’altra parte
le due applicazioni fg: V. — W e fiywy: g(U) — W hanno la stessa immagine, e per il punto
precedente rg(gf) < dim g(U) = rg(g).

Per ogni v € V, il vettore (af + bg)(v) = af(v) + bg(v) = f(av) + g(bv) appartiene al
sottospazio vettoriale f(V) + g(V) e quindi

dim(af +bg)(V) < dim(f(V) +g(V)) < dim(f(V)) + dim(g(V')).
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TEOREMA 5.3.4 (Teorema del rango). Sia f: V — W un’applicazione lineare. Allora V
ha dimensione finita se e solo se f(V) e Ker(f) hanno entrambi dimensione finita; in tal caso
vale la formula

dim V' = dim Ker(f) + rg(f).

DIMOSTRAZIONE. Se V' ha dimensione finita, per il Corollario 4.5.10 anche Ker(f) ha
dimensione finita; se v1,...,v, sono generatori di V, per la Proposizione 5.1.8 i vettori
f(v1),..., f(vy) sono generatori dello spazio vettoriale f(V') che pertanto ha dimensione finita.

Viceversa, se f(V') e Ker(f) hanno entrambi dimensione finita, scegliamo una base vy, . . ., v,
di Ker(f) ed una base w,...,wq di f(V) e poi scegliamo g vettori uq,...,uq € V tali che
f(u;) = w; per ogni indice i. Per concludere la dimostrazione basta dimostrare che i vettori

V1,...,Up, U1, .., U; formano una base di V.

Proviamo che v1,...,vp,u1,. .., u, sono linearmente indipendenti. Siano dati degli scalari
ai,...,ap,b1,...,b; € K tali che
(5.3) a1v1 + -+ apvp +brur + -+ bgug =0

e mostriamo che vale a; = b; = 0 per ogni ¢, j. Dato che f(v;) =0 per ogni ¢ si ha

flarvr + -+ apvp + brug + - - - bgug) = brws + -+ - bywy =0

da cui si deduce by = --- = by, = 0 in quanto i vettori w; sono linearmente indipendenti.
Dunque la relazione (5.3) diventa ajv1 + -+ + apvp, = 0 da cui segue a1 = --- =a, = 01in
quanto i vettori v; sono linearmente indipendenti. O

EseEmpIO 5.3.5. Calcoliamo il rango dell’applicazione lineare

RB%R{ (z7y7z)T'_>(x_y7y_sz_x)T'

Il nucleo ¢ definito dalle equazioni x —y =y — z = z — & = 0 che equivalgono a z =y = z. In
altri termini

Ker(f) = {(a,a,a)” € R® |a € R}
¢ un sottospazio di dimensione 1 e per il teorema del rango, I'immagine di f ha dimensione
3—-1=2.

COROLLARIO 5.3.6. Siano V wuno spazio vettoriale di dimensione finita e f:V — V
un’applicazione lineare. Allora f é un isomorfismo se e solo se Ker(f) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Se f & un isomorfismo, allora f & iniettiva e quindi Ker(f) = 0. Vi-
ceversa, se Ker(f) = 0 allora f & iniettiva per il Lemma 5.2.2. Per il teorema del rango
dim f(V) =dimV e quindi f(V) =V per il Lemma 4.6.16, ossia f ¢ anche surgettiva. O

Il Corollario 5.3.6 ¢ falso senza l'ipotesi che lo spazio vettoriale V abbia dimensione finita.
Ad esempio, nello spazio vettoriale K[z]| dei polinomi a coefficienti nel campo K, I’applicazione
di moltiplicazione per z & lineare iniettiva ma non & surgettiva, cf. Esercizio 247.

Esercizi.

263 (V). Calcolare il rango dell’applicazione lineare
f:R3%R2a (z7yvz)T'_>('r7y7y72z)T'

264. Sia f: R3%0 — R250 un’applicazione lineare e sia V' C R3°? un sottospazio vettoriale
tale che
dim V' = 300, dim(V NnKer(f)) = 50.
Calcolare le dimensioni di f(V') e di V' 4 Ker(f). Dire se f & surgettiva.
265. Siano f: V — W lineare tra spazi vettoriali di dimensione finita e U C V un

sottospazio vettoriale. Si assuma che per ogni v € V esista un unico vettore u € U tale che
f(u+v) = 0. Dimostrare che rg(f) = dimV.

266. Siano &y, &1,...,&n—1 € C le radici n-esime di 1. Usare il teorema del rango, anziché
il Lemma 4.8.5, per dimostrare che

K = {z € Ctaleche z = ap&y + a1&1 + - - + an—1&n—1, conay € Q}

& un campo di numeri.
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267 (Proiezioni). Un’applicazione lineare f: V — V da uno spazio vettoriale in sé si dice
una proiezione se f = fo f. Provare che f: V' — V & una proiezione se e solo se f(v) = v per
ogni v € f(V); provare inoltre che se f & una proiezione allora anche idy — f & una proiezione
e vale

V=Ker(f)® f(V),  F(V) = Ker(idy —f).

268. Sia f: V — V lineare con V di dimensione finita. Provare che V = Ker(f) & f(V)
se e solo se f e f o f hanno lo stesso rango.

269 (#). Sia f: V — V lineare con V di dimensione finita. Provare che esiste g: V' — V
lineare invertibile tale che

fogofog=/fog.

270. Si consideri il seguente quadrato commutativo di applicazioni lineari tra spazi vet-
toriali di dimensione finita
A P

B—g>Q

f

—_

Dimostrare che esiste un’applicazione lineare h: B — P che rende il diagramma
A
B

commutativo se e solo se Ker(7) C Ker(f) e g(B)

f

—_—

)

\
-
3

g
—_—

N &

p(P).

271. Siano f: V — W un’applicazione lineare ed Z C W un sottospazio vettoriale.
Dimostrare che il sottoinsieme H = {v € V' | f(v) € Z} ¢ un sottospazio vettoriale di V.

272. Siano f: V — W un’applicazione lineare surgettiva tra spazi vettoriali di dimensio-
ne finita e Z C W un sottospazio vettoriale. Dimostrare che la dimensione del sottospazio
vettoriale H = {v € V| f(v) € Z} ¢ uguale a dim Z + dim V — dim W

273. Date due applicazioni lineari U i> V L5 W tra spazi vettoriali di dimensione
finita, usare il risultato dell’Esercizio 272 per dimostrare che vale la disuguaglianza rg(gf) >

rg(f) +rg(g) —dim V.

274 (Prospettive lineari). Sia V spazio vettoriale di dimensione finita e f: V — V
un’applicazione lineare invertibile. Provare che le seguenti condizioni sono equivalenti:

(1) rg(f=1) <1
(2) esiste un iperpiano H C V tale che f(v) = v per ogni v € H;
(3) Esiste w € V tale che f(v) — v € Span(w) per ogni v € V.

Un’applicazione lineare invertibile f che soddisfa le precedenti condizioni viene detta prospet-
tiva lineare.

275 (Omologie ed elazioni). Siano V uno spazio vettoriale di dimensione finita n > 3 e
f:V — V una prospettiva lineare diversa dall’identita (Esercizio 274). Provare che esiste un
unico sottospazio L C V di dimensione 1 e tale che f(v) € L + Span(v) per ogni v € V.

Nota: la parte non banale dell’esercizio ¢ dimostrare l'unicita di L; anticamente, una
prospettiva come la suddetta veniva chiamata elazione se L C Ker(f — I) ed omologia se
L g Ker(f —1I).
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5.4. Matrici ed applicazioni lineari

I vettori numerici introdotti nella Sezione 4.1 sono utilmente generalizzati ad una classe
di oggetti pit ampia, quella delle matrici. Una tabellina rettangolare

a1 ai2 - Aim

a1 Q22 -+ G2m
A =

anl1 ap2 - Anpm

e detta una matrice a n righe ed m colonne, o pitu brevemente una matrice n x m. Gli elementi
a;; sono detti i coefficienti della matrice A ed ¢ una consolidata convenzione che il primo
indice di ogni coefficiente rappresenta la posizione di riga ed il secondo indice la posizione di
colonna. Possiamo abbreviare la notazione scrivendo A = (a;;), 1 =1,...,n, j =1,...,m.
Talvolta, per evitare possibili ambiguita, scriveremo a; ; inserendo una virgola per separare
I'indice di riga da quello di colonna.

EseMPIO 5.4.1. Un esempio di matrice 2 x 3 &

1 2 3
4 5 6)°

le cui righe sono (1,2,3), (4,5,6) e le cui colonne sono

B 6 ©

DEFINIZIONE 5.4.2. Sia K un campo: I'insieme di tutte le matrici n x m a coefficienti in
K si denota M, ,,(K).

In linea di principio possiamo considerare tabelle di enti algebrici pitt generali degli scalari;
ad esempio ha senso considerare matrici i cui coefficienti sono vettori, applicazioni lineari,
polinomi, matrici eccetera.

Dato che esiste una ovvia bigezione tra l'insieme M,, ,, (K) e lo spazio K™ (basta mettere
tutti coeflicienti in una sola colonna) non & sorprendente scoprire che M, ,,(K) & uno spazio
vettoriale su K con le operazioni di somma e prodotto per scalare eseguite coefficiente per
coefficiente:

ail ...  Gim bi1 ... bim a1 +bi1 ... aim +bim
o = ]
Gni .- Qpm bni ... bpm n1 +bp1 oo Apm + bum
ail ... Qim A1l ... ANaim
A = .
Apl -+ Gnm ANp1l ... ANanm
Ad esempio:
2 9 1 -3 3 6 2 9 6 27
-1 5|+(|1 0 |=10 51|, 3[-1 5] =1-3 15
4 7 2 6 6 13 4 7 12 21

11 ruolo del vettore nullo nello spazio M, ., (K) ¢ interpretato dalla matrice nulla, ossia
dalla matrice che ha tutti i coefficienti uguali a 0. Per ovvi motivi (vedi Esempio 5.1.7)
la bigezione appena descritta tra M, ,,,(K) e K™ & un isomorfismo lineare, in particolare
M, (K) ha dimensione nm come spazio vettoriale su K.

Ogni matrice n X m puo essere pensata sia come una successione (orizzontale) di m vettori
colonna, sia come una successione (verticale) di n vettori riga. Viceversa ogni vettore colonna
puo essere pensato come una matrice con una sola colonna ed ogni vettore riga puo essere
pensato come una matrice con una sola riga, ossia

K" = M, 1(K), K™ = M (K).
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Abbiamo detto che ogni matrice A € M,, ,,,(K) pud essere pensata come una successione
di m vettori colonna; possiamo quindi scrivere

A= (A ... A™), con A, .. A™ e K"

Dato quindi un qualunque vettore

€1

r=| : | eK”

Im

possiamo definire, come nell’Esempio 5.2.3, il prodotto riga per colonna
xy

(5.4) Ar=(AY.... A" | | =:A + -+ 2, A" € K™

In funzione dei coefficienti della matrice tale prodotto diventa

ai;p a2 -0 4
a a a " 1 G11T1 + -+ A1mTm
21 22 2m
(5.5) Az = . . ) . : =
) Tm Ap1%1 + - + ApmIm
Gp1  Qp2 - Gnm

e quindi lo i-esimo coefficiente di Ax € uguale al prodotto riga per colonna della i-esima riga
di A con il vettore colonna x. Nel caso particolare in cui x = e; € lo i-esimo vettore della base
canonica di K™, ossia x; = 1 e x; = 0 per ogni j # i, allora il prodotto Ae; coincide con la
i-esima colonna di A.

EsEmpIO 5.4.3. Ecco 3 esempi numerici di prodotti riga per colonna:
1 1 1 1

10 1 3
G D) -G (o2 (L)=(=2] (22 2)(o]=(s
1 1 0 3 3 3 2 9

DEFINIZIONE 5.4.4. Sia A € M, ,,(K). L’applicazione lineare associata alla matrice A &

definita come
LA:Km%Kn, LA(SC):ALZZ.

Da come ¢ definito il prodotto righe per colonna segue immediatamente che L 4 ¢ lineare.
Si faccia attenzione al fatto che nel passaggio da A ad L4, e viceversa, le posizioni di n ed m
si scambiano.

PROPOSIZIONE 5.4.5. Sia A = (a;j) € My m(K). Allora:

(1) Vimmagine di La: K™ — K" ¢ il sottospazio vettoriale generato dalle colonne di A;
(2) il nucleo di La ¢ linsieme delle soluzioni del sistema lineare omogeneo

1171 + a12T2 + - + A1 Ty =0

An1T1 + p2Ta + -+ + AT = 0.

DIMOSTRAZIONE. L’enunciato sull'immagine di L4 segue immediatamente dalla Formu-
la (5.4), mentre 'enunciato sul nucleo segue dalla Formula (5.5). O

TEOREMA 5.4.6. Per ogni applicazione lineare f: K™ — K™ vi é un’unica matrice A €
My, m(K) tale che f = La. In particolare Ly = Lp se e solo se A= B.

Inoltre, vale la formula A = (f(e1),..., f(em)), dove eq,... ey € K™ ¢ la base canonica
di K™,

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gia notato che per ogni matrice A € M, ,,(K) i vettori Ae;
coincidono con le colonne di A, quindi A = (La(ey),...,La(en)) e questo prova che la matrice
A & univocamente determinata dall’applicazione L 4.

Sia f: K™ — K" lineare e consideriamo la matrice che ha come colonne i valori di f nella
base canonica di K™, ossia

A= (A ... A™), dove A" = f(e;).
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Dato un qualunque vettore
T
=z1e1+ -+ Tpme, € K™
Tm
si ha
La(z)=Az =21 A"+ + 2 A" =21 f(e1) + - + T fem)
= f(zier + -+ Tmen) = f(2).
O
Giova osservare che la Formula (5.5) e la dimostrazione del Teorema 5.4.6 danno due

utili ricette per il calcolo della matrice associata ad un’applicazione lineare tra spazi vettoriali
numerici.

EseEmPIO 5.4.7. L’identita Id: K™ — K" & lineare e la matrice corrispondente ha come
coefficienti a;; = 1 per ogni 7 e a;; = 0 per ogni i # j.

ESEMPIO 5.4.8. Consideriamo 'applicazione lineare f: K® — K3 definita in coordinate

T T+ 2y+ 3z
flyl| =14+ 5y +62
z Tr 4+ 8y + 9z

e calcoliamo la matrice A € M3 3(K) tale che f = L4. Applicando la Formula (5.5) si ottiene
immediatamente

1 2 3
A=14 5 6
7T 8 9

Equivalentemente possiamo usare la ricetta esposta nella dimostrazione del Teorema 5.4.6, e
cioe interpretare le colonne di A come le immagini dei vettori della base canonica:

1 0 0
A= (f(er), flez), fles)) = | F{O) . f 1], f[O
0 0 1
1 2 3 1 2 3
= 4 y 5 5 6 = 4 5 6
7 8 9 7 8 9
ESEMPIO 5.4.9. Dato un vettore riga w = (wy, . .., w,) € K™ definiamo

wt = {z € K" | w-x = 0 (prodotto riga per colonna)}

T

wix1 + -+ wpx, =0 CK".
In
Se interpretiamo w come una matrice 1 x n, allora w* = Ker(L,,) e dunque, se w # 0
allora w & un iperpiano di K”. Viceversa, poiché ogni applicazione lineare K — K & del
tipo L., per qualche w € M ,,(K), si ha che ogni iperpiano di K" & uguale a w' per qualche
w # 0.
Esercizi.
276. Eseguire le seguenti operazioni fra matrici:
0 4 0 3
205 1) -3[-4 4/|; <é‘;’;>+5<:;ig>
9 2 -3 3
277. Trovare due applicazioni lineari f,g: K2 — K2 tali che fog=0e go f # 0.

278. Si consideri 'applicazione lineare f: R* — R? definita in coordinate da f(x,y, z,w) =
(x —y,y — z,z — w). Descrivere la matrice A tale che f = Ly4.
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279. Data la matrice

1 -1 3
A= 2 0 -1 EM3,3(]R),
-1 -1 4
si dimostri che
T
V=L (r,9,2) ER} | Ay ]| =0
z

¢ un sottospazio vettoriale di R3, se ne calcoli la dimensione e se ne trovi una base.

280. Usare i numeri di Bernoulli per determinare il nucleo dell’applicazione lineare L 4 : R™! —

i1
ot >7i:1,...,n7j:17...,n+1.

R™ associata alla matrice A di coeflicienti a;; = ( 1
=

5.5. Spazi di applicazioni lineari

Dati due spazi vettoriali V, W sullo stesso campo K indichiamo con Hom(V, W) l'insieme
di tutte le applicazioni lineari f: V' — W; talvolta conviene anche tenere traccia del campo e
scrivere Homg (V, W).

L’insieme Hom(V, W) possiede una struttura naturale di spazio vettoriale dove la somma
ed il prodotto per scalare sono definiti dalle regole:

f+rg: V=W, (f+9))=fw)+g), fgeHm(V,W) veV;
Af: V=W, AH) () = A(f(v)), feHom(V,W), AeK, ve V.
Segue immediatamente dalle definizioni e dal Teorema 5.4.6 che per ogni n,m > 0
I’applicazione
L: My, (K) - Homg (K™, K"), A~ La,

¢ un isomorfismo di spazi vettoriali. In particolare, dim Homg (K™, K") = nm.

Abbiamo visto nell’Esempio 5.2.3 che la scelta di una base v = (vy,...,v,) di V e di
una base w = (wy,...,w,) di W definisce due isomorfismi di spazi vettoriali v: K™ — V e
w: K" — W tramite le formule:

I Y1
v] | =1iv1+ 2202+ T U, w | | =hiw St ypws 4 YW
Lm Yn

Passando agli spazi di applicazioni, la scelta delle basi determina due isomorfismi di spazi
vettoriali

®: Homg (K™, K") — Homg (V, W), d(fy=wofov
U: Homg(V, W) — Homg (K™, K"), U(g)=wlogov,

che sono uno l'inverso dell’altro. Componendo i due isomorfismi precedenti ® ed L otteniamo
il seguente risultato.

TEOREMA 5.5.1. Siano V e W spazi vettoriali di dimensione finita sul campo K, allora
per ogni scelta di una base v = (v1,...,vy) di V ed ogni scelta di una base w = (w1, ..., wy)
di W ¢ definito un isomorfismo di spazi vettoriali

LY, : My, 1 (K) — Homg (V, W), LY (A)=woLpov '
In particolare, dim Hom(V, W) = dimV - dim W.

Vediamo adesso in maniera piu esplicita e concreta cosa significa, per una matrice A €
M, m ed un’applicazione lineare f: V' — W, essere legate dalla relazione LY, (A) = f. Per
definizione, vale LY,(A) = f se e solo se f = wo Ly ov™! e questo vale se e solo se le due
applicazioni lineari

fv,wLy: K" - W

coincidono.
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Indichiamo come al solito con ey, ...,en la base canonica di K™ e con A',..., A™ le
colonne di A. Siccome A* = L (e;) per ogni i si ha

fvie) = f(vi),  wLa(e;) = w(A").

In definitiva, i coefficienti della i-esima colonna di A sono le coordinate del vettore f(v;) nella
base wy, ..., wy; vale LY (A) = f se e solo se

(56) (f(vl)a"~af(vm)) = (wla"'awn)Aa
dove il prodotto a destra ¢ il solito righe per colonne.

DEFINIZIONE 5.5.2. Se f € Homg(V,W) e A € M, ,,(K) sono legate dalla relazione (5.6),
ossia se LY (A) = f, diremo che A ¢ la matrice associata all’applicazione lineare f rispetto
alle basi v e w.

OSSERVAZIONE 5.5.3. Assumendo V,W entrambi non nulli, & possibile dimostrare che
Hom(V, W) ha dimensione finita se e solo se V' e W hanno dimensione finita; ¢ facile vedere
che se V ha dimensione finita n > 0, allora Hom(V, W) ha dimensione finita se e solo se
W ha dimensione finita (Esercizio 291); ¢ invece molto piu difficile dimostrare che se V ha
dimensione infinita, allora anche Hom(V, W) ha dimensione infinita per ogni W = 0 , cf.
Esercizio 672.

Siano V, W spazi vettoriali di dimensione finita, abbiamo gia osservato che la funzione
rango
rg: Hom(V,W) — Z

¢ subadditiva, ossia per ogni f,g € Hom(V, W) vale la disuguaglianza
rg(f +g) < rg(f) +rg(g).

Per induzione su n si ha che per ogni successione finita di applicazioni lineari f1,..., f,: V —
W tra spazi vettoriali di dimensione finita vale la disuguaglianza

rg(fi+ -+ fn) <vg(fi) + - +Hrg(fn)

In particolare, se fi,..., fr: V — W hanno rango 1, allora la somma f; + --- + f, ha rango
<r.

PROPOSIZIONE 5.5.4. Sia f: V — W un’applicazione lineare tra spazi vettoriali di dimen-
sione finita. Allora il rango di f é uguale al pit piccolo intero r per cui & possibile scrivere f
come somma di v applicazioni lineari di rango 1.

DIMOSTRAZIONE. Ser = rg(f) abbiamo gia osservato precedentemente che non ¢ possibile
scrivere f come somma di s applicazioni di rango 1, con s < 7. Per concludere la dimostrazione
basta dimostrare che esistono fi,..., fr: V — W di rango 1 tali che f = f1 +--- + f,.

Sia w;y ..., w, una base del sottospazio f(V) e sia p1,...,9, € Hom(f(V),K) il cor-

rispondente sistema di coordinate, ossia w = ). p;(w)w; per ogni w € f(V). Allora le
applicazioni
sz_>VV7 fl(/l)):@’b(f(v))w“ Z.:17"'77"7
hanno rango 1 e per costruzione vale f = fi + -+ fi.. |
Le matrici di cambio di base. Siano v = (vy,...,v,) e w = (wy,...,w,) due basi

di un medesimo spazio vettoriale V. Per ogni indice j esistono, e sono unici, dei coefficienti
ai; €K, i=1,...,n, tali che

(5.7) w; = 01015 + - - + Vpanj, j=1,...,n,

e la matrice A = (a;;) € M, ,(K) viene detta matrice del cambio di base. Usando la
regola del prodotto righe per colonne possiamo riscrivere le relazioni (5.7) nella forma

(W1, ,wy) = (V1,...,0,)A <= w=vVA.

Possiamo interpretare 'applicazione lineare associata L4: K" — K" nel modo seguente:
abbiamo gia osservato che le due applicazioni lineari v,w: K" — V

L1 U
A\ =T1V1 + X2V2 + -+ + TpUp, w | | =W+ Yawe + o+ YpWn,

an Yn
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sono isomorfismi lineari e quindi v~ !w: K” — K" & ancora un isomorfismo lineare. Ebbene, le
relazioni (5.7) sono del tutto equivalenti a dire che v='w = L 4. Infatti per ogni y1,...,y, € K
si ha
Y1 n n n n
wl | =D ywi= ) yviag =Y vy aizy; = vLa
U j=1 i,j=1 i=1  j=1
e quindi w = vL4. Componendo a sinistra per v_! si ottiene la relazione v 'w = L 4.
Occorre fare attenzione che la matrice di cambio di base agisce in maniera inversa sui

Y1

Yn
1

corrispondenti sistemi di coordinate. Piu precisamente, siano ¢1, ..., ¢, il sistema di coor-
dinate associato alla base vy,...,v, € 91,...,1, il sistema di coordinate associato alla base
wy, ..., Wy, allora vale la formula
1 (2 n
=A==
—
Pn Yn J

Infatti, tenendo presente per ogni vettore u € V' vale
w=">Y wiy;(u) =Y wviagpi(u) =Y vi(Y aii;)(u)
J i,j i J
e questo & del tutto equivalente a dire che ¢; = > y ai;%; per ogni indice 7.
Possiamo visualizzare mediante un diagramma commutativo le precedenti relazioni ricor-
dando che, per definizione di sistemi di coordinate si ha

e1(u) Y1 (u)
v i(u) = ; cK", wl(u)= : e K",
©n(u) V()

da cui segue il diagramma commutativo

K™ \%4 K"
-1
\ iw Ta
K»

Esercizi.
281. Determinare la matrice che rappresenta l’applicazione lineare
x
. 3 2 _ [ v+
fK %K, f ZZ/ <x+y—z>’

rispetto alle basi canoniche.

282. Determinare la matrice che rappresenta I’applicazione lineare f: R® — R? definita
da

T r+y+z
fly]|=[z-vy+=2
z rT+y—=z
rispetto alla base
1 0 1
W= 01,1}, 11
1 1 0

Nota: si considera la stessa base in partenza ed in arrivo, ossia si cerca la matrice A tale che

f(w) =wA.

283. Sia R[x]<y lo spazio vettoriale dei polinomi a coefficienti reali di grado minore o
uguale a n.
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(1) Mostrare che i tre vettori e; = x4+ 1, e = 2 + 2, e3 = 22 + = + 1 formano una base
di R[l‘]gg.

(2) Mostrare che i due vettori f1 =z + 3, fo = « + 4 formano una base di R[z]<1.

(3) Scrivere la matrice che rappresenta ’applicazione lineare

¢: Rlz]<2 = Rz]<1
p(z) = plz+1) —plz—1)

rispetto alle basi {e1, ea,e3} e {f1, fo}.
(4) Determinare la dimensione del nucleo e dell’immagine di .

284 (w, ©). Siano f,g: V — W applicazioni lineari non nulle tra spazi vettoriali di
dimensione finita. Provare che f, g sono linearmente dipendenti in Hom(V, W) se e solo se:

(1) Ker(f) = Ker(g);
(2) per ogni v € V i vettori f(v), g(v) sono linearmente dipendenti in W.

285. Siano V,W spazi vettoriali di dimensione finita e siano A C V e B C W due
sottospazi. Provare che
H = {f € Hom(V,W) | f(4) € B}
¢ un sottospazio vettoriale di dimensione uguale a (dimV — dim A) dim W + dim A dim B.
(Suggerimento: scegliere basi di A e B ed estenderle a basi di V e W. Come sono fatte le
matrici che rappresentano gli elementi di H in tali basi?).

286. Determinare tutte la applicazioni lineari f: K — K che rendono il diagramma
K #— K
K<——K
I
commutativo.

287. Sia f: R? — R? l'applicazione lineare definita in coordinate dalla formula
z\ [ zr—-y
d <y> B (433 - 4@/)
e si consideri ’applicazione lineare

®: Hom(R?, R?) — Hom(R? R?), ®(g) = fog (composizione di g e f).
Dimostrare che ® ¢ lineare, determinare una base di Ker(®) e completarla ad una base di
Hom(R? R?).

288 (#). Siano V uno spazio vettoriale ed H, K due suoi sottospazi complementari, ossia
tali che V = H & K. Mostrare che per ogni spazio vettoriale W si ha
Hom(W,V) = Hom(W, H) ® Hom(W, K),
ed esiste un isomorfismo canonico
Hom(V, W) == Hom(H, W) x Hom (K, W).
289. Siano V,W spazi vettoriali e F C Hom(V, W) il sottoinsieme delle applicazioni
lineari di rango finito. Dimostrare che F' & un sottospazio vettoriale di Hom(V,W). (Nota:

vedremo piu avanti che se V, W # 0, allora F' # 0 anche quando V' ha dimensione infinita, cf.
Corollario 12.5.6).

290 (s). Siano V uno spazio vettoriale di dimensione finita e F' C Hom(V,V) un
sottospazio vettoriale tale che

aofof eF perogni feF, «f¢€Hom(V,V).

Dimostrare che F' = 0 oppure F' = Hom(V, V). Si puo dire lo stesso se V ha dimensione
infinita?

291. Siano V uno spazio vettoriale di dimensione finita n > 0 e W uno spazio vettoriale
di dimensione infinita. Dimostrare che Hom(V, W) ha dimensione infinita.
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5.6. Complementi: successioni esatte e caccia al diagramma

La caccia al diagramma, dove il termine caccia non é inteso in senso venatorio ma allo
stesso modo di caccia al tesoro, ¢ un utile metodo di dimostrazione usato specialmente in
alcune branche dell’algebra. Dato un diagramma commutativo, la caccia al diagramma sfrutta
in maniera formale alcune proprieta del diagramma stesso come l'iniettivia o la surgettivita
di alcune applicazioni o come 'esattezza di alcune successioni.

Sappiamo gia cosa sono le applicazioni iniettive e surgettive; introduciamo adesso il con-
cetto di successione esatta: fra i tanti possibili diagrammi di spazi vettoriali ed applicazioni
lineari, particolarmente importanti sono quelli a forma di stringa, ossia i diagrammi con le
applicazioni disposte in serie:

(5.8) NS A (T VLS N VAN

DEFINIZIONE 5.6.1. Una diagramma di applicazioni lineari disposte in serie come in (5.8)
si dice un complesso di spazi vettoriali se f,1fn, = 0 per ogni n, ossia se la composizione di
due applicazioni lineari contigue ¢ sempre nulla.

Equivalentemente il diagramma (5.8) ¢ un complesso se per ogni n I'immagine di f, ¢
contenuta nel nucleo di f,,41. Un complesso si dice finito o limitato se contiene solo un numero
finito di spazi vettoriali ed applicazioni lineari; tuttavia ¢ utile, in vista di future applicazio-
ni, considerare anche complessi infiniti o illimitati, nei quali gli indici n che compaiono nel
diagramma sono tutti gli interi contenuti in un intervallo della retta reale.

DEFINIZIONE 5.6.2. Una diagramma di applicazioni lineari disposte in serie come in (5.8)
si dice una successione esatta di spazi vettoriali se per ogni n il nucleo di f,y1 € uguale
alllimmagine di f,.

In particolare ogni successione esatta € anche un complesso, mentre il viceversa & gene-
ralmente falso: ad esempio, il diagramma

0=V —>0

¢ un complesso qualunque sia lo spazio vettoriale V', mentre ¢ una successione esatta se e solo
se V=0.

EsEwmPIO 5.6.3. Supponiamo che

J f f
Vo L v Iy, By
sia una successione esatta. Allora le seguenti condizioni sono equivalenti:

(1) fo & surgettiva;
(2) f1=0;
(3) fo ¢ iniettiva.
Infatti, per 'esattezza in V; il nucleo di f; € uguale all’immagine di fj; in particolare f
e surgettiva se e solo se Ker f; = Vi, ossia se e solo se f; = 0. Similmente, per 1'esattezza in
V5 il nucleo di f5 € uguale all’immagine di f; ed in particolare f; = 0 se e solo se Ker fo = 0.

EsEmPIO 5.6.4. Supponiamo che
Vo 2o v vy vy Ly

sia una successione esatta. Allora le seguenti condizioni sono equivalenti:

(1) fo & surgettiva e f3 & iniettiva,
(2) i=fa=0;
(3) Vo =0.

I ragionamenti da fare sono analoghi a quelli dell’esempio precedente e lasciati per esercizio
al lettore.

DEFINIZIONE 5.6.5. Una successione esatta corta di spazi vettoriali € una successione
esatta del tipo

(5.9) 00U L v woo.
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Dunque, la (5.9) & una successione esatta corta se e solo se f & iniettiva, g & surgettiva e
Kerg = f(U).

In particolare, se (5.9) & una successione esatta si ha W = ¢g(V), f: U — Kerg ¢ un
isomorfismo e, se V ha dimensione finita, per il teorema del rango si ha

dimV = dimKer g + dimg(V) = dim U + dim W.
EsEMPIO 5.6.6. Consideriamo una successione esatta
(S TN 7 A EINS VAL IS A

e indichiamo con U = Ker f3 = fo(V32) e con i: U — V3 il morfismo di inclusione. Allora la
precedente successione si spezza in due successioni esatte corte

0= v, 25u50 0sUSwmLEhv oo
Se gli spazi vettoriali V; hanno dimensione finita ricaviamo
dim V3 = dim V; + dim U, dim V5 = dim V; + dim U,

e quindi
dimV; +dim V3 = dim V5 + dim V.

TEOREMA 5.6.7. Siano U -5 V 25 W — 0 una successione esatta di spazi vettoriali e
f:V = H un’applicazione lineare. Allora esiste un’applicazione lineare g: W — H tale che
f =gp se e solo se fi=0.

DIMOSTRAZIONE. Siccome pi = 0 per definizione di complesso, e quindi a maggior ragione
di successione esatta, se vale f = gp allora fi = gpi = g0 = 0. Viceversa, supponiamo fi =0e
usiamo la surgettivita di p per definire g: W — H ponendo g(w) = f(v), dove v & un qualsiasi
vettore di V' tale che p(v) = w.

Prima di proseguire dobbiamo dimostrare che g & ben definita, ossia che per ogni vettore
w € W fissato il valore g(w) = f(v) non dipende dalla scelta di v: se p(v1) = p(v2) = w, allora
p(v1 —ve) = 0, ossia v; — v € Kerp e per esattezza esiste u € U tale che v1 — vy = i(u) e
quindi

fo1) = f(vz +i(u)) = fv2) + f(i(u)) = f(v2).
Dunque la precedente definizione di g & ben posta, in particolare dall’uguaglianza p(v) =

p(v) per ogni v € V segue che g(p(v)) = f(v). La dimostrazione della linearita di g & lasciata
per esercizio (cf. Esercizio 250). O

TEOREMA 5.6.8 (Lemma dei 5). Sia dato il sequente diagramma commutativo di spazi
vettoriali

ds dy

Ey Es Ey Es

NN
7 Y LI AR IS

con entrambe le righe esatte.

(1) se ay ¢ surgettiva e ag, ay sono iniettive, allora § ¢ iniettiva;
(2) se a ¢ iniettiva e ag, ay sono surgettive, allora B & é surgettiva;
(3) se a1, as, a4, a5 sono bigettive, allora B ¢é é bigettiva.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo solo il primo punto; la dimostrazione del secondo ¢ del
tutto simile ed e lasciata per esercizio. Il terzo punto segue banalmente dai primi due.

Sia © € Ej5 tale che (x) = 0, allora auds(z) = h3fB(z) = 0 ed essendo per ipotesi ay
iniettiva si ha d3(x) = 0. La prima riga & esatta e quindi esiste y € E» tale che x = da(y);
siccome hoas(y) = Bda(y) = B(x) = 0 e la riga inferiore ¢ esatta, esiste z € H; tale che
hi(z) = as(y). Adesso usiamo la surgettivita di «; per trovare w € Ej tale che a;(w) = z,
quindi agd; (w) = hiag(w) = hi(2) = az(y). Per iniettivita di as si ha y = dq(w) e quindi
Tr = dg(y) = d2d1 (w) =0. O
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Esercizi.

292 (retrazioni). Con il termine retrazione si intende un diagramma commutativo di
applicazioni lineari

Ida

N

A——sU——A
bl
B——V——B

Idp

ed in tal caso diremo che f & un retratto di g.

(1) Dimostrare che la relazione di retrazione gode della proprieta transitiva, ossia che se
f € un retratto di g e se g € un retratto di h, allora f €& un retratto di h.

(2) Sia f un retratto di g, dimostrare che se g ¢ iniettiva (risp.: surgettiva), allora anche
f ¢ iniettiva (risp.: surgettiva).

(3) Sia e: V — V un’applicazione lineare tale che e = e e si denoti

F={veV|elw)=uv}

Dimostrare che:

(a) F & un sottospazio vettoriale di V' che coincide con I'immagine di e;

(b) siano i: F — V il morfismo di inclusione e p: V' — F l'unica applicazione
lineare tale che ip = e. Allora 7 e p sono entrambe dei retratti di e.

293. Data una successione esatta di spazi vettoriali di dimensione finita
0O—-Vi—=Vo—--- =2V, 1=V, =0,
dimostrare che Y 7, (—1)"dim V; = 0.
294. Si consideri il diagramma commutativo di spazi vettoriali

0

i

N1‘>M1‘>P1

Voo

04>N24>M24>P2

Lo

N3%M3

/

0

in cui tutte le righe e tutte le colonne sono successioni esatte. Provare che 'applicazione f e
iniettiva.

295. Si abbia un diagramma commutativo di spazi vettoriali

0 B2, R, 0
S GO
0 H s 1y " |y 0

con entrambe le righe esatte. Dimostrare che la successione indotta
0 — Ker(a) -2 Ker(8) 25 Ker(y)

& esatta. Mostrare inoltre che se a & surgettiva, allora anche Ker(f) LR Ker(y) & surgettiva.
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296. Si consideri il seguente diagramma commutativo di spazi vettoriali:
0 0 0

oy

0— N, —M, — P —0

Vo

00— Ny —> My — P, —0

Voo

0—= N3 —> M3 — P33 —0

oo

0 0 0

Si assuma che le colonne siano esatte e che gf = 0. Provare che ogni riga € un complesso e
che se due righe sono esatte allora ¢ esatta anche la terza.






CAPITOLO 6

Operazioni con le matrici

Abbiamo gia introdotto il concetto di matrice e lo spazio vettoriale M, ,,(K) delle matrici
n X m a coefficienti nel campo K. Oltre alle tipiche operazioni dettate dalla struttura di spazio
vettoriale (somma e prodotto per scalare), le matrici possiedono ulteriori caratteristiche che
le rendono estremamente interessanti dal punto di vista matematico; in particolare ¢ definito
il prodotto “righe per colonne” che ¢ la controparte algebrica del prodotto di composizione di
applicazioni lineari.

6.1. Traccia e trasposta
Ricordiamo che una matrice & nulla se ha tutti i coefficienti uguali a 0.

DEFINIZIONE 6.1.1. La trasposta di una matrice A € M, ,,(K) ¢ la matrice AT €
M, (K) ottenuta scambiando l'indice di riga con quello di colonna ai coefficienti di A.

In altri termini, i coefficienti della prima riga di AT (da sinistra a destra) sono uguali a
quelli della prima colonna di A (dall’alto al basso) eccetera:

T
11 a2 - Aim ail ag1 - an1
@21 Qa22 - A2m ai2 Q22 - an2
an1 an2 T Anm A1m  A2m T Anm
Ad esempio:
T
1 92 T 1 3 1 2 4 T 1 8 1 2 3 1 0 0
34:24,81632:216,012:210
4 32 0 0 1 3 2 1

La trasposizione commuta con le operazioni di somma e prodotto per scalare, cio significa
che valgono le formule:

(A4 B)T = AT + BT, per ogni A, B € M,, ,,(K),
AT =xAT, per ogni A € M,, ,,(K), A € K.

Anche lo spazio delle matrici possiede una base canonica (vedi Esempio 4.4.5) formata
dalle matrici che hanno un solo coefficiente non nullo ed uguale ad 1. Piu precisamente, per
ogni ¢ = 1,...,n ed ogni j = 1,...,m indichiamo con E;; € M, ,,(K) la matrice che ha il
coefficiente (i, ) uguale a 1 e tutti gli altri uguali a 0. Ad esempio per n = 2 e m = 3 si ha:

100 000 00 0
E“:(o 0 0)’ E22:<0 1 0)’ E23:(0 0 1)'

Dunque, per ogni matrice (a;;) possiamo scrivere

=22 by

i=1 j=1

ail BN A1m

(07 N Anm,
e da questo si deduce che le matrici F;; sono generatori linearmente indipendenti. In particolare
My, 1 (K) ha dimensione nm come spazio vettoriale su K.

DEFINIZIONE 6.1.2. Una matrice n X n si dice quadrata di ordine n. I coefficienti sulla
diagonale principale di una matrice quadrata sono quelli che hanno indice di riga uguale a
quello di colonna.

127



128 6. OPERAZIONI CON LE MATRICI

Ad esempio, nella seguente matrice quadrata di ordine 3

2 1 1
12 1],
11 2

i coeflicienti sulla diagonale principale sono uguali a 2 e quelli al di fuori della diagonale
principale sono uguali a 1.

DEFINIZIONE 6.1.3. Una matrice si dice diagonale se ¢ quadrata ed € nulla al di fuori
della diagonale principale. Equivalentemente una matrice (a;;) ¢ diagonale se & quadrata e

a;; = 0 per ogni ¢ # j.

Ad esempio, delle seguenti quattro matrici, le prime tre sono diagonali mentre la quarta
non ¢ diagonale:
1 00 0 0 O
0 1 0], 0 0 O
0 0 1 0 0 0 0 0
Si noti in particolare che ogni matrice 1 x 1 e diagonale, cosi come ¢ diagonale ogni matrice
quadrata con tutti i coefficienti uguali a 0. Il sottoinsieme di M, ,,(K) formato da tutte le
matrici diagonali & un sottospazio vettoriale di dimensione n: infatti ¢ generato dagli elementi
FEi;, i =1,...,n, della base canonica.Ogni matrice diagonale & uguale alla sua trasposta.

)

0 0 1
0 2 0
1 0 0

DEFINIZIONE 6.1.4. Per ogni n > 0 denotiamo con I, € M, ,(K) la matrice che ha
coefficienti uguali ad 1 sulla diagonale principale ed uguali a 0 al di fuori della diagonale
principale. Chiameremo I, matrice identita di ordine n.

Abbiamo visto nell’Esempio 5.4.7 che I,, € M, ,,(K) & I'unica matrice tale che L;, = Idgn.
Per semplicita di notazione, quando 1’ordine n e chiaro dal contesto scriveremo solamente [
per indicare la matrice identita.

DEFINIZIONE 6.1.5. La traccia Tr(A4) di una matrice quadrata A & la somma dei coeffi-
cienti sulla diagonale principale, ossia Tr(a;;) =), ai;.

1 3 1 0 2 3
Tr<6 _1>—0, Tr<0 1>—2, Tr<4 6>_8'

Notiamo che la traccia ¢ un’applicazione lineare Tr: M, ,,(K) — K non nulla e quindi il
suo nucleo, lo spazio delle matrici a traccia nulla, ha dimensione n? — 1. Infine, ogni matrice
quadrata ha traccia uguale alla sua trasposta: Tr(A) = Tr(AT).

1 2 2 -1
=) =A%)
Calcolare A + BT AT + B, (A+ B)T.
298. Trovare due matrici S, E € M; 2(R) tali che

Ad esempio

Esercizi.

297. Siano

_qT _ _gpT _ (21
S=5, E=-FE", S+E—<3 4>.
299. Quali sono le matrici A tali che A = 2A7?

300 (%, ©). Nello spazio vettoriale My 4(K), per ogni coppia di indici ¢,5 = 1,...,4
indichiamo con V;; C M, 4(K) l'insieme delle matrici tali che la somma dei coefficienti della
riga ¢ € uguale alla somma dei coefficienti della colonna j, ossia

4 4
‘/;j = {(ahk) S M474(K) | Zaik = Zahj} .
k=1 h=1

Provare che ogni V;; ¢ un sottospazio vettoriale di dimensione 15 e calcolare la dimensione
dell’intersezione dei 16 sottospazi V;;.
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301 (%, ©). Nello spazio vettoriale My 4(K), per ogni coppia di indici ¢,5 = 1,...,4

indichiamo con U;; € My 4(K) U'insieme delle matrici tali che la somma dei coefficienti della
riga ¢ € uguale al doppio della somma dei coefficienti della colonna j, cioe

4 4
Uij = {(ahk) € My4(K) | Zaik = 2Zahj} .
k=1 h=1

Provare che ogni U;; ¢ un sottospazio vettoriale di dimensione 15 e calcolare la dimensione
dell’intersezione dei 16 sottospazi U;.

6.2. L’algebra delle matrici

Supponiamo di avere due matrici A € M, ,,(K) e B € M,,;(K) tali che il numero di
colonne di A sia uguale al numero di righe di B. In tal caso possiamo fare il prodotto righe
per colonne di A con ciascuna colonna di B ed ottenere una successione di [ vettori di K™. Se
indichiamo con B? le colonne di B, definiamo in prodotto righe per colonne

AB = A(B',...,BY) = (AB',..., AB") € M, ,(K).
In particolare ogni colonna di AB & combinazione lineare delle colonne di A.
Il prodotto righe per colonne AB ¢ definito solo quando il numero di colonne di A &

uguale al numero di righe di B e la matrice AB ha lo stesso numero di righe di A e di colonne
di B.

EsEMPIO 6.2.1. Siano

1 2 3 1 -1
A=14 5 6], B=|(0 2
7 8 9 1 0
Allora possiamo effettuare il prodotto AB e le colonne di AB sono i due vettori
1 2 3 1 4 1 2 3 -1 3
4 5 6 ol=110], 4 5 6 2 | =161,
7 8 9 1 16 7 8 9 0 9
e quindi
4 3
AB= 110 6
16 9

Se indichiamo con a;j,b;; e c;; rispettivamente i coeflicienti delle matrici A, B e AB =
(cij), si ha per definizione che ¢;; € il prodotto della riga i della matrice A con la riga j della
matrice B; in formule:

cij = Zaihbhj = a;1015 + ai2bo; + -+ aimbpj -
a b u v\ _ faut+bw av+bz
c d/\w z) \eu+dw cv+dz)"’
5 5 5 10
(1 2) <7> — (19), (7) (1 2)= (7 14) .
EsEMPIO 6.2.4.

(0 2) (1 0)=(2 o)

ESEMPIO 6.2.5.

ESEMPIO 6.2.2.

ESEMPIO 6.2.3.

2.0 0\ /5 00 10 0 0
G j)G j):(g 8), 03 0o 7 o0f=[0 21 o0
00 -1/ \0 09 0 0 -9
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Le ragioni del perché il prodotto righe per colonne & importante, mentre altri possibi-
li prodotti, come ad esempio quello coefficiente per coefficiente, non lo sono affatto deriva
principalmente dal seguente risultato.

LEMMA 6.2.6. Siano A € M, ,(K) e B € My, 1(K) due matrici. Allora vale
Lap=1LaoLp: K — K"

DIMOSTRAZIONE. Dato che Lyp(z) = (AB)x e La(Lp(z)) = A(Bz) bisogna dimostrare
che per ogni z € K! vale (AB)x = A(Bx). Siano A = (a;;), B = (bij) AB = (¢;j) e v € K
fissato; denotiamo y = Bz, z = Ay e w = (AB)x. Bisogna dimostrare che z = w. La coordinata

i~esima di z €
z = E A;pYn = E a;in( E bripTr) = g ainbhkTr,
h h k h.k
mentre la coordinata i-esima di w ¢

w; = E CikTk = E (E ainbuk)Tr = E ainbnrxr.
% [ hok

O

Quindi, il prodotto righe per colonne tra matrici corrisponde al prodotto di
composizione tra le corrispondenti applicazioni lineari tra spazi vettoriali nume-
rici.

EsEmPIO 6.2.7. Moltiplicare per la matrice identita ¢ un’operazione neutra, ossia

IA=A, BI = B,

per ogni scelta delle matrici A, B: ovviamente in entrambi i casi 'ordine della matrice I deve
essere tale che i prodotti IA e BI siano definiti.
Infatti Ly =LjoLas =1doLy = L, e quindi A = A.

TEOREMA 6.2.8. Il prodotto di matrici é associativo, ossia per ogni A € M, (K), B €
My, 1 (K) e C € M ,(K) vale
(AB)C = A(BQC).

DIMOSTRAZIONE. Siccome il prodotto di matrici corrisponde al prodotto di composizione
di applicazioni lineari, il teorema segue dall’associativita del prodotto di composizione. Pos-
siamo comunque dare una diversa dimostrazione: infatti se A = (a;;), B = (b;j), C = (ci5) e
se denotiamo AB = (d;;), BC = (e;;), allora i coefficienti (4, j) delle matrici (AB)C e A(BC)

sono rispettivamente
E dincnj = E (E aixbrn)cny = E aixbrncnj,
h hok h,k

E aiker; = E ai( E bencnj) = E aikbrnch;.
k k h Rk
e dunque coincidenti. O

Come prima conseguenza dell’associativita del prodotto notiamo che per una qualsiasi
matrice quadrata A se ne possono fare le potenze: Al = A, A2 = AA, A3 = AAA ecc. E
chiaro che per ogni n,m > 0 vale la regola A" A™ = Ant™,

Un’altra proprieta del prodotto di matrici, la cui semplice dimostrazione e lasciata per
esercizio, ¢ la proprieta distributiva: siano A € M, ,(K) e B,C € My, ;(K), allora vale
A(B + C) = AB + BC. Similmente se A,B € M, ,(K) e C € M, ;(K) si ha (A+ B)C =
AC + BC.

LEMMA 6.2.9. Per ogni A = (ai;) € My m(K) e B = (bpx) € Mp, n(K) vale
Tr(AB) = Tr(BA) = _ a;;bj;.
,J

DIMOSTRAZIONE. Basta sviluppare i conti. O

Il prodotto si comporta “bene” rispetto alla trasposizione.
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LEMMA 6.2.10. Per ogni A € M, ,,(K) e B € M, (K) vale
(AB)T = BT AT,

DIMOSTRAZIONE. Siano A = (a;;), B = (b;;). Il coefficiente (i,j) di AB & ), a;nbn;,
mentre il coefficiente (j, i) di BT AT & 3", byja;, che coincide con il precedente. O

Abbiamo gia visto nell’Esempio 6.2.4 che il prodotto di matrici non & commutativo, ossia
in generale vale AB # BA. Quindi bisogna prestare molta attenzione allo svolgimento delle
espressioni algebriche contenenti matrici. Ad esempio, se A, B € M,, ,,(K) vale

(A+B)?=(A+B)(A+B)=A(A+B)+ B(A+ B) = A’ + AB + BA + B?
e non, come potremmo scrivere senza riflettere, A2 +2AB + B2.

ESEMPIO 6.2.11. Sia A € M,, ,(K) una matrice quadrata, allora A commuta con tutte le
matrici del tipo Aol + A1 A+ -+ X, A™ al variare dim > 0e Ag, ..., A\ € K. Infatti siccome
il prodotto ¢ associativo si ha AA* = A1 = A?A e quindi

AMoI + MA+ -+ A A™) = XAl + M AA + - + N\ AA™

=MIA+MAA+ -+ A AT A = Nl + MA+ -+ X AT A

ESEMPIO 6.2.12. Sia U € M,, ,(K) una matrice che commuta con tutte le matrici n x n,
allora U ¢ un multiplo scalare dell’identita. Siano wu,; i coefficienti di U e consideriamo i
prodotti con le matrici E;; della base canonica, al variare di tutti gli indici ¢ < 7. Un semplice
conto dimostra che

Ei;U = Z Uik B UEi; = Z ki By
k k

e se B;;U = UE;; allora
ZUngig = ZuaiEaj'
B «

Da tale uguaglianza, ricordando che le matrici Ejj sono linearmente indipendenti, segue im-
mediatamente che ujz = 0 per ogni 8 # j, che uq; = 0 per ogni « # ¢ e che uy; = uj;. Ma
questo significa dire che U & un multiplo scalare dell’identita.

Talvolta conviene rappresentare una matrice A € M, ,,(K) sotto forma di matrice a
blocchi

Ay A oo Agg
Agp Agp -+ Ags

= . . . . R Aij S Mki,hj(K)a Zkl =n, Zhj =m.
Arl Ar2 e Ars

Il prodotto righe per colonne di matrici a blocchi si puo fare eseguendo i prodotti righe per
colonne dei blocchi, qualora beninteso tali prodotti siano definiti. Ad esempio se

A A
A= , A € My, 1. (K),
<A21 Agg) J kuh]( )

Bi1 Bis
B= . Bii € My, (K),
<321 322) J hulj( )

allora

AB — <A11B11 + A12Bor A Bio + A12322>
A21B11 + AgeBo1 Ag1Bio + A2aBas ) -
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Esercizi.

302. Date le matrici

1 -1 1 1 2 3
=0 3) 20 e (8)
calcolare AB, BA, BC, CB, AC e CA.

303. Trovare una maniera “furba” per calcolare le seguenti elevazioni a potenza:

1 9\ 2020 0 1) 6244 11 -1 80
0 1 ’ -1 0 ’ 240 \1 1 '
0 0

1 0

(1) tutte le matrici B quadrate di ordine 2 tali che AB = 0;
(2) tutte le matrici C' quadrate di ordine 2 tali che CA = 0.

304. Data la matrice A = ( >, determinare:

305. Calcolare in funzione di A € M,, ,,(K) le potenze B2, B3, ... della matrice a blocchi

0 A
B = (I 0) € M2n,2n(K)7

dove I denota la matrice identita n x n.

306 (Il corpo dei quaternioni). Per ogni coppia di numeri complessi a,b € C denotiamo

b
Q(a,b) = (_ab a) € My 5(C).

Dimostrare che:

(1) Q(l,O)Q(CL, b) - Q(aa b)Q&LO) - Q(a7b) per ogni a,b € C;

(2) Q(a,b)Q(c,d) = Q(ac — bd, ad + be) per ogni a,b,c,d € C;

(3) se a,b € C non sono entrambi nulli allora
a —b
+ 162" [al? + [b]?

Qa1 ) =0,
L’insieme H C M; 2(C) formato da tutte le matrici del tipo Q(a,b) viene detto corpo dei
quaternioni. Si tratta di un sottospazio vettoriale reale di dimensione 4, chiuso per il pro-
dotto, con elemento neutro per il prodotto Q(1,0), in cui ogni elemento non nullo possiede un
inverso. Dunque H soddisfa tutti gli assiomi di campo tranne la commutativita del prodotto,
ragion per cui viene chiamato corpo, o campo non commutativo.

Gli otto elementi +Q(1,0), +Q(4,0), £Q(0,1), £Q(0, ) sono dette unitd quaternionali;
provare che il prodotto di due unita quaternionali & ancora una unita quaternionale.

Infine, provare che il polinomio t?> — Q(—1,0) possiede infinite radici in H, ragion per cui
il Teorema 3.7.5 non vale nei campi non commutativi.

Sebbene H non ¢ un sottospazio vettoriale complesso di M; 2(C), esso possiede una strut-
tura di spazio vettoriale complesso di dimensione 2, con il prodotto per scalare definito dalla
formula

z-Q(a,b) = Q(a,b)Q(z,0) = Q(za,zb).

307. Sia A = <(1) _11 01). Descrivere tutte le matrici B tali che AB = ((1) ?)
308. Calcolare

2 0 1 5 4 3 5 0 -1 2 2 0

2 3 0 o 7 21, 4 7 0 0 3 1

01 -1 -1 0 9 3 2 9 1 0 -1

e dire se le due matrici prodotto sono una la trasposta dell’altra.
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309. Indichiamo con E;; la base canonica di M, ,,(K) e con E1, ..., E, la base canonica
di M, 1 (K):
1 0 0
0 1 0
B, = |, Ey= . , ... E,=
0 0 1

Convincetevi che EZE]T =FE;; € My n(K), Ei;Ej, = Ejij; e, se j # h allora E;jEp, = 0.

310. Per ogni numero ¢ = a + bv/2 € Q(v/2) definiamo la matrice

RO = (5 ) € Maal@.

Verificare che per ogni &, € Q(v/2) valgono le formule
R(E+n)=R(E)+Rmn),  R(En) = R(ERM).

311. Denotando con Fy =0, Fy =1, F,11 = F, + F,,_1, i numeri di Fibonacci, provare
che per ogni intero positivo n si ha

1 1\" (F.. F,
10/ \FE, F,1/)
312. Per ogni numero complesso z = a + ib € C definiamo la matrice

a —b
R(Z) = <b a ) S MQ)Q(R).
Verificare che per ogni z,u € C valgono le formule
R(z +u) = R(z) + R(u), R(zu) = R(2)R(u).

313. Per ogni numero reale ¢t € R definiamo la matrice

S(t) = (cos(t) —sin(t)> € Mys(R).

sin(t)  cos(t)
Verificare che per ogni a,b € R valgono le formule S(—a) = S(a)?, S(a+ b) = S(a)S(b).
314. Calcolare i prodotti (AB)? e (BA)?, dove

0 0 0 0 0 0
A=11 1 0}, B=1|1 0 0
0 0 1 0 1 0
315. Calcolare il quadrato della matrice
00 01 -1 0
00 -1 0 0 O
00 1 0 0 O
00 0 1 0 O
00 0 0 1 0
01 0 0 0 1
316. Date le matrici quadrate
0 0 1 1 1 0 -2 1
0 0 0 2 o1 2 2
A= 0 00 0}’ B= 2 2 1 0}’
0 0 0O 2 0 -1 1
1 3 0 1 01 -1 1
o1 2 2 11 1 0
I= 4 1 -1 0’ L= 2 2 2 0}’
01 -1 1 21 -1 3
quanto vale la traccia di ALIBABA? (Suggerimento: le matrici ALIBABA e AALIBAB

hanno la stessa traccia? Quanto vale A2?)
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317. Sia
a 5b bc
V= ¢ a bb| € M;3R)|abceR
b ¢ a

(1) provare che AB = BA € V per ogni A,B € V;
(2) trovare una matrice X € V tale che X3 = 5I e tale che I, X, X? sia una base di V'
come spazio vettoriale.

318. Dati tre numeri a, b, c € C, siano A\ = a? + b + ¢?,

a 0 —c¢c b
X=10], A= ¢ 0 =—a
c -b a 0

Verificare che AX =0, A2 = XXT — I, A3 = —\A e trovare una formula per A" in funzione
di X e A per ogni intero pari n > 4.

319. Dato un intero n > 1 ed una matrice B quadrata n X n a coefficienti in un campo K
si definisca
C(B) ={A € M,,(K)| AB = BA}.
(1) Provare che C(B) & un sottospazio vettoriale di My, ,,(K) di dimensione > 2.
(2) Provare che C(B) = C(B + M) per ogni A € K.
(3) Determinare C(B) nei casi seguenti:

- 310 1 0 0
B:(O 1), B=10 3 0|, B=[0 -1 0
00 3 0 0 0

320. Il commutatore di due matrici A, B € M, ,,(K) & per definizione
[A,B] = AB — BA.
Dimostrare che per ogni A, B,C € M, ,(K) vale:
(1) [A, B] = —[B, A] e [A, A] = 0,
(2) Tr([4, B]) =0,
(3) (formula di Lelban) [A, BC) = [A, B]C + BJA, (],
(4) (identita di Jacobi) [[4, B],C| = [4,[B,C]] — [B, [4, C]],
(5) al variare di A, B € Mn n(K), le matrici del tipo [A, B] generano lo spazio vettoriale

delle matrici a traccia nulla. (Sugg.: studiare i commutatori delle matrici E;; della
base canonica.)

321. Tra dimensione finita ed infinita le cose possono andare molto diversamente:
(1) Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita su R. Dimostrare che non esistono
applicazioni lineari f,g: V — V tali che gf — fg sia uguale all’identita.
(2) Si consideri I'applicazione lineare

[ R[z] = R[z],  f(p(z)) = zp(z)

data dalla moltiplicazione per x. Dimostrare che per ogni polinomio ¢(z) € R[z] vi &
un’unica applicazione lineare g: Rlz] — Rx] tale che g(1) = g(z) e gf — fg & uguale
all’identita su R[z]. Se h: R[z] — R[z] denota la moltiplicazione per ¢(z), chi e g—h?

322. Una matrice Markoviana & una matrice quadrata in cui la somma dei coefficienti

di ciascuna colonna & uguale a 1. Dimostrare che le potenze delle matrici Markoviane sono
ancora Markoviane.

323. Sia U una matrice quadrata che commuta con tutte le matrici diagonali dello stesso
ordine. Dimostrare che U & diagonale.

324. Siano a, 3, tre numeri complessi e definiamo a, b, ¢ € C mediante 'uguaglianza di
polinomi
(t—a)t—pB)(t—7)=t"—at®> — bt —c.

(1) descrivere le tre somme o' + 3¢ +~¢, i = 1,2, 3, come funzioni nelle variabili a, b, c;
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(2) calcolare la traccia delle tre potenze di matrici

i

0 0 ¢
1 0 o], i1=1,2,3;
0 1 a

(3) cosa lega i due punti precedenti?

325 (e, ©). Si consideri la matrice

A=3 (40 727 e o,

Dimostrare che per ogni intero positivo n la prima colonna di A™ & un vettore del tipo

1 a . . R, R
3 (bﬁ) con a, b interi non divisibili per 3 e a + b divisibile per 3.

6.3. Matrici invertibili

Date due matrici A € M, n(K), B € M,, ;(K) osserviamo che ogni vettore colonna del
prodotto AB & una combinazione lineare dei vettori colonna di A: piu precisamente la i-esima
colonna di AB ¢ la combinazione lineare delle colonne di A con coefficienti le coordinate dell’i-
esimo vettore colonna di B. Similmente ogni riga di AB & combinazione lineare delle righe di
B. Da questo ne deduciamo che:

(1) Date due matrici A € M, ,,(K), D € M, (K), esiste una matrice B € M,, ;(K) tale
che AB = D se e solo se ogni colonna di D & combinazione lineare delle colonne di

A.
(2) Date due matrici A € M, ,,(K),D € M; ,(K), esiste una matrice C' € M; ,(K) tale
che CA = D se e solo se ogni riga di D & combinazione lineare delle righe di A.

Le precedenti considerazioni per D = I matrice identita ci danno il seguente risultato.

LEMMA 6.3.1. Sia A € M, ,,(K). Allora:

(1) Esiste B € My, n(K) tale che AB = I,, se e solo se le colonne di A generano K" (e
quindi m >mn).

(2) Esiste C € My, ,(K) tale che CA = I,,, se e solo se le righe di A generano K™ (e
quindi m <n).

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che i vettori colonna di I,, sono la base canonica di K™,
che i vettori riga di I,,, sono una base di K("™), ed applicare le osservazioni precedenti. O
LEMMA 6.3.2. Sia A € M, n(K) e si assuma che esistano due matrici B € M,, ,(K) e
C € My, n(K) tali che:
(6.1) AB=1,, CA=I,.
Allora n =m e B = C; in particolare, le matrici B,C sono le uniche che soddisfano (6.1).

DIMOSTRAZIONE. L’uguaglianza n = m segue immediatamente dal Lemma 6.3.1. Si ha
Cc=CI,=C(AB)=(CA)B=1,B=B.

Se B € Mpn(K) e C e M, (K) sono tali che AB =1, e CA = I,,,, lo stesso argomento
applicato alle coppie (B,C) e (B,C) mostra che B = C, B = C, e quindi che le quattro
matrici B, C, B, C coincidono. O

DEFINIZIONE 6.3.3. Una matrice quadrata A € M, ,(K) si dice invertibile se esiste una
matrice A~ € M, ,,(K), tale che

ATTA=A4T1 =1

Per il Lemma 6.3.2, se A & invertibile allora A~! & unica ed & anchessa invertibile con
inversa (A~1)~! = A. Se A ¢ invertibile, allora anche AT ¢ invertibile con inversa (A7)~! =
(A=HT: infatti

ANHAT =AY =1"=1, ATAHY =Aa'A) =1"=1
Se A, B € M,, »(K) sono invertibili, allora anche AB ¢ invertibile e vale (AB)~! = B~14~1.
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TEOREMA 6.3.4. Siano A,B € M, ,,(K) matrici quadrate tali che AB = I. Allora A e
B sono invertibili e B= A", A= B!,

DIMOSTRAZIONE. Basta provare che esiste C' € M, ,(K) tale che BC' = I; in tal caso,
per il Lemma 6.3.2, si ha A = C e dunque AB = BA=1.

L’esistenza di C' equivale a dire che le colonne di B generano K". Siccome B ha n co-
lonne (qui stiamo usando l'ipotesi che B ¢ quadrata), basta provare che le colonne di B sono
linearmente indipendenti, ossia che l'applicazione Lp € iniettiva. L’iniettivita di Lpg segue
immediatamente dal fatto che la composizione LoLg = L; = Id ¢ iniettiva. O

COROLLARIO 6.3.5. Per una matrice quadrata A le sequenti condizioni sono equivalenti:
(1) A ¢ invertibile.
(2) Le colonne di A sono linearmente indipendenti.
(3) Le righe di A sono linearmente indipendenti.

DIMOSTRAZIONE. La condizione che le colonne siano indipendenti equivale al fatto che
sono generatori, che a sua volta equivale all’esistenza di una matrice B tale che AB = I.
Passando alla matrice trasposta otteniamo ’analogo risultato per le righe. (|

Siano F' un sottocampo di K e A € M, ,(F) C M, ,(K). Allora A ¢ invertibile come
matrice a coefficienti in K se e solo se € invertibile come matrice a coefficienti in F.

Infatti se A & invertibile come matrice a coefficienti in F allora A~ € M, »(F) C M, »(K)
e quindi A ¢ invertibile anche come matrice a coefficienti in K. Viceversa se A & invertibile
come matrice a coefficienti in K, allora le colonne sono linearmente indipendenti su K ed a
maggior ragione sono linearmente indipendenti su F.

ESEMPIO 6.3.6 (La matrice di Vandermonde). Dati n+1 scalari ag, a1, ..., a,, la matrice
di Vandermonde associata ¢ la matrice n X n
1 1 - 1
ag ai an
A= )
ag af ap,

Dimostriamo che la matrice A ¢é invertibile se e solo se gli scalari a; sono distinti. Se a; = a;
per qualche coppia di indici i # j, allora le colonne di A non sono linearmente indipendenti
e quindi A non e invertibile. Se A non e invertibile, allora le righe di A sono linearmente
dipendenti, ossia esiste un vettore riga non nullo (co, . . ., ¢, ) tale che (co, ..., c,)A = 0. Questo
significa che per ogni i =0,...,n vale

co+cra;+--+epal =0

e dunque che ag,ay,...,a, sono radici del polinomio non nullo p(t) = ¢y + c1t + -+ + ¢, t"
che, avendo grado < n, possiede al piu n radici distinte. Dunque a; = a; per qualche coppia
di indici 7 # j. Per il calcolo della matrice inversa A~!, beninteso quando gli a; sono distinti,
rimandiamo all’Esercizio 332

EsEMPIO 6.3.7. Siano V uno spazio vettoriale su di un campo infinito K, U C V un
sottospazio vettoriale e vy, ..., v, € V. Usiamo il risultato dell’Esempio 6.3.6 per dimostrare
che, se

vo +tvg +t2vg + -+, €U

per ogni t € K, allora vg,...,v, € U. _
Presi n + 1 scalari distinti ag,...,a, € K, le n 4+ 1 relazioni Zj alvj € U possono essere
scritte in forma matriciale
1 1 1
ao aq Qp,
(UOa ,’Un) . . . S U(n+1)'
ag ay n



6.3. MATRICI INVERTIBILI 137

Per 'Esempio 6.3.6 la matrice di Vandermonde ¢ invertibile, moltiplicando a destra per
Iinversa si ottiene
-1

1 1 .- 1 1 1 .- 1
a/O a/l e an a/O a/l e an ( +1)
n
(voy - y0n) = (Vo,..y0n) | . . . . . . eU .
n n n n n n
aO ay an G’O ay [£0%

COROLLARIO 6.3.8. Sia V C K™ un sottospazio vettoriale di dimensione r. Allora esiste
una matrice A € M,,_, »,(K) tale che V. =Ker(L4) = {z € K" | Az = 0}.

DIMOSTRAZIONE. Sia v1,...,v, € K" una base i cui primi r vettori generano V e sia
B € M, »,(K) la matrice con vettori colonna vy, . .., v,. Abbiamo dimostrato che B & invertibile
e indichiamo con A € M,,_,,(K) la matrice formata dalle ultime n — r righe di B™!, ossia

B! = (i), con C € M, ,(K). Dalla formula I = B~!B = (ig) ne consegue che AB e
formata dalle ultime n — r righe della matrice identita, e cioe,
0 1 0
A’Ulz---:A’U,’,: ' s AU'I"—‘,-l: . ’...,AU»”:
0 0 1
Dunque
tr+1
A(tlvl ++tnvn) = :
128
evale Ar=0seesolosexz € V. O
Esercizi.

326. Verificare se
V2, V24541, VI0+v2, V5+1,
formano una base di Q[\/i, \/5} come spazio vettoriale su Q.
327. Calcolare AB, dove

0 V2 V3 V5
A=|-v2 0 V5|, B=|-V3
-3 =6 0 V2

Dire inoltre se i vettori colonna di A43°° sono linearmente indipendenti.

328 (V). Siano A, B € M, ,(K) matrici invertibili tali che anche la loro somma A + B ¢
invertibile. Provare che anche A~! + B~! & invertibile e valgono le formule

(A '+ B Y)Y =A(A+B)"'B=B(A+ B)'A.

329. Data la matrice

)

1 1
A=10 0 1 €M33(R),
2 1

calcolare A2, A3 e verificare che
(6.2) A3 =3A% —3A+ 1.

Usando esclusivamente I'equazione (6.2), dimostrare che: A* = 642 —8A + 31, A & invertibile
e A7l = A% —3A +3I.
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330. Sia

D f— : .. :
0 - d,
una matrice diagonale. Provare che se d; # d; per ogni ¢ # j, allora le matrici A che commu-

tano con D (ossia AD = DA) sono tutte e sole le matrici diagonali. Provare inoltre che le n
matrici I, D, D?,..., D" ! sono linearmente indipendenti in M, »(K).

0 C
C € Mp,m(K), & invertibile se e solo se A e C sono entrambe invertibili.

331. Provare che una matrice a blocchi (A B), dove A € M, »,(K), B € M, (K),

332 (Polinomi di Lagrange). Ad un insieme di n + 1 scalari ag,aq,...,a, € K distinti
possiamo associare i corrispondenti polinomi di Lagrange:

tf .
Lz(t): H AiajA, Zzl,,n

Dato che ciascun polinomio L;(t) ha grado n possiamo anche scrivere L;(t) = Z?:o b;t? per
opportuni coefficienti b;; € K. Se consideriamo la matrice B = (b;;) € Mp41,n+41(K) si puo
dunque scrivere

1 Lo(t)
¢ Li(t)
Bl . |= .
tm L,(t)
Dimostrare che:
(1) per ogni successione cy, ..., ¢, € K, il polinomio p(t) = >, ¢; L;(t) & 'unico polinomio

di grado < n tale che p(a;) = ¢; per ogni ;
(2) il polinomio ), L;(t) & invertibile in K[t];
(3) la matrice B ¢ l'inversa della matrice di Vandermonde A dell’Esempio 6.3.6.

333. Sul campo dei numeri reali, calcolare le soluzioni del sistema lineare omogeneo

r—y+z—w=0
r+y—z—w=0
r+y+z—3w=0

e dedurre, senza fare conti, che il prodotto di matrici

111 - (PP
11 -1 |t 28
L1 1 _3) |16 25 36

64 125 216

¢ invertibile.

334. Sia p(z,y) € Clz,y] un polinomio in due variabili tale che p(ax,ay) = a"p(z,y) per
ogni a € N. Provare che p(x,y) & omogeneo di grado n, ossia che & combinazione lineare dei
monomi z'y’, con 7 + j = n.

335. Dimostrare che due matrici A € M, ,,(K) e B € M, ,(K) sono una linversa
dell’altra, ossia AB =1 e BA =1, se e solo se le due applicazioni lineari

[ K" xK™ = K",  f(z,y) =+ Ay,
g: K" xK™ - K™, g(z,y) = Bx +y,
hanno lo stesso nucleo.

336. Sia V = K[t]<,, lo spazio vettoriale dei polinomi di grado < n e siano ag, ..., a, € K
numeri distinti. Provare che:
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(1) T polinomi

f0:1a flz(tfal)a "'7fi:H(tiaj)7 i:O,...,n,

formano una base di V.
(2) I polinomi

formano una base di V.
(3) I polinomi

gi=t—ag) - (t—ai—1)t—ait1) - (t—an), 1=0,...,n,
formano una base di V.

337 (V). Sia A € M, ,(K) una matrice i cui vettori colonna generano un sottospazio
vettoriale di dimensione 1.

(1) Dimostrare che esistono B € M,, 1(K) e C € M; ,,(K) tali che BC = A.
(2) Dedurre dal punto precedente che A% = Tr(A)A, dove Tr(A) indica la traccia di A.
(3) (s) Provare che A —¢I ¢ invertibile per ogni t € K, ¢ # 0, Tr(A).

338. Diremo che una matrice quadrata A ¢ invertibile in senso totalmente speciale (MTS),
se & invertibile e se i coefficienti di A~! sono uguali agli inversi dei coefficienti di A, ossia se,
detto A = (a;;) e A=' = (b;;), vale a;;b;; = 1 per ogni 4, j. Dimostrare che:

(1) non esistono matrici 2 x 2 invertibili in senso MTS;
(2) non esistono matrici 3 x 3 reali ed invertibili in senso MTS.

339. Provare che il sottoinsieme C C M, ,(K) delle matrici non invertibili non ¢ un
sottospazio vettoriale. Provare che C' & unione (possibilmente infinita) di sottospazi vettoriali
di dimensione n? — n.

340 (#,0). Siano V, W due spazi vettoriali di dimensione n e H C Hom(V, W) un sot-
tospazio vettoriale di dimensione > n? — n + 1. Dimostrare che H contiene un isomorfismo

lineare f: V — W.

6.4. Rango di una matrice
Iniziamo la sezione con una semplice applicazione del Corollario 5.1.16.

LEMMA 6.4.1. Per una matrice A € My, (K) le sequenti condizioni sono equivalenti:
(1) Uapplicazione La: K™ — K" ¢ surgettiva;
(2) lUapplicazione Lgr: K* — K™ ¢ iniettiva.

Prima di proseguire nella dimostrazione osserviamo che applicando il risultato del lemma
alla matrice trasposta otteniamo ’enunciato duale, ossia che L 4: K™ — K" & iniettiva se e
solo se L7 : K* — K™ ¢ surgettiva.

DIMOSTRAZIONE. Dato che per ogni z € K" vale (ATx)T = 27 A si ha che L 4= & iniettiva
se e solo se il vettore nullo & I'unico vettore riga C' € K™ tale che CA = 0.

Supponiamo L4 € surgettiva, allora le colonne di A generano K™ ed abbiamo visto che
esiste una matrice B tale che AB = I. Dunque, se per un vettore riga C' € K™ vale CA = 0
si ha

0=0B=CAB=CI=C,

e quindi C = 0.

Viceversa, supponiamo L 4 non surgettiva ed indichiamo con U C K" la sua immagine; per
il Corollario 5.1.16 esiste un’applicazione lineare non nulla f: K® — K tale che U C Ker(f).
Se f=L¢g,con0+# C = (c1y...,c,) € M ,(K), allora ogni colonna di A appartiene al nucleo
di Lc e quindi CA = 0, ossia CT € Ker(L4r). O
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DEFINIZIONE 6.4.2. Il rango rg(A) di una matrice A & la dimensione dell’immagine
dell’applicazione lineare L 4, ossia la dimensione del sottospazio vettoriale generato dai vet-
tori colonna. Equivalentemente, il rango € uguale al massimo numero di colonne linearmente
indipendenti.

Osserviamo che per ogni matrice A € M, ,,,(K) il rango rg(A) & sempre minore od uguale
al minimo tra n ed m. Abbiamo dimostrato che una matrice quadrata n X n ¢ invertibile se e
solo se ha rango n.

Altre due semplici osservazioni:

(1) Se una matrice B ¢ ottenuta da A eliminando una colonna, allora rg(B) < rg(A).
Questo e ovvio.

(2) Se una matrice C ¢ ottenuta da A eliminando una riga, allora rg(C') < rg(A). Infatti
se 1g(C) = r posso scegliere r colonne di C' linearmente indipendenti e a maggior
ragione le corrispondenti colonne di A sono ancora linearmente indipendenti.

Diremo che B & una sottomatrice di A se B si ottiene a partire da A eliminando alcune
righe ed alcune colonne. Equivalentemente una sottomatrice & ottenuta scegliendo alcuni indici
di riga, alcuni indici di colonna e prendendo i coefficienti con entrambi gli indici tra quelli
scelti. Ad esempio le sottomatrici 2 x 2 di

1 2 3
4 5 6
sono

(6.3) (111 g)@ 2)@ 2)

Abbiamo visto che il rango di una sottomatrice di A & sempre minore od uguale al rango
di A.

TEOREMA 6.4.3. Per ogni matrice A vale rg(A) = rg(AT). Dunque, per ogni matrice, il
massimo numero di colonne indipendenti ¢ uguale al massimo numero di righe indipendenti.

DIMOSTRAZIONE. Basta provare la disuguaglianza rg(A”) > rg(A); applicando la stessa
disuguaglianza alla matrice trasposta otteniamo la disuguaglianza inversa rg(A4) > rg(A7).

Supponiamo quindi A € M, ,, e sia r = rg(A). Allora & possibile scegliere r colonne di
A linearmente indipedenti e, eliminando le rimanenti, trovare una sottomatrice B € M,, ,(K)
di A le cui colonne sono linearmente indipendenti. Dunque Lp ¢ iniettiva ed il Lemma 6.4.1
applicato alla matrice BT implica che Lgr: K® — K" & surgettiva, ossia rg(B”) = r. Siccome
BT & una sottomatrice di AT, abbiamo provato che rg(AT) > r. O

DEFINIZIONE 6.4.4. Una sottomatrice quadrata viene anche detta minore. Un minore si
dice principale se ¢ ottenuto scegliendo righe e colonne con gli stessi indici.

Quindi, una matrice n x m possiede (}) (') minori di ordine k, dei quali min((}), (7))
sono principali. Dei tre minori in (6.3) solo il primo & principale.

COROLLARIO 6.4.5. Il rango di una matrice A € My, ,,(K) é uguale al massimo intero r
tale che A possiede un minore di ordine r invertibile.

DIMOSTRAZIONE. Sia r il rango di A. Siccome ogni sottomatrice ha rango < r basta
provare che A possiede una sottomatrice r x r invertibile. Sia B € M, ,(K) la sottomatrice
ottenuta scegliendo un insieme di 7 colonne linearmente indipendenti. Per costruzione rg(B) =
r e per il Teorema 6.4.3 la matrice B possiede r righe linearmente indipendenti. Possiamo
quindi trovare una sottomatrice C' di B quadrata di ordine r con le righe indipendenti. Dunque
C e invertibile. O

II Corollario 6.4.5 implica che le considerazioni sul campo dei coefficienti fatte a proposito
dell’invertibilita si applicano anche al rango: se F' ¢ un sottocampo di K e A ¢ una matrice
a coefficienti in F', allora il rango di A non cambia se la consideriamo come una matrice a
coefficienti in K.
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Esercizi.

341. Il rango della matrice

[ B B
[ B2 B
ot Ot Ot

e uguale a 1, 3 0 57
342. Calcolare il rango dela tabella Pitagorica

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
3 6 9 12 15 18 21 24 27 30
4 8 12 16 20 24 28 32 36 40
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
6 12 18 24 30 36 42 48 54 60
7T 14 21 28 35 42 49 56 63 70
8§ 16 24 32 40 48 56 64 72 80
9 18 27 36 45 54 63 72 81 90
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

343. Determinare una base delliperpiano di K? di equazione 2z — y + 3z = 0.

344. Calcolare il prodotto di matrici

1 0 3 1 01
-2 0 5 21 3
-3 1 0 0 2 0

e determinarne il rango.

345. Dire, motivando la risposta, se i seguenti 5 vettori di R3:

1 2 1 1 2
vp=1[2], va= (3], vs=11], w=1[2], vs=|(3],
3 4 1 1 2

formano un insieme di generatori.

346. Per una matrice a blocchi
A B
2=(5 ¢):

347 (V). Sia A una matrice n x m, con n,m > 2, i cui coefficienti sono tutti e soli i numeri
interi compresi tra 1 ed nm. Dimostrare che A ha rango maggiore o uguale a due.

provare che rg(E) > rg(A) 4+ rg(C).

348. Nello spazio vettoriale K[x]<s dei polinomi di grado minore od uguale a 3, calcolare
la dimensione del sottospazio V' formato dai polinomi tali che p(0) = p(1) = p(2) = p(3).

349. Provare che per una matrice A € M, ,,11(K) le seguenti condizioni sono equivalenti:

(1) A ha rango n ed una colonna nulla;
(2) tra i minori di ordine n di A, esattamente uno di loro & invertibile.

350 (V). Sia A = (a;j) € M, »(C) una matrice tale che per ogni indice ¢ = 1,...,n si

abbia
n
Z |aij| < 2\aii\.
j=1
Provare che A ¢ invertibile. Mostrare inoltre che per ogni n > 0 la matrice B = (b;;) €
M, »(C), data da b;; =n — 1 per ogni i e b;; = —1 per ogni ¢ # j, non & invertibile.

351. Sia A € M, ,,(C). Provare che se il prodotto AAT & invertibile allora A ha rango n;
mostrare con un esempio che il viceversa e falso in generale.

352. Sia A una matrice n x n tale che A2 = I. Dimostrare che:
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(1) A—1TIe A+ I non sono entrambe invertibili.
(2) KerLayrNKerLy_;p=0.

(3) Az —x € Ker L1y per ogni z € K™.

(4) rg(A=I)+rg(A+1)=mn.

353. Dimostrare:
(1) Siano vy, ..., v, vettori in uno spazio vettoriale e sia 1 < r < n un indice tale che
Span(vy,...,v,) = Span(vy, ..., Uy, Up)
per ogni h=r+1,...,n. Allora
Span(vy, ..., v.) = Span(vi, ..., Up, Upgl, ..., Up).

(2) (Teorema dell’orlare) Siano A € M, ,,,(K) e B una sottomatrice di A invertibile di
rango r. Allora il rango di A & uguale ad r se e solo se ogni sottomatrice quadrata
di A, di ordine (r+ 1) x (r + 1), contenente B come sottomatrice, non & invertibile.

354. Provare che ogni matrice di rango r puo essere scritta come somma di r matrici di
rango 1.

355 (#). 1) Dati due numeri complessi a,b, determinare una formula generale per il
calcolo delle potenze della matrice

1 b
A=10 1
0 1

o~ e

e verificare che per A" —3A"~! +3A"~2 — A"=3 = () per ogni n > 3.
2) Usare il punto precedente per determinare tutte le successioni xg,x1, 2, ... di numeri
complessi che soddisfano, per ogni n > 3, I'uguaglianza z,, — 3x,_1 + 3Tp_2 — T3 = 0.

356. Siano A, B,C € My 4(R) di rango rispettivamente 2,4 e 3. Quali sono i ranghi
massimo e minimo possibili per la matrice (A + B)C.

357. Per una matrice A a coefficienti interi ed ogni campo K indichiamo con rgg(A) il
suo rango calcolato interpretando A come matrice a coefficienti in K mediante ’applicazione
7Z — K che ad ogni intero n associa la somma di n volte ’elemento unita 1 € K. Dimostrare
che per ogni matrice A a coefficienti interi ed ogni sua sottomatrice B, possibilmente vuota,
vale rgy (A) —rgg (B) < rgg(A) —1go(B). (Suggerimento: ricondursi al caso in cui B ¢ ottenuta
da A togliendo una riga o una colonna.)

6.5. Matrici speciali

Occupiamoci adesso di alcune classi di matrici quadrate che rivestono una particolare
importanza in algebra lineare.

6.5.1. Matrici triangolari.

DEFINIZIONE 6.5.1. Una matrice quadrata si dice triangolare (superiore) se tutti i
coefficienti sotto la diagonale sono nulli, e cioe (a;;) & triangolare se a;; = 0 per ogni i > j.

Naturalmente si puo dire che una matrice ¢ triangolare inferiore se tutti i coefficienti sopra
la diagonale sono nulli; una matrice & triangolare inferiore se e solo se la trasposta & triangolare
superiore. salvo avviso contrario, per matrice triangolare si intende triangolare superiore.

DEFINIZIONE 6.5.2. Una matrice quadrata si dice strettamente triangolare se ¢ trian-
golare e se tutti i coefficienti sulla diagonale sono nulli.

Si dice triangolare unipotente se e triangolare e se tutti i coefficienti sulla diagonale
sono uguali a 1.

LEMMA 6.5.3. Una matrice triangolare é invertibile se e solo se gli elementi sulla diagonale
sono tutti diverst da 0. In tal caso linversa é ancora una matrice triangolare.
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DIMOSTRAZIONE. Sia A = (a;;) una matrice triangolare n x n. Supponiamo che A sia
invertibile e denotiamo con b;; i coefficienti di A™!; dimostriamo per induzione su j che b;; = 0
per ogni i > j e a;;b;; = 1. Sviluppando il prodotto A™'A = I, per j = 1 otteniamo

biiai; =1, birair = 0 per i > 1,

da cui segue a11; # 0 e bj; =0 per i > 1. Per i > j > 1 otteniamo

n j—1 n
E bihahj = E bihahj + bijajj + E bihahj = 5ij-
h=1 h=1 h=j+1

La sommatoria Zi;ll binan; si annulla per l'ipotesi induttiva poiché ¢ > j > h, mentre la
sommatoria ZZ=j+1 binan; si annulla perché A ¢ triangolare. Dunque b;ja;; = §;; da cui
segue a;; 7 0 e bj; = 0 per 7 > j.

Viceversa, supponiamo che a;; # 0 per ogni i e mostriamo che le righe di A sono linearmen-
te indipendenti, sapendo che tale condizione implica I'invertibilita della matrice. Consideriamo
una combinazione lineare non banale di vettori riga

C=MA +--+ XA,
e denotiamo con m il piu piccolo indice tale che A, # 0. Si ha
C=(0,...,0, \nGrmy %y - - 5 %)
e quindi C # 0. O
ESEMPIO 6.5.4. Se U € M, ,(K) & una matrice che commuta con tutte le matrici inverti-

bili n X n triangolari superiori, allora U € un multiplo scalare dell’identita. Per provarlo basta
ripetere lo stesso ragionamento dell’Esempio 6.2.12 usando le uguaglianze

(I+E”)U:U(I+EU), i<j,
ed il Lemma 6.5.3.

Le matrici triangolari formano un sottospazio vettoriale di M, ,,(K) di dimensione uguale
a n(n + 1)/2. Infatti ogni matrice triangolare possiede n coefficienti liberi sulla prima riga,
n — 1 sulla seconda riga ecc.; basta adesso ricordare che
n(n+1)

3 .

Similmente si osserva che la matrici strettamente triangolari formano un sottospazio di di-
mensione

ntm—1)+ - +2+1=

(n—1)+(n—2)+-~-+2+1:w.

6.5.2. Matrici simmetriche ed antisimmetriche.

DEFINIZIONE 6.5.5. Una matrice A si dice simmetrica se A = A7, si dice antisimme-
trica se A = —AT.

Notiamo che una matrice simmetrica o antisimmetrica ¢ necessariamente quadrata. Sic-
come una matrice quadrata ha la stessa diagonale principale della sua trasposta, ne segue che
se (a;j) € M, (K) & antisimmetrica allora a;; = —a;; per ogni ¢ = 1,...,n, ossia 2a;; = 0.
Questo implica che se K & un campo di numeri o piu in generale un campo in cui 2 # 0, allora
le matrici antisimmetriche sono nulle sulla diagonale principale. D’altra parte se 2 = 0, allora
1 = —1, ogni matrice antisimmetrica ¢ simmetrica, e viceversa.

DEFINIZIONE 6.5.6. Una matrice si dice alternante se ¢ antisimmetrica ed ha tutti i
coefficienti sulla diagonale nulli.

Come abbiamo osservato nei campi di caratteristica diversa da 2, ogni matrice antisim-
metrica € pure alternante.

LEMMA 6.5.7. L’insieme Sp(K) C M, ,(K) delle matrici simmetriche é un sottospazio
vettoriale di dimensione n(n + 1)/2. L’insieme A, (K) C M, ,(K) delle matrici alternanti é
un sottospazio vettoriale di dimensione n(n —1)/2.
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DIMOSTRAZIONE. Ogni matrice simmetrica ¢ univocamente determinata dai coefficienti
sulla diagonale e sopra di essa, esiste quindi un isomorfismo naturale tra le lo spazio vettoriale
delle matrici simmetriche e quello delle matrici triangolari. Similmente ogni matrice alternante
¢ univocamente determinata dai coefficienti sopra la diagonale ed esiste quindi un isomorfismo
naturale tra le lo spazio delle matrici alternanti e quello delle matrici strettamente triangolari.

a

EseEmMPIO 6.5.8. Sia K un campo di caratteristica diversa da 2, ossia un campo dove
141 # 0. Allora ogni matrice quadrata si scrive in modo unico come somma di una matrice
simmetrica e di una antisimmetrica.

Infatti, se A & una matrice quadrata possiamo scrivere

A+ AT A— AT

S+ E, dove S 5 7

ed & chiaro che S ¢ simmetrica ed E antisimmetrica. Viceversa se siha A = C+D con C = CT
e D = —DT allora
A+ AT C+D+C—-D

2 2

A-AT C+D-C+D

C, E=
’ 2 2

D.

6.5.3. Matrici Hermitiane.

Sul campo dei numeri complessi, per ogni matrice A possiamo considerare la matrice
coniugata A ottenuta prendendo il coniugio di tutti i coefficienti, ossia (a;;) = (@;;). Come
nel caso dei numeri complessi, il coniugio commuta con somme e prodotti di matrici:

A+B=A+B8, B=AB,

. —= =T
e commuta anche con la trasposizione: AT = A

DEFINIZIONE 6.5.9. Una matrice A = (a;;) € M, ,(C) si dice Hermitiana se AT = A,
ossia se aj; = @;; per ogni 4, j.

Notiamo che i coefficienti sulla diagonale di una matrice Hermitiana sono numeri reali e che
una matrice reale € Hermitiana se e solo se & simmetrica. Il prodotto di una matrice Hermitiana
per un numero reale ¢ ancora Hermitiana, mentre il prodotto di una matrice Hermitiana per
un numero complesso puo non essere Hermitiana e quindi 'insieme delle matrici Hermitiane
non € un sottospazio vettoriale complesso, ossia sul campo C.

Ogni matrice Hermitiana n X n & univocamente determinata da m numeri reali sulla
diagonale e da n(n — 1)/2 numeri complessi sopra la diagonale; considerando parte reale ed
immaginaria di tali numeri complessi possiamo dedurre che ogni matrice Hermitiana n x n ¢
univocamente determinata da n + n(n — 1) = n? numeri reali. Dato che somma di Hermitiane
¢ ancora Hermitiana se ne deduce che 1’insieme delle matrici Hermitiane n x n &€ uno

spazio vettoriale sul campo dei numeri reali R, di dimensione reale uguale a n?.

Per le matrici simmetriche, antisimmetriche ed Hermitiane possiamo migliorare il risultato
del Corollario 6.4.5. Per semplicita espositiva tratteremo solo il caso delle matrici simmetriche
ed antisimmetriche ma le stesse considerazioni valgono, mutatis mutandis, anche per le matrici
Hermitiane.

Diremo che una sottomatrice A di una matrice quadrata ¢ principale se la diagonale
di A & contenuta nella diagonale di B o, equivalentemente, se & ottenuta eliminando righe e
colonne con gli stessi indici.

TEOREMA 6.5.10. Sia A una matrice tale che AT = +A. Allora il rango di A ¢ uguale al
massimo intero v tale che A possiede una sottomatrice principale v X r invertibile.

DIMOSTRAZIONE. Sia A una matrice n x n e sia A\ = +1 tale che AT = AA; se A ¢
invertibile non c’¢ nulla da dimostrare. Per induzione su n basta quindi dimostrare che se A
non ¢ invertibile allora esiste un indice ¢ = 1, ..., n tale che togliendo la riga i e la colonna ¢ si
ottiene una matrice dello stesso rango. Siccome le colonne di A sono linearmente dipendenti
esiste un vettore non nullo

T

O#fz=|: tale che Az =0.

Ln
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Sia 7 un indice tale che x; # 0, allora la i-esima colonna di A & combinazione lineare delle
altre; se B € M,, ,—1(K) ¢ ottenuta da A togliendo la colonna 7 si ha dunque rg(B) = rg(A).
Inoltre 274 = 2T AT = A\(Az)T = 0 ed a maggior ragione 27 B = 0. Ma anche la i-esima
coordinata del vettore riga 27 & diversa da 0 e la relazione 27 B = 0 implica che la i-esima
riga di B ¢ combinazione lineare delle altre. Se C € M,,_1 ,—1(K) & ottenuta da B togliendo
la riga ¢ si ha dunque

rg(C) = rg(B) =rg(4) ,
e C ¢ una sottomatrice principale di A. a

Esercizi.
358. Siano

-1 1 10
() =)

matrici dello spazio vettoriale Sz(R) delle matrici simmetriche di ordine 2. Verificare che sono
linearmente indipendenti e completarle ad una base di S3(R).

359. Provare che il prodotto di due matrici triangolari superiori € ancora triangolare
superiore.

360. Per ogni z € C — {0} si consideri la matrice

1 loglz
1) = (p 8P e amamy
0 1
e si verifichi che L(zw) = L(z)L(w) per ogni coppia di numeri complessi non nulli z, w.
361. Mostrare con un esempio che il prodotto di matrici simmetriche non ¢ simmetrico
in generale.

362. Siano A, B due matrici simmetriche. Mostrare che le potenze A™, n > 0, sono
simmetriche e che vale AB = BA se e solo se AB & simmetrica.

363. Determinare tutte le matrici strettamente triangolari A tali che (I + A)? = I. Si
consiglia di fare i casi 2 x 2 e 3 x 3 prima di passare al caso generale.

364. Siano A, B € M, ,(K) con A simmetrica e B alternante. Dimostrare che la matrice
prodotto AB ha traccia nulla.

365. Mostrare che la parte reale di una matrice Hermitiana ¢ simmetrica, mentre la parte
immaginaria € antisimmetrica.

366. Dimostrare che per ogni A € M, ,,(K) la matrice AAT & simmetrica.
367. Dimostrare che se A, B € M,, ,(K) e A ¢ simmetrica, allora BABT & simmetrica.

368. Dimostrare che se A € M,, ,,(C) & invertibile, allora anche la complessa coniugata A
¢ invertibile e vale A~ ' = A1,

369. Dimostrare che per A € M, ,(R) vale A AT = 0 se e solo se A = 0. Dedurre che se
A € M, ,,(R) ¢ simmetrica o antisimmetrica e A* = 0 per qualche s > 0, allora A = 0.

. . . —T L.
370. Dimostrare che per ogni A € M, ,,(C) la matrice AA" ¢ Hermitiana.
371. Dimostrare che non esistono matrici antisimmetriche 3 x 3 invertibili.

372. Sia n un intero positivo fissato. Per ogni intero 0 < k < n indichiamo con T} il
sottospazio vettoriale di M, ,(K) formato dalle matrici (a;;) tali che a;; = 0se j —i < k.
Ad esempio T e lo spazio delle matrici triangolari superiori e 77 € lo spazio delle matrici
strettamente triangolari superiori. Dimostrare:

(1) se Ae T, e B €T, allora AB € T 4y;

(2) sea >0e A€ T,, allora esiste B € T, tale che (I + B)?> = I + A (suggerimento:
mostrare per induzione che per ogni k > 0 esiste una matrice By € T, tale che
(I+Bp)?—1—AcT,y).

373. Enunciare e dimostrare ’analogo del Teorema 6.5.10 per le matrici Hermitiane.
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6.6. Complementi: attenti a chi si incontra in rete

Internet € una grande risorsa per chi studia matematica dove pero e facile imbattersi in
sedicenti esperti che alla prova dei fatti si rivelano palloni gonfiati. Un esempio di tronfiaggine
matematica e illustrato del seguente dialogo riguardante I’Esempio 6.2.12 e trovato in un blog
nel gennaio 2011. Per ovvi motivi, i nomi delle persone sono stati cambiati con nomi mitologici
e riportati tutti al genere maschile.?

Efesto: Sia U una matrice che commuta con tutte le matrici. Dimostrare che U & un
multiplo scalare dell’identita.

Dioniso: Questo ¢ il Lemma di Schur: nella forma piti semplice si pud enunciare cosi:
sia G un gruppo qualsiasi ed R una sua rappresentazione irriducibile, operante su uno
spazio vettoriale V definito sul campo complesso, cio¢ G gruppo; R: G — GL(V); se
T & un operatore lineare di V in sé T: V' — V tale che TR(g) = R(g)T qualunque sia
g € G allora deve essere T = hl con h = lambda ciog, in breve, ogni operatore che
commuta con tutte le matrici di una rappresentazione irriducibile, & necessariamente un
multiplo dell’identita. dim: Sia v un autovettore di T con autovalore h (lambda) e sia Vj,
il sottospazio degli autovettori di T' con autovalore h. Dunque V}, € diverso dal singleton
di 0; preso un qualsiasi w appartenente a Vj,, si ha T(R(g)w) = R(9)Tw = h(R(g)w)
dunque anche R(g)w appartiene a V},, qualunque sia g appartenente al gruppo G ma
questo significa che V3 & un sottospazio invariante di R. Poiché, d’altronde R & irridu-
cibile, ne segue che V} deve coincidere con 'intero spazio base della rappresentazione,
cioe (T' — hI) = 0 su tutto lo spazio, cioe T' = hl. c.v.d.

Efesto: Mi sono perso un po’, poiché ci sono cose che non ho ancora fatto a lezione. Penso
ci sia un modo diverso per cui sono richieste meno conoscenze avanzate per dimostrare
questo quesito (insomma, & per Algebra Lineare, Algebra I ancora dobbiamo iniziarla).
Non saprei. Comunque posso chiederti se sei laureato in matematica o qualcosa di simile?
Dioniso: Beh! Questo & un argomento di algebra superiore, che si utilizza essenzialmen-
te in fisica quantistica. Non so se pud essere semplificato, in quanto una matrice che
commuti con tutte le altre matrici, non puo essere una matrice generica, ma deve avere
determinate proprieta: deve essere una matrice hermitiana irriducibile (diagonale con
elementi sulla diagonale corrispondenti ad autovalori distinti ecc.). Si, sono laureato in
matematica. Ciao e in bocca al lupo per gli studi!

Apollo: ...confesso di aver sempre provato un rifiuto per ’algebra lineare, superiore ecc...
sul tuo ragionamento Dioniso mi son proprio perso, sono argomenti che ho abbandonato
quasi subito dopo aver fatto l’esame di Algebra senza poi mai piu ritornarci ...avrei
bisogno di ben piu di una “spolverata”...

Dioniso: Pensa che ¢ proprio I'esame di Algebra a differenziare un matematico da un
ingenere, infatti quando mi iscrissi alla facolta di Matematica, provenendo dalla facolta
di Ingeneria elettronica (sono per meta un ingenere), i colleghi matematici mi dicevano
che io non conoscevo la matematica perché non avevo fatto I’esame di Algebra, io al
momento non compresi questa affermazione, ma quando poi feci I’esame di algebra, capii,
cosa volevano intendere: & vero, I’esame di Algebra ti crea un forma mentis matematica
unica, con una logica affascinante ma estremamente rigida e difficile: senza quell’esame,
non puoi definirti un matematico: i colleghi matematici avevano ragione!!!

Apollo: ...sono d’accordo Dioniso, pensa che Algebra ¢ stato il mio primo esame...ma
sard che avevo una professoressa che non ce la faceva digerire in alcun modo, ’ho
abbandonata da subito...

Ermete: Si pud facilmente verificare: Consideriamo 2 matrici A e B (3 x 3) cosi fatte:
1 0 0 1 1 1 a b c
A=1[0 2 0, B=(0 0 0], U=(d e f
0 0 3 0 0 0 g h i

Dalla relazione AU = UA si ottiene che U deve essere diagonale. Dalla relazione:
BU = UB si ottiene a = e = i. La matrice U deve essere quindi multiplo dell’identita.
Dioniso: Grazie! Hai preso una matrice A triangolare con gli elementi a;; = 0 per ¢
diverso da j; poi hai preso una matrice B che in pratica € un vettore riga. Cioe sono due
particolari matrici. Devi generalizzare. Cmq sei arrivato alla conclusione che la matrice
U che commuta tutte le altre matrici deve essere diagonale: perd questa € un’ipotesi
che & inclusa nel tipo di matrice da considerare, per questo ho detto che questo & un
quesito di algebra superiore, infatti bisogna conoscere gli spazi vettoriali, le basi, gli
autovalori, autovettori, matrici hermitiane, operatori irriducibili, nucleo (ker) di uno
spazio vettoriale, polinomio caratteristico (con gli autovalori) etc.
Efesto: Pero ripeto, il nostro professore ce ’ha dato per le vacanze, e noi non sappiamo
cosa siano operatori irriducibili e matrici hermitiane.

1Con la lodevole eccezione degli interventi di Ermete, si tratta di un dialogo dai contenuti estremamente
strampalati /o incorretti: suggeriamo al lettore di non dare credito matematico a quanto riportato, soprattutto
da Dioniso.
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Ermete: Dioniso, sono arrivato alla conclusione che U deve essere multiplo dell’identita
e non solo diagonale.

Dioniso: Si, ho visto! Ma partendo da particolari matrici. Cmq € un argomento troppo
specialistico, per darlo come semplice esercizio di allenamento vacanziero!!! Ma chi &
il prof, o la prof di Geometria? perché penso che stai facendo geometria e quindi stai
studiando la prima parte della geometria, che & algebra lineare, e non “Algebra” che &
un mondo molto pitt complesso (quel lineare semplifica tutto, rispetto all’Algebra dura
e cruda, oserei dire).

Efesto: Il corso si chiama Algebra Lineare, Geometria la faccio al secondo anno. Il
professore ¢ Marco Manetti della Sapienza.

Dioniso: Ok. Quindi stai studiando Algebra lineare. Pertanto al massimo puoi cono-
scere gli autovalori e gli autovettori associati ad una matrice, la determinazione del-
la base di uno spazio vettoriale, I'uso della matrice nella risoluzione di un sistema di
equazioni, qualche operatore topologico e qualche struttura topologica (ma quelle piu
semplici); questo della matrice che commuta le altre, richiede conoscenze superiori. Non
so perché alcuni prof strapazzino determinati argomenti rendendoli tanto semplici, dato

che semplici non lo sono.

Esercizi.

374. Completare con tutti i dettagli la giusta dimostrazione di Ermete nel caso delle
matrici 3 x 3 e generalizzarla al caso n x n considerando le matrici

1 0 --- 0 1 1 --- 1

o 2 ... 0 O o0 --- 0
A= , B=

o o0 --- n O o0 --- 0

375 (V). Quale grande matematico inglese ha detto: “Only the mediocre are supremely
confident of their ability.”

376. A differenza del dialogo tra gli eroi mitologici che & del tutto reale, il seguente dialogo
¢ di fantasia ma riporta in maniera fedele la struttura (o fallacia) logica di un sofisma utilizzato
da due personaggi politici X e Y in un talk show televisivo nel novembre 2018 (povera Italia
[nda)).

X: Non vorra adesso raccontarmi la solita balla che se raddoppiamo le righe della
matrice B allora la matrice AB raddoppia.

Y: Adesso le spiego: se moltiplichiamo B a destra per il doppio della matrice identita,
per la proprieta associativa lo stesso accade alla matrice AB.

X: Questo lo dice Lei! Sta scritto chiaramente in questo libro che AB ¢ il prodotto
righe per colonne. Non serve una laurea in Matematica per capire che dipende dalle
righe di A e dalle colonne di B. Basta bugie!, la smetta di dire che AB dipende dalle
righe di B.






CAPITOLO 7

Riduzione a scala ed applicazioni

Qual & il metodo piu rapido per calcolare il rango di una matrice? E per calcolare 'inversa
di una matrice invertibile?

La risposta & quasi ovvia: dotarsi di computer ed installare uno dei tanti software dispo-
nibili ed in grado di rispondere alle precedenti domande (e non solo).

Tuttavia, pure il software ha bisogno di progettazione, e quindi & opportuno che gli spe-
cialisti della conoscenza siano in grado di portare avanti tali compiti anche se dotati solamente
di un bastoncino ed una grande battigia sabbiosa.

L’applicazione organizzata e metodica del metodo di Gauss, brevemente accennato nella
Sezione 1.4 come strumento per risolvere i sistemi lineari, fornisce un sistema concettualmente
semplice e abbastanza rapido per il calcolo di ranghi, di matrici inverse ed altre quantita che
scopriremo nel corso del capitolo.!

7.1. L’algoritmo di divisione

L’algoritmo di divisione Euclidea tra interi si estende alla divisione tra polinomi a coeffi-
cienti in un campo.

TEOREMA 7.1.1 (Divisione Euclidea tra polinomi). Siano p(x), q(x) polinomi a coefficienti
in un campo K, con q(x) # 0. Allora esistono, e sono unici, due polinomi h(x),r(z) € Klz]
tali che

p(x) = hz)q(z) +r(z),  deg(r(z)) < deg(q(x)).

Il polinomio r(x) viene chiamato il resto della divisione.

Notiamo che, essendo per convenzione il grado del polinomio nullo uguale a —oo, il
precedente teorema & vero anche se r(z) = 0, ossia se ¢(z) divide p(x).

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo prima 'unicita: se si ha

p(x) = h(x)q(z) + r(z) = k(z)g(x) + s(x)

deg(r(z)) < deg(q(x)), deg(s(z)) < deg(g(x)),
allora si ha r(x) — s(x) = (k(x) — h(x))q(z) e siccome il grado di r(z) — s(z) & strettamente
minore del grado di ¢(z) deve necessariamente essere r(z) — s(x) = k(z) — h(z) = 0.
Per I’esistenza daremo una dimostrazione algoritmica che illustra un metodo di calcolo di
h(z) e r(x) ed anticipa il procedimento di riduzione a scala in un caso particolare. Siano n, m
i gradi di p(x) be ¢(x) rispettivamente; per ipotesi m > 0 e si pud scrivere

q(x) = box™ + b1z 4+ by, con by #0.
Se se n < m basta prendere h(z) =0 e r(x) = p(z). Se invece n > m e
p(x) = apz™ + arz" Ay, con ag # 0;

possiamo considerare il primo resto parziale

a a
Tl(.’L') = p(l') - fol‘"_mq(x) = <a1 — b00b1> q;n_l + e

INaturalmente esistono metodi piu sofisticati dal punto di vista teorico ma piu efficienti dal punto di vista
computazionale: di tali metodi si occupa quella branca della matematica detta Algebra Lineare Numerica.

149
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che ha la proprieta di avere grado strettamente minore di n. Se deg(r1(z)) < m abbiamo
finito, altrimenti si ripete la costruzione con r () al posto di p(x) e si ottiene il secondo resto
parziale

r(z) =cox" + " -, g #0,
c ¢
ro(z) =1 (x) — 2" "g(x) = (1 — by J 2" 4
bo bo
Si prosegue calcolando i resti parziali r1(z),r2(z),... fino a quando si ottiene un polinomio
ri(z) di grado strettamente minore di m.
a
Riepilogando, abbiamo trovato una successione finita di monomi hq (z) = b—;)x”’m, ey hi(2)
ed una successione finita di polinomi ry(x),...,r,(x) tali che deg(ri(z)) <m e

p(x) = hi(x)q(z) +ri(x), 711(2) = ha(z)q(z) +r2(2), r2(x) = hs(z)q(z) + r3(z),. .. .
Da cio ne consegue 'uguaglianza
p(z) = (ha(@) + - + hi(2))q(z) + ri(z)
e quindi l'esistenza della divisione euclidea. O
Ad esempio per p(x) = 2® + 23 + 22 —17x + 3 e q(v) = 22 + 5 si ha h(z) = 23 — 4z + 1
e r(x) = 3z — 2. L’esecuzione pratica (manuale) della divisione si puo organizzare nel modo

seguente:
P+ + 2 —1Te+3: 2245,

dividendo p(ﬂ?): x® +23 42?2 17z +3 22 +5 = q(m) divisore
2q(r)= 25 +523 22 —4x+1 = h(x) quoziente
1° resto parziale —4z% 422 1Tz +3
—dzq(x) = —42° —20z
2° resto parziale 22 +3x +3
1q(z) = x? +5
resto r(x) = +3x -2

Pt 1T+ 3= (2% — 4z + 1)(2® +5) + 3z —2).

Come prima applicazione della divisione Euclidea tra polinomi proviamo il risultato
analogo al Lemma 2.4.2.

COROLLARIO 7.1.2. Siano h(x),p(x),q(x) polinomi. Se h(zx) divide il prodotto p(x)q(x)
allora esistono due polinomi hy(x), he(x) tali che: h(x) = hi(x)he(x), hi(x) divide p(x) e
he(x) divide g(x).

DIMOSTRAZIONE. Innanzitutto osserviamo che il risultato & banalmente vero se p(z)q(z) =
0; infatti, se per fissare le idee p(z) = 0, basta prendere hy(z) = h(z) e ho(x) = 1. Similmente
il risultato & banalmente vero se h(z) ha grado 0.

Ragioniamo per induzione sulla somma dei gradi d = deg(h(x)) + deg(p(z)) + deg(q(x)),
osservando che se d = —oo allora necessariamente p(x)q(x) = 0, e che se d = 0 allora
h(z),p(x), g(x) sono costanti non nulle.

Supponiamo quindi d > 0 ed il risultato vero qualora la somma dei gradi sia < d.
Consideriamo separatamente i due casi d > 3deg(h(x)) e d < 3deg(h(z)).

Se d > 3deg(h(x)) allora deg(p(x)) > deg(h(x)) oppure deg(q(z)) > deg(h(x)); i due sot-
tocasi sono perfettamente speculari e per simmetria basta analizzare il primo. Per la divisione
Euclidea possiamo trovare un polinomio r(x) tale che deg(p(z) —h(z)r(z)) < deg(h(x)); sicco-
me h(z) divide il prodotto (p(z)—h(x)r(z))q(x) per ipotesi induttiva si ha h(z) = hi(z)ha(z),
con hi(z) che divide p(x) — h(x)r(z) e ha(x) che divide ¢(z). Siccome hq(z) divide anche
h(x)r(z), se segue che hy(x) divide p(z).

Se d < 3deg(h(z)) allora il polinomio k(z) = p(z)g(x)/h(x) ha grado minore del grado
di h(z) e divide il prodotto p(x)q(z). Per lipotesi induttiva si ha k(z) = ki(z)ke(x), con
k1 (z) che divide p(z) e ko(x) che divide g(x). Ma allora basta prendere hi(z) = p(z)/k1(z) e
ha(x) = q(x)/k2(z). O
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Una dimostrazione alternativa del Corollario 7.1.2 che utilizza le proprieta del massimo
comune divisore sara proposta nel Lemma 14.2.1.

Regola di Ruffini. Quando il divisore g(x) ¢ del tipo = — b la divisione diventa partico-
larmente semplice, infatti se p(x) = agz™ + - - - + a,, e indichiamo h(x) = coz™ 1+ -+ + ¢4
e r(z) = ¢, si hanno le uguaglianze

co=ag, a;=c;—bci_1 peri>0
da cui segue che i coefficienti ¢; possono essere calcolati in maniera ricorsiva (regola di Ruffini)
co =ap, c1=ay+bcy, c2=az+bec,

Ad esempio per p(x) = 21 —223-322—70z+3 e ¢(x) = z—5si ha h(z) = 23+322+122—10

e r(zr) = —47. L’esecuzione pratica (manuale) della divisione si pud organizzare nel modo
seguente:
primo passo ricorsivo 1 -2 -3 -70|3 co=ag =1, °
5 X5
N | :
[ ] [}
secondo passo ricorsivo 1 -2 -3 -70(3 cp=a1+59=—-24+5=23,
5 5
REE |
terzo passo 1 -2 -3 -70]3 co =ag+5c; = -3+ 15 =12,
5 5 15
1 3 12 |
quarto passo 1 -2 -3 -7013 c3 = asg + Heg = —70 + 60 = —10,
5 5 15 60
|1 3 12 -10|
quinto passo 1 -2 -3 -70| 3 r(z) = cq4 = ag + 5ez = 3 — 50 = —47.
5 5 15 60 | -50
|1 3 12 -10|-47

TEOREMA 7.1.3 (Teorema di Ruffini). Siano p(z) € K[z] e a € K. Allora il resto della
divisione di p(x) per x — « é uguale a p(a); in particolare x — a divide p(x) se e solo se « &
una radice di p(x).

DIMOSTRAZIONE. Per il teorema di divisione si ha p(z) = h(z)(x — ) + r(x); il resto
r(z) ha grado minore di 1 e quindi deve essere del tipo r(z) = ¢, con ¢ € K. Calcolando le
corrispondenti funzioni polinomiali in « si ha

pla) = h(a)(a—a)+c=c
e quindi r(x) = ¢ = 0 se e solo se p(a) = 0. O

11 fatto che possiamo definire le radici di un polinomio p(z) come gli elementi a € K tali
che x — a divide p(x) ci permette di introdurre facilmente il concetto di molteplicita di una
radice.

DEFINIZIONE 7.1.4. Siano p(z) € K[z] polinomio non nullo ¢ ¢ € K. Chiameremo mol-
teplicita di a come radice di p(z) il massimo intero v > 0 tale che (z — a)” divide p(x).

In particolare, v = 0 se e solo se p(a) # 0 e v > 0 se e solo se a ¢ una radice di p(x).
Chiameremo a radice semplice di p(z) se v = 1, radice multipla se v > 1.

Siccome p(x) # 0 la molteplicita v di ogni radice & ben definita ed & minore od uguale al
grado di p(x), infatti (x — a)¥ pud dividere p(z) # 0 solo se v < deg(p(x)). Per definizione, se
a ¢ una radice di p(x) di molteplicita v allora esiste ¢(z) € K[z] tale che p(z) = (z — a)"q(z);
per il teorema di Ruffini ¢(a) # 0, altrimenti ¢(z) = (z — a)r(x) per qualche r(x) € K[z] e
p(x) = (x — a)"Tr(x), in contraddizione con la definizione di molteplicita. In altri termini,
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lelemento a € K & una radice di molteplicita v del polinomio non nullo p(x) se e solo se si
puo scrivere p(xz) = (x — a)?q(x), con g(a) # 0.

LEMMA 7.1.5. Siano a € K e py(x),p2(z) € K[z]. Allora la molteplicita di a come radice
del prodotto p1(x)p2(x) € uguale alla somma delle molteplicita di a come radice dei polinoms
p1(x) e pa(x).

DIMOSTRAZIONE. Siano v1, v le molteplicita di a come come radice dei polinomi p;(x) e
p2(x), allora si puo scrivere py () = (x — a)"* q1(x), p2(x) = (x — a)*2¢q2(x) e dunque

pi(2)p2(2) = (z — )" 2 qu(x)g2(2),  qi(a)gz(a) # 0.
O

Nel prossimo corollario utilizzeremo il simbolo di produttoria [], che sta al prodotto come
il simbolo di sommatoria sta alla somma.

COROLLARIO 7.1.6. Siano p(z) € K[z] un polinomio non nullo, ay,...,a, € K elementi
distinti e B1,. .., By, interi positivi. Allora il polinomio
n
H((E — ai)ﬁi = (x— al)B1 (x — ag)’g2 (= an)B”
i=1

divide p(x) se e solo se per ogni i il numero 3; é minore od uguale alla molteplicita di a; come
radice di p(x). In particolare

n

H(xfai) =(x—a)(z—az) - (x—ay)

i=1
divide p(x) se e solo se p(a;) = 0 per ogni i.

DIMOSTRAZIONE. Denotiamo con v; la molteplicita di a; come radice di p(z). Se [];; (x—
a;)? divide p(z), a maggior ragione (x — a;)? divide p(x) e quindi 8; < v; per definizione di
molteplicita.

Viceversa, supponiamo [3; < nu; per ogni i e dimostriamo per induzione su k =1,...,n
che Hle(ar — a;)% divide p(z). Per k = 1 basta applicare la definizione di molteplicité.
Assumiamo quindi che per qualche k > 1 si abbia

k—1
p(x) =q(@) [T ] (@ —an)®.
i=1
Siccome ay # a; per ogni i < k si ha Hf;ll(ak — ai)ﬂi # 0, quindi a; ha molteplicita 0 come
radice di H]-:ll (r — a;)P% e per il Lemma 7.1.5 la molteplicita di a; come radice di g(x) & v.

K2
Siccome S < v si pud dunque scrivere g(x) = r(x)(x — ak)f e quindi

k
pl) =r(@) [T —an™.
i=1
|

Il prossimo corollario del teorema di Ruffini &€ un caso particolare del teorema di fattoriz-
zazione unica dei polinomi (Teorema 14.2.2).

COROLLARIO 7.1.7. Sia p(t) € K[t] un polinomio monico di grado k che divide un prodotto
(t— A1) (t — An) di polinomi di primo grado. Allora k < n ed esistono k indici 1 < i; <
Io < -+ < i <n tali che

p(t> = (t - )\il) T (t - )‘lk)
DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi esiste un polinomio h(t) tale che
pA(t) = (t = A1)~ (t = An),
e quindi £ = n — deg(h(t)) < n. Dimostriamo il corollario per induzione su n, essendo il caso

n = 1 del tutto evidente. Se n > 1, siccome p(A,)h(\,) = 0 si ha p(\,) = 0 oppure h(A\,) = 0.
In entrambi i casi applichiamo il teorema di Ruffini: nel primo caso p(t) = q(t)(t— A,,) e quindi

Q(t)(t - )‘n)h(t) =(t- )‘1) e (t— >‘n)7
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da cui segue

q()h(t) = (t = A1) -+ (t = Ap—),
e per 'ipotesi induttiva si ha

p(t) =qt)(t—An) = (E = Xip) - (t = Xy ) (= ).
Nel secondo caso h(t) = r(t)(t — A\,) e quindi
pO)r()(t —An) = (t = A1)+ (T = An),

da cui segue

p)r(t) = (t = A1)+ (t = A1),
e per 'ipotesi induttiva

p(t) = (t =) = (t = Xi) - (= Xip)-

Esercizi.

377. Calcolare quoziente e resto delle seguenti divisioni tra polinomi a coefficienti razio-
nali:
(1) 228 + 28—z +1:2% — 2%+ 3,
(2) 325 —22% : 2% + 1,
(3) 2° — bz :x — 2.
378. Siano a,b € K radici distinte di un polinomio p(z) € Klz] di grado n > 2; per il
Teorema di Ruffini si ha dunque
p(@) = (z —a)u(z) = (z = bv(z),  u(z),v(zr) € Klz].
Provare che il polinomio ¢(z) = u(z) — v(x) ha grado n — 2 e che ogni radice di g(x) ¢ anche
radice di p(z).
379. Trovare tutti i numeri primi p tali che 23 + 22 + = + 1 & divisible per 22 + 3z + 2
come polinomio a coeflicienti nel campo finito Fp,.

380. Sia h(z) un polinomio di grado d > 0. Usare induzione su d ed il Corollario 7.1.2 per
provare che il numero di polinomi monici distinti che dividono h(x) & al piu 2.

7.2. Matrici a scala

Una classe di matrici coinvolte nel procedimento di riduzione di Gauss, e meritevoli di
essere palesate, € quella delle matrici a scala.

DEFINIZIONE 7.2.1. Una matrice n X m si dice a scala se soddisfa la seguente proprieta:
per ogni 0 < i <n e 0 < j < m, sela riga i-esima ha i primi j coefficienti nulli, allora la
riga i + l-esima ha @ primi j + 1 coefficienti nulli.

Detto in linguaggio meno rigoroso, una matrice ¢ a scala quando soddisfa le seguenti due
condizioni:

e le righe nulle sono raggruppate in fondo alla matrice;
e in due righe consecutive e non nulle, il primo coefficiente non nullo della riga superiore
viene strettamente prima del primo coefficiente non nullo della riga inferiore.

Dal punto di vista grafico una matrice a scala & una matrice del tipo

(7.1)

dove i p; sono numeri diversi da 0 e sono detti i perni (o pivot) della matrice, mentre gli
asterischi * possono assumere qualsiasi valore. In riferimento alla Figura (7.1), la linea continua
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a forma di scalinata ha tutti i gradini di altezza 1, mentre la larghezza di uno scalino puo
assumere qualunque valore positivo.

Notiamo che una matrice a scala possiede esattamente un perno per ogni riga diversa da
0 e che ogni colonna possiede al pitt un perno.

ESEMPIO 7.2.2. Ecco due matrici a scala:
1

2 3 4 0|4 2 3 9
0[5 0 2
, 0O 0 0|7 0 |,
0 0 0]6 0 00 0|8
0 00O
la prima con i tre perni 1,5, 6, e la seconda con i tre perni 4,7, 8.

EseEmMPIO 7.2.3. Le matrici

1 2 3 4 1 0 3 4
0 5 6 7 05 0 O
A= 0 0 8 9|’ B= 0 0 -8 9|’
0 0 0 10 00 0 O
sono a scala, mentre le matrici
2 2 6 8 0 2 0 O
0 10 6 7 0 0 6 7
A+B=19 0 o 18]° 47800 16 o]
0 0 0 10 0 0 0 10

non sono a scala. Dunque le matrici a scala non formano un sottospazio vettoriale.

Ogni matrice quadrata a scala & anche triangolare, mentre I’Esempio 7.2.3 mostra che il
viceversa ¢ generalmente falso.

LEMMA 7.2.4. Il rango di una matrice a scala € uguale al numero di righe diverse da
0. Equivalentemente, il rango di una matrice a scala é uguale al numero di perni. Inoltre, le
colonne contenenti i perni sono linearmente indipendenti.

DIMOSTRAZIONE. Siano r il rango ed s il numero di righe diverse da 0 di una matrice a
scala A; chiaramente r < s. Sia B la sottomatrice s X s che contiene tutti i perni di A4; la
matrice B ¢ triangolare con elementi sulla diagonale diversi da 0 ed & quindi invertibile, da
cui segue r > s per il Corollario 6.4.5. g

LEMMA 7.2.5. Siano A € My, ,(K) una matrice a scala € ey, ..., en la base canonica di
K™. Allora la i-esima colonna di A contiene un perno se e solo se

Ker(L4) N Span(ey,...,e;—1) = Ker(L4) N Span(ey, ..., e;).

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con A(i) la sottomatrice formata dalle prime ¢ colonne di
A; ogni A(7) ¢ a scala e la i-esima colonna contiene un perno se e solo se A(7) contiene una
riga non nulla in pil rispetto a A(i — 1). Per il Lemma 7.2.4 cid equivale a dire che il rango
di A(7) ¢ uguale al rango di A(i — 1) piu 1, e per il teorema del rango 5.3.4 tale condizione
equivale al fatto che le applicazioni lineari

Lagy: Span(e,...,e;) — K", Lgi—1): Span(eq,...,e;—1) = K,

hanno nuclei della stessa dimensione. Basta adesso osservare che per ogni ¢ si ha
Ker(L 4(;)) = Ker(La) N Span(ey, ..., e;),
Ker(L4) N Span(ey,...,e;—1) € Ker(L4) N Span(ey, ..., e;).

Supponiamo di avere un sistema lineare omogeneo di n equazioni in m incognite:

1171 + a2 + -+ + A1 Ty =0
(7.2)

n1T1 + ap2Ta + - + QT = 0
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Possiamo associare ad esso la matrice dei coefficienti

ai1r - Qim

A=+ . | eMy,(K)

)

(2275 R Anm
e riscrivere il sistema (7.2) nella forma compatta
Ax =0, reK™.

Dunque, l'insieme delle soluzioni del sistema (7.2) coincide con il nucleo dell’applicazione
lineare L4: K™ — K" e di conseguenza formano un sottospazio vettoriale di dimensione
uguale a m —rg(A).

Supponiamo adesso di conoscere, per qualsivoglia ragione, un insieme massimale di colonne
linearmente indipendenti, e quindi anche il rango, della matrice A € M, ,(K). Con tale
informazione a disposizione possiamo calcolare facilmente una base di Ker Ly = {z | Az =

0}. Siano infatti A%,... A% dove r & il rango, colonne linearmente indipendenti e siano
A% Adm—r le colonne rimanenti. Se V = L4(K™) c K" ¢ I'immagine dell’applicazione
lineare L 4, allora A%, ..., A* sono una base di V e quindi per ogni y € K™ " vi & un unico

vettore x € K" tale che
(A", A = — (AN Ay

ed e evidente che in questo modo, al variare di y, troviamo un isomorfismo lineare tra K™~
e l'insieme delle soluzioni del sistema. Se facciamo variare y tra i vettori della base canonica
di K™~" troviamo una base dello spazio delle soluzioni. Vediamo alcuni esempi numerici:

EseEmpIO 7.2.6. Calcoliamo una base dello spazio K delle soluzioni del sistema lineare

r+2y—z+w=20

y+z—w=0 .
z+w=0
La matrice dei coefficienti
1 2 -1 1
A=|0 1 1 -1
0 0 1 1

€ a scala con i perni nelle colonne 1,2 e 3, che quindi sono linearmente indipendenti. Dunque il
sistema si risolve indicando w (colonna 4) come variabile indipendente e x,y, z come variabili
dipendenti:

T+2y—z=—-w
y+z=w

z=—w
che con il classico metodo di sostituzione diventa
r=—bw, y=2w, z=-w,

ossia
K = {(—6w, 2w, —w,w)" | w € K},

e ponendo w = 1 troviamo che il vettore colonna (—6,2,—1,1)7 & una base di K.

Esercizi.

381. Sia V' C Mj35(K) il pilt piccolo sottospazio vettoriale contenente tutte la matrici a
scala. Calcolare la dimensione di V.

382. Sia V' C M5 6(K) il piu piccolo sottospazio vettoriale contenente tutte la matrici a
scala di rango 3. Calcolare la dimensione di V.
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383. Per ogni 0 < j < h, indichiamo con V; C K" il sottospazio generato dai primi j vettori
della base canonica. Ad ogni applicazione lineare f: K™ — K™ associamo una successione di
interi non negativi

a(f); =min{j [ f(Vi)) CV;},  i=0,...,m.
Chiaramente 0 = a(f)o < a(f)1 < - < a(f)m <n
scala se e solo se per ogni 7 > 0 si ha

a(La)it1 <a(La); + 1.

Dedurre che il prodotto di due matrici a scala & ancora una matrice a scala.

. Sia A una matrice, provare che A ¢ a

384. Siano po(z),...,pn(z) € K[z] polinomi tali che
degpo(r) =0,  degpi(r) < degpiyi(z) < degpi(x) + 1.

. _ . . ) _ m . ] .. . . R
Sia m = deg p, () e scriviamo p;(z) = 777 a;;a7 per ogni i. Dire se la matrice (a;5) ¢ a scala
e, in caso di risposta affermativa, calcolarne il rango.

7.3. Operazioni sulle righe e riduzione a scala
Riprendiamo in maniera piu precisa e rigorosa le osservazioni fatte nella Sezione 1.4.

DEFINIZIONE 7.3.1. Le operazioni elementari sulle righe di una matrice sono:
(1) permutare le righe, ossia scambiarle di posto;
(2) moltiplicare una riga per uno scalare invertibile;
(3) sommare ad una riga un multiplo scalare di un’altra riga.

Una operazione sulle righe ¢ una composizione finita di operazioni elementari sulle righe.

Adotteremo la seguente notazione per indicare le operazioni elementari sulle righe:
(1) R; <+ R; scambiare di posto le righe i e j;
(2) aR; moltiplicare la riga ¢ per uno scalare invertibile a;
(3) R; + aR; sommare alla riga 4 la riga j moltiplicata per a, (i # j).
E utile osservare che tutte le operazioni elementari sulle righe sono reversibili; 'inversa di
R; <+ R; ¢ R; <+ Ry; inversa di aR; ¢ a~'R;; l'inversa di R; + alRj ¢ R; — aR;.

EseMmP1o 7.3.2. Una successione di tre operazioni elementari sulle righe:

0 1\ Ri©oR, (2 2\ Ri—2R, (2 0\ 3R1 (1 O
2 2 0 1 0 1 0 1)’

e la sua successione inversa:

0 1\ RoeR: (2 2\ Ri4+2R, (2 0\ 2r, (1 O
2 2 0 1 0 1 0 1/°

La reversibilita delle operazioni elementari implica che se B si ottiene da A tramite alcune
operazioni elementari sulle righe allora, prendendo il percorso inverso, anche A si ottiene da
B tramite operazioni elementari sulle righe; diremo in tal caso che A e B sono equivalenti
per righe. Lo stesso ragionamento implica che se A e B sono equivalenti per righe e se B e
C sono equivalenti per righe, allora anche A e C sono equivalenti per righe.

LEMMA 7.3.3. Siano A, B € My, n(K) due matrici equivalenti per righe, ossia ottenute
luna dall’altra mediante una successione finita di operazioni elementari sulle righe. Allora
Ker(Ly) = Ker(Lpg); in particolare A e B hanno lo stesso rango.

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che le operazioni elementari sulle righe di una matrice
A lasciano invariate le soluzioni di un sistema lineare omogeneo Ax = 0. |

EsEmPIO 7.3.4. Ecco un esempio di operazione sulle righe formata dalla composizione di
sette operazioni elementari:

01 2 3 1
1 2 3 of £=2fy ()
111 1 1

— = N

3 0
2 3 le prime due righe sono scambiate,
1 1
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1 2 30 1 2 3 0
01 2 3| Zfulo 1 2 3 alla terza riga viene sottratta la prima,
1 1 1 1 0 -1 -2 1

1 2 3 0 12 30 . .

0 1 9 3| BetBe [ 1 o 3 alla terza riga viene sommata

0 -1 -2 1 000 4 la seconda.

Con le prime tre operazioni elementari abbiamo ottenuto una matrice a scala; con le ultime
quattro (descritte a coppie) aumentiamo il numero dei coefficienti uguali a zero:

L 23 0N G orare (10 =1 76\ Liga 1 meno il doppio della 2,
o1 23f——— (01 2 3 riga 3 moltiplicata per 1/4

000 4 00 0 1 & P P 7

L0 =1 =6 msm [0 70 O\ ighe 1 e 2 pit multipli
01 2 3| —/—=2=22%1001 2 0 della terza

00 0 1 00 0 1 “a

Grazie ai Lemmi 7.2.4 e 7.3.3, per calcolare in maniera efficiente il rango di una matrice, la
si puo trasformare mediante operazioni sulle righe in una matrice a scala e contare il numero di
righe non nulle. La garanzia che questa ricetta funziona sempre ¢ data dal seguente teorema.?

TEOREMA 7.3.5 (Eliminazione di Gauss, o Fangcheng). Mediante una successione finita
di operazioni elementari sulle righe é possibile trasformare qualsiasi matrice a coefficienti in
un campo in una matrice a scala.

Non daremo una dimostrazione formale dell’eliminazione di Gauss, ritenendo molto piu
utile dare una dimostrazione per esempi. In altri termini, mostreremo ’algoritmo che porta al
Fangcheng in alcuni esempi numerici, in quantita piu che sufficiente per illustrare completa-
mente il procedimento e dare al lettore tutti gli strumenti per poter, se lo desidera, dimostrare
il Teorema 7.3.5 in maniera rigorosa.

EsSEMPIO 7.3.6. Effettuiamo l'eliminazione di Gauss della matrice

1 2 3
4 5 6
7 8 9

Per prima cosa annulliamo i coefficienti della prima colonna superiori al primo: nel caso in
oggetto bastera sottrarre alla seconda riga 4 volte la prima ed alla terza riga 7 volte la prima

r2o3y (123
45 6] ————= |0 -3 -6
789 0 —6 —12

Adesso che la prima colonna & sistemata anche la prima riga ¢ a posto e non deve essere
coinvolta nelle successione operazioni elementari (esercizio: perché?). Per annullare 'ultimo
coefficiente della seconda colonna sottraiamo alla terza riga il doppio della seconda

1 2 3 1 2 3
0 -3 —6 | f2 (0 —3 —6
0 -6 -—-12 0 O 0
EsEmpio 7.3.7. Effettuiamo 'eliminazione di Gauss della matrice
0 1 0
2 1 1
1 0 3

Siccome la prima colonna non e nulla, per mettere la matrice in forma di scala occorre mettere
un perno nel primo coefliciente; questo puo essere fatto ad esempio scambiando la prima riga
con la terza.

R1<—>R3

0 1
2 1 —_—
1 0

w = O

0
1
1

[en i NI
O = W

2Attenti pero a non sbagliare i conti: un corollario della legge di Murphy afferma che quando facciamo
I’eliminazione di Gauss si commette un errore di calcolo nei primi tre passaggi.
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Adesso, come nell’esempio precedente annulliamo i coefficienti della prima colonna superiori
al primo;

10 3 10 3
9 1 1| 2=2B o 1 5
01 0 01 0

Adesso che la prima colonna € sistemata occupiamoci della sottomatrice ottenuta togliendo
la prima riga e la prima colonna.

10 3 10 3\ ,, (103
01 -5 B (o1 5] 220 1 =5
01 0 00 5 00 1

Adesso la matrice ¢ a scala, ma possiamo “semplificarla” ulteriormente;
1 0 3 R R Rotsh 100

0 1 5| fr3fsBetSls 14

0 0 1 0 0 1

EsEmpio 7.3.8. Per determinare il rango della matrice

01 0 3 1
1 21 01
1 21 10
2 5 2 4 2
usiamo l'eliminazione di Gauss ed i Lemmi 7.2.4 e 7.3.3.

01 0 3 1 1 21 0 1 1 21 0 1
1 2 1 0 1| Rier, [0 1 0 3 1| R3—Ry,Rs—2R, |0 1 0 3 1
RAARESL B -

1 21 10 1 21 1 0 0 0 0 1 -1
2 5 2 4 2 2 5 2 4 2 01 0 4 O
1 21 0 1 1 21 0 1
Ri—R> 01 0 3 1 R4—R3 01 0 3 1 scalal
0 0 0 1 -1 00 0 1 -1 ’

0 0 0 1 -1 0 0 0 0 O

Dunque il rango e 3.

I precedenti esempi illustrano chiaramente ’algoritmo utilizzato. Sia A € M,, ,,,(K), se la
prima colonna di A ¢ nulla, ossia se A = (0, B) con B € M, ,,—1(K), allora per ridurre A a
scala é sufficiente fare lo stesso con B.

Se la prima colonna di A = (a;;) non & nulla, allora a meno di uno scambio di righe

s
possiamo supporre che a;; # 0; adesso applicando le operazioni elementari R; — L Ry si
aiy
*
ottiene una matrice del tipo a(l)l B)’ con B € My,_1,m—1(K). Come prima, per ridurre A

a scala é sufficiente fare lo stesso con B.

OSSERVAZIONE 7.3.9. L’eliminazione di Gauss, detta anche riduzione a scala, non &
unica, tuttavia le colonne contenenti i perni non dipendono dal procedimento eseguito, purché
questo sia corretto. Infatti se A ¢ la riduzione a scala di una matrice B e indichiamo con A(%)
e B(i) le sottomatrici formate dalla prime ¢ colonne di A e B rispettivamente, allora B(%)
& una riduzione a scala di A(¢) e quindi ha lo stesso rango. Per il Lemma 7.2.5, la i-esima
colonna di B contiene un perno se e solo se il rango di A(7) & strettamente maggiore di quello
di A(i —1).

ESEMPIO 7.3.10. E possibile trovare una base dello spazio delle soluzioni di un sistema
lineare omogeneo usando interamente il procedimento di riduzione a scala. Sia infatti A €
M, m(K) la matrice dei coefficienti di un sistema lineare omogeneo, allora I'equazione Az = 0
& del tutto equivalente a 27 A7 = 0. Consideriamo la matrice a blocchi

B = (AT,I) € My pym(K)
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e effettuiamo su di essa operazioni sulle righe fin tanto che la sottomatrice formata dalle prime
n colonne non diventi a scala. Se r ¢ il rango di A7, allora la matrice risultante avra la forma

0 @
con la matrice S a scala e con tutte le righe diverse da 0. Dimostriamo adesso che:
le colonne di QT sono una base di Ker(La) = {x | Az = 0}.

Il loro numero m — r coincide con la dimensione del nucleo, inoltre B ha rango m e quindi gli
m — r vettori riga di () devono essere linearmente indipendenti. Rimane da dimostrare che se
g € K™ ¢ una riga di Q allora gAT = 0: a tal fine basta provare QAT = 0, ossia che per ogni
zr € K" vale QAT2 = 0. Sia dunque = € K" un qualsiasi vettore, allora

o (i) =0

0= S R —z\ (—Sz+ RATx
“\0 @) \4Tz) — QATx

da cui le uguaglianze Sx = RATxz e QATz = 0.

(S R) . con S € Mn(K), R€Myn(K), Q€ Mypm(K)

e quindi vale anche

Esempio 7.3.11. Usiamo il procedimento descritto nell’Esempio 7.3.10 per calcolare una
base dello spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo

1 1
T+2y—z+w=0 2 1]
1 -2
Effettuiamo la riduzione a scala sulle prime due colonne:
1 111 0 0 0 1 1 1 0 0 O
2 1 O 1 0 0 Ro—2Ry,R3+R1,R4— Ry O _1 —2 1 0 O
-1 1 /0 0 1 0 0 2 1 010
1 =210 0 0 1 0 -3|-1 0 0 1
1 1 1 0 00
R3+2Rs,Rs—3Rs 0O -1|1-2 1 0 0
R T
0 0|-3 2 10
0 0 5 -3 0 1
. . -3 2 10 . .
e le righe della matrice 5 _3 o 1 )Somo dunque una base delle soluzioni del sistema.

Esercizi.

385. Usare la riduzione a scala per calcolare il rango delle matrici:

010 0 1 } 1 1 1 (1) 1 2 3 4 5
1 01 0 O 1110 0 6 7 8 9 10
01 1 1 2|’ 1100 0 ’ 11 12 13 14 15
2 0 2 -1 2 1000 0 16 17 18 19 20

386. Dimostrare che il polinomio 2% + = + 1 divide il polinomio az* + b3 + cx? + dx + e
se e solo se la matrice

QOO
O~
O = = =
Q —~ = O
D = OO

ha rango 3.
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387. Calcolare, in funzione di a, b, c e d, il rango della matrice

1 a 0 0
-b 1 b 0
0 —c 1 ¢
0 —-d 1 d

388. Siano A € M, ,(K) una matrice simmetrica e ¢, j due indici distinti compresi tra 1
ed n. Si agisca su A effettuando nell’ordine le seguenti operazioni:

(1) scambiare la colonna i con la colonna j;
(2) sulla matrice ottenuta dopo la prima operazione, scambiare la riga ¢ con la riga j.

Provare che la matrice ottenuta € ancora simmetrica. Vale lo stesso per le matrici antisimme-
triche?

389. Siano A € M, ,(K) una matrice simmetrica, ¢,j due indici, non necessariamente
distinti, compresi tra 1 ed n e s € K. Si agisca su A effettuando nell’ordine le seguenti
operazioni:

(1) aggiungere alla colonna i la colonna j moltiplicata per s;
(2) sulla matrice ottenuta dopo la prima operazione, aggiungere alla riga i la riga j
moltiplicata per s.

Provare che la matrice ottenuta e ancora simmetrica. Vale lo stesso per le matrici antisimme-
triche?

390. Sia S € M, »,(K) la matrice a blocchi

G- (A B> A e M, ,(K), B e M, pm—r(K),
-~ \C D)’ CeM,,,(K), DM, ym(K),

e si assuma la sottomatrice A invertibile, ossia di rango 7.
Dimostrare che S ha rango > r e che il rango di S ¢ esattamente r se e solose D = CA™!B.

(Suggerimento: moltiplicare a sinistra S per matrici del tipo (7{ ?) 2

7.4. Il teorema di Rouché—Capelli
Supponiamo di avere un sistema lineare di n equazioni in m incognite

1121 + 1222 + -+ AT, = by

Ap121 + An2Z2 + - + AymTm = bn

Possiamo associare ad esso la matrice dei coefficienti

aix -0 Aim
A= . | eM,(K)
an1 Anm
e la matrice completa
a1 a1m b1
C={: - | € My g (K).
ani '+ Qpm  bn

TEOREMA 7.4.1 (Rouché-Capelli). Un sistema lineare:

i ammette soluzioni se e soltanto se la matrice completa e la matrice dei coefficienti
hanno lo stesso rango;

= ammetle soluzione unica se e soltanto se la matrice completa e la matrice dei coef-
ficienti hanno rango uguale al numero di incognite.
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DiMOSTRAZIONE. Nelle notazioni precedenti, il sistema ammette soluzione se e soltanto se
I'ultimo vettore colonna di C appartiene al sottospazio vettoriale generato dai vettori colonna
di A e quindi se e soltanto se 'immagine di L¢ € uguale alllimmagine di L 4: K™ — K™. Dato
che I'immagine di Lo contiene sempre 'immagine di L4, tali immagini coincidono se e solo
se sono sottospazi vettoriali della stessa dimensione.

La soluzione ¢ unica se e solo se 'applicazione L4 ¢ iniettiva, ossia se e solo se L4 ha
rango m. |

L’Osservazione 7.3.9 ed il teorema di Rouché—Capelli ci danno un metodo pratico per
decidere se un sistema lineare possiede soluzioni: basta applicare la riduzione a scala alla
matrice completa e guardare se 'ultima colonna, quella dei termini noti, contiene un perno
(nessuna soluzione) oppure se non contiene perni (sistema con soluzioni).

EsemPIO 7.4.2. La matrice completa del sistema lineare

r+y+z=1
r—y+3z=1
r+3y—z2=2
¢ uguale a
1 1 1 1
1 -1 3 1
1 3 -1 2
e la riduzione a scala ci da
Ro Ry R s 1 1 1 1 Rot o 1 1 11
—_— =10 -2 2 0] —=10 -2 2 0
0 2 -2 1 0 0 01

La colonna dei termini noti contiene un perno e quindi il sistema non ammette soluzioni.

EseEmMPIO 7.4.3. La matrice completa del sistema lineare

r+y+z=1
r—y+3z=1
r+y—z=2
e uguale a
1 1 1 1
1 -1 3 1
1 1 -1 2
e la riduzione a scala ci da
1 1 1 1
R2—R1,R3—R1 0 -2 9 0
0o 0 -2 1

La colonna dei termini noti non contiene perni e quindi il sistema ammette soluzioni.

EsEmpIO 7.4.4. Calcoliamo per quali valori del parametro k il sistema lineare

r+y+z=1
ky+z=1
(k—1)z=-1

possiede soluzioni. La matrice completa e

1 1 1 1
0 k 1 1
0 0 k-1 -1

che per &k # 0,1 ¢ a scala senza perni nell’'ultima colonna. Quindi per k # 0,1 il sistema
ammette soluzione unica. Per k£ = 1 la matrice completa

11 1 1
0 1 1 1
0 0 0 -1
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¢ ancora a scala con un perno nell’ultima colonna. Dunque per k£ = 1 il sistema non ammette
soluzioni. Per k = 0 la matrice completa

O O =
—
=

1

0

0

non e a scala. La sua riduzione a scala &
11 1 1
0 0 11
0 0 0O

e quindi per k = 0 il sistema possiede infinite soluzioni.

EseEmpIO 7.4.5. Vogliamo determinare per quali valori del parametro k il sistema lineare

r+y+kz=1
2 —y+3z=k
r+3y—z2=2

possiede soluzioni. Eseguiamo il procedimento di riduzione a scala della matrice completa

I N S I k 1

2 -1 3 k| 2Emerimfg 3 32k k—2

1 3 -1 2 0 2 —1-k 1
moaen (11 k 1
sl -3 3-2k k-2

3-7k  2k-—1
0 0 3 B

e quindi per k # = l'ultima colonna non contiene perni ed il sistema ammette soluzione unica.

Per k = - la precedente matrice assume la forma

1 *x x %
0 —3 * =x

-1
0 0 O o

e quindi il sistema non possiede soluzioni.

Un’altra interessante conseguenza del teorema di Rouché-Capelli & che la risolubilita di
un sistema lineare non dipende dalla scelta del campo.

COROLLARIO 7.4.6. Sia

1121 + a12%2 + -+ A1 Tm = by

Ap121 + An2Z2 + - + AymTm = bn

un sistema lineare a coefficienti in un campo K. Se il sistema possiede soluzioni in un campo
F contenente K, allora possiede soluzioni anche in K.

DIMOSTRAZIONE. Se il sistema possiede soluzioni in F', allora le matrici dei coefficienti e
completa hanno lo stesso rango in F. Abbiamo perod dimostrato che il rango di una matrice
¢ invariante per estensione di campi e quindi le matrici dei coefficienti e completa hanno lo
stesso rango anche su K. O

Un sottospazio vettoriale di K™ puo essere descritto in svariati modi, ciascuno dei quali
puo essere pitl 0 meno vantaggioso a seconda dei casi. Tra i modi possibili & doveroso citare
le descrizione parametrica e la descrizione cartesiana.

Dal punto di vista piu teorico, dare la descrizione parametrica di un sottospazio V C K"
significa dare una base di V', mentre dare la descrizione cartesiana significa dare un insieme
finito di iperpiani Hq,...,Hs C K™ taliche V=H;N---N H;,.
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Piu concretamente, se V' ha dimensione k, dare le equazioni parametriche di V significa
trovare una matrice A = (a;;) € M, (K) tale che ogni « € V si scrive in modo unico come

131 aiits + arata + - - + aipti
z=A : = :
123 n1ti + Gpato + -+ + apily
al variare di t1,...,t; € K. Cio equivale a dire che le colonne di A sono una base di V. In tal

caso V coincide con I'immagine di L, : KF — K.
Viceversa, dare le equazioni cartesiane significa dare una matrice C' = (¢;;) € My_j n(K)
tale che V' e 'insieme dei vettori x € K™ che soddisfano il sistema lineare omogeneo C'x = 0.
Per passare dalla descrizione cartesiana a quella parametrica basta quindi risolvere un
sistema lineare omogeneo con uno dei metodi descritti precedentemente e trovare una base
dello spazio delle soluzioni.

ESEMPIO 7.4.7. Troviamo 'equazione parametrica del sottospazio W C K* di equazioni
T+ Tot+ T3+ T4 =21 — 20 —x3+ 24 =0.

Con il metodo di sostituzione ...

Ty = —T1 — T2 — T3 Ty = —T1 — T2 — I3
—
xl—xg—x3+(—x1—x2—x3):0 To = —X3

T4 = —T1
——
Tg = —XT3

... possiamo prendere 1 = t; e x3 = to come variabili libere e di conseguenza ro = —x3 =
—to, x4 = —x1 = —t1, Ossia
tq
_t2
W = ty t1,to € K
_tl

Grazie al teorema di Rouché—Capelli ¢ altrettanto facile passare dalla descrizione para-
metrica a quella cartesiana. Sia infatti

V11 Vik
v = s e, U =
Un1 Unk
una base di un sottospazio V' C K"; allora un vettore x = (x1,...,2,)’ appartiene a V se e

solo se il sistema lineare
v11t1 + v12le + - - F VRl = 71

Up1t1 + Upota + -+ + Upply = Ty

possiede soluzioni. Pensiamo tale sistema come dipendente dai parametri x1,...,x, ed ese-
guiamo alcune operazioni sulle righe della matrice completa

Vi1 v Vg T1

Un1 - Unk Tn

in modo tale che la sottomatrice n x k dei coefficienti sia a scala. Cosi facendo si ottiene una
matrice in cui i primi k& coefficienti delle ultime n — k righe si annullano, poiché la matrice dei
coefficienti ha rango esattamente k. Quindi, guardando agli ultimi n — & coefficienti dell’ultima
colonna si trovano esattamente n — k combinazioni lineari nelle x4, ..., x, che devono essere
annullate affinché la matrice completa abbia rango k.

ESEMPIO 7.4.8. Troviamo I'equazione cartesiana del sottospazio di K* generato dai vettori
v1 = (1,1,1,1)7 e vy = (0,1,2,3)T. A tal fine dobbiamo fare la riduzione a scala delle prime
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due colonne della matrice (v1,ve,2) (per convenienza grafica omettiamo le parentesi tonde e
disegniamo la linea separatrice tra la seconda e terza colonna):

R2—Ry
1 0 I Rz—Ry 1 0 T R3—2R> 1 0 T
11 i) Ra—Ry 0 1 To — X1 R4—3Rs 0 1 To — I
1 2 I3 0 2 I3 — T 0 0 $372$2+£B1
1 3|2y 0 3| x4—x1 0 0| 24— 322+ 22,

Tale matrice non ha perni nella terza colonna se e solo se
$3721’2+l‘1 :174731'24*2%1 :0,
e tali sono dunque le equazioni cartesiane di V.

OSSERVAZIONE 7.4.9. Ritorneremo sul confronto parametrico vs cartesiano dopo aver
fatto il principio di dualita, che se ben compreso, &€ un fighissimo strumento in grado di
diminuire, e di molto, i conti da fare.

Esercizi.

391. Determinare, al variare dei parametri a e b, quando i sistemi

5 5 A r+y+az=1
Ty o= z+2=0
2r—3y+az=35 | 5,3
32— dy+52=b Trytats=
r+y+z=">
(I4+a)x+2y+22z=1 l14+a)z+2y+2z=1
2+ (14+a)y+22=1 2+ (1+a)y+2z=0 ,
(I—a)x—y+2z=5b r—y+az=a+1
possiedono soluzioni e quando sono uniche.
392. Provare che esistono numeri complessi z1, ..., z4 tali che
Z%Zg =1, zizg =—-1, z§z4 =1, z%zl = —1, 2124+ 2923 =0.
(Sugg.: cercare soluzioni del tipo z; = cos(wx;) + isin(wz;) con 21, ..., x4 numeri razionali).

393. Determinare ’equazioni parametriche dei seguenti sottospazi di K*:

(1) $1+l’27£ﬂ4:1’17$271’3:0;
(2) Iy +$2—31’3 :0;
(3) Tl — Ty =21 — T2 =2 +x34+ 214 = 0.

394. Determinare le equazioni cartesiane dei seguenti sottospazi di K*:

t t1 +1o+ 13 t1 +to
t to — 13 ty — to
" teK,, by — 1y t1,ta,t3 € K, t — 1y t1,t2 € K
t t1 4 t3 t1 + 3to

395. In un campo di caratteristica # 2,3, studiare in funzione del parametro t esistenza
ed unicita delle soluzioni del sistema lineare

tr+y+z=1

rt+ity+z=t
rHy+tz=1t
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7.5. Riduzione di Gauss—Jordan e calcolo della matrice inversa

Le tecniche usate nel procedimento di riduzione a scala risultano utili non solo per il
calcolo del rango ma anche per il calcolo esplicito dell’inversa di una matrice quadrata di
rango massimo.

DEFINIZIONE 7.5.1. Una matrice a scala si dice ridotta se i suoi perni sono tutti uguali
a 1 e se ogni colonna contenente un perno ha tutti gli altri coefficienti uguali a 0.

Ad esempio, delle seguenti tre matrici a scala, solo la prima ¢ ridotta:

1 01 0 1 1 21 0 1 -1 0 1 0 1
01 3 0 1 01 0 3 1 0 1 0 0 1
0O 001 —-1]” |0OO0O0OT1 =1} 0 0 0 2 -1
00 0 0 O 0 0 0 0 O 0O 0 0 0 O
LEMMA 7.5.2. Siano A, B € M, .,(K) matrici a scala ridotte. Se Ker Ly = Ker Lg allora
A=DB.
DIMOSTRAZIONE. Basta dimostrare che i coefficienti di una matrice a scala ridotta A =
(@i;) sono univocamente determinati da Ker L4. Sia ey, ..., e, la base canonica di K™; ab-

biamo gia osservato che per una matrice a scala A, la colonna A’ contiene un perno se e solo
se Ker L, N Span(ey,...,e;—1) = Ker Ly NSpan(ey,...,e;).

Se j1 < jo < .-+ < j, sono gli indici delle colonne che contengono i perni, essi sono
univocamente determinati da Ker L 4 e, per definizione di matrice a scala ridotta, le colonne
A ... AJr sono i primi r vettori della base canonica e quindi La(ej,) = e; per ogni i =
1,...,r.

Sia j un indice di colonna fissato tale che j # jix per ogni k, e sia d > 0 il massimo intero
tale che jq < j (si pone d = 0 se j < j1). Dal fatto che A ¢ a scala segue che a;; = 0 per

ogni i > d. Per mostrare che i coefficienti a;;, i = 1,...,d, dipendono solo da Ker L4 basta
osservare che per ogni t1,...,t5 € K si ha
d n d d
LA <€j — Ztiejz) = Zaijei — Ztiei = Z(aij — ti)ei,
i=1 i=1 i=1 i=1
e quindi e; — Z‘Ll t;e;, € Ker L4 se e solo se t; = a;; per ogni 4. O

TEOREMA 7.5.3 (Riduzione di Gauss—Jordan). Mediante una successione finita di opera-
zioni elementari sulle righe & possibile trasformare qualsiasi matrice a coefficienti in un campo
in una matrice a scala ridotta, univocamente determinata.

Come per l'eliminazione di Gauss, la dimostrazione dell’esistenza ¢ omessa e rimpiazzata
con alcuni esempi numerici. Per quanto 'unicita della riduzione di Gauss—Jordan basta ri-
cordare che le operazioni elementari sulle righe non modificano il nucleo della corrispondente
applicazione lineare ed applicare il lemma precedente.

ESEMPIO 7.5.4. Calcoliamo le riduzioni di Gauss-Jordan delle matrici

111100 1 20
01101 0], 01 1
001001 101

La procedura & la solita: si effettuano le operazioni elementari sulle righe in modo da rendere
uguali a 1 i perni e uguali a zero i coefficienti che devono essere annullati. Nel primo caso si
ha

1 1 1 1 0 0 Ry R Ra s 1 0 01 -1 O
011010 —/—>=10100 1 -1/,
0 01 0 01 0 010 1
e nel secondo
1 2 0 1 2 1 2 0
0 1 2f By o 1 2] B2 00 1 2
1 01 0 -2 1 0 0 5
LRy, R1—2Rs é (1) _2 Ri+4Rs,Rs—2Rs é (1) 8
00 1 0 0 1
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Giova osservare che identia e 'unica matrice a scala ridotta quadrata di rango massimo;
dunque come caso particolare della riduzione di Gauss—Jordan si ha che ogni matrice invertibile
¢ equivalente per righe alla matrice identita.

TEOREMA 7.5.5. Siano A € M, ,(K) e B,C € M, ,(K) tre matrici, e come al solito
indichiamo con I € M, ,(K) la matrice identita. Allora le due matrici a blocchi
(Av C)a (I7 B) € Mn,n-{-m(K)
sono equivalenti per righe se e solo se A & invertibile e B = A=1C. Se cio accade, allora (I, B)

¢ la riduzione di Gauss—Jordan di (A,C).

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che (A,C) e (I, B) siano equivalenti per righe. In parti-
colare A e equivalente per righe alla matrice identita I, in particolare la matrice A ha rango n
ed e quindi invertibile. Tenendo presente che due matrici equivalenti per righe hanno lo stesso
nucleo (Lemma 7.3.3) e che per ogni vettore z € K™ si ha

(I, B) <Bx

) = Bx — Bx =0,
possiamo dedurre che
0=(4,C) (Bi) — ABz - Cx.

Dunque per ogni vettore x si ha ABx = Cz e questo equivale a dire AB = C.

Viceversa, supponiamo la matrice A invertibile e AB = C, allora la riduzione a scala
ridotta di A & l'identitd I e quindi la riduzione a scala ridotta (A,C) ¢ una matrice della
forma (I, D). Per quanto visto nella prima parte della dimostrazione si ha AD = C' e dunque
D=A"'C=B. |

ESEMPIO 7.5.6. Date le matrici

12 5 6
=3 =)

vogliamo mostrare che A & invertibile e calcolare il prodotto A='C. Per quanto visto nel
Teorema 7.5.5 basta effettuare la riduzione di Gauss—Jordan della matrice

1 2 5 6
(A’C)_<3 4 7 8)
1 2 5 6\ Ry-3r;, (1 2 5 6
3 4 7 8 0 -2 -8 -10

-3R: (1 2 5 6\ Ri—2r, (1 0 -3 —4
01 4 5 01 4 5 )°

Dunque A & invertibile e A7'C' = (3 4).

che ¢

4 b)
ESEMPIO 7.5.7. Consideriamo 'applicazione lineare f: K? — K3 definita da
. 2x + 2y
f ( ) = |4z + 2y
y 9z + 5y

Vogliamo determinare la matrice B che rappresenta f rispetto alle basi

1 1 1 0 1
vV = 1) 9 , W = 01,1}, 11
1 1 3

di K? ed K? rispettivamente, ossia la matrice B € M3 2(K) tale che wB = f(v), e cio¢

1 0 1 1 1 4 6
)0 5
1 1 3 14 19
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Per calcolare B possiamo applicare il Teorema 7.5.5, dal quale segue che (I, B) & uguale
alla riduzione di Gauss-Jordan della matrice (w, f(v)):

1 0 114 6 1 0 114 6 1 0 1]4 6
011/6 8 )]—-1011|6 8 |]—=[01T1|6 8
1 1 3|14 19 0 1 2|10 13 0 0 14 5
10 0|0 1 0 1
-1 0 1 02 3 edunque B=1| 2 3
0 0 14 5 4 5
COROLLARIO 7.5.8. Siano A, B € M, »,(K) due matrici. Se le due matrici a blocchi

(A, I)a (Ia B) € Mn,Qn(K)
sono equivalenti per righe, allora le matrici A, B sono invertibili e sono una ’inversa dell’altra.

DIMOSTRAZIONE. Per il Teorema 7.5.5 si ha AB = [ e questo implica che A e B sono
una l'inversa dell’altra. O

E chiaro come il Corollario 7.5.8 si presta al calcolo esplicito delle matrici inverse. Notiamo
che dai conti svolti nell’Esempio 7.5.4 segue che le matrici

111 1 -1 0
01 1], [o 1 -1
00 1 0 0 1

sono 1'una inversa dell’altra.

EseEmMPIO 7.5.9. Calcoliamo l'inversa della matrice (:1)) i) usando il Corollario 7.5.8:

1 2 1 0\ R.—3r, (1 2 1 0\ Ri—2RrR, (1 0 7 =2
3 7 01 01 =3 1 01 =3 1

12\ (7 -2
7)) =G
PROPOSIZIONE 7.5.10. Per due matrici A, B € M, (K), sono fatti equivalenti:
(1) A e B sono equivalenti per righe;
(2) esiste una matrice U € M, ,(K) invertibile tale che B = U A;
(3) Ker(L4) = Ker(Lp).
DIMOSTRAZIONE. Diamo una dimostrazione che utilizza 1’eliminazione di Gauss-Jordan;
vedremo in seguito altre dimostrazioni piu concettuali dello stesso risultato.
[1 = 2] Le stesse operazioni sulle righe che trasformano A in B, applicate alla matrice a
blocchi (I, A) € M, n+m (K) ci danno la matrice (U, B), con U € M,, ,,(K). Per il Teorema 7.5.5

la matrice U & invertibile e UA = B.
[2 = 3] Siccome U ¢ invertibile si ha Uy = 0 se e solo se y = 0 e quindi, UAx = 0 se e

solo se Az = 0, ossia
{r e K" |Bx=UAx =0} = {z € K™ | Az = 0}.

[3 = 1] Per il Lemma 7.5.2 le matrici A, B sono equivalenti per righe alla stessa matrice
O

e dunque

a scala ridotta.

Esercizi.

396. Usando l'eliminazione di Gauss—Jordan, determinare se le seguenti matrici sono
invertibili e, nel caso, determinarne l'inversa.

L1 101 10 -1 11 1
<1_1>,010,012,123,
01 2 01 -1 1 49
91 o 100 1
1100
1 -2 1
0 1 o) |t 1t
00 1 1
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397. Dire per quali valori di ¢ € R la matrice

a 1 0
1 1 a
0 a O
e invertibile e calcolarne I'inversa.
398. Risolvere le equazioni matriciali
1 0 -1 1 1 1 1 1 1 1 0
01 2]1]X=1(0 1}, 1 2 3|]Y=|[1 2 4
01 1 2 1 0 4 7 1 3 7

399. Sia A € M,, . (K) Descrivere esplicitamente le matrici invertibili U tali che la matrice
UA ¢ ottenuta da A mediante un’operazione elementare per righe (tali matrici esistono per
la Proposizione 7.5.10).

400 (V). Siano A, B € M, ,(K). Dimostrare che le tre matrici a blocchi

(06 8 (b )<

hanno rango rispettivamente uguale a 2n, n 4+ rg(B) e n + rg(BA).

401 (#). Mostrare che se due sistemi lineari nelle stesse incognite sono risolubili ed
hanno le stesse soluzioni, allora anche i sistemi omogenei associati hanno le stesse solu-
zioni. Usare questo fatto e la Proposizione 7.5.10 per dimostrare quanto € stato affermato
nell’Osservazione 1.4.2.

7.6. Prodotto scalare e proiezioni ortogonali

In questa sezione tratteremo esclusivamente spazi vettoriali sul campo dei numeri reali,
usando in pitt occasioni il fatto che per una successione ay,...,a, € R vale a3 +---+a2 =0
se e soltanto se a; = -+ - = a, = 0. Dati due punti nel piano reale

1 a1 2
= s = = R s
P (m) ! (%)

la loro distanza (lunghezza del segmento che li unisce) & data dalla formula Pitagorica

dp,q) = /(1 — 1) + (p2 — @2)2 .

Interpretando i punti del piano come vettori applicati nell’origine, e definendo la norma di un

vettore v come
v
v= () C el = et a3,
2

¢ immediato osservare che la distanza & uguale alla norma della differenza, ossia

d(p,q) = llp —qll -

Risulta anche utile notare che, pensando ogni v € R? come una matrice reale 2 x 1, si ha
|lv]|? = vTv. Pit in generale, dati due vettori v,w € R2, il loro prodotto scalare, come definito
in fisica, coincide con il prodotto righe per colonne

vTw = VW1 + Vawe = wlo.

E facile dimostrare che si ha vTw = 0 se e solo se i vettori v, w sono perpendicolari: infatti v &
perpendicolare a w se e solo se & equidistante da w e —w, ossia se e solo se ||[v—w|| = [[v—(—w)]|.
Per concludere basta osservare che v7w = wTv e quindi

v+ w|? = v —w|*=(v+w)T(v+w) —(v-w(v-w)=4Tw.

Le precedenti nozioni si estendono immediatamente agli spazi R™ in maniera indolore.
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DEFINIZIONE 7.6.1. Il prodotto scalare di due vettori v,w € R™ & definito dalla formula

n
vow=vTw= E VW .
i=1

N

La norma di un vettore v € R" ¢

loll = Vi = VT = \Jof + -4 02

Notiamo che il prodotto scalare & commutativo, ossia v - w = w - v e che ||v + w||? =
lv]|2 4+ 2v - w + ||w||? (esercizio: perché?). Diremo che i vettori v e w sono ortogonali o
perpendicolari, e scriveremo v 1 w, se v-w = 0 (Figura 7.1).

w:(_y)¢<l‘ v L w
x |

FIGURA 7.1

LEMMA 7.6.2. Per un vettore v € R" le seguenti condizioni sono equivalenti:
(1) [loll =0,
(2) v=0,
(3) v-w =0 per ogni w € R".

DIMOSTRAZIONE. Siano wvi,...,v, le coordinate di v. Se [Jv|| = 0 allora > v? = 0 e
siccome v; € R per ogni i ne segue v; = 0 per ogni i. Se v = 0 & chiaro che v - w = 0 per ogni
w € R™. Se v-w = 0 per ogni w € R", in particolare v-v =0 e quindi ||v]| = v-v=0. O

TEOREMA 7.6.3. Sia A € M, ,,(R), allora:
(1) il rango della matrice simmetrica AT A ¢ uguale al rango di A;
(2) per ogni vettore b € R™ [’equazione
(7.3) AT Az = ATb, r € R™,

e risolubile e le sue soluzioni sono tutti e soli i punti di minimo assoluto della
funzione
fAR™ R, f(z) = |Az —b|*.

DIMOSTRAZIONE. 1) Considerando i due sottospazi vettoriali
V=KerLy ={zeR™| Az =0}, W =Ker Lyry = {x € R™ | AT Az = 0},

per il teorema del rango basta dimostrare che V' e W hanno la stessa dimensione. E chiaro
che V C W, in quanto se Az = 0 a maggior ragione vale AT Az = AT0 = 0. Viceversa, se
x € W siha ||Az||? = (Az)T(Az) = 2T AT Az = 270 = 0 e quindi Az = 0 e W C V. Abbiamo
dimostrato che V' = W e di conseguenza che A e AT A hanno lo stesso rango.

2) Per il punto precedente le matrici A e AT A hanno lo stesso rango e quindi anche le
matrici AT e AT A hanno lo stesso rango.

Consideriamo le due applicazioni lineari:

LATZRR—)Rm, LATAZRm%]Rm.

Siccome L gt 4 = Lyr o Ly, 'immagine di L 74 € contenuta nell'immagine di L 4. Siccome
AT e AT A hanno lo stesso rango le applicazioni L,r4 e L r hanno la stessa immagine.



170 7. RIDUZIONE A SCALA ED APPLICAZIONI

In particolare, per ogni b € R™ il vettore ATb appartiene all'immagine di L,z 4 e quindi
lequazione AT Az = ATb & risolubile.

Per concludere resta da provare che se AT Az = ATb, allora per ogni y € R™ si ha
| Ay — b||? > ||Az — b||?. Siccome

(Ay — Azx)T (Az —b) = (y —2)TAT(Az —b) = (y — 2)T (AT Az — ATH) =0
si ha:
[ Ay —bl|* = [|(Ay — Az) + Az —b?
= || Ay — Az||* + 2(Ay — Ax)T (Az — b) + || Az — b||?
= || Ay — Az|]® + | Az — b||?
> || Az — b||*.
Per uso futuro osserviamo che per il Lemma 7.6.2 'equazione A7 Az = ATb & soddisfatta
se e solo se per ogni v € R™ si ha
0 =0T (AT Az — ATb) = (Av)T (Az — b).
O

COROLLARIO 7.6.4. Sia H C R"™ un sottospazio vettoriale. Per ogni v € R™ esiste un
unico vettore p(v) € H tale che (v —p(v)) L u per ogni w € H. Inoltre, il punto p(v) risulta
essere l'unico punto di minimo della funzione

f: H—R, flu)=|v —u||2.

L’applicazione
p: R" — R", v = p(v),

e lineare e viene detta proiezione ortogonale su H.

DIMOSTRAZIONE. Siam < n la dimensione di H e sia A € M,, ,,(R) una matrice i cui vet-
tori colonna formano una base di H; equivalentemente A & una matrice tale che ’applicazione
lineare L 4: R™ — R™ induce una bigezione tra R™ ed H. Dunque i vettori di H sono tutti
e soli i vettori del tipo Az al variare di € R™, e bisogna dimostrare che per ogni v € R"
esiste un unico x € R™ tale che (v — Ax) L Ay per ogni y € R™. Equivalentemente, per
quanto osservato al termine della dimostrazione del Teorema 7.6.3 bisogna provare che esiste
un unico € R™ tale che AT Az = ATv. Siccome la matrice A ha rango m, anche il rango di
ATA € My, (R) & uguale a m; dunque AT A ¢ invertibile e 1'unica soluzione dell’equazione
AT Az = ATv e x = (ATA)71ATv € R™. Ne consegue che p & ben definita e lineare. Abbiamo
inoltre provato che vale la formula

p(v) = A(ATA)"1 ATy, ossia p = Laara)-1a7 .
]

Sia uq,...,u;, un insieme di generatori di un sottospazio vettoriale H C R"™. Condizione
necessaria e sufficiente affinché un vettore p(v) € H sia la proiezione ortogonale di un vettore
v & che u;-v = u;-p(v) per ogni i = 1,..., k. La necessita ¢ chiara; viceversa se u; v = u; - p(v)
per ogni 4, allora per ogni uw € H esistono t1,...,t;x € R tali che u = tyu; + - -+ + tpug e di
conseguenza

u"'(v=p(v)) = Y tiw) (v = p(v)) = > tiuf (v —p(v)) = 0.

Osserviamo che la proiezione ortogonale su un sottospazio H C R™ & 'unica applicazione
lineare p: R™ — R"™ tale che
(7.4) p(R"™) = H, p(u) L (v—p(v)) per ogni u,v € R™.
Infatti, se p: R™ — R™ soddisfa (7.4), allora per ogni v € R" ed ogni w € H esiste u € R™ tale
che p(u) = w e quindi w - (v — p(v)) = p(u) - (v — p(v)) = 0. Si deduce che, se A € M, ,(R),
allora L 4 ¢ la proiezione ortogonale su H se e solo se le colonne di A generano H e A = AT A.
Infatti, la prima condizione equivale a dire che L4(R™) = H, mentre la seconda equivale a
dire che

(u—La(u) - La(v) =uT(A—AT A =0

per ogni u,v € R™.
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COROLLARIO 7.6.5 (Formule di regressione lineare). 1) Per ogni matrice A € M, ,(R)
ed ogni vettore b € R™ wvale l'uguaglianza
AT Az = AT, r €R™,

se e solo se Ax ¢& la proiezione ortogonale di b sul sottospazio vettoriale generato dalle colonne
della matrice A.
2) Per ogni matrice B € My, ,,(R) ed ogni vettore ¢ € R™ wvale l'uguaglianza

BBz = Be, z e RF,
se e solo se c — BTz ¢ la proiezione ortogonale di ¢ sul nucleo di Lp.

DIMOSTRAZIONE. 1) Abbiamo gia visto nella dimostrazione del Teorema 7.6.3 che AT Az =

ATb se e solo se se per ogni v € R™ si ha
0 =0T (AT Az — ATb) = (Av)T (Az —b),
ossia se e solo se Az ¢ la proiezione ortogonale di b sul sottospazio H = {Av | v € R™}.

2) 1l Teorema 7.6.3 applicato alla matrice A = BT ci assicura che I'equazione BBTz = Be
¢ risolubile. Se BBTx = Be, allora B(c — BTz) = 0 e ¢ — BTx appartiene al nucleo di Lp;
inoltre per ogni y € Ker Lp si ha

y'(c—(c—B"z)) =y"(BTz) = (By)'x =0
e questo significa che ¢ — BTz ¢ la proiezione ortogonale di ¢ su Ker Lp. O

Notiamo incidentalmente che le formule di regressione lineare forniscono un metodo co-

struttivo per calcolare le proiezioni ortogonali su un sottospazio H C R". La prima formula

per quando il sottospazio ¢ definito in forma parametrica, le seconda quando sottospazio e
definito in forma cartesiana. Nei prossimi esempi vediamo piu in dettaglio le regole di calcolo

da seguire.

Avere un sottospazio H descritto in forma parametrica significa avere dato una base
Ul,. .., Uy € Hs; denotiamo con a;; = u; - uj.

La proiezione ortogonale di v € R™ su H ¢ allora 'unico vettore p(v) € H tale che
u; - v = u; - p(v) per ogni ¢ = 1,...,m. Scrivendo p(v) = x1us + -+ + Ty, 1 coeflicienti
Z1,...,Zm Si calcolano risolvendo le m equazioni

w; - p(v) = a1 + -+ QT = U; -V, i=1,....m.
Se indichiamo con U € M,, ,,(R) la matrice le cui colonne sono i vettori u1, ..., Uy, allora
Uty = (ai;) e le precedenti equazioni si possono scrivere nella forma compatta
UTUz =U"w.

Se invece H ¢ descritto in forma cartesiana
H={ueR"|Cu=0}

per una opportuna matrice C € M,_,, »(R), per calcolare p(v) basta trovare un vettore
y € R"™™ tale che CCTy = Cv e porre p(v) = v — CTy. Infatti, per ogni u € H ed ogni
y€R*" ™ siha (CTy) - u=yTCu=0ese CCTy=Cve p(v)=v—CTy, allora

Cp(v) = Cv — CTy) =0, p(v)-u=(CTy)-u=0, perogniuc H.

ESEMPIO 7.6.6. Calcoliamo la proiezione ortogonale del vettore v = (1,1,1)7 € R? sul
sottospazio generato dai vettori u; = (2,—1,0)7 e uz = (3,0, —1)7.
Abbiamo visto che p(v) & determinato dalle equazioni

(v=p)) - ur = (v—p)) - uz = 0;
scrivendo p(v)T = a(2,—1,0) + b(3,0, —1), i coefficienti a, b si calcolano risolvendo il sistema

(a(2,-1,0) +b(3,0,—1)) - (2,-1,0)T = (1,1,1) - (2, -1,0)T

(a(27 7130) + b(3,0, 71)) : (3707 *I)T = (17 1, 1) ’ (3a07 71)T;

5a + 6b =1 1 2 4 1 —2\7*
- &:—*,b:*, p(U): .

e quindi

6a + 10b = 2 7 7 T T
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FIGURA 7.2. Diagramma di dispersione (scatterplot) e retta di regressione della
successione (1,5),(2,7),(3,6), (4,4), (5,3), (6,4), (7,2).

ESEMPIO 7.6.7. Calcoliamo la proiezione ortogonale del vettore v = (1,1,1)7 € R? sul
sottospazio di equazione xy + 2x5 + 3z3 = 0. Scrivendo 1’equazione del sottospazio come
Cz =0, dove C' = (1,2,3) € M; 3(R), abbiamo visto che p(v) = v — CTy, dove CCTy = Cw.
Siccome CCT =14 ¢ Cv = 6 si ha y = 3/7 e quindi

3 (41 2\
p(U)—’U ?C _<7777 7) .

Tuttavia 'applicazione primaria delle formule di regressione e legata al calcolo della ret-
ta di regressione di un diagramma di dispersione bidimensionale. Supponiamo di avere una
successione finita (x1,¥1),. - ., (Zn, yn), di punti del piano, possibilmente ripetuti ma non tutti
uguali tra loro. Se n > 3, in generale non esiste alcuna retta che li contiene tutti e puo essere
interessante, soprattutto in ambito applicativo, trovare una retta che comunque descrive in
maniera approssimata l’eventuale relazione intercorrente tra le quantita x; e le quantita y;
(Figura 7.2).

DEFINIZIONE 7.6.8. Per retta di regressione di una successione (21,41), ..., (Tn, yn) di
coppie di numeri reali, con gli x; non tutti uguali tra loro, si intende la retta di equazione
y = ax + b, con i coefficienti a, b che minimizzano la sommatoria

n
Z(axi +b—y)%
i=1

Per quanto visto nel Teorema 7.6.3, trovare la retta di regressione di una successione
(1,%1),- -+, (Tn, yn) equivale a trovare la proiezione ortogonale del vettore y = (y1,...,yn)T €
R™ sul sottospazio vettoriale generato dai vettori x = (z1,...,7,)7 ede=(1,...,1)T. In par-
ticolare, poiché gli x; non sono uguali tra loro, i due vettori z, e sono linearmente indipendenti
e la retta di regressione esiste ed & unica.

Il calcolo di a, b si riconduce al sistema di due equazioni nelle incognite a, b:

(ax +be—y)-x=(ax+be—y)-e=0

che sviluppato in coordinate diventa il sistema, detto delle equazioni normali:
(7.5) aZm?—}—mei:inyi, ain—i—nb:Zyi.
i

OSSERVAZIONE 7.6.9. La definizione della retta di regressione non ¢ simmetrica in x e
y, nel senso che in generale, la retta di equazione x = cy + d che minimizza la sommatoria
Z?zl (cy;+d—x;)%, non coincide con la retta di regressione y = ax+b ed & possibile dimostrare
che i punti del piano (z1,91), ..., (s, Yn) sono allineati se e solo se ac = 1, vedi Esercizio 415.

Esercizi.
402. Per quali valori di t € R i vettori v = (=5,¢,2 — t)T e (t,t,4)T sono ortogonali?

403. Determinare le proiezioni ortogonali del vettore (1,1,1,1)T € R* sugli iperpiani H, K
di equazioni x1 + 22 + 3+ x4 =0, x1 — x2 — 3 + x4 = 0 e sulla loro intersezione.

404. Provare che una matrice S € M, ,(R) ¢ simmetrica se e solo se Sz -y = = - Sy per
ogni z,y € R™.
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405. Provare che una matrice P € M, ,,(R) rappresenta la proiezione ortogonale su un
sottospazio se e soltanto se P = PT = P2, (Suggerimento: se P = PT = P? allora per ogni
xz,y € R" st ha (x — Pz)- Py= P(z — Px) -y =0.)

406. Provare che per una matrice A € M, ,,(R) le seguenti condizioni sono equivalenti:

(1) ||Az|| = ||z|| per ogni z € R™,
(2) Az - Ay = x -y per ogni =,y € R™,
(3) ATA=1,

(4) i vettori colonna di A hanno norma uno e sono ortogonali due a due.
Una matrice con tali caratteristiche viene detta matrice ortogonale.

407. Dimostrare la disuguaglianza di Cauchy—Schwarz: per ogni coppia di vettori
v,w € R™ vale
v w| < o]l {lwl,
e vale |v - w| = ||v| ||w| se e solo se v,w sono linearmente dipendenti. (Sugg.: se v,w sono
linearmente indipendenti allora i due vettori v, r = w||v||> — (v - w)v sono diversi da 0 ed in
particolare 7%, ||v]|? > 0.)

408 (V). Dire se esiste una matrice A € M.

S

4(R) take che

AT A =

O N W N
WO
=N oo

1
2
0
0
409. Abbiamo visto che ogni matrice reale B ha lo stesso rango di BT B. Trovare una

matrice 2 X 2 a coefficienti complessi per cui la precedente proprieta non vale.

410. Data una matrice A € M, ,,(R) di rango m, interpretare geometricamente 1’appli-
cazione lineare associata alla matrice A(ATA)~1AT.

411. Dire se la matrice

1 0 0 1
110 1.1 0
A=31o 1 1 0
1 0 0 1
rappresenta la proiezione ortogonale di R* su un sottospazio vettoriale.

412. Determinare la retta di regressione della serie (0, 0), (1,1),(2,3), (3,2).

413. Scrivere tre coppie (z1,%1), (z2,y2), (z3,y3) di numeri reali tali che esistono infiniti
valori di (a,b) che minimizzano la sommatoria

3
Z laz; +b — v
i=1

414. Mostrare che la soluzione delle equazioni normali (7.5) &

_ Yoy (@i —T)(yi — )

= ) b=vy—az,
> it (v = T)2
dove T e i denotano le medie aritmetiche di z1,...,x, € y1, ..., y, rispettivamente.
415 (#). Date due successioni finite e non costanti di numeri reali €1, ...,%, € Y1,. .., Yn,

gia sappiamo che il sistema di quattro equazioni lineari

afo+mei:inyi, ainJrnb:Zyi,
Y Y dY yi=Y miy, ¢y yi+nd=) w,

nelle incognite a, b, ¢, d possiede soluzione unica. Dimostrare che 0 < ac < 1evaleac=1see
solo se gli n punti del piano (z1,¥1),. .., (Zn, yn) sono allineati. (Suggerimento: mostrare che
non & restrittivo assumere Y z; = > y; = 0.)
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7.7. Complementi: matrici a coefficienti interi e riduzione di Smith

Supponiamo di avere un sistema di equazioni lineari a coefficienti interi del quale ci in-
teressa trovare, se esistono, le soluzioni anch’esse intere. A tal fine possiamo agire con delle
operazioni elementari sulle righe, che per ’occasione dovranno essere:

(1) permutare le righe, ossia scambiarle di posto,
(2) moltiplicare una riga per un intero invertibile, ossia per +1,
(3) sommare ad una riga un multiplo intero di un’altra riga.

Avendo perso la possibilita di dividere per numeri diversi da 0, & ragionevole attendersi
che in generale non valgono le riduzioni di Gauss e Gauss—Jordan. Tale problema & stato
ampiamente studiato nel corso del XIX secolo da diversi matematici, in particolare da Hermite,
e si colloca naturalmente nell’ambito dei corsi di algebra, e piu precisamente nella teoria dei
moduli su anelli ad ideali principali.

Qui invece ci occupiamo di vedere cosa succede se, oltre alle operazioni elementari sulle
righe, possiamo agire sulla matrice anche con operazioni elementari sulle colonne, ossia con
operazioni del tipo:

(1) permutare le colonne,
(2) moltiplicare una colonna per un intero invertibile, ossia per +1,
(3) sommare ad una colonna un multiplo intero di un’altra colonna.

In tal caso abbiamo il seguente risultato, dimostrato da Henry J. S. Smith nel 1861.

TEOREMA 7.7.1. Sia A € M, n(Z) una matrice a coefficienti interi. Mediante un numero
finito di operazioni elementari sulle righe e di operazioni elementari sulle colonne e possibile
trasformare la matrice A in una matrice B = (b;;) tale che:

(1) by =0 se i # j;
(2) by divide b;; per ognii < j.

Si puo mostrare che i coefficienti b;; sono univocamente determinati a meno del segno; la
dimostrazione richiede 1'uso del determinante ed ¢ pertanto posticipata all’Esercizio 459.

La dimostrazione del Teorema 7.7.1 € ottenuta applicando un numero finito di volte il
seguente Lemma 7.7.2; i dettagli sono lasciati per esercizio al lettore. Anticipiamo che il punto
chiave di tutto il procedimento ¢ la divisione Euclidea di interi, ed in particolare del fatto che
che se n, m sono due interi con m > 0, allora esiste un intero s tale che 0 < n 4+ sm < m.

LEMMA 7.7.2. Per ogni matrice non nulla A a coefficienti interi indichiamo con v(A) > 0
il minimo tra i valori assoluti dei coefficienti non nulli di A. Data una matrice non nulla
A € M, . (Z), mediante un numero finito di operazioni elementari sulle righe e sulle colonne
¢ possibile trasformare A in una matrice B che soddisfa una delle sequenti condizioni:

(1) v(B) < v(A), oppure

(2) B= (5(1)1 g) , con C € My_1,m—1(Z) e b1 divide tutti i coefficienti di C.

DIMOSTRAZIONE. A meno di permutare righe e colonne non ¢ restrittivo assumere v(A) =
|a11| e moltiplicando la prima riga per £1 possiamo supporre v(A) = a;;. Per ogni indice j > 1
possiamo sommare alla colonna j un opportuno multiplo intero della prima colonna in modo
tale che la risultante matrice B sia tale che 0 < by; < by = a11 per ogni j > 1. Se by; > 0 per
qualche j allora v(B) < v(A). Se invece by; = 0 per ogni j > 0, ripetiamo la procedura con le
righe; per ogni indice j > 0 sommiamo alla riga 7 un opportuno multiplo intero della prima
riga in modo tale che la risultante matrice C' sia tale che 0 < ¢j1 < ¢11 = b1 = a11 per ogni
J > 1. Se ¢;1 > 0 per qualche j > 1 allora v(C') < v(A). Se invece ¢j; = 0 per ogni j si ha

0 N
C = (aél CA’) R C e Mnfl’mfl(Z),

e se esiste un coefliciente c;4, 7,7 > 1, non divisibile per a;;, bastera sommare alla prima riga
la riga ¢ e poi sommare alla colonna j un opportuno multiplo intero della prima colonna in
modo da ottenere una matrice D con v(D) < |dy;| < a11 = v(A). O



7.7. COMPLEMENTI: MATRICI A COEFFICIENTI INTERI E RIDUZIONE DI SMITH 175

Esercizi.

416 (%, ©). Sia A € M,, ,(Z) tale che (I +pA)? = I, per qualche coppia di numeri primi
p, q. Provare che vale A =0 oppure p=q=2e¢ A+ A% =0.






CAPITOLO 8

Il determinante

Dopo aver introdotto il concetto di matrice invertibile abbiamo immediatamente osservato
che, a differenza degli scalari, non tutte le matrici quadrate diverse da 0 possiedono un’inver-
sa. Abbiamo dato alcune condizioni geometriche necessarie e sufficienti affinché una matrice
quadrata risulti invertibile (righe o colonne linearmente indipendenti) ed abbiamo visto an-
che alcune relazioni che collegano I'invertibilita ed il calcolo dell’inversa con la riduzione di
Gauss—Jordan.

In questo capitolo introdurremo il determinante, che tra le altre cose fornira una condizione
algebrica, di importanza teorica fondamentale, per stabilire se una matrice e invertibile. Per
ogni matrice quadrata A a coefficienti in un campo K definiremo uno scalare det(4) € K,
detto determinante di A, in grado di dare molte informazioni sulla natura algebrica di A: in
particolare risultera che A & invertibile come matrice se e solo se il determinante & invertibile
come scalare.

Osserveremo poi che le formule che definiscono il determinante funzionano pure per matrici
a coefficienti polinomi, e questo sara alla base di alcuni risultati di notevole importanza e
profondita che affronteremo nei capitoli seguenti.

8.1. Una formula per il determinante

Iniziamo con il definire, per ogni n > 0 e per ogni matrice quadrata A € M, ,(K) uno
scalare |A| € K detto determinante di A. Spesso si usa anche la notazione det(A) per indicare
|Al, ed anche

a

cd‘ d

per indicare il determinante della matrice (Z b) .

Sen=0e A€ Myo(K) ¢ la matrice vuota poniamo per convenzione |A| =1. Se n =1
ed A = (a), con a € K poniamo |A| = a. Se n > 1 definiamo |A| in maniera ricorsiva, come
una funzione polinomiale dei coefficienti di A e dei determinanti di opportune sottomatrici
di A di ordine minore di n. Data una matrice A = (a;;) € M, ,,(K) indichiamo con A;; €
M,,—1 n—1(K) la sottomatrice ottenuta cancellando la riga ¢ e la colonna j; ad esempio:

ESEMPIO 8.1.1. Per n = 2 si ha

G2 s — arsa
as1 a9 11022 12021
EseEmpIO 8.1.2.
12 3
45 6/ =2 9ot Ol 3% 5 _ (45 ug)— 2036 —42) +3(32— 35) = 0.
S I O e L I L

177
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EseEmpiO 8.1.3.

}122_01560 4 6 0 4 5 0 4 5 6
T 8 9 1—891—2791+3781—(—1)789
010 1 1 0 1 0 0 1 01 1 010

OSSERVAZIONE 8.1.4. Nella Formula (8.1) abbiamo supposto che gli indici di riga e colonna
della matrice A siano i numeri interi compresi tra 1 ed n, ed il fattore (—1)1*7 sta a significare
che si considera la somma alterna partendo da +1. Per essere ulteriormente chiari, per una
matrice B = (b;;) con ¢,j =0,...,n si ha

| B| = boo| Boo| — bo1|Bo1| + - - - + (=1)"bon| Bon|-

ESEMPIO 8.1.5. I determinante di una matrice A € M, ,(K) che possiede una colonna
nulla é uguale a 0. Dimostriamo tale fatto per induzione su n, essendo del tutto evidente per
n = 1. Supponiamo n > 1 e che per un indice j si abbia a;; = 0 per ogni ¢ = 1,...,n. In
particolare a;; = 0 e siccome anche la matrice Ay ha una colonna nulla per ogni k # j si ha
per l'ipotesi induttiva |A1x| = 0 per j # k e quindi

n
Al = (=D awe|Aug| = (1) ay Ay + D (1) aw|Ai| = 0.
k=1 k#j

Esempio 8.1.6. Il determinante di una matrice triangolare ¢ uguale al prodotto degli
elementi sulla diagonale principale. F possibile dimostrare tale fatto per induzione sull’ordine
della matrice, essendo lo stesso del tutto evidente per le matrici quadrate di ordine 1. Sia
A = (ai;) € My, »(K) triangolare, n > 1, allora per definizione

n

Al = an|An| — 12| Asa| + arglAg] = = Y (1) ay| Ayl
j=1
Se A ¢ triangolare inferiore si ha ai; = 0 per ogni j > 1, mentre se A ¢ triangolare superiore,
per ogni j > 1 la sottomatrice A;; ¢ triangolare superiore con la prima colonna nulla e per
I'Esempio 8.1.5 |A1;| = 0. In ogni caso, quando A ¢ triangolare vale la formula |A| = a11]|A411]
e basta applicare il principio di induzione per concludere la dimostrazione.
DEFINIZIONE 8.1.7. Sia V uno spazio vettoriale sul campo K, un’applicazione

P: Vx---xV oK
————
n fattori

si dice multilineare, o anche separatamente lineare, se ¢ lineare in ognuna delle n variabili,
quando le rimanenti n — 1 sono lasciate fisse.

In altri termini, ® ¢ multilineare se per ogni indice ¢ vale
D(V1, .oy ANy ooy Un) = AP(V1, . ooy Uiy ey Up )y
D(v1, .oy U F Wiy ooy V) = P(V1, .oy Uy ey ) + PUg, Wiy, U).
EsEMPIO 8.1.8. Se f,g9: V — K sono due applicazioni lineari, allora
O:VxV =K, O(v,w) = f(v)g(w),

¢ multilineare. Infatti

TEOREMA 8.1.9. L’applicazione A — |A| definita in (8.1) ha le sequenti proprieta:
(1) L’applicazione A — |A| é multilineare sulle colonne.
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(2) Se la matrice A ha due colonne adiacenti uguali, allora |A| = 0.
(3) |I| =1, dove I ¢& la matrice identita.

Per essere precisi, la condizione (1) equivale a dire che I'applicazione

K" x - - x K" - K, (A', .. A" AL AT
S —
n fattori
¢ multilineare, dove ogni A’ & un vettore colonna e |A!, ... A"| & il determinante della matrice
che ha come colonne A!,... A"

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo la multilinearita per induzione sull’ordine delle matrici.
Per semplicita espositiva mostriamo che il determinante ¢ lineare rispetto alla prima colonna:
la linearita rispetto alle altre colonne e del tutto simile. Consideriamo quindi una matrice
A= (A',...,A") = (a;j), uno scalare A € K ed un vettore colonna B* = (b11,...,bn1)7
Considerando le matrici

C=(\AYA?%,...,A"), D= (B' A% ... A"), E=(A'4 B A% . ..  A"),
occorre dimostrare che
ICl = AlA], |E| = |A| +|DI.

Si ha C11 = Ai1, mentre per ogni j > 1 la matrice C; ¢ ottenuta da A;; moltiplicando la
prima riga per A; per I'ipotesi induttiva |C};| = A|Ay;| per ogni j > 1 e quindi per la formula
(8.1) si ha

|C‘ = )\a11|011| — alz‘C12| +.--= )\011|A11| — a12)\|A12\ +-.--= >\|A‘

Similmente si ha F1; = A1 = Di; e per induzione |Eyj| = |Ayj| + |Dyj| per ogni j > 1.
Quindi

|E| = (a11 + b11)|E11| — a12|Ere| + -+
= (a1 |An| — ar2|Arz| + ) + (b11|D11| — a12|D12| +---) = [A] + |D].

Supponiamo adesso che la matrice A = (Al,... A") abbia due colonne adiacenti uguali,
diciamo A’ = A™*!. Allora per ogni j # 4,7+ 1 la matrice A;; ha due colonne adiacenti uguali.
Per induzione |Ay;| = 0 per ogni j # i,i+ 1 e quindi la formula (8.1) si riduce a

JA] = (=1)"ay A1 + (=1)2ag,i41] A1 i

e basta osservare che a1, = a1,,41 € A1,; = Ay ;41 per avere |A| = 0. Il determinante della
matrice identita si calcola facilmente per induzione. Infatti [I| = |I11] e la sottomatrice I;; &
ancora una matrice identita. O

OSSERVAZIONE 8.1.10. Per calcolare il determinante di una matrice abbiamo usato solo
le operazioni, entrambe commutative ed associative, di somma e prodotto: non abbiamo mai
dovuto dividere per alcun coefficiente. Se A(x) = (a;;(x)) ¢ una matrice i cui coefficienti sono
polinomi a;;(z) € K[z] possiamo ancora calcolare il determinante, che continuera ad essere
un polinomio. Ad esempio

x 2
22—z z+1

‘ =z2(x+1) - 2(2* - 2) = —2% + 3z € K[z].
Se valutiamo tutti i coeflicienti di A(z) in uno scalare A € K otteniamo una matrice A(\) €

M, »(K); siccome i morfismi di valutazione commutano con somme e prodotti, il determinante
|A(z)| € K[z] calcolato in = A coincide con il determinante |A(N)].

Esercizi.

417. Calcolare i determinanti:

112 20 2 011(1)?(1)2
0 12, |0 12, 101, || o o
3.0 1 jooo 1 211 |5,
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418. Calcolare i determinanti

1 1 1 1 1 w or -
1 w w?, 1 1 w?, dove w = cos — +isin —.

2 2 3 3
1 w w w w1

419. Verificare la correttezza della seguente formula (scoperta da Lagrange nel 1773):

ai1 aiz2 ai13
@11 |@21 Q22 G23| =
azy azz ass

a1l a2
az; as2

air  ais
az1 a3

ail a2
a21 a22

ai1  ai13|
azr  ass

420. Sia A una matrice quadrata di ordine 2. Trovare una formula per il calcolo del
determinante in funzione delle tracce di A ed A2

421. Per 'Esempio 8.1.6 il determinante di una matrice diagonale ¢ uguale al prodot-
to degli elementi sulla diagonale principale. A cosa ¢ uguale il determinante delle matri-

ci antidiagonali, ossia delle matrici (a;5), ¢,j = 1,...,n, tali che a;; = 0 ogni volta che
i+j#Fn+17
422 (©). Tenendo presente I’Osservazione 8.1.10, si consideri il determinante
r 2?2 2x 3x
1 22 4 23
p() = 1 2% 42 5 € Kz].
1 2t 16 2°
Calcolare p(0), p(1) e p(2).
423. Calcolare i determinanti
1 —z 0 0 0
R O (1)_1””_0801%00
aam,Ol—a:,O()lx_x,OOl—xO
0 ! an aq ag 0 0 0 1 —x

424. Imitare il ragionamento dell’Esempio 8.1.5 per dimostrare che il determinante di
una matrice quadrata con una riga nulla & uguale a 0. Siano A € M, ,,(K), B € M, n(K) e
C € M, ,,»(K). Dimostrare per induzione su n le formule:

A C 0 B nm
o o=mns |5 2= o
425. Calcolare il determinante
1 a a® o
0 1 a a?
b 0 1 a
c e 0 1

dove a = il tarapia tapioco, b = come fosse antani, ¢ = gli scribai con cofandina ed e = le
pastene soppaltate secondo ’articolo 12.

426 (©). Dati tre scalari x, y, z, dire se & possibile trovare una matrice

a1x aiz2 ais
Q21 Q22 (23

tale che
a1l aiz| _ 2 a1 aiz| _ a12 aiz| _ .
— 4y - — %
a21 a2 a1 ag3 a22 Aa23
427 (#,0). Data una successione finita dy,...,d, di scalari in un campo K, denotiamo

di -~ 0
diag(dy,...,dp)=| ¢+ ..
0 - d,
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la matrice diagonale che ha i coefficienti d; sulla diagonale principale. Supponiamo che 2d; # 0
per ogni ¢ = 1,...,n. Provare che per ogni matrice A € M, ,,(K) esiste una scelta dei segni
€1,...,6, = *1 tale che la matrice |A + diag(eidy, ..., €,d,)| # 0. Trovare un esempio di
matrice A per cui la scelta dei segni & anche unica.

8.2. Segnatura delle permutazioni ed unicita del determinante

Vogliamo adesso dimostrare che le tre proprieta elencate nel Teorema 8.1.9 determinano
univocamente il determinante.

DEFINIZIONE 8.2.1. Diremo che un’applicazione d: M, ,(K) — K ¢ multilineare alter-
nante sulle colonne se soddisfa le seguenti due condizioni:
D1: L’applicazione d ¢ multilineare sulle colonne.
D2: Se la matrice A ha due colonne adiacenti uguali, allora d(A) = 0.

ESEMPIO 8.2.2. Per il Teorema 8.1.9 l'applicazione determinante A — |A| ¢ multilineare
alternante sulle colonne. Lo stesso vale per Papplicazione d(A) = A|A|, dove A € K & uno
scalare qualsiasi.

ESEMPIO 8.2.3. Fissata una matrice B € M, ,(K) 'applicazione
d: My, (K) = K, d(A) = |BA|,
e multilineare alternante sulle colonne. Questo segue facilmente dal fatto che la i-esima colonna
di BA ¢ uguale a BA®, dove A’ ¢ la i-esima colonna di A.

LEMMA 8.2.4. Sia d: M, »,(K) — K multilineare alternante sulle colonne. Allora si ha:

D3: Se una matrice B é ottenuta da A scambiando tra loro le posizioni di due colonne
vale d(B) = —d(A).

D4: Se la matrice A ha due colonne uguali, allora d(A) = 0.

D5: Se A contiene una colonna nulla allora d(A) = 0.

D6: Se le colonne di A sono linearmente dipendenti allora d(A) = 0.

D7: Se d(A) # 0 allora la matrice A é invertibile.

D8: Sela matrice B ¢é ottenuta da una matrice quadrata A aggiungendo ad una colonna
una combinazione lineare delle altre colonne, allora d(B) = d(A).

In particolare tutte le precedenti proprietd valgono per la funzione d(A) = |A|.

DIMOSTRAZIONE. Sia B la matrice ottenuta da A scambiando tra di loro due colonne
adiacenti, diciamo

A= (. AL AT )
Per le proprieta D1 e D2 si ha 'uguaglianza
0=d(...,A"+ AT A" 4 AL )
=d(...,ALA ATy (L AT AT AT )
=d(...,ALAL ) Fd( AL AT ) d( AT AT ) d( L AT AT )
che, sempre per D2, si riduce a

0=d(..., A", A ) 1d(... AL AT,

B= (.. AFL Al ).

)

e cioe d(B) = —d(A).

Se adesso la matrice A ha due colonne uguali, diciamo A* ed A7 con i < j possiamo
scambiare la colonna i con la colonna 7 + 1, poi la colonna ¢ 4+ 1 con la i + 2 e si prosegue fino
a quando la colonna i si trova nella posizione j — 1. Si ha quindi d(A) = (—1)~"1d(B) dove
B & una matrice con le colonne j — 1 e j uguali. Dunque d(B) = 0, d(4) = 0 e questo prova
D4.

Chiamiano scambio elementare lo scambio di due colonne adiacenti; per provare D3 ¢
sufficiente dimostrare che ogni scambio di due colonne si puo ottenere come composizione di
un numero dispari di scambi elementari. Indichiamo con

Ti: Mp o (K) = M, (K)
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I’applicazione che scambia la colonna i con la colonna i+ 1. Se i < j si vede facilmente che la
composizione di 2(j — i) — 1 scambi elementari

T; OTi410"*O0Tj_20T;10Tj20T;_30"0T;

indici crescenti indici decrescenti

scambia le colonne 7, j e lascia le altre al loro posto.
Sia adesso A = (A!,...,A™) una matrice con una colonna nulla, che per semplicita
notazionale supporremo essere la prima. Allora 0 = A! = 0A! e quindi

d(A) =d(A', ... A™) = d(0A',...,A™) = 0d(A,..., A™) = 0.

Resta da dimostrare la proprieta D6: supponiamo che le colonne A', ..., A” siano linear-
mente dipendenti e, per fissare le idee che l'ultima colonna sia combinazione lineare delle
precedenti: A" = a1 A' + -+ a,_1 A" 1. Allora si ha

n—1 n—1
d(AY, ..., A" =d (Al, S AT ZaiAl) =) ad(A',.. AT AT =0
i=1 i=1

La D7 segue immediatamente da D6 e dal Corollario 6.3.5.
Per quanto riguarda D8, per ipotesi A = (Al,..., A") e B = (B',..., B"), dove per un
qualche indice fissato i si ha
Bi:Ai—i-Zoszj, BJ = A7 per ogni j # i,
J#i
per opportuni scalari a;, j # i. Se indichiamo con A(j) la matrice ottenuta sostituendo la
colonna A con la colonna A7, per multilinearita si ottiene

d(B) = d(A) + Y a;d(A(j))-
J#i
Adesso basta osservare che per i # j la matrice A(j) ha le colonne i e j identiche e per D4

vale d(A(j)) = 0. O

EsEmMPIO 8.2.5. Consideriamo una matrice A € M, ,,(K) che sia della forma

B C
1-(5 5)
con B e M, (K),Ce M, ,—s(K)eDeM,,,—s(K). Se r < s allora |A| = 0 in quanto le

prime s colonne di A sono linearmente dipendenti.

EseEMPIO 8.2.6. Per ogni n > 0 indichiamo con
11 1

1 2 3 ...
B,=11 3 6 --- EMn,n(Q)

. Dimostriamo per induzione su

i+j2> i+ -2)!
i—1 ) (G- —-1)!
n che |B,,| = 1 per ogni n. Supponiamo n > 1 e denotiamo con D,, la matrice ottenuta da B,,
eseguendo nell’ordine le seguenti n — 1 operazioni:

la matrice di coefficienti b;; = (

e sottrarre alla n-esima colonna la (n — 1)-esima colonna,
e sottrarre alla n — l-esima colonna la (n — 2)-esima colonna,

e sottrarre alla seconda colonna la prima colonna.

Ciascuna di tali operazioni non cambia il determinante, ossia | B,,| = | D,,|, mentre dalle formule

A T N B L N - ST
t—1 1 —2 1—1
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ne consegue che

1
1 0 .
D, = (v Bnl) , dove v=|:],
1
e quindi |D,,| = |Bp-1|-
Indichiamo con ¥, linsieme di tutte le permutazioni di {1,...,n}, ossia I'insieme di
tutte le applicazioni bigettive o: {1,...,n} — {1,...,n}. Una trasposizione ¢ una permuta-

zione che scambia due elementi e lascia fissi i rimanenti: & intuitivo e facilmente dimostrabile
(vedi Esercizio 431) che ogni permutazione si puo scrivere come composizione di trasposizioni.
Va osservato che non c¢’¢ un modo unico di scrivere una permutazione come composizione di
trasposizioni: ad esempio, se per ogni coppia di interi 1 < i < j < 3 denotiamo con (ij) € X3
la trasposizione che scambia ¢ con j, allora si ha (12) o (23) = (23) o (13).

Data una matrice A € M, ,,(K) ed una permutazione o € ¥,, denotiamo con A la matrice

ottenuta da A permutando le colonne secondo quanto dettato da o, ossia (A%)" = A%, In
altri termini, se A = (A',..., A") allora A% = (A ... A°(™),

OSSERVAZIONE 8.2.7. Si noti che se 0,7 sono due permutazioni, allora vale la formu-
la A°°" = (A°)7. Infatti, se pensiamo la matrice A = (A!,..., A") come l'applicazione
A:{1,...,n} = K", i — A allora A% equivale alla composizione 4 o o e quindi A%°"
Ao(ocoT)=(Aoog)oT = (A7)".

DEFINIZIONE 8.2.8. La segnatura (—1)? di una permutazione o € %,, & definita tramite
la formula

(=17 = [I7],
dove I € M, »,(Q) ¢ la matrice identita.

Se la permutazione ¢ & ottenuta come composizione di k trasposizioni, allora la matrice
17 ¢ ottenuta dall’identita con k scambi di colonne e quindi

(=17 =17 = (-)*|1] = (-1)".
Ne consegue in particolare che se una permutazione ¢ & scritta come composizione di k traspo-
sizioni, allora (—1)* dipende solo da o e non dalla scelta delle trasposizioni. Una permutazione
si dice pari se ha segnatura 1, o equivalentemente se puo essere scritta come composizione di
un numero pari di trasposizioni. Si dice dispari se ha segnatura —1.
LEMMA 8.2.9. Sia d: M, ,(K) — K multilineare alternante sulle colonne. Allora si ha:
D9: Per ogni matrice A ed ogni permutazione o vale d(A%) = (—=1)7d(A).

DIMOSTRAZIONE. Scriviamo ¢ come composizione di k trasposizioni. Per D3 ogni traspo-
sizione fa cambiare segno e quindi d(A%) = (=1)¥d(A) = (—1)7d(A). O

Siamo adesso in grado di dimostrare il teorema di unicita del determinante.

TEOREMA 8.2.10. Sia d: M, »,(K) — K multilineare alternante sulle colonne. Allora per
ogni matrice A si ha

d(A) = |Ald(I).
In particolare se d(I) =1 allora d é uguale al determinante.
DIMOSTRAZIONE. Se A = (A!,..., A") = (aj;) allora per ogni i vale A" = Z;-L:l ajiej,
dove eq,...,e, ¢ la base canonica di K™. Per linearita rispetto alla prima colonna si ha

n n
Zajlej,Az,...,A” :Zajld(ej,AQ,...,A”).
j=1 j=1
Ripetendo la procedura per la seconda colonna

d(A) = Zajld(ej7zak2€j714 ZZaﬂakgd (ej ej, A3 ... A™)

j=1 k=1 J=1k=1



184 8. IL DETERMINANTE

e procedendo fino alla n-esima si ottiene

d(A) =Y aj e agnd(eg,, e,

j1=1 Jn=1

Siccome d(ej,, ..., e;,) = 0 quando due indici jj coincidono la precedente formula si riduce a
d(A) = Z Ag(1),1 " Go(n)nd(€a(1)s - -+ s €o(n))-
oEX,

e tenendo presente che
d(ea'(l)v B ea(n)) = d(IU) = (_1)O'd(1')
arriviamo alla formula
(8.2) d(A) = > (=1)7ao@y1 - to(m)ad(I),
oEX,

che per d uguale al determinante diventa

(83) |A‘ = Z (_1)0a0(1),1 * Qo (n),n-
oEY,
Dal confronto delle equazioni (8.2) e (8.3) si arriva alla conclusione. O

TEOREMA 8.2.11 (Binet). Date due matrici A, B € M, ,(K) si ha
|AB| = |BA| = |A[|B|.
DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gia osservato che applicazione
d: M, ,(K) = K, d(A) = |BA|,
€ multilineare alternante sulle colonne e quindi vale

|BA| = d(A) = [Ald(I) = |A||BI| = |A]|B].

Per simmetria |AB| = |B||4| = |A||B| = |BA|. O

Esempio 8.2.12. Usiamo il teorema di Binet per dimostrare che se esiste una matrice
A € M, ,(R) tale che A2 = —I, allora n & pari. Infatti |A| & un numero reale e vale |A|?> =
[~ 1=~

COROLLARIO 8.2.13. Una matrice quadrata A a coefficienti in un campo ¢ invertibile se e
solo se |A| # 0; in tal caso il determinante dell’inversa é uguale all’inverso del determinante.

DIMOSTRAZIONE. Se A & invertibile allora AA~! = I e per il teorema di Binet |A||A~!| =
|I] = 1 da cui segue |A| # 0 e |A™1| = |A|~!. Viceversa, per il Corollario 6.3.5, se A non &
invertibile le sue colonne sono linearmente dipendenti e quindi |A| = 0 per il Lemma 8.2.4.

COROLLARIO 8.2.14. Il rango di una matrice A € M, ,,(K) é uguale al piv grande intero
r per cui A contiene una sottomatrice quadrata di ordine r con determinante diverso da 0.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gia dimostrato nel Corollario 6.4.5 che il rango di una matrice

A € uguale al piu grande intero r per cui A contiene una sottomatrice quadrata e invertibile
di ordine 7. 0

ESEMPIO 8.2.15. Sia

11 2
1 2 6
A=1|2 6 24 € M, »(Q)

la matrice di coefficienti a;; = (i +j — 2)!, 1 < 4,5 < n. Usiamo il teorema di Binet per

dimostrare che vale la formula
n—1

Al =TT

=0
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Notiamo che vale A = CBC, dove

) +] -2 Q5
B=(by). by=("" S -
e = (007) =i
e C ¢ la matrice diagonale di coefficienti ¢;; = (¢ — 1)!. Si ha |C| = szol 1!, per il teorema di
Binet si ha |A| = |B|(H?:_01 i!)2 e per concludere la dimostrazione basta osservare che |B| = 1,

come dimostrato nell’Esempio 8.2.6.

OSSERVAZIONE 8.2.16. In determinati contesti, soprattutto fisici, la segnatura delle per-
mutazioni viene sostituita dal simbolo di Levi—Civita. Fissato un intero positivo n ed n
numeri 41, ...,4, € {1,...,n} si definisce

Eirigein — det(eil N 6@}),
dove come al solito eq,...,e, indica la base canonica di Q™. A differenza della segnatura,

il simbolo di Levi-Civita &;,4,...;, ¢ definito, e vale 0, anche quando vi sono ripetizioni negli
indici, ossia quando ’applicazione k — 7 non ¢ una permutazione.

Esercizi.

428. T numeri 2418, 1395, 8091, 8339 sono divisibili per 31. Dimostrare senza effettuare il
conto esplicito che il determinante

co CO — DN
WO W
WY o
O = Ut 00

e divisibile per 31.
429. Provare che |AA| = A\"|A| per ogni matrice A € M,, ,,(K) ed ogni scalare A € K.

430. Provare che se |A| # 0 allora esiste una permutazione o tale che la matrice A non
possiede elementi nulli sulla diagonale.

431. Sia o € ¥,, una permutazione fissata; si assuma che o(n) # n, si denoti 7 la traspo-
sizione che scambia n con o(n). Si provi che la permutazione n = 7 o ¢ lascia fisso n e che
o = 7 on. Dedurre per induzione su n che ogni permutazione di n elementi ¢ composizione di
al pitt n — 1 trasposizioni.

432. Siano A, B € M, ,,(Z) matrici a coefficienti interi e sia p > 0 un intero positivo.
Dimostrare che |A 4+ pB| — |A| ¢ un intero divisibile per p. Suggerimento: scrivere B = B +
---+ B,, dove ciascuna matrice B; € nulla al di fuori della colonna i-esima.

433. Determinare tutte le radici complesse del polinomio

1 1 1 1
1 1—=x 1 1
p(z) = 1 1 2—x .- 1
1 1 1 n—ax
434. Provare che

1 2 3 4 5

2 3 4 5 6

1 0 0 0 5/=0

2 0 0 0 5

1 0 0 0 2

435 (V). Sia A € M3 3(Q) una matrice in cui ogni coefficiente ¢ uguale a +1 o —1. Provare
che il determinante di A assume uno dei tre valori —4, 0, +4.

436. Siano fy,..., fr: K® — K applicazioni lineari. Provare che ’applicazione
d: Mn,n(K) — K7 d(A17 v aAn) = Z (_1)Ufo(1)(‘41)f0(2) (AZ) e fo’(n) (An)a
ocEYX,

¢ multilineare alternante sulle colonne.
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437. Completare la seguente traccia di dimostrazione alternativa del teorema di Binet:

(1) Siano C,D € My, »(K), con D triangolare unipotente, ossia con i coefficienti sulla
diagonale principale uguali ad 1. Allora C'D & ottenuta da C' tramite una successione
finita di operazioni consistenti nel sommare ad una colonna opportuni multipli scalari
delle altre colonne: quindi |C| = |CD].

(2) Siano A, B € M, ,(K) e I € M, ,,(K) la matrice identita, allora

I -B B I
det (A 0 ) = det (O A) = |A||B|;

(3) Usando i due punti precedenti, dedurre il Teorema di Binet dalla formula:

() 7))

438 (V). Calcolare, per ogni intero n > 0 il determinante della matrice

1 2 -+ n—1 n
2 3 - n n

Au=| 0o € Mua®)
n—1 n --- n n

di coefficienti a;; = max(i + j — 1,n).

8.3. Incroci e segnatura

Un modo di rappresentare una permutazione o dell’insieme {1,...,n} & mediante una
matrice 2 X n in cui la prima riga contiene i numeri da 1 a n e la seconda riga le rispettive
immagini, ossia

1 2 ... n
o(1) o(2) -+ o(n)]’
Ricordiamo che le trasposizioni sono permutazioni che scambiano di posizione due elementi e
lasciano invariati i rimanenti. Ad esempio, la permutazione

1 2 3 4
3 2 1 4
& una trasposizione. Per ogni i < n, denotiamo con 7; € X, la trasposizione che scambia ¢ con
1+ 1:
(i) =i+ 1, Ti(i4+1) =1, Ti(a)=a Va#ii+]1.
DEFINIZIONE 8.3.1. Diremo che un sottoinsieme A C {1,...,n} di due elementi & un

incrocio della permutazione o se la restrizione di ¢ ad A ¢ decrescente; in altri termini, un
sottoinsieme

A={ij}, con i<j,
¢ un incrocio di o se o(i) > o(j).
Indichiamo con é(c) il numero di incroci di o. Ad esempio, l'identita ha zero incroci, le
trasposizioni 7; hanno un solo incrocio, mentre la permutazione
o(i)=n+1—1
ha n(n — 1)/2 incroci. In un certo senso, il numero di incroci & una misura della complessita

della permutazione.

OSSERVAZIONE 8.3.2. Una maniera di contare il numero di incroci di o e la seguente.
Per ogni ¢ = 1,...,n si disegna nel piano il segmento che unisce il punto di coordinate (i, 1)
con il punto di coordinate (o(i),0) e poi si conta il numero di punti di intersezione dei vari
segmenti. Bisogna pero fare attenzione al fatto che, se per un punto passano h segmenti, con
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Ficura 8.1. La copertina di Ummagumma rappresenta artisticamente una permu-
tazione e le sue potenze.

h > 2, allora ci troviamo di fronte ad una intersezione multipla ed a tale punto corrispondono
h(h —1)/2 incroci. Ad esempio, le due permutazioni

(1 2 3 4 5]
2 3 4 5 1
- - ® [ ] [ ] [ ] [ ]
_ - [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
1 2 3 4 5
3 2 1 5 4
- - ® [ ] [ [ ]

hanno entrambe 4 incroci.

EseEmpIO 8.3.3. Siano ¢ < j e sia o la trasposizione che scambia ¢ e j. Un sottoinsieme
A={a,b}, con a<b,

¢ un incrocio se e solo se a =14 e b < j, oppure se a > i e b= j; quindi §(c) = 2(j — 1) — 1.
Ne consegue che ogni trasposizione ha un numero dispari di incroci.

Le permutazioni, in quanto applicazioni di un insieme in sé, possono essere composte tra
loro. Se o,n € %, definiamo il prodotto on € 3,, come

on(i) = o(n(i)), i=1,...,n.

1 2 3 4(|1 2 3 4] |1 2 3 4
[3 2 1 4][2 3 4 1}_[2 1 4 3]'
Notiamo che il prodotto di ogni trasposizione con sé stessa e uguale all’identita; in
particolare 7;7; = identita per ogni .

Ad esempio

LEMMA 8.3.4. Date due permutazioni o,n € X, indichiamo con a il numero di sottoin-
siemi A C{1,...,n} di due elementi che soddisfano le due condizioni:
(1) A & un incrocio din.
(2) n(A) & un incrocio di o.
Allora vale la formula
d(on) =0(0) +9(n) — 2a

DIMOSTRAZIONE. Per ogni insieme finito X indichiamo con |X| la sua cardinalita, ossia
il numero di elementi che contiene. Indichiamo con P la collezione di tutti i sottoinsiemi di
{1,...,n} di cardinalita 2. Notiamo che A € P & un incrocio di o7 se e soltanto se vale una
delle seguenti due condizioni:
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(1) A & un incrocio di n e n(A) non & un incrocio di o.
(2) A non ¢ un incrocio di 1 e n(A) & un incrocio di o.
Indichiamo adesso con
C={A€P]|A ¢ incrocio di n}, D={Ae€P|n(A) & incrocio di o}.

Chiaramente |C| = d(n) e, siccome n: P — P & bigettiva, vale anche |D| = §(o). Per definizione
a ¢ il numero di elementi di C N D. Denotiamo con ¢ il numero di elementi di C che non
appartengono a D e con d il numero di elementi di D che non appartengono a C.

Abbiamo visto che valgono le uguaglianze

a+c=4d(n), a+d=4(o), c+d=4(on).
Da tali uguaglianze segue che
d(on) = 6(o) + d(n) — 2a.

TEOREMA 8.3.5. Sia e: X, — {£1} Uapplicazione definita dalla formula
e(o) = (=1)°@) d(o) = numero di incroci di o.
Allora, per ogni o,n € %, vale
e(on) = e(o)e(n)

ed in particolare e(0) = e(o~t). Se o ¢ uguale al prodotto di k trasposizioni, allora (o) =

(—=1)* e quindi (o) & uguale alla segnatura (—1)°.

DIMOSTRAZIONE. La prima uguaglianza segue immediatamente dal Lemma 8.3.4. Per la
seconda basta osservare che
e(0)e(c™) = e(o0™!) = e(identita) = 1.
Infine, sappiamo che ogni trasposizione ha un numero dispari di incroci. O

COROLLARIO 8.3.6. Ogni permutazione o si puo scrivere come prodotto di §(o) trasposi-
210Nt T;.

DIMOSTRAZIONE. Induzione su §(o). Se o non ha incroci, allora ¢ ¢ I'identita. Se invece
o ¢ diversa dall’identita, allora I’applicazione bigettiva

o:{l,...,n} = {1,...,n}
non pud essere crescente e dunque esiste almeno un indice h < n tale che o(h) > o(h + 1).
Dimostriamo adesso che
0(omp) =6(0) — 1.

Infatti la trasposizione 7, ha un unico incrocio {h,h + 1} che, per come abbiamo scelto h, &
anche un incrocio di ¢. Quindi per il Lemma 8.3.4

O(omy) =0(0) +6(mh) —2=10(0) — 1.
Per l'ipotesi induttiva la permutazione o7y, ¢ prodotto di 6(o) — 1 trasposizioni 7; e quindi
o =o(mpmh) = (oTh)Th
¢ prodotto di §(o) trasposizioni 7;. O
Supponiamo adesso di avere un insieme finito X e di considerare una permutazione di X,
ossia un’applicazione bigettiva f: X — X. In questo caso non possiamo definire il numero di

incroci (per fare cio bisognerebbe che X fosse ordinato) ma possiamo ugualmente definire la
segnatura nel modo seguente:

Supponiamo che X abbia esattamente n elementi e scegliamo un’applicazione bigettiva
h:{1,...,n} = X.
Allora I’applicazione
R fh: {1, n} = {1,...,n}

e bigettiva e possiamo definire

e(f) =e(h™"fh).
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FIcUrA 8.2. Il gioco del 15 nella configurazione iniziale.

Bisogna dimostrare che si tratta di una buona definizione, ossia che £(f) non dipende dalla
scelta di h. Se prendiamo un’altra applicazione bigettiva

k:{1,...,n} = X,
allora o = k~'h & una permutazione di {1,...,n} con inversa c~! = h~'k e quindi
e(h ™ fh) = (o k™ fko) = e(o ek~ fk)e(o) = e(k™ 1 fk).

Esercizi.

439. Siano r < n e o € X, la permutazione

. i1+ set<n-—r
ofi) =9 . :
i—(n—r) sei>n-—r

Calcolare la segnatura di o.

440 (Il gioco del 15). 11 gioco del quindici & un rompicapo classico inventato nel XIX
secolo. Il gioco consiste di una tabellina di forma quadrata, solitamente di plastica, divisa
in quattro righe e quattro colonne (quindi 16 posizioni), su cui sono posizionate 15 tessere
quadrate, numerate progressivamente a partire da 1 (vedi Figura 8.2). Le tessere possono
scorrere in orizzontale o verticale, ma il loro spostamento ¢ ovviamente limitato dall’esistenza
di un singolo spazio vuoto. Lo scopo del gioco ¢ riordinare le tessere dopo averle “mescolate”
in modo casuale (la posizione da raggiungere & quella con il numero 1 in alto a sinistra e gli
altri numeri a seguire da sinistra a destra e dall’alto in basso, fino al 15 seguito dalla casella
vuota).

Dopo aver mescolato le tessere indichiamo con ¢, 1 < ¢ < 4, il numero di riga contenente lo
spazio vuoto e con o € ¥15 la permutazione ottenuta leggendo i numeri allo stile occidentale,
ossia da sinistra a destra e dall’alto in basso, ignorando lo spazio vuoto. Dimostrare che
(—1)7 = (-1

441 (). Siano dati un campo K, un insieme X ed un’applicazione f;: X x X — K tale
che fi(z,y) = —f1(y,z) per ogni z,y € X. Si considerino le applicazioni

fo: X x---x X 2K, n >0,
——————

2n fattori

definite per n > 1 mediante la formula ricorsiva

2n
ful@r, .y wen) = (=)™ (=1 fi(@n, 2) faor (@2, Tis1, Tigas -, Tan) -
i=1

Provare che per ogni permutazione o di {1,...,2n} si ha

fn($0(1)7 o axo(Qn)) = (_1)Ufn<$17 B $2n) .
Nel caso particolare in cul X = {z1,...,Zn,y1,...,Yn} € fi(zi,z;) = f1(yi,y;) = 0 per ogni
i, ], calcolare f,(x1,...,%n,Y1,...,Yn) in funzione della matrice di coefficienti a;; = f1(zs,y;).

442 (®). Per risolvere questo esercizio sono necessarie alcune nozioni di teoria delle serie
di potenze. Per ogni intero n > 0 indichiamo con d,, il numero di permutazioni senza punti fissi
di n elementi: dy = 1, d; =0, do = 1, d3 = 3 eccetera. Per ogni 0 < k < n indichiamo inoltre
D, (k) il numero di permutazioni con esattamente k punti fissi di un insieme di n elementi:
chiaramente d, = D,,(0) e n! ="} Dy (k). Dimostrare che:
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W) Du0) = (7)o

(2) >h—o % (n%k)' =1

ok,
(3) nellintervallo aperto (—1,1) la serie di potenze f(t) = > ., k—’:t” & convergente e
vale f(t)e! =30 1" .
. dn n -1 k
(4) per ogni n vale i > ko %

8.4. Sviluppi di Laplace

In gergo matematico la formula per il determinante data nella Sezione 8.1 viene detta
“sviluppo di Laplace rispetto alla prima riga” e, come vedremo in questa sezione, ammette
formule analoghe per ogni riga ed ogni colonna.

PROPOSIZIONE 8.4.1. Sia A = (a;5), 3, = 1,...,n una matrice quadrata. Allora per ogni
indice t = 1,...,n fissato vale lo sviluppo di Laplace rispetto alla riga ¢:
n
Al = (1) ay;] Ayl
j=1
DIiMOSTRAZIONE. Per ¢ = 1 la formula € vera per definizione. Definiamo per ogni ¢

I’applicazione
n

d;: an(K) — K, dZ(A) = Z(—l)j+1aij|Aij|;
j=1

e dimostriamo per induzione su i che d;(4) = (—1)"!|A| per ogni matrice A. Sia 7; la

trasposizione semplice che scambia gli indici ¢, i+1 e sia B la matrice ottenuta da A scambiando

tra loro le righe i e ¢ + 1. Valgono allora le formule

dit1(A) = d;(B), B=1"A.
Per il teorema di Binet e per I'ipotesi induttiva si ha:
di1(A) = di(B) = (=1)"[B] = (=1)" I ||A] = (=1)|A].

|
EsEmpIO 8.4.2. Calcoliamo il determinante della matrice
1 3 5
6 7 0
2 00
Dallo sviluppo di Laplace rispetto all’ultima riga segue
1 3 5
6 7 0 22‘? (5)‘2—70.
2 00

LEMMA 8.4.3 (determinante della trasposta). Per ogni matrice A € M,, ,(K) vale |[AT| =
Al
DIMOSTRAZIONE. Siccome |I7| = 1 basta dimostrare che 'applicazione
d: My, n(K) = K, d(A) = |AT],

€ multilineare alternante sulle colonne.
Indicati con a;; e coefficienti di A, fissato un indice 4, per lo sviluppo di Laplace rispetto
alla riga ¢ si ha:

A(4) = |AT| = 3 a1 (A7),

e da tale formula segue immediatamente che d(A) ¢ lineare rispetto alla colonna 4. Infine se
A ha le colonne 4,7 4+ 1 uguali allora ogni vettore colonna di A7 & contenuto nel sottospazio
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vettoriale di equazione z; — ;41 = 0; dunque le colonne di A” sono linearmente dipendenti e
quindi [AT] = 0. O

COROLLARIO 8.4.4. Sia A = (ai;) € M, »(K), allora per ogni indice t = 1,...,n fissato
vale lo Sviluppo di Laplace rispetto alla colonna i:
n
Al = (1) ay;|Ayl.
i=1
DiMOSTRAZIONE. Prendendo lo sviluppo di Laplace rispetto alla riga ¢ della matrice
trasposta si ha

AT —Zaﬂ 1)"+7]A%.

Siccome (AT);; = (4;;)7 ed il determmante di una matrice & uguale al determinante della
propria trasposta si ha

Al = IAT\—Z% 1) |(AT); I—Zaj 454

O

Dal fatto che il determinante di una matrice € uguale al determinante della trasposta,
segue che il determinante ¢ multilineare alternante sulle righe. In particolare:

(1) Scambiando due righe il determinante cambia di segno.

(2) Moltiplicando una riga per uno scalare A, anche il determinante viene moltiplicato
per A.

(3) Aggiungendo ad una riga una combinazione lineare delle altre, il determinante non
cambia.

(4) Se le righe sono linearmente dipendenti il determinante si annulla.

COROLLARIO 8.4.5. Sia A € M, ,,(K) una matrice alternante, ossia antisimmetrica con
1 coefficienti sulla diagonale principale nulli. Allora A ha rango pari. In particolare, se n ¢
dispari allora |A| = 0.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo prima che se n & dispari, allora |A| = 0. Siccome AT =
—Asiha |Al = |AT| = | — A = (=1)"|A] = —|A] e quindi 2|A| = 0. Se il campo K ha
caratteristica # 2 questo basta per affermare che |A| = 0, mentre per campi di caratteristica 2
occorre fare un ragionamento per induzione sun. Sen =1 allora A =0;se n > 3 e A = (a;5),
per ogni coppia di indici ¢, j = 2,...,n, indichiamo con A;; € M,,_s ,—2(K) la matrice ottenuta
togliendo le righe 1,7 e le colonne 1,j. Siccome a;; = 0, effettuando lo sviluppo di Laplace
rispetto alla prima colonna e successivamente rispetto alla prima riga otteniamo la formula

n

Al = > (~1)" T ana1]Ay]

i,j=2
Siccome Az; = —Aj; e Ay ¢ alternante per ogni 7, possiamo assumere per induzione che
|Aij| = _|Aji| e |A“| =0 per ogni Z,j (S} quindi
n n
|A| = Z (=) a1a05|Aij| = — Z (=1 aga0 5] Ayl
i,j=2 i,j=2
= Y (—=D"anai; (A + |45]) =0

2<i<j<n

Per il Teorema 6.5.10 sappiamo che il rango di una matrice antisimmetrica e uguale al
massimo intero r tale che esiste una sottomatrice principale r x r invertibile. Per quanto visto
sopra l'invertibilita della sottomatrice principale implica che r € pari. O

Giova osservare che una matrice alternante di ordine pari puo avere determinante non

nullo, come ad esempio la matrice <_01 é)
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EsEMPIO 8.4.6. Le precedenti regole permettono di calcolare il determinante con un misto
di eliminazione di Gauss e sviluppo di Laplace. Supponiamo ad esempio di voler calcolare il
determinante

10 20 32
A=|4 2 25
3 0 9
Togliamo alla terza colonna il doppio della prima; il determinante non cambia:
10 20 12
A=|4 2 17|=3 ’220 g‘ = 3(340 — 24) = 632.
3 0 0
EsEMPI1O 8.4.7. Per il calcolo del determinante
a—b—c 2a 2a
A= 2b b—c—a 2b
2¢ 2c c—a—>b
possiamo sostituire alla prima riga la somma delle tre righe
a+b+c a+b+c a+b+c 1 1 1
A= 2b b—c—a 2b =(a+b+c)]2b b—c—a 2b
2c 2c c—a—>o 2c 2¢ c—a—>b
e poi sottrarre la prima colonna alle altre due
1 0 0
A=(a+b+c)|2b —b—c—a 0 =(a+b+c).
2c 0 —c—a—>b
EseEmpio 8.4.8. Calcoliamo il determinante della matrice di Vandermonde; piu precisa-
mente proviamo che per ogni zg,...,z, € K si ha
1 1 . 1
l‘o :1’/‘1 PR .’I/‘n
: : =@ = ).
xg—l x?—l . mg—l >
x/'ol l‘? ... x:;:

Ragioniamo per induzione su n, considerando il polinomio

n—1 n—1
p(t) = [[(t—2p) ="+ ait’,
j=0 =0

Sommando all’ultima riga della matrice di Vandermonde la combinazione lineare a coefficienti
a; delle rimanenti righe si ottiene

1 1 .. 1 1 1 . 1
X0 €1 ‘e Tn X0 xr1 . e Tn
mg.—l x717,.—1 L. l‘z.il 1,61.—1 l’?_l . 1’271
I p(xo) plz1) .. plan)
Dato che p(z;) = 0 per ogni i <n e p(zn) =[], ;(zn — ;) si ha
1 1 .. 1 1 1 ... 1
IO "El DR :Z:‘n xo xl DR xn
1 1 1
To T Tn—1
= p(zn) . = H(xn - ;) H (zi — x;)
n.— 1 n‘— 1 n.— n>j n>i>j
Zo 1 T
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Se x; # x; per ogni ¢ # j il determinante ¢ diverso da 0 ed abbiamo quindi ridimostrato
che in tal caso la matrice di Vandermonde

1 1 1
To w1 o Ty
(8.4)
O !
rg oy zy,
¢ invertibile.
Esercizi.
443. Sia
11 1 1
1 2 3 4
fla)=det 11 4 9 16
1 8 27 «x

Osservando la matrice, e senza eseguire alcun calcolo, trovare un intero x € Z tale che f(x) # 0.
Successivamente, usare la riduzione di Gauss per determinare tutti gli  tali che f(z) = 0.

444. Calcolare i determinanti:

1 0 2 1 5 6 0 0
0 1 1 1 13547 13647 1 5 6 0
2 2 1 0 22311 22411}’ 0 1 5 6|
-2 1 1 0 00 1 5

445. Ridimostrare il risultato dell’Esercizio 424, ossia che per A € M,, ,,(K), B € M,, ,(K)
e C € M, ,(K) vale

0 B A C :(*1)nm|AHB|a

usando gli sviluppi di Laplace e le proprieta del determinante.

A C 0 B
\ \|A|B|, \

446. Usare lo sviluppo di Laplace rispetto all’ultima riga per dimostrare la formula

1 =X 0 ... 0
0 1 =X ... 0
: : 0 =a A"+ N tay,
0 0 0 ... =X
ap ay as Qp

cf. Esercizio 423. Ridimostrare la stessa formula per induzione su n utilizzando lo sviluppo di
Laplace rispetto alla prima colonna.

447 (©). Dimostrare che

IO xl .. :l:/n/ xo xl e xn n
A & T T (E :v) :
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 =0
:EO+1 x1+1 DY xn 1 xo 1’1 DRI xn
n n n+ n n .. n
) xr T, on) Tq Ty

448. Dati due interi positivi n, p si consideri la matrice A = (a;;), dove
a;j = (ni+j)p+1, i,j=1,...,n.
Per quali valori di n,p il determinante di A & uguale a —12507
449. Siano n un intero positivo dispari e A € M,, ,,(Z) una matrice simmetrica con tutti
gli elementi sulla diagonale principale numeri pari. Usare ’Esercizio 432 per dimostrare che il

determinante di A & un numero pari. Dedurre che ogni matrice alternante di ordine dispari a
coefficienti nel campo Fy = {0,1} ha determinante nullo.
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450. Dimostrare, usando l’eliminazione di Gauss, che il determinante della matrice

4 2 2 2 8 6 6
1 -1 -1 3 0 2 4
2 1 -1 3 5 7 -1
2 1 6 0 3 -8 3
2 1 1 0 -2 7 3
2 1 1 0 O 7 3
2 1 1 0 2 7 3

e uguale a 0.

451. Sia A una matrice 10x10. Calcolare, in funzione di | 4|, il determinante della seguente
matrice 20 x 20

6A bHA
A 2A4)°
452. Calcolare, in funzione dell’ordine n, il determinante delle matrici “epantemiche”:
1 11 --- 1
Con [
Ay=1(1 1 0], A= : A, =1 01 - 0]
10 1 1 01 0 . .
1 0 0 1 .
1 00 1
cf. Esercizio 27.
453. Calcolare i determinanti
1 a as o an 122 ... 2
1 a1 +b; az Ay 2 2 2 2
1 ay az + bg s Ay, 2 2 3 2
1 aq as e ap + by 2 2 2 .- n

454 (V). Sia A € My 9(Z) una matrice Sudoku, o pitt generalmente una matrice 9 x 9 a
coeflicienti interi tale che:

(1) la somma dei coefficienti di ogni riga & 45;

(2) la somma dei coefficienti di ogni colonna & 45.
Dimostrare che il determinante di A ¢ divisibile per 420.! Generalizzare il risultato alle matrici
A € M, »(Z) in cui la somma dei coefficienti di ogni riga e colonna ¢ uguale a nm, con m € Z.

455 (V). Provare la formula

2 1 1 1
) 1 3 1 1 ) ) )
114 -+ 1 |_q, b 1, 1
n . . . . . +1+2+ +n'
1 11 --- n+1

456. La formula per il determinante della matrice di Vandermonde puo essere usata per
dimostrare il seguente fatto non banale. Siano xi,...,x, numeri interi, allora il prodotto
Hiq(:cj — x;) ¢ divisibile, negli interi, per il prodotto

II G-9= 11 G-vr= ] » "
1<i<j<n 2<j<n 1<h<n

Diamo solamente il punto chiave della dimostrazione, lasciando per esercizio il compito di
aggiungere i passaggi mancanti. Per ogni coppia di interi ,n con n > 0 vale

(“”) :%x(x—l)---(a:—n-i-l)eZ.

n

LContrariamente a quanto affermato in alcune leggende metropolitane, una matrice Sudoku puo avere
determinante diverso da 0.
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j—1
Dedurre che il determinante della matrice A = (a;;), a;; = (?’71)', i,j = 1,...,n & un
j—1)!

numero intero.

457 (w). Indichiamo con di, k > 1, il determinante della matrice k x k

6 1.0 0 0 ... 0
16 1 0 0 ... O
016 1 0 ... 0
0 01 6 1

000 0 0 ... 6

(d1 = 6, do = 35 eccetera). Dimostrare che per ogni k > 3 vale d, = 6dg_1 — dg—o.
Siano x,y le radici del polinomio #? — 6t + 1. Dimostrare che per ogni k > 3 vale

o = 6ghl — k2, y* = 6yFl — 2,

Yy
Determinare due numeri reali a, b tali che

d = ax® + by*
per ogni k > 1.

458 (#). Usare lo stesso ragionamento dell’Esercizio 457 per calcolare il determinante

14 2?2 T 0 0 0 ... 0
T 1+ 22 T 0 0 ... 0
0 x 1+ 22 T 0 ... 0
0 0 T 1+2%2 =z € Qlx]-
0 0 0 0 0 ... 1+z2

459 (s, Unicita della riduzione di Smith). Sia A € M, ,,,(Z) una matrice a coefficienti
interi; per ogni intero k = 1,...,min(n,m) indichiamo con dj il massimo comune divisore
di tutti i determinanti delle sottomatrici quadrate di ordine k di A. Dimostrare che d; &
invariante per le operazioni elementari sulle righe e sulle colonne descritte nella Sezione 7.7.
Calcolare i coefficienti dj, per le matrici (a;;) tali che a;; = 0 se i # j e a;; divide a;; se i < j.

8.5. Aggiunta classica e regola di Cramer

Data una matrice quadrata A di ordine n, per ogni coppia di indici 1 < 4,5 < n lo scalare
(—1)"7| A;;| viene detto cofattore di A alla posizione (4, j) o, pitt brevemente, (i, j)-cofattore
di A. I cofattori formano a loro volta una matrice quadrata di ordine n chiamata per ’appunto
matrice dei cofattori che assume un certo interesse, anche se si rivelera molto piu utile la sua
trasposta.

DEFINIZIONE 8.5.1. Data una matrice quadrata A € M, ,(K), la matrice dei cofattori
cof (A) e 'aggiunta classica® adj(A) di A sono definite mediante la formula:

cof(A) = (¢45), cij = (=1) Ayl adj(A) = cof (A)T = cof (AT).
L’uguaglianza cof (A)T = cof (AT) & perché ogni matrice quadrata ha determinante uguale
alla sua trasposta, e quindi per ogni 4,7 si ha |A;;| = |[(A;:)T] = [(AT)].
S . (1 2) 4 =2 . .
EsEmPpIO 8.5.2. L’aggiunta classica di 3 4)°¢ uguale a 3 1) L’aggiunta classica
di una matrice 1 x 1 & sempre uguale alla matrice identita.
TEOREMA 8.5.3. Per ogni matrice quadrata A wvale

Aadj(A) = adj(A)A = | AL

2In alcuni testi l'aggiunta classica viene chiamata semplicemente aggiunta: noi sconsigliamo questa
terminologia in quanto esiste un’altra nozione di matrice aggiunta che non ha nulla a che vedere con la
presente.
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DIMOSTRAZIONE. Se A = (a;;), tenendo presente la definizione di adj(A) e del prodotto
di matrici, la formula A adj(A) = |A|I equivale alle relazioni

= - Al sei=j
8.5 — V)| Al = | .
(8.5) g:l( )" aik|Ajik| {0 it

Per ¢ = j la formula (8.5) coincide con lo sviluppo di Laplace rispetto alla riga i. Se invece
1 # j indichiamo con B la matrice ottenuta da A mettendo la riga i al posto della riga j; la
matrice B ha dunque due righe uguali (la i e la j) e vale a;, = bjx, = bjk, Aji = Bji per ogni
k. Ne segue che
0=[Bl=> (=1)"bu|Bj| = > (=1)"Tau|A;l.
k=1 k=1

La formula adj(A)A = |A|I si dimostra allo stesso modo utilizzando gli sviluppi di Laplace
rispetto alle colonne. O

COROLLARIO 8.5.4. Una matrice quadrata A é invertibile se e solo se |A| # 0; in tal caso

, . adj(A
Vinversa & uguale a A~! = i(4)
Al
DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gia dimostrato che A ¢ invertibile se e solo se |A| # 0 ed in
adj(A
tal caso |A~| = |A|7!. Se |A| # 0 segue dal Teorema 8.5.3 che la matrice |‘L(1| ) & l'inversa
di A.
TEOREMA 8.5.5 (regola di Cramer). Sia x1,...,%, una soluzione di un sistema lineare
di n equazioni in n incognite
an®y+ -+ @ity = by
n1T1 + -+ App®y = by
Allora per ogni i vale
zi| Al = |Bi
dove A ¢é la matrice dei coefficienti del sistema e B; € la matrice ottenuta sostituendo la
i-esima colonna di A con la colonna b= (by,...,b,)T dei termini noti.
DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con A* = (ay;, ..., an;)" la i-esima colonna di A. Dire che
Z1,...,%y € una soluzione del sistema equivale a dire che

A 4 2, A" =D

Dunque per la multilineare alternanza del determinante si ha

n
Byl = |z At + o m, AT A AT = AT AP AT = A
i=1
In maniera del tutto simile si prova che |B;| = ;| A| per ogni indice 1.
Se sappiamo gia che A ¢ una matrice invertibile e scriviamo il sistema nella forma Ax = b,
con x,b € K", allora possiamo dimostrare la regola di Cramer anche nel modo seguente: dallo
sviluppo di Laplace di |B;| rispetto alla colonna i segue che |B;| = bicy; + -+ + bycpi, dove

¢;j sono i cofattori di A. Dunque adj(A)b ¢ il vettore di coordinate |B1],...,|By,| e quindi
- adj(A) 1 T
|A] A

O

ESEMPIO 8.5.6. Sia A € M, ,,(K) una matrice quadrata di rango r. Dimostriamo che il
rango della sua aggiunta classica adj(A) ¢ uguale a:
(1) nser=mn;
(2) 1ser=n-—1;
(3) 0ser <n-—2.
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Se r = n allora |A| # 0 e il prodotto adj(A) A = |A|I & una matrice invertibile; dunque
anche adj(A) deve essere invertibile. Se r < n — 2, per il Corollario 8.2.14 la matrice dei
cofattori & nulla. Sempre per il Corollario 8.2.14, se r = n— 1 si ha adj(A4) # 0 e Aadj(A) = 0.
Dunque I'immagine dell’applicazione lineare L,qj 4) ¢ contenuta nel nucleo di L4 che per la
formula di Grassmann ha dimensione 1. Abbiamo quindi provato che il rango dell’aggiunta
classica € minore od uguale a 1 e diverso da 0.

Esercizi.
1 -3 0
460. Calcolare I'inversa della matrice |1 0 1
0o 2 1
461. Calcolare le inverse delle matrici
10 1 1 2 1 1 01 2 1 0 0 O
01 10 0 010
o1 1), (o -1 1], ,
111 11 9 00 1 3 0 0 0 1
0 0 0 1 01 00

462. Vero o falso? Ogni matrice 2 x 4 nella quale i determinanti dei minori 2 x 2 formati
da due colonne adiacenti si annullano ha rango minore di 2.

463. Provare che l'inversa di una matrice triangolare invertibile ¢ ancora triangolare.

464. Sia B € M, 5, +1(K) e denotiamo con «; il determinante della matrice n x n ottenuta
togliendo a B la j-esima colonna. Dimostrare che

1
—Ty

B x3 =0.

(=1)"Tpy1
465. Risolvere, usando la regola di Cramer, il sistema
r+y+z=1
T+2y+3z2=4
z+4y+92=16
466. Provare che ’aggiunta classica di una matrice simmetrica ¢ ancora simmetrica. Cosa

si puo dire dell’aggiunta classica di una matrice antisimmetrica?

467. Siano A € M, ,(K) una matrice qualsiasi e A = cof(A)T la sua aggiunta classica.
Provare che per ogni v, w € K" si ha

~ A w
vTAw:—det(vT 0).

468. Calcolare le inverse delle seguenti matrici:

(1)

OSSERVAZIONE 8.5.7. Le matrici quadrate di coefficienti a;; = Zﬂ%l vengono chiamate
matrici di Hilbert ed hanno la curiosa proprietd di avere l'inversa a coefficienti interi. Ad
esempio

W= N
B Wl N
(SN

Wl N= =

-1

16 —120 240 —140
—120 1200 —2700 1680
240 —2700 6480 —4200

—140 1680 —4200 2800

La dimostrazione di questo fatto va al di la degli scopi di queste note e viene pertanto
omessa. Sara invece molto facile, dopo che avremo dimostrato alcuni risultati sulle matrici

I Wl D= =
Gl = Wl N~
QM= G = ol
= Ol Ol =
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simmetriche reali, dimostrare che le matrici di Hilbert hanno tutte determinante positivo
(Esercizio 600).

469 (s, ©). Dimostrare la seguente generalizzazione del teorema di Binet. Siano n < m

due interi positivi e si considerino due matrici
By
A= (A',. .. A™) € M, n(K), B=

dove gli A* € K" sono i vettori colonna di A ed i B; € K™ sono i vettori riga di B; si noti
che AB € M, ,,(K). Dimostrare che vale la formula

by

1<ip <+ <ip<m

B;

det(AB) = det(A™,...,A™) det | :
B,

470. E possibile dimostrare che il polinomio t® — ¢ + 1 possiede 6 radici complesse distinte

Calcolare il rapporto tra i determinanti dei minori 6 x

1 1 1
ay az ag
al  aj ag

ai,...,ag, ossia con determinante di Vandermode diverso da 0:
1 1 1
ay Qo Qg
A= #0.
ai a3 ag

6 della matrice

ed il determinante A della matrice di Vandermonde. (Non si chiede di calcolare le radici
ai,...,as ma di fare un ragionamento astratto sulla regola di Cramer).

471 (#). Ricordiamo da (2.6) che la successione By, By, Ba, ..
puo essere definita in maniera ricorsiva dalle equazioni

- 1
Z("j )BZ—:O, n > 0.

=0

. dei numeri di Bernoulli

By =1,

Usare lo sviluppo di Laplace rispetto all’ultima colonna per dimostrare induttivamente la
seguente rappresentazione determinantale dei numeri di Bernoulli

i1 1 1 _1
2 3 4 n n+1
1 1 1 1 1
(—=1)" 0 2 3 n—1 n
Bu=0 =0 0 () " G o
0.0 0 (22 (o)

(Per maggior chiarezza, i coefficienti a;;, 4, j = 1, ..., n, della matrice nella precedente formula
sono uguali a a;; = 1/(j +1) e a;; = (,°,) peri>1.)

8.6. Complementi: lo Pfaffiano

Abbiamo visto nel Corollario 8.4.5 che le matrici alternanti di ordine dispari hanno deter-
minante nullo. In questa sezione studieremo le matrici alternanti di ordine pari, dimostrando
in particolare che il loro determinante € un quadrato in K.

Per ogni matrice alternante A ed ogni coppia di indici 4, j, indichiamo come al solito
con A;; la matrice ottenuta cancellando la riga ¢ e la colonna j; notiamo che A;; ¢ ancora
alternante per ogni <.
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DEFINIZIONE 8.6.1 (Lo Pfaffiano). Per ogni matrice A € M, ,,(K) alternante di ordine
pari, definiamo Pf(A) € K ricorsivamente nel modo seguente:

(1) per n =2 si ha Pf (_Oa a> = a;

0
(2) per n > 4 consideriamo la matrice alternante B = A, di ordine (dispari) n — 1 e
poniamo
n—1
Pf(A) = > (=1)"" P£(By;)as,.
i=1

Quando n = 0 si pone per convenzione uguale ad 1 lo Pfaffiano della matrice vuota.

Ad esempio, per la generica matrice alternante 4 x 4

0 a b ¢
—a 0 d e
A= -b —d 0 f
—c —e —f 0
si ha
0 a b
0 d 0 b 0 a
B=|-a 0 dJ, Bll:( >7 Bz2=< ); 333:< >7
b —d 0 —-d 0 -b 0 —a 0
e quindi lo Pfaffiano e dato dalla formula
0 a b ¢
—a 0 d e
Pf b o—d 0 =dc—be+af.
—c —e —f O

Si dimostra facilmente per induzione che lo Pfaffiano di una matrice alternante di ordine
n = 2m ¢ un polinomio di grado m nei coefficienti.

LEMMA 8.6.2. Siano A € M, ,(K) e B € My, (K) due matrici antisimmetriche. Se gli
interi n e m sono entrambi pari, allora

pf (6‘ g) — PE(A) PE(B).

DIMOSTRAZIONE. Lasciata per esercizio (suggerimento: induzione su m/2). O

TEOREMA 8.6.3. Sia A € M,, ,(K), n > 2, una matrice alternante:
(1) sen ¢ pari vale |A| = Pf(A)? e per ogni matrice H € M,, ,(K) vale
Pf(HAHT) = |H|Pf(A) ;
(2) sen é dispari, allora |A;j| = Pf(A;) PE(A;;) per ognii,j e vale
(Pf(A11), — Pf(As2), Pf(As3), ..., (—1)" " Pf(Ann))A = 0.
Osserviamo, prima della dimostrazione, che quando H = I? ¢ una matrice di permutazio-
ne, dalla relazione Pf(HAHT) = |H| Pf(A) segue che permutando allo stesso modo gli indici

di riga e colonna di una matrice alternante di ordine pari, lo Pfaffiano viene moltiplicato per
la segnatura della permutazione.

DIMOSTRAZIONE. Per semplificare la dimostrazione supponiamo che il campo K contenga
infiniti elementi, pur essendo tale ipotesi non necessaria (vedi Esempio 3.7.10). Siccome

C O DE D (ot ")

il teorema & certamente vero per n = 2. Supponiamo quindi il teorema vero per tutte le matrici
alternanti di ordine minore od uguale ad n e dimostriamo che vale per quelle di ordine n + 1;
occorre distinguere il caso n pari dal caso n dispari.

Caso n pari. Sia A una matrice alternante di ordine n+ 1; abbiamo dimostrato che |A| =0e
quindi che il rango della sua aggiunta classica adj(A4) = (c;;) € al pitt 1. Quindi il determinante
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di ogni minore 2 x 2 di adj(A) si annulla ed in particolare, per ogni coppia di indici 4, j si ha
CiiCjj — CijCjq = 0. Ricordando che Cij = (—1)1+]‘Aﬂ‘ si ottiene
| Aij| [Azil = [Aiil |Ajs]-

Notiamo che (A;;)T = (AT);; = —Aj; e quindi |4;;| = |A;;]. Usando l'ipotesi induttiva

otteniamo quindi
| Aij[? = [Auil [ A;5] = PE(Ai)® PE(A ;)%

Siamo quindi in grado di dire che |A;;| = £ Pf(A;;) Pf(A;;) dove il segno + dipende a priori
da A e dalla coppia di indici 4, j. Resta da far vedere che tale segno & sempre uguale a +1.
Data una seconda matrice alternante B, indicando C'(t) =tA + (1 —t)B si ha

(1051 = PEC)) PHC()5)) ((1C(1)i5] + PEC(1)ii) PEC(1))) = 0,

che trattandosi di un prodotto di polinomi in ¢ puo annullarsi solo se si annulla identicamente
almeno uno dei due fattori. Ne consegue che, per ogni coppia di indici i, 7 basta trovare una
matrice alternante B tale che |B;;| + Pf(B;;) Pf(B;;) # 0: infatti, cid implica che il polinomio

|C()ij| + PE(C(8)is) PE(C(2)5)

non ¢ nullo in quanto la corrispondente funzione polinomiale non si annulla per t = 0. Questo
implica
|C(t)ij| = PE(C(1):) PE(C(1);5) = 0

per ogni ¢ ed in particolare per t =1 e C(1) = A.

Per semplicita espositiva consideriamo solamente il caso ¢ = 1,5 = 2: i rimanenti casi
possono essere dimostrati similmente oppure ricondotti al caso particolare mediante opportune
permutazioni degli indici. Se n + 1 = 2k 4+ 3 possiamo ad esempio considerare la matrice
diagonale a blocchi

U o0

0 J, -+ 0 0 0 1 0 1
B=1|. . s U=10 0 1], J1:-~-:Jk:(1 0),

C o -1 -1 0

0 0 - J

per la quale vale
|B12| = |Ui2| =1, Pf(B11) = Pf(U11) =1, Pf(Bg2) = Pf(Usq) = 1.
Per dimostrare I'uguaglianza
(Pf(A11), — Pf(Ass),..., (=1)" "' Pf(A,,))A =0

non e restrittivo supporre Pf(Apy) # 0 per un indice fissato h. Sia adj(A) = (¢;;) V'aggiunta
classica di A, dal Corollario 8.4.5 segue che adj(A) A = 0, mentre dalla relazione |4;;| =
Pf(A;;) Pf(A;;) segue che ¢;; = (—1)" Pf(A;;) Pf(A;;). In particolare

0= (chh Ch2y« -y Chn)A: (—1)h+1 Pf(Ahh)(Pf(Au), — Pf(A22)7 ey (_1)n—1 Pf(Ann))A

Caso n dispari. Sia A una matrice alternante di ordine (pari) n + 1 e scriviamo

A < B xT>
-z 0
dove z = (@1 41, - -, Gn,nt1). Perlo sviluppo di Laplace rispetto all’ultima colonna otteniamo

n

|A| = Z(*l)”+i+1ai,n+1|Ai,n+1|

i=1
e calcolando ciascun determinante |A4; 41| mediante lo sviluppo di Laplace rispetto all’ultima
riga otteniamo
n n

(A1l =D (1" (=ajn1)|Bijl = > (=) a; 41| By

j=1 j=1
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da cui, utilizzando l'ipotesi induttiva

n

Al =Y (=120 105041 Bij|

ij=1
=Y ()"0, 01105011 PE(Bi) PE(Bj;)
ij=1
B (Z(l)iﬂai,nﬂ Pf(B“)> D (=1)7* a1 PE(By;)
i=1 =1
= Pf(A)%

Se H & una qualunque matrice, siccome |HAHT| = |H|?|A| siha Pf(HAHT) = +|H| Pf(A)

e quindi la relazione Pf(HAHT) = |H| Pf(A) & certamente vera se Pf(A) = 0 oppure se H = I.

ed il segno ¢ certamente uguale a +1 quando H = I oppure quando 1 = —1. Per dimostrare

che quando Pf(A) # 0 e 1 # —1 il segno non dipende da H scriviamo C(t) = tH + (1 —t)I
ottenendo

(Pf(C(t)AC(t)T) — |C(t)| PE(A)) (Pf(C(t)AC(t)T) + |C(t)| PE(A)) = 0.
Come sopra almeno uno dei due polinomi in ¢ si annulla identicamente e basta osservare che
Pf(C(0)AC(0)T) + |C(0)| Pf(A) = 2Pf(A) # 0.
O

Esercizi.

472 (s, ©). Sia A € M,, ,(K) una matrice alternante di rango r. Dimostrare che:
(1) esiste un matrice H € M, ,,(K) tale che il prodotto HA € M, ,(K) ha ancora rango
r;
(2) per ogni matrice H come al punto precedente, la matrice HAH? € M, ,.(K) ha
ancora rango r;
(3) dedurre dai punti precedenti che r & pari.






CAPITOLO 9

Endomorfismi e polinomio caratteristico

Dopo aver studiato nel Capitolo 5 le applicazioni lineari tra due spazi vettoriali ed aver
introdotto il determinante, iniziamo in questo capitolo lo studio delle applicazioni lineari da
uno spazio vettoriale in sé, che costituisce la parte piu profonda ed importante dell’algebra
lineare. In questo studio, che proseguira nei Capitoli 10, 11 e 14, gran parte dei risultati vale
ed assume significato solamente per spazi vettoriali di dimensione finita; pertanto in questo
capitolo ogni spazio vettoriale ¢ assunto di norma, e salvo avviso contrario, di dimensione
finita.

In particolare, ricordiamo dal Corollario 5.3.6 che se V' ¢ uno spazio vettoriale di di-
mensione finita e f: V' — V ¢ lineare, allora f & un isomorfismo se e solo se Ker(f) =
0.

9.1. Matrici simili

Nei capitoli precedenti abbiamo studiato le matrici invertibili prese singolarmente; da
adesso consideriamo anche l'insieme delle matrici invertibili di ordine fissato come un unico
soggetto matematico.

DEFINIZIONE 9.1.1. Il gruppo lineare GL,(K) ¢ I'insieme delle matrici A € M, ,,(K)
che sono invertibili. Equivalentemente

GL.(K) = {A € M, ,(K) | det(A) # 0}.

Abbiamo visto nella Sezione 6.3 che, se A, B € GL,(K) allora anche A~', AT AB ¢
GL,(K). Si noti che GL,(K) non contiene la matrice nulla e quindi non & un sottospazio
vettoriale di M, ,,(K).

DEFINIZIONE 9.1.2. Diremo che due matrici quadrate A,B € M, ,(K) sono simili, e
scriveremo A ~ B, se esiste C' € GL,,(K) tale che A = CBC~1.

La similitudine gode delle seguenti proprieta:
Proprieta riflessiva: A ~ A per ogni A € M, ,,(K).
Proprieta simmetrica: Se A ~ B allora B ~ A.
Proprieta transitiva: Se A~ Be B~ H, allora A~ H.
La verifica di tali proprietd ¢ immediata: infatti A = TAI™!; se A = CBC~! allora
B=C1A(C ) li5e A=CBC~' e B=DHD ! allora A= (CD)H(CD)™!.
L’importanza della similitudine risiede nel fatto che spesso la risposta a molti problemi di
algebra lineare non cambia se sostituiamo una matrice con un’altra ad essa simile. Tanto per
fare un esempio, siano A € M, ,(K), H € My, (K) e consideriamo il problema di determinare
se esiste una matrice X € M, ,,(K) di rango fissato k tale che AX = X H. La soluzione al
problema non cambia se alla matrice A sostituiamo una matrice ad essa simile B = CAC
infatti se poniamo Y = CX, le matrici X e Y hanno lo stesso rango,

AX =C7'BCX = C~'BY, C~'YH = XH,

e quindi AX = XH se e solo se C"'BY = C~'Y H. Siccome C ¢ invertibile ne segue che X
¢ una soluzione di AX = X H se e solo se Y & una soluzione di BY = Y H. Un ragionamento
simile mostra che possiamo sostituire H con una matrice simile.

In questo e nei prossimi capitoli dimostreremo che ogni matrice & simile ad un’altra di
forma abbastanza semplice che quindi puo essere usata per semplificare i conti e la teoria;
introdurremo i concetti di matrice diagonalizzabile (simile ad una diagonale), triangolabile
(simile ad una triangolare), ciclica (simile ad una matrice compagna) ecc. e studieremo le
condizioni che rendono possibile o impossibile tali similitudini.

203
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Iniziamo con alcuni semplici esempi di similitudine.

EsEMPIO 9.1.3. Le due matrici diagonali

a 0 b 0
=0 ) 7o)

sono simili: infatti A = CBC~! dove

(0 1),

Pitt in generale due matrici diagonali ottenute 'una dall’altra mediante una permutazione
degli elementi sulla diagonale sono simili. Infatti se indichiamo con Cj € M, »(K), n > 2, la
matrice a blocchi
I O 0 0 1
Cr.=10 C 0 , dove C’z(l O)
0 0 Ink2

e Ij, ¢ la matrice identita di ordine k, allora per ogni matrice diagonale A la matrice CAC™!
¢ ancora diagonale ed & ottenuta da A scambiando tra loro il k + 1-esimo ed il k + 2-esimo
coefficiente sulla diagonale. Basta adesso osservare che ogni permutazione di {1,...,n} si
ottiene per composizione di trasposizioni che scambiano elementi adiacenti.

EsEMPIO 9.1.4. Ogni matrice triangolare superiore ¢ simile ad una matrice triangolare
inferiore. Pil in generale ogni matrice A = (a; ;) € M, ,,(K) & simile alla matrice ottenuta per
“rotazione di 180 gradi” B = (b; ;), dove b; ; = ap—it1,n—j+1. Indicando con C € M, ,(K)
la matrice che ha tutti i coefficienti nulli tranne quelli sull’antidiagonale principale che sono
uguali ad 1, vale la BC' = C'A; ad esempio si ha

9 0 0 0 01 0 0 1 1 2 3
6 5 0 01 0J=10 10 0 5 6
3 2 1 1 00 100 0 0 9

In generale, BC si ottiene da B scambiando la colonna ¢ con la colonna n — i+ 1, mentre C' A
si ottiene da A scambiando la riga i con la rigan —7¢+ 1, perognii=1,...,n.

EseEmPIO 9.1.5. Per ogni scalare ¢ # 0 le matrici

Ca )
GHEIED -G ")

TEOREMA 9.1.6. Matrici simili hanno la stessa traccia, lo stesso determinante e lo stesso
rango.

sono simili. Infatti si ha

DIMOSTRAZIONE. Siano A e B = CAC™! due matrici simili. Applicando la formula
Tr(DE) = Tr(ED) alle matrici quadrate D = CA e E = C~! si ottiene

Tr(B) = Tr(CAC™!) = Tr(C~'CA) = Tr(A).
Per il teorema di Binet
det(B) = det(CAC™) = det(C) det(A) det(C) " = det(A).

Infine sappiamo che il rango di una matrice non viene cambiato dalla moltiplicazione per
matrici invertibili, quindi il rango di B = CAC~! & uguale al rango di A. ]

G 2) (1)

non sono simili in quanto aventi traccia diversa, mentre le matrici

G3) G

EsEMPIO 9.1.7. Le matrici
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non sono simili in quanto hanno diverso determinante. Anche le matrici

6 G

non sono simili pur avendo stessa traccia, rango e determinante: infatti la matrice identita e
simile solo a se stessa.

LEMMA 9.1.8. Se A ~ B, allora A — X\ ~ B — X per ogni scalare A € K e A" ~ B" per
ogni intero positivo h.

DIMOSTRAZIONE. Se A = CBC ™!, per ogni A € K si ha
C(B—-A)C™'=CBC™'—C(\)C™'=A—- )l

Dimostriamo per induzione su h che A* = CB"C~': per h = 1 non c’¢ nulla da dimostrare,
mentre per & > 1, supponendo vero A"~! = CB*1C~1! si ottiene

Al = AAMY = (BTN (Bl =CcBB"'c = oB"C.

EsEmMPIO 9.1.9. Le matrici

non sono simili pur avendo stessa traccia, stesso rango e stesso determinante. Infatti il rango
di A— 1 ¢ 2, mentre il rango di B — I & uguale ad 1.

EsEMPIO 9.1.10. Le matrici

01 00 01 0 0

0 0 0 O 0 010
A_OOOI’ B_OOOO’

0 0 0O 0 0 0 O

non sono simili pur avendo stessa traccia, stesso rango e stesso determinante. Infatti il rango
di A? & 0, mentre il rango di B? & uguale ad 1.

Esercizi.

473. Usare il risultato dell’Esempio 6.5.4 per determinare le matrici che sono simili
solamente a sé stesse.

474. Siano A, B due matrici simili, provare che la traccia di A" ¢ uguale alla traccia di
B" per ogni intero h > 0.

475. Provare che

1 9 4 3 1 2 3 9 8 7
(3 4>, (2 1); 4 5 61, 6 5 4];
7 8 9 3 2 1
0 2 0 0 0 -2 0 0
-2 0 0 O 2 0 0 0}
0 0 0 1} 0 0 0 1}
0 0 1 1 0 0 1 1

sono tre coppie di matrici simili.

476. Dopo aver studiato e compreso I’Esempio 9.1.9 dire, motivando la risposta, se la due
matrici

1
-1
0

o O N
janll N aw]
— o O

0
0f,
1

S W =

sono simili.
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477. Tra tutte le 21 possibili coppie (4;, A;), ¢ < j, delle seguenti 6 matrici, dire quali
sono coppie di matrici simili e quali non lo sono:

2 1 0 2 0 0 2 1 0
Ai=[0 2 0|, A,=10 2 1], As=(0 2 0],
0 0 3 0 0 3 0 0 2
2 0 0 3 00 2 1 0
Ay =10 2 0], As=[0 2 1], Ag=1[(0 2 1
0 0 3 0 0 2 0 0 2
478. Mostrare che le matrici
1 00 1 01
A=10 1 0]}, B=|0 1 0],
0 0 1 0 0 1
non sono simili pur avendo lo stesso determinante e pur avendo A" e B" la stessa traccia per

ogni h > 0.
479. Mostrare che per ogni a € K, a # 0, le matrici

b))

480. Mostrare che per ogni a € K, a # 0, le matrici

111 1
1], 0
1 0

sono simili.

2

o = Q

a
0 1 a |,
0 0 1
sono simili.

481. Date tre matrici A, B,C' € M, ,,(K), provare che Tr(ABC) = Tr(BCA) = Tr(CAB).

Piu in generale, date n matrici A4,..., 4, € M, ,(K), n > 2, provare che vale la formula
TI‘(AlAQ e An) = TI'(AQ tee AnAl)
482. Siano
0 0 3 1 0 5
A=[0 0 1|, B=[-2 1 6
0 0 O 0o 2 7

Calcolare la traccia di ABA (riflettere sulle proprieta della traccia prima di mettersi a fare i
conti). Cosa si pud dire della traccia di AB3%0A?

483. Siano A, B € M, ,(K), con A matrice simmetrica e B matrice invertibile. Provare
che la matrice ABBT & simile ad una matrice simmetrica.

9.2. Spettro e polinomio caratteristico

Si definisce lo spettro di una matrice quadrata A € M, ,,(K) come 'insieme degli scalari
A € K tali che il sistema lineare omogeneo

Az = Az, z € K" = M, 1(K),

possiede soluzioni non banali. Gli elementi dello spettro vengono chiamati autovalori della
matrice.

Per determinare lo spettro osserviamo che Az = Az possiede soluzioni non banali il K" se
e solo se la matrice A— Al non ¢ invertibile e quindi gli autovalori sono tutte e sole le soluzioni
A € K dell’equazione, detta equazione caratteristica o, nei testi piu antichi, equazione
secolare:

det(A—\I)=0.

Il ragionamento che abbiamo fatto nella sezione precedente mostra che matrici simili hanno

lo stesso spettro, ossia gli stessi autovalori. Possiamo ridimostrare lo stesso fatto utilizzando
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il teorema di Binet. Supponiamo di avere B = CAC™!, con det(C) # 0. Allora, siccome
I=CC'=CIC™!, per ogni A € K si ha:
det(B — \I) = det(CAC™' = X\CIC™') = det(C(A — AXI)C™Y)
= det(C) det(A — M) det(C~) = det(A — \I).

Abbiamo gia visto che lo spettro di una matrice A € I'insieme delle soluzioni dell’equazione
caratteristica det(A—AI) = 0. Equivalentemente, introducendo una indeterminata ¢, lo spettro
di A & linsieme delle radici del polinomio p4(t) = det(A—tI) € KJt], vedi Osservazione 8.1.10.

DEFINIZIONE 9.2.1. Il polinomio p4(t) = det(A — tI) € K[t] si chiama polinomio
caratteristico della matrice A € M, ,(K).

EseEmPIO 9.2.2. II polinomio caratteristico della matrice
1 2
=5 3)
1—t¢ 2

pA(t):‘ 5 4_t‘:(1—t)(4—t)—6=t2—5t—2.

¢ uguale a

EseEmpio 9.2.3. 11 polinomio caratteristico della matrice

e uguale a

pa®)=| 0 3-t 4 |=1-t)E-1)>-1.

Se A € M, ,(K), allora il determinante di A — ¢/ ¢ un polinomio in ¢ di grado n, e piu
precisamente

det(A —tI) = (=1)™" + (=1)" P Tr(A)t" 1 + - -- 4 det(A).

In particolare, sia la traccia che il determinante di una matrice quadrata possono essere ricavati
dal polinomio caratteristico. Infatti se

aix - Qin
A=
Gn1 e Ann
si ha
aj; —t - Q1n
A—tl=
an1 T Apn — t

e quindi, estraendo dalla sommatoria della formula (8.3) ’addendo relativo alla permutazione
identita, si ha

det(A—tI) = (a11 —t) -+ (@pn — t) + Zpolinomi di grado <m —2in t,
det(A —tI) = (—t)" + (a11 + - - + Gppn)(—t)" " 4 polinomio di grado < n — 2.
Infine il termine costante di det(A — tI) coincide con det(A — 0I) = det(A).

EsemMPIO 9.2.4. Il polinomio caratteristico di una matrice triangolare

ajp  * Kok *
0  agy % *

0 0 s .
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e uguale a

pa(t) =] . : . .| = (e —t)(agz — 1) -+ (ann — )
0 0 cer app —t
e quindi gli autovalori di A sono tutti e soli i coefficienti sulla diagonale.

ESEMPIO 9.2.5. Se A € M, ,(K) ¢ una matrice triangolare a blocchi, ossia

C D
A= (0 E) , CeM,,(K), E€ M, ., »K)

allora
C—tI D
pA(t)“ 0 EBE—tl
EseEmMPIO 9.2.6. Una matrice quadrata e la sua trasposta hanno lo stesso polinomio
caratteristico. Infatti

par(t) = |AT —tI| = (A —tD)T| = |A — tI| = pa(t).

TEOREMA 9.2.7. Il polinomio caratteristico € un invariante per similitudine, e cioe, se
A, B € M, »,(K) sono matrici simili, allora pa(t) = pp(t) € K[t].

= |C = tI||E — tI| = pc(t)pe(t).

DIMOSTRAZIONE. Se B = CAC™!, allora
B —tI =CAC™! —tCIC™' = C(A—tI)C™!
e quindi
det(B —tI) = det(C(A —tI)C™") = det(C) det(A — tI)det(C) ™ = det(A — tI).
O

EsEMPIO 9.2.8. L’uguaglianza del polinomio caratteristico € una condizione necessaria
ma non sufficiente per la similitudine. Ad esempio, le matrici

01 00
=) m=60)

hanno lo stesso polinomio caratteristico p4(t) = pp(t) = t?> ma non sono simili. Infatti ogni
matrice simile a B deve essere nulla.

Nell’Esempio 9.1.9 abbiamo usato il fatto che se A,B € M, ,(K) sono simili, allora
per ogni A € K le matrici A — Al e B — Al hanno lo stesso rango. Per verificare la validita o
meno di tale condizione non & necessario calcolare i ranghi per ogni valore di A ma ¢ sufficiente
restringere ’attenzione alle radici del polinomio caratteristico. E infatti chiaro dalla definizione
che pa(A) = 0 se e solo se il rango di A — A ¢ minore di n.

ESEMPIO 9.2.9. Vogliamo dimostrare che le due matrici

11 -2 1 2 0
A=10 2 —2|, B=[|0o 2 2],
01 -1 0 -1 -1

non sono simili, sebbene abbiamo lo stesso polinomio caratteristico
pa(t) = pp(t) = —t(t — 1)
le cui radici sono A =0 e A = 1. La teoria ci dice che per ogni A # 0,1 si ha
rg(A—X)=rg(B— ) =3
ed un semplice conto, che lasciamo per esercizio al lettore, mostra che
rg(4) =rg(B) =2, rg(A—-I)=1, rg(B-1I)=2.
OSSERVAZIONE 9.2.10. In relazione al Lemma 9.1.8, per evitare inutili conteggi al lettore,
anticipiamo il fatto (Esercizi 522 e 712) che se due matrici A, B hanno lo stesso polinomio

caratteristico, allora le matrici A", B" hanno lo stesso polinomio caratteristico per ogni intero
positivo h.
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Esercizi.

484. Calcolare i polinomi caratteristici delle seguenti matrici:

1 1 2 2 0 2 01 1 L0 10
1 2 0 1 0 1
1 2] o1 2], o1 2], 1 0 1], 1 0 -1 0
3 0 1 0 0 1 2 1 1 0 -1 0 1
485. Date le due matrici:
2 1 0
A:(; _21>, B=1[1 3 1},
01 2

calcolare:

(1) le matrici A% — 151 e —B3 + 7B% — 14B + 8I;
(2) i polinomi caratteristici p4(t) e pp(t) di A e B rispettivamente.

486. Determinare gli autovalori della matrice

a b 0
b a b a,beR.
0 b a

487. Dimostrare che ogni matrice a coefficienti reali si puo scrivere come somma di due
matrici invertibili che commutano tra loro.

488. Sia p(t) il polinomio caratteristico di una matrice antisimmetrica di ordine n. Provare
che p(—t) = (=1)"p(t).

489. Provare che per ogni matrice A € M, ,,(K) si ha

paz(t®) = pa(t)pa(-t).
490. Siano A € M, ,(R) e A € R tali che det(A — A\I) # 0. Provare che A non ¢ un
autovalore della matrice B = (I + AA)(A — \I)~L.
491. Sia A € M5 5(C) tale che paa(t) = pa(t) + 1. Calcolare il determinante di A.
492. Ricordiamo che il commutatore di due matrici quadrate A, B & definito come [A, B] =
AB — BA. Provare che per ogni intero positivo n valgono le formule
n—1
[A", B] = A""'[A,B] + [A"" ', BJA =Y A'[A,BJA""!,
i=0
dove AY & posta per convenzione uguale alla matrice identitd. Dedurre che
Tr(A +t[A, B))" = Tr A" +¢3(---).

493 (#). Siano f,g: V — W due applicazioni lineari tra spazi vettoriali di dimensione
finita sul campo K e sia r il rango di f. Si assuma inoltre che il campo K contenga almeno
r + 2 elementi distinti. Provare che le seguenti condizioni sono equivalenti:

(1) rg(f +tg) <r per ognit € K;
(2) rg(f +tg) < r per almeno r + 2 valori distinti di t € K;
(3) Ker(f) C Ker(g) oppure g(V') C £(V).

9.3. Matrici compagne

Nella precedente sezione abbiamo associato ad ogni matrice quadrata un polinomio, mo-
nico a meno del segno, detto polinomio caratteristico. Viceversa, ad ogni polinomio monico
possiamo associare in maniera canonica una matrice quadrata detta matrice compagna.
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DEFINIZIONE 9.3.1. Una matrice quadrata della forma

00 -+ 0 ap
10 -+ 0 ap
01 -+ 0 ap—2
00 -+ 1 a

viene detta matrice compagna del polinomio
" —at" = — a1t —an .

Per esempio, sono compagne le matrici

00 1
(2), (2 (1)> <(1) ;) 10 1],
01 1

rispettivamente dei polinomi ¢ —2,¢%2 —1,t? —2t —1,#3 —t? —t — 1, mentre non sono compagne

le matrici
1 0 2 0 101
1 0)° 0 3)° 0 11
0 0 1

PROPOSIZIONE 9.3.2. Sia

0 0 0 an
10 0 an-_1
(9.1) A= |0 1 - 0 ans
00 -+ 1 a
la matrice compagna del polinomio monico q(t) = t™ — at"~* — -+ — a,_1t — a,. Allora, il
polinomio caratteristico di A € uguale a
pa(t) = (=1)"(t" —a1t" "t — - —ap_1t —ay,) = (=1)"q(t).
DIMOSTRAZIONE. Per definizione
1 =t -+ 0 ap—
palt) = 0 1 - 0 ap_o
0 0 s 1 ayp — t

e dallo sviluppo di Laplace rispetto alla prima riga si ottiene

-t 0 - 0 ap— 1 -t 0 0
1 =t -+ 0 ap_2 0 1 -t 0
palt) = (—1) 0 1 - 0 ans|4 (—1)"*tq, 0 0 1 - o
0 0 -+ 1 a—t o 0o o0 - 1
Per induzione su n, assumendo vero il risultato per le matrici compagne di ordine n — 1, si ha
pa(t) = (=)D"= —an) = (<1)"an
=(=1)"(t" —at" = —ap 1t —ay).

O

COROLLARIO 9.3.3. Sia p(t) € K[t] un polinomio di grado n. Esistono allora una matrice
A e M, ,(K) ed uno scalare a € K tali che p(t) = apa(t).
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DIMOSTRAZIONE. Se p(t) = ct™ 4 -+, ¢ # 0, possiamo scrivere
p(t> -1
e = (0 e it =)
per opportuni coefficienti aq,...,a, € K. E quindi sufficiente considerare a = (—1)"c e A la
matrice compagna (9.1). O
Esercizi.

494. Scrivere le matrici compagne dei polinomi ¢ + 2, 2 —t 4+ 1 e t3 + 4t — 3.

495. Sia (ey,...,e,) la base canonica di K™ e sia L4: K" — K" I’applicazione lineare
associata ad una matrice quadrata A. Allora A ¢ una matrice compagna se e solo se La(e;) =
e;+1 per ogni i = 1,...,n — 1. Equivalentemente, A ¢ compagna se e solo se Li(e1) = e;41
perognii=1,...,n— 1.

496. Sia A € M, ,(K) una matrice compagna di ordine n. Provare che:
(1) le n matrici I, 4, A% ..., A"~ sono linearmente indipendenti in M, ,,(K);
(2) se B € M, (K) ha la prima colonna nulla e vale AB = BA, allora B = 0;
(3) le n matrici I, A, A% ..., A"~! generano il sottospazio delle matrici B € M,, ,,(K)
tali che AB = BA.

497. Sia A la matrice compagna del polinomio " — a;t~! — --- — a,,. Dimostrare che
A1 £ 0eche A" =0seesolose a; =+ =a, =0.

498. Si consideri la matrice compagna

o0 -+ 0 ap
10 -+ 0 ap-
A= o1 --- 0 Ap—2
00 -~ 1 a

e denotiamo con 0 < r < n il piu piccolo indice tale che a; = 0 per ogni r < i < n. Provare
che per ogni m > n — r la matrice A™ ha rango r. In particolare, vale A™ = 0 per qualche
intero m > 0 se e solo se i coefficienti a; sono tutti nulli.

499. Provare che per ogni permutazione o € ¥, la matrice I ¢ simile ad una matrice dia-
gonale a blocchi, in cui ciascun blocco sulla diagonale ¢ la matrice compagna di un polinomio
del tipo t™ — 1.

9.4. Endomorfismi ed autovalori

DEFINIZIONE 9.4.1. Sia V uno spazio vettoriale su K. Un endomorfismo (lineare) di V/
¢ una qualsiasi applicazione lineare

fiV—V

In dimensione finita, ogni endomorfismo lineare puo essere rappresentato con una matrice
secondo le regole descritte nella Sezione 5.5; siccome lo spazio di partenza coincide con lo spazio
di arrivo possiamo scegliere come la stessa base di V' sia nel dominio che nel codominio.

Dunque la matrice A che rappresenta un endomorfismo f: V' — V in una base (v1,...,v,)
¢ determinata dalla formula

(fv1),..., flvn)) = (v1,...,0p)A.

E importante ribadire ancora una volta che A rappresenta f nella stessa base in partenza ed
in arrivo.

Se x1,...,2, sono le coordinate di un vettore v nella base (vi,...,vp), € € Y1,...,Yn
sono le coordinate del vettore f(v) nella stessa base, vale la formula:

Y1 T1
=A

Yn T,
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Infatti si ha

Y1 T
f)=(v1,...,v0) [ * |, v=(v1,...,00) | |,
Yn Tn
e quindi
1 x1
J)=(for),.... flun)) | ¢ | = (v1,...,v,)A
T, T

In pratica, la colonna i-esima di A & formata dalle coordinate del vettore f(v;) nella base

(V1,...,Up).
Se (wq,...,wy,) & un’altra base e se scriviamo

(wi,...,wp) = (V1,...,0,)C
con C matrice invertibile n x n, allora si ha
(V1. 0n) = (V1,...,0,)CC7Y = (wy,...,w,)C7",
e di conseguenza

(f(w1)7 B f(wn)) = (f(vl)’ ceey f(vn))c - (vlv EERE) Un)AC - (wla cee awn)cilAC'
Abbiamo quindi dimostrato il seguente lemma.

LEMMA 9.4.2. Siano A, B le matrici che rappresentano un endomorfismo nelle basi (v1, . ..
e (w1,...,wy,) rispettivamente. Allora vale A = CBC~, dove C ¢ la matrice “di cambio di
base” determinata dalla relazione

(Wi, wn) = (01, -, 0)C .

In particolare, cambiando base, la matrice che rappresenta un endomorfismo f si trasforma
in una matrice ad essa simile.

Il lemma precedente ci permette, ad esempio, di definire il determinante det(f) di un
endomorfismo f: V — V tramite la formula det(f) = |A|, dove A & la matrice che rappresenta
f in una qualunque base. Siccome il determinante € invariante per similitudine, il determinante
di A non dipende dalla scelta della base.

Similmente possiamo definire la traccia Tr(f) ed il polinomio caratteristico ps(¢) di un
endomorfismo f: V — V tramite le formule Tr(f) = Tr(A) e ps(t) = pa(t) = |A — tI], dove
A & la matrice che rappresenta f in una qualunque base.

Riepilogando, per calcolare traccia, determinante e polinomio caratteristico di
un endomorfismo si calcolano le rispettive quantita per la matrice che rappresenta f in una
qualunque base di V', che come detto piu volte, deve essere la stessa in partenza ed in arrivo.
Pit in generale possiamo dire che qualunque attributo delle matrici quadrate che sia
invariante per similitudine definisce un attributo degli endomorfismi.

EsEmpio 9.4.3. Sia V lo spazio vettoriale dei polinomi di grado < 2 nella variabile z;
vogliamo calcolare traccia, determinante e polinomio caratteristico dell’endomorfismo f: V —
V che trasforma il polinomio ¢(x) nel polinomio ¢(x + 1). Prendendo come base di V' la terna
(1, z,2%) otteniamo

f(1)=1, f(x):$+17 f(xQ):(x+1)2:$2+2$+1,

e quindi f e rappresentato dalla matrice

Ne consegue che:

det(f) = det(A) =1,  Te(f) =Te(A) =3,  pp(t) =pa(t) = (1 - t)".

,Vn)
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EseEmp1O 9.4.4. Sia (v1,...,v,) una base di uno spazio vettoriale V e consideriamo
I’endomorfismo f: V' — V definito dalle relazioni
f(vi):vi—i-l 1§Z§’Il71,
f(vn) = a1vn + -+ + an—1v2 + anvy,
dove aqy,...,a, € K sono numeri qualunque. Tale endomorfismo ¢ rappresentato nella base
(v1,...,v,) dalla matrice compagna
0 0 0 an
1 0 0 an_q
A=10 1 -+ 0 ap-2
o0 --- 1 ay
In particolare, per la Proposizione 9.3.2 il polinomio caratteristico di f ¢ uguale a
pr(t) =pat) = ()" (t" —art" ™t — - —ap_1t —ay).

Per concludere, elenchiamo alcune semplici ma utili osservazioni:

(1) Se A, B sono le matrici che rappresentano, rispettivamente, due endomorfismi f, g
in una stessa base, allora f 4 g € rappresentato dalla matrice A+ B. Similmente A A
rappresenta Af per ogni A € K.

(2) L’applicazione identita Id: V' — V & rappresentata dalla matrice identita, qualun-
que sia la scelta della base.

(3) se A rappresenta f: V — V in una base fissata, allora A — \I rappresenta f — AT
per ogni A € K.

La nozione di autovalore di una matrice quadrata si estende senza fatica agli endomorfismi.

DEFINIZIONE 9.4.5. Siano V uno spazio vettoriale di dimensione finita sul campo K e
f:V — V un endomorfismo lineare. Uno scalare A € K si dice un autovalore per f se
I’endomorfismo f — AI: V — V non ¢ invertibile.

Dunque, se la matrice A rappresenta f: V — V in una base fissata, allora A — Al rap-
presenta f — Al e quindi A & un autovalore per f se e solo se det(f — AI) =0, se e solo se A &
una radice del polinomio caratteristico di f.

Ad ogni autovalore di un endomorfismo f si possono associare alcuni invarianti numerici,
ciascuno dotato di significato algebrico e/o geometrico. I due principali sono riassunti nella
prossima definizione.

DEFINIZIONE 9.4.6. Sia A & un autovalore di un endomorfsmo f: V — V:

(1) lamolteplicita di A come radice del polinomio caratteristico viene detta molteplicita
algebrica dell’autovalore;

(2) la dimensione del nucleo di f — AI: V — V viene detta molteplicita geometrica
dell’autovalore.

Le due molteplicita sono generalmente diverse, tuttavia vale la disuguaglianza descritta
nel prossimo lemma.

LEMMA 9.4.7. La molteplicita algebrica di un autovalore ¢ sempre maggiore od uguale alla
molteplicita geometrica.

DIMOSTRAZIONE. Sia A & un autovalore di un endomorfsmo f: V' — V e denotiamo
rispettivamente con n e m le molteplicita algebrica e geometrica di A. Osserviamo che m > 0
perché, siccome V' ha dimensione finita, I’endomorfismo f — Al ¢ iniettivo se e solo se ¢

invertibile. Sia dunque v1,...,v,, una base di Ker(f — AI) ed estendiamola ad una base
ViyewoyUm,y...,0n di V. Perognii=1,...,msiha f(v;) —Av; = 0, ossia f(v;) = Av;. Dunque
nella base v, ...,vy 'endomorfismo f si rappresenta con una matrice a blocchi
A, B
( 0 C) , Im € Mm,m(K)a Ce MN—m,N—m(K)~

Ma allora py(t) = par(t)pc(t) = (A—t)™pc(t) e quindi m & minore od uguale alla molteplicita
di A come radice di ps(t). O
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Esercizi.

500. Scrivere le matrici che rappresentano 1’endomorfismo

. ry _ [(x+y
frl o f(y>_<2z—y)’

. 1 1 . ..
nella base canonica e nella base v = (1> ,Ug = (_ > Verificare che le due matrici ottenute

1
hanno lo stesso polinomio caratteristico.

501. Sia f: V — V un endomorfismo. Provare che per ogni coppia di scalari distinti
A €Ky A # p, siha Ker(f — M) C (f — pl)(V).

502 (V). Sia A € M), ,(K) tale che BAB = 0 per ogni matrice B € M, ,,(K) di rango 1.
E vero che allora A = 0?

503 (®). Sia V = R[z]<3 lo spazio vettoriale dei polinomi di grado < 3 a coefficienti reali.
Calcolare il determinante dell’applicazione lineare f: V — V definita da

_ o) dpl)
folw) = 52 4 5L

504. Siano f: V — W e g: W — V due applicazioni lineari tra spazi vettoriali di
dimensione finita. Provare che i due endomorfismi fg e ¢gf hanno la stessa traccia e, se
dimV = dim W, allora hanno anche lo stesso determinante. Descrivere un esempio in cui
dimV # dim W e det(fg) # det(gf).

505. Sia A una matrice compagna invertibile. Mostrare che A~! & simile ad una matrice
compagna.

506. Sia V uno spazio vettoriale sul campo K e denotiamo con D linsieme di tutte le
coppie (h, f) tali che:
(1) h: K=K, f: V — V sono applicazioni additive, ossia
h(0) =0, h(a+bd)=h(a)+ h(b), f(0)=0, flv4+u)=flu)+ f(v).
(2) f(av) = af(v) + h(a)v per ogni a € K ed ogni v € V. In particolare f ¢ lineare se e
solo se h = 0.

Provare che per ogni (h, f) e (k,g) € D, la coppia (hk — kh, fg — gf) appartiene ancora
aD.

9.5. Autovettori e sottospazi invarianti

Sia f: V — V un endomorfismo lineare di uno spazio vettoriale V' di dimensione finita. Se
v € V & un vettore non nullo tale che f(v) = Av allora A &€ un autovalore. Infatti la condizione
f(v) = Av & del tutto equivalente a v € Ker(f — AI) e abbiamo visto che Ker(f — AI) # 0 se
e solo se A € un autovalore.

DEFINIZIONE 9.5.1. Siano V' uno spazio vettoriale e f: V' — V un endomorfismo lineare.
Un autovettore per f & un vettore non nullo v € V tale che

flw)=xv

per qualche A € K. In questo caso si dice che v € un autovettore relativo all’autovalore A di f.

Ricorda: gli autovettori non sono mai nulli.

Segue immediatamente dalle definizioni che Ker(f —AI) — {0} coincide con I'insieme degli
autovettori relativi all’autovalore A.

EsEMPIO 9.5.2. Se f: V — V non ¢ iniettiva, allora ogni vettore non nullo del nucleo &
un autovettore relativo all’autovalore 0.

PROPOSIZIONE 9.5.3. Un endomorfismo f di uno spazio vettoriale di dimensione finita V
sul campo K possiede autovettori se e solo se il polinomio caratteristico py(t) possiede radici
nel campo K.
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DIMOSTRAZIONE. Abbiamo visto che gli autovalori sono tutte e sole le radici del polinomio
caratteristico nel campo K e che non c’e autovalore senza autovettore, e viceversa. |

EseEmPIO 9.5.4. Non tutti gli endomorfismi possiedono autovettori; si consideri ad esempio
la rotazione in R? di un angolo « che non sia multiplo intero di 7 radianti.
Nella base canonica di R? la rotazione di un angolo « & rappresentata dalla matrice

(cos(a) - sin(a))

sin(e)  cos(a)
il cui polinomio caratteristico

cos(a) —t  —sin(a)
sin(e)  cos(a) — ¢t

’ =t —2cos(a)t +1

possiede radici reali se e solo se cos(a) = %1.

Il concetto di autovettore di una matrice A € M, ,(K) si definisce nel modo ovvio in-
terpretando la matrice come un endomorfismo di K”. Equivalentemente, un vettore colonna
x € K™ & un autovettore per una matrice A € M, ,(K) se  # 0 e se Az = Az per qualche
Are K.

EseEmpio 9.5.5. Calcoliamo autovalori ed autovettori della matrice “dei segni”

1 -1 1
A=1|-1 1 —1| € M5’3(R)
1 -1 1

Il polinomio caratteristico

1—¢t -1 1
palt) =] -1 1—-t -1
1 -1 1—t

1-¢t -1

SA=00 0 1y

1 1-t 1 -1

‘+‘—1 —1‘ ‘—1 1—t‘
=32 — 13,

ha come radici 0 (con moltelicita 2) e 3. Gli autovettori relativi a 0 corrispondono alle soluzioni
non nulle del sistema lineare

1 -1 1 x 0
-1 1 -1 y|l =101,
1 -1 1 z 0
mentre gli autovettori relativi a 3 corrispondono alle soluzioni non nulle del sistema lineare
1 -1 1 T z
-1 1 -1 yl =3y
1 -1 1 z z
Notiamo che i tre vettori
1 0 1
1 ) 1 ) -1 )
0 1 1

formano una base di autovettori: i primi due relativi all’autovalore 0 ed il terzo relativo
all’autovalore 3.

Abbiamo gia visto che gli endomorfismi di uno spazio vettoriale V' formano uno spazio vet-
toriale Hom(V, V) e che la composizione di due endomorfismi di V' & ancora un endomorfismo
di V.

Se f,g: V — V chiameremo semplicemente prodotto il prodotto di composizione e scrive-
remo fg per indicare f o g, ossia fg(v) = f(g(v)) per ogni vettore v € V. Naturalmente, sono
endomorfismi tutte le potenze di f:

v —v, k>0,

dove si pone per convenzione f° = I il morfismo identita, ossia f°(v) = v per ogni v € V; con
tale convenzione vale la formula f"f* = f*** per ogni h, k > 0.
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DEFINIZIONE 9.5.6. Siano f: V — V un endomorfismo e U C V un sottospazio vettoriale.
Diremo che U & un sottospazio f-invariante, o anche invariante per f, se f(U) C U, ossia
se f(u) € U per ogni u € U.

Chiaramente i sottospazi 0 e V' sono invarianti per qualunque endomorfismo f: V — Ve
I’Esempio 9.5.4 mostra che per opportuni endomorfismi non vi sono altri sottospazi invarianti.

E del tutto evidente che se un sottospazio € invariante per un endomorfismo f, allora e
invariante anche per ogni potenza f*, k > 0.

ESEMPIO 9.5.7. Siano f,g: K® — K3 rappresentati nella base canonica eq, ez, e3, rispet-
tivamente dalle matrici

1 2 0 1 2
f=13 4 0], g=10 4
0 0 5
Allora i sottospazi Span(es, es) e Span(es) sono f-invarianti, mentre i sottospazi Span(es, e2)

e Span(e;) sono g-invarianti.

Esempio 9.5.8. Sia f: V — V un endomorfismo, allora per ogni k& > 0 i sottospazi
Ker(f*) e f*(V) sono f-invarianti. Sia infatti v € Ker(f*), allora la formula

FRf) = f ) = f(FF ) = F(0) =0
prova che anche f(v) € Ker(f*). Similmente se v € f¥(V) vuol dire che esiste w € V tale che
v = f¥(w) e quindi
fw) = f(fF ) = fE(f(w)) € fF(V).
Siccome fFf = ff* = fF*1 il precedente esempio pud essere visto come un caso
particolare del seguente lemma.

LEMMA 9.5.9. Siano f,g: V — V due endomorfismi che commutano tra loro, ossia tali
che fg=gf. Allora Ker(f) e f(V) sono sottospazi g-invarianti.

DIMOSTRAZIONE. Sia v € Ker(f), allora f(v) =0 e quindi f(g(v)) = g(f(v)) = ¢g(0)

che implica g(v) € Ker(f). Similmente, se v = f(w) allora g(v) = g(f(w)) = }(g(w))_
fV). 0

0
€

EsEmMPIO 9.5.10. Siano f: V — V un endomorfismo e A € K uno scalare, se [: V — V
denota l'identita, allora si ha f(f — M) = f2—\f = (f — M) f e dal lemma precedente segue
che Ker(f — AI) e (f — MI)(V') sono sottospazi invarianti per f.

EsEMPIO 9.5.11. Vogliamo calcolare gli autovalori della matrice A € M, ,,(R) di coeffi-
cienti a;; = 1 se |t — j| =1 e a;; = 0 altrimenti:

0 1 00
1010
A—=10 1 0 1
0 010
Dire che (z1,...,7,)T # 0 & un autovettore con autovalore X equivale a dire che
(9.2) Ty = ATq, Tp_1 = An, Ti—1+Tip1 = Az, 1<i<n.
Dalla prima delle odiatissime formule di prostaferesi
sin(p) + sin(q) = 2 cos b ; gin 2 ;— ¢ ,

ricaviamo che, fissando 8 € R, 0 < 8 < m, e ponendo x; = sin(if) sithax; #0e x;_1 + X071 =
2 cos(B)x; per ogni ¢; quindi le equazioni (9.2) sono verificate se e solo se sin((n + 1)8) = 0.
Abbiamo quindi dimostrato che gli n numeri reali

kmw
n+1’
sono autovalori distinti della matrice A e per ovvi motivi di ordine e grado non esistono altri
autovalori.

2 cos k=1,...,n,
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PROPOSIZIONE 9.5.12. Siano f: V — V un endomorfismo e U C V' un sottospazio f-
invariante, ossia tale che f(U) C U. Si consideri l’applicazione lineare fiiy: U — U ottenuta
restringendo f al sottospazio U. Allora il polinomio caratteristico di fiy divide il polinomio
caratteristico di f:

pr(t) =pg, (t)a(t).

DIMOSTRAZIONE. Sia uq, ..., U, una base di U e la si completi a una base uy, . .., U, v1, .. .

di V. Poiché f(U) C U, la matrice di f in questa base ¢ del tipo

(9.3) A= <€3 g)

dove B ¢ la matrice di fiy nella base u1, ..., un,. Dunque:
py(t) = det(A —tI) = det(B — tI)det(D — tI) = py,, (t) det(D —tI).
|

Per uso futuro enunciamo e dimostriamo la versione “duale” della proposizione precedente.

LEMMA 9.5.13. Siano p: U — V un’applicazione lineare surgettiva tra spazi vettoriali di
dimensione finita, e f:'V — V, g: U — U due endomorfismi tali che pg = fp. Allora il
polinomio caratteristico di f divide il polinomio caratteristico di g.

DIMOSTRAZIONE. Siano m,n le dimensioni di U,V rispettivamente; allora Kerp ¢ un
sottospazio g-invariante di dimensione m — n. Scegliamo una base uq, ..., u,, di U tale che
UL, ..., Unm—n € Kerp; la matrice di g in questa base e del tipo

A= (ﬁ g) \ B E My pmn(K), D€ My (K).

Osserviamo adesso che p(tm—n+1), ..., Pp(Um) ¢ una base di V' e che la condizione f(p(u;)) =
p(g(u;)) per ogni i > m—n equivale a dire che D ¢ la matrice che rappresenta f nella suddetta
base. Dunque:

Pq(t) = det(A —tI) = det(B — tI) det(D — tI) = det(B — t1)py(t).

Esercizi.
507. Siano ei, ey la base canonica di R?, A un numero reale. Dimostrare che la matrice
(1)
1 1
possiede un autovettore del tipo e; + aeq, con a € R, se e solo se A # 1.

508. Calcolare polinomio caratteristico, autovalori reali e rispettivi autovettori delle se-
guenti matrici:

00 1 0 2 1 13 1 11
(2;1),(043),010,203,808,
100 -1 -3 0 11 -1 -13

Loy s sy (1111

01 0], |-to 1), |, o, ]

101 12 -1 L1 1 1

509. Dire, motivando la risposta, per quali valori di 7 € Z esiste una matrice A € M3 3(R)
di rango r che ha come autovalore complesso il numero 1 + 1.

510. Siano A, B € M, ,,(K). Dimostrare che AB e BA hanno gli stessi autovalori ma non
necessariamente gli stessi autovettori. Dimostrare inoltre che se A & invertibile allora AB e
BA hanno lo stesso polinomio caratteristico (questo vale anche se A e B sono entrambe non
invertibili, ma & pit difficile da dimostrare).



218 9. ENDOMORFISMI E POLINOMIO CARATTERISTICO

511. Siano A € M, ,,»,(K), B € My, »(K) e k > 0. Dimostrare che se A # 0 & un autovalore
di (AB)*, allora & anche un autovalore di (BA)¥. Mostrare con un esempio che, se n # m, cio
non vale per ’autovalore nullo.

512. Sia V C K* il sottospazio di equazione z+y—z—t = O e sia f: K* — K* 'applicazione
lineare tale che f(x,y,2,t) = (x + 2,y +x,z + x,t + x). Dimostrare che f(V) C V e calcolare
il polinomio caratteristico della restrizione fjy,: V. — V.

513. Siano f: V — V un endomorfismo ed U C V un sottospazio vettoriale tale che
f(V) C U. Dimostrare che U & un sottospazio f-invariante e che, se V' ha dimensione finita,
allora la traccia di f ¢ uguale alla traccia della restrizione fj;: U — U.

514. Siano f: V — V un endomorfismo tale che f™ = 0 per qualche m > 0ev € V un vet-
tore. Detta n < m la dimensione del sottospazio vettoriale generato da v, f(v), f2(v), ..., f™ (v),
dimostrare che gli n vettori v, f(v),..., f*~!(v) sono linearmente indipendenti.

515. Provare che la matrice dell’Esempio 9.5.11 & invertibile se e solo se n & pari.

516. Siano a,b € C. Usare il risultato dell’Esempio 9.5.11 per determinare una formula
generale per il calcolo degli autovalori della matrice

b 0 0

o O o

a b 0
b a b
0 b a

517. 1) Determinare, se esiste, una base di C" formata da autovettori della matrice
compagna di t" — 1.

2) Sia R C M, »(C) il sottospazio vettoriale formato dalle matrici A = (a;;) tali che
a;; = apy, ogniqualvolta (i — j) — (h — k) € un multiplo intero di n. Calcolare la dimensione di
R e provare che AB = BA € R per ogni A, B € R.

3) Provare che tutte le matrici di R sono simultaneamente diagonalizzabili, ossia che esiste
una matrice invertibile P tale che P~'AP & diagonale per ogni A € R.

518. Un endomorfismo f: V — V si dice semisemplice se per ogni sottospazio f-
invariante U C V esiste un sottospazio f-invariante W C V tale che V = U @& W. Dimostrare
che:

(1) i multipli dell’identita sono semisemplici;

(2) Pendomorfismo
K2 K2k (”3) - (x> ,
Y 0

x 0
g: K? - K2, g <y> - (x) ,
non e semisemplice;

(4) (%) se V ha dimensione finita su un campo di numeri (o pitt generalmente su
un campo di caratteristica 0) e f? = I per qualche intero positivo p, allora f &
semisemplice.

€ semisemplice;
(3) Pendomorfismo

519 (V). Siano p, f: V. — V due endomorfismi lineari, con p?> = p. Provare che Kerp ¢
un sottospazio f-invariante se e solo se pfp = pf.

520. Siano f,g: V — V due endomorfismi lineari, con fg = gf e V di dimensione finita.
Si assuma che i polinomi caratteristici di f e g non abbiano fattori comuni di grado positivo.
Dimostrare che f — g € un isomorfismo.
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9.6. Endomorfismi triangolabili

In questa e nella prossima sezione studieremo i criteri base per stabilire se un endo-
morfismo & triangolabile e/o diagonalizzabile. Ulteriori criteri saranno analizzati nei prossimi
capitoli.

DEFINIZIONE 9.6.1. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita. Un endomorfismo
f:V — V si dice triangolabile se, in una base opportuna, si rappresenta con una matrice
triangolare superiore. Una matrice triangolabile ¢ una matrice quadrata simile ad una matrice
triangolare superiore.

In altri termini, f & triangolabile se e solo se esiste una base vy, ..., v, tale che per ogni
indice 4 il sottospazio Span(vy,...,v;) & f-invariante. Infatti, cio significa che

f(v;) € Span(vy,...,v;), perogni i=1,...,n,

cosicché la matrice di f nella base vy, ..., v, € triangolare superiore.

Se un endomorfismo f: V — V si rappresenta nella base uq,...,u, con una matrice
triangolare inferiore, allora f & triangolabile. Infatti basta considerare la base v; = w,—_;11,
i =1,...,n, per rappresentare f con una matrice triangolare superiore.

Una filtrazione crescente di k sottospazi vettoriali

(9.4) 0=VWCViCcWhC - --CV,CV

si dice una bandiera se dim V; = i per ogni ¢ = 1,..., k. La bandiera (9.4) ¢ detta completa
se Vi =V, o equivalentemente se dim V' = k.
Notiamo che ogni base (v1, ..., v,) determina in maniera canonica una bandiera completa

Span(vy) C Span(vy,ve) C -+ C V; = Span(vy,...,v;) C -+,

ed ogni bandiera completa & ottenuta in questo modo. Infattise Vo CV; CVo C.-- CV, =V
€ una bandiera completa, basta scegliere un vettore v; € V; — V;_1 per ogni ¢ = 1,...,n per
avere la base richiesta.

LEMMA 9.6.2. Siano V uno spazio vettoriale di dimensione finita ed f: V — V un endo-
morfismo. Allora f é triangolabile se e solo se esiste una bandiera completa Vo C Vi C Vo C
-« CV, =V di sottospazi f-invarianti.

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che f si triangolarizza in una base v, ...,v, se e solo
se Span(vy,...,v;) € un sottospazio f-invariante per ogni i. O

TEOREMA 9.6.3. Siano V uno spazio vettoriale di dimensione finita ed f: V — V un
endomorfismo lineare. Allora f e triangolabile se e solo se ogni sottospazio f-invariante non
nullo possiede autovettori.

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con n la dimensione di V. Supponiamo che f sia triangola-
bile e sia 0 # U C V un sottospazio f-invariante non nullo. Se dim V' = n esiste una bandiera
completa

0=VWwWCWVic.--CV,=V, dimV; =1,
di sottospazi f-invarianti e si hanno le disuguaglianze
dim(V; NU) < dim(V;41 NU) < dim(V; NU) + 1.

La prima disuguagliaza segue dal fatto che V; N U C V;411 N U, mentre per la seconda basta
osservare che V; + U C Vi1 + U e dalla formula di Grassmann segue che

dim(Viy1 NU) =dim V11 +dim U — dim(V;41 + U)
=dimV; +1+dimU — dim(V;41 + U)
<14+dimV; +dimU —dim(V; + U) = dim(V; NU) + 1.
In particolare, se i € il piu piccolo indice tale che V; N U # 0 allora il sottospazio V; N U &
f-invariante e di dimensione 1. Dunque ogni vettore non nullo di V; N U & un autovettore.
Viceversa, dimostriamo per induzione sulla dimensione che se ogni sottospazio f-invariante
non nullo possiede autovettori, allora f ¢ triangolabile. Se V' ha dimensione 0 non c’e¢ nulla

da dimostrare. Se V' # 0 allora esiste un autovalore A, ed il sottospazio U = (f — AI)(V) & f-
invariante e proprio. Siccome ogni sottospazio invariante e non nullo di U possiede autovettori,
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per 'ipotesi induttiva la restrizione di f ad U e triangolabile. Si puo quindi trovare una base
UL, ..., Uy, di U tale che

Jiv(wi) = f(u;) € Span(u,...,u;), perognii=1,...,m.

Si completi ora la base uq,...,u, di U a una base uy, ..., Umn, Um+1,---,U, di V. In questa
base f € in forma triangolare. Infatti per ogni indice i > m vale

fui) = flui) = Aug + Ay = (f — A)u; + Au; € U + Span(u;),
e quindi a maggior ragione vale anche

f(u;) € Span(uy, ..., Uy, U1y - - -5 Ui)-

O

Se un endomorfismo f e triangolabile, il suo polinomio caratteristico ¢ un prodotto di
polinomi di primo grado e quindi f possiede tutti gli autovalori nel campo K. Vale anche il
vivecersa:

TEOREMA 9.6.4. Sia f: V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimensione
finita su di un campo K. Allora f ¢ triangolabile se e solo se il suo polinomio caratteristico ha
tutte le radici in K, ossia se e solo se il suo polinomio caratteristico ¢ un prodotto di polinoms
di primo grado a coefficienti in K.

DIMOSTRAZIONE. Se f e triangolabile, ossia rappresentabile con una matrice triangolare,
per ’Esempio 9.2.4 il suo polinomio caratteristico & prodotto di polinomi di primo grado.

Viceversa, se il suo polinomio caratteristico ¢ prodotto di polinomi di primo grado, segue
dalla Proposizione 9.5.12 e dal Corollario 7.1.7 che per ogni sottospazio f-invariante non nullo
U il polinomio caratteristico della restrizione di f ad U ha grado positivo ed & un prodotto di
polinomi di primo grado. In particolare la restrizione di f ad U possiede almeno un autovalore
e quindi almeno un autovettore. O

Il Teorema 9.6.4 puo essere enunciato in maniera equivalente dicendo che un endomorfismo
f:V = V e triangolabile sul campo K se e solo se

pf(t) = ()\1 —t)ul()\g—t)y2~"()\s—t)us, A,..., s €K e )\175/\] sei;éj.

Dal fatto che A; # A; per ogni ¢ # j segue che v; ¢ la molteplicita algebrica dell’autovalore A;.

Un’altra formulazione equivalente del Teorema 9.6.4 dice che un endomorfismo di uno
spazio vettoriale di dimensione n e triangolabile se e solo se la somma delle molteplicita
algebriche dei suoi autovalori ¢ uguale ad n.

COROLLARIO 9.6.5. Sia f: V — V un endomorfismo triangolabile di uno spazio vettoriale
di dimensione finita e sia U C V' un sottospazio f-invariante. Allora la restrizione fi;: U — U
di f ad U é triangolabile.

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che ogni sottospazio f-invariante di U & anche un
sottospazio f-invariante di V ed applicare il criterio del Teorema 9.6.3.

Alternativamente, per ipotesi esiste una bandiera completa 0 =1V, CV; C---CV, =V
di sottospazi f-invarianti. Poiché V; + U C V;;;1 + U dalla formula di Grassmann segue

dim(Vi41 NU) =dim V1 + dim U — dim(V;11 + U)
<dimV; +1+dimU —dim(V; + U) = dim(V; NU) + 1.

Considerando le intersezioni V; N U troviamo una filtrazione di sottospazi f-invarianti
0=WwnucCcwviniUC.--CV,nU=U

che si riduce ad una bandiera completa dopo aver cancellato i doppioni.
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Esercizi.

521. Delle seguenti matrici a coeflicienti razionali,

1 2 1 1 1 -2 ;)_22_51
1 2)° 3 2) 3 2 ) ’

dire quali sono triangolabili su Q, quali su R e quali su C.

522. Siano A una matrice quadrata triangolabile ed h un intero positivo. Provare che il
polinomio caratteristico di A" dipende solo da h e dal polinomio caratteristico di A.

523. Sia A € M, ,(R) una matrice triangolabile con tutti gli autovalori negativi. Provare
che se n & dispari, allora non esiste alcuna matrice B € M,, ,,(R) tale che B? = A.

524. Sia f: V — V un endomorfismo tale che f? = f3. Mostrare che per ogni sottospazio
f-invariante non nullo U C V gli endomorfismi f: V — Ve f—1: U — U non possono essere
entrambi invertibili e dedurre che f e triangolabile.

9.7. Endomorfismi diagonalizzabili
Fissato un endomorfismo f: V' — V', per ogni scalare A € K denotiamo
Vi = Ker(f — AI).

Notiamo che V) & un sottospazio vettoriale che dipende da A e da f. Tuttavia, per
semplicita notazionale, la dipendenza da f rimane sottointesa. Siccome v € V) se e solo
se f(v) — Av =0, si deduce immediatamente che A & un autovalore se e solo se V) # 0.

Notiamo che ogni V) € un sottospazio f-invariante e che la restrizione f: V), — V) e
uguale alla restrizione di AI.

DEFINIZIONE 9.7.1. Se A € un autovalore di un endomorfsmo f: V — V, il sottospazio
Vi = Ker(f — A\I),
¢ detto autospazio relativo a .

In altri termini, 'autospazio relativo ad un autovalore e il sottospazio formato dal vet-
tore nullo e da tutti gli autovalori corrispondenti. Inoltre, la molteplicita geometrica di un
autovalore A ¢ uguale alla dimensione dell’autospazio corrispondente.

LEMMA 9.7.2. Sia f: V — V un endomorfismo lineare e siano vy,...,vs € V autovettori
relativi ad autovalori distinti. Allora v1,...,vs sono linearmente indipendenti.

DiMOSTRAZIONE. Induzione su s, non dovendo dimostrare nulla per s = 1. Supponiamo
quindi il risultato vero per s — 1 autovettori relativi ad autovalori distinti.

Indichiamo con Aq,...,As gli autovalori corrispondenti agli autovettori wvq,...,vs; per
ipotesi si ha f(v;) = Ajv; e A; # A; per ogni i # j.

Data una combinazione lineare nulla ayv; + - -+ 4+ asvs = 0, applicando ’endomorfismo
f — As1 si ottiene

0 = (f - ASI)(alvl +-- asvs) - al()\l - )\s)vl +- 4+ as—l()\s—l - )\s)vs—l-
Per I'ipotesi induttiva gli autovettori vy, ...,vs_1 sono linearmente indipendenti e quindi
al()\l - >\s) == as—l(/\s—l - )\s) =0

e siccome \; — A\s # 0 per ogni ¢ = 1,...,s — 1 si ottiene a; = -+ = as_1; = 0. Per finire la
relazione ajv; + - - - + asvs = 0 si riduce a asvs = 0 e siccome vs # 0 si ha as = 0. O

LEMMA 9.7.3. Siano A1,..., s autovalori distinti di un endomorfismo f e si considerino
i relativi autospazi Vy, = Ker(f — \;I). Allora esiste una decomposizione in somma diretta:

Vi, + - +WV,. =V, d---0V,, CV.
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DIMOSTRAZIONE. Bisogna dimostrare che ogni vettore w € Vi, + --- + V), si scrive in
modo unico come somma di vettori in ciascun V),. Basta quindi verificare che se

’U1+"'+'US:0, ’UiEV)\i, ’L.:].,...7S,

allora v; = 0 per ogni i = 1,...,s. Questo segue immediatamente dal Lemma 9.7.2 applicato
ai vettori v; diversi da 0. O

Un endomorfismo f: V' — V di uno spazio vettoriale di dimensione finita si dice diago-
nalizzabile se esiste una base rispetto alla quale f si rappresenta con una matrice diagonale.
Equivalentemente f: V' — V e diagonalizzabile se e solo se esiste una base di V fatta con
autovettori per f.

TEOREMA 9.7.4. Sia dimV = n e siano A1,...,As gli autovalori nel campo K di un
endomorfismo f:V — V. Se indichiamo con p; la molteplicita geometrica di \;, allora p +
<o+ us <n e vale

i+t ps=n
se e soltanto se [ ¢ diagonalizzabile.

DIMOSTRAZIONE. Per il Lemma 9.7.3 la somma dei sottospazi V), & diretta e per la
formula di Grassmann il sottospazio Vy, & --- & V), ha dimensione p; + - -+ + ps. Per finire
basta osservare che f & diagonalizzabile se e solo se

V=V\& @V,
0

Siamo adesso in grado di determinare tre condizioni, la prima e la terza necessarie e
sufficienti, la seconda solamente sufficiente (ma di pit facile verifica), affinché un endomorfismo
risulti diagonalizzabile.

COROLLARIO 9.7.5. Siano V wuno spazio vettoriale di dimensione finita sul campo K e
f:V — V un endomorfismo lineare. Allora f ¢ diagonalizzabile se e solo se il polinomio
caratteristico di f si scrive come prodotto di polinomi di primo grado,

pf(t) = ()\1 — t)yl(/\g — t)llz . (AS — t)ys, )\1, ey AS S K, /\7 7é )\j7
e per ogni autovalore X\; la molteplicita geometrica é uguale alla molteplicita algebrica v;.

DIMOSTRAZIONE. Se in un’opportuna base l’endomorfismo f si rappresenta con una
matrice diagonale
a;; -0

A = : c. . : s n = dim ‘/,
0 - ap
allora il polinomio caratteristico di f & uguale a
pr(t) =pa(t) = (a11 =) - (ann — ) = (A1 = )" (A2 = )" - (As — 1),
dove v; € uguale al numero dei coefficienti a;; uguali a A;. Per ogni scalare A € K la matrice
A — M\ & ancora diagonale e quindi il suo rango € uguale al numero dei coefficienti a;; diversi
da \; equivalentemente, la molteplicita geometrica di ciascun autovalore \; € uguale a v;.
Viceversa, se n = dimV ed il polinomio caratteristico ¢ come nell’enunciato, siccome il

suo grado e n, ne segue che la somma delle molteplicita geometriche degli autovalori € n e per
il Teorema 9.7.4 I’endomorfismo risulta diagonalizzabile. |

Grazie ai precedenti risultati, per determinare se un endomorfismo f & diagonalizzabile
possiamo procedere nel modo seguente:

(1) si calcola il polinomio caratteristico ps(t);

(2) se il polinomio caratteristico non si fattorizza come prodotto di fattori lineari allora
f non ¢ diagonalizzabile;

(3) se pr(t) = (M — )" (Ag — )2 ---(As — t)¥s, allora f & diagonalizzabile se v; <
dim Ker(f — \;I) per ogni i tale che v; > 1 (questa condizione assicura che la somma
delle molteplicita geometriche & almeno n, mentre per il Teorema 9.7.4 tale somma
¢ sempre al pill n).
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COROLLARIO 9.7.6. Siano V' uno spazio vettoriale di dimensione finita n sul campo K
e f: V. — V un endomorfismo lineare. Se il polinomio caratteristico di f possiede n radici
distinte sul campo K, ossia se

pf(t) = ()\1 — t)()\g —t) v ()\n — t), )\17 .. .,)\n S K, i 7é )\j,
allora f e diagonalizzabile.

DIMOSTRAZIONE. Per definizione, ogni autovalore ha molteplicita geometrica positiva ed
il corollario segue quindi immediatamente dal Teorema 9.7.4. |

TEOREMA 9.7.7. Un endomorfismo f: V — V e diagonalizzabile se e solo se é trian-
golabile e per ogni autovalore X i due endomorfismi f — N e (f — M)? hanno lo stesso
rango.

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo preliminarmente che per ogni autovalore A si ha I'inclusione
Ker(f — M) C Ker((f — AI)?): infatti se (f — A)v = 0, a maggior ragione si ha

(f =MD = (f = M) (f(v) = W) = (f = AI)(0) = 0.

Una implicazione € immediata: se f si rappresenta con una matrice diagonale, allora anche
f — Al sirappresenta con una matrice diagonale per ogni A e di conseguenza tutte le potenze
(f — AI)®, s > 0, hanno stesso rango, stesso nucleo e stessa immagine.

Viceversa, supponiamo che f sia triangolabile e che Ker(f —\I) = Ker((f —AI)?) per ogni
autovalore A. Scegliamo un autovalore i, denotiamo con V,, = Ker(f — pf) il corrispondente
autospazio e consideriamo il sottospazio f-invariante U = (f — pI)(V).

Per ogni w € UNV,, esiste v € V tale che w = (f — puI)v e di conseguenza (f — ul)?v = 0.
Siccome par ipotesi Ker(f —ul) = Ker((f — puI)?) si ha v € Ker(f — pl), ossia w = 0. Dunque
unv,=0,U+V,=U®®YV, eper la formula di Grassmann V =U @ V,,.

Sia adesso g = fjy: U — U larestrizione di f ad U, per il Corollario 9.6.5 'endomorfismo
g e triangolabile e per ogni autovalore A si ha

Ker(g — M) = Ker(f — AX) NU = Ker((f — \X[)?) N U = Ker((g — M\)?).

Per induzione sulla dimensione ’endomorfismo g & diagonalizzabile e di conseguenza anche f
& diagonalizzabile.
|

EsemPIO 9.7.8. Sia f: V — V un endomorfismo tale che f2 = f, su di un campo di
caratteristica diversa da 2. Allora f ¢ diagonalizzabile. Infatti (f — I)(f + I)f = 0 e quindi
per ogni sottospazio f-invariante U # 0, preso un qualunque vettore non nullo u € U, u # 0,
siha (f —I)(f +1I)f(u) =0 e quindi:

(1) se f(u) =0, allora u ¢ un autovettore (con autovalore 0);
(2) se f(u) #0e (f+1I)f(u) =0, allora f(u) & un autovettore (con autovalore —1);
(3) se (f+I)f(u) #0, allora (f 4+ I)f(u) & un autovettore (con autovalore 1).

In ogni caso U possiede un autovettore e questo prova che f & triangolabile. La stessa
formula (f — I)(f +1I)f = 0 mostra che gli unici possibili autovalori di f sono 0,1, —1. Infatti
se fl(o) =X v, v#0,allora0=(f—I)(f+1I)f(v) =(A—1)(A+1) v e quindi A =0, £1. Per
concludere basta osservare che

fof*=f>=f= Ker(f?) C Ker(f),
(f+2D)o(f—1)?=—=2(f —1I)= Ker((f — I)?) C Ker(f — I),
(f =2D) o (f+1)* = =2(f +I) = Ker((f +1)*) C Ker(f + 1),
ed applicare il Teorema 9.7.7.

COROLLARIO 9.7.9. Sia f: V — V un endomorfismo diagonalizzabile di uno spazio vet-
toriale di dimensione finita e sia U C V' un sottospazio f-invariante. Allora la restrizione di
f ad U é diagonalizzabile.

DIMOSTRAZIONE. Per il Corollario 9.6.5 la restrizione g = fjy: U — U ¢& triangolabile e
come osservato nella dimostrazione del Teorema 9.7.7 per ogni autovalore A si ha

Ker(g — M) = Ker(f — M) NU = Ker((f — A)*)NU = Ker((g — M\)?).
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Ritorneremo sull’Esempio 9.7.8 e sul Corollario 9.7.9 dopo aver sviluppato la teoria del
polinomio minimo, che permettera di ridimostrare i medesimi risultati in maniera piu agile e
veloce.

Esercizi.

525. Mostrare che due matrici diagonalizzabili sono simili se e solo se hanno lo stesso
polinomio caratteristico.

526. Determinare, preferibilmente senza calcolare i polinomi caratteristici, una base di
R3 formata da autovettori delle matrici:

1 0 1 1 01 0 0 1 01 0
00 0}, 01 0], 01 01, 1 0 1
1 0 1 1 01 1 00 010
527. Determinare quali delle seguenti matrici sono diagonalizzabili su R:
1 2 -1 3 1 0 -1 -1 10 7 —24 —6
1 0 11, 0 3 1}, -1 -1 61, 2 =7 =2
4 —4 5 0 0 3 -1 -1 6 0 0 1

528 (V). Calcolare il polinomio caratteristico della matrice

0 O 0 3
1 0 -1 0
A= 0 -3 0 -1
1 0 1 0

e dire, motivando la risposta, se A ¢ diagonalizzabile su R e su C.

529. Dimostrare la seguente generalizzazione del Lemma 9.7.2: siano f: V' — V un endo-
morfismo lineare, U C V un sottospazio f-invariante e vy,...,vs € V autovettori relativi ad
autovalori distinti. Se v1 + -+ + v, € U allora v; € U per ogni i =1,...,s.

530. Per ogni matrice dell’Esercizio 508, dire se & diagonalizzabile su Q, su R e su C.

531. Sia f: V — V lineare di rango 1. Mostrare che f & diagonalizzabile se e solo se
f o f # 0. Dedurre che le omologie lineari (Esercizio 275) sono diagonalizzabili, mentre le
elazioni (ibidem) non lo sono.

532. Melancolia I & un’incisione di Albrecht Diirer del 1514 che simbolicamente rappre-
senta 1 pericoli dello studio ossessivo, mostrando le difficolta che si incontrano nel tentativo di
tramutare il piombo in oro, ed i conti in teoremi. Tra le altre figure, nell’opera compare anche
un celebre quadrato magico i cui numeri sono riportati nella matrice

16 3 2 13

5 10 11 8
M= 9 6 7 12
4 156 14 1

Dopo aver verificato che la somma dei 4 coefficienti su ogni riga, su ogni colonna, sulle due
diagonali, su ciascuno dei quattro settori quadrati in cui si puo dividere il quadrato e uguale
a 34, cosi come la somma dei quattro numeri al centro e dei quattro numeri agli angoli,
rispondere alle seguenti domande:

(1) il vettore v; = (1,1,1,1)7 € R* & un autovettore?

(2) il sottospazio U C R* di equazione x1 + 29 + 23 + 24 = 0 & invariante?

(3) indichiamo come al solito con ey, ...,e4 la base canonica. Qual ¢ la matrice che

rappresenta I’endomorfismo Lj; nella base

vi=e1texteztes, va=e€1—e€4, vVz=ex—€4, Vyg=€3—€4"
(4) la matrice M ¢ diagonalizzabile su R?

533 (V). Un semplice gioco di magia da palcoscenico consiste nel farsi dire dal pubblico
un numero intero n maggiore o uguale a 30 e scrivere all’istante un quadrato come nell’Eser-
cizio 532 ma con le varie somme non pit 34 ma uguali ad n; per contro non si richiede che il
quadrato contenga tutti i numeri interi compresi tra 1 e 16. Scovate il trucco!
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534. Siano & = cos(2kw/n)+isin(2kn/n) € C,k =0,...,n—1, le radici n-esime di 1, ossia
le soluzioni dell’equazione z™ = 1. Usare il determinante di Vandermonde per provare che gli
n vettori vy = (1,&, &2, .., g_l)T, k=0,...,n—1, formano una base di C"™. Caratterizzare,
in funzione dei coefficienti, tutte e sole le matrici C' € M, ,(C) che possiedono v, ..., vn_1
come base di autovettori. (Si consiglia di fissare i coefficienti ¢y, ..., ¢, della prima riga di C

e di determinare gli autovalori ed i rimanenti coefficienti in funzione di ¢y, ..., ¢,.)

535. Provare che per ogni permutazione o € ¥, la matrice I ¢ diagonalizzabile su C.

9.8. Il teorema fondamentale dell’algebra

Abbiamo visto che ogni polinomio di secondo grado a coefficienti complessi possiede sem-
pre una radice complessa. L’obiettivo di questa sezione & generalizzare tale risultato a polinomi
di qualsiasi grado positivo.

TEOREMA 9.8.1 (Teorema fondamentale dell’algebra). Ogni polinomio di grado positivo
a coefficienti complessi possiede radici complesse.

Da tale risultato, applicando il teorema di Ruffini un numero finito di volte, si ricava che
ogni polinomio a coefficienti complessi si scrive come prodotto di polinomi di primo grado.

La dimostrazione consiste nel dimostrare inizialmente due casi particolari: il primo, tipi-
co dei corsi di analisi matematica, € che ogni polinomio a coefficienti reali di grado dispari
possiede almeno una radice reale; il secondo € che ogni polinomio di secondo grado a coeffi-
cienti complessi possiede radici complesse. Poi, usando per intero tecniche di algebra lineare,
dedurremo il caso generale da questi due casi particolari.

Per semplicita espositiva premettiamo alla dimostrazione una serie di risultati preliminari.

LEMMA 9.8.2. Ogni polinomio di grado dispari a coefficienti reali possiede almeno una
radice reale.

DIMOSTRAZIONE. Si tratta di un risultato semplice e ben noto di analisi matematica che
utilizza la continuita delle funzioni polinomiali; per completezza diamo un cenno di dimostra-
zione. Sia p(t) un polinomio di grado dispari. A meno di moltiplicare p(t) per una costante
non nulla possiamo supporre senza perdita di generalita che il polinomio sia monico, e quindi

p(t) = apt" + art" ' + - +a, € R]t], ag =1, n=2k+1.
Il polinomio ¢(t) = —p(t)p(—t) & monico di grado pari 2n e quindi esiste m > 0 tale che
—p(m)p(—m) > 0 (Esercizio: perché?), ossia p(—m)p(m) < 0. Per il Teorema 3.1.2 esiste
& € [=m,m] tale che p(§) = 0. O

DEFINIZIONE 9.8.3. Sia k un intero positivo. Diremo che un campo K ha la proprieta Py
se ogni polinomio p(t) € K[t] di grado positivo e non divisibile per 2¥ possiede almeno una
radice in K.

Ad esempio, il Lemma 9.8.2 ¢ del tutto equivalente a dire che il campo R ha la proprieta
P.

LEMMA 9.8.4. Un campo K ha la proprieta Py se e solo se ogni matrice A € My, ,(K),
con n non divisibile per 2F, possiede un autovettore.

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che se A € M, ,,(K), allora il polinomio caratteristico
di A ha grado n. Viceversa, per il Corollario 9.3.3, ogni polinomio di grado n ¢ un multiplo
scalare del polinomio caratteristico di una opportuna matrice quadrata di ordine n. O

Ricorda: per definizione, gli autovettori sono diversi da 0.

LEMMA 9.8.5. Siano K un campo con la proprieta Py, V uno spazio vettoriale su K di
dimensione n e f,g: V — V due endomorfismi lineari. Se fg = gf e 2F non divide n, allora
f e g hanno un autovettore in comune.
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DIMOSTRAZIONE. Il risultato ¢ certamente vero per n = 1. Per induzione lo possiamo
supporre vero per tutti gli interi m < n che non sono divisibili per 2¥. Siccome i polinomi
caratteristici di f e ¢ hanno grado n, sia f che g possiedono autovalori in K ed autovettori
in V. Se f & un multiplo dell’identita, allora ogni autovettore di g & un autovettore comune.
Se f non é un multiplo dell’identita, scegliamo un autovalore A € K per f e consideriamo i
due sottospazi propri U = Ker(f — AI) e W = Im(f — AI). Per il Lemma 9.5.9 i sottospazi
U e W sono invarianti per f e g e, siccome dimU + dim W = dim V', almeno uno di essi ha
dimensione non divisibile per 2. Per I'ipotesi induttiva f e g possiedono un autovettore in
comune in U oppure in W. g

LEMMA 9.8.6. Il campo C ha la proprieta P;.

DIMOSTRAZIONE. Occorre dimostrare che se n ¢ dispari, allora ogni matrice A € M, ,,(C)
possiede un autovettore. Sia V' lo spazio vettoriale reale delle matrici Hermitiane n X n;

ricordiamo che

dimg V = n?.

I due endomorfismi

AB+BA" AB - BA"
=5 9(B) = ———,

2 24
sono R-lineari e commutano tra loro. Siccome R ha la proprieta P, e n? ¢ dispari, segue dal
Lemma 9.8.5 che esiste B € V — {0} che & un autovettore comune per f e g. Se f(B) =aB e
g(B) = bB con a,b € R, allora
(a+1b)B = f(B) +ig(B) = AB

ed ogni colonna non nulla di B € un autovettore per A. |

fg: V=V, f(B)

LEMMA 9.8.7. Per ogni k > 0 il campo C ha la proprieta P.

DIMOSTRAZIONE. Ragioniamo per induzione su k, avendo gia dimostrato il lemma per
k = 1. Supponiamo k > 1 e sia A € M,, ,,(C) con n non divisibile per 2*. Se 2*~1 non divide
n allora per l'ipotesi induttiva A possiede un autovettore. Se 2¥~1 divide n consideriamo il

sottospazio vettoriale V' C M, ,(C) delle matrici antisimmetriche. Notiamo che dim¢ V' =

@ non ¢ divisibile per 2571, Allora i due endomorfismi f,g: V — V

f(B)=AB+ BAT,  ¢(B) = ABAT,
commutano tra loro e quindi possiedono un autovettore comune B, ossia
f(B) = A\B, g(B) = uB, A peC.
Quindi
0=puB — ABAT = uB — A(f(B) — AB) = A>B — AAB + uB = (A> — A + ul)B.
Se a, 3 € C sono le radici di t2 — M\t + p si ha
(A—al)(A—-pBI)B =0.

Se (A — BI)B = 0 allora ogni colonna non nulla di B & un autovettore di A con autovalore (3,
altrimenti ogni colonna non nulla di (A — I)B & un autovettore di A con autovalore a. [

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 9.8.1. Sia p(¢) € C[t] un polinomio di grado n > 0;
scegliamo un intero k tale che 2¢ > n e usiamo il fatto che C ha la proprieta Pj. (|

COROLLARIO 9.8.8. Ogni polinomio a coefficienti complessi di grado n > 0 si puo scrivere
come prodotto di n polinomi di grado 1.

DIMOSTRAZIONE. Conseguenza immediata del teorema di Ruffini e del teorema fonda-
mentale dell’algebra. 0

COROLLARIO 9.8.9. Sul campo dei numeri complessi C, ogni endomorfismo lineare é
triangolabile.

DiMOSTRAZIONE. Immediata conseguenza del Teorema 9.6.4 poiché per il teorema fonda-
mentale dell’algebra ogni polinomio a coefficienti complessi si scrive come prodotto di polinomi
di primo grado. O
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Esercizi.

536. Verificare che gli endomorfismi f, g introdotti nelle dimostrazioni dei lemmi commu-
tano tra loro.

537. Sia a € C una radice di un polinomio p(t) € R[t] a coefficienti reali. Provare che
anche il coniugato @ & una radice di p(t), che (t — a)(t — @) € R[t] e che p(t) si scrive come
prodotto di polinomi reali di grado < 2.

9.9. Complementi: similitudine complessa di matrici reali

Siano A, B due matrici n X n a coefficienti reali e supponiamo che siano simili sul campo
dei numeri complessi, ossia supponiamo che esista una matrice invertibile C' € M, ,,(C) tale
che A = CBC~!. Ci chiediamo se A e B sono simili anche sul campo dei numeri reali.

Siano F' e G le matrici delle parti reali e immaginarie dei coefficienti di C', allora vale
F,G € M, ,(R), C = F +iG e quindi

AF +iAG = A(F +iG) = AC =CB = (F +iG)B = FB + iGB.
Uguagliando parte reale ed immaginaria otteniamo le due uguaglianze
AF = FB, AG = GB.

Se F ¢ invertibile si avrebbe FBF~! = AFF~! = A; similmente se G & invertibile si avrebbe
GBG~! = A e quindi se almeno una tra F' e G & invertibile abbiamo dimostrato che A e B
sono simili sui reali. Purtroppo, puo succedere che F' e G siano entrambe non invertibili (vedi
Esercizio 538). In tal caso, osserviamo che per ogni A € R si ha

A(F +A\G) = (F + \G)B

e quindi basta dimostrare che esiste almeno un numero reale A € R tale che la matrice F'+ \G
abbia determinante diverso da 0. Sia ¢ un’indeterminata e consideriamo il polinomio

h(t) = |F + tG| € R[t].

Notiamo che h(i) = |C| # 0 e quindi h(¢) non ¢ il polinomio nullo; se A € R & un qualunque
numero reale tale che h()) # 0, allora |F' + AG| = h(\) # 0.

Se al posto dei numeri reali consideriamo un qualsiasi sottocampo K C C, il precedente
risultato € ancora vero, ma la dimostrazione diventa leggermente piti complessa.

LEMMA 9.9.1. Sia K un sottocampo di C, e siano A,B € M, ,(K), C € M, ,(C) tre
matrici. Si assuma che esista un numero complesso a € C tale che la matrice

A+aB+C
e invertibile. Allora esiste B € K tale che la matrice
A+ pB+C

¢ ancora invertibile.

DIMOSTRAZIONE. Sia t una indeterminata e si condideri il polinomio
p(t) =|A+tB+ C| € C[t].

I1 polinomio p(t) ha grado < n e non & nullo poiché p(«) # 0. Dunque p possiede un numero
finito di radici e basta prendere 5 € K che non sia radice di p(t). g

LEMMA 9.9.2. Siano a,...,a, € C linearmente indipendenti su K e siano Aq,..., A, €
M, »(K) tali che
Oé1A1+"'+OéTAr =0.
Allora A1 =---= A, =0.

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che ogni coefficiente della matrice oy Ay + -+ + ;- A,
€ una combinazione lineare su K dei numeri ay, ..., . O

TEOREMA 9.9.3. Siano A, B € M, ,(K). Se esiste una matrice C € My, ,(C) invertibile
tale che AC' = CB, allora esiste una matrice D € M, ,(K) invertibile tale che AD = DB.
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DiMoOSTRAZIONE. Consideriamo C come spazio vettoriale su K e sia V' C C il sottospazio
vettoriale generato dai coefficienti di C; chiaramente V' ha dimensione finita e minore od
uguale a n?. Sia aq,...,qa, una base di V, allora possiamo scrivere

C=0Ci + -+ a,.C,
con C; € M, ,(K) per ogni i. Dunque

0=AC-CB=a;(AC; —C1B)+ -+ a,.(AC, — C;.B)
e quindi AC; = C;B per ogni i. Se C; ¢ invertibile per qualche i abbiamo finito. Altrimenti
possiamo usare ripetutamente il Lemma 9.9.1 per dimostrare induttivamente che esistono
B, .., 0y € K tali che per ogni i la matrice
£1C1+ -+ BiCi + @i11Cip1 + -+ + . C,

¢ invertibile. Alla fine possiamo prendere

D:BICI ++/87"Cr

|

COROLLARIO 9.9.4. Sia K un campo di numeri. Due matrici A, B € M,, ,(K) sono simili
in M, ,(K) se e solo se sono simili in M, ,(C).

DIMOSTRAZIONE. Ovvia conseguenza del teorema precedente. O
Esercizi.

538. Trovare una matrice A € Mj(C) invertibile le cui parti reale ed immaginaria non
siano invertibili.

539. Sia C' € My, ,n(R). Dimostrare che:
(1) & possibile scrivere, in maniera non unica, C' = Y ._; a;A;, dove a; € R, A; €
M, m(Q) e r < nm.
(2) nella situazione del punto precedente, provare che se r € il minimo possibile, allora le
matrici A; sono linearmente indipendenti in M,, ,,, (Q) ed i numeri a; sono linearmente
indipendenti su Q.

540. Sia A € M, ,(Q) una matrice a coefficienti razionali e sia r la dimensione su Q del
sottospazio
V={BeM,,(Q)| AB= BA}.
Sia C € M, ,(R) tale che AC = CA. Dimostrare che esistono al pit r coefficienti di C
linearmente indipendenti su Q.



CAPITOLO 10

Polinomio minimo

Dopo aver introdotto il polinomio caratteristico di un endomorfismo sotto forma di un
attributo delle matrici quadrate invariante per similitudine, in questo capitolo affiancheremo
ad ogni endomorfismo un altro polinomio, detto polinomio minimo, che risultera molto utile
nello studio delle applicazioni lineari. La definizione del polinomio minimo ¢ semplice, na-
turale e geometrica ma non fornisce, tranne casi particolari, informazioni utili al calcolo del
medesimo; fortunatamente, uno dei teoremi pit importanti di tutta I’algebra lineare, il teo-
rema di Cayley—Hamilton, ci dira che il polinomio minimo divide il polinomio caratteristico,
fornendoci cosi un formidabile metodo di calcolo.

Nella seconda parte del capitolo ci occuperemo di alcuni risultati che sono validi solamente
sul campo R dei numeri reali. Proveremo in particolare che ogni matrice simmetrica reale si
diagonalizza (su R) e che & molto facile determinare se i suoi autovalori sono tutti positivi.

10.1. Il polinomio minimo

Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K. Per un endomorfismo lineare f: V' — V ha
senso considerare le combinazioni lineari delle potenze di f, ossia gli endomorfismi lineari
della forma

bol +bif +bof?+ -+ b1 ff L buff: V-V, k>0 beck
Dunque, dato un qualsiasi polinomio
p(t) € K[¢], p(t) = agt™ + a1 t" "t + - 4 ap,
ha senso considerare I’endomorfismo
p(f):V =V, p(f)=aof" +arf" 4+ anl
In questo modo abbiamo definito un’applicazione
K[t] = Hom(V, V), p(t) = p(f),

che commuta con le operazioni di somma e prodotto, e cioe, per ogni coppia di polinomi
p,q € K[t] vale

(p+q)(f) =p(f) +a(f),  pa(f)=p(f)a(f)

Se f = La: K* — K™ per una opportuna matrice, si ha f® = Lan per ogni n > 0 e
piil in generale, per ogni polinomio p(t) = ag + ait + --- + axt® € K[t], si ha p(f) = Lya)
p(A) = apl + a1 A+ -+ apA¥ € M, ,,(K). Ad esempio:

— 0 1 42 4 A2 . _ 0 2
A_<2 3> pty=t*—t—-2, = plA)=A4*-A 21_(4 6).

LEMMA 10.1.1. Sia f: V — V un endomorfismo e sia p(t) € K[t]. Sev € V ¢é un
autovettore per f con autovalore X, allora v é anche un autovettore per p(f) con autovalore

p(A).
DIMOSTRAZIONE. Se f(v) = v, allora
F2 ) = f(f(v)) = f(h) = Mf(v) = N
Pii1 in generale, si dimostra per induzione su k che f*(v) = A\Fv: infatti
FE) = F(FF7 1) = FOF ) = A f(0) = Ao,
Quindi, se p(t) = apt® +--- + a1t + ag si ha
p(f)(v) = arf*(v) + - + a1 f(v) + agv = (axA* 4 -+ + a1 + ag)v = p(N)v.

229
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O
Se V ha dimensione finita, dal momento che
dim Hom(V, V) = (dim V)?,
non appena k > (dim V)2, i k4 1 endomorfismi f*, f¥=1 ... f2, f, I sono linearmente dipen-

denti in Hom(V, V) e quindi esiste una relazione lineare non banale
aoff+arffl daoff 4 tap i f +arl =0, (ag,.-.,ax) # (0,...,0).
In altri temini esiste un polinomio p(t) = agt* + --- + ai € K[t], p(t) # 0, tale che
p(f) =0

Viceversa, dato un qualunque polinomio non nullo p(t) € K[¢] tale che p(f) = 0, a meno di
dividere p(t) per il suo coefficiente direttivo, si puo sempre assumere che un tale polinomio
sia monico, e cioe che il coefficiente del suo termine di grado massimo sia uguale a 1:

p(t) =th +art" -+ ay.

Abbiamo quindi provato che per ogni endomorfismo f di uno spazio vettoriale di dimen-
sione finita, esiste almeno un polinomio monico p(t) tale che p(f) = 0.

Tra tutti i polinomi monici (e quindi non nulli) che si annullano in f scegliamone uno di
grado minimo. Un tale polinomio & unico perché se ce ne fossero due

pt) =t"+art" "+ fan, qt) =t"+02t" T b, p(f) = a(f) =0,
dello stesso grado minimo h, posto
r(t) =pt) —q(t) =ct®+---,  c#0,

risulterebbe s < h, r(f) = p(f) = q(f) = 0, ed il polinomio r(t)/c sarebbe un polinomio
monico di grado strettamente inferiore al grado di p(t), che si annulla in f. Il che & assurdo a
meno che non sia ¢(t) = p(t).

DEFINIZIONE 10.1.2. Il polinomio minimo ¢¢(t) € K[t] di un endomorfismo f: V — V
e il polinomio monico di grado minimo che si annulla in f.

Le precedenti considerazioni mostrano che se V ha dimensione finita allora il polinomio
minimo esiste ed e unico. Osserviamo che, se V' # 0, allora il polinomio minimo ha sempre
grado maggiore di 0. Infatti 'unico polinomio monico di grado 0 & p(t) = 1 e quindi p(f) =
1 #0.

OSSERVAZIONE 10.1.3. La dimostrazione dell’esistenza del polinomio minimo di un endo-
morfismo f: V' — V fornisce anche una dimostrazione del fatto che il grado di gf(t) & sempre
minore od uguale a (dim V)?2. Questa stima & ben lungi dall’essere ottimale e dimostreremo
ben presto (Esercizio 553 e Corollario 10.2.3) che il grado del polinomio minimo & sempre
minore od uguale alla dimensione dim V' dello spazio vettoriale.

EsEmMP1O 10.1.4. Un endomorfismo f: V — V, V # 0, ¢ un multiplo dell’identita se e
solo se il suo polinomio minimo ha grado 1. Infatti, siccome I # 0 il polinomio minimo deve
avere grado positivo. Se f = AI, allora t — A si annulla in f. Viceversa se ¢f(t) =t — A el
polinomio minimo allora 0 = ¢¢(f) = f — AI e dunque f = Al

In maniera del tutto simile si definisce il polinomio minimo di una matrice quadrata A,
che coincide con il polinomio minimo dell’endomorfismo L 4.

3 4
che A non ¢ un multiplo dell’identita, ga(t) deve avere grado > 1, mentre per 1'Osservazio-
ne 10.1.3 g4 (¢) ha grado < 2. Calcolare i coefficienti di ga(t) = t?> + at + b significa trovare
due scalari a, b tali che A% 4+ aA + bl = 0, ossia

L2\ (1 0 _(atb 20 \_ (7 10
“\3 4 0 1)\ 3¢ 4a+bd) ™ 15 22

da cui si ricava a = —5, b= —2, qa(t) = t*> — 5t — 2.

EsEmPIO 10.1.5. Calcoliamo il polinomio minimo g4 (t) della matrice A = L 2). Dato
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TEOREMA 10.1.6. Siano f un endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimensione finita
e p(t) un polinomio tale che p(f) = 0. Allora il polinomio minimo di f divide p(t), ossia esiste
un polinomio h(t) € K[t] tale che p(t) = q;(t)h(t).

DIMOSTRAZIONE. Per la divisione euclidea tra polinomi esistono, e sono unici, due poli-
nomi h(t) e r(t) tali che p(t) = h(t)gs(t) +r(t) e degr(t) < degqs(t). Poiché

0=p(f) = n(Has(f) +r(f) = r(f)

si deve avere r(t) = 0, per la minimalita del grado di ¢y (¢). O

COROLLARIO 10.1.7. Siano V spazio vettoriale di dimensione finita, f: V — V un endo-
morfismo e U C V un sottospazio f-invariante, ossia tale che f(U) C U. Allora il polinomio
minimo della restrizione fiy: U — U divide il polinomio minimo di f.

DIMOSTRAZIONE. Per il Teorema 10.1.6 basta dimostrare che gy(t) si annulla in fj;;. Per
ogni vettore u € U si ha

0=gqs(flu=qs(flv)u

e quindi il polinomio gy annulla I'endomorfismo f| . U

COROLLARIO 10.1.8. Siano V di dimensione finita e A\ € K un autovalore di un endo-
morfismo f: V — V. Allora t — X divide il polinomio minimo q;(t), ossia qf(A) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Per definizione di autovalore, autospazio V), = Ker(f—AI) & diverso da
0 ed e un sottospazio f-invariante. Abbiamo visto nell’Esempio 10.1.4 che il polinomio minimo
della restrizione di f a V) € uguale a t — A e per concludere basta applicare il Corollario 10.1.7.
Per una dimostrazione alternativa, sia v un autovettore con autovalore A, allora v & anche
un autovettore per g¢(f) con autovalore gs(\); ma allora g¢(X)v = g¢(f)v = 0 e siccome v # 0
deve essere gf(\) = 0. O

LEMMA 10.1.9. Sia qf(t) € K[t] il polinomio minimo di un endomorfismo f: V —V e sia
p(t) € K[t] un polinomio di grado positivo che divide q¢(t). Allora ’endomorfismo p(f): V —
V' non é invertibile.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che l’endomorfismo p(f) sia invertibile e scri-
viamo ¢¢(t) = p(t)h(t). Allora

h(f) =p(f) 'p(SHR(f) = p(f) " as(f) =0

e siccome il grado di h(t) & minore del grado di g7(t) otteniamo una contraddizione. O

TEOREMA 10.1.10. Gli autovalori di un endomorfismo f di uno spazio di dimensione
finita sono tutte e sole le radici in K del polinomio minimo di f.

DIMOSTRAZIONE. Sia ¢y (t) il polinomio minimo e sia A € K un autovalore. Abbiamo
dimostrato nel Corollario 10.1.8 che ¢;(A) = 0. Viceversa, se gf(A) = 0, per il teorema di
Ruffini possiamo scrivere

g7 (t) = (t = A)h(t)

e per il Lemma 10.1.9 ’endomorfismo f — Al non & invertibile, ossia A &€ un autovalore. [

COROLLARIO 10.1.11. I polinomio minimo di un endomorfismo diagonalizzabile & il poli-
nomio monico di grado minimo che annulla tutti gli autovalori. In altri termini se A1, ..., As
sono gli autovalori distinti di un endomorfismo diagnalizzabile f: V. — V, allora q¢(t) =

(= A1) (t— o).

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gia dimostrato che ¢;(¢) annulla tutti gli autovalori. Vicever-
sa, se p(t) ¢ un polinomio monico che annulla tutti gli autovalori, allora per ogni autovettore
v con autovalore A si ha p(f)v = p(A)v = 0. Se esiste una base di autovettori allora p(f) =0,
per il Teorema 10.1.6 g4(t) divide p(t) e quindi il grado di gs(¢) &€ minore od uguale al grado
di p(t). O
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Esercizi.

541. Calcolare i polinomi minimi delle matrici a coefficienti reali:

10 0 1 0 1 1 2 0 1
0 3)° 0 0)° -1 0)’ 0 1)’ 2 3)°
Verificare inoltre che tali polinomi hanno tutti grado 2 e calcolarne le radici complesse.

542. Sia p(t) il polinomio minimo di una matrice A € M, ,(C) antisimmetrica. Provare
che il polinomio p & pari (p(—t) = p(t)) oppure dispari (p(—t) = —p(¢)).

543. Si consideri una matrice A € M3 3(C) antisimmetrica non nulla e sia k la somma
dei quadrati dei tre coefficienti di A sopra la diagonale principale. Provare che il polinomio
minimo di A & 3 + kt.

544. Calcolare il polinimio minimo dell’endomorfismo
T: My n(K) = M, ,(K), T(A)=A".

545. Sia f un endomorfismo tale che f2 =TI e f # +1I. Calcolare il polinomio minimo di
I

546. Siano m,n > 0e F € M, ,(K). Dimostrare che il polinomio minimo dell’endomorfi-
Smo
f: Mn,m(K) — Mn,m(K)v f(A) = FA»
& uguale al polinomio minimo di F'. Cosa si puo dire del polinomio caratteristico?

547. Siano V spazio vettoriale di dimensionen > 1e f: V — V lineare di rango 1. Provare
che in una base opportuna f si rappresenta con una matrice con le prime n — 1 colonne nulle
e dedurre che i polinomi minimo e caratteristico di f sono

gr(t) = t(t = Te(f)),  pr(t) = (=1)"¢" 7' (t = Tx(f)).

548. Consideriamo C[t] come uno spazio vettoriale su C e denotiamo con f: C[t] — CJt]
I’endomorfismo dato dalla moltiplicazione per ¢: f(p(t)) = tp(t). Dato ¢(t) € C[t], descrivere
in concreto 'endomorfismo ¢(f) e dedurre che f non possiede polinomio minimo.

549. Sia T C M, ,(K) il sottospazio vettoriale delle matrici triangolari superiori. Sia
A € T una matrice strettamente triangolare e denotiamo con f: T — T la moltiplicazione
a sinistra per A, ossia f(B) = AB. Provare che il polinomio minimo di f & uguale a t* per
qualche intero s < n.

550. Provare che il grado del polinomio minimo di una matrice A ¢ uguale al piu piccolo
intero k tale che le matrici I, A, A2, ..., A* sono linearmente dipendenti.

551. Un polinomio si dice irriducibile se ha grado positivo e non puo essere scritto come
prodotto di due polinomi di grado positivo. Sia f un endomorfismo di uno spazio vettoriale V'
di dimensione finita e siano p1(t), ..., pn(t) € K[t] polinomi monici irriducibili distinti. Provare
per induzione su n che

Ker(pi(f)) +--- + Ker(pa(f)) = Ker(pi (f)) @ - - - & Ker(pn(f)).

Dedurre che esistono al pitt un numero finito di polinomi monici irriducibili che dividono il
polinomio minimo di f.

552. Provare che il polinomio minimo ¢ invariante per estensioni di campi. Piu precisa-
mente siano F' & un campo, K C F' & un sottocampo ed A € M, ,,(K) una matrice a coefficienti
in K. Denotiamo come al solito con ¢4 (t) € K[¢] il polinomio minimo di A e con p(¢t) € F[t] il
polinomio minimo della stessa matrice, pensata come una matrice a coefficienti in F. Allora
p(t) = qa(t). (Suggerimento: si tratta di applicare il fatto che il rango di una matrice non
cambia per estensioni di campi: sia d il grado di qa(t), siccome g4(t) € F[t] annulla A, ne
segue che p(t) divide ga(t) e basta dimostrare che d & minore od uguale al grado di p(t), ossia
che le matrici I, A, ..., A%"! sono linearmente indipendenti su F.)

553 (). Sia f: V — V un endomorfismo lineare di uno spazio vettoriale di dimensione
finita n. I seguenti punti, svolti nell’ordine proposto, forniranno una dimostrazione del fatto
che il polinomio minimo di f ha grado < n.
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(1) Siano U C V un sottospazio vettoriale di dimensione m < n e v € V. — U. Provare
che esiste un polinomio p(t) € K[t] non nullo di grado < n —m tale che p(f)v € U.
(2) Siano p(t) € K[t] un polimomio non nullo e U C V un sottospazio f-invariante.
Provare che
H={veV|p(flveU}

& un sottospazio f-invariante.

(3) Siano U C H C V due sottospazi f-invarianti. Provare che esiste un polinomio
p(t) € K[t] non nullo di grado < dim H—dim U tale che p(f)(H) C U. (Suggerimento:
induzione su dim H — dim U, considerando separatamente i casi in cui esiste oppure
non esiste un sottospazio invariante strettamente compreso tra U ed H.)

(4) Dedurre dal punto precedente che il polinomio minimo di f ha grado < n.

554. Siano V uno spazio vettoriale di dimensione n sul campo K, f: V — V un endomor-
fismo con n autovalori distinti e g: V' — V' un endomorfismo che commuta con f, ossia tale
che gf = fg. Provare che esiste un polinomio p(t) € KJt] tale che g = p(f).

555 (#). Determinare 'insieme dei possibili autovalori delle matrici A € M, ,(C) tali
che AT = A% — I. Cosa cambia se restringiamo l’attenzione alle matrici reali?

556 (&, ). Siano gy (t) € K[¢] il polinomio minimo di un endomorfismo f e p(t) € K[t]
un qualsiasi polinomio. Dimostrare che il grado del polinomio minimo di p(f) & minore od
uguale al grado di g¢(?).

10.2. Il teorema di Cayley—Hamilton

In questa sezione, con V indicheremo sempre uno spazio vettoriale di dimensione finita
sul campo K.

LEMMA 10.2.1. Sia f: V — V un endomorfismo che si rappresenta, in una opportuna
base, con una matrice compagna. Allora

pr(t) = (1) Vs (t) .
In particolare py(f) = 0 ed il grado del polinomio minimo qy(t) é uguale alla dimensione di

V.

DIMOSTRAZIONE. Sia (v1,...,v,) una base di V nella quale f & rappresentato dalla
matrice
0 0 0 an
1 0 0 Ap—1
0 1 0 ap—2
o0 --- 1 ay
Per quanto dimostrato nella Proposizione 9.3.2 il polinomio caratteristico e
pr(t) = (=1)"(t" —ayt"t — - —a,).
Dobbiamo quindi dimostrare che il polinomio monico p(t) = t" — a;t"~! — .-+ — a,, & uguale

al polinomio minimo di f. Denotando per semplicitd v = vy, si ha v;11 = fi(v) per ogni
1=0,...,n—1 e quindi
M) = F(f"7H0) = flva) = arvn + -+ apvr = a1 f"7H(0) + - + ano.

Dunque

() = (" —arf" = —a Lo = f*(v) —a1 f"H(v) = —anv =0,
e quindi, per ogni i =1,...,n si ha

p(f)(wi) = p(N)(f 7 w) = fHp(flv) = f7H0)=0.

Abbiamo dimostrato che p(f) annulla tutti i vettori di una base e di conseguenza p(f) = 0.

Per mostrare che p(t) = ¢ (t) bisogna mostrare che f non & annullato da alcun polinomio di
grado m < n. Se q(t) = Y1~ a;t', am, # 0, si ha:

q(f)(v) = apv +arf(v) + -+ amf"(v) #0
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in quanto i vettori v, f(v),..., f™(v) sono linearmente indipendenti; a maggior ragione ¢(f)
non ¢ I’endomorfismo nullo. O

TEOREMA 10.2.2 (Cayley—Hamilton). Sia f: V — V un endomorfismo lineare di uno
spazio di dimensione finita. Allora

pr(f) =0.

DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo dimostrare che per ogni vettore v € V vale ps(f)(v) = 0.
Sia dunque v € V' un vettore fissato; se v = 0 allora p¢(f)(v) = 0 per ovvi motivi, se invece

v # 0 indichiamo con k > 0 il pitt grande intero tale che i k vettori v, f(v),..., fF=(v)
siano linearmente indipendenti. Dunque il vettore f¥(v) appartiene alla chiusura lineare di
v, ..., f¥71(v), ossia esistono ay,...,a; € K tali che
F) = ar fF 1) + aof*72(0) + - + ap_1 f(v) + apv.
Completiamo i vettori v, f(v),..., f*71(v) ad una base v1,...,v, di V tale che
v =v, vy=f(v), ..., wv=f"1).

Allora vale f(v;) = vi41 peri <k e

flog) = fk(v) = @1V + QVg—1 + -+ + Qp—1V2 + agvy.

(0 %)

La matrice di f in questa base & del tipo

dove A ¢ la matrice compagna

0 0 0 ag
1 0 0 ap—1
A= 0 1 0 Qp—2

00 -+ 1 a

Per quanto visto nell’Esempio 9.2.5 e nella Proposizione 9.3.2 vale

ps(t) = pe®)pa(t) = pp(t) (1) —art*™ ' = —ay)
e di conseguenza
pr(f)(w) = (=1)*pa(f)(f*(v) —arf*'(v) = - — arv) = (=1)*p5()(0) = 0.

O

COROLLARIO 10.2.3. Sia f: V — V un endomorfismo lineare di uno spazio vettoriale di
dimensione finita. Allora il polinomio minimo q¢(t) divide il polinomio caratteristico py(t). In
particolare qf(t) ha grado < dim'V'.

DIMOSTRAZIONE. Per il teorema di Cayley—Hamilton il polinomio caratteristico annulla
I’endomorfismo e si puo applicare il Teorema 10.1.6. O

TEOREMA 10.2.4. Sia f: V — V un endomorfismo lineare di uno spazio vettoriale di
dimensione n con polinomio minimo qs(t). Allora il polinomio caratteristico ps(t) divide

qr(t)".

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione € molto simile a quella del teorema di Cayley—Hamilton,
ma leggermente pill complessa. Scriviamo il polinomio minimo come g¢(t) = td — a1t —
-+ —aq e consideriamo la sua matrice compagna

0 0 0 aq

1 0 0 Aq—1
A—|0 1 0 ag2 |

o0 --- 1 ay

della quale conosciamo il polinomio caratteristico pa(t) = (—1)%g(t). Indichiamo come al
solito con ey, ..., eq la base canonica di K.
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Per ogni vettore v € V' consideriamo la seguente applicazione lineare
po: K=V, poles) = flw), i=1,....d,

dove come al solito si intende'fo(v) = v Si osserva che fp, = pyLa; infatti per ogni i =
1,...,d—1vale fp,(e;) = f(fi7*(v)) = fi(v) e pyLale;) = pu(eir1) = fi(v), mentre

d d
pola(ed) =) polaieari—i) = Y aif'™(v)
=1 =1
fpo(ea) = f4(v),
d

e I'uguaglianza tra le due espressioni segue da fatto che f¢ = Yoy G 4% in virtn dell’espres-
sione del polinomio minimo. Sia adesso vy,...,vr € V una successione di k < n vettori tali
che Im(p,, ) + - - - + Im(p,, ) = V; una tale successione esiste sempre, ad esempio una qualsiasi
base di V, dato che v € Im(p,) per ogni v.

Consideriamo adesso lo spazio vettoriale U = K¢ x --- x K? ¢ le applicazioni lineari

k fattori
p:U_>V7 p(ula"'7uk):pvl(u1>+"'+pvk(uk)7

9:U—=U,  g(ur,...,ux) = (La(ur),..., La(ur)).
Allora p & surgettiva e pg = fp. Per il Lemma 9.5.13, il polinomio caratteristico di f divide il
polinomio caratteristico di g che & pa(t)* = (=1)%q;(¢)*. O

Siccome ogni polinomio non nullo ¢ divisibile solamente per un numero finito di polinomi
monici (Esercizio 380), abbiamo a disposizione un metodo di calcolo del polinomio minimo: a
tal fine consideriamo i polinomi monici che dividono il polinomio caratteristico e la cui n-esima
potenza e divisa dal polinomio caratteristico. Tra questi prendiamo quello di grado minimo
che annulla I'endomorfismo.

EsemMPIo 10.2.5. Per il teorema di Cayley—Hamilton il polinomio minimo g4 (t) della
matrice

1 1 -1
A=1(0 1 1
0 0 1
divide il polinomio caratteristico p4(t) = (1 —t)® e quindi (vedi Corollario 7.1.7) deve essere

uno tra i seguenti tre:
t—1, (t—1)2, (t—1)3.
Partendo da quello di grado piu basso, determiniamo quali di loro si annullano in A. Siccome

01 -1 00 1
A-T=(0 0 1|, (A-D*=10 0 0],
00 0 00 0

non rimane che 'ultima possibilita, ossia ga(t) = (t — 1)3.

EsempPIO 10.2.6. Per il teorema di Cayley—Hamilton il polinomio minimo ¢g(t) della
matrice

10
B=|0 1
0 0
divide il polinomio caratteristico pg(t) = (1—1)?(2
t—1, t—2, (t—1)2, (t—1)(t —2), (1—1)2(2—1).
D’altra parte sappiamo che ogni autovalore ¢ una radice del polinomio minimo e quindi la
scelta si riduce a

—t) e quindi deve essere uno tra i seguenti:

(t—1)(t—2), (1-1t)22—-1).

Abbiamo
0 0 O -1 0 0
B-I=|0 0 1|, B-2I=(0 -1 1|, (B-I)(B-2I)=0,
0 01 0 0 O
e quindi ¢p(t) = (t —1)(t — 2).
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EsEmMPIO 10.2.7. Sia f: V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimensione
n e denotiamo C(f) = {g € Hom(V,V) | fg = gf}; si verifica immediatamente che C(f) ¢ un
sottospazio vettoriale che contiene tutte le potenze di f; questo implica immediatamente che
la dimensione di C(f) ¢ maggiore od uguale al grado del polinomio minimo di f.

Gli argomenti usati nella dimostrazione del teorema di Cayley—Hamilton possono essere
usati per dimostrare che dim C(f) > n, anche nel caso in cui il polinomio minimo abbia
grado minore. Diamo solo una traccia della dimostrazione lasciando al lettore il compito di
completare i dettagli mancanti.

In una opportuna base ’endomorfismo f si rappresenta con una matrice a blocchi

(4 )

con A matrice compagna di ordine 0 < r < n. Se r = n si usa il Lemma 10.2.1, mentre se
r < n possiamo supporre per induzione che i due sottospazi

U={H¢eM,,(K)| AH =HA}, W ={K¢E M,_,_.(K)|CK =KC},

abbiano dimensione > r e > n — r rispettivamente. Allora il sottospazio @ C M, (K) delle
matrici a blocchi del tipo

<Jg IL{> , HeU KeW, Le M,,,_(K),

ha dimensione > n + r(n — r), mentre lapplicazione lineare
Q—Q, X—FX-XF,

ha rango < r(n —r).

Esercizi.

557. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita sul campo K e siano f,g: V' — V due
endomorfismi coniugati, ossia tali che f = hgh™! per un opportuno endomorfismo invertibile
h:V — V. Dimostrare che:

(1) f2=hg*h= 1, 3 =hg®h~1 ecc;
(2) per ogni polinomio p(t) € K[t] si ha p(f) = hp(g) h~L. In particolare gli endomorfismi
p(f) e p(g) hanno lo stesso rango.

OSSERVAZIONE 10.2.8. Anche se dobbiamo aspettare il Capitolo 14 per poterlo dimostrare,
anticipiamo al lettore il seguente bellissimo risultato (Teorema 14.5.3). Siano f,g: V — V
due endomorfismi con lo stesso polinomio caratteristico p(t) = ps(t) = py(t); allora f e g sono
coniugati se e solo se, per ogni polinomio q(t) che divide p(t), i due endomorfismi q(f) e q(g)
hanno lo stesso rango.

558. Siano f,g: V — V due endomorfismi che commutano tra loro, ossia tali che fg = gf.
Dimostrare che:
(1) Per ogni h > 0 vale fhg = gf" (sugg.: induzione su h).
(2) Per ogni h,k > 0 vale figF = g* " (sugg.: induzione su k).
(3) Per ogni coppia di polinomi p, g € K[t] vale p(f)q(g) = q(g)p(f).

559. Calcolare polinomio caratteristico, polinomio minimo, autovalori ed autovettori delle
matrici (intese come endomorfismi di C™)

L s . 1 3 3 5 6 -3
o o) [ o4) |3 5 3], -1 01
3 3 1 2 2 -1

560. Sia f: V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimensione finita. Si as-
suma che V non abbia sottospazi f-invarianti eccetto 0 e V' stesso. Dimostrare che il polinomio
minimo di f ¢ irriducibile, ossia non & uguale al prodotto di polinomi di grado positivo. (Nota:
dimostreremo nel Corollario 14.4.5 che sotto le stesse ipotesi anche il polinomio caratteristico
di f & irriducibile.)
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561. Dimostrare che due matrici simili possiedono lo stesso polinomio minimo. Calcolare
i polinomi minimo e caratteristico della matrice

i1 0 0
0 i 0 0

A=1y o =i o | €M@
00 0 —i

e utilizzare I’Esercizio 552 per dedurre che A non ¢ simile ad una matrice a coefficienti reali.

562. Siano A, B € M, »,(C) due matrici fissate e si consideri I’applicazione lineare
[ Myn(C) = My (©),  f(X) = AX + XB.
Provare che:

(1) se det(A) = det(B) = 0 allora esiste una matrice non nulla X €€ M, ,(C) tale che
AX = XB =0;

(2) siano A autovalore di A e ) autovalore di B, allora A 4+ n & un autovalore di f;

(3) sia M € M, ,,(C) tale che AM = MB, allora pg(A)M = 0 ¢ dedurre che se M # 0
allora A e B hanno un autovalore comune;

(4) ogni autovalore di f & uguale a A + 7, con A autovalore di A e n autovalore di B.

563 (). Sia p: V — W un’applicazione lineare surgettiva tra spazi vettoriali di dimen-
sione finita e siano f: V — V, g: W — W due endomorfismi tali che pf = gp. Dimostrare
che il polinomio caratteristico di g divide il polinomio caratteristico di f e che il polinomio
minimo di g divide il polinomio minimo di f.

564. Usando che ogni polinomio di grado positivo & divisibile solo per un numero finito
di polinomi monici, dimostrare che se il campo K contiene infiniti elementi allora vale anche
il viceversa del Lemma 10.2.1, ossia che se il grado del polinomio minimo di un endomorfismo
f:V = V & uguale alla dimensione di V, allora f si rappresenta con una matrice compagna in
una opportuna base. Il risultato & vero anche su campi finiti, ma in tal caso serve una diversa
dimostrazione, vedi Esercizio 719.

10.3. Polinomio minimo e diagonalizzazione

In questa sezione studieremo gli analoghi dei criteri di triangolabilita e diagonalizzabilita
visti nelle Sezioni 9.6 ed 9.7.

Abbiamo gia dimostrato (Teorema 9.6.4) che un endomorfismo & triangolabile su un campo
K se e solo se possiede tutti gli autovalori nel campo K, ossia se e solo se il suo polinomio
caratteristico € un prodotto di polinomi di primo grado a coefficienti in K. Vale un risultato
analogo per il polinomio minimo.

TEOREMA 10.3.1. Sia f: V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimensione
finita su di un campo K. Allora f é triangolabile se e solo se il suo polinomio minimo ha tutte
le radici in K, ossia se e solo se € un prodotto di polinomi di primo grado a coefficienti in K.

DIMOSTRAZIONE. Se f ¢ triangolabile allora il polinomio caratteristico ¢ un prodotto di
polinomi di primo grado e per il teorema di Cayley—-Hamilton la medesima conclusione vale
per il polinomio minimo.

Viceversa, se il polinomio minimo & un prodotto di polinomi di primo grado allora per
il Teorema 10.1.10 ’endomorfismo f possiede autovettori. Per il Corollario 10.1.7 le stesse
conclusioni valgono per la restrizione di f a ciascun sottospazio f-invariante non nullo e
quindi la dimostrazione segue dal Teorema 9.6.3. |

E chiaro come segua anche dal precedente teorema, e dal teorema fondamentale dell’al-
gebra, che ogni endomorfismo definito sul campo dei numeri complessi e triangolabile.

OSSERVAZIONE 10.3.2. Per gli endomorfismi triangolabili esiste una ulteriore dimostra-

zione del teorema di Cayley—Hamilton. Sia f: V' — V triangolabile e sia vy, ..., v, una base
di V in cui f si rappresenta con una matrice triangolare superiore (a;;). Per dimostrare
Cayley—Hamilton basta dimostrare che per ogni i =1,...,n si ha

pr(f)vi = 0.
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Per come abbiamo scelto la base, per ogni j =1,...,n si ha
j—1
(101) f(’l)j) = ajjvj + Zasjvs.
s=1
Notiamo che ai1,...,a,, € la lista, con possibili ripetizioni, degli autovalori di f. Dimo-

striamo per induzione su j che
(f — a11]) e (f — ajjI)Uj =0.
Questo, ovviamente, implichera che p¢(f)v; =0, per ogni ¢ =1,...,n. Il caso j = 1 non & che
la (10.1) scritta per j = 1. Supponiamo dunque che
(f—and) - (f —ass)vs =0, s=1,...,7—1.

Usando l'ipotesi induttiva, considerando che gli endomorfismi f —a;; 1, i = 1,...,n, commu-
tano tra loro, si ha:

(f —anl) - (f —az;I)v;

-1
=(f—anl) - (f—aj-1;-11) (Z ULSJ'US>
s=1

== Zasj(f - as—i—l,s-&-ll) T (.f - aj—l,j—ll)((f - a11[> e (f - as,s[)vs)

TEOREMA 10.3.3. Sia f: V — V un endomorfismo triangolabile di uno spazio vettoriale
di dimensione finita con polinomio minimo

Qf(t) = (t - Al)gl(t - )‘2)02 T (t - >\s)057 o; > 07 )‘i € Kv )‘i 7& A] per i 7& .]

Allora f & diagonalizzabile se e solo se 0; = 1 per ogni indice i, ossia se e solo se q¢(t) non
ha radici multiple.

DiMOSTRAZIONE. L’implicazione “facile” ¢ gia stata vista nel Corollario 10.1.11 e ci basta
dimostrare che se o; = 1 allora Ker((f — \;1)?) = Ker(f — \;I); la conclusione seguira quindi
dal Teorema 9.7.7.

Supponiamo per assurdo che esista un vettore v € Ker((f — X\ 1)?), v € Ker(f — \i),
allora si ha u = (f — \;I)v # 0; siccome (f — N\ I)u = (f — \;I)*>v = 0, ne segue che u & un
autovettore con autovalore \;.

Se o; = 1 possiamo scrivere gs(t) = p(t)(t — A;) con p(\;) # 0 e, per il Lemma 10.1.1
abbiamo la seguente contraddizione:

0=qr(flv=p(f)(f = XD)v = p(flu=p\i)u #0.
0

EsEMPIO 10.3.4. Sia A € M, ,,(K) una matrice triangolare con tutti i coefficienti uguali
ad 1 sulla diagonale principale. Allora A & diagonalizzabile se e solo se & uguale all’identita.
Infatti il polinomio caratteristico & p4(t) = (1 — ¢)", dunque il polinomio minimo & (¢t — 1)¢
per qualche 1 < ¢ < n e la matrice risulta diagonalizzabile se e solo se ¢ = 1, ossia se e solo
se f—1=0.

EseEmpio 10.3.5. Siano V uno spazio vettoriale reale di dimensione finita e f: V — V
una proiezione, ossia un endomorfismo tale che f2 = f. Allora f ¢ diagonalizzabile. Infatti
% — =0, dunque il polinomio minimo divide t> — ¢ e deve pertanto essere uno dei seguenti:

a(t) =t qt)=t-1,  qt)=tt-1).
In ciascun caso gs(t) possiede solo radici semplici e f risulta diagonalizzabile per il Teore-
ma 10.3.3.

I precedenti risultati forniscono una dimostrazione alternativa del Corollario 9.7.9:

COROLLARIO 10.3.6. Sia f: V. — V un endomorfismo diagonalizzabile di uno spazio
vettoriale di dimensione finita e sia U C V' un sottospazio f-invariante. Allora la restrizione
Jfiv:U—=U di f adU ¢ diagonalizzabile.
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DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che il polinomio minimo di fy divide il polinomio
minimo di f ed applicare il Teorema 10.3.3. |

ProPOsSIZIONE 10.3.7 (Diagonalizzazione simultanea). Siano V' spazio vettoriale di di-
mensione finita e A C Hom(V, V') un sottoinsieme, non necessariamente finito. Allora esiste
una base di 'V in cui ogni elemento di A si rappresenta con una matrice diagonale se e solo
se:

(1) ogni f € A ¢ diagonalizzabile;
(2) fg=gf per ogni f,g € A.

DIMOSTRAZIONE. Le condizioni sono ovviamente necessarie in quanto il prodotto di ma-
trici diagonali & commutativo. Dimostriamo che le condizioni sono anche sufficienti per in-
duzione sulla dimensione di V', considerando che se dim V' < 1 non c’¢ nulla da dimostrare.
Supponiamo quindi dim V' > 1 ed il teorema vero per spazi vettoriali di dimensione inferiore.
Se ogni elemento di A ¢ un multiplo dell’identita allora ogni base di V' va bene. Se esiste f € A
che non ¢ un multiplo dell’identita e denotiamo con Aq, ..., As i suoi autovalori, si ha s > 2 e

V=Vig---aV,, V; = Ker(f — N\ I) #£0.

Per ogni g € A, siccome gf = fg vale anche g(f — \;I) = (f — \I)g e il Lemma 9.5.9
implica che ogni sottospazio V; & g-invariante. Siccome le restrizioni degli endomorfismi di .4
ad ogni V; commutano tra loro, per I'ipotesi induttiva ogni sottospazio V; possiede una base
di autovettori comuni a tutti gli endomorfismi di A. L’unione delle basi dei V; fornisce una
base di V' formata da autovettori comuni. O

Esercizi.

565. Calcolare autovalori e rispettive molteplicita algebriche e geometriche della matrice

1010
01 00
A_0001
01 0 0

Detto e, il secondo vettore della base canonica, provare che i 4 vettori es, Aes, A2eq, A3es sono
linearmente indipendenti e calcolare il polinomio minimo di A.

566. Calcolare il polinomio minimo della matrice M dell’Esercizio 532. Rispondere alla
stessa domanda interpretando pero la matrice a coefficienti nel campo Fy7 delle classi di resto
modulo 17 (Esempio 3.7.14).

567. Calcolare il polinomio minimo della matrice

0 00 0 5
10 0 0 0
A=10 2 0 0 O
0 0 3 0O
0 00 40

Dire inoltre se tale matrice e diagonalizzabile su R e su C.

568. Mostrare che per qualunque scelta dei coefficienti complessi al posto di *, le matrici

1 x 1 % =x
1 1 0 = 0 0 O
0 1 , 01 1 0 «/[,
0 0 00 0 x O

0 = 0 4 =«

non sono diagonalizzabili su C.
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10.4. Matrici ed endomorfismi nilpotenti

Assieme alle matrici ed agli endomorfismi diagonalizzabili, un ruolo fondamentale in
algebra lineare ¢ interpretato dalle matrici e dagli endomorfismi nilpotenti.

DEFINIZIONE 10.4.1. Una matrice quadrata A € M, ,,(K) si dice nilpotente se A™ = 0,
per qualche m > 1. Il piu piccolo intero positivo s tale che A° = 0 viene detto indice di
nilpotenza.

Ad esempio le matrici

<8 (1)> ’ ((1) 8) € M>2(Q), C _21> € M>2(C),

sono nilpotenti con indice di nilpotenza 2 (esercizio: verificare), mentre le matrici

(3 8> ’ G 1) € M2(Q), <(1) i) € M>2(C),

non sono nilpotenti (esercizio: perché?).

EsEMPIO 10.4.2. La matrice J,, = (a;;) € My »(K) tale che a;; =1sej=i+1lea;; =0
se j # i+ 1, detta blocco di Jordan' nilpotente di ordine n, ¢ nilpotente con indice di

nilpotenza uguale a n. Infatti, nella base canonica eq,...,e, di K" si ha
Jper =0, Jpe; =e;_1, 1> 1.
01 00
0 1 010 0 010
‘]1:(0)7 ‘]2: ) J3: 0 0 1 ) J4: )
0 0 00 0 0 0 01
0 0 0O

Per induzione su m > 0 si prova che
Je; =0, j<m, Jle; =ei_m, i>m,

e quindi per ogni m < n il nucleo di J* ha dimensione m.
Si noti che ogni blocco di Jordan J,, & simile al suo trasposto J., ossia alla matrice compa-
gna di t": basta infatti considerare il cambio di base e; + e,,_;41 descritto nell’Esempio 9.1.4.

EsEMPIO 10.4.3. Sia A una matrice triangolare n X n con tutti zeri sulla diagonale princi-
pale, allora A & nilpotente. Infatti il polinomio caratteristico & pa(t) = (—t)™ e per il teorema
di Cayley—Hamilton A™ = 0 (per una dimostrazione piu diretta vedi Esercizio 574).

EsemPIO 10.4.4. Date A € M,, ,(K), B € My, n(K) e C € M,, 1, (K), la matrice

A B
D= (0 C) S Mn+m,n+m(K)a

¢ nilpotente se e solo se A e C sono nilpotenti. Infatti, si dimostra facilmente per induzione

su k > 0 che
' (A B>k (Ak Bk S 2 k—i—1
D" = = k), dove By = g A'BCFT
0 C 0o C —

e di conseguenza se DP = 0 allora AP = 0 e CP = 0; viceversa se A2 =0 e C" = 0 allora
DIt = (.
EsEMPIO 10.4.5. Sia A € M,, ,,(R) una matrice simmetrica e nilpotente a coefficienti reali.

Allora A = 0. Infatti, poiché A% = AT A & ancora simmetrica e A% =0 per k sufficientemente
grande, ragionando per induzione su k basta dimostrare che se A ¢ simmetrica e 42 = 0,
allora A = 0. A tal fine & sufficiente osservare che la traccia di A2 = AT A & uguale alla somma
dei quadrati dei coefficienti di A.

Notiamo che il precedente fatto non & vero per matrici a coefficienti complessi: ad esempio

la matrice simmetrica
1 4
(’i _1) S szz(C)

ha quadrato nullo.

1Leggasi giordan.
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Se A e B sono matrici simili, abbiamo gia osservato che anche A" e B sono simili per
ogni h > 0; dunque se A ¢ nilpotente anche B ¢ nilpotente e viceversa. Essendo la nozione
di nilpotenza invariante per similitudine possiamo estenderla agli endomorfismi, per i quali
esiste pero una definizione piu diretta.

La nozione di nilpotenza si estende in maniera naturale agli endomorfismi.

DEFINIZIONE 10.4.6. Un endomorfismo f: V — V si dice nilpotente se f™ = 0, per
qualche m > 1. Il piu piccolo intero positivo s tale che f® = 0 viene detto indice di
nilpotenza.

Ad esempio, un endomorfismo f: V' — V & nilpotente con indice di nilpotenza 2 se e solo
se f #0e f(V) C Ker(f). Equivalentemente un endomorfismo f: V' — V & nilpotente se
esiste un intero positivo m > 0 tale che Ker(f™) =V.

TEOREMA 10.4.7. Sia f un endomorfismo di uno spazio vettoriale V di dimensione finita
n. Allora le sequenti condizioni sono equivalenti:

(1) fr=0;

(2) f ¢é nilpotente;

(3) la restrizione di f ad ogni sottospazio f-invariante non nullo possiede nucleo non
banale;

(4) in una base opportuna f si rappresenta con una matrice triangolare strettamente
superiore;

(5) pr(t) = (~1)" 17

(6) qf(t) =t°, con s < n.

In particolare ogni endomorfismo nilpotente possiede A = 0 come unico autovalore.

DIMOSTRAZIONE. Iniziamo con l'osservare che se V# 0 e f: V — V & nilpotente, allora
Ker(f) # 0: infatti se k & il pit1 piccolo intero tale che f* = 0, allora k > 0 perché V # 0, esiste
un vettore v € V tale che w = f*~1(v) # 0 e quindi f(w) = f*(v) = 0, ossia w € Ker(f).
Alternativamente, se fosse Ker(f) = 0 allora sia f che tutte le potenze f* risultano applicazioni
iniettive.

L’implicazione (1)=-(2) segue immediatamente dalla definizione. Supponiamo f nilpotente
e sia U C V un sottospazio f-invariante non nullo. Allora pure la restrizione fjy: U — U ¢
nilpotente e per quanto visto sopra Ker(fj;7) = U N Ker(f) # 0; abbiamo quindi dimostrato
I'implicazione (2)=-(3).

Se vale (3) allora ogni sottospazio invariante non nullo possiede un autovettore con auto-
valore 0 e per il Teorema 9.6.3 ’endomorfismo f & triangolabile, ossia si rappresenta in una op-
portuna base con una matrice triangolare. Se tale matrice avesse un coefliciente non nullo A # 0
sulla diagonale principale, allora A sarebbe un autovalore, ed il sottospazio U = Ker(f — \I)
non nullo e f-invariante. Pero la restrizione di f ad U ¢ iniettiva, in quanto coincidente con I e
quindi Iipotesi A # 0 porta ad una contraddizione. Abbiamo quindi dimostrato 'implicazione
(3)=(4).

L’implicazione (4)=-(5) segue dal calcolo del polinomio caratteristico di matrici triango-
lari, mentre (5)=(6) segue da Cayley—Hamilton. Infine, se il polinomio minimo & t* con s < n
si ha f* =0 ed a maggior ragione f™ = 0, provando quindi I'implicazione (6)=-(1) |

OSSERVAZIONE 10.4.8. Sia f: V — V un endomorfismo nilpotente, & allora chiaro che
anche \f e nilpotente per ogni A € K. Inoltre, dal fatto che f non possiede autovalori diversi
da 0 segue che f — Al e I — Af sono invertibili per ogni A # 0.

Una dimostrazione alternativa dell’invertibilita di I — Af si puo ricavare dalle ben note
uguaglianze polinomiali

1—t"=1-t)A+t+2+--+t™hH, m>1
Infatti, se f = 0 per qualche m > 0 allora

I=T= ()™ = (= A+ Af+ 4 )™,
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Esercizi.

569. Trovare due matrici 4 X 4, nilpotenti con lo stesso indice di nilpotenza, che non sono
simili.

570. Dimostrare che una matrice A € Mz 2(C) ¢ nilpotente se e soltanto se Tr(A) =
Tr(A?%) = 0.

571. Sia A € M 2(K) nilpotente. Dimostrare che esistono a,b, ¢ € K tali che

be b?
A=a (—02 —bc) ’
572. Siano A, B € M, ,(K) tali che A2 = B? = 0. Provare che le matrici A e B sono

simili se e solo se hanno lo stesso rango.

573. Mostrare che una matrice triangolare € nilpotente se e solo se tutti i coefficienti sulla
diagonale principale sono uguali a 0.

574. Sia A = (a;;) una matrice n x n e sia k un intero tale che 0 < k < n e a;; =0
ogniqualvolta j — i < k. Dimostrare che A% = 0.

575. Siano V spazio vettoriale su C e f: V — V un endomorfismo nilpotente. Dimostrare
che 2I + 2f + f? & invertibile e che per ogni a,b € V esistono due vettori z,y € V tali che

f@+z+y=a, fly)+y—az=0b

576. Sia f: V — V un endomorfismo nilpotente e non nullo. Dimostrare che non esiste
alcun sottospazio f-invariante U C V tale che V = Ker(f) @ U.

577. Provare che una matrice A € M, ,(C) ¢ nilpotente se e solo se le matrici A e 24
hanno lo stesso polinomio caratteristico.

578 (#). Siano V spazio vettoriale di dimensione finita e f,g: V' — V endomorfismi nilpo-
tenti tali che fg = gf. Provare che esiste una base rispetto alla quale f e g sono rappresentate
da matrici triangolari strettamente superiori.

579 (%). Sia H C M,, ,(K) un sottospazio vettoriale tale che A? = 0 per ogni A € H.
Dimostrare che per ogni A, B € H si ha

AB+ BA =0, (AB — BA)*> = 0.

10.5. Matrici simmetriche ed antisimmetriche reali

Siamo adesso in grado di dimostrare un risultato di grande importanza sia teorica che
applicativa, ossia che ogni matrice simmetrica A € M, ,(R) si diagonalizza su R.

Tale risultato dipende in maniera fondamentale dalle proprieta dei numeri reali ed & falso
ad esempio sia sul campo Q dei razionali che sul campo dei complessi. Infatti la matrice

simmetrica
1 1
(1 O) € M2 »(Q)

non si diagonalizza su Q (ma si diagonalizza su R), mentre la matrice simmetrica

C il) € M2(C)

ha quadrato nullo e quindi non e diagonalizzabile.

Conviene pensare ogni matrice A € My, ,,(R) come un endomorfismo dello spazio vettoriale

R™ dei vettori colonna. Il fatto chiave ¢ dato dalle proprieta della norma |[v|| = VoTv, v € R",
ed in particolare dal fatto che ||v||* = vTv > 0 e vale vTv = 0 se e solo se v = 0.

LEMMA 10.5.1. Per ogni matrice B € M, »,(R) ed ogni numero reale a > 0, la matrice
BTB + al ¢ invertibile.
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DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo che Ker(BT B + al) = 0 per ogni a > 0. Sia v € R" un
vettore tale che BT Bv + av = 0, allora
0 =0T (BT Bv + av) = v BT Bv + av"v = (Bv)T (Bv) + av’v > av’v > 0.

T

Dunque av* v = 0 e quindi v = 0. ]

LeEMMA 10.5.2. Sia B € M, ,(R) una matrice tale che BBT = BTB (ad esempio B
simmetrica oppure antisimmetrica). Allora Ker(B) = Ker(B?).

DIMOSTRAZIONE. Basta dimostrare che Ker(B?) C Ker(B). Consideriamo prima il caso
particolare in cui B = BT & una matrice simmetrica; dato v € Ker(B?) si ha

0 =vT(B*v) = v BBv = v BT Bv = (Bv)T(Bv) = || Bv|?

e quindi Bv = 0. In generale, se BYB = BBT e v € Ker(B?), a maggior ragione v €
Ker((BT)2B?) = Ker((BTB)?) e siccome BT B ¢ simmetrica si ottiene v € Ker(BTB).
Moltiplicando la relazione BT Bv = 0 a sinistra per v” si ottiene || Bv||> = 0 da cui Bv =0. O

TEOREMA 10.5.3. Ogni matrice simmetrica reale si diagonalizza su R. In particolare, due
matrici simmetriche reali sono simili se e solo se hanno lo stesso polinomio caratteristico.

DIMOSTRAZIONE. Sia A € M, ,(R) simmetrica. Per il teorema fondamentale dell’algebra
la matrice A possiede tutti gli autovalori su C ed & quindi sufficiente dimostrare che:

(1) Se A € C & un autovalore di A, pensata come matrice a coefficienti complessi, allora
AeR
(2) Per ogni autovalore A vale Ker(A — \I) = Ker(A — \I)2.

Sia dunque A = a +ib € C, a,b € R, un autovalore complesso di A e consideriamo la
matrice simmetrica reale B = A — al. Allora det(B — ibl) = det(A — AI) = 0 e quindi

det(B? + b*I) = det((B 4 ibI)(B — ibl)) = det(B + ibI) det(B — ibI) = 0.

Per il Lemma 10.5.1 deve essere b = 0, ossia A = a € R. Il secondo punto segue applicando il
Lemma 10.5.2 alla matrice simmetrica reale A — \I. O

OSSERVAZIONE 10.5.4. E possibile dimostrare che se A & simmetrica reale, allora esiste
una base di autovettori vy, ..., v, tale che ’uiij = 0;; (delta di Kronecker) per ogni 1, j.

COROLLARIO 10.5.5. Siano A1 < Ay < --+ < A gli autovalori, in ordine crescente,
di una matrice simmetrica reale A € M, ,(R). Allora per ogni vettore x € R™ wvalgono le
disuguaglianze
Ml < 2T Az < A2
DIMOSTRAZIONE. Osserviamo preliminarmente che se u € un autovettore per \; e v & un
autovettore per \;, con i # j, allora vale u”v = uT Av = 0. Infatti

u” Av = uT (\jv) = A\julv, u? Av = (uT Av)T =0T ATu = v Au = AT u

da cui segue (\; — )\j)uTv = (0. Abbiamo dimostrato che A ¢ diagonalizzabile e quindi ogni
vettore x € R™ si scrive in modo unico come z = vy + - - - + vg, con Av; = A\;v;. Dunque si ha

lzl® = aTe = ofv; = vlvi=3 Juill?,
i3 i i
o Az = ZviTAvj = ZviTAvi = Z)\iv;‘rvi = Z)\i||vi||2,
i i i

(2]

da cui segue

Mll® =" Mllvill* <> Afloi|* =2 Az

2T Ae = Aifloill® < Y- Mellval® = Aellell®.
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10.5.1. Matrici antisimmetriche. In generale le matrici antisimmetriche reali non si
diagonalizzano su R: pil precisamente 'unica matrice antisimmetrica reale che si diagonalizza
su R & quella nulla. Infatti, se A € R & un autovalore reale di una matrice antisimmetrica
A € M,, ,(R) e v & un autovettore corrispondente, allora A%v = A\?v e

N ol* = (") (M) = (Av)" (Av) = v (=A%)v = =2?||v]%,
da cui segue \? = 0, ossia A = 0.

DEFINIZIONE 10.5.6. Una matrice antisimmetrica A € M,, ,(K) si dice normalizzata, o
in forma normale, se ¢ diagonale a blocchi del tipo:

H,, 0 . 0 0
0 H,, 0 0
(10.2) : :
0 0 H, 0
0 0 0 N
dove

0 —Q;
Hai = (a‘ 0 ) c MQVQ(K), a; 7é O,

7

per ogni ¢ e N & la matrice nulla (n — 2s) x (n — 2s).

Dunque ogni matrice antisimmetrica normalizzata € una matrice diagonale a blocchi, con
blocchi 1 x 1 nulli e 2 X 2 invertibili. Tali blocchi sono univocamente determinati a meno dell’or-
dine e del segno dal polinomio caratteristico: infatti il polinomio caratteristico della matrice in
forma normale (10.2) & uguale a (—t)"~2*T]°_, (¢t* + a). Ricordiamo che per I'Esempio 9.1.4
ogni matrice H, e simile a H_, e quindi due matrici antisimmetriche normalizzate sono simili

se e solo se hanno lo stesso polinomio caratteristico.

TEOREMA 10.5.7. Ogni matrice antisimmetrica reale é simile ad una matrice antisimme-
trica normalizzata. In particolare, due matrici antisimmetriche reali sono simili se e solo se
hanno lo stesso polinomio caratteristico.

DIMOSTRAZIONE. Sia A € M, ,(R) antisimmetrica, allora A% & simmetrica e quindi
diagonalizzabile. Denotando con f = L4 : R®™ — R™ 'endomorfismo associato, si ha

T fw) =0T Aw = (v Aw)T = —wT Av = —wT f(v) = —f(v)Tw

per ogni v, w € R™. Per il Lemma 10.5.2 si ha Ker f = Ker f? ed infine, per il Corollario 10.3.6
la restrizione di f2? ad ogni sottospazio f-invariante & diagonalizzabile.

Dimostriamo per induzione su m la seguente asserzione: sia V C R"™ uno sottospazio f-
invariante di dimensione dim V' = m. Allora esiste una base (vi,...,vy,) di V nella quale fjv
si rappresenta con una matrice antisimmetrica normalizzata.

Il caso V' C Ker f & del tutto ovvio; supponiamo quindi V' ¢ Ker f. Siccome Ker f =
Ker f2 si ha f2(V) # 0 e quindi I'endomorfismo diagonalizzabile f2: V — V possiede un
autovettore v1, con autovalore reale A # 0. Dimostriamo che A < 0 e che i vettori vy, f(v1)
sono linearmente indipendenti: si ha

Moil? = of 2(v1) = of f(£(v1)) = —f(v1)" f(v1) = = f(w1)]?

da cui segue A < 0. Se vy, f(v1) fossero linearmente dipendenti si avrebbe f(v1) = yv; per
qualche v € R e quindi M\v; = f?(v1) = y?v; da cui A = 42, in contraddizione con la negativita
di A. Detto a1 = v/—X > 0 e ponendo vy = f(v1)/a; si ha

fPlo) A

f(Uz) = —F = —0] = —a10;.
a1 ai

Dunque il sottospazio U = Span(vy,vy) ¢ f-invariante e la restrizione di f ad U & rappresen-
tata, nella base (v, v2) dalla matrice Hg,. Si noti che

1 1
vive = = f(v1) = =] (1)
ap aq

da cui segue v{ vy = 0 e viv; = (vfwvy)T = 0.
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Consideriamo adesso il sottospazio vettoriale W = {v € V | vTv; = vTvg = 0} e
dimostriamo che V = U & W e una somma diretta f-invariante. Se v € W allora
f(v)Tv1 = —va(vl) = —a1vlvy, =0, f(v)Tv2 = —va(vg) =avTv =0,

e quindi f(v) € W per la definizione di W. Se w € U N W, allora esistono «, 3 € R tali che
w = avi + Pug e siccome w € W si ha

0=wT

v =alul?,  0=w"v =glul?
per cui « = B =0, e cioe w = 0. D’altra parte dimW > m — 2 in quanto W coincide con il

nucleo dell’applicazione lineare

T
V = R?, v (va) ,
VT V2
e di conseguenza dim U@ W > dim V. Per concludere la dimostrazione basta applicare I'ipotesi
induttiva alla restrizione di f al sottospazio W. g

EseEmPIO 10.5.8. Calcoliamo la forma normale della matrice antisimmetrica reale
0 1 0 0
-1 0 1 0
0o -1 0 1
0 0 -1 0

Abbiamo visto che basta calcolare il polinomio caratteristico, che nella fattispecie ¢ uguale a

3+/5 3— V5
pat) =t*+32+1= <t2++2\[> <t2+2\[>.

A:

La forma normale, a meno di permutazioni e cambi di segno dei blocchi, & quindi uguale a:

0 a 0 0
—a 0 0 0 _J3EVE 305
o 0o o b TV T2 T\ T2
0 0 —b 0

Esercizi.

580. Sia B € M, ,(R) una matrice tale che BBT = BT B. Provare che per ogni intero
positivo si ha (B")TB" = B"(B")T e Ker(B") = Ker(B"*1).

581. Calcolare autovalori ed autovettori della matrice simmetrica reale
3 11
1 3 1
1 1 3
582. Sia A € M, »(R) simmetrica e siano v, w € R™ autovettori di A relativi ad autovalori
distinti. Mostrare che vTw = 0.

583. Sia A € M, »(R) antisimmetrica. Usare un argomento simile a quello usato nel-
la dimostrazione del Teorema 10.5.3 per dimostrare che ogni autovalore complesso di A &
immaginario puro. Dimostrare inoltre che A & diagonalizzabile su C.

584. Determinare la matrice antisimmetrica normalizzata simile, su R, alla matrice

0 10
-1 0 1
0o -1 0
585. Sia A = (a,j) una matrice simmetrica reale n X n e siano Ay,..., A, € R i suoi
autovalori. Dimostrare che per ogni indice 7 vale
(077 2 I’Ilin{>\1, ey )\n}

586. Una matrice simmetrica reale A € M, ,(R) ¢ detta semidefinita positiva se
T Az > 0 per ogni x € R™. Sia A € M,, ,(R) una matrice simmetrica; dimostrare che:

(1) A & semidefinita positiva se e solo se tutti i suoi autovalori sono > 0;
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[\
~

se A ¢ semidefinita positiva allora det(I + A) > 1;

se A ¢ semidefinita positiva e 27 Az = 0, allora Az = 0;

se A ¢ semidefinita positiva di rango 1, allora esistono ay,...,a, € R tali che 4;; =
a;a; per ogni i, j.

—~ e~
=~ w
=

587. Sia A una matrice antisimmetrica reale. Dimostrare che —A2 & una matrice simme-
trica semidefinita positiva.

588 (#0). Siano A, B € M, ,(R) matrici simmetriche semidefinite positive (Esercizio 586).
Dimostrare che la matrice AB + I e invertibile e che ogni autovalore di AB & non negativo.

589. Siano p,n interi positivi, con n > 2p, e sia U € M, ,(R) la matrice con tutti i
coeflicienti uguali ad 1. Calcolare autovalori ed una base di autovettori della matrice a blocchi

U o u
0 0 0]eM,,(R).
U o U

590. Sia ¢(t) il polinomio minimo di una matrice antisimmetrica a coefficienti reali.
Provare che ¢(0) > 0.

10.6. Criterio di Sylvester e regola dei segni di Cartesio

Sappiamo che ogni polinomio a coefficienti reali di grado n possiede al piu n radici reali.
In questa sezione illustreremo un semplice criterio per determinare quante radici reali positive
e quante radici reali negative puo avere al massimo un determinato polinomio a coefficienti
reali.

TEOREMA 10.6.1. Sia p(t) un polinomio di grado positivo a coefficienti reali. Allora il
numero di radici reali positive di p(t), contate con molteplicita, é minore od uguale al numero
dei cambiamenti di segno nella successione ordinata dei coefficienti non nulli di p(t).

Ad esempio, la successione dei coefficienti non nulli di t?+2t6 —3t*+2t3—-1¢1,2,-3,2, -1
ed il numero dei cambiamenti di segno € quindi 3. Similmente il numero dei cambiamenti di
segno di t3 +t2 —t+1¢ 2, quello di t* — 2> — 1 & 1, mentre quello di t* + 2 4+ 2 & 0. Dunque
per il Teorema 10.6.1 il polinomio t* — t? — 1 possiede al pitl una radice reale positiva.

DIMOSTRAZIONE. Denotiamo con s(p(t)) il numero dei cambiamenti di segno nella suc-
cessione dei coefficienti non nulli di un polinomio p(t) € R[t]. Per dimostrare il teorema &
sufficiente dimostrare la formula

(10.3) s((t —co)p(t)) > s(p(t)), per ogni p(t) eR[t], c€R, ¢>0.
Infatti se ¢1, ..., ¢, sono le radici reali positive, contate con molteplicita, di p(t), & possibile
scrivere

p(t) = (t —c)(t —ca) - (t —cr)q(t)
e quindi s(p(t)) > k+ s(q(t)) > k.
Per dimostrare la formula (10.3) supponiamo il polinomio p(t) di grado n, con t = 0 radice
di molteplicita m e scriviamo
p(t) = ant” + an 1t" " 4 amt™,  am,an #0.

Denotiamo con s = s(p(t)) il numero di cambiamenti di segno e consideriamo la successione
strettamente decrescente n = ig > i1 > --- > i, > m definita ricorsivamente come

10 = n, ip41 = max{j | j <ig, aja;, <0}, 0<k<s.
Scrivendo (t — ¢)p(t) = by 1t™ ™ + - + b, t™, per concludere la dimostrazione ¢ sufficiente
dimostrare che
bnt1 = big+1, biyt1,- -+, bist1, b,

€ una successione di numeri reali a segni alterni. Dato che, per ogni kK =0, ..., s, il coefficiente
ai,+1 € nullo oppure di segno opposto a a;, , ne segue che b;, 1 = a;, — cai,+1 ha lo stesso
segno di a;, . Infine, siccome a;_ ha lo stesso segno di a,, ne segue che b; 41 € by, = —can,
hanno segni opposti. (]
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COROLLARIO 10.6.2 (Regola dei segni di Cartesio). Sia p(t) un polinomio di grado positivo
a coefficienti reali. Se tutte le radici di p(t) sono reali, allora il numero di radici positive, con-
tate con molteplicita, é uguale al numero dei cambiamenti di segno della successione ordinata
dei coefficienti non nulli.

DiMOSTRAZIONE. Dividendo il polinomio per potenze di ¢ il numero dei cambi di segno
resta invariato; non ¢ quindi restrittivo supporre che p(0) # 0 e quindi che tutte le radici siano
reali e non nulle.

Sia n il grado di p(¢t) e denotiamo con ¢y, . .., ¢k le radici positive e —dg41, ..., —d, quelle
negative, contate con molteplicita.
Le radici del polinomio p(—t) sono pertanto —ci,..., —ck,dgt1,...,d, e quindi per il

Teorema 10.6.1 si hanno le disuguaglianze s(p(t)) > k, s(p(—t)) > n — k.

Dunque ¢ sufficiente dimostrare che vale s(p(t)) + s(p(—t)) < n. I coefficienti dei due
polinomi p(t) = Y a;t’, p(—t) = i, b;t" sono legati dalle relazioni b; = (—1)%a;. Se i
coefficienti a; sono tutti diversi da 0 allora a; ed a;y; hanno lo stesso segno se e solo se b;
e bj+1 hanno segni opposti ed ¢ immediato osservare che s(p(t)) + s(p(—t)) = n. Se p ha
qualche coefficiente nullo consideriamo un nuovo polinomio ¢(t) ottenuto da p(t) sostituendo
ad ogni coefficiente nullo un qualsiasi numero reale # 0. Siccome s(q(t)) > s(p(t)) e s(q(—t)) >
s(p(—t)), la dimostrazione & conclusa.

Tornando all’algebra lineare, se sappiamo che una matrice A € M, ,(R) & triangolabile,
o meglio ancora diagonalizzabile, e p4(t) ¢ il suo polinomio caratteristico, allora:

(1) la molteplicita algebrica dell’autovalore 0 € la piu piccola potenza di ¢ che compare
in pa(t) con coefficiente non nullo;

(2) la somma delle molteplicita algebriche degli autovalori positivi & uguale al numero
dei cambiamenti di segno della successione ordinata dei coefficienti non nulli di p 4 (¢);

(3) la somma delle molteplicita algebriche degli autovalori negativi ¢ la differenza tra n
e la somma dei due numeri precedenti.

Ad esempio, se sappiamo che il polinomio caratteristico di una matrice triangolabile reale
& t* — 13 — 72 +-1 + 6, allora tale matrice ha zero autovalori nulli, due autovalori positivi e due
autovalori negativi, tutti contati con molteplicita.

Per importanti motivi riguardanti le forme quadratiche, i prodotti scalari ed altre faccende
che vanno al di la degli obiettivi di queste note, ¢ molto utile avere dei criteri, in aggiunta
alla regola dei segni di Cartesio, per stabilire se gli autovalori di una matrice simmetrica reale
sono tutti positivi. Uno di questi, detto criterio di Sylvester & particolarmente interessante in
quanto richiede un numero di calcoli sensibilmente inferiore a quello necessario per determinare
il polinomio caratteristico.

A tale scopo, per ogni matrice A € M, ,(R) e per ogni k = 1,...,n denotiamo con
Alk] € My ,(R) la sottomatrice formata dai coefficienti contenuti nelle prime k righe e k
colonne. Ad esempio, se

1 2 3
A=1|4 5 6
78 9
allora
1 9 1 2 3
A=, ap= (g 3). aBl= (450
7 89
Alcuni autori chiamano le sottomatrici A[k] sottomatrici principali di nord-ovest.

DEFINIZIONE 10.6.3. Diremo che una una matrice simmetrica reale A € M, ,(R) &
definita positiva se 27 Az > 0 per ogni vettore z € R" diverso da 0.

Notiamo che in una matrice definita positiva A = (a,;) i coefficienti sulla diagonale prin-
cipale sono tutti positivi: infatti si ha a;; = eiTAei dove, come al solito eq,...,e, indica la
base canonica di R™. Il viceversa € generalmente falso per matrici di ordine n > 2. Ad esempio

la matrice (; i) non ¢ definita positiva in quanto (1, —1) <§ ?) < 11) = -2.
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TEOREMA 10.6.4 (Criterio di Sylvester). Per una matrice simmetrica reale A € My, »(R)
le sequenti condizioni sono equivalenti:

(1) gli autovalori di A sono tutti positivi;
(2) A ¢ definita positiva;
(3) det(A[k]) >0 per ogni k=1,...,n.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo prima che una matrice simmetrica reale A ¢ definita positiva
se e solo se tutti i suoi autovalori sono positivi. Se A ¢ definita positiva e A ¢ un autovalore
con autovettore z si ha

Mzl = 2T (\z) = 2T Az >0
da cui segue A > 0. Viceversa, se tutti gli autovalori sono positivi, segue dal Corollario 10.5.5
che 27 Az > 0 per ogni z # 0.

Proviamo adesso che le prime due condizioni implicano la terza. Per ogni 1 < k < n sia
i: R¥ — R™ I'applicazione i(z1,...,21)" = (21,...,7%,0,...,0)T; in particolare il sottospazio
i(R¥) & quello dei vettori con le ultime n — k coordinate uguali a 0. Notiamo che i(x)T Ai(z) =
o7 Alk]z per ogni z € R*. Dunque se A & definita positiva, anche le matrici A[k] sono definite
positive, quindi hanno tutti gli autovalori positivi e di conseguenza i loro determinanti sono
tutti positivi.

Per concludere, supponiamo det(A[k]) > 0 per ogni k e proviamo che gli autovalori di A
sono tutti positivi; per induzione su n possiamo assumere gia dimostrato che la sottomatrice
Aln — 1] & definita positiva. Siano adesso A\; < Ao < --- < )\, gli autovalori di A contati
con molteplicitd e supponiamo per assurdo A; < 0; siccome per ipotesi det(A) = det(A[n]) =
A1Ag -+ A, > 0 deve essere necessariamente A\; < Ay < 0, ossia A; e Ao entrambi negativi.
Siano adesso u,v autovettori linearmente indipendenti per Ay e Ay rispettivamente. Per la
formula di Grassmann i(R™~1) N Span(u,v) # 0 ed esistono x € R*™! 2 # 0, a,b € R tali che
i(x) = au + bv. Si ha dunque

0 <27 Aln — 1)z = (au + bv)" A(au + bv)
Se A1 = A2 = A, si ha A(au + bv) = A(au + bv) e quindi
(au + bv)T A(au + bv) = A|au + bv||? < 0.

Se A\; # Ao abbiamo visto nella dimostrazione del Corollario 10.5.5 che u” Av = vTAu =0 e
quindi
(au + )T Alau + bv) = A|jaul|® + Xa||bv* < 0.

In entrambi i casi si arriva ad una contraddizione. O

Il criterio di Sylvester si presta ad un approccio algoritmico per stabilire se una matrice
simmetrica reale A ¢ definita positiva. Infatti se ad una riga aggiungiamo dei multipli scalari
delle righe precedenti, i determinanti delle matrici A[k] non cambiano. Di conseguenza si puo
procedere nel modo seguente:

(1) Si guarda il coefficiente a11; se a1; < 0 allora la matrice non ¢ definita positiva ed il
processo si ferma.

(2) Se a;; > 0, aggiungendo alle righe 2,3,...opportuni multipli della prima riga si
annullano i coefficienti a;; per ogni i > 1.

(3) Nella matrice ottenuta si guarda il coefficiente ass; se &€ < 0 allora la matrice non &
definita positiva.

(4) Se aze > 0, aggiungendo alle righe 3,4,...opportuni multipli della seconda riga si
annullano i coefficienti a;o per ogni i > 2.

(5) e cosi via, mutatis mutandis, con le righe dalla tre in poi.

Se il processo non si interrompe e si arriva alla fine ad una matrice triangolare con tutti
i coefficienti sulla diagonale positivi, allora la matrice & definita positiva.

OSSERVAZIONE 10.6.5. Il Teorema 10.6.4 contiene solo la prima parte del criterio di Syl-
vester. La seconda parte, che svilupperemo nel Capitolo 15 (vedi Esercizio 779), afferma che
se 1 determinanti delle sottomatrici A[k] sono tutti # 0, allora il numero di autovalori negativi
della matrice A & uguale al numero dei cambiamenti di segno della successione di n+ 1 numeri
reali

1, det(A[1]), det(A[2]), ..., det(A[n).
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Esercizi.

591. Mostrare con un esempio che il Corollario 10.6.2 ¢ in generale falso se il polinomio
p(t) possiede alcune radici complesse non reali.

592. Sia p(t) = >, a;t" un polinomio di grado n con tutte le radici reali non nulle.
Provare che se a; = 0 allora a;—1 e a;4+1 sono # 0 ed hanno segni opposti. (Suggerimento:
guardare alla dimostrazione del Corollario 10.6.2.)

593. Mostrare che:

(1) 'equazione 2'°°1 =10 + Z?i‘? 2?% possiede una sola soluzione reale;
(2) il polinomio 7 + 5 + t* + ¢? possiede esattamente 3 radici reali contate con molte-
plicita.

594. Sia p(¢) un polinomio avente tutte le radici reali e siano a < b € R tali che p(a), p(b) #
0. Determinare una formula per il numero di radici comprese tra a e b.

595. Usando il Corollario 10.6.2 e I’Esercizio 149, determinare una condizione necessaria
affinché un polinomio in R[¢] abbia tutte le radici reali.

596. Provare che, nella dimostrazione del Teorema 10.6.1 la differenza s((t — ¢)p(t)) —
s(p(t)) € un numero dispari.

597. Usando il criterio di Sylvester, provare che la matrice simmetrica

1 1 a
1 2 b
a b -3

ha determinante negativo per qualunque scelta di a,b € R.

598 (Decomposizione LU). Sia A € M, ,,(K), non necessariamente simmetrica, che abbia
tutte le sottomatrici principali di nord—ovest invertibili. Provare che A si fattorizza in modo
unico come A = LU, con L triangolare inferiore e U triangolare superiore con i coefficienti

sulla diagonale principale uguali a 1. (Sugg.: denotiamo con e, ..., e, la base canonica e con
m;: K® — K la proiezione sulle prime coordinate. Provare che per ognii = 0,...,n — 1 esiste
unico un vettore v; € Span(e, ..., e;) tale che m;La(e;+1 + v;) =0.)

599. Siano A, B € M, ,(R) matrici simmetriche definite positive. E vero o falso che la
matrice simmetrica AB 4+ BA & definita positiva?

600 (®). Per ogni Siano n > 0; provare che la matrice simmetrica reale di coefficienti
1 L
Qij = —— 1 :/ A dt, 1<i,j<n.
t+7—1 0

e definita positiva. Suggerimento leggermente criptico:

1 n n
xTAy:/ <Zmitil> Zyjtjfl dt.
0 \i=1 j=1

10.7. Complementi: il teorema di Cayley—Hamilton—Frobenius

In questa sezione daremo una diversa dimostrazione, ed al tempo stesso una estensione,
del teorema di Cayley—Hamilton. Piu precisamente, oltre a dimostrare che il polinomio mini-
mo ¢(t) di una matrice divide il polinomio caratteristico p(t), scopriremo alcune interessanti
proprieta del quoziente p(t)/q(t).

Ogni matrice a coeflicienti polinomi B(¢) € M, (K[¢]) pud anche essere pensata come un
polinomio a coefficienti matrici, ossia possiamo scrivere

N
B(t)=> Bit',  B;€ M,n(K).
1=0
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La sostituzione dell’indeterminata ¢ con una qualunque matrice A € M, ,,(K), definisce
un’applicazione lineare

paA: Mn,n(K[tD - Mn,n(K)v YA (Z Biti> = ZBZAZ

Notiamo in particolare che per ogni polinomio h(t) € K[t] si ha w4 (h(t)I) = h(A).

LEMMA 10.7.1. Siano B(t),C(t) € My, (K[t]). Per ogni matrice A € M, ,(K) tale che
AC(t) = C(t)A vale la formula:

pa(B(t)C(t) = va(B(t) pa(C(1)).

B:ZBiti, C:ZCjtj,
[ J

la condizione AC(t) = C(t)A equivale a AC; = C;A per ogni indice j. Allora si ha anche
A'Cj = C; A" per ogni i, j e quindi
pa(B(t)C(1) = pa(d_ BiCitH) = " BiC A,
2 i,J

pa(B(t)pa(Ct) = (O BiA) (D CiA) =Y BAC AT = B,C;A™.

i,J

DIMOSTRAZIONE. Se

U
LEMMA 10.7.2. Siano A € M,, ,(K) e B(t) € M, ,(K[t]) tali che B(t)(A —tI) = h(t)]
con h(t) € K[t]. Allora vale h(A) =0

DIMOSTRAZIONE. Siccome A commuta con A —tI e pa(A —tI) = A— Al = 0, dal
Lemma 10.7.1 segue immediatamente che

hA) = pa(h(t)]) = pa(B(t)(A —tI)) = pa(B(t))pa(A —tI) = 0.
O
TEOREMA 10.7.3 (Cayley—Hamilton—Frobenius). Siano A € M, ,,(K), pa(t) = det(A—tI)

il suo polinomio caratteristico, q4(t) il suo polinomio minimo e B(t) € M, ,(K[t]) 'aggiunta
classica di A —tI. Allora:

(1) pa(A) =0, e quindi qa(t) divide pa(t);
(2) il polinomio pa(t)/qa(t) divide tutti i coefficienti di B(t);
(3) se s(t) € K[t] divide tutti i coefficienti di B(t), allora s(t) divide pa(t)/qa(t).

DIMOSTRAZIONE. Siccome B(t)(A —tI) = pa(t)I, il primo punto segue immediatamente
dal Lemma 10.7.2. Se

qa(t) = ao + art + -+ + aqt?, ag =1,
poiché tI commuta con A — tI possiamo scrivere:
O—ZalA _Z (A —tI)+tI)?

=0
d d

:; JZ_:()()ﬂ” —tIy = (A tIJZai(;,)tij

J=0 =7

A—tI) il( —tI)i~ 12_: (])tz J

=qa(O)I = (A—tHD(t),  D(t) € My n(K[t]).

Moltiplicando prima per B(t) e dividendo poi per g4 (t) la relazione q4(t)I = (A —tI)D(t) si
ottiene

I
Il a
[e=]

S

&
\_/

ga(t)B(t) = B(t)(A —tI)D(t) = pa(t)D(t), B(t) = D(t),
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e questo dimostra che pa(t)/qa(t) divide tutti i coefficienti di B(t). Viceversa, se vale una
formula del tipo B(t) = s(¢t)C(t), con s(t) € K[t] e C(t) € M, »(K[t]), ossia se s(t) divide in
K[¢] tutti i coefficienti dell’aggiunta classica B(t), allora

S(C()(A — tT) = Bt)(A — 1) = pa(t)]

e dunque s(t) divide p4(t); se denotiamo h(t) = pa(t)/s(t) vale C(t)(A — tI) = h(t)I, e dal

Lemma 10.7.2 segue che h(A) = 0 e di conseguenza qa(t) divide h(t), ossia qa(t)s(t) divide

pa(t). ]
Esercizi.

601. Sia A € M, ,,(K) una matrice nilpotente. Calcolare il polinomio det(I —tA) € K[t].

602. Date A, B € M, ,(K), provare che la matrice A +tB € M, ,,(K[¢]) ¢ nilpotente se e
solo se A & invertibile e BA™! ¢ nilpotente.

603. Sia A € M, ,(K) una matrice fissata e denotiamo
Ra ={B(t) € M,, »(K[t]) | AB(t) = B(t)A}.

Dimostrare che: R4 € chiuso per prodotto, che ) B;t' € Ry se e solo se AB; = B; A per ogni
1 e che I'aggiunta classica di A — tI appartiene ad R4.

604. Si consideri una matrice compagna a blocchi

o0 --- 0 A,
I 0 -~ 0 A,
B=10 1 - 0 A,
oo --- I A
dove I,Ay,..., A, € M, ,(K) e I ¢ la matrice identitd. Dimostrare che gli autovalori di B

coincidono con le radici del polinomio det(L(t)), dove
L(t) = It" — Ayt" ™t — .. — A, € M, ,(K[t]).






CAPITOLO 11

Autospazi generalizzati e forma canonica di Jordan

Adesso che sappiamo che le proprieta, per un endomorfismo, di essere diagonalizzabile e/o
triangolabile dipendono solamente dal polinomio minimo, possiamo fare un passo ulteriore
nella teoria, dimostrando che ogni endomorfismo triangolabile si puo rappresentare con una
matrice, detta di Jordan, che ha una forma particolarmente semplice, con molti coefficienti
uguali a zero e che, per gli endomorfismi diagonalizzabili si riduce ad una matrice diagonale.

In tutto il capitolo, il simbolo V' denotera uno spazio vettoriale di dimensione finita su di
un campo K.

11.1. La decomposizione di Fitting

Dato un endomorfismo f: V' — V' ha senso considerare nucleo ed immagine delle potenze
di f; ricordiamo che per convenzione si pone f° uguale al morfismo identita. Per ogni intero
h >0 si ha

Ker(f") C Kex(f"1),  f"¥1(V) C f2 (V).

Infatti, se v € Ker(f"), allora f"*1(v) = f(f"(v)) = f(0) = 0 e quindi v € Ker(f'+1!).
Similmente, se v € fA"T1(V), allora esiste u € V tale che v = f"*1(u) = f*(f(u)) e quindi
ve fiV).

Dunque, ad ogni endomorfismo f possiamo associare la filtrazione (crescente) dei
nuclei

0 = Ker(fY) € Ker(f) C Ker(f?) C Ker(f*) C---,

e la filtrazione (decrescente) delle immagini

V=[(V)2f(V)2 (V)2 (V)2

Se V ha dimensione finita, allora le dimensioni dei sottospazi Ker(f”) possono assumere
al pitt un numero finito dei valori e per il principio dei cassetti esiste un intero 0 < k < dim V'
tale che Ker(f*) = Ker(f**1). Inoltre, per il teorema del rango si ha

dim Ker(f") + dim f*(V) = dim V = dim Ker(f"*) 4 dim f"*1(V),
di conseguenza
dim Ker(f"*1) — dim Ker(f") = dim f*(V) — dim f"*1 (V) >0
ed in particolare
Ker(f*) = Ker(f*™!) seesolose fH(V)= fF1(V).
LemMA 11.1.1. Sia f un endomorfismo lineare di uno spazio vettoriale V' di dimensione

finita. Se Ker(f*) = Ker(f**1) per qualche k > 0, allora Ker(f") = Ker(f"*!) e f*(V) =
(V) per ogni h > k. Inoltre, la successione di interi non negativi

ap, = dimKer(f") — dim Ker(f"~1) = dim f"~*(V) — dim f*(V) > 0, h>0,

¢ monotona decrescente, 0ssia

Y

a1 > Qg >

w
Y

DIMOSTRAZIONE. Per dimostrare che «j > apq1 consideriamo la restrizione di f al
sottospazio fP~1(V):
fipn—ry: fAHV) > W
L’'immagine di tale applicazione & il sottospazio f(f"~*(V)) = f"(V), mentre il nucleo &
uguale a Ker(f) N f"~1(V). Per la formula di Grassmann si ha

ap, = dim f*71(V) — dim fA(V) = dim Ker(fsn-1(1)

253
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e quindi
(11.1) ap = dim(Ker(f) N f"~1(V)),  h>0.
Siccome f*(V) C fP=1(V) si ha
Ker(f) N f"(V) C Ker(f) N f*=H(V)
e dunque ap41 < ay,.

Se si ha Ker(f*) = Ker(f**!) (ossia ajy1 = 0), allora Ker(f") = Ker(f"*!) (ossia
ant1 = 0) per ogni h > k e quindi che Ker(f*) = Ker(f**1) = ... = Ker(f") per ogni
h > k. |

Nelle notazioni del Lemma 11.1.1, notiamo che per ogni h < k vale

Qpi1+api1+ - Fap = dimKer(fk) — dimKer(fh),
ed in particolare per ogni h > 0 si ha
a1 t+ag+ -+ ap = dimKer(fh) < dimV.
EseEmpio 11.1.2. Per ogni endomorfismo f: V' — V di uno spazio di dimensione finita e
per ogni intero h > 0 vale la formula
rg(f*) 2 hrg(f) — (h —1)dimV.
Infatti, per la monotonia della successione a; > as > --- si ha
rg(f) — l"g(fh) =az+-+ap < (h—1Dag = (h—1)(dimV —rg(f)).

Quindi, se ad esempio rg(f) = dim(V) — 1, allora rg(f") > dim(V') — h per ogni h > 0.

Abbiamo visto che in dimensione finita i nuclei delle potenze di f si stabilizzano e quindi
esiste un intero h < dim V, dipendente da f, tale che Ker(f") = Ker(f*) e f*(V) = f*(V)
per ogni k > h.

DEeFINIZIONE 11.1.3. Sia f: V — V un endomorfismo lineare di uno spazio vettoriale

di dimensione finita e sia & > 0 un intero tale che Ker(f") = Ker(f"*!) per ogni h > k. I
sottospazi vettoriali

Fo(f) = Ker(f*) = Ker(f**1) = Ker(f**?) = .-,
F(f)= V)= V) = 2 v) =

vengono detti rispettivamente le componenti zero-Fitting e uno-Fitting di f.! Per sem-
plicita notazionale scriveremo semplicemente Fj, F; quando non vi sono ambiguita sull’endo-
morfismo.

Segue immediatamente dalle definizioni che f & nilpotente se e solo se Fy = V.

TEOREMA 11.1.4 (Decomposizione di Fitting). Siano Fy, Fy le componenti di Fitting di
un endomorfismo f: V — V di uno spazio vettoriale di dimensione finita. Allora:
(1) V="FeF;
(2) f(Fy) C Fy, f(F1) C Fy, ossia le componenti di Fitting sono f-invarianti;
(3) fim,: Fo — Fo e nilpotente;
(4) fip s F1 — F1 € un isomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo un intero k& > 0 abbastanza grande tale che Fy = Ker(f") e
F; = f"(V) per ogni h > k. Per il teorema del rango

dim Fy + dim F; = dim Ker(f*) + dim f*(V) = dim V/

e quindi, per dimostrare che V = Fy & F) basta provare che Fy N F; = 0. Se v € Fy N Fy,
allora f*(v) = 0 ed esiste u € V tale che v = f¥(u). Ma allora f?*(u) = f*(v) = 0 e quindi
u € Ker(f?*). Per come abbiamo scelto k, si ha Ker(f?¥) = Ker(f*) e quindi v = f¥(u) = 0.

La f-invarianza di nucleo ed immagine di f* sono entrambe dimostrate nell’Esempio 9.5.8.

Essendo I'applicazione f: f*(V) — fE1(V) surgettiva e f*(V) = f**1(V) = Fy, si ha
che fip, : F1 — Fy ¢ surgettiva e quindi anche un isomorfismo. Per costruzione fF(Fy) =0e
quindi f|p, € nilpotente. |

1Fitting richiede la maiuscola perché si riferisce al matematico tedesco Hans Fitting (1906-1938) e non
ad un termine inglese.
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COROLLARIO 11.1.5. Siano V uno spazio vettoriale di dimensione n, f: V — V un
endomorfismo er = dim Fy(f). Allora esiste una base di V' rispetto alla quale f si rappresenta
con una matrice diagonale a blocchi

A 0
(0 »)

con A matrice r X r triangolare strettamente superiore e B matrice (n—r) x (n—r) invertibile.
Inoltre vale A¥ =0 se e solo se Fy(f) = Ker(f*).

DIMOSTRAZIONE. Siano Fy, F; le componenti di Fitting di f. Per il Teorema 11.1.4 ¢

sufficiente prendere una base vy,...,v, di V tale che v,11,...,v, € F] e v1,...,v, € una
base di Fp rispetto alla quale I'endomorfismo nilpotente f|p, si rappresenta con una matrice
triangolare strettamente superiore. (|

COROLLARIO 11.1.6. Sia f un endomorfismo di uno spazio vettoriale V di dimensione n
su di un campo K di caratteristica 0 oppure di caratteristica p > n. Allora f é nilpotente se e
solo se Tr(f) = Tr(f?) = --- = Te(f") = 0.

DIMOSTRAZIONE. Se f ¢ nilpotente, abbiamo gia visto che in una opportuna base f si
rappresenta con una matrice strettamente triangolare e quindi f* ha traccia nulla per ogni
k > 0; questa implicazione & vera su ogni campo.

Viceversa, supponiamo che Tr(f) = Tr(f?) = --- = Tr(f") = 0; allora per la decomposi-
zione di Fitting possiamo rappresentare f con una matrice diagonale a blocchi

(0 5)

con A nilpotente e B invertibile. Dunque f* ¢ rappresentata dalla matrice

Ak 0
0 BF)"
Dunque Tr(B¥) = Tr(f*)—Tr(A*) = 0 per ogni k = 1,...,n. Siam < n 'ordine della matrice

B; se m > 0 per Cayley—Hamilton si ha
0=pp(B)=det(B)I+a1B+ -+ a,B™

per opportuni coefficienti aq,...,a, € K. Quindi
det(B)I = —-a1B— -+ — a,, B"
e per la linearita della traccia
0 # det(B) Tr(I) = —a; Tr(B) — - - - — ay, Te(B™).
Abbiamo quindi una contraddizione e dunque m = 0. Si noti che se il campo ha caratteristica
p > 0, tutte le potenze dell’identita su KP hanno traccia nulla. O

EseEmpio 11.1.7. La decomposizione di Fitting permette di ricondurre il problema dell’e-
strazione della radice quadrata di un endomorfismo ai casi nilpotente (vedi Esercizio 623) ed
invertibile. Pii1 precisamente, siano f,g: V — V endomorfismi tali che g? = f, allora gf = fg
e quindi i sottospazi Ker f*, f*(V') sono g-invarianti per ogni & > 0. In particolare

g: Fo(f) = Fo(f), g Fa(f) = Fi(f).

Esercizi.

605. Dato un endomorfismo f: V — V e due interi positivi a, b, provare che
Fo(Ker(f*+")) € Ker(f").

606. Sia f: K> — K° endomorfismo nilpotente di rango 2. Provare che se f = g* per
qualche intero k > 1 e qualche g: K® — K?®, allora f2=0¢ k < 3.

607 (Unicita della decomposizione di Fitting). Sia f: V' — V un endomorfismo di uno
spazio vettoriale di dimensione finita e sia U @ W = V una decomposizione in somma diretta
di sottospazi f-invarianti tali che

(1) fiy: U = U ¢ nilpotente,
(2) fiw: W — W & un isomorfismo.
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Provare che U = Fy(f) e V = Fi(f).

608. Siano f: V — V un endomorfismo nilpotente e U C V un sottospazio f-invariante.
Denotiamo Uy = U e per ogni intero ¢ > 0

U={veV|f(v)eU}

Provare che ogni U; & un sottospazio vettoriale e che U;_y C U;, f(U;) C U;—1 per ogni i > 0.

609. Usare la disuguaglianza dell’Esempio 11.1.2 per dimostrare che se f: V. — V ¢
nilpotente con indice di nilpotenza r, allora

dim V

dimV —r+1 > dim(Ker(f)) > pa

610. Sia V spazio vettoriale di dimensione finita e siano f,g: V' — V endomorfismmi
nilpotenti con indici di nipotenza a,b. Provare che se fg =0 allora a +b < dimV + 2.

611. Trovare una matrice invertibile B € M,, ,,(K) tale che Tr(B*) = 0 per ogni 1 < i < n.

612. Sia f: V — V un endomorfismo. Mostrare con un esempio che in generale V #
Ker(f) & f(V).

613. Sia f: V — V endomorfismo nilpotente con indice di nilpotenza o e sia v € V un
vettore tale che f7~1(v) # 0. Dimostrare che il sottospazio

U = Span(v, f(v),..., f7(v))
¢ f-invariante di dimensione o. Calcolare inoltre le dimensioni di U NKer(f%) e UN fi(V) per
ogni intero ¢ > 0.
614. Sia f: V — V endomorfismo nilpotente con indice di nilpotenza o. Provare che
dimV
dim Ker(f)

e che vale o = dim V se e solo se esiste una base in cui f si rappresenta con il blocco di Jordan
I

<o <dimV

615 (e, ©). Sia f: C* — C™ un endomorfismo lineare. Dimostrare che f & nilpotente se
e solo se la sua immagine e contenuta nell’immagine di f — AI, per ogni A € C.

11.2. Diagrammi di Young

Una partizione & una successione (g, as,...) di interi non negativi tale che «; > ayq
per ogni indice ¢ e a; = 0 per ogni j sufficientemente grande. Per partizione di un intero
positivo n si intende una partizione (o, az, .. .) tale che ), a; = n.

Ad esempio le partizioni di 4 sono (vengono riportati solo i termini positivi):

4, G, (22, @11 OLLLL.

Un altro modo di scrivere le partizioni € mediante i cosiddetti diagrammi di Young. Il
diagramma di Young della partizione (aq, @, ...) € semplicemente un diagramma a forma di
scala, in cui la prima riga ¢ costituita da o quadretti, la seconda riga da as quadretti, e cosi
via.? Ad esempio, il diagramma di Young della partizione di 12 data da (7,3,1,1) &

HEN

Si noti che il diagramma di Young di una qualunque partizione di n contiene esattamente n
quadretti.

Sia V spazio vettoriale di dimensione finita, ad ogni endomorfismo f: V' — V possiamo
associare in maniera canonica una partizione di r = dim Fy(f) e di conseguenza un diagramma
di Young.

2La scelta dei quadretti, piuttosto che pallini, cuoricini o tazzine da caffé, & dovuta al fatto che i diagrammi
di Young servono da base per i cosiddetti tableaux di Young, usati in teoria delle rappresentazioni. Un tableau
di Young & un diagramma di Young in cui ogni quadrato contiene al suo interno un intero positivo.
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Infatti per il Lemma 11.1.1 la successione degli interi
ap, = dim Ker(f") — dim Ker(f"~') = dim f"~*(V) — dim f*(V) > 0, h >0,

& monotona decrescente e siccome Ker(f") = Fy(f) per h sufficientemente grande si ha oy +
g+ =7

Allo stesso modo, per ogni matrice A € M, ,(K) possiamo associare una partizione e
quindi un diagramma di Young in cui, per costruzione, il numero di caselle nella riga ¢
uguale a rg(A™1) —rg(A4%), i > 0.

EsEmMPIO 11.2.1. Se

01 0 0
0 0 1 0
Jn € M, »(K)
00 0 . 1
oo 0 --- 0
indica il blocco di Jordan nilpotente di ordine n, abbiamo gia dimostrato che per ogni m <n
il rango di J™ & uguale a n — m e quindi la partizione associata & (1,1,...,1).
Dunque se prendiamo un matrice diagonale a blocchi
Jy 0 o 0
(11.2) A=|0 T 0
0 0 Jx

dove ciascun Jj, € un blocco di Jordan nilpotente di ordine k; si ha che per ogni m il rango
di A™ ¢ uguale alla somma dei ranghi di J;”" ed & quindi uguale a

rg(A™) = Zmax((), ki —m).
i=1

Di conseguenza, la partizione associata alla matrice (11.2) é:

o a; =rg(A%) —rg(Al) = s = numero dei blocchi di Jordan,
o ay =1g(Al) —rg(A?%) = numero di indici i tali che k; > 2,

o a,, =1g(A™ 1) —rg(A™) = numero di indici i tali che k; > m.

Lasciamo come semplice esercizio per il lettore la dimostrazione che gli interi ky,...,ks > 0
sono esattamente le lunghezze, contate con ripetizioni, delle colonne del diagramma di Young
(cf. Esercizio 50).

L’Esempio 11.2.1 implica in particolare che ogni diagramma di Young si puo ricavare
da una matrice nilpotente secondo le regole descritte precedentemente. Ad esempio per le
partizioni di 1,2, 3,4 si ha:

0-0 (afe)~m (o)~

0lo]o 0 1]0 01 0
0(010 | =TT OOOHEI 001'—>@
000 0 0]0 00 0
0ololo]o 0 1]/0]0
0[{0]0|O0O 0 0]0|0 (1T
oTotolo | 7HLE | o o100 |70
0/0[0]0 0 0/0]0
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O O OO
OO O
o o= O
o= O o

Se due matrici nilpotenti A, B sono simili, allora A" e B" sono simili per ogni h > 0
e, poiché matrici simili hanno lo stesso rango, deduciamo che matrici simili hanno lo stes-
so diagramma di Young. Vale anche il viceversa, ossia due matrici nilpotenti hanno lo
stesso diagramma di Young se e solo se sono simili, come segue immediatamente dalle
precedenti osservazioni sulle matrici a blocchi di Jordan e dal seguente teorema.

TEOREMA 11.2.2. Per ogni endomorfismo nilpotente f: V. — V di uno spazio vettoriale
di dimensione finita, esiste una base rispetto alla quale [ si rappresenta con una matrice
diagonale a blocchi

Je, 0 - 0
0 Jy, : 0
0 0 R 3

s

dove ogni Ji, € un blocco di Jordan nilpotente e ki > ko > -+ > kg > 0.

DIMOSTRAZIONE. Sia n = dim V'; abbiamo gia osservato che il diagramma di Young di f
contiene esattamente n caselle, dim Ker(f) colonne e 7 righe, dove 7 & 'indice di nilpotenza
di f. Per la Formula (11.1) le lunghezze delle righe del diagramma, dall’alto verso il basso,
sono uguali ai valori non nulli della successione:

oy = dimKer(f) > > ay =dim(f* (V) nKer(f)) >---

Partendo da una base di f7~1(V)NKer(f), si pud completare ad una base di f™~2(V)NKer(f),
completarla ancora ad una base di f7~3(V)NKer(f) e cosi via. Abbiamo quindi costruito una

base v1,...,vq, di Ker(f) in modo tale che per ogni s i vettori vy, ..., v,, siano una base di
NV N Ker(f).
Per ogni indice ¢ = 1,...,a; esiste un intero h > 0 tale che o, > ¢ > a1 € quindi tale

che v; € fA=Y(V)NKer(f) e v; € f*(V). Possiamo allora scegliere un vettore u; € V' tale che
M) = v w g f(V), M wi) = flui) =0

Possiamo raffigurare graficamente la situazione infilando i vettori v; nelle ultime caselle
ed i vettori u; nelle prime caselle delle colonne del diagramma di Young;:

Vs ‘ Uy | U2 | U3 | Ug | Us ‘ Uus = Vs
U3 | V4 f(us) = v, f(u4) =04
b1 | V2 fPur) =1, fP(uz) = vy

Per concludere la dimostrazione basta provare che la successione di vettori

V1yeeey f2(’U,1), f(ul)a uy,
(11.3) Vo f2(2), f ), e,

Uozla'"7f2(u0t1)7f(ua1)aua1?

¢ una base di V: infatti in tale base f viene rappresentata con una matrice diagonale a
blocchi di Jordan. Siccome i precedenti vettori vengono inseriti bigettivamente ed in maniera
naturale nelle caselle del diagramma di Young (u1, uz, ... nella prima riga da sinistra a destra;
per spostarsi di una casella verso il basso si applica f) il loro numero ¢ uguale a n e basta
dimostrare che sono linearmente indipendenti.

Data una qualunque combinazione lineare non banale dei vettori in (11.3), applicando
I'operatore f per un opportuno h > 0 otteniamo una combinazione lineare non banale dei
vettori vy,...,v,, che & quindi non nulla, essendo tali vettori linearmente indipendenti. [
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Piu avanti daremo una diversa dimostrazione del Teorema 11.2.2 come conseguenza del
teorema di esistenza delle basi di persistenza.

Esercizi.

616. In un palazzo ci sono 10 appartamenti. In ognuno c’é¢ almeno una persona. In otto di
questi appartamenti ci sono almeno 2 persone, in sei appartamenti ci sono almeno 4 persone
ed in un appartamento ci sono almeno 5 persone. Quante persone, come minimo, ospita il
palazzo?

617. Sia A € M, ,(C) una matrice nilpotente e sia ¢ € C un numero diverso da 0. Provare
che tA e simile ad A.

618. Mostrare che la matrice

000 1
1010
0 0 0 1| €M
000 0

e nilpotente qualunque sia il campo K e determinare il suo diagramma di Young nei campi
K=ReK=F,={0,1}.

619. Sia V lo spazio vettoriale dei polinomi a coefficienti reali di grado < n nella variabile
x esia D: V — V Doperatore di derivazione. Dire se i seguenti tre operatori sono nilpotenti
e, nel caso, calcolarne le partizioni di n associate:

2
D, D — D2, D—xD2+%D3: VSV
620. Sia A una matrice di M, ,,(C) con un unico autovalore A. Dimostrare che A — AI &
nilpotente.

621. Definire in maniera ricorsiva una successione ai, as, ... di numeri razionali tali che
se A € M, ,(C) ¢ una matrice nilpotente con indice di nilpotenza s+ 1 > 0, allora

(I4 a1 A+asA? 4+ +a,A%)% =1+ A.

622 (e, Q). Siano V uno spazio vettoriale di dimensione finita ed f: V' — V un endo-
morfismo nilpotente con indice di nilpotenza s > 2, ossia f* =0 e f*~! #£ 0. Sia poi v € V
un vettore tale che f*~1(v) # 0. Dimostrare che:

(1) v, f(v),..., f51(v) sono linearmente indipendenti;

(2) f"(V)nSpan(v, f(v),..., f*~1(v)) = 0 per ogni intero positivo h = 1,...,5 — 1;
(3) Ker(f")nSpan(v, f(v),..., f*~"~1(v)) = 0 per ogni intero positivo h = 1,...,5—1;
(4) esiste un sottospazio vettoriale f-invariante U C V tale che

V = U @ Span(v, f(v),..., f(v)).

623 (). Sia f: V — V un endomorfismo nilpotente di uno spazio vettoriale di dimensione
finita con partizione associata

o, = dim Ker(f") — dimKer(f"~1) = dim f"~1(V) — dim f*(V) >0, h > 0.

Dato un intero p > 1, dimostrare che esiste un endomorfismo g: V' — V tale che f = g se e
solo se per ogni h > 0 vale

@ Q@

p p

(Ricordiamo che il simbolo |z] € Z denota la parte intera del numero reale z.)
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11.3. Autospazi generalizzati

Dato un endomorfismo f: V — V ed un suo autovalore A, abbiamo introdotto a suo tempo
Pautospazio corrispondente Vy = Ker(f — AI), di dimensione uguale alla molteplicita geome-
trica di A. Gli autospazi generalizzati si introducono in maniera analoga, con la componente
zero-Fitting al posto del nucleo.

DEFINIZIONE 11.3.1. Sia A € K un autovalore per un endomorfismo f: V' — V. L’autospazio
generalizzato di A (relativo ad f) & il sottospazio vettoriale

E\ = Fo(f — M) = Ker((f = AD)F),  EkE>>0.

Si noti che 'autospazio generalizzato E) contiene sempre 'autospazio (usuale) V). La
prossima proposizione ci fornisce I'interpretazione geometrica della molteplicita algebrica degli
autovettori.

ProposSizioNE 11.3.2. Sia f: V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale di di-
mensione finita. Allora la molteplicita algebrica di un autovalore A é uguale alla dimensione
dell’autospazio generalizzato Ex = Fo(f — A\I).

DiMOSTRAZIONE. Consideriamo prima il caso in cui A = 0. Sia r la dimensione della com-
ponente zero-Fitting di f; per il Corollario 11.1.5, in una opportuna base di V' I’applicazione
f & rappresentata da una matrice a blocchi

A 0
(5 )

con A matrice r x r triangolare strettamente superiore e B matrice (n—r) x (n—r) invertibile.
Dunque ps(t) = pa(t)ps(t) = (—t)"pp(t). Siccome B ¢ invertibile si ha pp(0) = det(B) # 0 e
quindi r coincide con la molteplicita della radice 0 in ps(t).

Se A # 0 basta sostituire f con 'endomorfismo g = f — AI; infatti, ps(t) = det(f —¢I) =
det(g — (t — A\)I) = pg(t — A\) e quindi la molteplicita algebrica di A come autovalore di f &
uguale alla molteplicita algebrica di 0 come autovalore di g. |

TEOREMA 11.3.3. Siano f: V. — V un endomorfismo e A un suo autovalore. Allora
lautospazio generalizzato Ey é un sottospazio f-invariante.

Dato un polinomio p(t) € K[t], applicazione lineare p(f): Ex — E\ é: un isomorfismo
se p(A) # 0, nilpotente se p(\) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Sia k >> 0 tale che E) = Ker((f — AM)*); ponendo g = (f — AI)* si
ha fg =gf ela f-invarianza di E, = Ker(g) segue immediatamente dal Lemma 9.5.9.

Per il teorema di Ruffini t—\ divide p(t)—p()\), dunque (t—\)* divide (p(t)—p()))*, quindi
(f — ADF divide (p(f) — p(A\)I)* e ne consegue che (p(f) — p(A\)I)* si annulla identicamente
su E>\.

Questo prova immediatamente che se p(A\) = 0 allora p(f): Ex — E) ¢ nilpotente. Se
invece p(\) # 0, guardando allo sviluppo di Newton delle potenze del binomio, troviamo un
polinomio ¢(t) tale che

(p(t) = p(N)* = p(t)q(t) + (1) p(N)*.
Ne segue che la restrizione di p(f)q(f) a E coincide con l'isomorfismo p(\)*I e dunque
e

entrambe le restrizioni a E) di p(f) e ¢(f) sono isomorfismi, cf. Osservazione 10.4.8. O

LEMMA 11.3.4. Siano A1, ..., As autovalori distinti di un endomorfismo f:V — V e si
considerino i relativi autospazi generalizzati Ex, = Fo(f — M\I). Allora esiste una decomposi-
zione in somma diretta:

E)\1_|_..._|_E)\S:E)\I@...@E)\sg[[

DIMOSTRAZIONE. Bisogna dimostrare che ogni vettore w € Ey, + --- + E)_ si scrive in
modo unico come somma di vettori in ciascun E),. Basta quindi verificare che se

vi4-+u, =0, v, € By, i=1,...,s,

allora v; = 0 per ogni ¢ = 1,...,s. Per induzione su s possiamo assumere il risultato vero
se vgs = 0. Se vy # 0 consideriamo 'endomorfismo g = f — A1, allora esiste k£ > 0 tale che
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g*(vs) = 0, mentre per il Teorema 11.3.3 ogni E), & g-invariante e ’'endomorfismo g: Ey, —
E), ¢ invertibile per ogni ¢ < s. Si ha dunque

0=g"(0) = g"(v1) + - + ¢"(v5-1)
e per lipotesi induttiva g*(v;) = --- = ¢¥(v,_1) = 0 da cui segue v; = --- = v,_; = 0. |

Abbiamo gia dimostrato che ogni autovalore ¢ anche radice del polinomio minimo; il
prossimo lemma ci dice qual € la sua molteplicita.

LEMMA 11.3.5. Sia A € K un autovalore dell’endomorfismo f: V. — V. Allora la molte-
plicita di A come radice del polinomio minimo q;(t) é uguale al pit piccolo intero positivo T
tale che

Ey =Ker(f —AI)".

DIMOSTRAZIONE. A meno di sostituire f con f — Al non & restrittivo supporre A = 0 e
quindi Ey = Ey = Fy(f). Scriviamo il polinomio minimo di f nella forma g;(t) = h(t)t?, con
h(0) # 0 e dimostriamo che valgono le disuguaglianze 0 > 7 e 0 < 7.

Nella decomposizione di Fitting 11.1.5 V' = Fy & F}, abbiamo le due restrizioni fy =
fir,: Fo — Fp che ¢ nilpotente con indice di nilpotenza 7, e f1 = fip: F1 — Fi che ¢
invertibile.

Dunque ¢7 & il polinomio minimo di fy che deve dividere il polinomio minimo di f e
quindi o > 7. Se ¢(t) ¢ il polinomio caratteristico di f1 si ha ¢(0) = det(f1) # 0, mentre per
Cayley—Hamilton l’endomorfismo f7¢(f) annulla sia i vettori di Fy che i vettori di Fy. Quindi
qf(t) divide t7¢(t) e questo implica 7 > o. O

TEOREMA 11.3.6. Per un autovalore A di un endomorfismo f: V. — V le sequenti condi-

zioni sono equivalenti:

(1) La molteplicita geometrica di A é uguale alla molteplicita algebrica.
(2) Ker(f — M) =E\=Fo(f — A\I).
(3) Ker(f — AI) = Ker(f — \)2.
(4) A\ ¢ una radice semplice del polinomio minimo di f.
DIMOSTRAZIONE. L’equivalenza [1 < 2] segue dalle definizioni e dalla Proposizione 11.3.2,
mentre 'equivalenza [2 < 4] ¢ una diretta conseguenza del Lemma 11.3.5.
L’implicazione [2 = 3] segue dal fatto che

Ker(f — M) C Ker(f — M) C Fy(f — M).
Viceversa, sappiamo dalla teoria della filtrazione dei nuclei che se Ker(f —\I) = Ker(f — \I)?
allora Ker(f —\I)¥ = Ker(f —\I)**! per ogni k > 0 e questo prova l'implicazione [3 = 2]. O
COROLLARIO 11.3.7. Sia
pr(t) = (A — )" (A — )72 (As — 1), Ay X €K A # A,

il polinomio caratteristico di un endomorfismo f: V. — V. Allora f ¢é diagonalizzabile se e solo
se per ogni i vale v; = dim Ker(f — \;I), ossia se e solo se per ogni autovalore la molteplicita
geometrica ¢ uguale alla molteplicita algebrica.

DIMOSTRAZIONE. Valgono le diseguaglianze v; > dimKer(f — \;I) e per ipotesi si ha
v+ - +vs =degps(t) = dim V. Di conseguenza, la somma delle molteplicita geometriche
degli autovalori € uguale ad n se e solo se v; = dim Ker(f — \;I) per ogni i. La conclusione
segue dal Teorema 9.7.4. g

COROLLARIO 11.3.8. Sia f: V — V un endomorfismo con polinomio minimo
Qf(t):(t—)\l)gl(t—)\g)oz"'(t—AS)US, o; >0, \ €K, A’L#)\j perz;é]
Allora f e diagonalizzabile se e solo se o; =1 per ogni indice i.

DIMOSTRAZIONE. Per il Teorema 11.3.6 vale o; = 1 se e solo se le molteplicita algebrica
e geometrica di \; sono uguali. O
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Esercizi.

624. Calcolare i polinomi minimo e caratteristico delle matrici

2 —2 1 2 1 —4 01 1 0 2 2
1 1 -1, 03 0], 2 1 2|, 1 1 1],
1 2 -2 1 2 -2 110 0 -2 -2

e dire, motivando la risposta, quali sono diagonalizzabili.

625. Data la matrice

2 4 -5
A=11 5 -5
1 4 -4

Calcolare:

(1) il polinomio caratteristico e gli autovalori;
(2) le molteplicita algebrica e geometrica di ciascun autovalore;
(3) il polinomio minimo.

626. Siano V uno spazio vettoriale reale di dimensione finitae f: V' — V un endomorfismo
che soddisfa una delle seguenti condizioni:

=1 f=f =2+ f-2L
Dimostrare che f & diagonalizzabile.

627. Sia A € M, ,(C) una matrice tale che 4> = —A. Provare che A ¢ diagonalizzabile.

628. Sia A € M, ,(C) invertibile e tale che A* & diagonalizzabile per qualche k > 0.
Provare che anche A & diagonalizzabile.

629. Sia I,, la matrice identita n x n. Determinare i polinomi minimo e caratteristico della
matrice

0o I,
<—In 0> € Moy 2n(K).

630 (V). Sia A € M, ,(R) una matrice tale che A? + I = 0. Dimostrare che la traccia di
A & uguale a 0, che il determinante di A & uguale a 1 e che n ¢ pari.

631. Per quali valori di @ € R il polinomo minimo della matrice

1 a O
a a 1
a a -1

ha grado 37

632. Di una matrice A € M3 3(R) sappiamo che:
(1) La prima riga e (1,-1,1).
(2) A ¢ diagonalizzabile.
(3) La traccia di A & uguale a 2.

1 1
(4) T due vettori [ 0| e [ 1] sono autovettori di A.
1 0

Determinare tutti i coefficienti di A.

633. Siano V uno spazio vettoriale di dimensione finita e W = Hom(V,V) lo spazio
vettoriale degli endomorfismi di V. Dato un elemento A € W denotiamo

Ro:W =W,  Ra(B)=AB+ BA.

(1) Se il polinomio caratteristico di A & t(t — 1)(¢t — 2) provare che A e R4 sono
diagonalizzabili e si calcoli il polinomio caratteristico di R4.

(2) Provare che se A ¢ diagonalizzabile allora R4 ¢ diagonalizzabile e che se A ¢ nilpo-
tente allora R4 € nilpotente.

(3) Se il polinomio minimo di A & #(t — 1)(¢ — 2) si calcolino gli autovalori di R4.
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(4) Se A ¢ diagonalizzabile e dimV = n, provare che il polinomio minimo di R4 ha

nn+1)
2

grado minore od uguale a . Trovare un esempio in cui n = 3 ed il polinomio

minimo di R4 ha grado 6.

634 (). Siano A, B, M € M, ,(C) tali che AM = M B. Mostrare che per ogni A € C ed
ogni m > 0si ha (A— )™M = M(B — X)™. Dedurre che i polinomi caratteristici di A e B
hanno in comune un numero di radici, contate con molteplicita, maggiore o uguale al rango
di M.

635 (#). Siano A, B € M3 2(C) matrici tali che

2 p2_ (11
)]

Dimostrare che A e B non sono diagonalizzabili e dedurre che det(A) = 1, det(B) = —1.

636. Sia p un numero primo positivo. Ricordando I'Esercizio 182 ed il teorema di Ruffini,
dimostrare che una matrice quadrata A a coeflicienti nel campo F,, ¢ diagonalizzabile se e solo
se AP = A.

637. Sia A € M, ,(R) triangolabile con tutti gli autovalori > 0. Provare che se A? &
diagonale, allora anche A3 & diagonale.

638 (#). Sia K C C un campo di numeri. Dimostrare nell’ordine:
(1) Se A,H € M, ,(K) sono matrici simili, allora
dimg{B € M,, ,(K) | AB = BA} = dimg{B € M,,,(K) | HB = BH}.
(2) Per ogni matrice A € M, ,,(K) vale
dimg{B € M,, ,(K) | AB = BA} = dim¢{B € M,, ,(C) | AB = BA}.

(3) Siano T' C M, »(K) lo spazio delle matrici triangolari e N C T il sottospazio delle
matrici triangolari con diagonale nulla. Allora per ogni A, B € T'siha AB—BA € N.
(4) Usare i punti precedenti per ridimostrare che per ogni A € M, ,,(K) vale la disugua-
glianza
dimg{B € M, »(K) | AB = BA} > n.

639 (#). Siano aji,...,a, € C le radici, contate con molteplicita, del polinomio caratte-
ristico di una matrice n X n a coefficienti interi; si assuma che |o;| < 1 per ogni i. Dimostrare
che ogni «; € uguale a 0 oppure ¢ una radice dell’unita.

11.4. La forma canonica di Jordan

Per forma canonica di Jordan si intende ’estensione del Teorema 11.2.2 ad una generica
matrice triangolabile. Ricordiamo che una matrice si dice triangolabile se & simile ad una ma-
trice triangolare o, equivalentemente, se il polinomio caratteristico si scrive come un prodotto
di fattori di primo grado.

Per ogni A € K ed ogni intero positivo n definiamo il blocco di Jordan di ordine n ed
autovalore A come la matrice

Al 0 0
0 A 0 0
JnN) =M+ J,(0) =1 .1 ] € M,(K).
o o0 --- X 1
00 --- 0 A
Per matrice di Jordan si intende una matrice diagonale a blocchi di Jordan:
Ji, (A1) 0 e 0
0 () O |, k>0, MneK
0 0 oo Je (As)

Si noti che le matrici di Jordan sono tutte triangolari (inferiori).
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OSSERVAZIONE 11.4.1. In letteratura vengono talvolta definiti i blocchi di Jordan come i
trasposti dei blocchi precedentemente definiti, ossia come le matrici:

A0 00 A1 - 0 0\"
1 A - 00 00X -~ 00
O 1 - 0 0)=1: - Do
oo e 0 0 A1
0 0 1 A 0 0 0 A

N

E quindi importante ricordare che le matrici Jo(MN)T e J,()\) sono simili ed ottenute I'una
dall’altra mediante il cambio di base (ey,...,e,) — (en,...,e1), vedi Esempio 9.1.4.

TEOREMA 11.4.2 (Forma canonica di Jordan). Ogni matrice triangolabile é simile ad una
matrice di Jordan. Due matrici di Jordan sono simili se e solo se si ottengono l'una dall’altra
mediante una permutazione dei blocchi di Jordan.

DIMOSTRAZIONE. (Esistenza.) Bisogna dimostrare che se f: V — V & un endomorfismo
triangolabile, allora esiste una base nella quale f si rappresenta con una matrice di Jordan.
Siano A1,...,As gli autovalori di f contati senza molteplicita, ossia A; # A; per ogni ¢ # j.
Siccome f & triangolabile la somma delle molteplicita algebriche & uguale alla dimensione di
V e quindi per il Lemma 11.3.4 si ha una decomposizione in somma diretta di sottospazi
f-invarianti.

V=E\® - --DE,,.
Considerando le restrizioni di f agli autospazi generalizzati ci possiamo ricondurre al caso in
cui esiste uno scalare \ tale che f —\I e nipotente. Ma allora basta applicare il Teorema 11.2.2
per trovare una base in cui f — A si rappresenta con una matrice di Jordan nilpotente.

(Unicita.) Lo stesso ragionamento del caso nilpotente mostra che, per ogni autovalore
A il numero di blocchi di Jordan Ji(A) € uguale al numero di colonne di lunghezza k nel
diagramma di Young associato all’endomorfismo f — AI. (|

Le stesse considerazioni del caso nilpotente ci forniscono le seguenti regole pratiche per il
calcolo della forma di Jordan:

o la differenza rg(f — M)t —rg(f — AI)?, a > 0, ¢ uguale al numero di blocchi di
Jordan Ji(A) con k > a.
e per ogni A € K e a € N, il numero di blocchi di Jordan J,(\) é uguale a

rg(f — A"t = 2rg(f — AD)* +rg(f — AI)*T.

EsEmMmPIO 11.4.3. Calcoliamo la forma canonica di Jordan della matrice

1 11
A=10 1 2
0 0 1

La matrice & triangolare unipotente, il suo polinomio caratteristico & uguale a (1 —#)® ed ogni
blocco di Jordan & del tipo Ji(1), k& > 0. Poiché A — I ha rango 2, esiste un solo blocco di
Jordan e quindi la matrice di Jordan associata e

1 1 0
01 1
0 0 1
EsEmMPIO 11.4.4. Calcoliamo la forma canonica di Jordan delle matrici
4 0 O 7 -1 -1
A=11 8 0}, B=|-6 6 2
0 0 4 11 3 3

Il polinomio caratteristico ¢ uguale per entrambe a:
pa(t) = pp(t) = —t> +16t% — 80t + 128 = —(t — 4)*(t — 8).

Deduciamo che gli autovalori sono A\; = 4, con molteplicita algebrica 2 e A = 8 con molteplicita
algebrica 1. Sappiamo quindi che i sottospazi Ker(A—41)? e Ker(B—41I)? hanno dimensione 2,
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e che i sottospazi Ker(A —81), Ker(B — 87) hanno dimensione 1. Inoltre, si verifica facilmente
che:
(1) Ker(A — 4I) ha dimensione 2. Ne consegue che I'autovalore A = 4 ha molteplicita
geometrica 2, la matrice A & diagonalizzabile e la sua forma canonica di Jordan &

4 0 0
0 40
0 0 8

(2) Ker(B —4I) ha dimensione 1. Dunque l'autovalore A = 4 ha molteplicita geometrica
1, la matrice B non ¢ diagonalizzabile e siccome rg(B — 41) —rg(B — 41)? = 1 esiste
un blocco di Jordan Ji(4), con k > 2. Per motivi dimensionali si deduce che la forma
canonica di Jordan di B e

4 1 0
0 4 0
0 0 8

EseEmpIO 11.4.5. Calcoliamo la forma canonica di Jordan della matrice

2 0 -1 -1

1 1 -1 -1

1 -3 2 1

0o 3 -2 -1

Per prima cosa calcoliamo il polinomio caratteristico; lasciamo al lettore il poco piacevole
compito di verificare che p4(t) = (t — 1)*. Dunque A = 1 & I'unico autovalore di A e pertanto
la forma canonica di Jordan & del tipo

A:

Ji, (1) 0 0
0 Jr, (1) 0 7 ki >0, ki+--—+ks=4
0 0 - Ji(1)

Il secondo passo consiste nel calcolo del numero s dei blocchi di Jordan, che sappiamo essere
uguale alla dimensione di Ker(A — I); lasciamo di nuovo al lettore il compito di verificare che
la matrice A — I ha rango 2, quindi dimKer(A — I) = 2 e la forma di Jordan & una delle

seguenti:
(" aw) (% at):

Il terzo, e nella fattispecie, ultimo passo consiste nel calcolare il rango di (A — I)?2, che risulta
uguale a 1 ed implica che la forma di Jordan della matrice A & pertanto

1 0 00

(" mw) =0 o
0 0

O = =

0
1
1

Esercizi.

640 (©). Calcolare la forma canonica di Jordan delle matrici

01 0 1 5 4 2 1 4 1 0 -1
0 0 -1 0 0 1 -1 -1 0 3 0 1
00 0 1}’ -1 -1 3 0]’ 0 0 4 O
00 0 O 1 1 -1 2 1 0 0 5
641. Calcolare la forma canonica di Jordan delle matrici
1 0 0 0 -2 0 2 1 2 1 L 10
0 2 0 0 O
o -1 0 -1 1 0 0 0 0 0 9 10
0O 0 -1 o0} 0O 1 0 o0}’ 0 0 0 11
0 1 0 1 0O 0 1 0 0 -1 -1 —1 0
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642. Calcolare la forma canonica di Jordan delle seguenti matrici definite sul campo dei
numeri complessi:

39 —64 -1 -1 L3 =2 501
95 —41)0 \o —1) |07 —4]. |0 3 0F,
09 -5 0 0 3
2 1 1 1 0
22 —2 —12 :;g 183 é ; 02 0 0 0
20 0 -12], s 50 1l oo 2 1 of,
30 -3 -—16 99 13 5 5 0 0 0 1 1
0O -1 -1 -1 0
1 -1 =2 -6 -5 -8 -2 0 0
o 3 of, [-2 -2 -3], 0 -2 0],
0 1 3 6 5 8 1 3 -2
2 -1 0 O 2 -1 2 0
2 —1 ; 41 8 2 4 0 2 2 4 0 2
2 4 )’ 0 o0 1 ’ 0O 0 2 -—-1]"° o 0 2 -1}’
0O 0 2 4 0 2 4
-1 0 0 O 1 -2 =21 0 -1 0 0
0o -2 0 -4 0 2 1 0 1 0 0 O
o 0 -1 0|’ 0 1 1 0}’ o 0 0 —-1}°
0 1 0 3 -1 0 1 0 3 0 1 0
9 5 0 0 0 0 1. 1 00 O
0 1 0 01 -1
02 0 00
-11 2 0 0 O
00 4 2 0,
0 0 0 1 0 O
00 3 5 0
0000 7 1 0 -1 1 1 1
0 0 0 1 0 1
643. Determinare la forma canonica di Jordan della matrice complessa
-2 -2 -
1 b 2
1 1 2

al variare del parametro b.

644. Sia A una matrice quadrata complessa tale che A% = A2. Dimostrare che A% & sempre
diagonalizzabile e mostrare con un esempio che A pud non essere diagonalizzabile.

645. Sia f: C'? — C'2? un endomorfismo i cui polinomi minimo e caratteristico sono
prt) =t — 1)t —2)%  qp(t) =3t —1)3(t - 2)%.
Determinare la forma canonica di Jordan di f.

646. Sia A una matrice 6 x 6 con polinomio caratteristico pa(t) = t(t — 1)°. Se il rango
della matrice A — I & 3, quali sono le possibili forme di Jordan di A7

647. Sia A una matrice con polinomio caratteristico p(t) = (t—1)2(t—2)3. Se 'autovalore
1 ha molteplicita geometrica 1 e 'autovalore 2 ha molteplicita geometrica 2, qual & la forma
di Jordan di A7

648. Sia A € M, ,(C) una matrice invertibile. Provare che esiste una matrice B €
M, »(C) tale che B* = A.

649 (). Sia A € M, ,(K) una matrice triangolabile. Dimostrare che se per ogni intero
a > 0 ed ogni A € K il nucleo di (A — AI)® ha dimensione pari, allora esiste una matrice
B € M, »,(K) tale che B? = A.

650 (#). Sia A € M, ,(R) una matrice triangolabile invertibile. Provare che esiste una
matrice B € M, ,(R) tale che B? = A se e solo se per ogni intero positivo k ed ogni numero
reale negativo A < 0 il nucleo di (A — AI)¥ ha dimensione pari.
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11.5. Moduli di persistenza

I moduli di persistenza sono uno strumento dell’algebra lineare che trova applicazioni
in alcune recenti tecniche di matematica applicata alla teoria del riconoscimento automatico
delle immagini ed allo studio topologico di grandi basi di dati.

DEFINIZIONE 11.5.1. Un modulo di persistenza sul campo K e un diagramma in serie
di spazi vettoriali di dimensione finita ed applicazioni lineari:

i h % 2. Vi LI Vj L, I Vi, k=>1.

fij

In riferimento al precedente diagramma, per ogni i < j denoteremo f; ; la composizione
delle applicazioni da V; a Vj. Per convezione poniamo f;; uguale allidentita su V;. Per con-
venienza notazionale conviene estendere il diagramma ponendo V; = 0 per ogni ¢ < 0 (e di
conseguenza f; = 0 per ogni 7 < 0).

Sia B; una base (non ordinata) dello spazio vettoriale V; per ogni indice i. L’unione
B = U;B; viene detta una base di persistenza se soddisfa le seguenti due condizioni:

(1) per ogni 1 <i <k edogniee€B;siha f;(e) =0 oppure fi(e) € Biy1.
(2) per ogni 1 < i < k applicazione ritretta

fii {6 S Bl ‘ fz(e) 7& 0} — ‘/iJrl
e iniettiva.
Prima di dimostrare che le basi di persistenza esistono, mostriamo che sono omoge-

nee rispetto ai nuclei ed alle immagini delle applicazioni f; ;, ossia che vale la seguente
proposizione.

PROPOSIZIONE 11.5.2. Nelle notazioni precedenti, per ogni base di persistenza B ed ogni
1 < j walgono le uguaglianze:
(11.4) Ker(f; ;) = Span(B; NKer(f;;)), Im(f;;)= Span(B8; NIm(f;;)).

DIMOSTRAZIONE. Siano ¢ < j fissati; in entrambi i casi le inclusioni O sono ovvie. Sia n
la dimensione di V; e ordiniamo la base B; in modo tale che per un intero r < n si abbia

Bi:{el,...,en}, fi,j(eh):O <~ h<r.
In particolare,
dimKer(f; ;) > dim Span(B; N Ker(f; ;)) = r.
D’altra parte, segue immediatamente dalla definizione di base di persistenza che ’applicazione
fiji{e € Bi| fij(e) # 0} = B;
¢ iniettiva e quindi
rg(fi ;) > dim Span(B; NIm(f; ;)) > n —r.

Basta adesso applicare il teorema del rango per concludere che f; ; ha rango n — r e che
valgono le due uguaglianze (11.4). a

LEMMA 11.5.3. Siano g: V. — W un’applicazione lineare, v € V tale che g(v) # 0 e
H C W un sottospazio tale che W = Span(g(v)) @ H. Allora

V = Span(v) ® g~ (H), dove g '(H)={ucV|g(u)ec H}.
DIMOSTRAZIONE. Semplice e lasciata per esercizio. |
TEOREMA 11.5.4. Ogni modulo si persistenza possiede una base di persistenza.

DiMOSTRAZIONE. Nelle notazioni della Definizione 11.5.1, dimostriamo il teorema per
induzione sulla somma delle dimensioni degli spazi V;. Se V; = 0 per ogni ¢ non c’¢ nulla da
dimostrare, altrimenti a meno di scorrere gli indici possiamo supporre Vi #0. Sia 1 < j <k
in pit grande indice tale che f; , # 0; scegliamo un vettore e € V; tale che fi ;(e) # 0 ed una
decomposizione in somma diretta V; = Span(fi ;(e)) & H;.

Per il Lemma 11.5.3 possiamo trovare, per ogni ¢ = 1,...,7, una decomposizione in
somma diretta V; = Span(fi ;(e)) @ H; tale che f;(H;) C H;+1 per ogni i < j: ad esempio si
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N . . . . =1 _ ) .. .
puo prendere, in maniera ricorsiva, H;_1 = f; 4 (H;), Hj—2 = f;_,(H;—1) e cosl via. Abbiamo

quindi un nuovo modulo di persistenza

fi fr_
H, f1 Hj J Vj-&-l L Vi .

che per l'ipotesi induttiva possiede una base di persistenza B. Allora 'unione di B con i vettori
e, fi(e), fi,s(e),..., f1,(e) & una base di persistenza del modulo di partenza. a

Data una base di persistenza B = U;3;, dati ¢ < j diremo che un elemento e € B nasce
N i e muore in j se:
(1) eebB; e f@j,l(e) S ijl;
(2) fij(e) =0
(3) e & fi1(Bi-1).
Abbiamo chiaramente usato la convezione che f; =0 se i < 1 oppure se i > k.
Per ogni ¢ < j denoteremo con f; ; il numero di elementi di B che nascono in ¢ e muoiono
in j. Il prossimo teorema mostra in particolare che tali numeri non dipendono dalla particolare
base di persistenza scelta.

TEOREMA 11.5.5. Nelle notazioni precedenti, sia r; ; = rg(f; ;). Allora, per ogni i < j si
ha

Bij = Tij—1FTio1j = Tij = Ti-1,j-1-

DIMOSTRAZIONE. Se denotiamo con v; ; il numero di elementi che nascono in i e sono
ancora vivi in j — 1, ossia coloro che soddisfano le precedenti condizioni (1) e (3), allora vale
Bij = "i,j — Yi,j+1- Dalla Proposizione 11.5.2 segue che r; ;1 ¢ esattamente uguale al numero
di elementi di B; che sono ancora vivi in j — 1. Da cio segue che v; ; = r; j—1 — Ti—1,j—1. U

L’insieme dei numeri 3; ; viene detto diagramma di persistenza.’

Esercizi.

651. Sia f: V — V nilpotente con indice di nilpotenza k e si consideri il modulo di
persistenza
f o f Foe
V—"fV)— V) —— - —= (V).
Calcolare il diagramma di persistenza in funzione del diagramma di Young di f.

652. Sia f: V — V idempotente, ossia f2 = f, di rango r. Calcolare il diagramma di
persistenza di

vty v oy Sy

11.6. Complementi: la decomposizione di Dunford

Talvolta, al posto della forma canonica di Jordan puo essere utile usare un risultato
conosciuto come decomposizione di Dunford. Per semplicita espositiva assumeremo che gli
spazi vettoriali siano definiti su di un campo infinito K: il risultato & vero anche sui campi
finiti, ma in tal caso e richiesta una diversa dimostrazione.

LEMMA 11.6.1. Siano f,g: V — V due endomorfismi tali che fg=gf:

(1) se f ¢ invertibile, allora f~1g = gf~1;
(2) se g ¢ nilpotente, allora fg é nilpotente;
(3) se f e g sono nilpotenti, allora f + g é nilpotente.

3Per amor di precisione, in letteratura il diagramma di persistenza viene definito come ’applicazione
D={(,4) €27 |0 <i<j} =2 (i,4) = Bi;-
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DIMOSTRAZIONE. 1) Siha gf ' = f~1fgf~t = flgfft=flg

2) Basta osservare che (fg)* = f¥g*. Si noti che se f ¢ invertibile, per il punto precedente
f~'g =gf ' e quindi anche f~'g & nilpotente.

3) Siano h, k > 0 tali che f* = ¢g¥ = 0 e proviamo che (f + g)"**~! = 0. Siccome f e g
commutano tra loro, vale lo sviluppo di Newton del binomio

n = n i n—i

(fro=3 <Z.>fg |
i=0

Se n > h+ k — 1 possiamo scrivere

h—1 n
n T\ pi n—i N\ n—ipi
grar =3 () ra e > (7)o
i=0 i=h
e ogni addendo di (f + ¢)™ nella precedente espressione & nullo. a

EsEMPIO 11.6.2. Si consideri lo spazio vettoriale V' delle combinazioni lineari a coefficienti
reali dei monomi 1,z,y,zy e si considerino i due operatori 0,,0,: V — V definiti dalle
relazioni

0:(1) = 0:(y) =0, 0Ou(x)=1, 0Ou(zy) =1y,

0y(1) = 0y(x) =0, 0Oy(y) =1, Oy(zy) ==.
Allora 97 = 92 = 0, 9,0, = 9,0, e per il lemma precedente (9, + d,)* = 0. Merita osservare
che (9, + 0,)? # 0.

LEMMA 11.6.3. Siano V' uno spazio vettoriale di dimensione finita e f,g: V — V due
endomorfismi tali che fg = gf. Se g é nilpotente, allora f e f+g hanno lo stesso determinante,
lo stesso polinomio caratteristico e la stessa decomposizione di Fitting. In particolare f é
triangolabile se e solo se f 4+ g é triangolabile.

DIMOSTRAZIONE. Sia s+ 1 > 0 l'indice di nilpotenza di g. Dato un vettore v € Fy(f)
scegliamo un intero k£ > 0 tale che f*(v) = 0; per lo sviluppo del binomio di Newton segue
che (f +g)¥*+*(v) = 0 e quindi v € Fy(f +g). Abbiamo quindi provato che Fy(f) C Fo(f +g).
Siccome f = (f+g)—g e 'endomorfismo nilpotente —g commuta con f+g, lo stesso argomento
prova che Fo(f + g) C Fo(f). segue dalla formula

(f+9)" =) (?) A
i=0
che
(f+9)"(V) S P (V) + " Hg(V) + -+ [P (0" (V) S f*5(V)
e quindi, per n sufficientemente grande,

F(f+9)=({+9)"(V)C (V)= F(f).

Per simmetria vale anche U'inclusione opposta Fi(f) C Fi(f + g).

Proviamo adesso che f e f+ ¢ hanno lo stesso determinante. Se det(f) = 0 allora Fy(f) #
0, dunque Fo(f + g) # 0 e f + g non ¢ invertibile. Se invece f & invertibile, allora f + g =
f(I+f71g). Adesso f~1g & nilpotente ed in una opportuna base si rappresenta con una matrice
triangolare strettamente superiore. Dunque det(I 4+ f~'g) = 1 in quanto determinante di una
matrice triangolare con tutti 1 sulla diagonale; la conclusione segue dal teorema di Binet.

Per ogni A € K ’endomorfismo g commuta con f — AI; si ha

Prig(N) = det(f + g — AI) = det((f — AI) + g) = det(f — M) = py(A).
Essendo il campo K infinito per ipotesi, ne consegue che pf(t) = psy4(t). Per concludere la
dimostrazione basta osservare che un endomorfismo e triangolabile se e solo se il polinomio
caratteristico si decompone in un prodotto di polinomi di primo grado. O

TEOREMA 11.6.4 (Decomposizione di Dunford). Siano V' uno spazio vettoriale di dimen-
sione finita e f: V. — V un endomorfismo triangolabile. Allora esistono, e sono unici, due
endomorfismi h,l: V — V tali che:

(1) f=h+1,
(2) th=hi,
(3) h é diagonalizzabile,
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(4) 1 ¢ nilpotente.

DIMOSTRAZIONE. Per provare l'esistenza, siano Ay, ..., As gli autovalori di f, com molte-
plicita algebriche ay, ..., as. Siccome f & triangolabile la somma delle molteplicita algebriche &
uguale alla dimensione di V' e quindi si ha una decomposizione in somma diretta di sottospazi
f-invarianti

VZEMEB"'@E)\S, E,\iZFO(f—)\iI).
Per ogni i definiamo
h,l: Ex, = Ey,; h(v) = Aw, 1(v)=(f—NDv, veE),,

ed ¢ immediato verificare che d,n soddisfano le 4 condizioni del teorema.

Per dimostrare I'unicita, siano f, h, ! come nell’enunciato del teorema e siano A1, ..., Ag gli
autovalori di f. Il Lemma 11.6.3 applicato agli endomorfismi f — A\;I e —I ci dice che f — A\;1
e h — A hanno la stessa componente zero-Fitting F),. Siccome h ¢ diagonalizzabile si ha
Fo(h — M\I) = Ker(h — A1) e quindi, necessariamente, h(v) = A;v per ogni v € E),. Basta
adesso ricordare che V' ¢ somma diretta degli autospazi generalizzati E ;. |

Esercizi.

653. Mostrare con alcuni esempi che, se f,g: V — V sono endomorfismi nilpotenti, allora
fg e f+ g possono essere non nilpotenti.



CAPITOLO 12

Spazi duali

Nella prima parte di questo capitolo tratteremo gli spazi duali: costoro sono, tra le altre
cose, ’ambiente naturale dove collocare i sistemi di coordinate e consentono di trattare in
maniera concettualmente piu chiara molte proprieta viste nei capitoli precedenti. Parenti
stretti degli spazi duali sono gli spazi di forme alternanti, che consentono una trattazione
della teoria dei determinanti libera dalla scelta di una base e per tale ragione sono ampiamente
usati in molte situazioni, specialmente quelle correlate alla geometria delle varieta algebriche
e differenziabili.

Nella seconda parte del capitolo tratteremo invece il principio del massimo, il quale ci
consentira di estendere agli spazi vettoriali di dimensione infinita buona parte dei risultati gia
dimostrati in dimensione finita.

12.1. Spazi duali

Gli spazi duali sono particolari tipi di spazi di applicazioni e sono I’ambiente naturale
dove collocare i sistemi di coordinate.

DEFINIZIONE 12.1.1. Un funzionale lineare su di uno spazio vettoriale V' sul campo K
& un’applicazione lineare ¢: V' — K. Lo spazio vettoriale dei funzionali lineari viene chiamato
duale di V e viene indicato con V'V; nelle notazioni della Sezione 5.5 si ha dunque

VY = Hom(V, K).
Dato un funzionale lineare ¢ € V'V ed un vettore v € V, risulta utile adottare la notazione

(p,0) = p(v) €K

per indicare il valore di ¢ calcolato nel vettore v. In questo modo risulta definita un’applica-
zione

(=, =): VY xV =K,
detta bracket o accoppiamento di dualita che soddisfa le seguenti proprieta:

(1) {@,v1 4 v2) = (@, v1) + {p,v2) per ogni ¢ € VY, vy, v € V;
(2) {1+ p2,v) = (p1,v) + (p2,v) per ogni 1,92 € VY, v €V}
(3) {ap,v) = {p,av) = al{p,v) per ogni p € V¥ v eV eacK.

Infatti le uguaglianze (p, v1+v2) = (@, v1)+{p, v2) € (¢, av) = a{p,v) corrispondono, nella
notazione usuale alle uguaglianze p(v1 +v2) = @(v1)+p(v1) e p(av) = ap(v) e quindi seguono
dalla linearita di . Similmente le rimanenti uguaglianze corrispondono a (1 + ¢2)(v) =
©1(v) + p2(v) e (ap)(v) = a(e(v)) e quindi seguono dalla struttura di spazio vettoriale sul
duale.

EsEmpPIO 12.1.2. Segue dal Teorema 5.5.1 che se V' ha dimensione finita n, allora ogni
scelta di una base determina un isomorfismo tra lo spazio vettoriale VV = Hom(V,K) e lo
spazio M ,,(K), che ha la stessa dimensione n.

‘In dimensione finita, uno spazio ed il suo duale hanno la stessa dimensione. ‘

Nel caso dello spazio vettoriale V' = K™ con la base canonica, la regola del prodotto riga
per colonna permette di definire un’applicazione lineare dallo spazio dei vettori riga

K™ ={(a1,...,a,) | ai,...,a, € K}

271
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al duale dello spazio K™: pili precisamente per ogni vettore riga a = (aq,. .., a,) consideriamo
I’applicazione lineare
b1 by
¢q: K" — K, ba | 1| =(a1,...5a0) | T | =arbs + - 4+ anby,
b, bn

e definiamo
¢: KW = (K")Y,  ¢(a) = da,
ossia per ogni a € K e b € K" si ha
(¢p(a),b) =a-b (prodotto riga per colonna).

Si verifica facilmente che ¢ ¢ un isomorfismo di spazi vettoriali.

OSSERVAZIONE 12.1.3. In letteratura si trovano diversi simboli per indicare il duale di uno
spazio vettoriale V', i pill noti sono nell’ordine V*, V" e V’. La notazione che usiamo in queste
note & stata adottata da Grothendieck negli Eléments de Géoméirie Algébrique (1960) ed &
quella attualmente pitt comune in geometria algebrica. La scelta piu convenzionale di usare
V* & stata scartata senza rimpianto per gli innumerevoli conflitti notazionali che porterebbe
in geometria algebrica, topologia algebrica ed algebra omologica.

L’indipendenza lineare in V'V ha una chiara interpretazione geometrica:

TEOREMA 12.1.4. Sia V wuno spazio vettoriale sul campo K e siano ¢1,...,0, € VV.
Consideriamo [’applicazione lineare
¢1(v)
p:V->K", pv) = ,
or(v)
di componenti o1, ..., p,. Allora @ & surgettiva se e solo se 1, ..., p, sono vettori linearmente

indipendenti in V.

DIMOSTRAZIONE. Se ¢ non ¢ surgettiva allora I'immagine € un sottospazio vettoriale
proprio e quindi contenuto nel nucleo di un funzionale lineare non nullo su K”. Per quanto gia
dimostrato esiste quindi un vettore riga non nullo (ay,...,a,) tale che

arp1(v) + -+ + arpr(v) =0, per ogni v € V,

e quindi vale a1 + -+ + arp, = 0 in V. Viceversa se i ¢; sono linearmente dipendenti e
a1 + - - - + arp, = 0 allora 'immagine di ¢ € contenuta nell’iperpiano di equazione ajx; +
o4 arx, =0.

O
COROLLARIO 12.1.5. Sia V uno spazio vettoriale e siano @1, ..., € V. Allora vale
¥ € Span(p1,..., @) se e solo se
Kerp; N---NKery, C Ker.
DIMOSTRAZIONE. Se 9 & una combinazione lineare di ¢1, ..., ¢,, diciamo
Y =aip1 + -+ arpr,
allora per ogni v € Ker 1 N --- N Ker ¢, vale
Y(v) = a1p1(v) + -+ + arpr(v) = 0
e quindi v € Ker . Viceversa, se
Kergp; N---NKerg, C Ker,
e dim Span(p1,...,p,) = h, allora, a meno di permutazioni degli indici possiamo supporre

©1,...,pn linearmente indipendenti e
i € Span(p1,...,pp)
per ogni i. Per la prima parte del corollario si ha quindi

Kerp; N---NKeryy;, C Kery;
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per ogni i e di conseguenza

Kerpi N---NKerg, =Kerp; N---NKery, CKerip.

Supponiamo per assurdo che ¥ & Span(py, ..., pp), allora Papplicazione
¥(v)
UV KL U(e) = %.(v) :
en(v)
& surgettiva ed esiste quindi v € V tale che ¥(v) = (1,0,0,...,0)7. Ma questo & assurdo
perché un tale v appartiene all’intersezione dei nuclei di ¢y, ..., @p. O

Ricordiamo che per definizione un iperpiano in uno spazio vettoriale V' & un sottospazio
vettoriale che & nucleo di un funzionale lineare non nullo. Dunque ad ogni f € VV — {0} &
associato l'iperpiano Ker f, ed ogni iperpiano € ottenuto in questo modo. Ricordiamo anche
che se V ha dimensione finita n > 0, un sottospazio vettoriale € un iperpiano se e solo se ha
dimensione n — 1.

COROLLARIO 12.1.6. Siano ¢,v € VV due funzionali lineari. Allora Ker ¢ C Ker) se e
solo se v & un multiplo scalare di p. In particolare due funzionali lineari non nulli definiscono
lo stesso iperpiano se e solo se ciascuno ¢ un multiplo scalare dell’altro.

DIMOSTRAZIONE. Trattasi del Corollario 12.1.5 nel caso r = 1. O

EseEmpio 12.1.7. Tenendo presente I’Esempio 12.1.2 il teorema precedente ci dice che per

ogni iperpiano H C K" esiste un vettore riga non nullo (ay,...,a,) tale che
x1
H= Sl e+ ape, =0
Zn

Abbiamo quindi ritrovato quanto visto nell’Esempio 5.4.9.

EsEMPIO 12.1.8. L’Esempio 12.1.2 mostra che il duale dello spazio delle matrici M, 1 (K) =
K" & naturalmente isomorfo allo spazio M; ,,(K) = K. Adesso generalizziamo e mostriamo
che per ogni n,m > 0 il duale dello spazio M, ,,(K) & naturalmente isomorfo a M,, ,(K). Se
A = (a;;) € una matrice quadrata abbiamo gia definito la sua traccia come la somma degli
elementi sulla diagonale principale; si verifica immediatamente che I'applicazione traccia

Tr: Myo(K) > K, Tr(by) =Y ba,

¢ lineare. Pit in generale, per ogni matrice se A € M,, ,,(K) 'applicazione
Tra: My m(K) = K, Tra(B) = Tr(AB) = Z(Z aijbji),
i
¢ lineare (notare che il prodotto AB ¢ una matrice quadrata di ordine m). Anche I'applicazione
¢ My (K) = M, (K)Y, @(A) =Tra,
e lineare e soddisfa la relazione
(¢(A), B) = Tr(AB), A€ My, (K), Be M, ,»XK).

Dato che ¢ ¢ lineare tra spazi della stessa dimensione, per mostrare che ¢ un isomorfismo
basta mostrare che ¢ iniettiva, ossia che se Tr(AB) = 0 per ogni B € M, ,,»(K) allora A = 0.
Se A = (a;j), considerando la matrice E;; che ha come coefficienti 1 al posto (4, j) e 0 altrove
si ha che Tr(AE;;) = aj; ¢ quindi Tr(AE;;) = 0 per ogni i, j se e solo se A = 0.

EsEmpio 12.1.9. Per ogni coppia di spazi vettoriali V, W e definita un’applicazione
W x VY 25 Hom(V,W),  (w,h)— w®h,

dove
w® h(v) = h(v)w, veV.
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L’immagine dell’applicazione w ® h & contenuta in Span(w); dunque rango di w® h & <1 ed
e uguale ad 1 se e solo se h,w sono entrambi diversi da 0.

Viceversa, ogni applicazione lineare f: V' — W di rango 1 ¢ del tipo w ® h: infatti, preso
un qualunque isomorfismo lineare g: f(V) = K siha f = ¢ (1) ® (g o f).

COROLLARIO 12.1.10. Siano V,W spazi vettorial di dimensione finita. Dati hy, ..., h, €
VY oews,...,w. € W le sequenti condizioni sono equivalenti:

(1) Vapplicazione f = wy; @ hy + -+ - + wy @ hy ha rango r;
(2) i vettori wy, ..., w, sono linearmente indipendenti in W ed i vettori hy,. .., h, sono
linearmente indipendenti in V.

DIMOSTRAZIONE. Per definizione, 'applicazione f = wy; ® hy + - -+ + w, ® h, puod essere
fattorizzata come

VAR YW,
dove h & I'applicazione di componenti hq,...,h, e w & la moltiplicazione a sinistra per il

multivettore riga (wq, ..., w;). E quindi chiaro che il rango di f & < r e vale I'uguaglianza se
e solo se h e w hanno entrambi rango r. La conclusione segue dal Teorema 12.1.4. O

E istruttivo accennare ad una diversa dimostrazione del fatto che la prima asserzione del
Corollario 12.1.10 implica la seconda, e basata sull’osservazione che valgono le relazioni

(x+y)@h=x®@h+yQh, z@Mh+k)=xh+zQk, (az) ® h = 2 ® (ah),

per ogni z,y € W, h,k € VY ea c K.
Supponiamo i vettori wy,...,w, linearmente dipendenti; a meno di permutazioni degli
indici possiamo supporre w, = Z:;ll a;w; per opportuni aq,...,a,—1 € K. Allora

f=wi®h+ - +w®h,

r—1
=w1 @hy+-+wr—1 @hp_1 + <Zaiwi> ® hy

i=1
r—1
=wi @hi+ -+ w—1 @hp_1 + Z(aiwi) ® hy
i=1
r—1
=w1 @hy+- -+ wr—1 @hyp_y +Zwi®(aihr)
i=1
r—1
= Zwi ® (h; + aihy)
i=1

e quindi f € somma di r — 1 applicazioni di rango < 1. Un ragionamento del tutto analogo
mostra che se i vettori hq,..., h, sono linearmente dipendenti allora f ha rango < r.

Esercizi.

654. Provare che i vettori

1 0 1
U1 = 1 ) Vg = 1 ) U3 = 0 )
0 1 1

formano una base di K3 e determinare i tre vettori riga che corrispondono alla base duale.

655. Sia (v1,vs,v3) una base di uno spazio vettoriale V' e sia (1, 2, ¢3) la corrispondente
base duale. Per ciascuna delle seguenti basi di V, descrivere la base duale in funzione di
(¢1, 2, 3).

(1) (’03,’02, ’Ul) (I‘iSpOStaI ((,03, Y2, (pl)),
(2) (2’01,7)2,'03),
(3) (v1+ v2,v2,03),
(4) (

3
4) (vi + v + v3,v2,03).
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656. Mostrare che se A = (a;;) € My m(K) e B = (bpr) € My, n(K) allora valgono le
formule

Tr(AB) = Zaijbji7 Tr(AAT) = Za%j'
i,j I

657 (©). Siano V uno spazio vettoriale e ¢1,...,¢, € VV linearmente indipendenti.
Dimostrare che esiste un sottospazio vettoriale U C V' di dimensione r tale che le restrizioni
ad U dei funzionali ¢; formano una base di U".

12.2. Basi duali e sistemi di coordinate

Ricordiamo che un sistema di coordinate su uno spazio vettoriale V sul campo K ¢ definito
come una successione di applicazioni lineari 1, ...,@,: V — K tali che ’applicazione

¢1(v)
p: V> K" v ,
on(v)
€ un isomorfismo.
COROLLARIO 12.2.1. Dato uno spazio vettoriale V di dimensione finita n, una successione

di applicazioni lineari p1,...,pn: V. — K & un sistema di coordinate su'V se e soltanto se
(P1,---5¢n) € una base di V'V.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo visto che se V ha dimensione n, allora anche VV ha dimen-
sione n. Basta adesso ricordare che ¢1,...,¢,: V — K definisce un sistema di coordinate se
I’applicazione

¢1(v)
p: V> K" v : ,

on(v)
¢ un isomorfismo di spazi vettoriali e applicare il Teorema 12.1.4. O
Data una base (v1,...,v,) di uno spazio vettoriale V' possiamo considerare il sistema di
coordinate associato e questo ci fornisce un modo naturale per costruire una base del duale
VV: per ogni indice i = 1,...,n consideriamo 'applicazione lineare ¢;: V' — K cha associa
ad ogni vettore la sua i-esima coordinata nella base (vy, ..., v,), ossia tale che per ogni scelta

diay,...,a, € Kvale
(pia1v1 + -+ + apvn) = a;.
Equivalentemente ¢; ¢ 'applicazione lineare definita dalle relazioni
(i, v5) = by

dove ¢ ¢ la funzione delta di Kronecker definita come

1 sei=7j
6@‘ = . .
0 seis#j
DEFINIZIONE 12.2.2. Nelle notazioni precedenti, la successione (@1, ..., p,) ¢ una base di
V'V, detta base duale di (vy,...,v,).

Naturalmente la base duale cambia di pari passo con i cambiamenti di base. Ad esempio,
in dimensione 2, se (¢1,p2) € la base duale di (v1,v2), allora:

(1) (¢1/2,¢2) & la base duale di (2v1,v2);
(2) (1 — p2,¢2) & la base duale di (vy,vs + v7).

PROPOSIZIONE 12.2.3. Siano (uq,...,upn) € (v1,...,v,) due basi di uno spazio vettoriale
legate dalla matrice di cambiamento

A:(aij), (vl,...,vn):(ul,...,un)A.
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Detta (f1,..., fn) la base duale di (uy,...,uy) e (¢1,...,¢n) la base duale di (vy,...,v,) vale
la formula
fi ¥1
=4
In Pn
DIMOSTRAZIONE. Sia B la matrice di coefficenti b;; = ¢;(u;); per ipotesi sappiamo che
per ogni 4, j si ha

8ij = 0i(v;) = i) unang) =Y pi(un)an; =Y binan;,
3 3 3

che equivale alla condizione B = A~'. Adesso basta osservare che per ogni i, j vale

(Z aih@h) uj = ZaihSOh(Uj) = Zaihbhj = ;5.
h h I

E istruttivo ridimostrare il Corollario 5.1.16 nel linguaggio degli spazi duali.

LEMMA 12.2.4. Siano H un sottospazio di uno spazio vettoriale di dimensione finita V e
v € V un vettore tale che v & H. Allora esiste f € VV tale che

H C Ker f, flv)=1.

DIMOSTRAZIONE. Denotiamo v; = v, s =dim H + 1 e sia vs,...,vs una qualunque base
di H. Siccome v; ¢ Span(va,...,vs) 1 vettori vy, va,...,vs sono linearmente indipendenti e
possono essere completati ad una base vq,...,v, di V. Basta allora considerare come f il
primo elemento della corrispondente base duale. O

TEOREMA 12.2.5. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita sul campo K e siano

©1,...,0r € VV. Consideriamo 'applicazione lineare
e1(v)
e: V=K, po)=] |,
er(v)
che ha come componenti p1,...,@.. Allora:
(1) ¢ é surgettiva se e solo se 1, ..., @, sono vettori linearmente indipendenti in V'V ;
2 ¢ iniettiva se e solo se p1,...,p, generano lo spazio duale VV;
(2) ¢ @ er g
(3) ¢ ¢ bigettiva se e solo se @1, ..., @, sono una base del duale.

DIMOSTRAZIONE. Il primo punto e gia stato dimostrato senza ipotesi alcuna sulla dimen-
sione di V. Per quanto riguarda il secondo punto, sia h < r la dimensione del sottospazio vetto-
riale generato da ¢, ..., ¢,; a meno di permutazioni degli indici possiamo supporre @1, ..., @
linearmente indipendenti e ¢; € Span(e1, ..., ¢n) per ogni i > h. Per il Corollario 12.1.5 si ha

Kerp =Kerp; N---NKerg, =Kerp; N---NKery;, = Ker ¢,
dove ¢: V — K" & l’applicazione che ha come componenti o1, ..., ¢y. Per il punto precedente
¢ € surgettiva e quindi il suo nucleo ha dimensione uguale a dim V' —h. Dato che Ker ¢ = Ker ¢

otteniamo che ¢ & iniettiva se e solo se dimV' = h.
La terza proprieta segue immediatamente dalle precedenti e dal calcolo delle dimensioni.

O
Esercizi.
658. Sia V spazio vettoriale di dimensione finita:
(1) Dimostrare che ogni sottospazio vettoriale di V' & intersezione di iperpiani.
(2) Sia vy,...,v, una base di V e denotiamo vg = vy + vy + -+ +v,. Sia f: V = V
un’applicazione lineare tale che f(v;) = A;jv; per ogni i = 0,...,n ed opportuni

A; € K. Dimostrare che \g = Ay = -+ = A\,
(3) Sia f: V — V lineare tale che f(L) C L per ogni retta L C V (retta=sottospazio di
dimensione 1). Dimostrare che f ¢ un multiplo scalare dell’identita.
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(4) Sia f: V — V lineare tale che f(H) C H per ogni iperpiano H C V. Dimostrare che
f & un multiplo scalare dell’identita.

659. Sia V spazio vettoriale di dimensione n e siano Hy,..., H, C V iperpiani fissati e
tali che Hy N ---N H, = 0. Dimostrare che esiste una base vy,...,v, di V tale che v; € H;

per ogni i # j.

12.3. Biduale e trasposta

Dato uno spazio vettoriale V sul campo K possiamo costruire il duale VV e ripetere la
procedura costruendo il duale del duale, detto anche biduale:!

VYY = Hom(V",K) = Hom(Hom(V, K), K).

Mostriamo adesso che esiste un’applicazione lineare canonica 2: V. — VVV: ad ogni vettore
v € V associamo 'applicazione lineare

1v): VY = K
definita dalla formula
wWw)(f)=fl),  feV'
Per ogni vettore v € V D'applicazione #(v) & lineare, cid ¢ una diretta conseguenza della
definizione di somma e prodotto per scalare in V. Anche I'applicazione +: V — VVV & lineare,
infatti per ogni u,v € V e per ogni f € VV si ha

wu+0)(f) = flutv) = flu)+ f(v) = o(u)(f) +2(0)(f) = («(u) +(v))(f)
e quindi ¢(u 4+ v) = o(u) + +(v) in VVV. Similmente si prova che 2(Av) = \i(v) per A € K.
Si noti che per definire 2+ non abbiamo fatto uso di basi o scelte arbitrarie e questo ci
autorizza ad aggettivare naturale 1’applicazione 1.

TEOREMA 12.3.1. Per ogni spazio vettoriale di dimensione finita V , l'applicazione natu-
rale 1: V. — VYV ¢ un isomorfismo di spazi vettoriali.

DIMOSTRAZIONE. Siccome V,VV e VYV hanno la stessa dimensione, per mostrare che ¢

¢ un isomorfismo basta mostrare che Kerz = 0. Sia v € V diverso da 0, per il Lemma 12.2.4
esiste f € V'V tale che f(v) # 0, quindi +(v)(f) = f(v) # 0 e dunque 2(v) # 0.

O

OSSERVAZIONE 12.3.2. 11 Teorema 12.3.1 ¢ completamente falso se V' ha dimensione
infinita. Dimostreremo infatti nel Corollario 12.5.8, che per ogni V' di dimensione infinita,
I’applicazione ¢ ¢ iniettiva ma non ¢ mai surgettiva.

DEFINIZIONE 12.3.3. Sia f: V — W una applicazione lineare. La trasposta di f &
l’applicazione lineare f*: WY — V'V definita dalla composizione a destra con f:

Y= [1(W) =vo f, 4

In altri termini, dato un funzionale ¢y € WV, la sua immagine f*(¢)) € V'V & determinata
dalla formula

F @) w) =¢(f(v)),  perogni veV,

E immediato verificare che f* : WY — V'V ¢ lineare e cio¢ che

@+ =)+ @),  flap)=af ),
per ogni 1,1’ € WV ed ogni a € K. Infatti, per ogni v € V

[+ 9)w) = @ +4)f(v) =% f(0) + &' f(v) = fF @) () + (1)),
fH(ay)(v) = (ap)(f(v)) = a(¢ f(v)) = af* (¥)(v).

LA volte viene detto anche biduale algebrico per distinguerlo dal biduale topologico, oggetto che troverete
nei corsi di analisi reale e analisi funzionale.
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E molto importante notare che anche la definizione di f* & intrinseca, non dipende cioe dalla
scelta di basi in V' e W. Date due applicazioni lineari

v Lw-Su
si ha:
(9f) = fg" U =V
Anche in questo caso le dimostrazioni sono immediate. Dobbiamo far vedere che
(9f) @) =fg"(w), YyeU"

Questo vuol dire che dobbiamo mostrare che

(0f) (W) (w) = fg"W)(u), VeeU’, Vuel.
In effetti si ha:
(9f) (W) (w) = vgf(u) = (¢" () (f(w) = (fg"¥)(u).

Se facciamo due volte la trasposta di un’applicazione f: V — W troviamo un’applicazione
lineare f**: VVV — WVV. A questo punto non & sorprendente scoprire che, via i morfismi
naturali o: V — VVY e 1: W — WVVY, lapplicazione f** coincide con f, o pill precisamente
che vale

foi=10f.
Sia infatti v € V, per dimostrare che f**(:(v)) = o(f(v)) come elementi di WYV bisogna
provare che per ogni ¢: W — K, ¢ € WV, vale

F ) (@) = o(f () ().
Si ha o(f(v))(¥) = ¥(f(v)); daltra parte
) =)o f*: WY VY 5K
e quindi
W) (@) = o(v) o f7(¢) = uv) (Y o f) = P(f(v)).

Per giustificare il termine “trasposta” assegnato all’applicazione f* mettiamoci in dimen-
sione finita e cerchiamo di scoprire la relazione esistente tra la matrice che rappresenta f
rispetto a due basi prefissate e la matrice che rappresenta f* rispetto alle basi duali. Siano
dunque (vy,...,v,) una base di V, (w1,...,w,,) una base di W e (p1,...,0n), (¥1,...,%m)
le rispettive basi duali. L’applicazione f sara allora rappresentata dall’unica matrice (a;;) tale

che
f(vj):Zwiaij, jzl,...,n,
i
mentre f* sard allora rappresentata dall’unica matrice (byy) tale che

f*(wk) zz:g%bhk, k=1,...,m.

h
Per ogni coppia di indici j, k abbiamo
[ (Wr)(v5) = ¢u(f(v;))
e sostituendo le rispettive espressioni ad entrambi i membri
O enban) (W) = > en(v)bre = ¥r(Y_wjaz) = > d(w;)aj.
h h J J

L’espressione a sinistra & uguale a b;; e quella a destra ¢ uguale a ay;. Dunque la matrice (bpy)
¢ uguale alla trasposta di (a;;).

Esercizi.

660. Usando l'isomorfismo M, ,(K)¥ = M, ,(K) introdotto nell’Esempio 12.1.8, descri-
vere la trasposta f* dell’applicazione
f:K—= M, ,(K), f(t) =tI (I = matrice identita).

661. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita. Determinare tutte le applicazioni
lineari h: V — V'V tali che h = f*hf per ogni isomorfismo lineare f: V — V.
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12.4. Dualita vettoriale

Siano V uno spazio vettoriale di dimensione finita e V'V il suo duale. Per ogni sottoinsieme
S C V definiamo il suo annullatore Ann(S) C VY come I'insieme di tutti i funzionali lineari
che si annullano su S:

Ann(S)={¢p e VY |d(s) =0 VseS}={pecV"|SCKers).

E facile verificare che Ann(S) & un sottospazio vettoriale di VV: se ¢,1 € Ann(S) e A € K
allora per ogni s € S vale

(@+9)(s) = d(s) +P(s) =0+0=0,  (Ap)(s) = A¢(s) = 0,
e quindi ¢+, Ap € Ann(S). Le seguenti proprieta seguono immediatamente dalla definizione:
(1) se S C T allora Ann(T") C Ann(S);
(2) Ann(SUT) = Ann(S) N Ann(T).
Inoltre, se H = Span(S) C V ¢ il sottospazio vettoriale generato da S, allora Ann(H) =
Ann(S): siccome S C H, abbiamo gia visto che Ann(H) C Ann(S); viceversa se ¢ € Ann(S),

per ogni v € H esistono s1,...,8, € S ed una combinazione lineare v = a181 + - -+ + a, S, €
quindi ¢(v) = > a;é(s;) = 0. Questo prova che ¢ € Ann(H).

LEMMA 12.4.1. Siano V spazio vettoriale di dimensione finita e H, K C V sottospazi
vettoriali. Allora:
(1) Ann(0) =VV, Ann(V) = 0;
(2) se HC K allora Ann(K) C Ann(H);
(3) Ann(H + K) = Ann(H) N Ann(K);
(4) Ann(HN K) = Ann(H) + Ann(K).

DIMOSTRAZIONE. Le prime due proprieta sono ovvie e, siccome H + K = Span(H U K),
la terza segue da quanto visto poco sopra.

Siccome HNK C H ne segue Ann(H) C Ann(H N K); similmente Ann(K) C Ann(HNK)
e quindi Ann(H) + Ann(K) € Ann(H N K). Rimane quindi da dimostrare che se f: V — K
e lineare e f(H N K) = 0, allora esistono f1, fa: V — K tali che f = f1 + fa, f1(H) = 0,
f2(K) =0. A tal fine supponiamo

dim H N K =p, dmH=¢q, dmK=7r, dmV=n>r+q—p,

e prendiamo una base di V' del tipo (e1,,...,eq,€1,...,€€,_q) dove
(1) e1,,...,ep & una base di H N K;
(2) e1,,...,eq & una base di H;
(3) e1,,...,€p,€1,...,€6r—p & una base di K.

Definiamo f1, fo ponendo fi(e;) =0, fi(€;) = f(€;) per ogniie fo = f — f1; allora fi(H)
(§ fg(K) =0.
O

Se E C VV & un qualunque sottoinsieme si definisce il suo luogo di zeri Z(E) C V come
I'insieme dei vettori che annullanno tutti i funzionali di E:

Z(E)={veV |¢(v)=0¥p e E} = [ Ker¢.
oIS

Anche in questo caso si verifica immediatamente che Z(F) & un sottospazio vettoriale.
Se ci limitiamo a considerare annullatori e luoghi di zeri di sottospazi vettoriali, abbiamo
definito due applicazioni di insiemi

sottospazi vettoriali _Amn sottospazi vettoriali
diVv . Z di vV

che per il prossimo teorema sono una l'inversa dell’altra, ed in particolare entrambe bigettive.

TEOREMA 12.4.2. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita n. Allora:
(1) per ogni sottospazio vettoriale W C V wale

dim Ann(W) + dim W = n, Z(Ann(W)) = W;
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(2) per ogni sottospazio vettoriale H C VY wale
dim Z(H) + dim H = n, Ann(Z(H)) = H.

DIMOSTRAZIONE. Sia W C V sottospazio vettoriale, sia r la sua dimensione e scegliamo
una base vi,...,v, di V tale che vy,...,v, € W. Sia ¢1,...,0, € VV la base duale; &
immediato verificare che un generico elemento

arpr + -+ anpn

del duale appartiene all’annullatore di W se e solo se a1 = -+ = a,, = 0. Dunque Ann(W) &
generato da p,1,...,, ed ha dunque dimensione n — r.
Sia H C VV & un sottospazio vettoriale di dimensione h e scegliamo una base ¢, ..., ¢p

di H. Per il Teorema 12.2.5 I’applicazione ¢: V — K" di componenti ¢y, ..., ¢, & surgettiva
e quindi il sottospazio
Z(H)=Z(é1,...,¢n) = Ker ¢

ha dimensione n — h.

Se S C V & un sottoinsieme e s € S, allora ¢(s) = 0 per ogni ¢ € Ann(S) e quindi
s € Z(Ann(9)), ossia S C Z(Ann(S)). Similmente se F & un sottoinsieme di VV e ¢ € E si
ha ¢(v) = 0 per ogni v € Z(E) e quindi ¢ € Ann(Z(FE)), ossia E C Ann(Z(E)).

Se W C V ¢ un sottospazio vettoriale, allora W C Z(Ann(W)), i due sottospazi hanno la
stessa dimensione e quindi coincidono. Se H & un sottospazio di V'V allora H C Ann(Z(H))
ed i due sottospazi hanno la stessa dimensione. O

COROLLARIO 12.4.3. Siano V spazio vettoriale di dimensione finita e H, K C V'V sotto-
spazi vettoriali. Allora:

(1) se HC K allora Z(K) C Z(H);
(2) Z(H + K) = Z(H) N Z(K);
(3) Z(HNK) = Z(H) + Z(K).

DiMOSTRAZIONE. Conseguenza quasi immediata del Lemma 12.4.1; i dettagli sono lasciati
per esercizio al lettore. Ad esempio, siccome Ann ¢ iniettivo, per dimostrare che Z(H + K) =
Z(H)NZ(K) basta dimostrare che H + K = Ann(Z(H + K)) = Ann(Z(H) N Z(K)). D’altra
parte per il lemma si ha Ann(Z(H)N Z(K)) = Ann(Z(H)) + Ann(Z(K)) = H + K. O

In estrema sintesi, abbiamo visto che in dimensione finita annullatori e luoghi di zeri hanno
proprieta analoghe. Dimostriamo adesso che, a meno di isomorfismi canonici, annullatore e
luogo di zeri sono la stessa cosa.

TEOREMA 12.4.4. Nelle notazioni precedenti se V ha dimensione finita ed 1: V — VVV
denota lisomorfismo canonico, allora per W CV e H C V'V sottospazi vettoriali si ha:

1(Z(H)) = Ann(H), (W) = Ann(Ann(W)).

DIMOSTRAZIONE. Sia H C V'V un sottospazio vettoriale; il fatto che 2 & un isomorfismo
implica in particolare che +(Z(H)) ha la stessa dimensione di Z(H) e quindi la stessa dimen-
sione di Ann(H). Per mostrare I'uguaglianza +(Z(H)) = Ann(H) basta quindi mostrare che
1(Z(H)) C Ann(H). Sia v € Z(H), allora per ogni f € H vale

wv)(f) = flv) =0

e questo implica che «(v) € Ann(H). Quando H = Ann(W), siccome gia sappiamo che W =
Z(Ann(W)) = Z(H) si ottiene

(W) =(Z(Ann(W)) = Ann(Ann(W)).
(|

Il combinato dei precedenti 4 enunciati e il nocciolo di quella che viene comunemente
chiamata dualita vettoriale. Le sue applicazioni piu rilevanti riguardano la geometria proiettiva
e vanno quindi al di 1a degli obiettivi di queste note; rimanendo nell’ambito dell’algebra lineare
possiamo usare la dualita vettoriale per ridimostrare, in maniera pit astratta e concettuale,
che il rango di una matrice coincide con il rango della sua trasposta.
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TEOREMA 12.4.5. Sia f: V — W un’applicazione lineare tra spazi di dimensione finita.
Allora vale

Ker f* = Ann(f(V)), F*(WY) = Ann(Ker f),

ed in particolare f e f* hanno lo stesso rango.

DIMOSTRAZIONE. Vale ¢ € Ker f* se e solo se f*(¢)(v) = 0 per ogni v € V e siccome
f*(o)(v) = ¢(f(v)) questo equivale a dire che ¢(w) = 0 per ogni w € f(V). Abbiamo quindi
provato che Ker f* = Ann(f(V)). Per le formule sul computo delle dimensioni abbiamo che

rg(f*) = dim W — dim Ker f* = dim W — dim Ann(f(V)) = dim f(V) = rg(f).

E del tutto ovvio che ogni funzionale del tipo f*(¢) = ¢ o f si annulla sul nucleo di f e
quindi f*(WY) C Ann(Ker f); d’altra parte 'uguaglianza dei ranghi ed il teorema del rango
provano che f*(WV) e Ann(Ker f) hanno la stessa dimensione e questo basta per concludere
la dimostrazione. ]

Esercizi.

662. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita e siano U,W C V due sottospazi
tali che U @ W = V. Provare che V¥V = Ann(U) @ Ann(W).

663. Mostrare che per ogni sottoinsieme finito S di uno spazio vettoriale V' di dimensione
finita la sua chiusura lineare & uguale a Z(Ann(S5)).

664. Siano V uno spazio vettoriale di dimensione finita e
V=V, U fu,
un’applicazione lineare. Consideriamo ’applicazione
o: VxV =K, d(u,v) = fu(v).
Dimostrare che ¢ ¢ lineare in ciascuna variabile, ossia che

d(Au,v) = o(u, \v) = Ap(u,v), AeK

(b(ul + U2, U) = ¢(u17 U) + ¢(u27 U)? (b(ua U1 + UQ) = (b(u’ Ul) + ¢(’LL7 ’U2)a
e che

A={ueV|¢(u,v)=0 YveV} B={veV|¢uv)=0VYueV},
sono sottospazi vettoriali della stessa dimensione.

665. Provare che una successione di spazi vettoriali di dimensione finita ¢ esatta se e solo
se la sua dualizzata ¢ esatta; in particolare f: V — W & iniettiva (risp.: surgettiva) se e solo
se f*: WY — VV & surgettiva (risp.: iniettiva). Provare che i due enunciati del Teorema 5.6.8
sono uno il dualizzato dell’altro.

666. Siano f: V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimensione finita e
0 # ¢ € VV. Provare che ¢ & un autovettore di f* se e solo se Ker(y) ¢ un sottospazio
f-invariante di V.

12.5. Il principio del massimo

Nei capitoli precedenti abbiamo usato piu volte il fatto che se X € un insieme finito, allora
ogni famiglia F di sottoinsiemi di X possiede elementi con un massimo numero di elementi,
e quindi possiede elementi massimali, definiti nel modo seguente.

DEFINIZIONE 12.5.1. Siano X un insieme (possibilmente infinito) e F C P(X) una fami-
glia (possibilmente infinita) di sottoinsiemi di X. Un elemento M € F si dice massimale se
non esistono elementi di F che contengono strettamente M. Equivalentemente, M € massimale
se accade che per ogni N € F tale che M C N si ha N = M.
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Ad esempio se X = {1,2,...,2017} e F & la famiglia formata da tutti i sottoinsiemi di X
con un numero pari di numeri interi, allora F contiene esattamente 2017 elementi massimali,
ciascuno dei quali ottenuto togliendo un intero n € X.

Dobbiamo prestare attenzione al fatto che, qualora X & infinito, una famiglia di sottoinsie-
mi di X puo non avere elementi massimali. Ad esempio la famiglia di tutti i sottoinsiemi finiti
di N non possiede elementi massimali: preso un qualsiasi sottoinsieme finito di N possiamo
trovarne uno strettamente piu grande aggiungendo un elemento.

L’esperienza matematica mostra che ¢ molto utile trovare condizioni su di una famiglia
F C P(X) che siano sufficienti per dedurre che F abbia elementi massimali; il principio del
massimo fornisce una di queste condizioni (non 'unica possibile).

DEFINIZIONE 12.5.2. Una famiglia C C P(X) di sottoinsiemi di X si dice una catena se
per ogni coppia A, B € C vale A C B oppure B C A.

Ad esempio, la famiglia di tutti gli intervalli chiusi del tipo [—a,a], al variare di a tra i
numeri reali positivi € una catena di sottoinsiemi di R, mentre la famiglia di tutti gli intervalli
chiusi [a, b] non & una catena.

DEFINIZIONE 12.5.3. Una famiglia 7 C P(X) di sottoinsiemi di X si dice strettamente
induttiva se, per ogni catena non vuota C C F, 'unione di tutti gli elementi di C appartiene

ad F:
Uaer
AeC

Ad esempio, la famiglia dei sottoinsiemi di N che non contengono potenze di 11 ¢ stret-
tamente induttiva, mentre la famiglia di tutti i sottoinsiemi finiti di N non & strettamente
induttiva.

TEOREMA 12.5.4 (Principio del massimo di Hausdorft). Siano X wun insieme e F C
P(X) una famiglia non vuota strettamente induttiva. Allora la famiglia F possiede elementi
massimali.

La dimostrazione del principio del massimo, che puo essere omessa ad una prima lettura,
verra data nella Sezione 13.4. Qui daremo invece un cenno di dimostrazione del Teorema 12.5.4
nel caso molto particolare X = N, allo scopo di illustrare dove entra in gioco I’ipotesi che la
famiglia sia strettamente induttiva.

Supponiamo quindi di avere una famiglia non vuota e strettamente induttiva F C P(N).
Fra tutti gli insiemi in F scegliamone uno, che indicheremo Ay, tale che Ag N {0} contiene
il maggior numero di elementi. Successivamente, tra tutti gli insiemi in F che contengono
Ap scegliamone uno, che indicheremo Aj, tale che 4; N {0,1} contiene il maggior numero di
elementi. Poi si prosegue alla stessa maniera per ciascun intero maggiore di 1 arrivando a
costruire ricorsivamente una successione di insiemi

AgC A C A CA3C -,

in F dove A,, & scelto tra gli elementi di F che contengono A, _; e con 4, N{0,1,...,n} pit
grande possibile.

Adesso la famiglia { 4;} & chiaramente una catena in F e, per ipotesi, 'unione B = U2 ; A,
appartiene ad F; dimostriamo che B € un elemento massimale. Supponiamo per assurdo che
esista C' € F che contiene strettamente B e indichiamo con N il minimo intero positivo
dell’insieme non vuoto C' — B. Ma allora si ha

Ay_1 C Ay CBCC, NEOQ{I,...,N}, NQANQ{O,I,...,N},
in contraddizione con la scelta di Ay tra gli insiemi in F che contengono Ay_; e hanno
intersezione massimale con {1,..., N}.
Vediamo adesso alcune applicazioni del principio del massimo all’algebra lineare.

TEOREMA 12.5.5 (semisemplicita degli spazi vettoriali). Siano W wuno spazio vettoriale
e V. C W un sottospazio vettoriale. Allora esiste un sottospazio vettoriale U C W tale che
W=VeoU.
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DIMOSTRAZIONE. Consideriamo la famiglia F C P(V) dei sottospazi vettoriali di W che
hanno in comune con V il solo vettore nullo e dimostriamo che tale famiglia € non vuota
e strettamente induttiva. Il sottospazio 0 appartiene a F per ovvi motivi. Se C C F ¢ una
catena, consideriamo il sottoinsieme

M= | H, MCV.
HeC
Se v1,v9 € M, per definizione esistono due sottospazi Hy, Hy € C' tali che v; € Hy,v2 € Hos.
Siccome C e una catena si ha H; C Hy oppure Hy C H;. In ogni caso esiste un indice 4 tale
che vy1,v9 € H; e di conseguenza avy + bvy € H; C M per ogni a,b € K; questo prova che
M e un sottospazio vettoriale di W. Dimostriamo adesso che VN M =0;se v € VN M in
particolare v € M ed esiste H € C tale che v € H e siccome VN H =0si hav=0.

Dunque M € F e per il principio del massimo la famiglia F possiede un elemento mas-
simale U; per ipotesi V N U = 0 e per provare che V @& U = W basta quindi dimostrare che
V+U=W.

Supponiamo per assurdo che V + U # W, scelto un vettore w ¢ V + U consideriamo il
sottospazio S = U @ Kw; ogni vettore di VNS ¢ del tipo v = u+ aw, conv € V,u € U e
a € K. Siccome w ¢ V + U, dalla relazione v — u = aw deduciamo che a=0eu=v € VNU.
Siccome UNV =0 si ha v = u = 0 e questo prova che VNS = 0. Il sottospazio S contraddice
la massimalita di U e quindi l'ipotesi V + U # W. O

COROLLARIO 12.5.6. Sia f: V — W un’applicazione lineare. Allora f ¢ iniettiva se e solo
se la sua trasposta f*: WY — V'V ¢ surgettiva. In particolare, per ogni spazio vettoriale W e
per ogni vettore w # 0 esiste 3 € WV tale che B(w) = 1.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo f iniettiva, per il Teorema 12.5.5 esiste un sottospazio
vettoriale U C W tale che W = f(V) & U. Dato un qualsiasi funzionale lineare a: V" — K
basta considerare il funzionale lineare 8: W — K definito ponendo

Blw)=0seweU, Bw)=alf'(w)sewe f(V),

ed osservare che f*(8) = a. Se w € W — {0} lapplicazione w: K — W, w(t) = tw, & iniettiva
e abbiamo appena dimostrato che esiste 8 € WV tale che w*3(1) = S(w) = 1.

Supponiamo adesso f non iniettiva e sia v un vettore non nullo del nucleo di f; abbiamo
appena dimostrato che esiste a € V'V tale che a(v) = 1. D’altra parte, per ogni 3 € WV si ha
f*B(w) = p(f(v)) = B(0) =0 e questo implica in particolare che f* non & surgettiva. a

TEOREMA 12.5.7 (esistenza di basi non ordinate). Dato un qualsiasi spazio vettoriale V
esiste un sottoinsieme B C V tale che:

(1) ogni sottoinsieme finito e non vuoto di B é formato da vettori linearmente indipen-
denti;
(2) ogni vettore di V' é combinazione lineare di un numero finito di vettori di B.

DIiMOSTRAZIONE. Consideriamo la famiglia F C P(V) definita tramite la seguente pro-
prieta: un sottoinsieme A C V appartiene ad F se e solo se ogni sottoinsieme finito e non
vuoto di A ¢ formato da vettori linearmente indipendenti.

La famiglia F non & vuota in quanto contiene il sottoinsieme vuoto. Vogliamo adesso
dimostrare che se C C F ¢ una catena, per ogni successione finita di vettori distinti

Viy.on Uy € H 1= U A

AeC
si ha che vy, ..., v, sono linearmente indipendenti. Per definizione di H, esiste una successione
Aq,..., A, €C tale che v; € A; per ogni i. Siccome C ¢ una catena, a meno di permutare gli

indici possiamo supporre
A CAC---CA,

e quindi {v1,...,v,} & un sottoinsieme finito di A, e quindi tali vettori sono linearmente
indipendenti.

Per il principio del massimo esiste un sottoinsieme massimale B € F. Mostriamo che per
ogni vettore v € V esiste una successione finita uq, ..., u, € B ed una combinazione lineare

(12.1) vV =aiul + -+ aplin.
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Se v € B il fatto & ovvio; se invece v € B, per la condizione di massimalith B U {v} &€ F
e dunque esiste un sottoinsieme finito {uy,...,u,} C B tale che i vettori v, us, ..., u, sono
linearmente dipendenti, ossia esiste una combinazione lineare non nulla:

0=~v+bius + -+ bpun.

Poiché uy, ..., u, sono linearmente indipendenti si deve avere v # 0 e di conseguenza
-1
v=—(bius + -+ + bpuy).
Y
O

Concludiamo la sezione dimostrando che per ogni spazio vettoriale V' di dimensione
infinita, il morfismo 2: V' — VVY non & mai surgettivo.

Se A & un qualsiasi sottoinsieme di uno spazio vettoriale si definisce Span(A) come l'insie-
me di tutte le combinazioni lineari finite di elementi di A. In altri termini, Span(A) ¢ 'unione
dei sottospazi Span(A’) al variare di A’ tra tutti i sottoinsiemi finiti di A.

COROLLARIO 12.5.8. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione infinita, allora l’applica-
zione naturale 1: V. — VYV ¢ iniettiva ma non é surgettiva.

DiMOSTRAZIONE. Diamo solamente una traccia di dimostrazione, lasciando come eserci-
zio per il lettore il completamento di tutti i dettagli. Sia v € V' un vettore non nullo, per il
Corollario 12.5.6 esiste f: V — K tale che f(v) = «(v)(f) = 1; abbiamo quindi dimostrato
che il nucleo di » contiene il solo vettore nullo.

Per il Teorema 12.5.7 esiste un sottoinsieme B C V tale che:

(1) ogni sottoinsieme finito di B & formato da vettori linearmente indipendenti;
(2) ogni vettore di V' ¢ combinazione lineare di un numero finito di vettori in B.

Osserviamo adesso che ogni applicazione di insiemi f: B — K si estende ad un’unica
applicazione lineare f: V — K. Infatti ogni vettore v € V si scrive in maniera unica nella
forma

V=a1u1 + -+ Gpln, a; €K, wuq,...,u, € B distinti,

e basta definire f(v) = a1f(u1) + -+ + anf(u,). Consideriamo adesso, per ogni u € B il
funzionale lineare %: V' — K definito dalle condizioni

a(u) =1, a(w) =0, w € B, w# u.

Se indichiamo con H C V'V il sottospazio vettoriale generato dai funzionali @, allora, poiché B
¢ infinito si ha H # V'V, in quanto non appartiene ad H il funzionale n: V — K definito dalla
condizione n(u) = 1 per ogni u € B. Per la semisemplicita dello spazio vettoriale VY possiamo
trovare un sottospazio K # 0 tale che H ® K = VV e, siccome K — K"V ¢ iniettiva, si ha
KV # 0 ed esiste un funzionale non nullo f: K - K. Sen: V¥V = H® K — K ¢ la proiezione
sul secondo fattore, ¢ immediato vedere che il funzionale non nullo fr € VVV si annulla in H
e non appartiene all’immagine di 2: V — VVV. O

In certe situazioni ¢ comodo avere formulazioni equivalenti del principio del massimo: in
letterature se ne trovano molte ne esistono molte ed in queste note ne vedremo due: il lemma
di Tukey ed il lemma di Zorn.

DEFINIZIONE 12.5.9. Una famiglia F C P(X) di sottoinsiemi di X si dice di carattere
finito se vale la proprieta che un sottoinsieme A C X appartiene a F se e solo se ogni
sottoinsieme finito di A appartiene a F.

Ad esempio, se f: X — R & un’applicazione surgettiva di insiemi, la famiglia dei sottoin-
siemi Y tali che la restrizione fly: ¥ — R ¢ iniettiva ¢ di carattere finito, mentre la famiglia
dei sottoinsiemi Z tali che la restrizione f;: Z — R ¢ surgettiva non ¢ di carattere finito.

COROLLARIO 12.5.10 (Lemma di Tukey). Siano X un insieme e F C P(X) una famiglia
non vuota di carattere finito. Allora la famiglia F ¢ strettamente induttiva e possiede elementi
massimali.
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DIMOSTRAZIONE. Siano F C P(X) una famiglia di carattere finito e C C F una catena.
Per ogni successione finita di elementi

T1y...,Tn € H = UA
AeC

esiste una sucecssione Aj, ..., A, € C tale che z; € A; per ogni i. Siccome C ¢ una catena, a
meno di permutare gli indici possiamo supporre

A1 CA C---CA,,

quindi {z1, ..., 2, } & un sottoinsieme finito di 4,, e, siccome A,, € F ne segue che {x1,...,2,} €
F. Abbiamo dunque dimostrato che ogni sottoinsieme finito di H appartiene alla famiglia di
carattere finito F e quindi H € F. La dimostrazione del lemma di Tukey & quindi una diretta
conseguenza del principio del massimo. O

Esercizi.

667. Dire se le seguenti famiglie di sottoinsiemi di N sono o meno strettamemte induttive:

(1) famiglia dei sottoinsiemi Z C N tali che Papplicazione Z — N, n + n® —n, &
iniettiva;

(2) famiglia dei sottoinsiemi Z C N tali che I’applicazione Z + N, n — n3 — n, non &
surgettiva,;

(3) famiglia dei sottoinsiemi Z C N che non contengono numeri primi;

(4) famiglia dei sottoinsiemi Z C N che contengono al pitt un numero finito di potenze
di 2;

(5) famiglia dei sottoinsiemi Z C N chiusi per la somma, ossia tali che se a,b € Z allora
a+be Z;

(6) famiglia dei sottoinsiemi Z C N chiusi per la somma che non contengono il numero
37.

668. Indichiamo poi con P(X)° ’insieme delle parti finite di X, ossia P(X)° C P(X)
ed un sottoinsieme A C X appartiene a P(X)° se e solo se A contiene un numero finito di
elementi.

Siano X un insieme e F° un sottoinsieme di P(X)° con le proprieta che ) € FO e, se
A€ F%e B C A, allora anche B € F°. Definiamo F C P(X) nel modo seguente: per un
sottoinsieme A C X vale A € F se e solo se ogni sottoinsieme finito di A appartiene a F°.
Provare che F & una famiglia strettamente induttiva.

0

669. Siano dati uno spazio vettoriale V' ed un sottoinsieme A C V tale che ogni sot-
toinsieme finito di A & formato da vettori linearmente indipendenti. Provare che esiste un
sottoinsieme B C V con le seguenti proprieta:

(1) AN B = 0;
(2) ogni sottoinsieme finito di AU B ¢ formato da vettori linearmente indipendenti;
(3) ogni vettore di V' & combinazione lineare di un numero finito di vettori di AU B.

670. Siano V' lo spazio vettoriale delle funzioni reali continue definite nell’intervallo aperto
]—1,1] e sia A C V Pinsieme dalle funzioni
1

far]=L1=R, falt) = 77—

Provare che ogni sottoinsieme finito di A e formato da vettori linearmente indipendenti.

a€ [-1,1].

671 (Teorema di scambio, #). Per semplicita notazionale, diremo che un sottoinsieme A
di uno spazio vettoriale & linearmente indipendente se ogni suo sottoinsieme finito & formato
da vettori linearmente indipendenti.

Sia B un insieme di generatori di uno spazio vettoriale V' e sia A C V un sottoinsieme
non vuoto di vettori linearmente indipendenti. Si denoti con p: Ax B—- Aeq: Ax B — B
le proiezioni sui fattori e si consideri la famiglia F formata da tutti i sottoinsiemi C' C A x B
che godono delle seguenti proprieta:

(1) le restrizioni p: C — A e g: C — B sono entrambe iniettive;
(2) (A—C)Ugq(C) & un insieme linearmente indipendente.
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Provare che F ¢ strettamente induttiva. Applicare il principio del massimo per dimostrare
che esiste un’applicazione iniettiva f: A — B la cui immagine f(A) & ancora formata da vettori
linearmente indipendenti.

672 (#). Siano V, W due spazi vettoriali, A = @ ¢ B C V un sottoinsieme che soddisfa
le condizioni del Teorema 12.5.7. Provare che per ogni applicazione di insiemi h: B — W vi
¢ un’unica applicazione lineare f: V' — W tale che f(v) = h(v) per ogni v € B. Dedurre che
Hom(V, W) ¢ uno spazio vettoriale di dimensione finita se e solo se V' e W sono entrambi di
dimensione finita.

673 (#). Usare il risultato dell’Esercizio 257 e 'esistenza di basi non ordinate per provare
che R ed R? sono isomorfi come spazi vettoriali su Q.

674. Dimostrare che il lemma di Tukey implica I'assioma della scelta. Se f: X — Y &
surgettiva considerare la famiglia F C P(X) dei sottoinsiemi A C X tali che la restrizione
f: A=Y ¢ iniettiva.

675. Siano XY insiemi qualsiasi e indichiamo con p: X XY = X eq: X XY — Y le
proiezioni. Sia F C P(X x Y) la famiglia dei sottoinsiemi A C X x Y tali che le applicazioni

p: A— X, qg: A=Y,

sono entrambe iniettive. Provare che:
(1) La famiglia F ¢ strettamente induttiva e di carattere finito.
(2) Se M € F ¢ un elemento massimale, allora almeno una delle due proiezioni

p: M — X, qg: M —Y,

¢ bigettiva.
(3) O esiste un’applicazione iniettiva X — Y oppure esiste un’applicazione iniettiva
Y =+ X.

676. Sia X un insieme infinito. Dimostrare che esiste un sottoinsieme infinito A C X ed
un’applicazione iniettiva A — N.

12.6. Complementi: forme alternanti

Una delle pit importanti e naturali generalizzazioni del duale di uno spazio vettoria-
le V sul campo K & data dagli spazi di forme multilineari ed alternanti. Ricordiamo dalla
Definizione 8.1.7 che un’applicazione

Vx...xV =K

si dice multilineare se ¢ separatamente lineare in ciascuna variabile.

Nel contesto delle applicazioni multilineari ¢ utile introdurre la seguente notazione: se
ai,...,a, € una successione di elementi in un insieme e vogliamo passare ad una sottosucces-
sione, si utilizza il simbolo ~ per indicare gli elementi esclusi, ossia

Alyee ey Qiyeve ey Qp = A1y 3 Q5—1,A54155-..,0n.
Si ha quindi, ad esempio:
ai,a2,a3,a4 = a1,03,04 , ai,az, as, a4,0as5,a6 = a1, 0a3,0as, ag-.

DEFINIZIONE 12.6.1. Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K, un’applicazione multili-
neare
w: Vx...xV 5K
~————
p fattori

si dice una p-forma alternante se w(vq,...,vp) = 0 ogni volta che v; = v;11 per qualche
indice 7 < p.
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Il concetto non ¢ del tutto nuovo in quanto abbiamo ampia esperienza della funzione
determinante det: M, ,,(K) — K, interpretata come n-forma alternante sullo spazio dei vettori
colonna.

L’insieme di tutte le p-forme alternanti

w: Vx-xV K,
———

p fattori

dotato delle naturali operazioni di somma e prodotto per scalare, ¢ uno spazio vettoriale
che denoteremo QP(V). In particolare si ha Q}(V) = VV ed & utile porre per convenzione
QO(V) =K e Q4V) =0 per ogni q < 0.

Le stesse identiche considerazioni fatte nel Lemma 8.2.4 mostrano che se w € QP(V) e
v1,...,Up € V allora

W(Vs(1)s -+ Va(py) = (—1)7w(v1, ..., vp)
per ogni permutazione o e, se i vettori vy, . . . , v, sono linearmente dipendenti, allora w(v1, ..., v,) =
0.
Nello studio delle forme alternanti risultera fondamentale I'introduzione di due prodotti:
QP(V) x QI(V) L5 QPT9(V)  prodotto wedge o esterno,
V x QP(V) = QP~Y(V) prodotto di contrazione o interno.
11 prodotto interno & quello piu facile da definire: dati infatti v € V e w € QP(V) si
definisce vow € QP~1(V) mediante la formula
vow(Ur, .. Upo1) = W(V, UL, -, Up—1)-

Per p = 1 ritroviamo il solito accoppiamento di dualita.

LEMMA 12.6.2. Siano V' spazio vettoriale ed w € QP(V), p > 0:

(1) vale w =0 se e soltanto se vaw =0 per ogni v € V,
(2) va(vaw) =0 per ogniv eV,
(3) v1a(v2ow) = —v91(v1aw) per ogni vi,vy € V.

DIMOSTRAZIONE. Evidente. (|

Il prodotto esterno & un po’ piu complicato da definire e richiede I'introduzione delle
permutazioni shuffle: diremo che una permutazione

o:{1,...,n} = {1,...,n}
¢ uno shuffle di tipo (p,n — p), con 0 < p < n, se o(i) < o(i + 1) per ogni i # p, ossia se
o(l)<o(2) < <a(p), olp+1)<olp+2) < - <o(n).
Indicheremo con S(p,n—p) C %, 'insieme degli shuffle di tipo (p, n—p); tale insieme contiene
esattamente (") elementi, essendo chiaro che ogni o € S(p,n—p) & univocamente determinato
dal sottoinsieme {o(1),0(2),...,0(p)} C {1,...,n}. Si noti che S(0,n) e S(n,0) contengono

solamente la permutazione identita.
11 prodotto esterno di due forme w € QP(V),n € Q4(V) si definisce mediante la formula

(12.2) WAL, .. Uptq) = Z (—1)7w(Uo(1ys - -+ > U (p)) N (Uo (p41)s - - + 5 Uor(ptq))-
o€5(p,9)

Per p = 0 ritroviamo il prodotto per scalare, mentre per ¢,¢ € QY(V) =V eu,v € V si
ha

¢ AY(u,v) = ¢(u)v(v) — P(v)h(u).

E chiaro che il prodotto esterno w A n & multilineare, mentre la prova che si tratta di una
forma alternante richiede qualche considerazione non banale. Supponiamo, nella situazione
della Formula (12.2) che u; = u;+1 per un indice fissato 0 < i < p + ¢. Possiamo allora
considerare gli insiemi

A={oeSp,qlico({l,....p}), itleo{p+1,....p+a}}
B={oceSpq|lico({p+1,...,p+4q}), i+1eo({l,...,p})},
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e, poiché w ed n sono entrambe forme alternanti, si puo scrivere
WAL ) = D () U1y ()N U1 o)
occAUB

Se 7 & la trasposizione che scambia ¢ ed i + 1 e 0 € A, allora 7o € B; viceversa, se 0 € B,
allora 7o € A. Possiamo quindi scrivere

WAL, yrg) = 30 (1)U 1), o) ps 1) Uo(pi)
c€A

+ Z (_1)700‘}(“70(1)7 s ,uTo(p))n(uTo(p-‘rl)a s 7u‘rc7(p+q))‘
o€A

Per ipotesi u; = u;41 e quindi per ogni o € A si ha ug () = Urs(n) per ogni h. Basta adesso
osservare che (—1)77 = —(—1)7 per concludere che w A n(u1, ..., uptq) = 0.
Sia il prodotto esterno che quello interno sono lineari in entrambe le variabili, e cioe

valgono le relazioni:

(1) (aw1 4+ bws) A = awy An+ bws A,

(2) wA (am +bnz) = aw A+ bw Ang,

(3) (avi + bug)am = avyun + bvg o,

(4) va(an +bnz) = avam + buns.
Le dimostrazioni sono del tutto elementari e lasciate per esercizio al lettore.

TEOREMA 12.6.3. Il prodotto esterno di forme alternanti gode delle sequenti proprieta:
(1) (Formula di Leibniz) per ogni w € QP(V), n € QI(V) ev €V si ha
va(wAn) = (vow) An+ (—=1)Pw A (van);
(2) (Regola dei segni di Koszul®) per ogni w € QP(V) en € QI(V) si ha
wAn=(=1)"nAw;
(3) (Associativita) per ogni terna di forme alternanti w,n, 1 si ha
(WA Ap=wA (A p);
(4) per ogni ¢1,...,¢n, € VY ed ogni vi,...,v, €V si ha
(1 A= Adp)(v1, ... v) = det(d(v;)).
DIMOSTRAZIONE. 1) Dati u1,...,up1q—1 € V e due permutazioni shuffle ¢ € S(p — 1, ¢q),
T € S(p,q — 1) osserviamo che la segnatura della permutazione
(V, U1,y Upyg) P (U, U (1) - -+ s Ug(ptg—1))
¢ uguale alla segnatura di o, mentre la segnatura di
(U, Uty ... aup-i-q) = (ur(l)a sy Ur(p)y Uy Ur(pt1)s - - - 7u‘r(p+q—1))
e uguale alla segnatura di 7 moltiplicata per (—1)?. Abbiamo quindi
va(wAN) (UL, .. Uppg—1) =
=w ANV, U1, .., Uptg—1)

= Z (=1)7w(v, Ug(1ys - - U (p—1) ) (Yo (p)s - - - Uo(ptq—1))
o€S(p—1,9)

+ (_1)1) Z (_1)TW<UT(1)7 cee ’UT(p))U(U’ u'r(p+1)a oo 7u7‘(p+q71))
T€S(p,q—1)
=(vaw) An(ut, ..., Uprq—1) + (=1)Pw A (van)(u, . . ., Upiq-1).

2) E possibile dimostrare la regola dei segni di Koszul con ragionamenti sulla segnatura
simili al punto precedente. Alternativamente possiamo utilizzare la formula di Leibniz assieme

2Jean-Louis Koszul (leggasi k6zul), matematico francese nato il 3 gennaio 1921, principalmente noto per
il complesso di Koszul, ossia per la generalizzazione all’algebra commutativa del complesso di spazi vettoriali

s V) 2L Q3(v) S 3(v) 2L ol(v) 25 a0V, veV.
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ad un procedimento per induzione su p 4+ ¢. La regola dei segni & banalmente vera quando
p+q=0;sep+ q> 0, per dimostrare w A n = (—1)P?n A w basta provare che

va(wAn) = (—DPvi(n Aw)
per ogni vettore v € V. Per la formula di Leibniz
va(wAn) = (vow) An+ (=1)Pw A (van)
e per 'ipotesi induttiva
va(wAn) = (=1)P VI A (vow) + (=1)PPED (van) Aw
= (=D ((=1)n A (vow) + (van) Aw)
= (—D)Pvi(n Aw).

3) Come per il punto 2, date le forme alternanti w € Q*(V),n € Q™(V),u € QP(V)
dimostriamo la formula

(WAN) Ap=wA(nAp)
per induzione su n + m + p usando la formula di Leibniz. Per ogni v € V si ha
0@ Am) A ) = (0a(@ Am) A p (“1)" 7 (w A ) A (vops) =
= ((vow) An) Ap+ (1) (w A (vam) A+ (=1)" ™ (w An) A (vap)
che per l'ipotesi induttiva e uguale a
(vaw) A (A p) + (=1)"w A ((von) A p) + ()" WA (A (vop)) =
= (aw) A Ap)+ (=1)"w A (va(n A p) =va(wA (n A ).

4) T risultato & certamente vero per n = 1. Per n > 1, dati ¢1,...,¢, € VV evy,...,v, €
V' consideriamo la matrice A = (¢:(v;)), 4,7 = 1,...,n. Per induzione su n si hanno le
uguaglianze

(P1 A i Ay (v2, ..., v,) = det(Ain)
dove, come al solito, A;; e la sottomatrice di A ottenuta cancellando la riga ¢ e la prima
colonna. Dalla formula di Leibniz si ottiene

(¢1/\"'A¢n>(017...7’0n> :vl—‘(¢1/\"'/\¢n)(02a-~-7vn)

(1) (01 (G A+ G-+ A b)) (vay ..., 0n)

-

©
I
—

(—1)i+1¢1‘(’01) det(Aﬂ)

I

Il
-

?

e la conclusione segue dallo sviluppo di Laplace rispetto alla prima colonna. O

COROLLARIO 12.6.4. Siano V uno spazio vettoriale e v € V, ¢ € VV = QY(V) tali che
vap = ¢(v) = 1. Allora ogni forma alternante w € QP (V) si scrive in modo unico come

w=¢ANAw+ ws

dove
w1 € XLV, we € QP(V), vaw = vawg = 0.
Inoltre:

(1) se usp =wusw =0 per un dato vettore u € V, allora uiw; = uiws = 0;
(2) sevah =1 Aw =0 per un dato funzionale 1 € V'V, allora ¢ Awy =1 Aws = 0.

DIMOSTRAZIONE. Per l'esistenza della decomposizione basta considerare le forme
w1 = VW, Wy =w — ) Awy,
che soddisfano le condizioni richieste in quanto
vaw; = va(vow) =0, vi(pAwr) = (v1d) Awy = wy = vaw.
Per 'unicita, se ¢ Awy +ws = Anp + 12, con viw; = vaws = van; = vany = 0, allora
va(wr—=m) =0, wi—m=vi(¢A(wr—m))=va(n2—w2)=0
e di conseguenza
n2 —we = A (w1 —m)=0.
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Supponiamo adesso ui¢ = uiw = 0, allora
0=usw=¢A (—uiwy) + uiws.
D’altra parte
va(—uswr) =us(viwy) =0, va(usws) = —us(viws) =0,

e per l'unicita della decomposizione si ha u_iw; = uiws = 0.
Nel caso in cui vuy =9 Aw =0, si ha

O=wAY=0A (W AY)+ws A
e dal fatto che vi(wy A ) = vi(ws A1) = 0 segue per unicita che wi Ay =wa Ay =0 O
Il precedente corollario consente di dimostrare elegantemente che se V' ha dimensione

finita n, allora lo spazio (V') ha dimensione finita (Z)

TEOREMA 12.6.5. Sia vy, ..., v, una base dello spazio vettoriale V e sia ¢1,...,¢, € VV
la corrispondente base duale. Allora, per ogni p > 0 le forme alternanti
¢i1A¢i2/\"'/\¢iP7 0<z’1<i2<--~<ip§n7

formano una base di QP(V).
DIMOSTRAZIONE. Dati gli indici 0 < j; < --- < jp < n, dalla formula

1 seip=jn, Vh,
%/\%A"'Aéf’z‘p(vju-'-avjp)det(@h(%)){ nen

0  altrimenti,

segue che tali forme sono linearmente indipendenti. Per dimostrare che generano, per ogni
k=0,1,...,n consideriamo gli spazi vettoriali

W ={we V) |vjaw=0, Vi<k}, p >0,
e dimostriamo per induzione su n — k che le forme

Giy N iy N+ N @i, k<ip <ig<---<ip<n,
formano una base di Q}. Il passo iniziale n = k consiste nel dimostrare che QF = 0 per ogni
p>0; dataw € QP e ug,...,u, € V si pud scrivere u; = Y a;v; e quindi

w(ut, ..., up) = w(z @; V5, U2, - . ., Up)

= Zaiw(vi,ug,...,up) = ZaiviJw(uQ,...,up) =0.

Sew € Qi_l con 0 < k < n, siccome vipi¢r = 1 e v;aw = v;1¢ = 0 per ogni ¢ < k, per il
Corollario 12.6.4 si ha

w = ¢ Nwi + wa, w1 Gﬂzil, WQGQZ,
e tutto segue dall’ipotesi induttiva. a
Una forma alternante w € QP (V) si dice decomponibile se esistono ¢, ..., ¢, € VV tali

che

Ww=@1 AN p.
Segue dal Teorema 12.6.5 che in dimensione finita ogni forma alternante € combinazione lineare
di un numero finito di forme decomponibili.

La nozione di applicazione trasposta si estende immediatamente alle forme alternanti. Se
f:V — W & un’applicazione lineare, per ogni p si definisce 'applicazione f*: QP(W) — QP(V)
ponendo

frw(ug, ..., up) = w(f(ur),. .., flup)), weQP(W), ui,...,up V.

Segue immediatamente dalle definizioni di prodotto esterno ed interno che valgono le
formule

f(wAan)=frfwA f*n, vaffw = f*(f(v)ow), weDPW), vel

Viene talvolta detto che, in dimensione finita, il prodotto interno ¢ il trasposto del prodotto
esterno, intendendo con cio quanto descritto nel seguente teorema.
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TEOREMA 12.6.6. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita. Vi & un’unica succes-
sione di isomorfismi di spazi vettoriali D,: QP(VY) — QP(V)Y, p > 0, tali che:
(1) per ogniv €V ed ognin € VV = QY(V) vale

Dy (2(v)(n) = n(v) = v,
dove 1: V. — VVV = QY(VVY) indica l'isomorfismo canonico.
(2) per ognip >0, ogni w € QP(VV), v eV, ne QPHL(V):
Dy y1(w Ao(v))(n) = Dp(w)(van).

DIMOSTRAZIONE. Siccome lo spazio vettoriale QP (V') ¢ generato dalle forme 2(v1) A+ - A
1(vp) al variare di vy,...,v, € V, l'unicita ¢ chiara e basta dimostrare esistenza e bigettivita
delle applicazioni D,,.

Scegliamo una base e1, ..., e, di V e indichiamo con ¢1,...,¢, € VV la corrispondente
base duale. Per semplicitd notazionale identifichiamo V con VVV tramite 1, per cui ey, ..., e,
diventa la base duale di ¢1,. .., ¢,. Definiamo le applicazioni lineari D,: QP (VY) — QP(V)V
mediante la formula

(12.3) Dy(@)(m) =Y @iy s i, (e, -5 €0r),

dove w € QP(VV) e n € QP(V) e la sommatoria & fatta sull’insieme di tutte le successioni
0 <ip <ig <--- <1ip <n. Dato un vettore v =) a;e; € V ed una forma n € QY(V) si ha

n

Di())(n) = 3 () @0)n(er) = 30 dulvhn(er) = 3 am(er) = 3 nlaser) = n(v).

i=1
Consideriamo adesso w € QP~H(VVY), v =Y a;e; € V, n € QP(V). Si ha:
Z (WA U))(Biys - - s Pi)n(€iy, - -5 €0)

i< <y

= Y S0P i )i (e, vey)

i1 < <ip h=1

= > S 0w iy Jas (e, e)

i1 < <ip h=1

P
Z Zw(...,qbih,...)aihn(eih,eip,...,e/i:,...,eil)

1< <ip h=1

Dall’altro lato abbiamo

Z w(¢j17'"?¢jp—1)n(v?ejp—17"'76j1)

J1<-<Jjp—1

= Z ZW(¢j17-~-a¢jp71)ak77(ek7€jpfl7-~-a€j1)

J1<<jp_1 k=1
e la due espressioni coincidono poiché n(ex, e;,_,,...,e; ) = 0 ogni volta che k = j, per qualche
s. Abbiamo con cio dimostrato l'esistenza delle applicazioni D,,, ed anche che ’espressione
(12.3) & indipendente dalla scelta della base.
Sappiamo che due basi di QP(VVY) e QP(V) sono formate rispettivamente dalle forme
decomponibili e;, A---Aej,, ¢, A+ A ¢ al variare di 0 < j; <--- <j, <n. Siha
Dy(ej, A---Nej,)(n) = Dpalejy A Nej, ,)(ej,am) = -+ =1(ej,, ., €5,)-

Ne consegue che per ogni successione ¢; < --- < ¢, si ha
1 seis=jsVs,
0 altrimenti.

Dy(ej, N+ Nej, )(di, A= Ny) = {

e quindi D,, trasforma basi in basi. 0

Non ¢ difficile dimostrare che se dim V' > p+ 2 > 4 esistono forme in QP (V') che non sono
decomponibili. Tra i criteri piu noti per stabilire se una forma & decomponibile, quello delle
relazioni quadratiche di Pliicker & certamente il piu celebre.
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TEOREMA 12.6.7. Dato uno spazio di dimensione finita V' ed una forma w € QP(V) si
considerino le due applicazioni lineari:

ew: VY = QPFFH(V), (¢)=¢
Byt V= QPH(V), iu(v) =va
Allora la forma w €& decomponibile se e solo se e, o % = 0, viz. se e solo se si annulla

Uapplicazione composta
QP (V)Y L VY S gLy,

DIMOSTRAZIONE. Se w = 0 non c¢’¢ nulla da dimostrare. Iniziamo la dimostrazione
provando che per ogni w # 0 vale I'inclusione

Ker(e,,) € Ann(Keri,) = i (P~ (V)V).
Infatti, se ¢ Aw = 0, allora per ogni v € Ker(i,,) si ha vuw = 0 e per Leibniz
0=vi(pAw)=0¢(v) A\w = ¢ € Ann(Keri,).

D’altra parte la condizione e, o i, = 0 & del tutto equivalente a i (QPT1(V)V) C Ker(e,) e
quindi il teorema si riconduce a dimostrare che w # 0 & decomponibile se e solo se Ker(e,,) =
Ann(Keriy,).

Se w # 0 ¢ decomponibile vuol dire che esistono ¢1, ..., ¢, € V" linearmente indipendenti
e tali che w = ¢1A- - -A¢,. Estendiamo tali funzionali ad una base ¢1, ..., ¢, di V¥ e indichiamo
con vy, ...,v, € V la corrispondente base duale. Si verifica immediatamente che

Ker(ey,) = Span(¢1, ..., ¢p), Ker(i,) = Span(vp41, ..., Un),

e di conseguenza che Ker(e,,) = Ann(Keri,).

Viceversa, se Ker(e,,) = Ann(Keri,) possiamo trovare una base ¢1,...,¢, di VV, con
base duale vq,...,v, € V, tale che

Ker(e,) = Ann(Keri,) = Span(¢1, ..., ¢s), Ker(iy,) = Span(vsy1, - .-, Un).
Per il Corollario 12.6.4, relativo alla coppia ¢, vs, possiamo scrivere
w = ¢S A w1 + wa,
in modo tale che
v; Jw1 = v;awe =0, per ogni i > s,
oi Nw1 = ¢; Nwy =0, perogni 1i<s.
Inoltre ¢5 Aws = ¢ps Aw — s A ¢s A w = 0 e quindi si hanno le inclusioni:
Ann(Keri,, ) C Span(é, ..., ¢s—1) € Ker(ew, ),

Ann(Keri,,) C Span(¢1, ..., ¢s—1) C Span(¢s, ..., ¢s) C Ker(e,,),
dalle quali si ricava wy = 0 e Ann(Keri,,) = Span(¢y,...,¢s—1) = Ker(e,, ). Basta adesso
ragionare per induzione su p per dedurre che w; e w = ¢5 A w1 sono decomponibili. (|

COROLLARIO 12.6.8 (Relazioni quadratiche di Pliicker). Sia V wuno spazio vettoriale di
dimensione finita. Una forma alternante w € QP(V) ¢ decomponibile se e solo se per ogni

successione di 2p vettori vi,va,...,vap € V si ha
p+1 _

(12.4) S (=D T (i, By V)W (Vi Upga, - V) = 0.
i=1

DIMOSTRAZIONE. Per il Teorema 12.6.7 basta mostrare che la condizione (12.4) equivale
alla condizione e, o i}, = 0.

Per cominciare, osserviamo che dal Teorema 12.6.5 segue immediatamente che gli operatori
di valutazione

[Wpst1s ooy v2p): PTHV) = K, [Upgt, - -5 V2] (W) = W(Vps1,s - - - V2p),
formano, al variare di vp11,...,v2, € V un insieme di generatori dello spazio duale P~ (V).
Poiché
[Vps1s - V2p) (i (V) = vow(Vpyt, ..., V2p) = wW(V, Vpi1, ..., Vap),

dalla definizione di trasposta otteniamo

i ([Vps1, -y v2p]): V = K| i ([ps1, - -5 V2] ) (V) = wW(V, Vpt1, - .., V2p)-
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Direttamente dalla definizione di prodotto esterno si ha quindi

ew(i:z([vp-l—h s 71}2?]))(”17 cey UI)+1)
p+1 .
=3 (1) i ([Opgas - - v2p)) (W)@ (V1 Ty V)
i=1
p+1 ‘
= Z(il)lilw(via Up+25 - - - 77)2p)w(v17 ceey 1/}\1'7 s 7vp+1)'
i=1
O
Esercizi.
677 (V). Sia V spazio vettoriale di dimensione 3 e sia ¢y, ..., ¢4 un insieme di generatori

di VV. Dimostrare che w = ¢1 A ¢ + P3 A ¢pg # 0.

678 (s, ©). Sia w = @1 A pa+ -+ + doar_1 A o € Q?(V) e sia assuma che il sottospazio
vettoriale generato dai funzionali ¢1,..., ¢, € V'V abbia dimensione strettamente maggiore
di r. Dimostrare che w # 0.

679. Sew € QP(V) con p intero dispari, provare che wAw = 0 mostrando che v_i(wAw) = 0
per ogni vettore v € V. Dare un esempio di forma n € Q2(V) tale che n A n # 0.

680. Mostrare che per ogni forma w € QP (V) I'insieme {v € V' | vaw = 0} & un sottospazio
vettoriale di V. Se ¢1,..., ¢, ¢ una base di V'V e n > 4, provare che la forma ¢1 A ¢2 + 3 A ¢y
non & decomponibile.

681. Provare che, in caratteristica diversa da 2, una forma n € Q?(V) & decomponibile se
esolose n An=0.

682. Sia f: V — W lineare surgettiva. Provare che
W) ={we Q’(V) | vaw = 0 per ogni v € Ker f}.

683. Siano V uno spazio vettoriale di dimensione finita n e w un generatore di Q™ (V).
Provare che:
(1) L’applicazione i,: V — Q" Y(V), iy, (v) = viw, ¢ un isomorfismo. Dedurre che ogni
forma in Q"~1(V) & decomponibile.
(2) Per ogni n € QP(V) vi & un’unica applicazione lineare h,: Q"7P(V) — K tale che
nAp = hy(p)w per ogni g € Q" P(V). Dedurre che la scelta di w determina un
isomorfismo QP (V) ~ Q"~P(V)V.






CAPITOLO 13

Spazi quoziente

Tipicamente, le strutture quoziente riservano allo studente uno scoglio concettuale non
irrilevante, ed & proprio per questo motivo che abbiamo ritardato il piut possibile la loro intro-
duzione, nella convinzione di trovare adesso lettori pitt maturi dal punto di vista matematico.
Gli spazi vettoriali quoziente rappresentano una nozione fondamentale ed ineliminabile in tut-
ta la matematica, che pertanto deve essere assolutamente compresa e ben digerita. Gran parte
delle difficolta concettuali sulle strutture quoziente si ritrovano anche in tutte le costruzioni
rigorose dei numeri reali, una delle quali viene proposta nella Sezione 13.3 di questo capitolo.

13.1. Relazioni di equivalenza

Sia X un insieme, diremo che un sottoinsieme R C X x X del prodotto cartesiano di
X con se stesso definisce una relazione di equivalenza se sono soddisfatte le seguenti tre
proprieta:

Riflessiva: (z,z) € R per ogni x € X;
Simmetrica: se (z,y) € R, allora (y,x) € R;
Transitiva: se (z,y) € R e (y,2) € R, allora (z,2) € R.

Ad esempio lintero prodotto R = X x X definisce una relazione di equivalenza detta
banale, cosi come la diagonale R = A = {(z,z) € X x X | € X} definisce una relazione di
equivalenza detta discreta.

E facile vedere che la precedenti proprieta sono indipendenti, ossia che due delle tre non
implicano la terza. Ad esempio per X = Z, il sottoinsieme R = () soddisfa le proprieta
simmetrica e transitiva ma non quella riflessiva; il sottoinsieme R = {(z,y) | # < y} soddisfa
le proprieta riflessiva e transitiva ma non quella simmetrica, mentre R = {(z,y) | |x —y| < 1}
soddisfa le proprieta riflessiva e simmetrica ma non quella transitiva.

E sempre possibile descrivere un sottoinsieme del prodotto R € X x X mediante una
relazione binaria ~, dove scriveremo  ~ y se e solo se (z,y) € R. Ad esempio, nella relazione
di equivalenza banale vale x ~ y per ogni x,y € X, mentre nella relazione di equivalenza
discreta vale x ~ y se e solo se x = y. In termini di ~ le prededenti proprieta diventano:

Riflessiva: x ~ x per ogni x € X;
Simmetrica: se x ~ vy, allora y ~ x;
Transitiva: sex ~y ey ~ z, allora x ~ z.

Dunque, una relazione di equivalenza puo essere vista come una relazione binaria ~ che
soddisfa le condizioni riflessiva, simmetrica e transitiva; in tal caso se © ~ y diremo che x &
equivalente ad y.

EsEmMP1O 13.1.1. Abbiamo visto che ogni insieme possiede le relazioni di equivalenza
banale e discreta: tali relazioni coincidono se e solo se I'insieme contiene al pit1 un punto.

EseEmMPIO 13.1.2. Sull’insieme degli interi Z definiamo la relazione ~ ponendo x ~ y se
e solo se x — y & divisibile per 2. Lasciamo al lettore la semplice verifica che si tratta di una
relazione di equivalenza.

EsEmPIO 13.1.3. La relazione di similitudine tra matrici quadrate (Definizione 9.1.2), &
una relazione di equivalenza.

DEFINIZIONE 13.1.4. Sia ~ una relazione di equivalenza su un insieme X. La classe di
equivalenza di un elemento = € X ¢ il sottoinsieme

[z] C X, ] ={ye X |y~ x}.

295
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Si dimostra facilmente che se [z] N [y] # 0 allora z ~ y e [x] = [y]: infatti se [z] N [y] # 0,
scelto un qualsiasi elemento z € [z] N [y] si ha per definizione di classe di equivalenza z ~ x
e z ~ y, per simmetria & ~ z e per la proprieta transitiva z ~ y. Adesso per ogni u € [z] si
ha u ~ x, z ~ y e per transitivitd u ~ y, ossia u € [y]; abbiamo dunque provato che [z] C [y],
per simmetria vale anche [y] C [z] e quindi [x] = [y].

Detto in altri termini, le classi di equivalenza di una relazione di equivalenza sull’insieme
X danno una decomposizione di X come unione di sottoinsiemi a due a due disgiunti. Le
classi di equivalenza determinano univocamente la relazione di equivalenza e le tre proprieta
caratterizzanti diventano:

Riflessiva: z € [z] per ogni x € X;
Simmetrica: se x € [y], allora y € [z];
Transitiva: se x € [y] ey € [2], allora = € [2].

EseEmpio 13.1.5. Data un’applicazione tra insiemi f: X — @), possiamo definire sull’in-
sieme X una relazione di equivalenza ~ ponendo x ~ y se e solo se f(z) = f(y). Le classi di
equivalenza di tale relazione coincidono con le fibre di f; piu precisamente, per ogni z € X
vale

[2] = fT({f(@)}) = {y € X | f(y) € {f(2)}}.

Ogni relazione di equivalenza puo essere pensata del tipo descritto nell’Esempio 13.1.5.
Data una qualsiasi relazione di equivalenza ~ su un insieme X possiamo considerare ’appli-
cazione

m: X = P(X), m(z) =[],

che ad ogni elemento associa la corrispondente classe di equivalenza. Per definizione di classe
di equivalenza si ha x ~ y se se solo se 7(z) = m(y).

DEFINIZIONE 13.1.6. Nelle notazioni precedenti 'immagine dell’applicazione 7: X —
P(X) viene detta insieme quoziente di X per la relazione ~ e viene indicato X/ ~:

X/~={[z] |z € X} CPX).
L’applicazione
m: X = X/~ m(x) = [z],

viene detta proiezione al quoziente.

Nella pratica matematica, la descrizione esplicita del quoziente come sottoinsieme dell’in-
sieme delle parti rappresenta un’inelegante zavorra; si tende quindi ad ignorare tale descrizione
sostituendola nei ragionamenti con le proprieta della proiezione:

(1) la proiezione al quoziente w: X — X/~ & surgettiva;
(2) dati z,y € X, vale  ~ y se e solo se m(x) = 7(y).

Data una relazione di equivalenza ~ su un insieme X, lasciamo per esercizio al lettore la

prova che, per un sottoinsieme S C X, le seguenti condizioni sono equivalenti:

(1) per ogni € X vi e un unico s € S tale che s ~ s;
(2) S interseca ogni classe di equivalenza in uno ed un solo punto;
(3) la restrizione della proiezione mg: S — X/~ ¢ bigettiva;
(4) S e l'immagine di un’applicazione s: X/ ~ — X tale che w(s(q)) = ¢ per ogni
qe X/~.

Se tali condizioni sono verificate, diremo che S € un insieme di rappresentanti per la
relazione ~.

Per ogni relazione di equivalenza esiste un insieme di rappresentanti: infatti la proiezione
al quoziente ¢ surgettiva e per I’assioma della scelta (pagina 45) esiste un’applicazione s: X/~
— X tale che ws([x]) = [z] per ogni classe di equivalenza [z].

LEMMA 13.1.7. Siano ~ una relazione di equivalenza su X, m: X — X/~ la proiezione
al quoziente e f: X — Y un’applicazione. Sono fatti equivalenti:

(1) L’applicazione [ ¢é costante sulle classi di equivalenza, ossia f(x) = f(y) ogni volta
che x ~y.
(2) Esiste un’unica applicazione g: X/~ —'Y tale che f = gm.
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f

X——Y

i 7
. Ve
s/
Y g
X/~
DIMOSTRAZIONE. Esercizio. O
Esercizi.

684. Per le relazioni appresso definite sull’insieme degli uomini e delle donne viventi, dire
quali sono di equivalenza:
(1) a~bseaebhanno un antenato in comune dopo l’anno 1000;
(2) a~bseaebabitano a meno di 200 km di distanza;
(3) a~bseaebhanno lo stesso padre;
(4) a~bseaebdsono clienti della MidelPhone;
(5) @ ~ b se a & meno giovane di b.

685. Dire quali, tra le seguenti relazioni binarie sull’insieme M, ,,(C) delle matrici n x n
a coeflicienti complessi, sono relazioni di equivalenza:

(1) A~ Bseesolose A— B e M, ,(R);
(2) A~ B seesolose A— B ¢ nilpotente;
(3) A ~ B se e solo se det(A) = det(B);
(4) A ~ B se e solo se A2 = B?;
(5)
)

686. Sull’insieme X C Z x Z formato dalle coppie (n, m) di interi con m > 0 consideriamo
la relazione

(n,m) ~(p,q) <= ng=mp,  (n,m),(p,q) € X.
Verificare che si tratta di una relazione di equivalenza e che esiste una bigezione naturale tra
l'insieme quoziente X/~ e 'insieme Q dei numeri razionali.

687. Siano X un insieme e R C P(X x X) una famiglia di relazioni di equivalenza. Provare
che l'intersezione

S=({RER}C X x X,

di tutte le relazioni in R € ancora una relazione di equivalenza.

13.2. Spazi vettoriali quoziente
Siano V' uno spazio vettoriale sul campo K ed U un sottospazio di V. Si consideri in V' la
relazione
w~v = w—v el
E immediato verificare che ~ & una relazione di equivalenza e che v ~ 0 se e soltanto se

v € U. Si denota 'insieme quoziente V/ ~ con il simbolo V/U. Dato v € V si denota con [v]
la classe di equivalenza di v in V/U e con

m:V—V/U, v mw(v) = [v],
la proiezione al quoziente.
Si dota V/U della struttura di spazio vettoriale ponendo, per w,v € V e a € K,
[w]+ o] =[w+v],  afv]=lav],  Oyyw =[0v].

Con questa struttura, la proiezione 7 risulta essere una applicazione lineare surgettiva e
Kerm = U. Le verifiche sono immediate.

Nel trattare gli spazi quoziente torna utile usare la nozione di successione esatta corta
(Definizione 5.6.5). Ricordiamo che una successione di spazi vettoriali ed applicazioni lineari

0-U-Lv-Swoo
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si dice esatta corta se f & iniettiva, g & surgettiva e Kerg = f(U); in particolare si ha
W =g(V), f: U — Kerg & un isomorfismo e, se V ha dimensione finita, allora per il teorema
del rango abbiamo

dimV = dimKerg + dim ¢g(V) = dim U + dim W.
Per costruzione si ha una successione esatta corta
0-USV S V/U—=0

dove ¢ & U'inclusione. Dunque, se V ha dimensione finita si ha dim V/U = dimV — dim U.
11 quoziente V/U verifica la seguente proprieta universale. Data una qualsiasi applicazione
lineare a: V' — L tale che a(U) = 0, esiste un’unica applicazione lineare n: V/U — L tale

che nm = a:
u V/U
x %7}
L

Infatti basta porre n([v]) = a(v) e verificare che la definizione & ben posta. Da questa proprieta
segue che, se [': V — W & una qualunque applicazione lineare, allora si ha un isomorfismo
lineare

Vv

F:V/Ker F =5 F(V).

Infatti, per la proprieta universale si ha un diagramma

V\ B V/Ker F
FV)

Essendo F suriettiva ed essendo la dimensione del suo dominio uguale a quella del suo
codominio, si ha che F' & un isomorfismo. In particolare, se F' & suriettiva, si ha V/Ker F = W.

DEFINIZIONE 13.2.1. Data una applicazione lineare f: V' — W si definisce il conucleo
(detto anche coker, abbreviazione del termine inglese cokernel) di F' come:

Coker f = fI;VV)

Si ha una successione esatta
0—>KerfL>VL>WL>Cokerf—>0
dove ¢ ¢ l'inclusione e p ¢ la proiezione. Si hanno inoltre le formule
dimKer f = dim V — rango f, dim Coker f = dim W — rango f.
EseEmMPio 13.2.2. Data una successione esatta corta
0-U-Lv-4Lwoo
I’applicazione G si fattorizza ad una applicazione bigettiva
V/Kerg - W

e quindi, induce un isomorfismo
Coker f = W.

Esempio 13.2.3. Gli spazi vettoriali quoziente, sebbene non strettamente necessari, ci
alutano a provare 'analogo della Proposizione 10.3.7 per gli endomorfismi nilpotenti. Ab-
biamo visto nel Teorema 10.4.7 che ogni endomorfismo nilpotente, preso singolarmente, &
triangolabile ma in generale non ¢ possibile mettere contemporaneamente in forma triangola-
re superiore due distinti endomorfismi nilpotenti. Infatti se f,g: V' — V sono rappresentati in
una opportuna base con matrici triangolari strettamente superiori, allora ogni combinazione
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lineare af + bg € ancora rappresentata, nella stessa base, da una matrice triangolare stret-
tamente superiore ed ¢ quindi nilpotente. E quindi evidente che, ad esempio, non & possibile
triangolarizzare contemporaneamente le due matrici nilpotenti

0 1 0 0
0 0/’ 1 0/’
poiché la loro somma non & nilpotente.
Al fine di descrivere una condizione necessaria e sufficiente alla triangolazione simultanea
di endomorfismi nilpotenti, per ogni successione f1, fa,... € Hom(V, V), possibilmente con

ripetizioni, definiamo i commutatori iterati [fi,..., f,] € Hom(V,V), n > 0, mediante le
formule ricorsive:

[f1] = f1, [f1, fo] = fif2 — fafy, [f1, f2, f3] = [[f1, f2l, f3],
[flv"'vfn}:Hflaf%"'afn—l}?fnL n > 1.

TEOREMA 13.2.4. Siano V spazio vettoriale di dimensione finita e N C Hom(V,V)
un sottoinsieme di endomorfismi. Allora esiste una base di V in cui ogni elemento di N
st rappresenta con una matrice triangolare strettamente superiore se e solo se:

(1) per ogni n > 1 e per ogni successione fi,...,fn € N, il commutatore iterato
[f1,-.., fn] & nilpotente;

(2) esiste un intero positivo m tale che [f1, ..., fm] = 0 per ogni successione f1,..., fm €
N.

Nota: in entrambe le condizioni del teorema, alle successioni & consentito avere elementi
ripetuti, come ad esempio nel caso in cui N’ C Hom(R? R3) & formato dalle due matrici

010 00 0
000, (001
000 00 0

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con k la dimensione di V e con N C My, ,(K) ¢& il sottospazio
delle matrici triangolari strettamente superiori. Si osserva che se A, B € N, allora anche
[A,B] € N e si dimostra facilmente per induzione su r che per ogni Ay,..., A, € N, se
a;; ¢ un coefficiente non nullo della matrice [A4,...,A,], allora j > i + r: in particolare
[A1,...,Ax] =0 per ogni A;,..., Ay € N.

Viceversa, supponiamo che N' C Hom(V, V') soddisfa le due condizioni del teorema e sia
m il pilt piccolo intero tale che [fi,..., fm] = 0 per ogni f1,..., fm € N. Esistono quindi

f1,---s fm—1 € N tali che 'endomorfismo g = [fi,..., fm—1] ¢ nilpotente ma non nullo. Per
come abbiamo scelto m si ha [g, f] = 0 per ogni f € N e quindi il sottospazio U = Kerg
¢ f-invariante per ogni f € N. Per induzione sulla dimensione esiste una base u1,...,u, di

U ed una base wy41,...w, di V/U rispetto alle quali ogni f si rappresenta con una matrice
triangolare strettamente superiore. Basta adesso sollevare ciascun w; ad un vettore u; di V' e
ui,...,ur € la base cercata. O

Esercizi.

688. Dati uno spazio vettoriale V' e due sottospazi U C W C V, mostrare che esiste una
successione esatta

0— L — v — v —0
U U w
e dedurre che esiste un isomorfismo
vio |V
w/iu ~ W

689. Dati uno spazio vettoriale V' e due sottospazi U,W C V', mostrare che esiste una

successione esatta

OHWOUHU%U—FW

e dedurre che esiste un isomorfismo
U+W ~ U
W Unw '
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690. Data una successione esatta corta
05U -Lv4Hwoo
ed un’applicazione lineare h: Z — W denotiamo
Vixw Z={(v,2) €V x Z | g(v) = h(2)},

conp: VXwZ — Z laproiezione p(v, z) = zecon q: U = V xy Z Vapplicazione q(u) = (u, 0).
Dimostrare che

0-U L VxwZHZ-0

¢ una successione esatta.
691. Data una successione esatta corta
f g
0—-U—V =>W-=0

ed un’applicazione lineare h: U — Z denotiamo
ZeV
K 9
dove K ¢ il sottospazio vettoriale di Z @ V formato dalle coppie (h(u),—f(u)), v € U.
Dimostrare che esiste una successione esatta corta

ZIUy V=

0=>Z—-ZUyV ->W —0.

692. Dato un diagramma commutativo

0 U v W 0
N
0 U v W 0

di spazi vettoriali di dimensione finita con le righe esatte e identiche tra loro, dimostrare che
Trg=Trf+Teh,  det(g) = det(f)det(h),  p,(t) = py(t)pn(t).
693 (®). 1) Definiamo per ricorrenza la successione di numeri interi
co =1, Cnt1 = (2n + 1)ey, n > 0.

Dimostrare che il diagramma
0K LKL K0, ) =tpt) =pt), g(D ait’) =Y entan,

€ una successione esatta corta di spazi vettoriali sul campo K.
2) Siete prigionieri di un tiranno, che per un misto di sadismo e generosita vi offre la
liberta qualora riusciate a calcolare 'integrale indefinito

/p(:c)e*IQd:c

dove p(z) & una funzione polinomiale. A voi non & consentito scegliere p(x) ma potete optare
per una delle seguenti 4 possibilita: la funzione p(x) & pari, la funzione p(x) & dispari, p(0) = 0,
il polinomio p ha grado < 2. Cosa scegliete?

3) Che legame c’¢ tra i precedenti punti 1) e 2)?

694. Siano V uno spazio vettoriale di dimensione finita ed f: V' — V un endomorfismo.

Provare che se esiste una filtrazione 0 = V; C V3 C Vo C .- C Vi = V di sottospazi
f-invarianti tale che le fattorizzazioni ai quozienti
Vi Vi
i — , v]) = [f(v)],
fig e Al = ()

sono triangolabili, allora anche f & triangolabile.
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695 (La filtrazione dei pesi, #). Dato un endomorfismo nilpotente f su uno spazio vetto-
riale di dimensione finita V', oltre alle filtrazioni dei nuclei e delle immagini, riveste una certa
importanza la cosiddetta filtrazione dei pesi. Ponendo per convenzione f° uguale all’identita,
per ogni intero k definiamo

Wi, = > (Ker f* 0 f2(V)) .
a,b>0
a—b=k+1
Dimostrare che:
(1) Wy € Wyyq per ogni k € Z;
(2) ser>0e ftl =0, allora W, =V eW_,_; =0;
(3) f(Wy) € Wy_o per ogni k € Z;
(4) se in un’opportuna base uy,...,u, di V si ha f(u;) = u;11 per ogni i < n, allora
u; € Wp_9,11 € u; & Wyp_o; per ogni i;

5) fk —E =K & un isomorfismo per ogni k > 0.
(5) f W W gni k >

(Suggerimento: per I'ultimo punto usare la forma canonica di Jordan.)

696. Siano A, B, H € M3 2(C) le matrici:

0 1 00 1 0
=) =00} =G )
Verificare che [A, B] = AB — BA = H, [H,A] = 2A, [H, B] = —2B, e dedurre che le matrici

A e B non sono simultaneamente triangolabili.

697. Indichiamo con [f1,..., f,] il commutatore iterato di fi,..., f,. Provare che se
[fis fn] = 0 per ogni 1 < i < n, allora [fi,..., fn] = 0. (Suggerimento: induzione su n e
identita di Jacobi, vedi Esercizio 320).

13.3. La costruzione dei numeri reali

La teoria degli insiemi quoziente e degli spazi vettoriali quoziente fornisce un modo con-
cettualmente valido per definire in maniera rigorosa l'insieme dei numeri reali assieme alla
sua struttura di spazio vettoriale sul campo Q, nel quale ¢ facile definire un prodotto ed una
relazione di ordine che soddisfano le ben note proprieta. La costruzione che proponiamo ¢
una mediazione tra la classica costruzione di Cantor, basata sulle successioni di Cauchy, e la
descrizione dei numeri reali come sviluppi decimali infiniti.

Fissato un qualsiasi numero razionale a € Q, indichiamo con |a| € Q il suo valore asso-
luto; osserviamo che per ogni a,b € Q si ha |ab| = |a| |b] e vale la cosiddetta disuguaglianza
triangolare |a + b| < |a| + |b|.

Denotiamo con QY I'insieme di tutte le applicazioni a: N — Q; possiamo pensare ogni
a € QY come una successione a = (ag,ai,...,an,...), n € N, di numeri razionali. Come
nell’Esempio 4.2.5, I'insieme Q" possiede una naturale struttura di spazio vettoriale sul campo
Q, dove le operazioni di somma e di prodotto per scalare sono definite come:

(ao,a1,...)+ (bo,b1,...) = (ag +bo,a1 + b1,...), 71(ao,a1,...) = (rag,ras,...).

Denotiamo con j: Q — QN l'applicazione lineare iniettiva che associa ad ogni numero razionale
7 la successione j(r) = (r,7,...) che vale costantemente r e con con T: QY — QN I’applicazione
lineare surgettiva che abbassa gli indici di una unita:

T(ag,a1,as,as,...) = (a1,as,as,...).
E chiaramente possibile considerare le potenze nonnegative di 7"
T (ag,a1,a2,as3,...) = (Am, G14ms A24ms, - - -), m > 0.
DEFINIZIONE 13.3.1. Denotiamo con m C QN il sottoinsieme delle successioni a = (ag, a1, as, . . .)
per cui esiste una costante M € Q tale che

lan| < per ogni n € N.

M
107
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Denotiamo con R C QN il sottoinsieme delle successioni a € QN tali che @ — Ta € m.

Chiameremo gli elementi di R serie decimali: segue immediatamente dalla definizione che
a € R se e solo se esiste una costante M € Q tale che

lan — ansi] = lan — (Ta),| < == per ogni n € N.

- 10"
Diremo inoltre che una serie decimale a € unitaria se la costante M puo essere presa uguale
ad 1, ossia se

1
|an, — ant1| = |an — (Ta)n| < Ton Per ogni neN.

E del tutto evidente che se a ¢ una serie decimale, allora 7™ a ¢ unitaria per ogni valore di m
sufficientemente grande.

EsEMPIO 13.3.2. Ogni sviluppo decimale infinito
m, Qs . . . meZ, o,=0,...,9

definisce in maniera canonica una serie decimale unitaria: infatti se a,, = m, o ... «,, indica la
frazione decimale ottenuta considerando solo le prime n cifre dopo la virgola (ossia mettendo

le rimanenti uguali a 0) si ha ap41 — a, = £ e quindi
9 1

|an _an+1| < W < W

LEMMA 13.3.3. I sottoinsiemi R,m C QN sono sottospazi vettoriali e si ha:
(13.1) m+j(QCR  wnj@=0, T(RCR Tm)Cm

DIMOSTRAZIONE. Mostriamo che m & un sottospazio vettoriale: essendo chiaro che se
0 € m, basta mostrare che tale sottoinsieme & chiuso per combinazioni lineari. Se a,b € m, per
definizione esistono due costanti N, M € Q tali che per ogni n vale

< N bn| < M
‘a’n‘ — W? | n| — 1071,.
Per la disuguaglianza triangolare, per ogni coppia di numeri razionali r, s si ha
|rN| + |sM]|

‘ran + 3bn| < |'ran| + |5bn‘ < 107

e questo prova che ra + sb € m. Dati a,b € R per definizione a — T'a,b — Tb € m e quindi per
ogni r,s € Q si ha

(ra+sb) —T(ra+ sb) =r(a—Ta)+ s(b—Tb) € m.

La dimostrazione delle quattro relazioni (13.1) viene lasciata come (semplice) esercizio per il
lettore. 0

Definiamo lo spazio vettoriale dei numeri reali R come lo spazio vettoriale quoziente
R . . . . .
R = —. Per ogni a € R denotiamo con [a] € R la corrispondente classe di equivalenza: per

definizione si ha [a] = [b] se e solo se a — b € m. Poiché a — T™a € m per ogni a € R ed
ogni intero positivo m, € sempre possibile rappresentare ogni numero da una serie decimale
unitaria.

L’applicazione Q — R, r — [j(r)] & iniettiva e per semplicitd notazionale identificheremo
Q con la sua immagine dentro R; con tale convenzione si ha [j(r)] = r per ogni r € Q.

La struttura di R come spazio vettoriale su Q ci permette di definire le operazioni di
somma di due numeri reali e di prodotto di un numero reale per un numero razionale. Il
nostro prossimo obiettivo € quello di definire il prodotto di due numeri reali; a tal fine & utile
la seguente caratterizzazione delle serie decimali.

LEMMA 13.3.4. Dato a € QY, vale a € R se e solo se esiste una costante N € Q tale che
per |ay, — Gpyr| < wln per ogni n, k € N. In particolare, ogni serie decimale é una successione
limitata di numeri razionali, ossia se a € R allora esiste una costante P tale che |a,| < P per

ogni n.
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DIMOSTRAZIONE. Una implicazione & banale. Viceversa, se esiste M tale che |a,, —an41| <
allora per ogni n, k si ha (vedi Esempio 2.3.9)

1o
i M & 1OM 1
‘an - a7L+k| < ; |an+i - an+i—1| < W z:: = 10n
In particolare |ag — ai| < 19 per ogni k e per la disuguaglianza triangolare
10M
oud < Jao] + 221,

O

Lo spazio QN possiede un prodotto naturale -, ottenuto dalla moltiplicazione componente

per componente:
(a(); ag, .. ) ' (bo, blv . ) = ((lobo, alblv . )
Un tale prodotto eredita dalla moltiplicazione di numeri razionali le proprieta associativa,
commutativa e distributiva:
a,b,ceQY, a-(b-¢c)=(a-b)-¢, a-b=b-a, a-(b+c)=a-b+a-c.

Inoltre, per ogni r € Q ed ogni a € QY vale j(r) - a = ra.

LEMMA 13.3.5. Nelle notazioni precedenti, per ogni a,b € R ed ognic € m, si haa-b € R
ea-cecm.

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi esiste una costante M tale che |c,| < 10w per ogni n.
Sappiamo che le serie decimali sono limitate, in particolare esiste una costante P tale che

|an| < P per ogni n. Ne segue che
PM

- 107l
che vuol dire a - ¢ € m. Per definizione di R si ha a — T'a,b — Tb € m e quindi

a-b—T(a-b)=a-b—Ta-Thb=a-(b—Tb)+ (a—Ta)-Tb
e abbiamo dimostrato che a - (b—Tb) e me (a — Ta) - Th € m. O

lanc,| <

Possiamo quindi definire il prodotto di due numeri reali mediante la formula
[a] - [b] = [a - D]
ed il Lemma 13.3.5 mostra che tale prodotto non dipende dalla scelta di a, b all’interno delle
proprie classi di equivalenza.
PROPOSIZIONE 13.3.6. Siat € R, t # 0. Vi & un unico numero reale t—1 € R tale che
t-tt=t"1.t=1.

DIMOSTRAZIONE. L’unicita ¢ facile da dimostrare: se h € R € un altro numero reale tale
che h -t =1, per 'associativita del prodotto si ha

h=h-1=h-(s-s)=(h-8)-s'=1-5" =51

Per dimostrare ’esistenza ¢ sufficiente dimostrare che se a € R, a € m, allora esiste un intero
positivo m ed una serie decimale b € R tale che (T™a) - b = j(1).

Per il Lemma 13.3.4 esiste una costante N > 0 tale che |a, — apir| < 1]8]" per ogni
n,k € N. Per ipotesi a € m e quindi esiste un intero m > 0 tale che |a,,| > QOJXL, per la

disuguaglianza triangolare

N .
|@mtn| > |am| — |am — @min| > Tom® Perogni ne€ N.
Ne consegue che
) 1

(T™a)-b=j(1), dove b, = ,

An+m
e per concludere la dimostrazione basta dimostrare che b € R. Per ogni n € N si ha
|b b | _ 1 1 An+m+1 — An+m _ |an+7n+1 - an-‘rm‘

— bpg| = _ —
" " aner an+m+1 an+man+m+1 |an+m| ‘an+m+1|
10%m 10 N 0™ 1

S e [t = e | S T g = N 1o
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O

L’ordinamento usuale su QQ induce in maniera naturale una relazione di ordine sullo spazio
R delle serie decimali: date a,b € R scriveremo a < b se a,, < b, per ogni n € N.
LEMMA 13.3.7. Per due numeri reali s,t € R le sequenti condizioni sono equivalenti:
(1) esistono a,b € R tali che s=a], t =[b] e a <b;
(2) per ogni a € R tale che s = [a], esisteb € R cont=1[b] ea <b;
(3) per ogni b € R tale che t = [b], esiste a € R con s = [a] e a < b;
(4) per ogni a,b € R tali che s = [a] et = [b], esiste ¢ € m tale che a < b+ c.

DIMOSTRAZIONE. Facile esercizio. O

DEFINIZIONE 13.3.8. Dati due numeri reali s,t, scriveremo s < t se valgono le condizioni
equivalenti del Lemma 13.3.7.

Notiamo che se a,b € R e T™a < T™b per qualche m > 0, allora [a] < [b].
PRrROPOSIZIONE 13.3.9. La relazione < su R della Definizione 13.3.8 estende la usuale
relazione di ordine tra numert razionali. Valgono inoltre le sequenti proprieta:
(1) (proprieta riflessiva) s < s per ogni s € R;
proprieta antisimmetrica) se s,t € R, s <t et < s allora s =t;
proprieta transitiva) se s,t,u € R, s <t et <wu allora s < u;

totalitd dell’ordinamento) per ogni s,t € R si ha s <t oppure t < s;

—_ — O
~~ ~ ~

parte intera) per ogni s € R esiste un unico intero |s| € Z tale che

[s] <s<[s]+1;
(6) (densita dei razionali) siano s,t € R con s < t. Allora esiste r € Q tale che s <1 < t;
(7) (proprieta Archimedea) siano s,t € R. Se 0 < s esiste n € N tale che t < ns.

DIMOSTRAZIONE. Siano r,s due numeri razionali, essendo del tutto evidente che r < s
se e solo se esiste ¢ € m tale che j(r) < j(s) + ¢, ne consegue che la relazione < tra numeri
reali estende la usuale relazione di ordine tra i numeri razionali. La relazione s < s ¢ del tutto
ovvia.

(Antisimmetria) Supponiamo s < t et < s. Siccome s < t, possiamo allora trovare a,b € A
tali che s = [a], t = [b] e a < b, mentre da t < s segue che esiste ¢ € m tale che b < a + c.
Dunque 0 < b —a < ¢ e questo implica b — a € m.

(Transitivita) Se s < t e t < u per ogni a € A tale che s = [a] possiamo trovare b € A
tale che t = [b] e @ < b, e poi possiamo trovare ¢ € A tale che [(] =u e b < c¢. Dunquea < ce
questo implica s < .

(Totalitd) Scegliamo due rappresentanti per s,t, diciamo s = [a], t = [b], a,b € R.
Sappiamo che esiste una costante N tale che

N

107

per ogni n, k. Supponiamo che s < t sia falso, allora per ogni ¢ € m esiste un intero m tale
che a,, > b,, + ¢,,. Prendendo ¢,, = 12()—1\,{ per la disuguaglianza triangolare a,, > b, per ogni
n > m, ossia T™b < T™a, che implica ¢t = [T™b] < [T™a] = s.

(Parte intera) Sia a € R tale che [a] = s. Per il Lemma 13.3.4 esiste M € Q tale che
|an—ao| < M per ognin e quindi j(ag—M) < a < j(ag+M), che implica ag—M < s < ag+M.
Si deduce che 'insieme S degli interi m < s & non vuoto (contiene ogni intero minore di ag—M)
ed ¢ limitato superiormente da ag + M. Basta quindi definire |s| come il massimo di S.

(Densita) Siano a,b € R tali che s = [a], t = [b] e a < b. Sappiamo che esiste una costante
N tale che

|an - an+k:| < — |bn - anrkl S

N
n — Un < — bn_bn §77
la Atk | +k| 1on

per ogni n, k e, dato che b — a € m esiste un indice m tale che b,, > a,, + %. Dunque

an < am by, — —— < b, per ognin > m,

T iom 10m



13.3. LA COSTRUZIONE DEI NUMERI REALI 305

T"a < jlam + mlm), J(bm — 10%) < T™p,
che implicano le disuguaglianze
s<am+i, b, — — <.
- 10m 10m —
E adesso del tutto chiaro che il numero razionale r = %(am + by,) ha le proprieta richieste:
infatti basta osservare che a,, + % <r<bpy,— wlm
(Proprieta Archimedea) Per i punti precedenti esistono r,q € Q taliche 0 <r < set <gq
e basta prendere un qualsiasi intero positivo n tale che nr > q. O

EseEmpio 13.3.10. Mostriamo che ’applicazione
f:R— P(N), f(z) ={n e N| 10" z] > 10[10"x] },
e surgettiva. Sia S C N un qualunque sottoinsieme e denotiamo, per ogni n € N, con
1
Sp={se€S|s<n}, an:Z

10s+1 :
SES, 0

E chiaro che per ogni n vale

angan+1§an+w

e quindi che la successione a = (ag, a1, - ..) & una serie decimale unitaria, che definisce pertanto
un numero reale x = [a]. Siccome

S={n|ans1 >a,}={n|10" " a,; >10(10"a,)}
basta provare che |10"z| = 10"a,, per ogni n > 0. Si ha

k
10"an < 10™ap 1k < 10%ap +
=1

1
< 10", + = < 10"a,, + 1
i =ty fn +

per ogni k > 0 e questo implica che 10"a,, < 10"z < 10™a,, + 1.

LEMMA 13.3.11. Siano n un intero positivo e A, B C Q due sottoinsiemi non vuoti tali
che a < b+ 1/n per ogni a € A ed ogni b € B. Allora esiste un numero razionale r € Q tale
che

a——<r<b+

S|
S|

per ogni a € A ed ogni b € B.
DIMOSTRAZIONE. Scegliamo ag € A, by € B e consideriamo 'insieme
S={meZ|m<nb Vbe B}.

Tale insieme ¢ non vuoto in quanto contiene la parte intera di nag — 1 ed ¢ limitato superior-
mente in quanto ogni m € S & minore di nby. Detto N = max(5), il numero r = % ¢ quello
cercato. Per costruzione r < b+ % per ogni b € B ed esiste un b; € B tale che r = % > by.
Se per assurdo esiste un a € A tale che a > r + % = %, allora si avrebbe a > by + % in
contrasto con le ipotesi. O

TEOREMA 13.3.12 (principio di completezza). Siano S,T C R due sottoinsiemi non vuoti
tali che s <t per ogni s € S ed ogni t € T. Allora esiste un numero reale & € R tale che

s<E<t
per ogni s € S ed ognit € T.

DIMOSTRAZIONE. Poiché ogni numero reale & rappresentato da una serie decimale unita-
ria, possiamo scegliere due sottoinsiemi A, B C R tali che

1

S={la]la€ A}, lan —ania| < 757 perogni a € 4,
1

T={[b] | be B}, [by, — bpt1] < Ton Per ogni b€ B.

Osserviamo adesso che per ogni intero n ed ogni a € A, b € B si ha:

3
<b,
tn = 0o+ 30w
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Infatti, se per assurdo esistesse un indice m tale che a,, > b,, + 10%, allora per ogni | > m si

avrebbe

10 1 b < b +1()1 >b+71

9 10m  'SUmTgqgmr TP ggm

in contraddizione con il fatto che [a] < [b]. Per il Lemma 13.3.11 possiamo trovare una
successione 7, di numeri razionali tali che

ap 2 G —

3 3
< < i .
an = Tom <rp < by + Ton per ogni a € A,b € B;

Adesso costruiamo in maniera ricorsiva un’altra successione ¢,, di numeri razionali tale che
per ogni intero positivo n si abbiano le diseguaglianze:

4 3 3 .
\cn—cn+1|§10—n, an—ﬁgcngbn—kﬁ per ogni a € A,b € B.
Per iniziare poniamo ¢; = 11 e supponiamo di aver definito ¢y, ..., c,. Per ogni a € A ed ogni
b€ B si ha
4 > 1 >
o qgn = O T g = e
1 4
bn+12bn_ﬁf n_107n~
Possiamo quindi definire
. 4
Cp+1 = MIN <?"n+1 y Cn + 10”) S€ Tpil = Cn,
4
Cp+1 =max | rp41, Cp — Ton se Tpt1 < Cp.
In definitiva ¢ = (c1,¢2,...) € R e £ = [c] & il numero cercato. O

Per concludere, mostriamo che € possibile rappresentare ogni numero reale s mediante uno
sviluppo decimale e che, se s non ¢ una frazione decimale, allora un tale sviluppo e unico. Per

.. . . N . m .
definizione, una frazione decimale ¢ un numero razionale della forma 1on’ con n, m numeri
interi, che possiede due sviluppi decimali, uno finito ed un altro infinito periodico con periodo
9. Supponiamo quindi che s € R non sia una frazione decimale e, a meno di moltiplicazione per
—1, possiamo supporre s > 0. In tali ipotesi esiste una unica successione di numeri naturali
mg, m1, ... € N tali che

m m
s =

Ton o per ogni n € N.

Ne consegue che
10mp—1 <my, <10(mp—1+1) <= 0< oy, =my, —10my—1 <9 per ogni n > 0,

e che s & rappresentato dallo sviluppo decimale mg,a1as . ... Lasciamo per esercizio al lettore
che tale sviluppo € unico e non & periodico di periodo 9.

Esercizi.
698. Siano s,t € R, s,t > 0. Provare che st > 0.

699. Per ogni a = (ag,ay,...) € QY definiamo |a| = (|ag|,|a1],...). Provare che per ogni
a € R si ha [|a|] & uguale al valore assoluto del numero reale [a].

700. Date due successioni a,b € QN ed un numero razionale 0 < ¢ < 1, scriveremo:

(1) a =. b se esiste una costante M € Q tale che a,, < b, + Mc" per ogni n;

(2) a ~. b se esiste una costante M € Q tale che |a,, — b, | < Mc™ per ogni n;
Definiamo poi

R.={aecQ" |a~,Ta}, m. = {a € Q" |a~,0}.

Dimostrare che:

(1) R.,m, sono sottospazi vettoriali di QY e m. C R,;

(2) se 0 < ¢ <d<1,leinclusioni naturali R. C Ry e m; C my inducono un isomorfismo

di spazi vettoriali quoziente
f: R — &.

me my
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701 (s, ©). Provare che non esistono quattro polinomi p; (), p2(z), ps(x), pa(x) a coeffi-
cienti reali tali che:
(1) p1(a) < pa2(a) < ps(a) < ps(a) per piccoli valori di a > 0, a € R,
(2) ps(a) < pi(a) < ps(a) < p2(a) per piccoli valori di a < 0, a € R.

13.4. Complementi: insiemi ordinati e lemma di Zorn

Come preannunciato, diamo una dimostrazione del Teorema 12.5.4 come conseguenza
dell’assioma della scelta; diciamo subito che occorre fare molta attenzione alla notazione, ed
in particolare al fatto che la scrittura A C B indica che A & un sottoinsieme proprio di B,
ossia:

ACB < ACBeA+#B.

Ricordiamo che una famiglia F di sottoinsiemi di X si dice strettamente induttiva se, per
ogni catena non vuota C C F, 'unione di tutti gli elementi di C appartiene ad F.

TEOREMA 13.4.1. Siano X un insieme, F una famiglia strettamente induttiva di sottoin-
siemi di X e sia f: F — F un’applicazione tale che A C f(A) per ogni A € F. Allora, per
ogni Q € F esiste P € F tale che Q C P e f(P)=P.

DIMOSTRAZIONE. Basta trovare un elemento P € F tale che Q@ C P e f(P) C P. Chia-
meremo torre una qualunque sottofamiglia A C F che soddisfa le seguenti condizioni S1, S2
ed S3:

S1: Q € A
S2: f(A) C A
S3: Se A contiene una catena non vuota C, allora [J, .. 4 € A.
Indichiamo con T la collezione delle torri in F; la famiglia T non & vuota perché contiene
F. Osserviamo che
M=[]A
AeT
soddisfa le tre condizioni precedenti e pertanto M € T. Notiamo anche che la famiglia {B €
F | Q C B} appartiene ad T e quindi Q C B per ogni B € M.
Diremo, provvisoriamente, che un sottoinsieme 7' di X & buono se T € M e se per ogni
Ae M, ACT,vale f(A) CT; ad esempio @ ¢ un sottoinsieme buono.

LEMMA 13.4.2. Per ogni sottoinsieme buono T € M e per ogni A € M si ha A C T
oppure f(T) C A.

DIMOSTRAZIONE. Sia T € M buono e consideriamo la famiglia
N={Ae M| ACT oppure f(T) C A}.

Siccome N C M, per dimostrare che N’ = M basta mostrare che N soddisfa le proprieta
S1, S2 ed S3. Per quanto riguarda S1 abbiamo gia osservato che Q C B per ogni B € M; in
particolare Q C T e quindi Q € N.
Per dimostrare S2, ossia che f(A) € N per ogni A € N consideriamo la seguente casistica:
(1) se A C T allora, dato che T' & buono si ha f(A4) C T e quindi f(A) € V.
(2) se A=T, allora f(T) C f(T) e quindi f(T) € N.
(3) se f(T) C A, allora f(T) C AC f(A) e quindi f(A) e N.
Per dimostrare S3, sia C una catena non vuota contenuta in ' e sia H = (J, .. A € M.
Se H C T allora H € N, altrimenti esiste A € C che non & contenuto in T' e quindi deve valere
f(T) C A; a maggior ragione f(T) C H e quindi H € N. a

LEMMA 13.4.3. Ogni elemento di M é un sottoinsieme buono.
DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con 7T la famiglia dei sottoinsiemi buoni di M:
T={TeM|f(A) CTperogniAec M, ACT}.

Come nel precedente lemma, per dimostrare che 7 = M basta mostrare che 7 soddisfa le
condizioni S1,52 ed S3; abbiamo gia osservato che @) € buono e quindi che T soddisfa S1. Per
quanto riguarda S2 occorre dimostrare che se T' ¢ buono, allora anche f(T") & buono, ossia
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che f(A) C f(T) per ogni A € M, A C f(T). Per il Lemma 13.4.2 le condizioni A € M,
A C f(T), implicano che A C T e quindi basta applicare f per ottenere f(A) C f(T).
Mostriamo adesso che 7 soddisfa la condizione S3. Siano C C 7 una catena e H =
Uaec A € M. Dobbiamo provare che H & buono, e cio¢ che se A € M e A C H, allora
f(A) C H. Siccome H non & contenuto in A esiste T' € C tale che T' Z A e quindi, a maggior
ragione f(T) € A. Per il Lemma 13.4.2 si ha A C T, che assieme alla condizione T" Z A
implica A C T. Dato che T ¢ buono si ha f(A) CT C H.
O

Tornando alla dimostrazione del Teorema 13.4.1, osserviamo che & sufficiente dimostrare
che M ¢é una catena di X. Infatti, in tal caso per le proprieta S3 ed S2 si ha

P:=|J AeMm, f(P)e M,
AeM

e quindi f(P) C P.

Siano dunque S,T € M e supponiamo che S € T. Per il Lemma 13.4.3 T & buono e
dunque, per il Lemma 13.4.2, si ha f(T) C S; siccome T' C f(T') a maggior ragione si ha
TCS. O

Siamo adesso in grado di dimostrare il Teorema 12.5.4 come conseguenza del Teore-
ma 13.4.1 e dell’assioma della scelta. Consideriamo la famiglia R C F x F formata dalle
coppie (A, B) tali che A C B. Se, per assurdo, F non contiene elementi massimali, allora la
proiezione sul primo fattore R — F ¢ surgettiva e quindi, per I’assioma della scelta, possiamo
trovare un’applicazione f: F — F tale che

Ac f(A), A#[f(4),

per ogni A € F, in contraddizione con il Teorema 13.4.1.

Vediamo adesso un’altra formulazione equivalente del principio del massimo, estremamen-
te utile e nota ai matematici con il nome di Lemma di Zorn.

Un ordinamento in un insieme X ¢ una relazione binaria < che soddisfa le tre proprieta:

Riflessiva: = < x per ogni x € X.
Antisimmetrica: sex <y ey <z, allora x = y.
Transitiva: se x <y ey < z, allora x < z.

Un ordinamento viene anche detto una relazione d’ordine. Se < ¢ un ordinamento si
definisce z < ysex <yex #y.

EsEMPIO 13.4.4. Sia Y un insieme; dati due sottoinsiemi A, B C Y definiamo
A<B se ACB.
La relazione < ¢ un ordinamento su P(Y) detto di inclusione.

Un ordinamento su X si dice totale se per ogni z,y € X vale x < y oppure y < .
Un insieme ordinato ¢ un insieme dotato di un ordinamento; un insieme totalmente
ordinato & un insieme dotato di un ordinamento totale.! Ad esempio, i numeri reali, con la
consueta relazione di ordine e un insieme totalmente ordinato.

Ogni sottoinsieme di un insieme ordinato € a sua volta un insieme ordinato, con la relazione
di ordine indotta.

DEFINIZIONE 13.4.5. Sia (X, <) un insieme ordinato: Un sottoinsieme C' C X si dice una
catena se per ogni =,y € C vale z < y oppure x > y. In altri termini C' C X e una catena se
e solo se C ¢ un insieme totalmente ordinato per la relazione di ordine indotta.

COROLLARIO 13.4.6. Sia (X, <) un insieme ordinato. La famiglia F C P(X) di tutte le
catene ¢ strettamente induttiva e quindi possiede elementi massimali rispetto all’inclusione.

1Questa definizione non € universalmente accettata: alcuni chiamano ordinamenti gli ordinamenti totali
e ordinamenti parziali gli ordinamenti. Altri usano la parola poset (dall’inglese Partially Ordered SET) per
indicare un insieme ordinato.
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DIMOSTRAZIONE. Siccome F non € vuota (contiene la catena vuota), basta provare che
¢ strettamente induttiva. Sia C C F una catena e consideriamo due elementi

r1,T9 € H := U A.
AecC

Dunque esistono Aj, A; € C tali che z; € A; per ogni i. Siccome C € una catena, a meno di
permutare gli indici possiamo supporre A; C Ay quindi x1, 22 € Ag; ma per ipotesi As € una
catena in X e quindi si ha x; < x5 oppure x5 < x1. Questo prova che anche H & una catena
in X, ossia che H € F.

O

DEFINIZIONE 13.4.7. Sia (X, <) un insieme ordinato:

(1) Sia C C X un sottoinsieme e € X. Diremo che z ¢ un maggiorante di C' se z >y
per ogni y € C.

(2) Diremo che m € X & un elemento massimale di X se & 'unico maggiorante di se
stesso, cioe se {r € X | m < x} = {m}.

TEOREMA 13.4.8 (Lemma di Zorn). Sia (X, <) un insieme ordinato non vuoto. Se ogni
catena in X possiede almeno un maggiorante, allora X possiede elementi massimali.

DIMOSTRAZIONE. Per il Corollario 13.4.6 esiste una catena massimale C C X. Siam € X
un maggiorante per C' e dimostriamo che m & un elemento massimale. Per assurdo, se m non
¢ massimale esiste x € X tale che m < z. Allora il sottoinsieme C'U {z} & una catena che
contiene strettamente C. |

Dunque il lemma di Zorn & una conseguenza del principio del massimo (Teorema 12.5.4 e
quindi dell’assioma della scelta. Viceversa, e facile dimostrare che sia 1’assioma della scelta che
il principio del massimo sono conseguenze del lemma di Zorn: ad esempio, se X & un insieme
e F C P(X) una famiglia non vuota strettamente induttiva, allora F ¢ un insieme ordinato
rispetto all’inclusione. Per ogni catena C C F l'insieme dei maggioranti ¢ non vuoto ed ha
come minimo "unione di tutti gli elementi di C. Per il Lemma di Zorn la famiglia F possiede
elementi massimali e questo prova il principio del massimo.

Mostriamo adesso che il lemma di Zorn implica 'assioma della scelta: sia g: ¥ — X
un’applicazione surgettiva di insiemi non vuoti e mostriamo che il lemma di Zorn implica
Pesistenza di un’applicazione f: X — Y tale che g(f(z)) = = per ogni x € X. Introduciamo
l'insieme S i cui elementi sono le coppie (E, f) tali che:

(1) E C X & un sottoinsieme.
(2) f: E =Y & un’applicazione tale che gf(z) = x per ogni z € E.

L’insieme S non & vuoto, esso contiene infatti la coppia (0, < Y). Su S & possibile
ordinare gli elementi per estensione, definiamo cioe (F,h) < (F,k) se k estende h: in altri
termini (E,h) < (F,k) se e solo se E C F' e h(x) = k(x) per ogni x € E. Mostriamo adesso
che ogni catena in S possiede maggioranti. Sia C C S una catena e consideriamo 'insieme

A= |J E

(E,h)eC

Definiamo poi a: A — Y nel modo seguente: se x € A allora esiste (F, h) € C tale che z € E,
e si pone a(x) = h(x). Si tratta di una buona definizione, infatti se (F,k) € C e x € F si ha,
poiché C ¢ una catena (E, h) < (F, k) oppure (E,h) > (F,k). In entrambi i casix € ENF e
h(z) = k(x). B chiaro che (A,a) € S & un maggiorante di C.

Per il lemma di Zorn esiste un elemento massimale (U, f) € S e basta dimostrare che
U = X. Se cosi non fosse esisterebbe y € Y tale che g(y) € U e la coppia (UU{g(y)}, f’), che
estende (U, f) e tale che f'(g(y)) =y, appartiene a S e contraddice la massimalita di (U, f).

Il lemma di Zorn ha moltissime applicazioni in matematica e rappresenta quindi uno
strumento indispensabile del matematico. A titolo di esempio, useremo il lemma di Zorn per
dimostrare il prossimo teorema di importanza fondamentale.

TEOREMA 13.4.9. Ogni insieme possiede ordinamenti totali.
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DIMOSTRAZIONE. Ai soli fini di questa dimostrazione conviene interpretare un ordina-
mento totale su un insieme I come un sottoinsieme A C I x I che gode delle seguenti
proprieta:

(1) (x,x) € A per ogniz € I,

(2) se (z,y) € Ae (y,x) € A, allora x =y,

(3) se (z,y) € Ae (y,2) € A, allora (z,z) € A,

(4) per ogni z,y € X vale (z,y) € A oppure (y,z) € A.
E infatti chiaro che la relazione z < y <= (z,y) € A & un ordinamento totale se e solo se il
sottoinsieme A C I x I soddisfa le precedenti 4 condizioni.

Sia adesso H un qualunque insieme e indichiamo con X la famiglia di tutte le coppie
(I, A) con I C H sottoinsieme e A C I x I ordinamento totale. E immediato osservare X non
¢ vuoto, infatti contiene la coppia (0, ?), e che la relazione di estensione

(I,A)<(J,B) <= ICJeA=Bn{Ix1I),
definisce un ordinamento su X. Volendo applicare il lemma di Zorn occorre verificare che ogni
catena in X possiede maggioranti: questo ¢ molto facile, infatti detta C' C X una qualunque
catena un suo maggiorante & dato dalla coppia (J, B), dove
J=Uuaecl,  B=Ugaech.

Lasciamo per esercizio al lettore la semplice verifica che (J, B) & un elemento di X che maggiora
la catena C.

Dunque X soddisfa le ipotesi del Lemma di Zorn, esiste quindi un elemento massimale
(M, S) e per concludere la dimostrazione basta provare che M = X. Se esiste x € X — M,
definendo

N =M U{x}, R=SU{z} xN),
siha (N,R) € X e (M, S) < (N, R), in contraddizione con la massimalita di (M, R). O

Esercizi.

702. Sia X un insieme ordinato con la proprieta che ogni suo sottoinsieme non vuoto
possiede massimo e minimo. Mostrare che X & finito e totalmente ordinato.
703. Sia < una relazione su di un insieme X tale che:

(1) Per ogni z,y € X, almeno una delle due relazioni x < y, y < x & falsa.
(2) Sevale z <y ey <z, allora z < z.

Dimostrare che la relazione
r<y <= x <Yy oppure r =y
¢ una relazione di ordine.

704. Sia V uno spazio vettoriale (non necessariamente di dimensione finita) e conside-
riamo l'insieme G (V') dei suoi sottospazi vettoriali, ordinato per inclusione (Esempio 13.4.4).
Dimostrare che per ogni sottoinsieme X C V che contiene 0 la famiglia

{FeG(V)| FCX)

possiede elementi massimali.



CAPITOLO 14

Fattorizzazione di polinomi e forma canonica razionale

Finora siamo stati in grado di trovare forme speciali e semplici di endomorfismi triango-
labili, ossia di endomorfismi il cui polinomio caratteristico si decompone in un prodotto di
polinomi di primo grado. Per il teorema fondamentale dell’algebra questo € sempre vero su
campo dei numeri complessi, ma gia su R & facile trovare esempi di matrici 2 X 2 che non sono
triangolabili.

In questo capitolo mostreremo che € sempre possibile mettere un endomorfismo nella
cosidetta forma canonica razionale, ossia si puo trovare una base dello spazio vettoriale
in cui ’endomorfismo si rappresenta con una matrice diagonale a blocchi, in cui ogni blocco
€ una matrice compagna di tipo particolare. Come conseguenza dimostreremo in particolare
che il polinomio caratteristico divide una potenza del polinomio minimo.

14.1. Il massimo comune divisore di polinomi

Le stesse considerazioni usate nella Sezione 10.1 per introdurre la nozione di polinomio
minimo possono essere utilmente utilizzate per introdurre il concetto di massimo comune
divisore di polinomi.

Siano pi,...,p, € KJ[t] dei polinomi, indichiamo con (p1,ps,...,p,) C K[t] I'insieme di
tutti i polinomi che si possono scrivere nella forma

(141) flp1+f2p2++fnpn, con f177fn€K[t]

Se i polinomi p; non sono tutti nulli, allora (p1,p2,...,ps) contiene certamente dei polinomi
monici: infatti, se ad esempio p; # 0 e ¢ ¢ il suo coefficiente direttivo, p; = cz® + - - -, allora
ponendo f; =1/¢, fo =--- = f, =0, il polinomio

P1
fip1 + fopa + -+ fupn = -

€ monico.
Tra tutti i polinomi monici (e quindi non nulli) di (p1,p2,...,pn) scegliamone uno di
grado minimo. Un tale polinomio & unico perché se ce ne fossero due

p=fipi+ -+ fapn =t +art" L+ ap,
q=g1p1 + - gopn =t Fbit" T 4 by,
posto
r=fi—g)p+-+ o —gn)pn=ct’+---, c#£0,

risulterebbe s < h e il polinomio r/c sarebbe un polinomio monico di grado strettamente
inferiore al grado di p. Cio ¢ assurdo a meno che non sia ¢ = p.

Denoteremo con MCD(py, ..., p,) il polinomio monico di grado minimo che appartiene a
(p1,-..,Dn) € lo chiameremo massimo comune divisore di py,...,p, in K[t]. Tale nome &
giustificato dal seguente teorema:

TEOREMA 14.1.1. Il massimo comune divisore p dei polinomi p1,...,p, in K[t] & unico
polinomio monico che soddisfa le sequenti condizioni:
(1) p divide tutti i polinomi py,...,Dn;
(2) se g € K[t] divide tutti i polinomi py,...,pn, allora divide anche p.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo prima che p = MCD(py, ..., p,) soddisfa le condizioni. Indi-
chiamo con fi,..., f, € K[t] dei polinomi tali che p = fip1 + -+ + frupn.

311
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(1) A meno di scambio di indici basta mostrare che p divide p;. Per algoritmo di divisione
si ha p; = qp + 7, con deg(r) < deg(p); se per assurdo fosse r = ct" +--- # 0, allora

r_p1—qp  p1—qf1 —qf2 -
P = fP1+ P2+ -+ f"p
C C C C C

n

sarebbe un polinomio monico di grado inferiore scrivibile come in (14.1).
(2) Se g divide tutti i polinomi p;, allora si ha p; = gq1, p2 = 9q2,- - -, Pn = gqn € quindi
p=rfipr+ -+ fapn = frang + o+ frang = (g £+ fagn)g

Sia g un polinomio monico. Se ¢ divide tutti i polinomi py,...,p,, allora dalla seconda
condizione segue che ¢ divide p. Se ogni polinomio che divide py, ..., p, divide anche ¢, questo
vale in particolare per p. Abbiamo quindi dimostrato che se un polinomio monico ¢ soddisfa
entrambe le precedenti condizioni, allora p e ¢ si dividono 1'uno con I’altro e quindi devono
coincidere. O

E utile osservare che dal Teorema 14.1.1 segue immediatamente che il massimo comune
divisore di py,...,p, & uguale al massimo comune divisore di p; e MCD(pa, ..., Dpn).

EseEMpPIO 14.1.2. 11 Teorema 10.7.3 afferma che per ogni matrice quadrata A, il rapporto
tra il suo polinomio caratteristico ed il suo polinomio minimo ¢ uguale, a meno del segno, al
massimo comune divisore dei coefficienti della matrice aggiunta di A — ¢[.

DEFINIZIONE 14.1.3. Due polinomi si dicono relativamente primi se il loro massimo
comune divisore ¢ uguale a 1.

Per il calcolo effettivo del massimo comune divisore usiamo le stesse idee utilizzate nella
riduzione di Gauss, ossia:
(1) Il massimo comune divisore ¢ invariante per permutazione degli indici, ossia

MCD(p1; .-, pn) = MCD(po(1)s - - -+ Po(n))

per ogni permutazione o.
(2) Tl massimo comune divisore ¢ invariante per moltiplicazione dei polinomi per scalari
diversi da 0, ossia
MCD(p1,...,pn) = MCD(a1p1, ..., anpn), a,...,an, € K—{0}.
(3) Se p; # 0 e p; =0 per ogni i > 1, allora (p1,...,pn) = {fp1 | f € K[t]} e quindi
MCD(ps,...,pn) € il polinomio monico associato a p;.
(4) Se p1 # 0 e pa = hipy + 71, con deg(r1) < deg(p1), allora
MCD(plaPQapC‘U cee apn) = MCD(plvT'ZapSa cee 7pn)

A tal fine basta dimostrare che (p1,p2,p3,---,0n) = (P1, 72,3, - - -, Pn) come sottoin-
siemi di K[¢] e questo segue dalla relazione

Jip1r + fopa + -+ fupn = (fi + hf2)pr + fora + -+ + fubn

A questo punto & chiaro come funziona l’algoritmo (detto di Euclide): al primo passo si
ordinano i polinomi pq,...,p, in modo tale che

deg(p1) < --- < deg(pr), Prt1 =" =pn =0.

Al secondo passo si sostituiscono i polinomi po, . . ., pr, con i loro resti per la divisione per p;. Cio
fatto si ritorna al primo passo; siccome la somma dei gradi dei polinomi non nulli diminuisce
ad ogni secondo passaggio, ad un certo punto la procedura termina con p; = --- =p, =0 ed
in tal caso il polinomio monico associato a p; € il massimo comune divisore.

EsEmMPIO 14.1.4.
MCD(z* — 1,25 — 1) = MCD(2* — 1,2% — 1) 20 —1=2%(2* 1) + (2* — 1)]
= MCD(z? — 1,2% — 1)
= MCD(2? — 1,0) [2* — 1= (2% +1)(2? — 1)]
=22 -1

L’algoritmo di Euclide dimostra anche che il massimo comune divisore non dipende
dalla scelta del campo dove si considerano i coefficienti dei polinomi coinvolti.
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TEOREMA 14.1.5. Sia K C C un campo di numeri e siano f,g € K[t] due polinomi non
nulli. Allora MCD(f,g) =1 se e solo se f e g non hanno radici comuni su C.

DIMOSTRAZIONE. Se MCD(f,g) = 1 vuol dire che si puo scrivere 1 = af + bg e quindi
per ogni o € C si ha a(a) f(a) + b(a)g(a) = 1; in particolare f(a) e g(«) non possono essere
entrambi uguali a 0. Viceversa se MCD(f, g) = h ha grado positivo, allora h divide sia f che
g e quindi ogni radice complessa di h & una radice comune di f e g. (|

Esercizi.

705. Calcolare il massimo comune divisore per ciascuna coppia dei seguenti polinomi a
coefficienti razionali:
x2—|—17 x6+x3+x+l, x4+1, z’.
706. Siano n,m > 1 due interi positivi senza fattori comuni. Usare I'algoritmo di Euclide
per dimostrare che

MCD(1+x+a*+ - +2" L 1+z+a’+--+2" =1
707. Sia d il massimo comune divisore di due interi positivi n,m > 1. Provare che
MCD(z" — 1,2™ — 1) = 2¢ — 1.

708 (Divisori elementari). Per ogni matrice A € M, ,(K) ed ogni 0 < k < n definiamo il
polinomio Dy (A,t) € K[t], detto k-esimo divisore elementare di A, come il massimo comune
divisore dei determinanti dei minori di ordine k della matrice A —tI. Ad esempio: D, (A,t) =
(=1)"pa(t); Dp(M,t) = (t — N\)¥; D1(A,t) = 1 eccetto il caso in cui A = AI; se A & una
matrice compagna allora Dy (A,t) = 1 per ogni k < n. Segue immediatamente dagli sviluppi
di Laplace che Dy(A,t) divide Dy11(A,t) per ogni 0 < k < n.

Usare il teorema di Binet generalizzato (Esercizio 469) per provare che matrici simili
hanno gli stessi divisori elementari.

709 (s, Q). Siano pi,...,p, € K[t] polinomi monici. Provare che esistono n(n — 1)
L

polinomi a;; € K[t], coni=2,...,n, j=1,...,n tali che
pr P2 -+ DPn
a1 Gz - A2y
MCD(p1,...,pn) = det :
apl  An2 Qpn

14.2. Polinomi irriducibili e fattorizzazione unica

Un polinomio p(t) € K[t] si dice invertibile se esiste un altro polinomio ¢(t) tale che
p(t)at) = 1.

Se p(t) = ap # 0 ha grado 0, allora p(t) & invertibile (basta considerare ¢(t) = ag');
viceversa se p(t) € invertibile allora

0 = deg(1) = deg(p(t)q(t)) = deg(p(t)) + deg(q(t))
da cui segue che deg(p(t)) = 0.

Un polinomio p(t) € K[t] si dice riducibile se pud essere scritto come prodotto di due
polinomi non invertibili.

Un polinomio p(t) € K[¢] si dice irriducibile se non ¢ né invertibile né riducibile. In altri
termini p(¢) € K[¢] & irriducibile se ha grado > 1 se se ogni volta che si scrive come prodotto
p(t) = a(t)b(t) ne consegue che a(t) & invertibile oppure che b(t) & invertibile.

Ad esempio ogni polinomio di grado 1 ¢ irriducibile; per il teorema fondamentale dell’al-
gebra, un polinomio in C[¢] di grado almeno 2 ¢ riducibile.

E chiaro che il concetto di irriducibilita dipende dal campo in cui consideriamo i coefficienti
dei polinomi: ad esempio il polinomio 2 — 2 & irriducibile in Q[t] ma diventa riducibile in R[]
dato che 22 — 2 = (z + v/2)(z — V/2). Similmente 2 + 1 & irriducibile in R[t] ma diventa
riducibile su C[t].

LEMMA 14.2.1. Siano p(t), f(t), g(t) € K[t] tre polinomi non nulli, con p(t) irriducibile.
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e p(t) non divide f(t), allora MCD(p(t), f(t)) = 1;
(2) se p(t) divide il prodotto f(t)g(t), allora p(t) divide almeno uno dei due fattori f(t)

DIMOSTRAZIONE. Sia h(t) = MCD(p(t), f(t)), siccome h(t) divide il polinomio irriducibile
p(t), si ha h(t) = 1 oppure h(t) = ¢p(t), per un opportuno ¢ € K. Nel secondo caso, siccome
h(t) divide f(t), ne segue che anche p(t) divide f(t).

Supponiamo adesso che p(t) divide f(t)g(t) e supponiamo per assurdo che MCD(p(?), f(t)) =
1 e MCD(p(t),g(t)) = 1. Esistono allora dei polinomi a(t), b(t), c(t), d(t) tali che

a(t)p(t) +b(@)f(t) =1, c()p(t) +d(t)g(t) = 1.
Moltiplicando membro a membro si ottiene
1= (a(t)p(t) + b(t) £ () (c(t)p(t) + d(t)g(t))
= (a(t)c(t)p(t) + a(t)d(t)g(t) + b(t)f(t)c(t))p(t) + (b(2)d(?)) f(t)g(t)
e quindi 1 = MCD(p(t), f(t)g(t)). O
TEOREMA 14.2.2 (Fattorizzazione unica). Ogni polinomio di grado positivo si fattorizza

in maniera essenzialmente unica come un prodotto di polinomi irriducibili. Unicita essenziale
significa che se

f=p1 " Pn=q1 " Qm
con i polinomsi p;, q; irriducibili, allora n =m e, a meno di riordinare gli indici, per ogni h i
polinomi py, e qp, differiscono per una costante moltiplicativa.

DIMOSTRAZIONE. Dimostrare l'esistenza ¢ facile: se f e di grado positivo allora non e
invertibile, quidi & irriducibile oppure riducibile. Nel primo caso abbiamo finito, nel secondo
si ha f = f1fs con i polinomi fi, fo entrambi di grado minore a quello di f. Adesso ripetiamo
il ragionamento per fi, fo e per i loro eventuali fattori. Siccome il grado non puo diminuire
indefinitamente, dopo un numero finito di passi troviamo una fattorizzazione

f=p1-pn
con i polinomi p; irriducibili.
Mostriamo adesso l'unicita. Se
f=p1-pn=0aq " qnm
con a una costante non nulla ed i polinomi p;,q; irriducibili, allora p, divide il prodotto
q1- - qm € quindi divide almeno uno dei fattori; a meno di riordinare gli indici possiamo
supporre che p,, divide ¢, ¢, = pnh. Per ipotesi g, ¢ irriducibile e quindi A ¢ una costante
non nulla. Dividendo per p,, si ottiene quindi
p1 Pt = (ah)q1 - gm—1

e si ripete il ragionamento per p,_; fino all’esaurimento di tutti i fattori. O

Una prima conseguenza del Teorema 14.2.2 & che, come avviene per i numeri interi, ogni

polinomio f € K[t] si puo scrivere in maniera essenzialmente unica come

f=cpi* -y
conc €K, ¢#0,ay,...,a, > 0 ed i polinomi p; monici, irriducibili e distinti tra loro. Una
tale scomposizione viene detta fattorizzazione normalizzata.

Esercizi.

710 (s, Teorema di Sylvester). Siano A € M,, ,,(K) e B € My, ., (K) tali che i rispettivi
polinomi caratteristici p4(t) e pp(t) siano senza fattori comuni di grado positivo. Dimostrare
che il sistema lineare omogeneo

AX = XB, X e M, K),
possiede solo la soluzione banale X = 0.

(Suggerimento: sia V = {X € M, ,,(K) | AX = XB}. Calcolare, in funzione di p4(t) e
pp(t) 1 polinomi caratteristici degli endomorfismi

La,Rp: My pm(K) = M, m(K), Ly(X)=AX, Rp(X)=XB,
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e mostrare che Ly (V) CV, Rg(V) C V).

711 (#0). Siano K un campo di caratteristica 0 e p(t) € K[t] un polinomio di grado d.
1) Provare che esistono dei polinomi p1 (t), ..., pn(t) € K[t] di gradi degp;(t) = d—i e tali
che per ogni polinomio h(t) € K[t] si ha

p(t+h(t) = p(t) + pr(Oh(t) + p2()h(t)* + - + pa(t)h(t)”.

2) Provare che se p(t) non ha fattori multipli, allora p(t) e p;1(t) non hanno fattori comuni
ed esiste una successione di polinomi by (t),b2(t), ... tale che

p(t)" divide 1 — py(t)bi(2)

per ogni intero positivo 1.
3) Provare che se p(t) non ha fattori multipli, allora esiste una successione di polinomi
a1(t), as(t),. .. tale che

p(&)"* divide p (t+ar(t)p(t) + az(t)p(t)® + - + an(t)p(t)")
per ogni intero positivo n.

712. Sia f un endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimensione finita.

(1) Dedurre dal Teorema 10.2.4 che se un polinomio irriducibile divide il polinomio
caratteristico di f, allora divide anche il polinomio minimo.

(2) Sia h(t) un polinomio monico irriducibile di grado d che divide il polinomio carat-
teristico di f. Provare che Ker(h(f)) # 0 e che per ogni 0 # v € Ker(h(f)) i vettori
v, f(v),..., f4 1 (v) sono linearmente indipendenti. Dedurre che in una opportuna
base, I’endomorfismo f si rappresenta con una matrice a blocchi

(0 ¢)

dove A ¢ la matrice compagna di h(t).

(3) Dedurre dai punti precedenti che se due endomorfismi f, g hanno lo stesso polinomio
caratteristico e p(t) € K[t] & un qualunque polinomio, allora anche gli endomorfismi
p(f),p(g) hanno lo stesso polinomio caratteristico.

14.3. Decomposizione primaria ed endomorfismi semisemplici

In tutta la sezione, il simbolo V' denotera uno spazio vettoriale di dimensione finita su di
un campo K.

LEMMA 14.3.1. Siano f: V — V un endomorfismo e h(t),k(t) € K[t] polinomi senza
fattori comuni. Allora

Ker(h(f)) NKer(k(f)) = 0.

In particolare, se h(t) non ha fattori in comune con il polinomio minimo q;(t), allora l’endo-
morfismo h(f) ¢é invertibile.

DIMOSTRAZIONE. Il sottospazio H = Ker(h(f)) N Ker(k(f)) & f-invariante e dunque il
polinomio minimo di fz: H — H divide h(t) e k(t). Se H # 0, allora il polinomio minimo di
fim ha grado positivo. Se h(t) e gf(t) non hanno fattori comuni si ha

Ker(h(f)) = Ker(h(f)) N Ker(qs(f)) = 0.
O

TEOREMA 14.3.2. Sia p(t) = ¢1(t)* --- ¢s(t)* la fattorizzazione normalizzata di un po-
linomio monico che annulla un endomorfismo f: V — V. Per ogni sottospazio f-invariante
U CV esiste una decomposizione in somma diretta di sottospazi f-invarianti.

U= (Ker(q(f)")NU) @ - & (Ker(gs(f)**) N V).
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DIMOSTRAZIONE. Ponendo h(t) = q1(t)® e k(t) = p(t)/h(t) = q2(t)*2 - - - qs(t)%, 1 poli-
nomi h(t) e k(t) non hanno fattori comuni. Per il Lemma 14.3.1 Ker(h(f)) N Ker(k(f)) =0
ed a maggior ragione (Ker(h(f))NU)N (Ker(k(f))NU) =0.

D’altra parte, h(f)k(f) = 0 e quindi ¢ ben definita l'applicazione lineare h(f): U —
Ker(k(f)) NU il cui nucleo & Ker(h(f))NU.

Per il teorema del rango si ha dimU < dim(Ker(k(f)) N U) + dim(Ker(h(f)) N U), e
per la formula di Grassmmann (Ker(h(f)) NU) & (Ker(k(f)) NU) = U. Adesso si procede
per induzione su s ripetendo il ragionamento per il sottospazio Ker(k(f)) N U invariante per
Pendomorfismo f: Ker(k(f)) — Ker(k(f)) annullato dal polinomio go(t)%2 - - - g, (¢)%. O

COROLLARIO 14.3.3 (Decomposizione primaria). Sia q¢(t) = qi ()™ ---¢s(t)* la fatto-
rizzazione normalizzata del polinomio minimo di endomorfismo f: V — V. Allora si ha una
decomposizione in somma diretta di sottospazi f-invarianti.

V = Ker(q1(f)") ® - & Ker(qs(f)*).

DIMOSTRAZIONE. Ovvia conseguenza del Teorema 14.3.3. 0

Nelle notazioni del Corollario 14.3.3, i sottospazi Ker(g;(f)%) C V vengono detti auto-
spazi generalizzati di f.

DEFINIZIONE 14.3.4. Un endomorfismo f: V — V si dice semisemplice se per ogni
sottospazio f-invariante U C V esiste un sottospazio f-invariante W C V taleche V =U®W.

TEOREMA 14.3.5. Sia q¢(t) = q1(t)* - - qs(t)* la fattorizzazione normalizzata del poli-
nomio minimo di un endomorfismo f:V — V. Allora f é semisemplice se e solo se a; = 1
per ogni t.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo prima che tale condizione ¢ necessaria. Supponiamo che
a1 > 1 e proviamo che il sottospazio proprio f-invariante

U=Ker(q(f) ' qs(f)™)

non possiede complementari f-invarianti. Se per assurdo V. =U @ W con f(W) C W, allora
@ (f) (W) cUNW =0 e quindi

W C Ker(q1(f)) € Ker(qi ()" '+ qs(f)*) =U.

Supponiamo adesso a; = 1 per ogni i e sia U C V un sottospazio f-invariante. Conside-
riamo prima il caso s = 1, ossia il caso in cui g¢(t) & un polinomio irriducibile. Denotiamo
con d il grado di qy(t), allora per ogni v € V il vettore f%(v) & combinazione lineare di
v, f(v),..., f41(v) e quindi il sottospazio

H(v) = Span(v, f(v),..., f7(v))

e f-invariante di dimensione d. Sia U C V un sottospazio f-invariante proprio e prendiamo
un qualsiasi vettore v1 € V —U. Allora U N H(v1) & un sottospazio f-invariante di dimensione
< d e di conseguenza il polinomio minimo della restrizione di f a U N H(v1) ha grado < d e
divide gf(t); ma questo & possibile solo se U N H(vi) =0. Se U @ H(v1) = V abbiamo finito,
altrimenti si ripete il ragionamento con un vo € V.— U @ H(v1) fino a quando arriviamo ad
una decomposizione V.=U @& H(v1) @ - - ® H(vp).

Se s > 1, per il Teorema 14.3.2 si hanno due decomposizioni in somma diretta

U= Ker(q(f))NU) & @ (Ker(gs(f)) NU),  V =Ker(q(f)) @ - @ Ker(gs(f))-

Quindi ¢ sufficiente dimostrare che per ogni ¢ il sottospazio, Ker(g;(f))NU possiede un comple-
mentare f-invariante in Ker(g;(f)) e basta osservare che il polinomio minimo della restrizione

f+ Ker(g;(f)) = Ker(g;(f)) & esattamente g;(t). O
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Esercizi.

713. Provare che un endomorfismo ¢ diagonalizzabile se e solo se ¢ triangolabile e semi-
semplice.

714 (Proiezioni primarie). Sia qy(t) = q1(£)** ---qs(t)* la fattorizzazione normalizzata
del polinomio minimo di endomorfismo f: V — V. Si assuma s > 1, siano a(t),b(t) € K[t]

polinomi tali che

a(t)qu ()" + b(t)(ga(t ) egs(t)*) =1
e si consideri 'endomorfismo p = b(f)qa(f)* - - - qs(f)% : V — V. Provare che il nucleo di p &
Ker(g2(f)*2) @ - - @ Ker(gs(f)*) e che p(v) = v per ogni v € Ker(q1 (f)*).

715 (s). Usare il risultato dell’Esercizio 711 per dimostrare che se il campo K & di
caratteristica 0, allora per ogni endomorfismo f: V — V esiste un polinomio h(t) € K[¢] tale
che h(f) & semisemplice e h(f) — f & nilpotente.

14.4. Spazi ciclici, irriducibili e indecomponibili
Per decomporre ulteriormente ed in maniera f-invariante gli addendi della decomposizione

primaria di un endomorfismo abbiamo bisogno di introdurre alcuni nuovi concetti.

DEFINIZIONE 14.4.1. Sia f un endomorfismo di uno spazio vettoriale V' di dimensione n.
Diremo che V' & f-ciclico se esiste un vettore v € V tale che

(v, f(v),..., " (v)), n=dimV,

¢ una base di V.

LEMMA 14.4.2. Per un endomorfismo f: V — V le sequenti condizioni sono equivalenti:
(1) V & f-ciclico;
(2) in una opportuna base, l'endomorfismo [ & rappresentato da una matrice compagna;
(3) esiste un vettore v € V tale che

Span(v, f(v), f2(v),...) = V.

DIMOSTRAZIONE. Un endomorfismo si rappresenta con una matrice compagna (Defini-

zione 9.3.1) nella base (vq,...,v,) se e solo se v;11 = f*(v1) per ogni i =1,...,n — 1; questo
prova l'equivalenza tra le prime due condizioni.
Se la successione di vettori v, f(v),..., f™(v),... & un insieme di generatori, indichiamo

con N il piu piccolo intero tale che i vettori

0, f(0),- s [N (0),
siano linearmente dipendenti e denotiamo W = Span(v, f(v),..., f¥~(v)); chiaramente i
vettori v, f(v),..., fN"1(v) sono linearmente indipendenti. Dimostriamo per induzione su
r >0 che fN*7(v) € W; questo implichera che W = V. Se agv +a1f(v) +---+anfV(v) =0
con gli a; non tutti nulli, si deve avere ay # 0 e quindi f~(v) € W. Per ogni r > 0 si ha

0= fr(o) = aOfr(U) + CL1fT+1(U) 4+ aNfN—H"(U)
e quindi fN+T(U) S Span(fr(v), .. '7fN+T71(”U)). Per l'ipotesi induttiva fz(’l)) € W per ogni
i < N +r e quindi
fN+r(v) € Span(fr(v),,“,fN+r—1(v)) cw
O

DEFINIZIONE 14.4.3. Sia f: V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimen-
sione finita sul campo K. Diremo che V' & f-irriducibile se gli unici sottospazi f-invarianti
WCVsonmoW=0eW=V.

Diremo che V ¢ f-indecomponibile se non & possibile scrivere V=U & W con U e W
sottospazi f-invarianti diversi da O.

Se V' ¢ f-irriducibile allora ¢ anche f-indecomponibile. Il viceversa e falso, in quanto
possono esistere sottospazi f-invarianti che non ammettono complementari f-invarianti (vedi
Esercizio 716).

L’obbiettivo di questa sezione e dimostrare il seguenti risultati.
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TEOREMA 14.4.4. Sia f: V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimensione
finita n sul campo K. Sono condizioni equivalenti:
(1) V é f-indecomponibile,
(2) V & f-ciclico ed il polinomio minimo qf(t) é una potenza di un polinomio irriducible,
(3) il polinomio minimo q¢(t) ha grado n = dimV ed é una potenza di un polinomio
irriducible.
Se le precedenti condizioni sono verificate e gy (t) = k(t)™, con k(t) € K[t] irriducibile di grado
d= ﬁ, allora
m
dim Ker k(f)? = jd, perogni j=1,...,m.
COROLLARIO 14.4.5. Sia f: V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimen-
stone finita n sul campo K. Sono condizioni equivalenti:
(1) V & f-irriducibile,
(2) V ¢ f-ciclico ed il polinomio minimo qs(t) é irriducibile,
(3) il polinomio minimo qy(t) é irriducibile di grado n = dimV,
(4) il polinomio caratteristico py(t) é irriducibile.
Le dimostrazioni sono abbastanza lunghe e non banali; per chiarezza espositiva le divide-
remo in una serie di risultati parziali.

LEMMA 14.4.6. Se il polinomio caratteristico ps(t) di un endomorfismo f: V. — V &
irriducibile, allora V' e f-irriducibile.

DIMOSTRAZIONE. Se V non ¢ irriducibile, esiste un sottospazio f-invariante 0 # A C V
ed il polinomio caratteristico della restrizione fj4: A — A divide il polinomio caratteristico

pr(t). 0

LEMMA 14.4.7. Se V' é f-indecomponibile, allora il polinomio minimo q¢(t) é una potenza
di un polinomio irriducibile.

DIMOSTRAZIONE. Se gf(t) non & una potenza di un polinomio irriducibile, allora possiamo
scrivere q¢(t) = h(t)k(t), dove h(t) e k(t) sono polinomi di grado positivo senza fattori comuni.
L’endomorfismo h(f) non & invertibile, altrimenti si avrebbe k(f) = 0 e per lo stesso motivo
anche k(f) non & invertibile. Dunque

Ker(h(f) #0,  Ker(k(f) #0,  Ker(h(f)) N Ker(k(f)) = 0.

D’altra parte esistono due polinomi a(t), b(t) tali che a(t)h(t) + b(¢)k(t) = 1 e quindi per ogni
vettore v € V si ha

v =1I(v) = (a(H)r(f) +0(f)E(f))(v) = a(f)R(f)(v) + b(f)k(f)(v)
e siccome a(f)h(f)(v) € Ker(k(f)) e b(f)k(f)(v) € Ker(h(f)) abbiamo provato che
V' = Ker(h(f)) & Ker(k(f))

in contraddizione con la f-irriducibilita di V. 0

LEMMA 14.4.8. Se V e f-indecomponibile, allora V' & f-ciclico. In particolare il polinomio
minimo di f coincide, a meno del segno, con il polinomio caratteristico.

DIMOSTRAZIONE. Per il Lemma 14.4.7 sappiamo che esiste un polinomio irriducibile ()
ed un intero positivo m tale che g (t) = k(¢)™. Per ogni vettore v € V' denotiamo con «(v) il
pitl piccolo intero non negativo tale che k()" (v) = 0:
a(v) =minf{a | k(f)*(v) = 0}.

Chiaramente a(v) < m per ogni vettore v e vale a(v) = 0 se e solo se v = 0. Indichiamo
inoltre con A(v) C V il sottospazio vettoriale generato da v, f(v), f2(v),...:

A(v) = Span(v, f(v), f*(v),...) = {h(f)v | h(t) € K[t]}.
Chiaramente A(v) & un sottospazio f-invariante per ogni v € V; dimostrare che V' & f-ciclico
equivale a provare che esiste un vettore v € V' tale che A(v) = V.
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Sia m > 0 il piu piccolo intero tale che esistono n vettori vy ...,v, € V con la proprieta
che
(14.2) A1)+ Ava) + -+ A(vp) =V .
Fra tutte le n-uple vq,...,v, che soddisfano (14.2) scegliamone una (v1,...,v,) tale che

>oi, a(v;) sia minima. Dimostriamo che in tal caso vale
V=Aw)® - & A(vy).
A tal fine basta dimostrare che se hy(t),...,h,(t) € K[t] e
hi(flor+ -+ ho(f)vn =0

allora h;(f)v; = 0 per ogni i. Scriviamo h;(t) = k;(t)k(t)%, con b; > 0 e k;(t) non divisibile
per k(t); a meno di permutazioni degli indici possiamo supporre che b; < a(v;) se i < 7 e
b; > a(v;) se i > r; possiamo inoltre supporre by < by < -+ < b,.. Siccome h;(f)v; = 0 per
ogni i > r basta dimostrare che r = 0; supponiamo per assurdo r > 0, allora si ha:

hl(f)’l)l + -+ hr(f)’l)r =0.

Poniamo
wy =k (flos+ > k(R o, W= Awr) + A(v2) + - + A(vn).
1=2

Per il Lemma 14.3.1 'endomorfismo k1(f): V' — V & invertibile e W & un sottospazio f-
invariante; in particolare ki(f)~1(W) C W, da cid segue che v; € W e quindi W = V.
Se w; = 0 contraddiciamo la minimalita di n, mentre se w; # 0 si ha k(f)" (w;) = 0
contraddicendo la minimalita di . ; o(v;).

Adesso, per come abbiamo scelto n ogni A(v;) & un sottospazio f-invariante diverso da 0
e l'ipotesi di indecomponibilita implica n = 1.

Il fatto che polinomio minimo e caratteristico coincidono a meno di moltiplicazione per
+1 segue dal Lemma 10.2.1.

a

LEMMA 14.4.9. Sia f: V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimensione
finita n sul campo K. Se esiste un polinomio monico irriducibile k(t) € Kt] tale che

qr(t) = (=1)"py(t) = k(t)™
per qualche m > 0, allora V' ¢ f-indecomponibile.

DIMOSTRAZIONE. Se V non ¢ indecomponibile, allora esiste una decomposizione V =
A ® B con A e B sottospazi invarianti di dimensione positiva. Siano a(t) e b(t) i polinomi
caratteristici delle restrizioni di f ad A e B rispettivamente. Allora ps(t) = a(t)b(t) e per
la fattorizzazione unica dei polinomi ne segue che a(t) = £k(t)™, b(t) = *k(t)™2, con
m1 +meo = m. Per il teorema di Cayley—Hamilton, applicato alle restrizioni di f ai sottospazi
A, B, il polinomio k(t)max(ml””z) annulla f e di conseguenza & divisibile per il polinomio
minimo. Questo implica che m; 4+ mo < max(m;,msy) e quindi che A =0 oppure B=0. O

LEMMA 14.4.10. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n e sia g: V — V' un endo-
morfismo tale che g™ =0, con m > 0. Allora:

h
dim Ker(g") > an per ogni h=1,...,m.
m

-1
Inoltre, se dimKer(g™~1) < (m—1Dn
m

h
, allora dim Ker(g") = o per ogni h =1,...,m.
m

DIMOSTRAZIONE. Siccome g™ = 0 la disuguaglianza ¢ vera per h = m. Ponendo a; =
dim Ker(g*) — dim Ker(g*~!), per il Lemma 11.1.1 si ha:

m
a2 an 2 ann =0, Y a=n
i=1

Siano h un intero fissato 0 < h < m, e x = dimKer(gh); sithax =014+ - 4+ap, n—x=

Qpt+1 + -+ auy e quindi
n—= hn
= x — .

>
“m-—h m

> &
3
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: hn :
Se a3 > g, lo stesso ragionamento mostra che z > — per ogni h = 1,...,m — 1. In
m

(m—1)n n
——— ne consegue che o] = -+ =y, = —. 0
m m

LEMMA 14.4.11. SeV é f-indecomponibile e q¢(t) = k(t)™ con k(t) irriducibile di grado
d, allora dimKer k(f)* = ud per ogniu=1,...,m.

particolare se dim Ker(g™ 1) =

DIMOSTRAZIONE. Sia n la dimensione di V, allora dm = n e quindi, per il Lemma 14.4.10
applicato all’endomorfismo g = k(f) & sufficiente dimostrare che

dimKer k()™ < (m —1)d,

o, equivalentemente che il sottospazio f-invariante H = k(f)™ 1(V) # 0 ha dimensione > d.
Adesso basta osservare che il polinomio caratteristico di fijz: H — H divide il polinomio
caratteristico di f e quindi &, a meno del segno, uguale ad una potenza di k(t). (|

Esercizi.

716. Provare che gli unici sottospazi f-invarianti dell’endomorfismo
. 2 2 T _ O
e 1))

717. Sia f: V — V un endomorfismo nilpotente. Dimostrare che V' & f-indecomponibile
se e solo se il nucleo di f ha dimensione 1; dimostrare che V' & f-irriducibile se e solo se V' ha
dimensione 1.

sono 0,K? e {z = 0}.

718. Siano f,g: V — V endomorfismi tali che fg = gf. Dimostrare che se V' & f-ciclico,
allora g = p(f) per qualche polinomio p(t) € K[¢].

719 (#). Sia f: V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimensione n e sia
m il grado del polinomio minimo ¢;(¢). Dimostrare:

(1) sia gf(t) = q1(t)* ---qs(t)*, a; > 0, la fattorizzazione normalizzata del polino-

mio minimo, allora per ogni ¢ = 1,...,s esiste un vettore v; € Ker(qi(f)*) —
Ker(q1(f)*~");

(2) siano vy, ...,vs come al punto precedente e poniamo v = vy +- - - +v,. Allora i vettori
v, f(v),..., f™ (v) sono linearmente indipendenti;

(3) V & f-ciclico se e solo se m = n.

14.5. La forma canonica razionale

Il teorema di fattorizzazione unica per i polinomi ha un suo analogo per gli endomorfismi
di uno spazio di dimensione finita. Per la precisione, in una opportuna base ogni endomorfismo
si rappresenta con una matrice diagonale a blocchi, in cui ogni blocco ¢ la matrice compagna
di una potenza di un polinomio monico irriducibile; inoltre tali blocchi sono unici a meno
dell’ordine.

LEMMA 14.5.1. Sia f: V = V un endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimensione
finita sul campo K. FEsiste allora una decomposizione in somma diretta

V=Viao- -V,
dove per ogni i si ha V; #0, f(V;) CV; e V; & f-indecomponibile.

DIMOSTRAZIONE. Si consideri la famiglia di tutte le decomposizioni in somma diretta
V=V1d - -dVsconV; #0e f(V;) CV, per ogni i; si noti che per una tale decomposizione
siha ), dimV; = dimV e quindi s < dim V. Inoltre la famiglia non & vuota perché contiene
la decomposizione V' = V;. Adesso scegliamo una decomposizione con s massimo e mostriamo
che in tal caso ogni V; & f-indecomponibile. Se V; non ¢ f-indecomponibile allora si puo
scrivere V1 = U @ W con U, W f-invarianti e non nulli; dunque V.=U®W Vo & --- ® Vj,
in contraddizione con la massimalita di s.

O
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TEOREMA 14.5.2 (Forma canonica razionale). Sia f: V — V un endomorfismo di uno
spazio vettoriale di dimensione finita sul campo K. Esiste allora una base nella quale f si
rappresenta con una matrice diagonale a blocchi

A 0 - 0
0 Ay, : 0
0o 0 --- A,

dove ogni A; & una matrice compagna il cui polinomio minimo é una potenza di un polinomio
wrriducibile. Inoltre i blocchi A1, ..., As sono unici a meno di permutazioni degli indici.

DIMOSTRAZIONE. L’esistenza segue immediatamente dal Lemma 14.5.1. Infatti si ha V =
Vid---®Vscon f(V;) CV; ed ogni V; f-indecomponibile. Per il Teorema 14.4.4 ogni V;
possiede una base rispetto alla quale 'endomorfismo f: V; — V; si rappresenta con una
matrice compagna A; il cui polinomio caratteristico &, a meno del segno, una potenza di un

polinomio irriducibile. Basta adesso considerare 1'unione, per i = 1,...,s, di tali basi per
ottenere la matrice diagonale a blocchi richiesta.
La prova dell’unicita richiede invece alcune considerazioni aggiuntive. Siano ki (t), . .., k. (t)

i fattori monici irriducibili del polinomio caratteristico di f, siccome
pr(t) =[] pai(t)

per ogni i = 1,...,s esistono due indici j,! tali che pg,(t) = +k;(t)". Siccome la matrice
compagna A; & univocamente determinata dalla coppia (7,1), per dimostrare 'unicita della
decomposizione basta dimostrare che il numero di volte, contate con molteplicita, in cui una
data coppia (j,1) compare dipende solo da f. Per semplicitd notazionale trattiamo il caso
j =1, per gli altri indici j = 2,...,r il ragionamento e del tutto simile. Indicando con d il
grado di k1(t), la successione di numeri razionali

Ay = é(dimKer kr(f)" — dim Ker k1 (f)*~1), u>0,

dipende solo dall’endomorfismo f. Restringendo l'attenzione ai sottospazi V; si hanno tre
possibilita:

(1) Kerki(f)*NV; =0 se k1(t) non divide pa, (t);

(2) Kerki(f)*NV; =V, se pa,(t) = £k (t)! con u > I;

(3) dim(Ker ki (f)*NV;) = ud se pa, (t) = £k (t)! con u < 1.
E allora chiaro che a, coincide con il numero di coppie (1,1) tali che u > [ e quindi che

@y, — Gyt € esattamente il numero di volte in cui compare la coppia (1, u).
O

La dimostrazione dell’'unicita che abbiamo appena ci dice anche che la forma canonica ra-
zionale di un endomorfismo f dipende solo dalle dimensioni dei nuclei degli endomorfismi A(f)
al variare di h(t) tra i divisori monici del polinomio caratteristico. Essendo due endomorfismi
con la stessa forma canonica razionale evidentemente coniugati abbiamo contemporaneamente
dimostrato anche il seguente risultato.

TEOREMA 14.5.3. Due endomorfismi f,g: V — V sono simili se e solo se hanno lo stesso
polinomio caratteristico p(t) = py(t) = py(t) e se gli endomorfismi h(f),h(g) hanno lo stesso
rango per ogni polinomio h(t) che divide p(t).

OSSERVAZIONE 14.5.4. Rileggendo il Teorema 10.2.4 alla luce della fattorizzazione uni-
ca dei polinomi, abbiamo che ogni fattore irriducibile del polinomio caratteristico divide il
polinomio minimo.

Questo fatto puo essere provato anche come semplice corollario della forma canonica
razionale; se k(t) € monico irriducibile e divide il polinomio caratteristico di un endomorfismo
f:V — V  allora esiste un sottospazio V; C V che ¢ f-invariante e tale che il polinomio
minimo della restrizione f: V; — V; & una potenza di k(t). Se il polinomio minimo g¢¢(¢) non
fosse divisibile per k(t), per il Lemma 14.3.1 Papplicazione lineare g¢(f): V; — V; sarebbe
invertibile.
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COROLLARIO 14.5.5. Siano f: V — V un endomorfismo e q € K[t] polinomio. Allora
det(q(f)) = 0 se e solo se q ha fattori in comune con il polinomio caratteristico di f.

DIMOSTRAZIONE. Il polinomio ¢(t) ha fattori in comune con il polinomio caratteristico
se e solo se ha fattori in comune con il polinomio minimo. O

Esercizi.

720. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita sul campo Q dei numeri razionali e
sia f: V — V un endomorfismo tale che f5 = Id. Si assuma che f non abbia punti fissi non
banali, ossia che f(v) # v per ogni v # 0; dimostrare che la dimensione di V' & un multiplo
intero di 4.

721 (#). Sia f: V — V un endomorfismo. Dimostrare che V' & f-ciclico se e solo se ogni
endomorfismo di V' che commuta con f & del tipo p(f) per qualche polinomio p(t) € K[t].

14.6. Complementi: il risultante di due polinomi
Sia K un campo e siano f(z), g(z) € K[z] polinomi di gradi n e m rispettivamente, diciamo
f(z) = apx™ + arz" ' + -+ ap, g(x) = box™ + brz™t + -+ by, ag,bop £ 0.

La matrice di Sylvester della coppia f,g ¢ la matrice quadrata di ordine n + m definita
come

ay a1 - an
ap . . Ay,
(14.3) S(f(x), 9(x)) = a a1 - an |,
by b1 - - by
bo b - - bm
dove i coefficienti ag,...,a, sono posizionati obliquamente sulle prime m righe ed i coefli-
cienti by, .. ., by, sono posizionati obliquamente sulle ultime n righe. Ad esempio la matrice di

Sylvester dei polinomi agx? + a1 + as e box? + byx + by &

apg a1 az 0
0 ap a3 a2
bo by by O
0 by b1 b

Notiamo che le prime m righe di S(f(z), g(z)) rappresentano le coordinate dei polinomi

e f (@), 2 f(2), flo) € Kla]<ntm
rispetto alla base T +! ... z, 1. Similmente le ultime n righe rappresentano le coordinate
dei polinomi

2" g(x),. .., xg(x), g(z) € K[x]<ntm
nella medesima base.

DEFINIZIONE 14.6.1. Il risultante di due polinomi ¢ il determinante della loro matrice
di Sylvester:

R(f(x),9(x)) = |S(f(2), g(x))|
Ad esempio, il risultante dei polinomi 2% — 2 e 222 — = & uguale a:
1 0 -2 0
0 1 0 -2
2 -1 0 0
0 2 -1 0

R(x? — 2,202 — ) = = 14.
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Abbiamo incontrato alcuni esempi di matrici di Sylvester negli Esercizi 423 e 446. In
particolare dalla formula dell’Esercizio 446,

1 =X 0 ... 0
o 1 —-Xx ... 0
(14.4) : : o = aNt N T 4t a,
0 O 0 ... =X
Qg aq a9 Qp,

segue immediatamente che per ogni polinomio g(z) € K[z] ed ogni A € K si ha
(14.5) Rz~ A, g(x)) = g()-

TEOREMA 14.6.2. Due polinomi non nulli f(x), g(x) € Klx] hanno fattori comuni di grado
positivo se e solo se il loro risultante si annulla. Equivalentemente, si ha MCD(f(z), g(z)) =1

se e solo se R(f(x),g(x)) # 0.

DIMOSTRAZIONE. Sianon,migradidi f(z), g(z). Abbiamo gia osservato che R(f(x), g(x)) #
0 se e solo se gli n + m polinomi
e f(x), . af (@), f(a), 2" g (), ... zg(@), g(x)
formano una base dello spazio vettoriale K[z]<p 4 dei polinomi di grado < n + m. Dunque,
se R(f(x),g(x)) # 0, possiamo trovare dei coefficienti ¢1, ..., ¢n,dy, ..., d, € K tali che
cx™ (@) + e f (@) + dia" g(x) + -+ dpg(x) = 1.
Possiamo riscrivere la precedente equazione nella forma
G(z)f(z) + F(x)g(x) =1,
dove
Gx)=ciz™ '+ dcm F)=dia" '+ +d,,
che da immediatamente MCD(f(z), g(z)) = 1.
Viceversa se R(f(x), g(x)) = 0, possiamo trovare dei coefficienti ¢y, ..., ¢, d1, ..., d, € K
non tutti nulli e tali che
e (@) 4t emf () + dia" g(x) 4+ -+ dng(x) = 0.
Come prima possiamo riscrivere la precedente equazione nella forma
G(z)f(z) + F(x)g(x) = 0,
dove
Gx)=cz™ 4+, F(z) =diz" ' 4+ +d,.
Supponiamo per fissare le idee F'(x) # 0, allora deg F'(x) < deg f(z) ed a maggior ragione f(x)

non divide F(z). Siccome f(x) divide il prodotto F(x)g(z) deve esistere un fattore irriducibile
di f(z) che divide g(x). O

E del tutto evidente che il risultante R(f(x),g(x)) & una funzione polinomiale dei coef-
ficienti di f(z) e g(z). La dimostrazione del Teorema 14.6.2 mostra che & sempre possibile
trovare due polinomi F'(z), G(z) tali che G(x)f(z) + F(z)g(x) = R(f(z), g(z)); lo sviluppo di
Laplace del determinante mostra che anche i coefficienti di tali polinomi possono essere scelti
come funzioni polinomiali dei coefficienti di f(z) e g(z). A tal fine, il trucco & considerare la
matrice di Sylvester (14.3) a coefficienti in K[z]. Adesso se all’'ultima colonna aggiungiamo la
penultima moltiplicata per z, la terzultima moltiplicata per z2 e cosi via fino ad aggiungere
la, prima colonna moltiplicata per 2”T™~ 1 otteniamo la colonna

(@™ f(x),..., f(x), 2" Hg(x), ..., g(2))"
Basta adesso effettuare lo sviluppo di Laplace rispetto all’ultima colonna per trovare la formula
R(f(x),9(x)) = G(z)f(z) + F(x)g(x),
dove
F(z) = diz" 4 dy, di = (_l)nH‘S(f@)ag(x Jitmntml,
Glz)=ca™ - dem, = (=D)"TS(f(2), g(2))inpml-
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TEOREMA 14.6.3 (Relazioni di bilinearitd). Dati tre polinomi non nulli f(z), g(z), h(x) €
K[z] si hanno le formule

R(f(x)h(z),9(x)) = R(f(x), g(x)) R(h(z), g(x)),
R(f(x), h(x)g(x)) = R(f(x), h(z))R(f(x), g(x)).
DIMOSTRAZIONE. Segue dalle proprieta del determinante che se f(x) ha grado n e g(x)
ha grado m, allora R(f(z), 9(x)) = (~1)"™ R(g(x). f(x)) e R(af(x), g(x)) = a™ R(f(x), g(x))
per ogni a € K, a # 0. E quindi sufficiente dimostrare la relazione R(f(z),h(x)g(z)) =
R(f(x),h(x))R(f(z),g(x)) con 'ulteriore ipotesi che f(z) sia un polinomio monico.
Supponiamo quindi il polinomio f(z) monico di grado n, dato un qualsiasi polinomio g(z),
indichiamo con C' = (¢;;) la matrice quadrata di ordine n a coefficienti in K tale che per ogni
1=1,...,n vale

2" 'g(x) = hi(x) f(x) + Zcijm"_j, con h;(z) € K[x].

Vogliamo dimostrare che R(f(x), g(x)) = det(c;;); a tal fine basta osservare che, se m ¢ il grado
di g(z), allora h;(z) ha grado < m ed ogni polinomio h;(z)f(x) & una combinazione lineare a
coefficienti in K di f(z),zf(x),...,2™ ' f(x). E dunque possibile sommare ad ognuna delle
ultime n righe della matrice S(f(x),g(x)) dei multipli delle prime m righe in modo tale che
diventi una matrice triangolare a blocchi della forma

T x
o C )’
dove T' & una matrice triangolare superiore di ordine m con i coefficienti della diagonale tutti
uguali a 1.
Indichiamo con g: K[x] — K]z] l'applicazione lineare data dalla moltiplicazione per g(x)

e con (f(z)) C K[z] lo spazio vettoriale di tutti i polinomi divisibili per f(z). Siccome
g((f(2))) C (f(z)) si ha una fattorizzazione al quoziente

Klz] Klz]
g: —
(f(x))  (f(2))
che & rappresentata dalla matrice C nella base ™!, ..., x,1. Abbiamo quindi dimostrato che

R(f(x),g(x)) = det(g) e per il teorema di Binet
R(f(x), h(x)g(x)) = det(hg) = det(h) det(g) = R(f(z), h(x))R(f (), g(x)).

Esercizi.

722 (Invarianza per traslazione). Dimostrare che, per ogni f(z),g(z) € K[z] e per ogni
a € K vale

R(f(x —a),g(z — a)) = R(f(z), g(x)).

723. Usare le relazioni di bilinearitd e la Formula (14.4) per mostrare che, se f(z) =
ao [Ti—; (z — ), allora

R(f(z) = mH ;)

e quindi che, se g = by [[/~, (z — B;), allora vale

R(f(x),9(x)) = ag'bg H H

i=1j=1



CAPITOLO 15

Forme bilineari e quadratiche

In questo capitolo tratteremo la teoria delle forma bilineari e quadratiche con gli argo-
menti presentati in ordine di generalita decrescente del campo base e degli spazi vettoriali
coinvolti: inizieremo con spazi vettoriali definiti su campi arbitrari, per poi passare a campi
di caratteristica # 2 e finire con i campi dei numeri reali e complessi. Similmente inizieremo
con spazi vettoriali qualunque, per poi passare a quelli di dimensione finita e terminare con
quelli numerici.

15.1. Nozioni base

In questa sezione daremo la definizione e alcuni semplici esempi di forme bilineari e
quadratiche.

DEFINIZIONE 15.1.1. Sia V uno spazio vettoriale su di un campo K fissato. Un’applicazione
p: VxV 3K
si dice una forma bilineare se per ogni vettore v € V' le due applicazioni
o(—,v): V=K, w = p(w,v),
ov,—): V=K, w — (v, w),
sono lineari.
In altri termini ¢ ¢ bilineare se per ogni terna di vettori v, w,z € V e per ogni coppia di
scalari a, b € K vale
o(v, aw + bz) = ap(v,w) + bp(v, 2), plaw + bz, v) = ap(w,v) + bp(z,v).
EsEmMPIO 15.1.2. Se f,g: V — K sono due applicazioni lineari, allora le tre applicazioni

Y1, P2, p3: V xV =K,
e1(z,y) = f(x)g(y),  w2(z,y) = f(2)g(y) + 9(=) f(y), wa(z,y) = f(2)g9(y) — 9(z) f(v),

sono bilineari. Piu in generale per ogni intero n > 0 ed ogni successione di 2n applicazioni
lineari f1,..., fu,91,---,9n: V — K, l'applicazione
n
p: VXV oK ey = file)gy),
i=1
e bilineare.

DEFINIZIONE 15.1.3. Una forma bilineare ¢: V x V — K si dice:
(1) Simmetrica se p(z,y) = ¢(y,x) per ogni x,y € V.
(2) Antisimmetrica se p(z,y) = —¢(y, x) per ogni z,y € V.
(3) Alternante se p(z,z) =0 per ogni x € V.

La forma ¢y dell’Esempio 15.1.8 & simmetrica, mentre la forma ¢3 € alternante.
E facile osservare che ogni forma alternante ¢ anche antisimmetrica, infatti se ¢ ¢ alter-
nante allora per ogni z,y € V si ha:

0=vpr+y,x+y) =p )+ y)+elyz)+ e y) = ey + ey o).
Viceversa se ¢ ¢ antisimmetrica ed il campo K ha caratteristica diversa da 2 (cioe 141 # 0)
allora ¢ € anche alternante: infatti, ponendo = = y vale p(z,z) = —¢(x,2) = 0 e quindi
2¢(x,x) = 0.
Abbiamo gia osservato che il determinante di una matrice 2 x 2 & una forma bilineare
alternante sullo spazio dei vettori colonna K2.

325
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OSSERVAZIONE 15.1.4. Talvolta vengono usate notazioni alternative per denotare una
forma bilineare V x V' — K, come ad esempio:
(1) VxV 3 (z,y) = x -y (notazione prodotto), od anche z * y ecc.;
(2) V xV 3 (z,y) — [z,y] (notazione parentesi o bracket), od anche (z,y) ecc.;
(3) VxV 3 (x,y) — (x|y) (notazione bra-ket).

Come per le applicazioni lineari, anche le forme bilineari possono essere sommate e
moltiplicate per scalari. Piu precisamente, date p,%: V x V — K bilineari e a,b € K si
ha

ap+by: VxV =K, (ap + b)) (x,y) = ap(x,y) + bib(z,y).
E immediato osservare che se ©, 1 sono simmetriche (risp.: antisimmetriche, alternanti), allora
anche ap + by ¢ simmetrica (risp.: antisimmetrica, alternante). In caratteristica # 2 ogni
forma bilineare ¢ si scrive in modo unico come somma di una forma simmetrica e di una
forma alternante, vedi Esercizio 724:

o(r,y) + ¢y, ) n p(z,y) — ey, )

15.1 =
(15.1) ol,y) 5 .
DEFINIZIONE 15.1.5. Sia V' uno spazio vettoriale su di un campo K. Un’applicazione
q:V —->K

si dice una forma quadratica se soddisfa le seguenti due condizioni:
(1) q(tx) = t2q(x) per ogni x € V ed ogni t € K;
(2) l'applicazione
e:VxV =K, oy =qz+y) —q@) —aqy),

¢ una forma bilineare.

EsEmpio 15.1.6. Se f,g: V — K sono due applicazioni lineari, allora I’applicazione

V=K q)=f(z)9(z),

¢ quadratica. Infatti q(tx) = f(tx)g(tz) = t2f(x)g(x) = t2q(x), mentre per quanto visto
nell’Esempio 15.1.2 ’applicazione

(2,y) = q(z +y) — q(z) —q(z) = f(2)g(y) + f(y)g(z)
¢ una forma bilineare simmetrica.
EsEmPIO 15.1.7. L’applicazione

T
d: K2 — K, P | x| =129 + 2273,
T3

¢ quadratica. Possiamo scrivere ®(x) = 71 (z)ma(x) + ma(x)m3(z) dove m;: K3 — K ¢ la i-
esima coordinata. Adesso, per ogni intero n > 0 ed ogni successione di 2n applicazioni lineari
fi,ooosfnsg1, -9 V — K, Papplicazione

q: VxV =K, q(z) = Zfi(x)gi(x),

¢ quadratica.

Alla stessa maniera delle forme bilineari, anche le forme quadratiche possono essere
sommate e moltiplicate per scalare.

EsEmpio 15.1.8. Sia b: V x V' — K una forma bilineare, allora ’applicazione
q:V =K, q(z) = b(z, x),
¢ una forma quadratica. Infatti q(tz) = b(tx, tx) = th(z, tr) = t2b(z, ) = t2q(z) e
q(z +y) —q(x) —q(y) = bz +y,z +y) = b(x, x) = b(y,y) = b(z,y) + b(y, =)

¢ bilineare. E chiaro che due forme bilineari inducono la stessa forma quadratica se e solo se
la loro differenza & alternante.
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OSSERVAZIONE 15.1.9. E possibile dimostrare che ogni forma quadratica si ottiene da
una forma bilineare secondo la regola descritta nell’Esempio 15.1.8. In caratteristica # 2 la
dimostrazione € molto semplice e viene riportata nel prossimo Lemma 15.1.10, mentre la
dimostrazione per campi arbitrari ¢ decisamente piu ostica e viene rimandata agli Esercizi
738 e 739.

Da cio ne consegue in particolare che lo spazio vettoriale delle forme quadratiche & natu-
ralmente isomorfo al quoziente dello spazio delle forme bilineari per il sottospazio delle forme
alternanti.

LEMMA 15.1.10. Sia V uno spazio vettoriale su di un campo K di caratteristica # 2.
Un’applicazione q: V. — K é una forma quadratica se e solo se esiste una forma bilineare
b: V xV — K simmetrica e tale che

q(z) =b(x,x) per ogni x V.
In tale situazione la forma b é unica ed é detta la polare di q.

DiMOSTRAZIONE. Una implicazione e gia stata vista nell’Esempio 15.1.8. Viceversa, se
q: V — K¢ quadratica allora ¢(z,y) = q(z+vy) —¢(x) —q(y) ¢ una forma bilineare simmetrica

e basta dimostrare che ¢(z) = iga(x, x) per ogni & € V. A tal fine basta osservare che
2q(x) = 4q(x) — q(z) — q(z) = q(22) — q(2) — q(z) = ¢(z, )
e quindi che g(z) = b(z,x), dove b = ¢/2. Per dimostrare 'unicita della polare occorre

dimostrare che se g(z) = b(x,x) con b: V x V — K bilineare simmetrica allora 2b = .
Usando la simmetria di b si ha

per ogni z,y € V.

Esercizi.

724. Provare che, in caratteristica # 2, la Formula 15.1 descrive 'unico modo possibile
di scrivere una forma bilineare come somma di una forma bilineare simmetrica e di una
alternante.

725. Siano ¢: V x V — K una forma bilineare e ¢: V' — K una forma quadratica. Sia
f: W — V un’applicazione lineare; provare che I’applicazione

fro:WxW =K, fro,y) = o(f(2), f(y))
e una forma bilineare e che ’applicazione
ffeeWw=K,  fiqlz)=q(f(2))
& una forma quadratica.

726 (®). Sia V lo spazio vettoriale delle funzioni continue sull’intervallo [0,1] dimostrare
che P'applicazione

©: VxV =R, o(f,9) = /0 f(®)g(t)dt,

¢ una forma bilineare.

727. Sia S un insieme di generatori di uno spazio vettoriale V e sia ¢: V x V — K una
forma bilineare. Provare che ¢ ¢ alternante se e solo se ¢ antisimmetrica e p(v,v) = 0 per ogni
ves.

728 (Vero o falso?). Dimostrare oppure confutare le seguenti affermazioni:

(1) sia ¢: V x V — K una forma bilineare. Allora il sottoinsieme
U={veV|ep,u)=0perogniuecV}

& un sottospazio vettoriale;
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(2) siano ¢: V x V — K una forma bilineare e uj,u; € V vettori linearmente indipen-
denti. Allora il sottoinsieme

W={veV|pl,u)p(v,u) =0}

¢ un sottospazio vettoriale;
(3) sia ¢: V — K una forma quadratica. Allora il sottoinsieme

Z ={veV]q) =0}
¢ un sottospazio vettoriale.

729. Siano K un campo qualsiasi e ¢: V' — K lineare surgettiva. Provare che ¢ soddisfa
le condizioni (1) e (2) della Definizione 15.1.5 se e solo se K = Fy = {0,1}. (Suggerimento:
se K # Fy, x € V & un qualunque vettore tale che f(z) # 0 e ¢ € K & un qualunque scalare
# 0, 1; per linearita g(tx) = tq(x) e siccome t? # t si ha q(tx) # t3q(x). )

730 (#). Siano V uno spazio vettoriale e f: V — K lineare fissata. Quali sono le
applicazioni lineari g: V' — K tali che la forma bilineare

P:VxV =K, p(x,y) = flz)gly),

i

¢ simmetrica. (Per semplificare il problema e togliere il # assumere che V' abbia dimensione
finita e che K sia infinito.)

731 (w). Siano V uno spazio vettoriale di dimensione finita e ¢ una forma bilineare su
V. dimostrare che le due applicazioni:
[V =V f(u)(h) = ¢(v,h),
g: V=V g)(h) =, h),

sono lineari ed hanno lo stesso rango. (Suggerimento: dualita vettoriale).

15.2. Rango e congruenza di forme bilineari

A partire da questo momento e fino alla fine del capitolo, tutti gli spazi vettoriali sono
assunti, salvo avviso contrario, di dimensione finita.

Siano V' uno spazio vettoriale di dimensione n e ¢: V x V — K una forma bilineare; ogni
base e1,...,e, di V permette di associare alla forma ¢ la matrice

B S Mn,n(K>, B = (bij)7 bij = @(ei,ej),
i cui coefficienti sono i valori di ¢ calcolati nelle n? coppie di elementi della base.

La precedente costruzione e reversibile e la matrice B determina univocamente la forma
v, nel senso descritto dal seguente lemma.

LEMMA 15.2.1. Sia ey, ..., e, una base fissata di uno spazio vettoriale V. Per ogni matrice
B = (bij) € My, n(K) esiste un'unica forma bilineare p: V x V. — K tale che ¢(e;,e;) = byj
per ogni i,j. Inoltre la forma ¢ & simmetrica (risp.: alternante) se e solo se la matrice B ¢
simmetrica (risp.: alternante).

DIMOSTRAZIONE. Unicitd. Se ¢ € una forma bilineare su V, data una qualunque coppia
di vettori u = > xie; e v =Y yiei, x;, y; € K, per bilinearita si ha

p(u,v) = SO(Z LiCis Zyj€j> = Ziviyj plei ej) = Z-Tiyjbij
i3 2

ossia ¢(u,v) = 2T By, dove z,y € K" sono i vettori delle coordinate di u, v rispetto alla base
e1,...,en e 7 By denota 'usuale prodotto righexcolonne. In particolare ¢ & univocamente
definita dagli scalari b;; = ¢(e;, €;).

Esistenza. Basta definire ¢ usando la formula

o(u,v) = Zbijiﬂz’yj = 2" By, U= ineia v= Zyieu
&,

trovata nella dimostrazione dell’unicita.
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Se ¢ & simmetrica, allora b;; = p(e;,e;) = @(ej,e;) = bj; e la matrice B & simmetrica.
Viceversa se la matrice B & simmetrica, per ogni u = Y w;e; e v = Y y;e; si ha

o(u,v) = 2" By = (z" By)" = y" BTz = y" Bz = o(v,u).
Analogo ragionamento nel caso alternante. (|

Il Lemma 15.2.1 applicato agli spazi vettoriali numerici ed alle loro basi canoniche ci dice
in particolare che ogni applicazione bilineare ¢: K" x K™ — K si scrive in maniera unica come

o(z,y) = zT By, B e M, ,(K), =z,yeK"

Ovviamente cambiando base anche la matrice B cambia; uno dei principali obiettivi di
questa sezione sara analizzare come cambia B al variare della base e dimostrare in particolare
che il rango di B ¢ invariante per cambi di base: potremo quindi definire il rango di ¢ come
il rango di B.

Sia €1, ...,&, un’altra base di V, e sia A = (a;;) € M, »(K) la corrispondente matrice di
cambiamento di base:

(e1,..yen) =(€1,...,en)A <= g; = Zajiej.
J

Sia C' = (c¢;;) la matrice dei valori di ¢ nella base ¢;, allora
cij = p(eig5) = 0()_ anien, Y anjer) = ¥ anibnear;
h k hok

e quindi C = ATBA. Lo stesso conto dimostra anche che se partiamo da una qualunque
matrice invertibile U € GL,(K), allora la matrice U7 BU rappresenta la forma blineare ¢
nella base (eq,...,e,)U.

DEFINIZIONE 15.2.2. Due matrici B,C € M, ,(K) si dicono congruenti se esiste una
matrice invertibile A € GL,,(K) tale che C = AT BA.

Abbiamo dimostrato che due matrici sono congruenti se e solo se rappresentano la mede-
sima forma bilineare in due basi diverse.

EsEMPIO 15.2.3. Anche se a prima vista la nozione di congruenza ¢ simile alla nozione di
similitudine, le due relazioni si comportano molto diversamente. Ad esempio, sul campo dei
numeri reali le due matrici

G0 G962 66

sono congruenti ma non sono simili (esercizio: perché?). Analogamente le due matrici

1 0 11
0 0/’ 0 0
sono simili ma non congruenti (esercizio: perché?).

Due matrici congruenti B,C hanno lo stesso rango: infatti se C = ATBA per qual-
che matrice invertibile A, allora anche A7 & invertibile e sappiamo che il rango & invariante
per moltiplicazione, sia a destra che a sinistra, con una matrice invertibile. Questo prova in
particolare che la prossima definizione & ben posta.

DEFINIZIONE 15.2.4. Sia ¢: V x V — K una forma bilineare su uno spazio vettoriale di
dimensione finita. Il rango di ¢ € il rango della matrice di coefficienti ¢(e;, e;), dove ey, ..., e,
¢ una (qualunque) base di V.

Poiché una matrice e la sua trasposta hanno lo stesso rango, segue immediatamente che
una forma bilineare ¢ ha il medesimo rango della forma bilineare ! ottenuta scambiando
l'ordine delle variabili: ¢ (u,v) = ¢(v,u). Esistono altre possibili definizioni equivalenti di
rango: le principali sono elencate nei seguenti due teoremi.

TEOREMA 15.2.5. Sia ¢: V XV — K una forma bilineare su uno spazio vettoriale di
dimensione finita n. Per un numero intero r le sequenti condizioni sono equivalenti:

(1) ¢ ha rango r;
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(2) il sottospazio vettoriale
RKer(¢) ={v e V | p(u,v) =0 per ogni u € V'}

ha dimensione n — r.
(3) il sottospazio vettoriale

LKer(¢) ={u €V | p(u,v) =0 per ogni v € V}
ha dimensione n — r;

DIMOSTRAZIONE. Siccome LKer(p) = RKer(¢T) basta dimostrare I'equivalenza delle
prime due condizioni. Fissiamo una base di V, ossia un isomorfismo di spazi vettoriali f: K* —
V e sia B matrice dei valori di ¢ in tale base. Per costruzione ¢(f(z), f(y)) = 2T By e

F Y (RKer(p)) = {y € K" | 27 By = 0 per ogni = € K"}.
Se x & lo i-esimo vettore della base canonica, allora 27 By coincide con la i-esima coordinata
di By e quindi si ha
f Y (RKer(p)) = {y € K" | By = 0} = Ker B.
Basta adesso applicare il teorema del rango per concludere la dimostrazione. O

Il prossimo teorema ripete sostanzialmente il precedente nel formalismo degli spazi vet-
toriali duali.

TEOREMA 15.2.6. Sia ¢: V x V — K una forma bilineare su uno spazio vettoriale di
dimensione finita n. Per un numero intero r le sequenti condizioni sono equivalenti:
(1) ¢ ha rango r;
(2) Uapplicazione lineare

h:V = VY, h(uw)(v) = ¢(u,v),

ha rango r;
(3) esistono due succesioni fi,...,fr € VY e g1,...,9- € VV, ciascuna formata da r
funzionali lineari linearmente indipendenti tali che

plu.) = 3 fiu)ai(o):

(4) 7 &4l minimo intero per cui esistono due succesioni f1,...,fr €VV egy,...,g- € VY
tali che

o(u,v) = Z fi(u)gi(v);

DIMOSTRAZIONE. Mostriamo prima l’equivalenza tra (1) e (2). Prendiamo una base qual-
siasi eq,...,e, di V esia fi1,..., f, la corrispondente base duale: f;(e;) = d;;. I coefficienti
della matrice B che rappresenta ¢ nella base eq,...,e, sono b;; = ¢(e;,e;). Denotiamo con
A = (a;;) la matrice che rappresenta h nelle basi ei,...,e, e fi,..., fn: per definizione

h(e;) = 3_; ajifj per ogni i e quindi
aj; = h(ei)(e;) = (e, €5) = bij.
dunque A = BT e le due matrici A, B hanno lo stesso rango. Notiamo incidentalmente che

o(u,v) =Y by fi(w) f;(0) =Y filw)gi(v), dove gi= bijfj,
i i—1 j

per ogni u,v € V, e quindi che la condizione (4) & ben posta.

Proviamo adesso che (3) implica (2). A tal fine basta estendere f,..., f, ad una base
fi,..., fndi VV e considerare la corrispondente base duale e1, ..., e, di V = VVV. Similmente
estendiamo g1, ..., g, ad una base g1,...,g, di V¥ a cui corrisponde una base duale €1, . . . , &,.

Denotiano con A = (a;;) la matrice che rappresenta h nelle basi e;, g;, ossia h(e;) = Zj a;ig;-
Allora
1 sei=75<n,

aji = hie:)(e5) = pleies) = Y fule)an(e;) = {
k=1

da cui segue immediatamente che A ha rango r.

0 altrimenti,
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Dimostriamo adesso che (4) implica (3), ossia che se r & il minimo tale che ¢ = >"'_, fig;,
allora le due successioni f1,..., fr € g1,..., g, sono linearmente indipendenti. Supponiamo per
assurdo che fi,..., f, siano linearmente dipendenti, allora a meno di permutare gli indici si
avrebbe una relazione del tipo

fr=afit - tar—1fr, a; €K,
da cui segue

r—1

pl,0) = 3 Fiw)gie) + i) (0)

r—1 r—1
= Z fz(u)(gz + aigr)(v) = Z fl(u)lz(v)v

dove I; = g; + a;g- € VY per ogni i = 1,...,r — 1, in contraddizione con la minimalita di
r. Quindi i funzionali f1,..., f, sono linearmente indipendenti e lo stesso ragionamento si
applica anche ai funzionali g4, ..., g..

Per concludere la dimostrazione del teorema, abbiamo dimostrato che si puo sempre scri-
vere ¢(u,v) = >, fig; e che quindi I'insieme delle espressioni ¢ = > 5 .. fig; ¢ non vuo-
to. Se tra queste espressioni ne prendiamo una con il numero minimo di addendi, abbiamo
dimostrato che tale numero & uguale ad r. 0

DEFINIZIONE 15.2.7. Una forma bilineare si dice non degenere se ha rango massimo.
Segue immediatamente dal Teorema 15.2.5 che per una forma bilineare p: V xV — K le

seguenti condizioni sono equivalenti:
(1) ¢ & non degenere;
(2) ¢(u,v) =0 per ogni v, se e solo se u = 0;
(3) o(u,v) =0 per ogni u se e solo se v = 0.
Ad esempio la forma 27 By su K" & non degenere se e solo se la matrice B @& invertibile.
In letteratura si usa spesso le seguente terminologia:

(1) un prodotto interno ¢ una forma bilineare simmetrica non degenere;

(2) una forma simplettica ¢ una forma bilineare alternante non degenere.’

DEFINIZIONE 15.2.8. Il prodotto interno canonico sugli spazi vettoriali numerici K"
¢ definito come 1’applicazione bilineare simmetrica

n
K" x K* — K, :z:~y:mTy:Zx¢yi.
i=1

Abbiamo gia incontrato il prodotto scalare sugli spazi R™, che coincide con il prodotto
interno canonico.

Esercizi.

732. Sia ¢ una forma bilineare su K". Dimostrare che esiste, ed ¢ unica, una matrice
B e Mnn(K) tale che p(z,y) =« - By = BTy . y.

733. Siano V uno spazio vettoriale di dimensione finita, ¢: V' xV — R una forma bilineare
e S C V un insieme di generatori. Mostrare che

LKer(p) = {u € V | ¢(u,v) = 0 per ogni v € S}.

734 (s, ©). Siano V uno spazio vettoriale di dimensione finita e p: V x V — K una
forma bilineare con la proprieta che

o(z,y) =0 seesolose o(y,z)=0.
Dimostrare che ¢ & simmetrica oppure alternante.
1L’aggettivo simpléttico (o simpleéctico), dal greco symplekticés (cvumderTikds) “relativo all’intreccio”,

¢ stato introdotto in matematica da Hermann Weyl nel 1939 e non ha nulla a che vedere con il medesimo
termine usato in zoologia e/o mineralogia.
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735 (V). Siano V uno spazio vettoriale di dimensione finita, ¢: V x V' — R una forma
bilineare e f: V — V lineare tale che ¢(f(x), f(y)) = ¢(x,y) per ogni x,y € V. Dimostrare
che:

(1) Se ¢ ¢ non degenere allora f & iniettiva.
(2) Il rango di f & maggiore od uguale al rango di .

736. Siano ¢, forme bilineari sul medesimo spazio vettoriale V' di dimensione finita.
Dimostrare che se ¢ & non degenere esiste f: V' — V lineare tale che ¥(x,y) = o(z, f(y)).
(Sugg.: se B & una matrice simmetrica invertibile, 27 Ay = 2T BB~! Ay.)

737. Sia B = (b;;) una matrice n X n simmetrica a coefficienti in un campo K di
caratteristica # 2. Definiamo un’applicazione p: K” x K™ — K mediante la formula

bin ... bin W
o(x,y) = det . :
X1 c.e e 0

Dimostrare:

(1) ¢ & bilineare simmetrica. Interpretare, in funzione di B, i coefficienti della matrice
A tale che ¢(z,y) = 2T Ay.
(2) Determinare, in funzione del rango di B, il rango di .

738 (V). Sia eq,...,e, una base fissata di uno spazio vettoriale V. Dimostrare che per
ogni forma quadratica ¢: V' — K vi ¢ un’unica forma bilineare ¢: V x V — K tale che
g(z) = p(x,x) per ogni x e ¢(e;,e;) =0 per ogni i > j.

739 (#). Siano V uno spazio vettoriale di dimensione infinita e ¢: V' — K una forma
quadratica. Si consideri I'insieme F formato dalle coppie (W, ¢) in cui W C V & un sottospazio
vettoriale e ¢ ¢ una forma bilineare su W tale che ¢(z) = ¢(x,z) per ogni z € W. Usare il
lemma di Zorn per dimostrare che F contiene (almeno) un elemento massimale (M,b) e
ragionare, mutatis mutandis, come nell’Esercizio 738 per provare che M = V.

15.3. Forme bilineari simmetriche

A partire da questo momento e fino alla fine del capitolo assumeremo, salvo avviso contra-
rio, che tutti gli spazi vettoriali abbiano dimensione finita e tutti i campi abbiano caratteristica
diversa da 2 (e quindi 2,4, 8,16,... # 0).

Se p: V xV — K & una forma bilineare simmetrica, definiamo la forma quadratica
associata a ¢ come 'applicazione (vedi Esempio 15.1.8):

®: V- K, @ (v) = ¢(v,v).
Notiamo che per ogni coppia di vettori x,y € V vale la formula di polarizzazione

pl,9) = 3 (B(a +y) ~ B(a) — 2(y))

e quindi ogni forma bilineare simmetrica ¢ univocamente determinata dalla forma quadratica
associata; in particolare la restrizione di ® ad un sottospazio vettoriale W C V & identicamente
nulla se e solo se la restrizione di ¢ a W x W e identicamente nulla.

Viceversa data una forma quadratica ®: V — K, 'applicazione

VXV oK oay) = (@ +y) - Bx) - B(y)

2
e una forma bilineare simmetrica detta forma polare di ®.
Abbiamo visto che in un sistema di coordinate x1, . .., x,, ogni forma bilineare simmetrica

® sl scrive come

o(r,y) = bijy;
i
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con la matrice (b;;) simmetrica ed univocamente determinata. Come conseguenza, ogni for-
ma quadratica ® si esprime come un polinomio omogeneo di secondo grado nelle variabili

x1,...,Ty. Lasciamo per esercizio al lettore la semplice verifica del fatto che se
@(x) = E Qi T 5
i<j

allora la forma polare ¢ uguale a
1
p(z,y) = Z Qi TiYi + 5 Z aij(Tiy; + T5Yi)-
7 1<
Ad esempio la polare della forma quadratica ®(z) = 22 — 129 — 223 & la forma bilineare

1
o(r,y) = T1y1 — 5(9513/2 + way1) — 22290.

Chi conosce le regole base di calcolo delle derivate parziali puo, se lo desidera, calcolare
la polare ¢ di una forma quadratica ® usando la Formula di Eulero

1<~ 90
o(z,y) = 5;%372_(93)-

EsEMPIO 15.3.1. (1) 11 prodotto interno canonico su K™ ¢ una forma bilineare sim-
metrica.
(2) Il piano iperbolico su K si definisce come lo spazio vettoriale K? dotato della forma
bilineare simmetrica

0 1
U(x,y) = z1y2 + 22y = xT (1 0) Y.
(3) Abbiamo visto che su K™ ogni forma bilineare prende la forma z” By per un’oppor-
tuna matrice B. Tale forma & simmetrica se e solo se la matrice B ¢ simmetrica.

DEFINIZIONE 15.3.2. Il nucleo di una forma bilineare simmetrica ¢ € il sottospazio
vettoriale

Kero={veV]|pw)=0VweV}={veV]|pwv)=0VweV}
e 'indice di nullita di ¢ ¢ la dimensione di Ker .

Per quanto visto nelle sezioni precedenti il rango della forma ¢ puo essere calcolato mediate
la formula rg(¢) = dim V' —dim Ker ¢ ed una forma bilineare simmetrica ¢ un prodotto interno
se e solo se il suo nucleo ¢ il sottospazio nullo 0. Equivalentemente, ¢ é non degenere se e solo
se per ogni v # 0 esiste w € V tale che p(v,w) # 0.

LEMMA 15.3.3. Una forma bilineare simmetrica ¢: V XV — K é non degenere se e solo se

per ogni successione u = {uy, ..., Uy} di vettori linearmente indipendenti di V', Uapplicazione
So(ulv 1))
Yu: V= K™, v ,
P(tm, v)
e surgettiva.

DIMOSTRAZIONE. Se uy,...,u, ¢ una base di V allora per definizione il nucleo di Ker ¢
coincide con il nucleo di ¢, e questo prova l'implicazione del “se”. Viceversa, supponiamo ¢
non degenere e siano ui, ..., U, linearmente indipendenti; basta allora completare tale suc-
cessione ad una base u = {uy,...,Um, ..., U, e considerare la composizione dell’isomorfismo

lineare p,: V — K™ con la proiezione sulle prime m coordinate.
a

OSSERVAZIONE 15.3.4. Bisogna fare attenzione alla reale possibilita che la restrizione di
una forma non degenere ad un sottospazio vettoriale proprio possa essere degenere. Ad esempio
il prodotto interno canonico T -y & non degenere su C?, ma la sua restrizione al sottospazio
{z € C? | 23 = iz1} ¢ identicamente nulla e quindi degenere.

DEFINIZIONE 15.3.5. Un vettore x € V si dice isotropo rispetto ad una forma quadratica
O:V - Kse ®(z) =0.
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In generale, i vettori isotropi non formano un sottospazio vettoriale. Ad esempio se ®(z) =
f(x)g(x) con f,g: V — K lineari, allora i vettori isotropi di ® sono dati dall’unione del nucleo
di f e del nucleo di g. Ogni vettore appartenente al nucleo di una forma quadratica & isotropo,
ma il viveversa & generalmente falso.

DEFINIZIONE 15.3.6. Sia ¢ una forma bilineare simmetrica sullo spazio vettoriale V'; due
vettori z,y € V si dicono g-ortogonali se ¢(z,y) = 0. Una base e1,...,e, di V si dice
p-ortogonale se ¢(e;, e;) = 0 per ogni i # j.

Quando la forma bilineare & chiara dal contesto parleremo piu semplicemente di ortogo-
nalita anziche di g-ortogonalita.
Se z1,...,x, sono le coordinate associate ad una base ¢-ortogonale ey, ..., e, si ha

n
o(r,y) =D ¢lene)riy; = > Nwmyi, A €K,
4] i=1

e la forma quadratica associata diventa
i

Dato che la matrice ¢(e;, e;) € diagonale abbiamo dimostrato il seguente utile criterio.

PROPOSIZIONE 15.3.7. Il rango di una forma bilineare simmetrica ¢ é uguale al numero di
indici i tali che p(e;, e;) # 0, calcolati rispetto ad una qualungue base p-ortogonale ey, . .., ey.

Diamo adesso due distinte dimostrazioni del seguente importante risultato.

TEOREMA 15.3.8. Ogni forma bilineare simmetrica ¢ su di uno spazio vettoriale di di-
mensione finita ammette basi p-ortogonali.

DiMOSTRAZIONE. Delle due dimostrazioni proposte, la prima, breve ed elegante, mostrera
solamente l’esistenza mentre la seconda dara anche un metodo di costruzione della base che
potra essere usato negli esercizi.

Prima dimostrazione. Dimostriamo il teorema per induzione su n = dim V'; se n = 1 qual-
siasi vettore non nullo & una base p-ortogonale. Se n > 1 si possono avere due casi, nel primo ¢
¢ identicamente nulla e quindi ogni base & p-ortogonale. Se invece ¢ non & identicamente nulla,
per la formula di polarizzazione esiste un vettore v; € V tale che ¢(v1,v1) # 0. Denotiamo
W ={w €V | p(v1,w) = 0} e poiché W ¢ il nucleo dell’applicazione lineare p(vy,—): V = K
si ha dimW > n — 1; siccome v; € W si ha dimW =n —1e V = Kv; @ W. Per induzione
esiste una base vg,...,v, € W che & p-ortogonale. E allora chiaro che V1, V2,...,VU, € una
base p-ortogonale di V.

Seconda dimostrazione. Diremo che una base e1, .. ., e, € k-ortogonale se p(e;, e;) = 0 per
ogni i < k e per ogni j # i. Notiamo che per stabilire se una base ey, ..., e, € k-ortogonale
basta verificare che ¢(e;,e;) = 0 per ogni i < k e per ogni j > ¢: infatti se j < i allora j < k,
i > j e quindi ¢(e;, e;) = ¢(ej,e;) = 0.

Diremo che una base k-ortogonale eq,...,e, & correttamente ordinata se p(ex,ex) # 0
oppure se (e, e;) = 0 per ogni j > k (nel secondo caso la base risulta (k 4 1)-ortogonale, e
viceversa).

Partiamo da una base qualsiasi, che per vacuita di condizioni risulta essere 1-ortogonale.
Illustriamo adesso un algoritmo che permette, a partire da una base k-ortogonale, con 1 <
k < n, di costruire esplicitamente, prima una base k-ortogonale correttamente ordinata, e poi
un’altra (k 4+ 1)-ortogonale.

1) Sia e, ..., e, una base di k-ortogonale, se ¢(ex,e;) = 0 per ogni j > k allora la base
¢ gia (k 4 1)-ortogonale andate al punto 4). Altrimenti sia | < n il minimo indice tale che
ek, er) # 0: per la k-ortogonalita della base si ha [ > k. Se k = [ andate al punto 3). Se
I > k andate punto 2).

2) Se siete arrivati qui & perché ¢(eg,er) = 0 e p(ex,e;) # 0 per qualche I > k. dalla
formula (e +e;, ex+e) —p(ex —er, e —er) = dp(eg, e;) # 0 segue che i due addendi al primo
membro non possono essere entrambi nulli e possiamo certamente trovare a € {1,—1} C K
in modo che (e + aey, ex + ae;) # 0. Sostituite ey con ey, + ae;, lasciate invariate gli altri
elementi della base e andate al punto 3).
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3) Se siete arrivate qui ¢ perché avete una base eq,...,e, k-ortogonale correttamente
ordinata che non ¢ (k + 1)-ortogonale; questo implica in particolare che p(eg, ex) # 0.
Poniamo v; = e; per ogni ¢ < k, mentre se ¢ > k poniamo

w:qffgfﬂw
o(ex, ex)
Si verifica facilmente che v1,...,v, & una base (k + 1)-ortogonale: adesso andate al punto 4).
4) Se k+1 < n si aumenta k di una unita e si torna al punto 1). Se k+1 = n+ 1 abbiamo
trovato una base n-ortogonale che, per definizione, & -ortogonale. |

E importante osservare che nel teorema di esistenza delle basi ortogonali sono fondamentali
le ipotesi che la forma sia simmetrica e che il campo abbia caratteristica # 2. Infatti la matrice
che rappresenta una forma bilineare in una base ortogonale & diagonale, quindi simmetrica.
D’altra parte, su un qualunque campo di caratteristica 2 il piano iperbolico non possiede basi
ortogonali (Esercizio 742).

DEFINIZIONE 15.3.9. Diremo che due forme bilineari simmetriche ¢,1: V x V — K sono
congruenti se esiste un’applicazione lineare invertibile A: V' — V tale che

o(z,y) =v(Az, Ay),  per ogniz,y € V.
Diremo che due forme quadratiche ®,¥: V' — K sono congruenti se esiste un’applicazione
lineare invertibile A: V' — V tale che ®(z) = W(Ax) per ogni x € V.

N

La relazione di congruenza di forme bilineari ¢ strettamente correlata alla nozione di
cogruenza di matrici. Le forme bilineari simmetriche su K™ sono in bigezione naturale con
le matrici simmetriche B € M, ,,(K): ad ogni matrice simmetrica B corrisponde la forma
bilineare 27 By. Due forme bilineari simmetriche b(z,y) = 27 By e c(x,y) = 27 Cy sono per
definizione congruenti se esiste un isomorfismo lineare di K", ossia una matrice inveribile A
tale che

T By = b(z,y) = c(Azx, Ay) = (Am)TC’(Ay) = xT(ATCA)y, per ogniz,y € K".

Dato che la precedente condizione ¢ soddisfatta se e solo se B = ATCA ne consegue che b e ¢
sono congruenti cone forma bilineari se e solo B e C' sono congruenti come matrici.

COROLLARIO 15.3.10. Su di un qualunque campo di caratteristica # 2 ogni matrice
simmetrica ¢ congruente ad una matrice diagonale.

DIMOSTRAZIONE. Sia B una matrice simmetrica, per il Teorema 15.3.8 esiste una base
v1,...,v, di K" che & ortogonale per la forma bilineare 27 By. Se A ¢ la matrice (invertibile)
le cui colonne sono vy, . . ., vy, i coefficienti della matrice A7 BA coincidono con i valori v} B,
che si annullano per i # j. O

LEmmA 15.3.11. (1) Due forme bilineari simmetriche sono congruenti se e solo se
le forme quadratiche associate sono congruenti.
(2) La congruenza é una relazione di equivalenza sull’insieme delle forme bilineari sim-
metriche e/o quadratiche.

DIMOSTRAZIONE. Siano ®, ¥ le forme quadratiche associate a due forme bilineari sim-
metriche ¢, 1. Se p, 1) sono congruenti esiste A: V' — V lineare invertibile tale che p(x,y) =
W(Ax, Ay) per ogni x,y. In particolare, per ogni z € V vale ®(v) = ¢(v,v) = (Azx, Azx) =
U(Az) e quindi anche ®, ¥ sono congruenti.

Viceversa se ®, U sono congruenti, diciamo ®(x) = W(Ax), allora per ogni x,y € V vale

o(,y) = (@ + 1) — B(x) — D(y)) = = (V(A(x +y)) — D(Az) — U(Ay))

2 2
= S(W(Ax + Ay) — U(Az) — W(Ay)) = (Az, Ay)

e quindi ¢, ¥ sono congruenti.

Per dimostrare che la congruenza ¢ una relazione di equivalenza, per ogni forma bilineare
o sullo spazio vettoriale V' ed ogni isomorfismo lineare A: V' — V conviene introdurre la
notazione A*y per indicare la forma bilineare

A% p(z,y) = o(Az, Ay).
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Se A, B: V — V sono due applicazioni lineari invertibili allora
(AB)*¢(z,y) = p(ABz, ABy) = A"p(Bz, By) = B*"A"¢(x,y)

da cui segue che (AB)*p = B*A*p.
Denotiamo con ~ la relazione di congruenza, cioé ¢ ~ 1 se e soltanto se esiste A: V — V
lineare invertibile tale che ¢ = A*y. Tale relazione eé:
(1) Riflessiva poiché I*p = ¢, essendo I U'identita su V.
(2) Simmetrica poiché se ¢ = A*1) allora (A=) *p = (A71)* A% = (AA~ )" = 4.
(3) Transitiva poiché se ¢ = A*p e v = B*n allora o = A*B*n = (BA)*1.

E utile tenere presente che, se due forme bilineari simmetriche ¢, sono congruenti,

diciamo ¢ = A*i e e1,...,e, ¢ una base di V, allora ¢; = Aey,..., €, = Ae, & ancora una
base di V' e vale ¢(e;,e;) = ¥(e;, €;) per ogni 4, j. Viceversa se esistono due basi eq,...,e, e
€1,...,6, di V tali che ¢(e;,e;) = ¢¥(e;, €;) per ogni 4, j, allora, detta A 'applicazione lineare

tale che Ae; = ¢;, allora @ = A*¢. Questo e sostanzialmente la stessa cosa del fatto che
due forme bilineari sono congruenti se e solo se sono sono rappresentate dalla stessa matrice
simmetrica in basi opportune. O

In maniera del tutto simile, se ®: V — K & una forma quadratica e A: W — V ¢
un’applicazione lineare si definisce la forma quadratica A*®: W — K mediante la formula

A*P(w) = ¢(Aw), we W.

In particolare, due forme quadratiche &, ¥: V' — K sono congruenti se e solo se esiste A: V —
V' lineare invertibile tale che A*® = W.

DEFINIZIONE 15.3.12. Sia ¢: V x V — K una forma bilineare simmetrica. Per ogni
sottospazio vettoriale W C V' definiamo il suo p-ortogonale come

Wt ={veV|pww)=0 perogni wecW}.

In particolare W N W+ coincide con il nucleo delle restrizione di ¢ a W e W C (W)L, Un
sottospazio vettoriale W C V si dice:

(1) anisotropo se W NW+ = 0, ossia se la restrizione di ¢ a W & non degenere;
(2) isotropo se W NWL # 0, ossia se la restrizione di ¢ a W & degenere;
(3) totalmente isotropo se W C W, ossia se ¢(z,y) = 0 per ogni z,y € W.

LEMMA 15.3.13. Sia ¢: V x V — K una forma bilineare simmetrica non degenere. Per
ogni sottospazio vettoriale W C V' walgono le formule

dim W+ + dim W = dim V, (wWhHt =w.

DIMOSTRAZIONE. Sia wy,...,w,, una base di W, allora v € W+ se e solo se ¢(w;, v) =0
per ogni i = 1,...,m: il “solo se” & chiaro, mentre se ¢(w;,v) = 0 per ogni ¢ allora per ogni
w = Y a;w; € W si ha p(v,w) = 3 a;o(w;,v) = 0. Dunque W+ coincide con il nucleo
dell’applicazione lineare

@(wlvv)
V —- K™, v : ,
(W, v)

e questo prova che dimW+ > dimV — m = dimV — dim W. Sia H un complementare di
W in V, ossia H ® W = V. Abbiamo visto che dim H+ + dim H > dimV e quindi che
dim W+ +dim H+ > dim V/

Ogni vettore & € W+ N HL appartiene al nucleo di ¢: infatti per ogni v € V possiamo
scrivere v = w + h con w € W e h € H ed allora ¢(x,v) = ¢(z,w) + ¢(z,h) = 0. Siccome ¢
¢ non degenere si ha Wt N HL =0 dim W+ +dim W = dim V per la formula di Grassmann.

La medesima formula applicata a W+ ci dice che dim(W+)t = dim W e siccome W C
(W)L per ovvii motivi si ha W = (W+)+

O
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Esercizi.
740. Mostrare che il prodotto interno canonico ed il piano iperbolico sono non-degeneri.

741. Determinare tutti i vettori isotropi del piano iperbolico e del prodotto interno
canonico su C2.

742. Provare che su un qualunque campo di caratteristica 2 il piano iperbolico non
possiede basi ortogonali.

743. Sia ¢ la forma polare di una forma quadratica ®: V' — K. Dimostrare che
Kero={z eV |®(xz+v)=o(v) VveV}

744. Sia W C V un sottospazio totalmente isotropo rispetto ad una forma bilineare
simmetrica non degenere. Provare che 2dim W < dim V.

15.4. Applicazioni ortogonali e riflessioni

Come al solito lavoriamo in caratteristica diversa da 2 e su spazi vettoriali di dimensione
finita. In tutta la sezione denoteremo con V' uno spazio vettoriale di dimensione finita fissato
dotato di un prodotto interno, ossia di una forma bilineare simmetrica non degenere ¢: V x
V- K

DEFINIZIONE 15.4.1. Un’applicazione lineare f: V — V si dice ortogonale rispetto
ad una forma bilineare simmetrica non degenere p: V x V. — K, o piu semplicemente
p-ortogonale, se

o(fz, fy) = p(x,y) perogni z,yeV.
Denoteremo con O(V, ¢) C Homg (V, V) I'insieme delle applicazioni p-ortogonali.

Dall’ipotesi che ¢ € non degenere segue che ogni applicazione yp-ortogonale ¢ invertibile:
infatti se fo = 0, allora per ogni y vale ¢(z,y) = ¢(fz, fy) = 0 e quindi z € Kerp = 0.
E immediato osservare che O(V, ) € non vuoto (contiene 'identita) e che se f,g € O(V, ¢),
allora anche f=1, fg € O(V, ¢).

ESEMPIO 15.4.2. Sia W C V un sottospazio anisotropo, ossia tale che W N W=+ = 0.
Allora V =W @ W+ ed esiste un’unica applicazione lineare

Ry (v) =v seve W,

Rw:V — V tale che
Rw(v) =—v seve W,

chiamata riflessione ortogonale rispetto a W. E facile dimostrare che Ry & ortogonale ri-
spetto a ¢: dati 1,29 € V possiamo scrivere x; = w; + v; con w; € W e v; € W+ e quindi,
siccome ¢p(w;,v;) = 0 per ogni ¢, j si ha
o(Rww1, Rwxz) = o(wy — v1,wz — v2) = o(wi,ws) + ¢(v1,v2)
= p(w1 + v1, w2 + v2) = @(T1, T2).

DEFINIZIONE 15.4.3. Sia ¢: V x V — K bilineare simmetrica. Per ogni vettore v € V tale
che ¢(v,v) # 0 si definisce lapplicazione lineare

Sp: V=V, Sv(x):x—2(p(x’v)v
o(v,v)

Se ¢ & non degenere, allora S, coincide con la riflessione Ry rispetto all’iperpiano
W ={weW |[ep(v,w) =0}
ed & quindi p-ortogonale. Infatti v & W, v € W+ e siccome dim W+ = 1 si ha W+ = Span(v).
Per ogni w € W ed ogni a € K si ha

v=w = Ryw, Sy(av) = av — QMU = —av = Ry (av).

p(v,v)

plw,v)

Syw =w — 2
¢(v,v)
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OSSERVAZIONE 15.4.4. E importante osservare che se o(z, ) = p(y,y) € p(x—y,z—y) #

0, allora p(x —y,x +y) =0, Sp—yz =y e Sp—yx = y. Infatti
pla,x —y) = pla,2) = o(z,y) = 2(y,9) = o(y,2) = —¢(y,x —y),
QO((E - YT — y) = 290(557‘7; - y)7
e quindi
oz, —y)

— = (z—y)=x—(x—y) =y.
ez —y,x—y) (==1) (w=9)
TEOREMA 15.4.5 (Teorema di cancellazione di Witt). Siano ¢: VxV — K una forma bili-

neare simmetrica non degenere, W C V un sottospazio vettoriale e g: W — V un’applicazione
lineare iniettiva tale che

Se—yT =2 —2

o(gz,gy) = o(z,y)  per ogni x,y € W.
Allora esiste un’applicazione lineare f: V. — V tale che:
(1) f estende g, ossia fx = gx per ogni x € W ;
(2) f & composizione di un numero finito di riflessioni del tipo S, e quindi p(fz, fy) =
o(z,y) per ogni x,y € V.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione del teorema si ottiene mettendo assieme i seguenti
due lemmi.

LEMMA 15.4.6. Nelle ipotesi del Teorema 15.4.5 esiste un sottospazio anisotropo U C 'V
ed un’applicazione lineare iniettiva f: U — V tali che W C U, fiw =g e o(fz, fy) = o(z,y)
per ogni x,y € U.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo il teorema per induzione sulla dimensione di WNW+. Se
WNW+ = 0 basta porre U = W e f = g. Supponiamo WNW+ # Oesiae,..., e, € W una
base p-ortogonale: siccome V- = 0 si ha necessariamente W # V, ed a meno di permutazioni
degli indici possiamo supporre ¢(em, ) = 0. Sappiamo che Papplicazione

V —- K™, T ((p(m,el),...,ap(x,em))T,

¢ surgettiva e quindi possiamo trovare un vettore e,,11 € V tale che ¢(en,emt1) = 1 e
o(e;,em+1) = 0 per ogni i < m; siccome e,, € WNW+ si ha e,,11 € W, per ogni s € K si ha

Sﬁ(em+1 + sem, em+1 + Sem) = @(em+1a em+1) + 2s,
e quindi, a meno di aggiungere ad e,, 1 un opportuno multiplo scalare di e,,, possiamo anche
supporre p(em11,€mt1) = 0.

Siccome g(e1),...,g(e,) € una base w-ortogonale di g(W), in maniera del tutto simile
possiamo trovare vy, 11 — V — g(W) tale che p(g(em), vm+1) = 1, ©(g(€:), vm+1) = 0 per ogni
i < me @(Uni1,Vme1) = 0. Se denotiamo con U il sottospazio generato da ey, ..., €myt1,
allora possiamo estendere g ad un’applicazione iniettiva f: U — V ponendo f(€mn41) = Umi1
e f(e;) = g(e;) per i < m.

Per concludere resta da dimostrare che la dimensione di U N U~ & strettamente minore
di quella di W N W=, Si ha UNUL C W: infatti se = 2161 + - + Tppp1€mer € UNUL,
allora (2, €,,) = Tyt = 0 e quindi 2 € W. Siccome W C U si ha U+ C W+; quindi

Unutcwnw.
Ma @(em,emi1) = 1 # 0, il vettore e,, non appartiene a U+ e quindi
UnUut#wnwt.
a
LEMMA 15.4.7. Se, in aggiunta alle ipotesi del Teorema 15.4.5, il sottospazio W é aniso-

tropo, allora esiste f: V — V che estende g e che é composizione di al piv 2dim W riflessioni
del tipo S, .

DIMOSTRAZIONE. Sianom =dimW e ey, ..., e, € W una base p-ortogonale. Per ipotesi
la restrizione ¢: W x W — K & non degenere e quindi ¢(e;, e;) # 0 per ogni ¢ = 1,...,m.

Denotiamo v; = g(e;) e dimostriamo per induzione su k = 0, ..., m che esiste un’appli-
cazione fi, € O(V, ), composizione si al piu 2k riflessioni S, e tale che f(e;) = £wv; per ogni
1 < k; per k = 0 il risultato & vero per vacuita di condizioni.
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Sia adesso 0 < k < m e supponiamo che esista h: V' — V| composizione di al pitt 2(k — 1)
riflessioni di tipo S, e tale che h(e;) = v; per ogni i < k. In particolare, ponendo ux = h(eg),
per le ipotesi fatte su g e h si ha

P(ur) = ®(v) = ®(ex) #0,  @(vi,ur) = p(vi,v5) = plei,ex) =0 Vi <k.
Dalla formula
<I>(uk + Uk) + (I)(Uk — vk) = 2(@(Uk) + (I)(’Uk)) = 4@(6k) 7é 0
segue che ®(uy+vy) e ®(ug—vy) non sono entrambi nulli. Se ®(uy—vy) # 0 allora S, o, (Vi) =
v; per ogni ¢ < k e per I’Ossevazione 15.4.4
20 (up, up — vg)
o(ur — v, up — v

Suk_vk (uk) = U — >(Uk - Uk) = Vk-

Per dimostrare il passo induttivo basta quindi considerare f = Sy, _,, h. Se invece ®(up+vy) #
0 allora Sy, Sy, +v, (Vi) = v; per ogni i < k, Sy, Suj+v, (ur) = vk e per dimostrare il passo
induttivo basta quindi considerare f = S, Su,+v, P O

L’utilizzo in sequenza dei due precedenti lemmi dimostra il teorema di cancellazione di

Witt. 0

COROLLARIO 15.4.8. Siano U, W due sottospazi totalmente isotropi rispetto ad una forma
bilineare simmetrica non degenere p: V x V. — K. Se dimU < dim W, allora esiste f €

OV, ) tale che f(U) CW.

DIMOSTRAZIONE. Basta applicare il teorema di cancellazione di Witt a qualunque appli-
cazione lineare iniettiva g: U — W. O

Esercizi.
745. Determinare tutte le applicazioni ortogonali del piano iperbolico in sé.

746. Provare che l'applicazione lineare indotta da una matrice A € M, ,,(K) & ortogonale
rispetto al prodotto interno canonico su K" se e solo se AT = A~1,

747. Sia B = (b;;) una matrice n X n simmetrica a coefficienti in un campo K di
caratteristica # 2 e sia H C K™ un iperpiano di equazione Z?zl a;z; = 0. Provare che:

(1) H & isotropo per la forma z7' By se e soltanto se esiste z € H tale che Bx =

(a’lv cee 7an)T'
(2) H & isotropo per la forma 27 By se e soltanto se

b11 . bln ap

det| = - | =o
bnl N bnn Ay,
a ... ap O

Dedurre che ogni iperpiano e isotropo se e soltanto se il rango di B ¢ < n — 2.

15.5. Forme quadratiche reali e complesse

In un campo arbitrario, capire quando due forme quadratiche sono congruenti ¢ in generale
arduo. Fortunatamente cido non vale nei campi dei numeri reali e complessi, dove le classi di
congruenza sono univocamente determinate da pochi semplici invarianti numerici. Abbiamo
gia dimostrato che avere lo stesso rango ¢ condizione necessaria affinché due forme quadratiche
siano congruenti. Sui numeri complessi tale condizione e anche sufficiente.

TEOREMA 15.5.1. Sia V uno spazio wvettoriale di dimensione finita su C. Due forme
quadratiche ®,W: V — C sono congruenti se e solo se hanno lo stesso rango.
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DIMOSTRAZIONE. Sia z1, ..., z, un sistema di coordinate su V. Mostriamo che ogni forma
quadratica ® di rango r & congruente alla forma standard

I.(2) = i 22,
i=1

Sia ¢ la forma bilineare associata a ® e consideriamo una base ¢-ortogonale €1, ..., €,. Ab-
biamo visto che il rango di ¢ (=rango di ®) ¢ uguale a numero di indici ¢ tali che ®(¢;) # 0;
a meno di permutazioni di indici possiamo supporre ®(¢;) = 0se i > r e O(g;) = A; # 0 se
1 < r. Scegliamo per ogni ¢ < r una radice quadrata u; di A; e consideriamo la nuova base

. €4 .
Vi =€ S€ 1>, v = —sei<r.
Hi
Per costruzione vale ®(v;) = 0sei > re ®(v;) = 1se i < r e quindi ® & congruente alla
forma I,.. O

Sui numeri reali due forme quadratiche possono avere lo stesso rango senza tuttavia essere
congruenti; e quindi necessario introdurre un ulteriore invariante.

DEFINIZIONE 15.5.2. Una forma quadratica ®: V — R su di uno spazio vettoriale reale
V si dice:
(1) definita positiva (e talvolta scriveremo ® > 0) se ®(z) > 0 per ogni z € V, x # 0.
(2) definita negativa (® < 0) se ®(z) < 0 per ogni x € V, x # 0, o equivalentemente
se —® & definita positiva.
(3) semidefinita positiva (¢ > 0) se ®(x)
(4) semidefinita negativa (® < 0) se ®(z)
—& ¢ semidefinita positiva.
(5) indefinita in tutti gli altri casi, ossia se esistono v,w € V tali che ®(v) > 0 e
®(w) < 0.
Le stesse denominazioni si applicano alle forme bilineari considerando le forme quadratiche
associate.

0 per ogni x € V.
0 per ogni x € V, o equivalentemente se

IA IV

Ad esempio la forma quadratica associata al prodotto interno canonico su R™ & definita
positiva. Una forma bilineare simmetrica reale si dice un prodotto scalare se la forma
quadratica associata e definita positiva. Spesso il prodotto interno canonico sugli spazi R"
viene detto prodotto scalare canonico.

Sia ¢ € una forma bilineare simmetrica; in un sistema di coordinate x1, ..., x, corrispon-
dente ad una base @-ortogonale, la forma quadratica associata si scrive

O(x) = Naz?,  NER
i=1

E immediato osservare che ® > 0 (risp.: ® > 0, ® < 0, < 0) se e solo se A; > 0 (risp.:
Ai >0, A <0, Ai SO) perogniz’: 1,...,n.

LEMMA 15.5.3. Sia ®: V — R una forma quadratica, A: V. — V lineare invertibile e
W C V un sottospazio vettoriale. Allora la restrizione di A*® a W ¢ definita positiva se e
solo se lo é anche la restrizione di ® a A(W).

Identico risultato si ottiene sostituendo il termine definita con semidefinita e/o positiva
con negativa.

DIMOSTRAZIONE. Basta ricordarsi che per ogni w € W vale A*®(w) = ®(Aw). O

Dal precedente lemma segue immediatamente che, per ogni forma quadratica ®, i due
numeri:

(1) indice di positivita ®, = massima dimensione di un sottospazio W C V tale che
la restrizione di ® a W e definita positiva.

(2) indice di negativita _ = (—®), = massima dimensione di un sottospazio W C V
tale che la restrizione di ® a W ¢ definita negativa.

sono invarianti per congruenza.
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DEFINIZIONE 15.5.4. La coppia (P, P_) e la differenza &, — ®_ sono dette rispettiva-
mente segnatura e indice della forma quadratica ®. 2

TEOREMA 15.5.5 (Teorema di Sylvester). Data una forma quadratica reale in forma
diagonale (ossia in un sistema di coordinate x1, ..., T, relativo ad una base ortogonale)

O(x) =Y N},  NER,
=1

st considerino i numeri:
(1) p = numero di indici i tali che \; > 0.
(2) ¢ = numero di indici i tali che \; < 0.
Allora vale &4 = p e ®_ = q. In particolare il rango di ¢ ¢é uguale alla somma O, + O_,

gli interi p e q mon dipendono dalla particolare base ortogonale scelta e sono invarianti per
congruenza.

DIMOSTRAZIONE. E sufficiente dimostrare che p = @, : infatti considerando la forma qua-
dratica opposta —® i coefficienti \; cambiano tutti di segno e (—®); = ®_. A meno di permu-

tazione di indici possiamo supporre Ai,..., Ay > 0, Apyr1,-+ -3 Aprg <0 € Apjgi1, -, An = 0.
Sia L C V il sottospazio definito dalle equazioni 41 = --- = z, = 0 e denotiamo con
m: V — L la proiezione sulle prime p coordinate m(x1,...,z,) = (21,...,25,0,...,0). La
restrizione di ® al sottospazio L e definita positiva e quindi, per definizione di ®,, si ha
p S ¢)+.

Viceversa, sempre per definizione di @, esiste un sottospazio vettoriale W C V di dimen-
sione @ tale che ®(x) > 0 per ogni x € W, x # 0. Dimostriamo che P'applicazione lineare
m: W — L e iniettiva; da questo seguira che &, = dimW < dim L = p.

Sia dunque = = (1,...,2,) € W tale che w(z) = 0, cio significa che 1 = ... =z, =0
e quindi che ®(z) =3, Xiz? < 0. D’altra parte ® & definita positiva su W e la condizione
®(z) < 0 implica necessariamente x = 0. |

E immediato osservare che la segnatura ¢ univocamente determinata da rango e indice.

COROLLARIO 15.5.6. Due forme quadratiche definite su di uno spazio vettoriale reale V
sono congruenti se e solo se hanno la stessa segnatura.

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo un isomorfismo V' 2 R" (cioe fissiamo una base); consideria-
mo poi, per ogni coppia di interi positivi p, ¢ tali che p + ¢ < n, la forma quadratica

.2 2 2 2 2
Ip#l(‘r)_xl+x2+“'+xp_$p+1_'“_‘errq'

e dimostriamo che ogni forma quadratica ¢ congruente ad I, , per opportuni p,q. Notiamo
poi che, per il teorema di Sylvester la coppia (p, q) € uguale alla segnatura.

Sia dunque ® una forma quadratica; sappiamo che esiste un sistema di coordinate lineari
Y1, ---,Yn Su R™ rispetto al quale

Oy) =>_ Ny;
=1

A meno di permutazioni di indici possiamo assumere:
(1) A; > 0sei<p;
(2) Mi<O0sep<i<p+yg;
(3) \i=0sei>p+gq.
Nel sistema di coordinate
zZi = VAiyi sei<p
zi=vV-=ANiy; sep<i<p+tgq
2i = Yi sep+q<t

2Alcuni autori chiamano segnatura la differenza & — ®_; altri autori chiamano segnatura la terna
(®o, P4, P_) dove @g, detto indice di nullitd, & la dimensione del nucleo della forma bilineare simmetrica
associata.
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la forma quadratica diventa

pta
B2) =) 5~ D, 4
=1 1=p+1
che ¢ congruente a I, 4. g

EseEmpio 15.5.7. Calcoliamo, al variare del parametro A € R, il rango e la segnatura della
forma quadratica:

P: R? - R, ®(z) = 22 + 2\z 19 — 23,

Nella base canonica e, eo la matrice simmetrica corrispondente ¢

1 A
=(54)

Osserviamo che ®(e;) > 0, da cui deduciamo &, > 1, e che ®(e2) < 0 da cui deduciamo
®_ > 1. Siccome ¢, + ¢_ < 2 dovra necessariamente essere &, = &_ = 1. Dunque ¢
ha rango 2 e segnatura (1,1), indipendentemente dal valore di A, e le matrici By sono tutte
congruenti tra loro.

Il segno del determinante di una matrice simmetrica & invariante per congruenza. Infatti
se B, C sono matrici reali simmetriche congruenti, allora esiste una matrice invertibile A tale
che ATBA = C e quindi

det C' = det(A”) det(B) det(A) = det(B) det(A)?.

Siccome ogni matrice simmetrica ¢ congruente ad una matrice diagonale (Corollario 15.3.10),
segue immediatamente dal teorema di Sylvester che, per una forma quadratica

o: R" - R, ®(z) = 2" Bz,
vale

(1) det(B) =0 se e solo se rg(®) < n.
(2) det(B) > 0 se e solo se rg(®) =n e $_ pari.
(3) det(B) < 0 se e solo se rg(P) =n e ®_ dispari.

et
et

Riprendendo le notazioni della Sezione 10.6, per ogni matrice A € M, ,,(R) ed ogni k <n
denotiamo con A[k] la sottomatrice formata dalle prime k righe e k colonne.

COROLLARIO 15.5.8 (Criterio di Sylvester). Sia A € M, ,(R) una matrice simmetri-
ca tale che det(A[k]) # 0 per ogni k = 1,...,n. Allora lindice di negativita delle for-

ma quadratica © — x7 Az & uguale al numero di cambiamenti di segno della successione
1,det(A[1]),...,det(A[n]).

DIMOSTRAZIONE. Ragioniamo per induzione su n. Denotiamo con ¢ la forma bilineare
simmetrica ¢(x,y) = 27 Ay, con ® la forma quadratica associata e con ® i suoi indici di
posivita e nagativita. Siccome det(A) # 0, per il teorema di Sylvester vale &, + &_ = n.

Osserviamo che 'ipotesi det(A[k]) # 0 & del tutto equivalente a dire che la restrizione di
¢ al sottospazio generato dai primi k vettori della base canonica ¢ nondegenere.

Denotiamo con R"~! C R" il sottospazio generato dai primi n — 1 vettori della base
canonica e con a, b gli indici di positivitd e negativita della restrizione di ® a R*~!. Per indu-
zione possiamo supporre che b & uguale al numero di cambiamenti di segno della successione
1,det(A[1]),...,det(A[n — 1])

Chiaramente a < @4, b < ®_ e siccome anche det(A[n —1]) #0si haa+b=n—1.
Basta quindi dimostrare che: se i determinanti di A[n — 1] e A hanno lo stesso segno allora
®, =a+1; se i determinanti di A[n — 1] e A hanno segni opposti allora ®_ = b+ 1.

Denotando come al solito con eg,...,e, la base canonica, sia v, = A~ !(e,); allora
wT Aln — 1)v, = wle, = 0 per ogni w € R"™! e, poiché la restrizione di ¢ a R*~! & non
degenere, si ha v,, ¢ R"7L.

Sia adesso v1,...,v,_1 una base g-ortogonale di R"~!, allora v1,...,v, & una base ¢-
ortogonale di R"~!. Siccome il segno del determinante & invariate per congruenza si ha che il
segno di det(A[n]) & ugual al segno del prodotto Adet(A[n — 1]). O
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EsEmpio 15.5.9. Calcoliamo, in funzione di A € R, rango e segnatura della matrice

simmetrica
1 1
B}\ - (1 )\) )

ossia rango e segnatura della forma quadratica associata. Sia ha ®(e;) = 1, dove eq, e5 denota
la base canonica e ¢ la forma quadratica associata alla matrice: dunque &, >1e ®_ <11l
determinante ¢ uguale a A — 1 e quindi
(1) per A =1 il rango ¢ 1 e la segnatura & (1,0).
(2) per t > 1 il rango ¢ 2, |By| > 0 e quindi ®_ & pari. Necessariamente ®_ = 0 e la
segnatura ¢ (2,0).
(3) per A < 1ilrango &2, |By| <0 e quindi ®_ & dispari. Necessariamente ®_ =1 e la
segnatura ¢ (1,1).
Attenzione: per 0 < A < 1 tutti i coefficienti di B) sono positivi e tuttavia la forma
quadratica 7 Byz non & definita positiva.

EsEMPIO 15.5.10. Calcoliamo il rango e la segnatura della forma quadratica ® associata
alla matrice simmetrica

11 1

1 2 0

1 0 -3
La diagonale contiene sia valori positivi che negativi e quindi ®, > 1, ®_ > 1. Il determinante
della matrice € —5 < 0, quindi ®_ e dispari e di conseguenza &, =2, _ = 1.

Esempio 15.5.11. Calcoliamo gli indici @, ®_ della forma quadratica ® associata alla
matrice simmetrica

1 1 350!
1 2 ™
3500 © =3

La diagonale contiene sia valori positivi che negativi e quindi &4 > 1, ®_ > 1. La restrizione
della forma quadratica al sottospazio U generato dai primi due vettori della base canonica &
rappresentata dalla matrice
1 1
(i 2)

e quindi ¢ definita positiva per quanto visto nell’Esempio 15.5.9. Quindi &, > 2 e dunque
O, =2ed_=1.

EsEmMPIO 15.5.12. Calcoliamo rango e segnatura della forma quadratica
P:R® =R, &(x)=a? 2125 — 20173

Denotiamo con ¢ la polare di ®, ossia laforma bilineare simmetrica associata. Nella base
canonica ey, e, e3 la matrice simmetrica corrispondente B = (¢(e;, €;)) €

1 -1 -1
-1 0 0
-1 0 0
Applichiamo ’algoritmo di ortogonalizzazione illustrato nella seconda dimostrazione del
Teorema 15.3.8; poiché ¢(by,b1) # 0, nel primo passaggio si considera la nuova base
® C1 — b1 = (1,0,0),

¢(ba, b1)
] Cg—bg (p(bl’bl)bl—b2+b1—(1,170),
¢(bs, b1)
[ ] Cg—bg (p(bl’bl)bl—b3+b1—(1,071).
La matrice C' = (¢(c;,¢j)) €
1 0 0
0 -1 -1
0 -1 -1

Siccome ¢(ca, c2) # 0 si ripete Palgoritmo costruendo la nuova base:
o dl =C = (1,0,0),
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L[] d2 = Cy = (1,1,0),

o d3 :Cg—MCQ —= C3 — Cg = (O,—l,l).
p(ca, c2)
La matrice D = (p(d;,d;)) e
1 0 O
0 -1 0
0 0 O

e quindi, per il teorema di Sylvester, la forma ® ha rango 2 e segnatura (1,1).

TEOREMA 15.5.13 (Disuguaglianze di Cauchy—Schwarz). Siano ¢ una forma bilineare su
uno spazio vettoriale reale V- e u,v € V. St denoti con ® la forma quadratica associata a ¢ e
con U CV il sottospazio vettoriale generato da u,v. Allora:

(1) se @ ¢ definita (positiva o negativa) su U allora o(u,v)? < ®(u)®(v), ed il segno =
vale se e solo se u,v sono linearmente dipendenti;

(2) se ® ¢ indefinita e non degenere su U allora ¢(u,v)? > ®(u)®(v) ed il segno = vale
se e solo se u,v sono linearmente dipendenti;

(3) se ® ¢ degenere su U allora ¢(u,v)? = ®(u)®(v).

DIMOSTRAZIONE. Quando diciamo che ® & definita positiva su U si intende che la restri-
zione ®: U — K & definita positiva. Se © = 0 oppure v = 0 il risultato & chiaro. Se u,v # 0
sono linearmente dipendenti si ha v = su per qualche s € R, s # 0, e tutto segue dalle formule

o(u,v) = sP(u), d(v) = 2D (u).

Non ¢ quindi restrittivo supporre u, v vettori linearmente indipendenti, ossia dim U = 2. Sia
x,y € U una base @-ortogonale e scriviamo

u=ax+by, v=cr+dy, ad—cb#0, (ad—cb)*>0.

Siccome
p(u,v) = plax + by, cx + dy) = ac®(x) + bdP(y)
D(u) = p(az + by, ax + by) = a®@(x) + H*®(y)
D(v) = p(cz + dy, cx + dy) = PP (x) + d*B(y)
si ha

@ (u)®(v) — p(u,v)* = (ad — be)*@(x) B(y)
e per concludere basta osservare che ®(x)®(y) > 0 se la restrizione di ® ad U ¢ definita,

O(z)®(y) < 0 se la restrizione di ® ad U ¢ indefinita ¢ ®(z)®(y) = 0 se la restrizione di ¢ ad
U & degenere. O

EsEmPIO 15.5.14. Nei testi di relativita ristretta si introduce il cosiddetto prodotto scalare
di Minkowski e si classificano i vettori dello spazio-tempo come di tipo tempo, di tipo spazio
e di tipo luce. La prossima proposizione studia alcune proprieta matematiche dell’insieme,
denotato T', dei vettori di tipo tempo.

PROPOSIZIONE 15.5.15. Sia V' uno spazio vettoriale reale di dimensione n+1 e sia (—, —)
una forma bilineare simmetrica su'V di segnatura (1,n). Si considerino i due sottoinsiems

T={veV]|vv) >0}, T={veV]|v#£0, (v,0) >0}.
Allora:

(1) sia W C V' un sottospazio vettoriale di dimensione m + 1. Allora la restrizione di
(—,—) a W ha segnatura (1,m) se e solo se W NT # (;
(2) per ogniv € T ed ogni w € T wale (v,w) # 0;
(3) per ogniu € T, v,w €T tali che {(u,v) >0 e (u,w) >0 si ha (v,w) >0,
In particolare, la relazione ~ sull’insieme T definita come u ~ v se {(u,v) > 0, é una relazione
di equivalenza.
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DIMOSTRAZIONE. Dato che la segnatura ¢ (1,n) si ha T # () ed esiste un iperpiano N C V
in cui la forma bilineare & definita negativa.

(1) Dato W di dimensione m + 1, se la restrizione di (—, —) ha segnatura (1,m) allora W
contiene almeno un vettore v con (v,v) > 0 e quindi TNW # (. Viceversa, se esiste v € TNW
allora Span(v) & un sottospazio di dimensione 1 in cui la forma & definita positiva, mentre
N NW & un sottospazio di dimensione > m in cui la forma e definita negativa.

(2) Se fosse per assurdo (v, w) =0, con v € T e w € T allora v, w devono necessariamente
essere linearmente indipendenti, e la forma bilineare ristretta a W = Span(v,w) sarebbe
semidefinita positiva, in contraddizione con il fatto che W N N # 0.

(8) Se per assurdo esistessero u € T, v,w € T tali che (u,v) > 0, (u,w) >0 e {(v,w) <0,
allora per ogni numero reale non negativo t > 0 si ha u+tw € T e tuttavia (v, u+tw) = (v, u)+
t(v,w) si annullerebbe per t = —(v, u)/(v, w) in contraddizione con il punto precedente. I

La relazione ~ introdotta nella precedente proposizione possiede esattamemte due classi
di equivalenza. Infatti, sia v € T un vettore fissato e siano u,w € T non equivalenti a v, ossia
tali che (v,u) <0 e (v,w) < 0. Per il punto (2) si ha (v,u) <0 e (v,w) < 0, quindi v ~ —u,
v ~ —w e per la proprieta transitiva —u ~ —w, che implica immediatamente u ~ w.

Si ha dunque una partizione di T in classi di equivalenza:

T=T,UT_, dove Ty ={ueT|wu >0}, T_-={ueT|(—v,u)>0}.

Se u,w € T4 allora tu + (1 — t)w € T4 per ogni 0 < ¢ < 1: infatti siccome (v,u) > 0 e
(v,w) > 0 si ha (v, tu+ (1 —t)w) = t{v,u) + (1 — t){v,w) > 0. Abbiamo quindi dimostrato
che ogni classe di equivalenza & un sottoinsieme convesso di V.

Inoltre, dato v € T, il punto (2) implica

(15.2) {fweT| (w,w) >0} ={weT|{v,w) >0},
ed il punto (3) implica che I'insieme (15.2) dipende solo dalla classe di equivalenza di v.
Esercizi.

748. Sia ¢ una forma bilineare simmetrica reale di rango r e indice o. Provare:

(1
2

) r— o & pari.

(2) ¢ ¢ semidefinita positiva se e solo se r = o.

(3) ¢ & semidefinita negativa se e solo se r = —o.

(4) ¢ & semidefinita se e solo se ogni vettore isotropo appartiene al nucleo di ¢.

(5) Usare i punti 1, 2 e 4 per trovare, senza bisogno di far calcoli, rango e indice della
forma quadratica dell’Esempio 15.5.12.

749. Sia t > 1 numero reale. Dimostrare che la matrice simmetrica A di coefficienti
aijj; = t@=DG=1 5 =1,...,n, & definita positiva. Mostrare inoltre che se 0 < t < 1 allora
I'indice di A dipende solo dalla classe di resto modulo 2 di n.

750. Provare che una forma quadratica reale & definita se e solo se 0 & I'unico vettore
isotropo. Si noti che I'unica verifica non banale & mostrare che se una forma quadratica e
indefinita allora esiste un vettore isotropo non nullo.

751. Calcolare rango e segnatura delle forme quadratiche reali
q,s: My o(R) = R, q(A) = det(A), s(A) =Tr(A?).

752. Sia B € M, ,,(R) una matrice simmetrica non nulla con tutti gli elementi sulla diago-
nale uguali a 0. Dimostrare che la forma quadratica reale associata ¢ indefinita. (Suggerimento:
considerare la restrizione ai sottospazi generati da due vettori della base canonica.)

753. Sia H C M3 3(R) il sottospazio vettoriale delle matrici simmetriche a traccia nulla.
Calcolare rango e segnatura della forma quadratica ®: H — R, ®(A) = Tr(A?).

754. Per ogni n > 3 sia B,, € M,, ,(R) la matrice simmetrica di coefficienti
b 0 se2<i<n—-1e2<j3<n-1
Y 1 altrimenti

Determinare rango e segnatura di Bs, By.
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755. Determinare rango e segnatura di B,, introdotta nell’Esercizio 754 per ogni n > 4.

756. Siano f,g: V — R lineari e linearmente indipendenti come vettori di Homg(V,R).
Mostrare che ®(x) = f(x)g(x) ¢ una forma quadratica di rango 2 e segnatura (1,1). Cosa si
puo dire se f e g sono linearmente dipendenti?

757. Calcolare rango e segnatura della forma quadratica

350
R SR, B(z) =Y (2mx; +3).

i=2
758. Calcolare rango e segnatura della forma quadratica
P R350 — R, @(ZL’) = (.’£1 + 229 +3x3+ -+ 350‘%350)2 — SU%

759. Sia A = (A;;) una matrice simmetrica reale n x n di rango 1 semidefinita positiva.
Dimostrare che esistono ay,...,a, € R tali che A;; = a;a; per ogni 1, j.

760. Sia (aij) € M, (R) simmetrica e semidefinita positiva. Provare che
max |aij| = maxag;.
.7 )
761 (=, O, Lemma di Zariski). Sia A = (a,;) una matrice simmetrica reale n x n tale che
2a;; > Z?Zl |a;;| per ogni indice i. Provare che A ¢ semidefinita positiva.

762. Determinare rango e segnatura della matrice

110 0 00
121000
012100
001 210
0 001 21
0 00011

763. Siano A, B € M 2(R) simmetriche e definite positive. E vero o falso che la matrice
simmetrica AB + BA & definita positiva?

764. Sia V' lo spazio vettoriale su R una cui base ¢ data da cost, sint. Si definisca

(f,9) = :T f(z)g(z)dx.

Verificare che si tratta di un prodotto scalare . Trovare la matrice associata rispetto alla base
data.

765. Sia V lo spazio vettoriale dei polinomi reali in una variabile  di grado minore o
uguale a 2. Dimostrare che ponendo, per p,g € V

(p,q) = p(=1)q(=1) + p(0)q(0) + p(1)q(1)
si definisce un prodotto scalare in V. Trovare la matrice dell’operatore T': V' — V definito da

dq

T = —

(Tp,q) = {p, dx)

3 1

nella base 1, z, §x2 -5

766. Determinare rango e segnatura della forma quadratica ®: R* — R
O(x) = 122 + Tox3 + T3X4.

767. Determinare tutti i vettori isotropi della forma quadratica ®: R* — R associata alla
matrice

-3 1 1 1
1 -2 1 0
1 1 -2 0
1 0 0 -1
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768. Si consideri la forma quadratica in R3 definita da
O(x) = 2x122 + 62223

a) Se ne calcoli rango e segnatura.
b) Si trovi una base di R? in cui ® & scritta in forma canonica

769. Sia B = (b;;) una matrice reale n x n simmetrica Definiamo un’applicazione ¢: R™ x
R™ — R mediante la formula

bir ... bin Wn
¢(@,y) = det
r, ... xp, O

Dimostrare:

(1) ¢ ¢ bilineare simmetrica. Interpretare, in funzione di B, i coefficienti della matrice
A tale che ¢(z,y) = 2T Ay.

(2) Determinare, in funzione del rango di B, il rango di ¢.

(3) Se det B # 0 determinare, in funzione della segnatura di B, la segnatura di .

770 (#). Siano A, B € M, ,,(R) simmetriche con A = (a;;) definita positiva e B = (b;;)
semidefinita positiva. Dimostrare che:

(1) dati z1,...,2, € R, la matrice di coeflicienti ¢;; = x;a;;2; € semidefinita positiva di
rango uguale alla quantita di x; diversi da 0;

(2) Tr(AB) > 0 e vale Tr(AB) = 0 se e solo se B = 0;

(3) se B ¢é definita positiva allora la matrice di coefficienti ¢;; = a;;b;; € definita positiva.

15.6. Eliminazione di Gauss simmetrica

Abbiamo visto che due matrici simmetriche sono congruenti se e solo se rappresentano la
stessa forma bilineare ¢: V x V' — K rispetto a due basi dello spazio vettoriale V.

Sia ey,...,e, una base di V e consideriamo la matrice B = (b;;) = (¢(e;, €;)). Vedia-
mo come si trasforma la matrice B quando agiamo sulla base mediante una delle seguenti
operazioni elementari gia viste in relazione all’eliminazione di Gauss:

(1) moltiplicare un vettore della base per uno scalare non nullo;
(2) aggiungere ad un vettore della base un multiplo scalare di un altro vettore della base;
(3) scambiare tra di loro due vettori della base.

Analizziamo come cambia la matrice B in ciascuno dei tre casi.
(1) se moltiplichiamo ep, per A # 0, ossia se consideriamo la nuova base

en = ey, €i=-e; peri#h,

allora la matrice C' = (c;5) = (¢(ei,e5)) che rappresenta ¢ nella nuova base soddisfa le
uguaglianze

chn = Nbun

Chi = Abpi, A = Abgy,  per i # h,

cij = bij per i,j # h.
Equivalentemente C' si ottiene da B moltiplicando prima la h-esima riga per A e poi moltipli-
cando per A la colonna h-esima della matrice cosi ottenuta.

(2) cambiamo adesso la base aggiungendo a ep un multiplo scalare di ey, con h # k, ossia
consideriamo una nuova base €1, ..., &, dove

en = ep + Aeg, €;=e; peri#h.
La matrice C' = (¢;;) = (¢(e4,€5)) che rappresenta ¢ nella nuova base soddisfa le uguaglianze
Chin = b 4 Abpi 4 A, + X2by
Chi = bni + Abi,  Cin = bin + Abj  per i # h,
cij = bij per i, j # h.
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Dunque la matrice C si ottiene dalla matrice B mediante due operazioni elementari sim-
metriche: nella prima si somma alla riga h la riga & moltiplicata per \; nella seconda si somma
alla colonna h la colonna k della nuova matrice moltiplicata per A.

(3) se scambiamo e, con ey, la nuova matrice si ottiene prima scambiando prima le righe
h e k di B e poi scambiando le colonne h e k della matrice cosi ottenuta.

Vediamo un esempio numerico in cui le precedenti tre operazioni elementari simmetriche
sono eseguite sulla matrice

B = (p(ei,ej)) =

O = =

1 0
1 1
11

Se moltiplichiamo il secondo vettore della base per 2 otteniamo

11 110 120
11 1| Bez2Be g 9 o @22 (9 4 9
01 1 01 1 02 1

Se aggiungiamo al primo vettore della base il triplo del secondo otteniamo

1 1 0 4 4 3 16 4 3
1 1 1 Ri—R1+3R> 1 1 1 C1—C1+43C5 4 1 1
0 1 1 0 1 1 3 1 1

Se scambiamo tra di loro il primo ed il secondo vettore della base otteniamo

110 11 1 11 1
11 1) B2f g 1 o) ©2% (1 1 0
0 1 1 0 1 1 10 1

Con il termine di eliminazione di Gauss simmetrica intenderemo la trasformazione
in forma diagonale di una matrice simmetrica mediante una successione finita di operazioni
elementari sulle rigonne (righe-colonne) descritte sopra ai punti (1),(2), (3).

EseEmpio 15.6.1. Vediamo un esempio dove la seconda rigonna e moltiplicata per 2:

011 0 1 1 0 2 1
11 2) =12 2 4] =12 4 4
1 2 3 1 2 3 1 4 3

EsEmPIO 15.6.2. Cerchiamo una matrice diagonale congruente a

11 1
B=|1 0 1
1 1 -3

Possiamo applicare 'eliminazione di Gauss simmetrica con 'obiettivo di annullare tutti i
coefficienti esterni alla diagonale principale. Come primo passo annulliamo il coefficiente 1,2
(prima riga, seconda colonna) sottraendo alla seconda rigonna (riga-colonna) la prima rigonna:

1 1 1 1 1 1 1 0 1
B=|10 1 |—=(0 -1 0]—=10 -1 0
1 1 -3 1 1 =3 1 0 =3

Come secondo passo sottraiamo alla terza rigonna la prima rigonna:

1 0 1 1 0 1 1 0 0
0o -1 0)J—-{0 -1 0)]—=10 -1 O
1 0 -3 0 0 -4 0 0 -4

Possiamo quindi dire che B ha rango 3 e, nel caso reale, segnatura —1.

EsEMPIO 15.6.3. Eseguiamo 'eliminazione di Gauss simmetrica della matrice

011
B=|1
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Iniziamo scambiando tra loro prima e seconda rigonna:

0 1 1 11 2 1 1 2
11 2|—-1(0 1 1]—=1(1 0 1
1 2 3 1 2 3 2 1 3
Poi togliamo alla seconda rigonna la prima ed alla terza il doppio della prima:
11 2 1 1 2 1 0 0
101 —-({0 -1 -1} —-10 -1 -1
2 1 3 0 -1 -1 0 -1 -1
Per finire togliamo la seconda rigonna alla terza:
1 0 O 1 0 O 1 0 O
0 -1 -1|—-10 -1 -1} —={0 -1 0
0 -1 -1 0 0 0 0 0 O

Dunque la matrice B ha rango 2 e, sui numeri reali, segnatura 0.
Esercizi.
771. Determinare rango e segnatura della forma quadratica ®: R* — R
®(z) = 23 — 23 — 22 + 2wow3 + 22471
772. Calcolare rango e segnatura della forma quadratica
o: R* 5 R, O(x) = m% — $§ — xi +4x1x0 — 22123 + 4023 + 2T074 — 63T 4.
773 (V). Determinare rango e segnatura della forma quadratica ®: R* — R
O(x) = x109 + 235 + 23074 — T3,
774. Determinare rango e segnatura della forma quadratica ®: R* — R
®(x) = 122 + T2x3 + T3X4.

775. Determinare tutti i vettori isotropi della forma quadratica ®: R* — R associata alla
matrice

-3 1 1 1
1 -2 1 0
1 1 -2 0
1 0 0 -1

776. Determinare rango e segnatura della forma quadratica ®: R* — R
O(z) = 27 — x5 — 23 + 2wow3 + 21477.
777. Calcolare rango e segnatura della forma quadratica

d: R®> - R, O(x) = x% + 233% — .I% — x?) + 2z 20 + 41173 + T3 — 27574

15.7. Il teorema spettrale

Abbiamo gia dimostrato che ogni matrice simmetrica reale & diagonalizzabile. In questa
sezione diamo una diversa dimostrazione, ed al tempo stesso un rafforzamento, di questo fatto
noto come teorema spettrale reale.

LEMMA 15.7.1. Siano V spazio vettoriale di dimensione finita su R e f: V — V un
endomorfismo lineare. Esistono allora due vettori u,v € V non entrambi nulli, e due numeri
reali a,b tali che

f(u) = au — bu, f(v) =bu+ av.

DIMOSTRAZIONE. Non ¢ restrittivo supporre V' = R"™ e di conseguenza f = L I'applica-
zione lineare associata ad una matrice A € M, ,,(R). Possiamo pensare A come una matrice
a coefficienti complessi e quindi estendere nel modo canonico L4 ad un’applicazione lineare
Ly: C* — C™. Se scriviamo ogni vettore di C™ nella forma u + v, con u,v € R™ ed ¢ unita
immaginaria, allora si ha

LA(U + iv) = LA(U) + iLA(U).
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Sia A = a+ib € C un autovalore complesso di A e sia u+iv € C" il corrispondente autovettore.
Si ha
La(u)+iLa(v) = (a+ib)(u+iv) = (au—bv) + i(av + bu)
che equivale a
La(u) = au — bu, La(v) =bu+ av.
O

Riprendendo le notazioni introdotte nella Sezione 7.6, indichiamo con z -y = > a,y; il
prodotto scalare canonico in R™, con ||z|| = v/ -« la norma del vettore x e con O,(R) il
corrispondente sottogruppo di matrici ortogonali:

O0,(R) :=OR",) ={E € M, ,(R) | ET = E'}.
Siccome det(ET) = det(E) e det(E~!) = det(E)~! segue immediatamente che per ogni
matrice ortogonale E vale det(E)? = 1.
Per ogni matrice A € M,, ,,(R) e per ogni coppia di vettori z,y € R” vale
Az -y = (Az) Ty =2t ATy =12 ATy

ed in particolare:

(1) Se A é simmetrica, allora Az -y = x - Ay per ogni z, y.

(2) Se A & antisimmetrica, allora Az -y = —x - Ay per ogni z,y.

(3) Se E & ortogonale, allora Ex - Ey = x - ETEy = x - y per ogni z,y.

LEMMA 15.7.2. Siano A € M, »(R) una matrice simmetrica e V.C R"™ un sottospazio di
dimensione positiva tale che AV C V. Allora V contiene un autovettore non banale per A.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo visto che esistono due vettori u,v € V non entrambi nulli e
tali che
Au = au — b, Av = bu + av,
per qualche coppia di numeri reali a,b. Siccome A ¢ simmetrica vale Au-v = u - Av e quindi
Au-v=a(u-v)—bv-v) =u-Av =a(u-v) + b(u - u).

Semplificando si ottiene b(|ul|* + ||v]|?) = 0 e siccome ||ul|> + ||v[|> > 0 si ha b = 0. Di
conseguenza f(u) = au, f(v) = av e qualunque tra u o v non sia nullo risulta essere un

autovettore di A. a
DEFINIZIONE 15.7.3. Una base v1,...,v, di R" si dice ortonormale se v; - v; = §;; per
ogni i, j, o equivalentemente se la matrice £ = (v1,...,v,) € ortogonale.

TEOREMA 15.7.4 (Teorema spettrale). Sia A € M, ,,(R) una matrice simmetrica. Esiste
allora una base di R™ ortonormale e di autovettori per A.

DIMOSTRAZIONE. Sia V' C R"™ un sottospazio vettoriale tale che AV C V e dimostriamo
per induzione sulla dimensione di V' che esiste una base ortonormale di V' fatta da autovettori
per A. Se V. = 0 non c’¢ nulla da dimostrare. Sia u; € V un autovettore per A, diciamo
Auy = Aug; a meno di dividere u; per la sua norma ||ug || non é restrittivo supporre |juq || = 1.
Si consideri adesso il sottospazio W = {v € V' | u3 - v = 0}. Se w € W, allora Aw € W, infatti
Aw €V e vale

up - Aw = Aug -w = Mup - w = Mug-w=0.

Per l'ipotesi induttiva esiste una base ortonormale us, . .., us di W di autovettori per A e

quindi uy,us, ..., us ¢ una base ortonormale di V' di autovettori per A. O

COROLLARIO 15.7.5. Sia A € M, ,,(R) una matrice simmetrica. Esiste allora una matrice
ortogonale E tale che E='AE = ET AE ¢ diagonale.

DIMOSTRAZIONE. Siaeq,...,e, la base canonica di R" e uq,...,u, una base ortonormale
di autovettori per A, diciamo Au; = A\;u;. Denotiamo con E la matrice ortogonale del cambio
di base, ossia Ee; = u;. Allora

E_lAEei = E_lAui = E_l)\iui = \;€;
e quindi E~'AE ¢ diagonale. |
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COROLLARIO 15.7.6. Una matrice simmetrica A € M, ,(R) é definita (risp. semidefinita)
positiva se e solo se i suoi autovalori sono tutti positivi (risp.: non negativi).

DIMOSTRAZIONE. Se A ¢ diagonale il risultato e chiaro. Altrimenti prendiamo una matrice
ortogonale F tale che E~'AFE = D sia diagonale. Allora A ha gli stessi autovalori di D e per
ogni z € R™ vale

z-Dx=x-E 'AFx = Ex - AFx.
Siccome FE ¢ invertibile, ne segue che Ex - AEx > 0 per ogni z # 0 se e solo se y - Ay > 0 per
ogni y # 0. g

COROLLARIO 15.7.7. Una matrice simmetrica A € M, ,(R) é definita positiva se e solo
se e semidefinita positiva e invertibile.

DiMOSTRAZIONE. Gli autovalori sono tutti positivi se e solo se sono tutti non negativi ed
il determinante ¢ diverso da 0. O

Gia sappiamo che esistono matrici complesse non nulle che sono simmetriche e nilpotenti, e
quindi non diagonalizzabili. Pero, se anziché considerare le matrici simmetriche si considerano
quelle Hermitiane, allora esiste la versione complessa del teorema spettrale. Prima di poterlo
enunciare occorre introdurre il concetto di base unitaria.

DEeFINIZIONE 15.7.8. Il prodotto Hermitiano canonico su C" ¢ definito come
(v,w):vT@:ZviWiGC, v,w e C™,
i
Si noti che per ogni v,w € C" si ha (v,w) = (w,v); in particolare per ogni v € C"
il prodotto (v,v) = Y, |v;|* & un numero reale non negativo ed ha quindi senso definire la

norma di v come
[oll = V/{v,0) = | > Jwil?
i

Chiaramente v = 0 se e solo se ||v|| = 0. Il prodotto Hermitiamo canonico non ¢ una forma

bilineare perché non & C-lineare nella seconda variabile; valgono infatti le relazioni
(1) {(avy + bug, w) = a(vy, w) + b{ve, w),
(2) (v, aw; + bwsy) = @{v,wy) + b{v, ws).
Il prodotto Hermitiano puo essere a buon diritto considerato non degenere in ogni sotto-
spazio, in virtu del seguente risultato.

LEMMA 15.7.9. Per ogni sottospazio vettoriale V.C C™ sia
Vi={weC"|(w,v)=0 YveV}
Allora V£ ¢ un sottospazio vettoriale e V@ V+ = C".

DIMOSTRAZIONE. Siccome (v,v) = 0 se e solo se v = 0 ne consegue che V NV+ = 0. La
dimostrazione che dimV + dim V+ > n ¢ del tutto simile a quella del Lemma 15.3.13 ed &
lasciata per esercizio. O

Prima di enunciare il teorema spettrale nel caso Hermitiano, ricordiamo che una matrice
H € M,,,,(C) si dice Hermitiana se H T = H. Equivalentemente una matrice H & Hermitiana
se e solo se per ogni v,w € C" vale la formula (Hv,w) = (v, Hw). Infatti, se HY = H si ha

(Hv,w) = (Hv)"®w = vT H'w = v" Hw = vI Hw = (v, Hw).
Viceversa, se (Hv,w) = (v, Hw) per ogni v,w € C il conto appena fatto mostra che v* (HT —

Hyw=0 e questo basta per dedurre che H T — H = 0 (& sufficiente sviluppare il prodotto
vI'(HT — H)w = 0 per v, w elementi della base canonica).

LEMMA 15.7.10. Gli autovalori delle matrici Hermitiane sono numeri reali.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo Hv = Av, con H € M, ,(C) Hermitiana, v € C" e A € C.
Allora
Aol = (v, v) = (Hv,v) = (v, Hv) = (v, \v) = A||v]®

e siccome ||v|| # 0 ne consegue che A\ = \. O



352 15. FORME BILINEARI E QUADRATICHE

DEFINIZIONE 15.7.11. Sia V' C C™ un sottospazio vettoriale di dimensione m. Una base
U1,...,Un €V si dice unitaria se ||u;|| = 1 per ogni ¢ e (u;,u;) = 0 per ogni ¢ # j.
TEOREMA 15.7.12. Sia V C C™ un sottospazio invariante per una matrice Hermitiana

H e M, »(C). Allora V possiede una base unitaria di autovettori di H.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione ¢ praticamente identica a quella del Teorema 15.7.4
e diamo solamente alcuni brevi cenni. Si ragiona per induzione sulla dimensione di V; se
dimV = 0 non c‘é nulla da dimostrare.

Se V' #£ 0, siccome H & triangolabile il sottospazio V' contiene un autovettore per H:
veV,v#0, Hv = dv. Il vettore u; = v/|v| & unitario e si applica I'ipotesi induttiva al
sottospazio W = V' NSpan(u; )=, beninteso dopo aver usato la formula (Hv, w) = (v, Hw) per
dimostrare che anche W ¢ invariante per H. O

Esercizi.

778. Sia A = (a;j) € M, ,(R) e si assuma che esistano by, ..., b, > 0 tali che b;a;; = b;a,;
per ogni 4, j. Dimostrare che A & diagonalizzabile.

779. Usare il criterio di Sylvester (Corollario 15.5.8) ed il teorema spettrale 15.7.4 per
dimostrare quanto affermato nell’Osservazione 10.6.5.

780. Sia A € M, ,(R) una matrice simmetrica semidefinita positiva. Provare che det(I +
A) > 1.

781 (). Siano A, B € M, ,(R) matrici simmetriche semidefinite positive. Provare che
det(I + AB) # 0.

782. Sia A = (a;j) una matrice simmetrica reale n x n e siano A1,..., A, € R i suoi
autovalori, contati con molteplicita. Dimostrare che per ogni i =1,...,n vale

Qg4 2 min{)\h ey )\n}
(Suggerimento: per quali valori di ¢t € R la matrice A + tI & definita positiva?).

783. Sia A € M,, »(R) antisimmetrica. Dimostrare che:

(1) A? & simmetrica e semidefinita negativa.

(2) A —1T ¢ invertibile.

B) I+A[I—-A)t=UT-A)+A.

(4) La matrice E = (I — A)~Y(I + A) & ortogonale.

(5) 1l determinante di E = (I — A)~1(I + A) & uguale a 1.

784. Siano uy,...,u, € v1,...,v, due basi ortonormali di R™. Dimostrare che la matrice
E di coeflicienti e;; = u; - v; € ortogonale.

785. Dimostrare che per una matrice A € M, ,(R) simmetrica e ortogonale la segnatura
¢ uguale alla traccia.

786. Sia A € M, ,(R) una matrice simmetrica semidefinita positiva. Mostrare che se A?
¢ un multiplo scalare dell’identita, allora anche A ¢ un multiplo scalare dell’identita.

787 (V). Per ogni n > 0 sia By, , € M,(R) la matrice simmetrica di coefficienti
bij=i+7—2, ,j=1,...,n.
Determinare rango e segnatura di By, Bs e Bs.

788 (#, ©). Determinare rango e segnatura della matrice B,, introdotta nell’Esercizio 787
per ogni n > 4.

789. Sia A € M,, »(R) simmetrica e definita positiva. Si dimostri che per ogni ¢ di valore
assoluto sufficientemente piccolo A + €l ¢ definita positiva.

790. Trovare una base unitaria del sottospazio H C C? di equazione
r—1iy+z=0, 1 =+v—-1

791. Trovare una base unitaria di autovettori per la matrice Hermitiana

1 6
—6i 4)°
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792. Dimostrare che ogni matrice L € M,, ,,(C) si decompone in modo unico nella forma
L =H + 1K con H, K Hermitiane.

(#) Si supponga adesso che nella decomposizione precedente tutti gli autovalori di H
siano positivi. Si dimostri che | det L| > det H. Quando vale 'uguaglianza?

793. Provare che per ogni coppia di numeri complessi a,b di modulo 1 ed ogni numero

reale t, la matrice
cos(t)a  sin(t)b
(— sin(t)b cos(t)a)
€ unitaria con determinante uguale a 1. Provare inoltre che ogni matrice unitaria di ordine 2
e determinante 1 si scrive, in maniera non unica, in tale forma.

15.8. I gruppi ortogonali

In questa sezione studieremo alcune proprieta dei gruppi ortogonali
O,(R)={Aec M,,R)| AAT =T},

ossia dei gruppi delle applicazioni ortogonali di R™ rispetto al prodotto scalare canonico.
Abbiamo visto nella dimostrazione del teorema di cancellazione di Witt che ogni applicazione
ortogonale & composizione al piu 2n riflessioni del tipo S, con u # 0, che ricordiamo essere

definite dalla formula
T-u

ful?
Si noti che S;, = Sy, per ogni numero reale A # 0; a meno di sostituire u con u/||u|| otteniamo
che ogni riflessione ¢ del tipo S, con |ul = 1.

Uno degli obiettivi di questa sezione sara quello di dimostrare che per ogni A € O,,(R), il
rango di A — I coincide con il minimo intero & tale che A puo essere scritto come composizione
di k riflessioni del tipo S,,.

Iniziamo trattando i casi particolari O1(R), O2(R) ed O3(R) per poi passare al caso
generale. E immediato osservare che una omotetia & ortogonale se e solo se ¢ uguale a £1d;
in particolare O1 (R) = {£1Id} = {Id, S1} ¢ un gruppo formato da due elementi.

Sul piano R? esistono molti esempi non banali di applicazioni ortogonali:

Su(x) =2 —2

(1) Rotazioni: per ogni numero reale o, la rotazione attorno all’origine in R? di angolo
a ¢ data dalla matrice ortogonale

_ [cos(a) —sin(a)
Ha = (sin(a) cos(a) ) )

(2) Riflessioni: dato u = “r) = Cps(ﬂ) = vettore unitario di R? (unitario significa
Ug sin(8)

|lul|> = u? + u3 = 1), la riflessione associata & data dalla matrice
S ud —u?  —2ujus —cos(28) —sin(25)
“\—2uuy W —wd)  \ —sin(28)  cos(28) |
PROPOSIZIONE 15.8.1. Ogni applicazione ortogonale di R? ¢ una rotazione oppure una

riflessione: il primo caso accade se e solo se il determinante é +1, il secondo se e solo se il
determinante ¢ —1.

DIMOSTRAZIONE. E immediato osservare che det(Ry) = 1 e det(S,) = —1. Viceversa, sia
A € O5(R) una matrice ortogonale, ossia AAT = I, siccome |A| = |AT|, per il teorema di
Binet si ha |A]? = 1 e quindi |A| = +1.

Se |A| = 1, poiché i vettori colonna di A sono una base ortonormale si puod scrivere

cos(a) sin(f)
sin(a) cos(B) )’
dove «, 8 € R devono soddisfare le condizioni

1 = cos(a) cos(B) —sin(a) sin(5) = cos(a+/5), 0= cos(a)sin(F)+sin(a) cos(f) = sin(a+3),

da cui segue a + 8 = 2km, e quindi cos(f) = cos(«), sin(f) = — sin(«).
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Se |A] = —1 la matrice possiede due autovalori distinti, uno negativo A ed uno positivo
. Dato che A & ortogonale ne segue che A\2 = 2 = 1, A = —1, u = +1. E chiaro che se u ¢
un autovettore unitario per A, allora A = S,,. |

Come conseguenza della Proposizione 15.8.1 abbiamo che il determinante di una matrice
A € 03(R) & uguale a |A| = (—1)"#A=D mentre dimostreremo nel prossimo Teorema 15.8.2
che la medesima formula vale per ogni intero positivo n ed ogni A € O, (R).

Appare dunque naturale classificare le applicazioni ortogonali A € O3(R) di R? in base al
rango della matrice A — I. Chiaramente rg(A — I) = 0 se e solo se A = I & I'identita.

(1) se rg(A — I) = 1, allora esiste un piano V C R? di punti fissi ed un vettore 0 #
u € V1. Dato che il prodotto scalare ¢ definito positivo si ha [ju|| # 0 e quindi
V = Span(u)*. Da cid segue necessariamente che A = S,.

(2) se rg(A —I) = 2 esiste un vettore non nullo u € R?, unico a meno di moltiplicazione
per scalare, tale che Au = u, ed una decomposizione in somma diretta

R? = Span(u) © H, H = Span(u)™.

Siccome Au = u, si ha A(H) C H e A non possiede punti fissi in H. Dalla classi-
ficazione delle isometrie di R? ne consegue che la restrizione di A ad H & una ro-
tazione diversa dall’identita. In tal caso chiameremo A rotazione di asse Span(u).
Puo essere utile notare che in una base ortonormale eq,eq,e3, con e; € Span(u),
€2,€e3 € Span(u)l, la rotazione A si rappresenta con una matrice del tipo

1 0 0
R,=1]0 cos(o) —sin(e)
0 sin(a) cos(a)

(3) serg(A —I) = 3, siccome ogni polinomio di terzo grado possiede radici reali, esiste
almeno un autovettore u € R3, diciamo Au = Au. Abbiamo gia osservato che A2 =1,
mentre per le ipotesi sul rango di A — I deve essere A # 1. Non rimane quindi che
Au = —u. Se denotiamo con B = S, A si ottiene Bu = S,(—u) = u, e quindi
rg(B — I) < 2. Dato che ogni vettore di Ker(B — I) N Span(u)’ & un punto fisso
di A, per la formula di Grassmann deve necessariamente essere rg(B — I) < 2. In
conclusione, se rg(A — I) = 3 allora A & la composizione di una rotazione di asse
Span(u) e della riflessione S,,. In una base ortonormale ey, es, e3, con e; € Span(u),

ea,e3 € Span(u)®, I'applicazione ortogonale A si rappresenta con una matrice del
tipo

-1 0 0

0 cos(a) —sin(a)

0 sin(a) cos(a)

Passiamo adesso a studiare il caso generale e consideriamo lo spazio R™ dotato del prodotto
scalare canonico.

TEOREMA 15.8.2. Sia E € O,(R), allora esiste una base ui, ..., uy di Ker(E —I)* (in
particolare k =rg(E — 1)) tali che

E =S4, Sa,.

Viceversa se E = Sy, -+ Sy, con v; # 0 per ogni i, allora h = rg(E — I) + 2m per qualche
intero m > 0.

La dimostrazione ¢ una conseguenza immediata dei seguenti tre lemmi.

LEMMA 15.8.3. Ogni applicazione ortogonale E: R™ — R™ puo essere scritta, in modo
non unico, come composizione di al piu rg(E — I) riflessioni del tipo S, con u € Ker(E—1I)*.

DIMOSTRAZIONE. Induzione su k = rg(F — I): se k = 0 allora E = I ed il risultato ¢
chiaro. Supponiamo quindi k& > 0, allora il sottospazio V' = Ker(E — I)* ha dimensione k ed &
un autospazio per E. Infatti se v € Ker(E — I)* allora per ogni w € Ker(E —1I) si ha BEw = w
e quindi

Ev-w=Ev-Bw=v-w=0
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da cui segue Ev € Ker(E — I)*. Siccome k > 0 esiste v € Ker(E — I)* tale che Ev # v
e si consideri il vettore u = Ev — v # 0. Allora u € Ker(E — I)*, S,(z) = x per ogni
x € Ker(E — 1),

(Bv—v) - (BPv—v)=FEv-Ev—v-Ev—FEv-v+v-v=2(Ev-Ev—v-Ev),
(Ev—wv)-Ev
(Ev—v)- (Ev—0v)
da cui segue che Ker(E — I) 4+ Span(v) C Ker(S,E — I). Dunque rg(S,E —I) < rg(E —I),

Ker(S,E — I)+ C Ker(E — I)1 e per l'ipotesi induttiva si puo scrivere S, E = S, - -+ S,, con
h <rg(E—1I), u; € Ker(S,E — I)* e quindi E = S,S,, -+ Sy, con u,u; € Ker(E—1)+. O

Su(Ev) = Ev —2 (EBv—v)=Ev—(Ev—v)=v

LEMMA 15.8.4. Se uq,...,ur € R™ sono linearmente indipendenti, allora

Ker(Sy, Su, - -+ Su, — I) = Span(uy, ..., u)".

DIMOSTRAZIONE. L’inclusione D & chiara poiché se v € Span(uy, ..., u;)"’ allora S,,v = v
per ogni ¢. Dimostriamo ’inclusione inversa per induzione su k; a meno di dividere ciascun u;
per la sua norma possiamo supporre ||u;|| = 1 per ogni i e quindi

Sy, =2 — 2(x - up)u;.

Per k = 0 il risultato e vero in quanto entrambi gli spazi sono tutto R™. Supponiamo quindi k& >
0 e per assurdo che dim Ker(Sy, Sy, - - - Sy, —I) > n—k. Per la formula di Grassmann esistono
x,y € Span(uy,...,ux), T,y # 0, tali che Sy, Su, -+ Su, () = e y € Span(ua,...,ux)*.
Denotiamo E = S,,, - - - Sy, , allora per I'ipotesi induttiva

Ker(E — I) = Span(ug, . .., ug)".

Poiché y ¢ Span(us, . ..,u)) possiamo scrivere in maniera unica z = ay + k, u; = by + h, con
a,b€R, e h,k € Span(us,...,ux) e b#0. Sinoti che y-h=y-k=0equindi z-y = al|y||?,
uy -y = b|yl|?, Ey =y, Ex = ay + Ek e quindi

x =Sy, Fx =ay+ Ek — 2(u; - (ay + Ek))(by + h).
Dato che b = 0 deve essere u; - (ay + Ek) = 0 da cui © = ay + Ek, che implica Fk = k,

ossia k € Ker(E — I) = Span(us, ..., us)". Ma questo & possibile solo se k = 0 da cui segue
x=ay =ex = ay— 2(uy - (ay))(by + h). Siccome b = 0 la seconda uguaglianza implica
uy - (ay) = ab||y||* = 0 da cui a = 0. O

LEMMA 15.8.5. Siano uy,...,ur € R™ non nulli e linearmente dipendenti. Se k = 2 allora
SuySu, = I, mentre se k > 3 possiamo trovare vy,...,v5—2 € Span(uy,...,ug) non nulli e
tali che

SuySug - Sup, = S50, - Svp_s-

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gia visto che se u1,us sono proporzionali, allora S,, = S, €
quindi Sy, Sy, = I.Se k = 3 allora E = S,,, S,,, S., ¢ I'identita sul sottospazio Span(us, uz, u3)*
che ha dimensione > n — 2. Per il Lemma 15.8.3 si ha che S,,, Sy, Sy, € composizione di k < 2
riflessioni del tipo S, con u € Ker(E — I)*+ C Span(uy, ug,u3). Dato che il determinate di S,
¢ —1 per il teorema di Binet deve necessariamente essere k = 1.

Dimostriamo adesso il caso k& > 3 per induzione su k. Se ui_1 e ug sono linearmente
dipendenti, allora Sy, , Sy, = I; similmente se uy, ..., u;_1 sono linearmente dipendenti, per
induzione possiamo scrivere Sy, Sy, - - - Su,_, come un prodotto di k£ — 3 riflessioni. In entrambi
icasi Sy, Sy, - - Su, risulta uguale al prodotto di k& — 2 riflessioni.

Non & quindi restrittivo supporre dim Span(ux—1,ur) = 2 e dim Span(uq,...,ug—2) =
k — 2; per la formula di Grassmann esiste un vettore non nullo v € Span(ug,...,ug_2) N
Span(ug_1, uk).

Allora vale

Sul T Suk—25uk—15uk = Sul T SUk—ZS'USUSuk—lsUk'

Per induzione Sy, --- S

we_»9v € uguale al prodotto di & — 3 riflessioni e 5,5, ,S5,, ¢ una
riflessione.

O
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Esercizi.
794. Sia E € O, (R) con n dispari. Dimostrare che esiste v # 0 € V tale che E?v = v.

795. Per ogni vettore non nullo u € R™ indichiamo con S, la riflessione ortogonale rispetto
all’iperpiano perpendicolare a u. Dimostrare che:

(1) Se u,v,w sono linearmente indipendenti, allora S,S,, non ¢ l'identita e la composi-
zione 5,5, non & una riflessione rispetto ad un iperpiano;

(2) Sia E: R™ — R" ortogonale, allora vale ES, E~! = Sg,;

(3) Siano u,v,w,z € R3. Allora esistono a,b € R3 tali che S,5,S5,5. = S,Sp.

796. Scrivere la matrice rispetto alla base canonica della proiezione ortogonale di R? sul
piano di equazione 2x — y + 3z = 0.

797. Sia U C R* il piano generato dai vettori (1,1,0,0) e (1,2,3,4). Trovare un piano
V C R* tale che
PyPy = PyPy =0,

dove Py e Py sono le proiezioni ortogonali su U e V rispettivamente.

798. Sia A € M, »,(R). Dimostrare che
a) A & una proiezione ortogonale <= A? = A= AT <= AT & una proiezione
b) A & una riflessione <= A? =1 = AAT = AT & una riflessione.

799. Determinare la matrice della proiezione ortogonale P: R? — R? sul piano z—2y+2z =
0 rispetto alla base canonica. Scrivere P((1,1,1)7).

800. Scrivere le matrici rispetto alla base canonica delle proiezioni ortogonali di R® sui
piani di equazione

20 +y—32=0, r+2y—z2=0, rz+y+2=0.

801. Trovare una base vy, v2 per il sottospazio U C R3 definito dall’equazione z—y-+3z = 0
tale che vi'vy =0 e (0,0,1)v; = 1.

802. Determinare I'immagine del vettore v = (—2,0,1)7 nella riflessione ortogonale
fiRP = R®
rispetto alla retta generata dal vettore u = (1,2,1)7.

803. Sia A una matrice simmetrica definita positiva. Si dimostri che vi ¢ una matrice
triangolare superiore B tale che A = BT B

804. Sia f = Ry o Ry : R? — R3 la composizione delle riflessioni ortogonali rispetto ai
piani V = {z +y = 0} e W = {y + z = 0}. Trovare la matrice che rappresenta f nella base
canonica.

805. Calcolare rango e segnatura della forma quadratica reale
22+ y? + 2% + 12 + 2wt — 2wy — 2yt — 22t
806. Calcolare rango e segnatura della forma quadratica
o: R 5 R, O(z) = (v1 + 20 + 3+ --- +210) — 22
807. Calcolare rango e segnatura della forma quadratica
2

o: R* 5 R, O(x) = x% — x5 — xi +4x120 — 22123 + 4023 + 22074 — 63T 4.

808. Scrivere la matrice rispetto alla base canonica della proiezione ortogonale di R? sul
piano di equazione 2z +y — 3z = 0.

809. Calcolare rango e segnatura della forma quadratica
o: R* 5 R, O(x) = x% — x% — xi +4x1xo + 20173 — dx073 + 2T0T4 — 6T3T4.
810. Calcolare rango e segnatura della forma quadratica

P: R® = R, O(x) = 23 + 23 — 22 + 122123 + T8x073.
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811. Sia ®: V — R una forma quadratica di rango massimo e indefinita (ossia tale che
®(v) > 0 e P(w) < 0 per qualche v,w € V). Dimostrare che in una opportuna base la forma
® si rappresenta con una matrice simmetrica con coefficienti nulli sulla diagonale.

812. Calcolare rango e segnatura della forma quadratica
d: R* 5 R, O(x) = 23 + 23 + 22 + 22 + 4(z120 + 2123 + Toxs + Toxy + T324).
813. Trovare una base ortonormale del piano in R? di equazione x; + x5 — x5 = 0.

814. Trovare una base ortonormale dello spazio delle matrici reali 2 x 2 a traccia nulla
rispetto al prodotto scalare
(A,B) = Tr(ATB).

15.9. Complementi: Radici quadrate e scomposizione polare

Sia A una matrice quadrata reale, allora A7 A & simmetrica e semidefinita positiva, infatti
per ogni x € R” vale
z- AT Az = 2T AT Az = (Ax)T (Az) = || Az|]® > 0.

Se inoltre det(A) # 0, allora AT A & invertibile e definita positiva.
In particolare, per ogni matrice simmetrica P, la matrice P2 = PTP ¢ simmetrica e
semidefinita positiva.

TEOREMA 15.9.1. Sia A € M, ,(R) simmetrica e semidefinita positiva. Allora esiste
un’unica matrice P simmetrica e semidefinita positiva tale che P?2 = A.

N

DIMOSTRAZIONE. Per il teorema spettrale non & restrittivo supporre A diagonale. Gli
elementi sulla diagonale di A sono non negativi e dunque esiste una unica matrice diagonale P
semidefinita positiva tale che P? = A. Resta da dimostrare che se R ¢ una matrice simmetrica
semidefinita positiva e R? & diagonale, allora anche R & diagonale, ossia che ogni elemento
della base canonica & un autovettore per R. Siano A\ > Ao > -+ > Ay > 0 gli autovalori di R;
siccome R e diagonalizzabile si ha

R" = @{v € R" | Rv = \v}.
i=1

D’altra parte per ogni ¢ =1,...,s si ha
{v € R" | Rv = \iv} C {v € R" | R*v = \lv}
e siccome \? # )\? per ogni i # j si ha
S
R" = @{v € R™ | R*v = \v}.
i=1

In particolare R ed R? hanno gli stessi autovettori. O

DEFINIZIONE 15.9.2. Data una matrice simmetrica e semidefinita positiva A, la sua radice
quadrata & I'unica matrice v/A simmetrica e semidefinita positiva tale che (v/A)? = A.

OSSERVAZIONE 15.9.3. E istruttivo dare una dimostrazione leggermente pift costruttiva
dell’unicita della radice quadrata per matrici simmetriche definite positive A.

Vediamo prima il caso delle matrici 2 x 2 e poi passiamo al caso generale. Sia B € M o(R)
una radice quadrata di A e siano A1, Ay > 0 i suoi autovalori. Per Cayley-Hamilton si ha

0= (B—=AJI)(B—XI)=B*— (A +X)B+ M1,
da cui segue
B? + Ao
A1+ A2

Se A = B? allora det(A) = (A X2)? e Tr(A4) = A2 + 23 = (A1 + A2)? — 2X1 )2 otteniamo

A+ \/det(A)I

\/Tr(A) +2/det(A)

B =

B =
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Sia adesso B € M,, ,(R) definita positiva e tale che A = B?; osserviamo che gli autovalori
di B e le rispettive molteplicita sono univocamente determinate da A e quindi pure il polinomio
caratteristico

det(B — tI) = r(t?) — tq(t?), r,q € R[],
dipende da A. Per il teorema di Cartesio 10.6.2 gli n + 1 coefficienti di det(B — ¢I) cambiano
segno n volte e quindi r, ¢ € R[t] sono polinomi non nulli con coefficienti positivi. Per Cayley-
Hamilton
Bq(B?) = r(B?),  Bq(4) =r(A).

Adesso, le matrici I, A, A%, A3, ... sono simmetriche definite positive e ¢(A) & una combina-
zione lineare di I, A, A%, A3,... con coefficienti positivi. Dunque anche q(A) ¢ simmetrica
definita positiva, quindi invertibile e di conseguenza

B =r(A)q(A)™".

COROLLARIO 15.9.4 (Decomposizione polare). Sia A € M, ,,(R) invertibile. Allora esi-

stono, e sono uniche, una matrice ortogonale E ed una matrice simmetrica definita positiva
P tali che EP = A.

DIMOSTRAZIONE. Vediamo prima l'unicita. Se A = EP = FR, con E, F ortogonali e
P, R simmetriche definite positive, allora
ATA=(EP)Y(EP)= PTETEP = PTP = P2,
Similmente ATA = R? e per 'unicitd della radice quadrata P = R; di conseguenza F =
AR' = AP ' =E.
Mostriamo adesso esistenza: siccome A ¢ invertibile, la matrice ATA & simmetrica e

definita positiva. Esiste dunque P come nell’enunciato tale che P? = PTP = AT A. Resta da
dimostrare che E = AP~! ¢ ortogonale.

ETE =P H)TATAP ! = (P HTPTPP = (PP Y)YTPP =1

Esercizi.
815. Verificare direttamente che le seguenti 6 matrici simmetriche
+1 0 0 1
( 0 j:l) ’ + (1 0)
hanno lo stesso quadrato ma solo una ¢ semidefinita positiva.

816. Calcolare, se esiste, la radice quadrata di ciascuna delle seguenti matrici simmetriche

reali:
2 3 5 =3
3 12)° -3 5

817. Siano Li,Ly € GL(n,R) e L; = S;P;, i = 1,2, le rispettive decomposizioni polari.
Dimostrare che P; e P> sono coniugate se e solo se esistono E7, Fs ortogonali tali che L1 =
ELyEs.



CAPITOLO 16

Spazi e trasformazioni affini

Strettamente legata all’algebra lineare & la geometria affine, ossia quella parte della geome-
tria che si occupa di punti, rette e piani nello spazio e delle relazioni di allineamento, incidenza
e parallelismo tra di loro. I concetti chiave sono quelli di spazio affine e trasformazione affine,
che possono essere dati a vari livelli di astrazione e generalita: in ogni caso si ha che gli spazi
vettoriali sono anche spazi affini, ed ogni spazio affine ¢ isomorfo (in maniera non canonica ed
in un senso ancora da definire) ad uno spazio vettoriale. E pertanto utile dal punto di vista
didattico ed espositivo trattare preliminarmente la geometria affine negli spazi vettoriali, per
passare successivamente alle nozioni piu astratte di spazio affine.

16.1. Combinazioni baricentriche, spazi e sottospazi affini

In tutta la sezione indicheremo con V uno spazio vettoriale su di un campo K.

DEFINIZIONE 16.1.1. Una combinazione lineare agvg + - - - + a,v,, di vettori v; € V si dice
una combinazione baricentrica se > a; = 1.

DEFINIZIONE 16.1.2. Un sottoinsieme di V si dice un sottospazio affine se & chiuso per
combinazioni baricentriche. Piul precisamente, un sottoinsieme H C V & un sottospazio affine
se per ogni insieme finito vy,...,v, € H e per ogni ay,...,a, € K tali che Y a; = 1 vale
aiv1 + -+ apv, € H.

EseEmpIO 16.1.3. (1) 1I sottoinsieme vuoto € un sottospazio affine.
(2) Ogni sottoinsieme formato da un unico vettore ¢ un sottospazio affine.
(3) Ogni sottospazio vettoriale ¢ anche un sottospazio affine: il viceversa ¢ generalmente

falso.
(4) L’intersezione di una famiglia arbitraria di sottospazi affini ¢ un sottospazio affine.
(5) 1l sottoinsieme di K™ formato dalle soluzioni (z1,...,z,)T di un sistema lineare

1121 + -+ Q1nTy = by

Am1%1 + -+ Ay @p = bm

¢ un sottospazio affine.
(6) Se H CV e K C W sono sottospazi affini, il loro prodotto cartesiano H x K & un
sottospazio affine di V' x W.

EseMPIO 16.1.4. 11 simplesso standard di dimensione n sul campo K & per definizione
A" ={(ag,...,a,) €K"™ |ag+---+a, =1}
Si tratta del pit piccolo sottospazio affine di K™*! contenente la base canonica.

DEFINIZIONE 16.1.5. Siano V, W spazi vettoriali e H C V, K C W due sottospazi affini.
Un’applicazione f: H — K si dice affine se commuta con le combinazioni baricentriche, cioe
se per ogni vg,...,v, € H e per ogni ag,...,a, € K tali che Y a; = 1 vale f(3> a;v;) =
> a;f(v;). Un isomorfismo affine & un’applicazione affine bigettiva.

La composizione di applicazioni affini ¢ ancora affine. L’inverso di un isomorfismo affine
¢ ancora un isomorfismo affine.

EsEmPIO 16.1.6. Ogni applicazione lineare € anche affine.
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EsEmPIO 16.1.7. Sia V' uno spazio vettoriale; per ogni vettore h € V' definiamo I'applica-
zione traslazione per h come

Th:V—>V, Th(v):h—H).

Le traslazioni sono applicazioni affini. Infatti se vg,...,v, € V e aog,...,a, € K sono tali che
> a; =1, allora

ZaiTh(vi) = Zaz(h + ’U,’) = Zazh + Zaivi =h + Zaﬂ}i = Th(z aivi).

Si noti che le traslazioni sono applicazioni bigettive e che 'inversa di Ty, ¢ T_,.

LEMMA 16.1.8. Siano H wun sottospazio affine non vuoto di uno spazio vettoriale V e
p € H un suo elemento. Allora l’insieme

U={veVi]ptveH}={q—plge H} =T_,(H)
¢ un sottospazio vettoriale ed esiste un isomorfismo affine f: U — H tale che f(0) = p.
DIMOSTRAZIONE. Mostriamo che il sottoinsieme
U={veV|p+veH}

€ un sottospazio vettoriale. Esso contiene lo 0 poiché p =p+ 0 € H per ipotesi. Se a,b € K e
v,w € U si ha

ptav+bw=(1—a—-bp+alp+v)+bp+w)ecH
e quindi av + bw € U. L’applicazione

[:U—H, f(w) =p+o,

¢ chiaramente bigettiva e per ogni scelta di vy,...,v, € U e ay,...,a, € K tali che Y a; =1
si ha

f(z aivi) =p+ Z aiv; = Z ai(p +v;).
Osserviamo che f ¢ la restrizione ad U della traslazione T},: V — V. |

PRrROPOSIZIONE 16.1.9. Sia f: V — W wun’applicazione affine tra due spazi vettoriali.
Allora f ¢ lineare se e solo se f(0) =0.

DIMOSTRAZIONE. Una implicazione & chiara: se f ¢ lineare allora f(0) = 0. Viceversa,
supponiamo che f sia affine e f(0) e proviamo che f ¢ lineare. Siano vi,v2 € V e a1,a2 € K;
se indichiamo con ag = 1 — a1 — ao, allora la combinazione lineare a;v; + asvs € uguale alla
combinazione baricentrica ag0 + aqv1 + asve e quindi

fla1vr + azv2) = f(ao0 + a1v1 + azv2) = ag f(0) + a1 f(v1) + azf(v2) = a1 f(v1) + az f(v2).
O
COROLLARIO 16.1.10. Sia f: V — W un’applicazione affine tra due spazi vettoriali. Allora

Papplicazione T_ ;) o [ ¢ lineare. In particolare ogni applicazione affine tra spazi vettoriali e
la composizione di un’applicazione lineare e di una traslazione.

DIMOSTRAZIONE. Siccome la composizione di applicazioni affini ¢ ancora affine e vale
T_0y © f(0) = 0, segue dalla proposizione precedente che T_¢(g) o f ¢ lineare. a

Dunque, ogni applicazione affine f: K — K" & univocamente determinata dalla trasla-
zione per f(0) in K™ e dall’applicazione lineare T_; ) o f. Se, nelle coordinate canoniche,
f(0) = (b1,...,bm) e T_j(p) o f & rappresentata dalla matrice (a;;), allora si ha

x1 a1121 + -+ a1p Ty + by

T Am1T1 ++amnxn+bm
COROLLARIO 16.1.11. Siano V,W due spazi vettoriali. Se esiste un isomorfismo affine tra

di loro, allora esiste anche un isomorfismo lineare e quindi Ve W hanno la stessa dimensione.

DIMOSTRAZIONE. Se f: V — W un isomorfismo affine tra due spazi vettoriali, allora
I'applicazione g = T_ (o) o f & lineare e siccome le traslazioni sono invertibili, anche g risulta
invertibile. ]
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La geometria affine studia le proprieta delle figure geometriche che sono invarianti per
isomorfismi affini. Per spazio affine su di un campo K intenderemo un sottospazio affine di
uno spazio vettoriale su K; per distinguere anche a livello lessicale gli ambiti vettoriale ed
affine, chiameremo punti gli elementi di uno spazio affine. Indicheremo inoltre con Ag, o pil
semplicemente con A™ se non vi sono ambiguita sul campo, lo spazio affine corrispondente
allo spazio vettoriale K™: ogni punto di A™ & quindi una n-upla di elementi del campo. Tale
variazione linguistica e notazionale e fatta allo scopo di indicare il cambio di punto di vista,
piu legato alle proprieta geometriche e meno a quelle algebriche.

Piu avanti, nella sezione complementi, daremo due ulteriori definizioni di spazio affine che
si trovano in letteratura, piu precisamente introdurremo i concetti di spazio affine astratto
e spazio affine modellato. Mostreremo tuttavia che gli spazi affini astratti e modellati sono
isomorfi a sottospazi affini di spazi vettoriali e quindi la precedente definizione di spazio affine
¢ perfettamente compatibile con le altre due.

Il fatto da tenere presente & che in uno spazio affine sono comunque ben definite le combi-
nazioni baricentriche. Esiste quindi una ovvia generalizzazione delle Definizioni 16.1.2 e 16.1.5:
un sottoinsieme L di uno spazio affine H si dice un sottospazio affine se & chiuso per combi-
nazioni baricentriche, ossia se per ogni insieme finito py,...,p, € L e per ogni a1, ...,a, € K
tali che > a; = 1 vale a1p; + -+ + appn, € L. Un’applicazione f: H — K tra spazi affini si
dice affine se commuta con le combinazioni baricentriche.

DEFINIZIONE 16.1.12. Una affinita di un spazio affine H & un’applicazione affine e
bigettiva di H in sé.

DEFINIZIONE 16.1.13 (Traslazioni). Dati due punti p, ¢ in uno spazio affine H definiamo
I’applicazione

Ty H — H, Tg(r) =r+q—p.

Notiamo che se H ¢ un sottospazio affine di uno spazio vettoriale V', allora Tp; coincide
con la restrizione ad H della traslazione T;,_, e quindi I'applicazione T4, che continueremo
a chiamare traslazione, ¢ un’affinita di H con inversa Tg. Occorre fare attenzione che due
traslazioni T— e T-; possono coincidere come affinita anche se a # c e b # d.

LEMMA 16.1.14. Per una quaterna ordinata di punti a,b,c,d in uno spazio affine le
sequenti condizioni sono equivalenti:

T (c) =d, To(b) =d, T=(a) =0, To(a) = ¢,
T =T, Tg =T

DIMOSTRAZIONE. Pensando lo spazio affine contenuto in uno spazio vettoriale, le sei
condizioni sono tutte equivalenti a a +d = b+ c. O

Chiameremo parallelogramma in uno spazio affine una quaterna ordinata di punti
a, b, c,d che soddisfa le condizioni del Lemma 16.1.14. Una prima conseguenza di tale lemma
& che per due punti distinti a,b in uno spazio affine H vi & un’unica traslazione f: H — H
tale che f(a) = b; infatti T3 (a) = b se e solo se T = T

PRrROPOSIZIONE 16.1.15. Sia f: H — K un morfismo affine. Allora per ogni a,b € H wvale
Folg = Trarw © -
In particolare, ogni morfismo affine trasforma parallelogrammi in parallelogrammi.
DIMOSTRAZIONE. Per ogni p € H vale
FT50) = Fp—a+8) = f() ~ f(@) + F() = Ty (F0).

Se a, b, c,d & un parallelogramma in H, allora

Trira (@) = F(T(c) = f(d).
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Esercizi.

818. Siano L un sottospazio affine di uno spazio affine H e a, b punti distinti di L. Mostrare
che la traslazione To: H — H preserva L, ossia che T (L) = L.

819. Siano pg,...,pm € K" elementi fissati e siano qq, . .., qs combinazioni baricentriche
di po, - - ., pm- Mostrare che ogni combinazione baricentrica di qg, . . ., ¢s € anche combinazione
baricentrica di pg, ..., pm.

820. Siano vy, ...,v,, n > 2, vettori in uno spazio vettoriale su di un campo K di carat-
teristica 0. Dimostrare per ogni combinazione baricentrica x di vy, ..., v, esistono un indice
i =1,...,n ed uno scalare ¢t € K tali che si puo scrivere z = tv; + (1 — t)y dove y & una
combinazione baricentrica degli n — 1 vettori v;, j # 1.

821. Siano v1,...,v, vettori in uno spazio vettoriale sul campo K. Siano ¢ = 1,...,n un
indice fissato e ¢ € K uno scalare diverso da 0 e 1 (in particolare il campo K contiene almeno
tre elementi). Dimostrare che ogni combinazione baricentrica di vy, . .., v, si pud scrivere nella
forma tx+ (1—t)y dove x & una combinazione baricentrica di vy, ..., v; € y € una combinazione
baricentrica di v;, ..., v,.

822. Sia E un sottoinsieme di uno spazio vettoriale su di un campo diverso da Fy = {0,1}.
Provare che F ¢ un sottospazio affine se e solo se per ogni u,v € E e per ogni a € K vale
au+ (1 —a)v € E.

823. Siano pg,p1,p2 € R? non allineati. Dimostrare che ogni punto di R? si puo scrivere
in modo unico come combinazione baricentrica di pg, p1, p2.

824. Dato un qualsiasi sottoinsieme S C K", sia (S) 'insieme di tutte le combinazioni
baricentriche di elementi di S. Provare che (S) & un sottospazio affine. In particolare per ogni
p,q € K™, la retta

pg={p+tlg—p) [t €K} ={(1-t)p+tq|t €K}
& un sottospazio affine.

825. Sia f: V — W una applicazione affine. Dimostrare che:
(1) Se E CV & un sottospazio affine, allora f(F) & un sottospazio affine.
(2) Se H C W ¢ un sottospazio affine, allora f~*(H) = {z € V | f(x) € H} & un
sottospazio affine.

826. Siano f: K™ — K™ una applicazione affine e H C K" un sottospazio affine. Dimo-
strare che esiste un sottospazio vettoriale K C K" tale che f~1(f(v)) N H = v + K per ogni
veH.

827 (Teorema dei quadrilateri di Varignon). Siano a,b,c,d quattro punti distinti del piano

affine reale A2 = R2. Provare che i 4 punti mediani dei segmenti ab, bc, cd e da sono i vertici
di un parallelogramma.

828. Siano a,b,c,d quattro punti distinti del piano affine reale A2 = R?. Provare che
esiste un’affinita f del piano affine in sé tale che f(a) = b, f(b) =¢, f(c)=de f(d) =asee
solo se a, b, c,d sono i vertici di un parallelogramma.

829. Sia f: K™ — K™ un’applicazione affine e siano

by ay;
= f(0), C | = fle) = £(0),
bm a/m’L
dove ey, ..., e, indica la base canonica di K". Provare che f manda il punto (z1,...,2,)" nel
punto (y1,...,¥m)? che soddisfa la relazione
Y1 air ... Gin b1 1
Ym Gmi - Gmp by LTn
1 0 e 0 1 1

Caratterizzare inoltre le matrici (n + 1) x (n + 1) corrispondenti alle traslazioni in K™.
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830 (V). Si considerino i sei punti di R?:

Q) m-() () 0= v o)

Si determini I'affinita che trasforma p; in ¢; per i = 1,2, 3.

831. Siano A e B spazi affini su di un campo K con almeno 3 elementi. Provare che
un’applicazione f: A — B e affine se e solo se per ogni p,q € A e per ogni a € K vale
flap+ (1 —a)g) = af(p) + (1 —a)f(q).

832 (#). Sia E un sottospazio fissato di uno spazio vettoriale V. Denotiamo con A
I'insieme dei sottospazi vettoriali H C V tali che V = H & E. Fissato un elemento K € A
esiste una bigezione

ok : Hom(K,E) —» A
che ad ogni applicazione lineare f: K — FE associa il suo grafico, e cioe:

¢r(f) ={z+ fx)eV]re K}

Dimostrare che per ogni K, H € A la composizione

—1
Hom(K, E) 5 A 2% Hom(H, E)

¢ un isomorfismo affine di spazi vettoriali. (Suggerimento: mostrare che esiste un isomorfismo
lineare a: H — K tale che  — a(z) € E per ogni z € H.)

833 (#). Sia H C K" un sottospazio affine non contenente 0 e f: H — K™ un’appli-
cazione affine. Dimostrare che f & la restrizione ad H di un’applicazione lineare g: K" —
K™.

16.2. Il rapporto semplice

Dati due punti distinti p, ¢ in uno spazio affine H, chiameremo retta (affine) passante

per p e g 'insieme
pg={tp+(1—-t)q|teK} C H.
Si noti che se pg = gp (basta scambiare t con 1 —t) e se p = q allora 'insieme pq coincide con
il medesimo punto. Infine, se r € pg e r # ¢ allora pq = rg¢; infatti, se r = ap + (1 — a)¢ si ha
a #0 e vale
sr+(1—s)g=atp+ (1 —at)g perogni tekK.
Si noti che pq & un sottospazio affine; infatti per ogni a,b € pq si ha
a=tp+(1-t)g, b=sp+(l-s)g,
per qualche ¢, s € K e quindi, per ogni v € K vale
~ya+ (1 —~)b=dp+ (1 —9)gq, 0=ta+s(l—a).

Diremo che tre punti p,q,r sono allineati se sono contenuti in una medesima retta,;
equivalentemente p, ¢, sono allineati se p = g oppure se r € pq.

LEMMA 16.2.1. Sia H un sottospazio affine di uno spazio vettoriale V e siano p,q,r € H.
Allora p, q,r risultano allineati se e solo se i due vettori g—p,r—p sono linearmente dipendenti
in V. Se inoltre H non ¢ un sottospazio vettoriale, ossia se 0 & H, allora p,q,r risultano
allineati in H se e solo se i tre vettori p,q,r sono linearmente dipendenti in V.

DIMOSTRAZIONE. Se p = ¢ il risultato & banale, possiamo quindi supporre g—p # 0. In tal
caso 1 € pq se e solo se esiste t tale che r = tp+ (1 —t)q, ossia se e solo se r—p = (1 —t)(g—p).

E ovvio che se q—p,r—p sono linearmente dipendenti, allora anche p, ¢, sono linearmente
dipendenti. Viceversa se 0 ¢ H e ap+ bg+ cr = 0 per qualche a, b, ¢ € K non tutti nulli, allora
a+ b+ ¢ = 0: infatti, se fosse a + b+ ¢ = d # 0 si avrebbe

a n b n c 0 a n b n c 1
— — —r = — — —_ =
ATt T dTdata v
in contraddizione con I'ipotesi che H non ¢ un sottospazio vettoriale. Dunque si ha a = —b—c¢

e
b(qg—p) +c(r —p) = ap +bg+ cr = 0.
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O

LEMMA 16.2.2. Siano dati tre punti a,b,c non allineati in uno spazio affine H e si
considerino tre combinazioni baricentriche (Figura 16.1)

d=ta+(1-t)b, ad =sb+(1-28)c, b =rc+(1-r)a.
Allora i tre punti ', b, ¢’ sono allineati se e solo se
t 1-—-t 0

0 s l—s|=tsr—(t—-1)(s—=1)(r—1)=0.
1—7 0 T

DiMOSTRAZIONE. Non é restrittivo supporre H sottospazio affine proprio di uno spazio
vettoriale V; a meno di agire con una traslazioni in V possiamo supporre 0 ¢ H. In tale
situazione i vettori a, b, ¢ sono linearmente indipendenti in V ed i vettori a’, b, ¢’ sono allineati
in H se e solo se sono linearmente dipendenti in V', ossia se e solo se la matrice di passaggio
¢ singolare. |

DEFINIZIONE 16.2.3 (Rapporto semplice). In uno spazio affine, dati tre punti allineati
a,b, ¢, con b # ¢, si definisce il rapporto semplice [a, b; ] € K come I'unico scalare t tale che

a=th+ (1—1t)c.
E chiaro che i rapporti semplici sono invarianti per affinita. Talvolta il rapporto semplice

a

[a,b; c] viene denotato —; tale scrittura & motivata dal fatto che, pensando i punti a,b,c
be

contenuti in uno spazio vettoriale, si ha

a=th+(l—t)c <= c—a=t(c—b) < at=tbe.

Ficura 16.1

TEOREMA 16.2.4 (Menelao). Siano a,b, ¢ tre punti non allineati, ossia vertici di un trian-
golo non degenere, e siano a’ € ¢b, b’ € ca, ¢’ € ab tre punti contenuti nei tre lati del triangolo
e distinti dai vertici (Figura 16.1). Allora i tre punti a’,b', ¢’ sono allineati se e solo se

[a,b; )b, c;d][e, a3V ] = = = = = 1.
bd ca’ ab
DIMOSTRAZIONE. Nelle stesse notazioni del Lemma 16.2.2 si ha
[a,b; ] = u, [b,c;a'] = 5T 1, [c,a; V'] = g
t S r

DEFINIZIONE 16.2.5. Due rette L, M in uno spazio affine H si dicono:

e collineari se hanno almeno un punto in comune;
e parallele se esiste una traslazione f: H — H tale che f(L) = M;
e sghembe se non sono né collineari né parallele.

Dunque ogni retta e al tempo stesso collineare e parallela a sé stessa. Se due rette L, M
sono parallele, allora per ognia € L e b € M si ha TJ(L) = M. Sia infatti f una traslazione
tale che f(L) = M e ¢ = f(a); allora f = Tg; = T3 o T e basta osservare che T3 (M) = M.

Le nozioni di collineazione e parallelismo si estendono ad un numero arbitrario di rette in
uno spazio affine.
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TEOREMA 16.2.6 (Ceva). Siano a,b, ¢ tre punti non allineati, ossia vertici di un triangolo
non degenere, e siano a’ € ¢b, b’ € ca, ¢’ € ab tre punti contenuti nei tre lati del triangolo e
distinti dai vertici (Figura 16.2). Allora le tre rette aa’, b e cc’ sono collineari o parallele se
e solo se

[a, b; c][b, ¢; a'][e, a; b') = —1.

b’

FiGura 16.2. Il teorema di Ceva.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo il teorema nel caso in cui le rette bb’ e ¢’ si intersecano
in un punto p =ta+ sb+rc,t + s+ r = 1. Il caso in cui tali rette sono parallele richiede una
diversa dimostrazione ed ¢ rimandato agli esercizi. E facile vedere che la retta ap interseca la
retta be se e solo se s + 1 # 0 o equivalentemente ¢ # 1. Possiamo quindi supporre t,s,7 # 1
e indichiamo con ¢ il punto in cui la retta ap interseca la retta be. Si ha

g=(1—-h)a+hp, con 1—h+ht=0,

e quindi

b+ -——c [b,c;q}:—g.

Si ha per simmetria

e dunque g = a’ se e solo se

o T I
badl == = T h e

Esercizi.

834. Siano ¢, s, a numeri reali positivi. Si determini la funzione f(t, s, a) per la quale i tre

punti

t s f(t,s,a)

at )’ —as)’ 0 ’
risultano allineati in AZ. In quale misura la funzione f dipende da a?

835. Dati tre punti distini ed allineati a, b, c mostrare che
1

[b,a;c] = m7

[a,c;0] =1 —[a,b; .

836. Siano dati a, b € K; denotiamo con L; C A? la retta passante per i punti di coordinate
(a,0), (1,b) e con Ly C A? la retta passante per i punti di coordinate (a, 1), (0,b). Provare che
il punto di intersezione di L; ed Lo appartiene alla diagonale x = y. (Sugg.: per semplificare i
conti scrivere le equazioni delle due rette nella forma ax + By = ab per opportuni «, 5 € K.)

837. Sia K un campo con almeno tre elementi. Provare che un’applicazione bigettiva
f: K™ — K" & un’affinita se e soltanto se trasforma rette affini in rette affini (cioe¢ se conserva
gli allineamenti) e preserva i rapporti semplici.
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838. Sia V uno spazio vettoriale su di un campo F'. Provare che se F' possiede almeno
n + 1 elementi, allora V' non puo essere unione di n sottospazi affini propri. In particolare
uno spazio vettoriale su di un campo infinito non puo essere unione finita di sottospazi affini
propri. (Sugg.: induzione su n; sia per assurdo V = U ,V;, allora a meno di traslazioni
possiamo supporre 0 € V,,. Se V,, C V; per qualche i < n abbiamo finito, altrimenti scegliamo
v €V, —Ul (VN Vi), h € V =V, e consideriamo la retta affine L = {tv+ (1 —t)h |t € F}.
Esiste allora un indice 4 tale che L interseca V; in almeno due punti.)

839 (). Trovare, se esiste, un’affinita f: C? — C? tale che f(L) # L per ogni retta affine
LccC?

16.3. Inviluppo affine, dimensione e formula di Grassmann

Se S & un sottoinsieme di uno spazio affine, indicheremo con (S) il suo inviluppo affine,
e cioe 'intersezione di tutti i sottospazi affini che contengono S. Se H e K sono due sottospazi
affini non vuoti, indicheremo talvolta con (H, K) 'inviluppo affine di H U K.

LEMMA 16.3.1. Sia S un sottoinsieme non vuoto di uno spazio affine, allora {S) coincide
con linsieme di tutte le combinazioni baricentriche di elementi di S.

DiMOSTRAZIONE. Indichiamo con H l'insieme di tutte le combinazioni baricentriche di
elementi di S; siccome H e contenuto in ogni sottospazio affine contenente S, basta dimostrare
che H & un sottospazio affine.

Siano v1,...,v, € H e ay,...,a, € K tali che > a; = 1. Ogni v; & una combinazione
baricentrica di elementi di .S, diciamo

v = Zbijuij, Ui € S, Zb” =1.
J J

Ma allora

Zaﬂh‘ = Zaibijuij
i i.j
Zaibij = ZGZ(ZZJ”) = Zai =1.
i,j j i

i

e basta osservare che

O

Ricordiamo quanto visto nel Lemma 16.1.8 e nel Corollario 16.1.11: ogni spazio affine &
isomorfo ad uno spazio vettoriale (pensato come spazio affine) e se due spazi vettoriali sono
isomorfi come spazi affini allora sono isomorfi come spazi vettoriali. Ne segue che la seguente
definizione ¢ ben posta.

DEFINIZIONE 16.3.2. Sia K uno spazio affine non vuoto e sia f: K — W un isomorfismo
affine con W spazio vettoriale. Si definisce la dimensione di K come la dimensione di W.
La dimensione dello spazio affine vuoto e definita uguale a —1 per convenzione.

I punti sono tutti e soli i sottospazi affini di dimensione 0, mentre i sottospazi affini di
dimensione 1 e 2 sono detti rispettivamente rette e piani. Un sottospazio affine di dimensione
n — 1 in uno spazio affine di dimensione n viene detto iperpiano affine.

DEFINIZIONE 16.3.3. Due sottospazi affini si dicono paralleli se uno ¢ il traslato dell’altro.

Per definizione, sottospazi paralleli sono isomorfi e quindi hanno la stessa dimensione.
Siccome le traslazioni formano un sottogruppo del gruppo delle affinita, la relazione di pa-
rallelismo e una relazione di equivalenza. La Proposizione 16.1.15 implica che ogni morfismo
affine preserva la relazione di parallelismo.

PROPOSIZIONE 16.3.4. Siano H, K due sottospazi paralleli di uno spazio affine E. Allora
H =K oppure HNK = .

DIMOSTRAZIONE. Siano a,b € E tali che T (H) = K e supponiamo che esista d € HNK.
Allora esiste ¢ € H tale che T%(c) = d e per il Lemma 16.1.14 vale T3 = T. Dunque per
ogni h € H vale T (h) =Tz (h) =h+d—c€ H e quindi H =T=(H) = K. O
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PROPOSIZIONE 16.3.5 (Formula di Grassmann). Siano H, K due sottospazi di uno spazio
affine E. Se HN K # ) allora

dim(H, K) +dim H N K = dim H 4 dim K.

Se HN K = 0 allora dim(H, K) < dim H + dim K + 1 e l'uguaglianza vale se e solo se ogni
retta in H e sghemba con ogni retta in K.

DiMOSTRAZIONE. Non é restrittivo supporre E spazio vettoriale. Se esiste v € H N K
allora T, H,T_, K sono sottospazi vettoriali e si applica la formula di Grassmann dell’algebra
lineare.

Supponiamo adesso che K = {v} sia un punto esterno ad H e dimostriamo che dim(H, K) =
dim H +1: a meno di traslazioni possiamo supporre che H sia un sottospazio vettoriale, quindi
0 € (H,K) e dunque (H, K) coincide con il sottospazio vettoriale generato da H e v.

Supponiamo adesso H N K = (J; a meno di traslazioni possiamo supporre che H sia
un sottospazio vettoriale. Scegliamo un vettore v € K e denotiamo L = (H,v). Allora vale
(H,K) = (L, K); quindi

dim(H, K) <dim L+ dim K = dim H + dim K + 1
e 'uguaglianza vale se e solo se dim LNK = 0. Per terminare la dimostrazione basta dimostrare
che T_,(LNK) C H e quindi che LNK ¢ parallelo ad un sottospazio di H. Siaw € T_,(LNK),
allora esistono k € K, h € H et € K tali che
w=k—-v=(tv+h)—o.
Se t =1 allora w € H come volevasi dimostrare; se invece ¢t # 1 allora k — tv € H e quindi

1
k—

. K.
¢ T 1_¢uEnn

Esercizi.

840. Nelle stesse notazioni del teorema di Ceva, se le rette bb’ e cc¢’ sono parallele, sia ¢ il
punto di intersezione della retta a loro parallela passante per a con la retta bc Mostrare che

[b,c;q] = [V, c;a] = [b, ;s al
ed utilizzare 'Esercizio 835 per completare la dimostrazione del teorema di Ceva.
841. Sia f: V — W una applicazione affine tra spazi vettoriali e K C V un sottospazio

affine. Dimostrare che esiste un sottospazio vettoriale W C V tale che f~1(f(v))NK = v+ W
per ogni v € K.

842. Siano H, K sottospazi affini disgiunti. Dimostrare che sono contenuti in iperpiani
paralleli.

843. Siano a,b,c,d quattro punti in un piano affine su di un campo di caratteristica
diversa da 2. Dimostrare che vale la seguente proprieta, nota come assioma di Fano: almeno
una coppia di diagonali opposte al quadrilatero di vertici a, b, c,d ha intersezione non vuota.

Mostrare inoltre che I'assioma di Fano non vale in caratteristica 2.

844. Sia A uno spazio affine; n+1 punti pg, ..., p, € A si dicono linearmente indipendenti
se I'applicazione
A" — A, (th-”atn)*_>t0p0+"'+tnpn

e iniettiva. In caso contrario si dicono linearmente dipendenti. Provare che la dimensione di
uno spazio affine non vuoto A € uguale a

dim A = sup{n > 0| esistono po,...,p, € A linearmente indipendenti}.

845. Sia A uno spazio affine su K di dimensione finita n e siano pq,...,p, € A dei punti
linearmente indipendenti. Dimostrare che I'applicazione

ATL‘)Av (th"'atn)Ht0p0+"'+tnpn

¢ un isomorfismo affine.
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846. Se A e uno spazio affine su K, un’applicazione f: A — K si dice polinomiale se
per ogni scelta di po,...,p, € A fissati, si ha che f(topo + -+ + tnprn) € un polinomio nelle
variabili tg,...,t,. Provare che:

(1) Se f: A — Beun’applicazione affine e g: B — K ¢ polinomiale allora anche gf: A —
K & polinomiale.

(2) Le funzioni polinomiali sullo spazio affine A} = K™ sono tutte e sole quelle rappre-
sentate da polinomi nelle coordinate di K™.

16.4. Polinomi di Bernstein e curve di Bézier

In alcuni algoritmi usati in grafica computerizzata giocano un ruolo fondamentale i poli-
nomi di Bernstein B}'(t), n > 0, i € Z, definiti dalla formula:

(16.1) B (t) = (7)#(1 —O"7 . per 0<i<n,
1

e B*(t) = 0 per i < 0 e i > n. Per semplicita espositiva consideriamo i polinomi di Bernstein a
coefficienti reali, sebbene gran parte delle considerazioni che seguiranno sono valide su qualsiasi
campo di caratteristica 0.

Sia V,, C R[t] il sottospazio vettoriale dei polinomi di grado < n; una base naturale di V,

¢ data dagli n + 1 monomi t°, ¢!, ..., ¢". Siccome
n . . 12 n . .. (1 n .
BI_,(t) = "1 -t =) (=1)h T =y (1) tnd
= (ot =3 () G e =2 () ()
h=0 7=0
¢ immediato osservare che BJ!(t), ..., B{(t) sono linearmente indipendenti e quindi sono una

base di V,,. La matrice di cambio di base ¢ uguale a
n n n i—J i n
(B0 B0) = (o)), = 17 () (7).

Dunque la matrice di cambio base (m;;) € triangolare superiore con elementi sulla diagonale

uguali a m;; = (n) Ad esempio per n =2 e n = 3 si ha:
J

1 -2 1
(B3(1), Bi (1), B3(t)) = (t*,2t —2t*,1 =2t +¢°) = (¢*,1,1) [0 2 2],
0 O 1
1 -3 3 -1
3 3 .3 onl0 3 -6 3
(BS(t)P'wBO(t))*(t7"'7t) 0 0 3 -3
0 O 0 1

Vediamo adesso alcune proprieta dei polinomi di Bernstein (le dimostrazioni sono lasciate
per esercizio):

(1) (Simmetria) Vale B(t) = Bjy_,(1 —t) per ogni n, 1.
(2) (Relazioni ricorsive) Si ha By =1 e BY = 0 per i # 0. Per ogni n > 0 ed ogni i si ha

BY(t) = tB5' (t) + (1 — ) B}~ (t).

(3) (Partizione dell’unita, vedi Figura 16.3) Per ogni n > 0 vale
n
S Bt =(t+(1—-t)" =1
i=0
(4) (Derivate) Le derivate dei polinomi di Bernstein soddisfano la formula:

BY(t) =n( B (t) = B 7H(t)).

La proprieta Z?:o B!'(t) = 1 permette di usare i polinomi di Bernstein per definire curve
parametriche nello spazio affine.
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By

Ficura 16.4. Due curve di Bézier del quarto grado; la prima controllata da
Do, P1, P2, P3, P4, la seconda da po, p1, 3, p2, pa.

DEFINIZIONE 16.4.1. Sia pg, p1, ..., P, una successione di n punti in uno spazio affine H
sul campo R. Chiameremo curva di Bézier controllata da pg, p1,...,p, 'applicazione

b 01 H, b() =S B
i=0

Notiamo subito che gli estremi della curva di Bézier sono
b(0) =po,  b(1) =pn.

La costruzione delle curve di Bézier commuta con le applicazioni affini: nella situazione
della Definizione 16.4.1, per ogni morfismo affine f: H — K la curva fob ¢ la curva di Bézier

controllata da f(po), f(p1),- .-, f(Pn)-
La proprieta di simmetria dei polinomi di Bernstein implica che se b(t) & la curva di Bézier

controllata da pg, p1, .. ., pn, allora b(1—t) & la curva di Bézier controllata da pp, pn—1, . - -, Do-
Appare invece chiaro che I'insieme {b(t) | t € [0,1]} non & invariante per permutazioni dei
punti p; (vedi Figura 16.4).

Nella sostanza, la curva di Bézier controllata da una successione di punti pg,...,p, € una
approssimazione algebrica della poligonale di vertici p,...,p,. Spesso, ma non sempre, la
curva di Bézier assume un aspetto “morbido”.

PROPOSIZIONE 16.4.2 (Algoritmo di de Casteljau). Sia pg,p1,...,pn una successione di
n punti in uno spazio affine H sul campo R. Definiamo in maniera ricorsiva delle applicazioni

b}:[0,1] — H, 0<i,r; i+r<m;
ponendo bY(t) = p; per ogni t e
by (£) = (1 — )b~ (t) + b1 (¢).
Allora b} = b ¢ la curva di Bézier controllata da pg,pi,-- -, Pn-

DIMOSTRAZIONE. Segue dalla formula B} () = t B}~ (t)+(1—t) B/ "' (t) e da una semplice
induzione che per ogni coppia ¢, r tale che i + 1 < n, si ha

bi(t) = Z Bl (t)pitj-
i=0
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O

OSSERVAZIONE 16.4.3. Il primo utilizzo delle curve di Bézier ¢ avvenuto nell’industria
automobilistica attorno! al 1960. Infatti sia P. Bézier che P. de Casteljau lavoravano al reparto
carrozzeria della Renault e della Citréen, rispettivamente.

Esercizi.

847. Dimostrare le seguenti proprieta dei polinomi di Bernstein:

Y imw=t  Brsn=Y BB,

() ()
BI(t)B) (1) = /L B (e),
t t ( z_:_] ) St

T 1 n+1
/ Br(t)dt = S BrI(a),
0

n+1 St

i+1 n—i+1
tB (t) = Bt 1—6)B'(t) = ———— B¢
7,() ’I’L+1 H»l()) ( )z() TL+1 7 ()7
1+ 1 n—i+1
Bl'(t) = mtl(t) + ————BrM(1).
i (t) p—— e () + a1 D (t)

848. Calcolare il massimo assoluto delle funzioni di variabile reale BY: [0,1] — R.

849. Sia b la curva di Bézier controllata da pg,pi,...,pn € R¥ e provare che
b(t) = po + tn(p1 — po) + (- )
Mostrare inoltre che se gli n vettori p; — pg, i = 1,...,n sono linearmente indipendenti allora

la derivata di b(t) & sempre diversa da 0.

850. Sia Sia b: [0,1] — R? la curva di Bézier di terzo grado controllata dalla poligonale
(1,0),(-1,1),(1,1),(—1,0). Mostrare che tale curva possiede una cuspide semplice per ¢t =

1/2, ossia che
1 1
b<2+8>:b<2)+A82+B83,

con A, B vettori linearmente indipendenti.

16.5. Complementi: spazi affini astratti e modellati

In prima approssimazione, uno spazio affine astratto € un insieme sul quale ha senso
parlare di combinazioni baricentriche.
Abbiamo gia definito il simplesso n-dimensionale standard sul campo K come l'insieme

A" = {(to,...,tn) €K™ | > t; =1}.

Osserviamo che A™ coincide con l'insieme di tutte le combinazioni baricentriche della base
canonica eg = (1,0,...,0), e = (0,1,0,...,0) ecc. di K"+1.

DEFINIZIONE 16.5.1. Un prespazio affine su di un campo K ¢ il dato di un insieme A e di
una successione di applicazioni

by AMTL X AT 5 A, per n>1.
E conveniente definire by come l'identita su A e, per semplicita notazionale, scrivere

bn(pOa"'vpnvtOv" 7tn) = tOpO + - +tnpn

Chiameremo le applicazioni b,,, n > 0, combinazioni baricentriche.

in segreto industriale che per anni ha coperto tali tecniche di progettazione non consente di dare una
datazione precisa.
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DEFINIZIONE 16.5.2. Un prespazio affine A su di un campo K si dice uno spazio affine
astratto se:

(1) Per ogni pg,...,pn € A e per ogni it =0,...,n vale
Opo + -+ 1p; + -+ Opp, = p;.
(2) Per ogni pg,...,Pn,q0,---,qm € A linsieme
{(to, - stn, 805, 8m) € A" X A™ | topo + -+ + tubn = S0g0 + * -+ + Smdm }
¢ un sottospazio affine di A™ x A™ C K»tm+2,

EsEmpIO 16.5.3. Ogni spazio affine ha una struttura naturale di spazio affine astratto,
dove b,, ¢ la combinazione baricentrica usuale.

EsEMPIO 16.5.4. Sia H un iperpiano in uno spazio vettoriale V' e sia A l'insieme delle
rette (sottospazi lineari di dimensione 1) di V' che non sono contenute in H. L’insieme A
possiede una naturale struttura di spazio affine astratto, con le combinazioni baricentriche
definite nel modo seguente: date n + 1 rette Lo, ..., L, € A scegliamo n + 1 vettori vy, ..., v,
tali che v; € L; — {0} e v; —vg € H per ogni i =0, ...,n. Definiamo quindi toLo + - -+ + ¢, Ly,
come la retta generata dal vettore Y t;v;. Lasciamo per esercizio la semplice verifica che tali
combinazioni baricentriche sono ben definite e definiscono una struttura di spazio affine su A.

LEMMA 16.5.5. In ogni spazio affine astratto le combinazioni baricentriche sono simme-
triche e commutano con le combinazioni baricentriche sui simplessi standard.

Prima di passare alla dimostrazione precisiamo meglio il senso dell’enunciato. Sia A uno
spazio affine astratto, dire che le combinazioni baricentriche sono simmetriche significa che
per ogni po,...,pn € A, ogni (tg,...,t,) € A™ ed ogni permutazione o € ¥, 11 vale

topo + -+ -+ tapn = Lo (0)Po(0) T -+ + Lo(n)Po(n)

e quindi acquista significato I'espressione ). t;p;. Dire che le combinazioni baricentriche
commutano con le combinazioni baricentriche sui simplessi standard significa che per ogni
Doy - -, Pn € A, ogni (m + 1)-upla di vettori t°,... . #™ € A" ed ogni s € A™ vale

m n . n m )
ZSJ‘ <thp@> = Z Zsjtg Di.
i=0

§=0 i=0 \ j=0

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo prima che le combinazioni baricentriche sullo spazio affine
astratto commutano con quelle sui simplessi standard. Denotiamo ¢; = t)po + - - - +1) Dm; per
la Definizione 16.5.2 abbiamo che

H = {(v,w) € A" x A™ [wopo + - -+ + VpPn = WoGo + -+ + WG }

& un sottospazio affine che contiene i vettori (#/, ej), per j = 0,...,m. Quindi per ogni s =
(50,-++»5m) € A™ si ha che (3, s;t/,s) € H e percid

O sithpo+ -+ (O sith)pn = soqo + - + Smtm.
J J
Per mostrare la simmetria, per ogni permutazione o basta applicare il punto precedente ai
vettori ¥ = eq ;). O

LEMMA 16.5.6. In ogni spazio affine astratto le combinazioni baricentriche soddisfano le
proprieta distributive, ossia vale

Opo + t1p1 + -+ tupn = tap1 + -+ + tppn.
e, se po = p1, allora
topo +tip1 + -+ tapn = (fo +t1)p1 + -+ + tupn.

DIMOSTRAZIONE. Per il Lemma 16.5.5 possiamo scrivere

n

tipr 4t = Y50 6Ip) =D (O t;60)pi = 0po + tipr + -+ + tapn.
j=1 =0

i=0 j=1
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Supponiamo adesso pg = p1 = p; allora
o o e | PO St = Kt |
¢ un sottospazio affine che contiene i vettori
a = ((to,0,t1), (to,t1)), b= ((0,%1,t0), (t1,%0)), c=((0,0,t0+¢1),(0,t0+t1))
e quindi contiene anche la combinazione baricentrica
a+b—c=((to,t1,0), (to + t1,0)).
O

Dunque le combinazioni baricentriche in uno spazio affine hanno tutte le buone proprieta
che e lecito aspettarsi dalla notazione adottata.

PROPOSIZIONE 16.5.7. Sia A uno spazio affine astratto su K. Se K possiede almeno 3 ele-
menti, allora le combinazioni baricentriche sono univocamente determinata dalle combinazioni
baricentriche a due termini, ossia by determina b, per ogni n.

DIMOSTRAZIONE. Siano po,...,pn € A, conn >1ewv = (vy,...,v,) € A™. Scegliamo un
elemento a € K diverso da 0 e da vy e consideriamo i vettori

u=(a,1—a,0,...,0), w=—2 (U—U—Ou>=(0,w17...7wn).
a — vy a

Siccome wy = 0, per induzione su n i punti ¢g = wepo + -+ + WppPn € 1 = apo + (1 — a)pr
sono determinati da b; e quindi lo € anche

(%) Vo
— —q1-

)(Io+
a

Uopo+"'+vnpn=(1— o

|

Siamo adesso in grado di esplicitare le ovvie generalizzazioni di sottospazio, traslazione e
applicazione affine.

DEFINIZIONE 16.5.8. Un sottoinsieme E di uno spazio affine astratto A si dice un sotto-
spazio affine se ¢ chiuso per combinazioni baricentriche.

Intersezione di sottospazi affini & ancora un sottospazio affine e per ogni sottoinsieme
S C A il sottospazio affine generato (S) ¢ I'intersezione di tutti i sottospazi affini contenenti
S. Equivalentemente (S) & uguale all’insieme di tutte le combinazioni baricentriche finite di
elementi di S.

DEFINIZIONE 16.5.9. Un’applicazione affine ¢ un’applicazione che commuta con le com-
binazioni baricentriche. Un isomorfismo affine &€ un’applicazione affine e bigettiva. Un isomor-
fismo affine di uno spazio affine in sé si dice una affinita.

EsEmpIO 16.5.10. Sia E un sottospazio di uno spazio vettoriale V. Vogliamo mostrare
che l'insieme A, dei sottospazi vettoriali H C V tali che V = H @ E possiede una struttura
naturale di spazio affine astratto. Fissato un elemento K € A esiste una bigezione

ok : Hom(K,E) —» A
che ad ogni applicazione lineare f: K — FE associa il suo grafico

ok (f) ={z+ flx) eV ]z e K}
Per il risultato dell’Esercizio 832, per ogni K, H € A la composizione

—1
Hom(K, E) < A " Hom(H, E)

¢ un isomorfismo affine di spazi vettoriali e quindi vi ¢ un’unica struttura di spazio affine
astratto su A rispetto alla quale le applicazioni ¢x sono isomorfismi affini.

DEFINIZIONE 16.5.11. Chiameremo traslazione in uno spazio affine astratto A qualunque
applicazione del tipo
Ty A— A, Ty (w) =2+ q—p.
per qualche coppia di punti p,q € A.
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LEMMA 16.5.12. Per ogni coppia di punti p,q in uno spazio affine astratto la traslazione
Ty € un’applicazione affine invertibile con inversa Tg.

DIMOSTRAZIONE. Dalle proprieta distributive delle combinazioni baricentriche (Lemma 16.5.6)
segue che se > a; =1 allora
Ty (aipy + -+ anpp) = arpr + -+ anppn +q¢—p=ai(p1 +q—p) + -+ an(pn +q¢—p)

e dunque 75 ¢ un morfismo affine. Inoltre per ogni punto r si ha

TypoTm(r)=Ty(r+q—p)=r+q—p+tp—q=r.
O

Continua a valere il lemma del parallelogramma 16.1.14, anche se nel caso astratto ¢
necessaria una diversa dimostrazione.

LEMMA 16.5.13. Per una quaterna ordinata di punti a, b, c,d in uno spazio affine astratto
le sequenti condizioni sono equivalenti:

T4 (c) = d, T=.(b) = d, T =T,
In particolare per ogni coppia di punti vi € un’unica traslazione che trasforma l’uno nell’altro.

DIMOSTRAZIONE. L’equivalenza T (c) = d <= Tz (b) = d segue immediatamente dalla
simmetria delle combinazioni baricentriche. Se T = T, allora T3 (c) = Toy(c) = c—c+d = d.
Viceversa, se Tﬁ(c) =d allora ¢ + b — a = d e quindi per ogni punto r

To(r)=r+d—c=r+(ct+b—a)—c=r+b—a=T5(r).

O

Dato uno spazio affine astratto A, indichiamo con 7 (A) l'insieme di tutte le traslazioni di
A. Abbiamo visto che per ogni punto p € A l'applicazione e,: T(A4) = A, f — f(p). Vogliamo
adesso mostrare che esiste una struttura canonica di spazio vettoriale su 7 (A) che rende le
applicazioni e, degli isomorfismi affini. A tal fine dobbiamo definire un’operazione di somma

T(A) x T(A) = T(A) ed un’operazione di prodotto per scalare K x T(A) == T(A) che
soddisfano le condizioni elencate nella Sezione 4.2.

e Date due traslazioni f, g, scegliamo un punto p € A e poniamo g = f(p), r = g(q).
Allora per ogni x vale

9g(f(z)) =glx+q-—p)=x+q—p+r—q=x+7—p="Tgxx),

flg@) =fle+r—q =z+r—qtq—p=a+r—p=Tyr).
Quindi fog=go f € T(A). Definiamo la somma di due traslazioni come f + g =
fog = go f. Ne segue che l'identita & I’elemento neutro per la somma e cha la
somma € associativa e commutativa.
e Data una traslazione f ed uno scalare a € K. Scegliamo un punto p € A e definiamo
il prodotto af mediante la formula

af =T, r=(1-a)p+af(p).

Occorre mostrare che la definizione non dipende dalla scelta di p: bisogna mostrare
che per ogni q € A vale

T =Tz, r=00-ap+af(p), s=(1—-a)g+af(q).

Indichiamo con z = f(q), dato che f & una traslazione si ha f(z) = z + z — ¢ per
ogni x e quindi

T5(q) =q+ (1 —a)p+af(p) —p=q—ap+af(p)
=q—aptalp+z—q) = (1—-a)g+af(q) =s,

e per il lemma sul paralleogramma vale T5; = Tg.



374 16. SPAZI E TRASFORMAZIONI AFFINI

Delle 7 proprieta assiomatiche che definiscono la struttura di spazio vettoriale elencate
all’inizio della Sezione 4.2 le prime 5 sono ovvie; la verifica delle ultime due viene lasciata per
esercizio al lettore.

Mostriamo adesso che per ogni p € A 'applicazione bigettiva e,: T(A4) — A, f — f(p),
¢ affine. Siano fi,...,f, € T(A) e ay,...,a, € K tali che }_ a; = 1. Dobbiamo mostrare che

O aif)p) =D aifi(p).
Indichamo con ¢; = f;(p), allora per ogni punto x vale

a;fi(x) = x4+ aiq; — ap,

O aifi)@) =2+ aigi— > ap=>Y_ aiz+q—p),
che per x = p diventa
O aif) ) = aigi = _aifi(p).

Dunque, abbiamo dimostrato che a meno di isomorfismi affini, ogni spazio affine astratto
¢ isomorfo ad uno spazio vettoriale e che quindi la definizione di spazio affine data nella
Sezione 16.1 non é affatto restrittiva.

Prima di passare agli esercizi, richiamiamo la definizione di spazio affine modellato, una
delle definizioni di spazio affine maggiormente presenti in letteratura.

e quindi

DEFINIZIONE 16.5.14. Sia V uno spazio vettoriale su di un campo K. Uno spazio affine
modellato su V ¢ una terna (A, V, ), dove A ¢ un insieme e A x A —5 V & un’applicazione
che soddisfa gli assiomi:

(1) Per ogni p € A vale pb=0.
(2) (Relazione di Chasles) Per ogni p,q,r € A vale p§ + qf +p = 0.
(3) Per ogni p € A e per ogni v € V esiste un unico punto g € A tale che i = v.

L’unico punto g descritto al punto 3 si dice traslato di p mediante v e si indica con ¢ = v+ p.
Ogni spazio vettoriale V' & in modo naturale uno spazio affine modellato su sé stesso ed
ogni sottospazio affine E di V' ¢ uno spazio affine modellato su K = {u —v | u,v € E}.

Ogni spazio affine modellato (A, V, ™) ha una struttura naturale di spazio affine astratto.
Se po,...,pn € Ae > t; =1, si definisce

In particolare per ogni p,q,z € A vale zﬁ + & = T (x): infatti dalla relazione di Chasles

o= -7+ 7
e quindi
pi+x= (ﬁ—@—kﬁ)—l—x:x—p—kq:Tﬁ(@.
In conclusione, le nostre nozioni di spazio affine, spazio affine astratto e spazio affine
modellato sono tra loro equivalenti.

Esercizi.

851. Siano A e B spazi affini. Provare che:

(1) Il prodotto cartesiano A x B ¢ uno spazio affine.
(2) L’insieme di tutte le applicazioni affini f: A — B & uno spazio affine.

852. Mostrare che un’applicazione f: A — B tra spazi affini non vuoti ¢ affine se e solo se
esiste un’applicazione lineare g: T (A) — T (B) tale che g(T,q) = Ty(p)(q) Per ogni p,q € A.

853. Siano (A,V,7) e (B,W, ) spazi affini modellati e non vuoti. Provare che un’ap-
plicazione f: A — B ¢ affine, ossia commuta con le combinazioni baricentriche, se e solo se

esiste un’applicazione lineare g: V' — W tale che f(p)f(q) = g(m) per ogni p,q € A.
854. Sia (A, V, ) uno spazio affine modellato. Mostrare che per ogni a € A lapplicazione
VA vev+ta,

¢ un isomorfismo affine.
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855 (®). Per questo esercizio sono richieste alcune nozioni di teoria dei gruppi. Dimostrare
che le traslazioni formano un sottogruppo normale abeliano del gruppo delle affinita di uno
spazio affine in sé.






CAPITOLO 17

Complementi: le trascendenze famose

La teoria dei numeri trascendenti ha avuto inizio con una memoria di Liouville del 1844,
nella quale 'autore dimostro che esisteva una classe, piuttosto ampia, di numeri che non erano
radici di equazioni algebriche a coefficienti interi. I problemi legati all'irrazionalita erano invece
gia ampiamente studiati e risale infatti al 1744 la dimostrazione di Eulero dell’irrazionalita di
e ed al 1761 la dimostrazione di Lambert dell’irrazionalita di 7.

Nel 1874 Cantor introdusse il concetto di infinito numerabile e questo portd immediata-
mente alla constatazione che “quasi tutti” i numeri sono trascendenti.

La dimostrazione della trascendenza di e compare in una memoria di Hermite del 1873
che e stata fonte di ispirazione per molti anni a seguire. Nel 1882 Lindemann riusci ad esten-
dere il lavoro di Hermite per dimostrare la trascendenza di m e, di conseguenza, a chiudere
definitivamente ’antico problema della quadratura del cerchio con riga e compasso.

In questo capitolo daremo una dimostrazione dei Teoremi 4.8.2, 4.8.3 e 4.8.4, ossia di-
mostreremo la trascendenza dei numeri e,l e m. A differenza dei precedenti capitoli, dove le
tecniche usate sono state quasi esclusivamente algebriche, avremo bisogno di usare alcuni risul-
tati di analisi matematica solitamente insegnati al primo anno dei corsi universitari: useremo
in particolare il teorema del valor medio, gli sviluppi di Taylor delle funzioni esponenziali e
trigonometriche piti alcune proprieta delle serie numeriche, sia reali che complesse. Useremo
inoltre piu volte il teorema fondamentale dell’algebra, nella cui dimostrazione abbiamo fatto
uso del principio di completezza dei numeri reali, sotto forma del teorema di esistenza degli
zeri.

Ricordiamo che un numero complesso si dice algebrico se ¢ radice di un polinomio non
nullo a coefficienti interi f(x) € Z[z], mentre un numero complesso che non & algebrico viene
detto trascendente.

LEMMA 17.0.1. Per un numero complesso o le sequenti condizioni sono equivalenti:
(1) « ¢ algebrico;
(2) « ¢ radice di un polinomio monico a coefficienti razionali;
(3) esiste una successione finita oy, as, ..., a, € C tale che
n
o =ay, H(m—ai) € Q[x].
i=1
DIMOSTRAZIONE. Se o = oy ed il polinomio monico [}~ , (z— ;) ha coefficienti razionali,
moltiplicando per un denominatore comune a € Z, a > 0, abbiamo che il polinomio a [T, (z—
«;) ha coefficienti interi ed annulla « che pertanto ¢ un numero algebrico. Viceversa, se
f(a) =0 con f(z) € Z[x] di grado positivo, dividendo per il coefficiente direttivo otteniamo
un polinomio monico g(z) € Q[z] tale che g(«) = 0. Per il teorema fondamentale dell’algebra
il polinomio g(z) si scrive come un prodotto di polinomi di primo grado
n
glx)=J(z - ), aieC,
i=1
e siccome g(a) = [, (a — a;) = 0 deve essere a = o; per qualche 7, viz. & = oy a meno di
permutazione degli indici.
O

Abbiamo gia dimostrato che somme, prodotti, opposti ed inversi di numeri algebrici sono
ancora algebrici e quindi che I'insieme Q C C di tutti i numeri algebrici & un sottocampo di C;
in questo capitolo daremo una diversa dimostrazione di questo fatto usando il teorema delle
funzioni simmetriche.

377



378 17. COMPLEMENTI: LE TRASCENDENZE FAMOSE

17.1. Irrazionalita di e ed |

Prima di dimostrare i risultati di trascendenza, occupiamoci del problema piu semplice
di dimostrare 'irrazionalita dei tre numeri e, [, 7. In questa sezione ci occuperemo dei primi
due, mentre l'irrazionalita di 7 sara trattata pitt avanti.

Il numero di Nepero puo essere definito come il valore della serie numerica

=3 L
nzon.

Supponiamo per assurdo che e sia razionale, esiste allora un intero positivo ¢ tale che ge € Z.
A maggior ragione anche il prodotto di e per ¢! & intero e quindi

Z—EZ

I primi ¢ + 1 termini della precedente serie sono interi e quindi

Y G-3 -y fez

n:q+1
D’altra parte, per ogni n > ¢ si hanno le disuguaglianze

q! 1 1

0< == <
n! (q+1)--n  (¢g+1)(g+2)n—a-!

dalle quali deduciamo

n= <1+1 n=q+1 (Q+1)(q+2)n_q_1 q+17n:0 (Q+2)7” (q+1)2

il che e assurdo in quanto nessun intero e strettamente compreso tra 0 ed 1.

L’irrazionalita di [ si dimostra in modo del tutto simile. Supponiamo per assurdo che gl
sia intero per qualche intero positivo g e scegliamo un intero a > 2 sufficientemente grande
tale che ¢ < 10%. Moltiplicando gl per 10 otteniamo un intero positivo che si scrive come

al +oo Oa'
1q10* = Zq o T DL Gy
n=a+1

Il primo addendo del termine a destra dell’'uguaglianza ¢ intero e di conseguenza anche la
somma della serie

+oo 10a! +oo 10a!

2 g = 2 ga

n=a+1

¢ un numero intero. Ma questo ¢ assurdo perché per ogni a > 2, ¢ > 0 vale (a+1)! > al +al+i
e quindi

R TIE R
0 < - = — 1.
< Zq Torat = Z 104! 101 = ; 09 °

L’argomento che abbiamo usato funziona in generale ogniqualvolta si voglia dimostrare
I'irrazionalia della somma di una serie di numeri razionali che tendono a zero in maniera molto
veloce. Il lettore puo facilmente verificare che tale strategia non funziona se applicata alle serie
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Esercizi.

856. Usare gli sviluppi in serie
1 1 (=™
=2 Tl
n>0 n>0

per dimostrare che 1,e,e™" sono linearmente indipendenti su Q o, equivalentemente, che e
non ¢ radice di un polinomio di secondo grado a coefficienti interi.

1

857. Dimostrare che V2 ¢ irrazionale (sugg.: sviluppo in serie di eV? 4 e"/§).

858. Dimostrare l'irrazionalita di sin(1) e cos(1) usando gli sviluppi in serie

) —_1)" —1)"
sin(1) = Z (2(11_’_)1)!, cos(1) = Z ((2n))! .

n>0 n>0

859. Completare con i dettagli mancanti il seguente ragionamento: il calcolo dei valori
approssimati di m puo essere fatto mediante lo sviluppo in serie dell’arcotangente

3 LUS .’E7

(o) = [ = -5 ;
arctan(xr) = _ =r— — _—
0 14 ¢2 3 5 7

da cui segue

(oo}
™ (=™
— = arctan(l) = .
4 (1) Z 2n+1
n=0
Purtroppo tale serie converge abbastanza lentamente. Per avere stime piu rapide si possono

considerare i polinomi

4n 1— 4n 1_ 4n
gulz) =TT (4n DT gan (ﬂ;«) )

Siccome g, (i) = gn(—i) = (—1)™ ne segue che g,(x) — (=1)" & divisibile per 1 + 2% in Q[z] e

vale
1 n 1 4n 4n
T 1—(=1)"gn(x) n/ x*(1 —x)
o 1) = -\ I\ 1 D S
1 arctan(1) /o 1o 22 dx + (-1) (1 E 22 dx

1 1_(_1)119“(

. a;) N . .
In conclusione, | dx & un numero razionale che approssima 7/4 con un errore

0 1+x2
inferiore a 457,

17.2. L’operatore di derivazione
Dato un qualsiasi polinomio
flx)=ap+arxz+---+apz" € Clx]
definiamo il suo derivato f(z)" € C[z] mediante la formula
f(x) = (ap + a1z + -+ apz™) = ay + 2a0x + -+ + na,z" !

Qualora f(x) abbia coefficienti reali, si vede immediatamente che f’(x) coincide con la derivata
di f(z) intesa come limite del rapporto incrementale. L’operatore f(z) — f/(z) & lineare su
C e soddisfa la regola di Leibniz; cio significa che:

(1) (af(z)) =af(z), acC;
(2) (f(z) +9(z)) = f(x) +g(x);
(3) fo(z) = f(z)'g(z) + f(x)g(x)".
Le prime due proprieta sono di immediata verifica. La terza proprieta, detta regola di
Leibniz, si puo dimostrare direttamente dalla definizione in maniera puramente algebrica:
infatti, se

f)=a+ax+- - +az",  gx)=by+bix+- - +byz™,
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si ha

f(@) g(x) + f(z)g(x) = (Z ai$i>/(z biat) + (> aixi)(z bz’

i=0
n m
= (Z iaixi_l)(z bjal) + Zal Zjbjxj_l)
i=0 §=0 j=0
n+m n+m
= Z Z iaibjxkfl + Z Z jaibjwkfl
k=0 i+j=k k=0 i+j=k
n+m n+m
= Z Z kasbja™~t = (Z Z aibjz®) = fg(z)’.
k=0 i+j=k k=0 i+j=k

Per uso futuro, notiamo che una prima conseguenza della regola di Leibniz e la formula
(x—a)™) =n(z —a)"t, a€C,

che si dimostra per induzione su n > 0. Dato un qualsiasi polinomio f(z) € C[z] possiamo
farne la derivata prima, seconda, terza e pitl in generale la derivata h-esima f() (z):

fO%) = fx), fP@)=f), @) =/f@) ...

E chiaro che se f(z) ha grado d allora f((z) ha grado d — h se h < d, mentre f"(z) si
annulla per h > d.

PROPOSIZIONE 17.2.1. La molteplicita di un numero complesso o come radice di un
polinomio f(z) € Clz] ¢ uguale al pit piccolo intero h tale che f™(a) # 0.

DIMOSTRAZIONE. Esercizio. O

Se f(z) = Z?:o a;z*, allora per ogni h > 0 si ha

d . d

(17.1) F (x Z = h! Z (2) a;zh, F™0) = hlay.

l:h ' i=h

In particolare per ogni f(z) € C[z] vale lo sviluppo di Taylor

S
f(x):;)f (0)%;

dove la sommatoria ha solo un numero finito di addendi diversi da 0. Un’altra conseguenza
delle formule (17.1) che useremo spesso ¢ che se f(z) = Z?:o a;z* € Z[z] & un polinomio a
coefficienti interi, allora per ogni i > 0 ed ogni m € Z il numero £ (m) & un intero divisibile
per hl. Infatti, se f(x) = Z?:o a;x' con ag,...,aq € Z, si pud scrivere

- (o
LEMMA 17.2.2. Siano dati a,n € Z conn >0, g(x) € Z[x] e consideriamo il polinomio
f(@) = (z —a)"g(z) € Z[z].
Allora f)(a) & un intero divisibile per n!, per ogni h > 0.

DIMOSTRAZIONE. Siccome f(")(a) & divisible per h!, basta dimostrare che f((a) = 0
per ogni h < n. Cio € senz’altro vero per h =0en > 0;se 0 < h < n si ha

f (@)= (z—a)" (ng(z) + (z — a)g'(z))

e la conclusione segue per induzione su n e dal fatto che f(P) = (f)(=1), O
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Esercizi.
860 (formule di Newton-Girard). Dati n numeri complessi aq,...,a, si considerino le
quantita
n
sk:Zaf, k=1,...,n,
i=0
ed i numeri complessi po, . .., pn determinati dall’identita polinomiale

n

p(t) = [0 +asz) =Y pia';
3 =0

=1
po=1 p= Z ai, p2= Zaiaj, eccetera.
i i<j
I seguenti punti, svolti nell’ordine, permetteranno di dimostrare le formule di Newton—Girard,
note anche come identita di Newton:
k
(17.2) kp, = Z(—l)i_lsipk_i, k=1,...,n.
i=1
(1) provare che
/ - ) p(:E) .
p (.T) - ;all +aifE7
(2) dati due polinomi p(x), ¢(z) € C[z], scriviamo p(x) = ¢(z) se 2™ divide la differenza
p(x)—q(x), ossia se i coefficienti di p(z) e g(x) coincidono fino al grado n—1. Provare
che

n—1 n—1
PO op(a) S (—1alad,  pla) = pe) | S (18007 |

a;
14+ a;x
+ 6 j=0 j=0

(3) dimostrare le formule (17.2).

17.3. Irrazionalita di 7

Il modo pit semplice attualmente noto per dimostrare l'irrazionalita di « fa intervenire
la successione dei polinomi
(1l —2x)"
fn(z) = (7,)7 n=>0.
n!

LEMMA 17.3.1. Nelle notazioni precedenti, per ogni coppia di interi non negativi h,n ed
ogni polinomio g(x) € Zlx] a coefficienti interi, la derivata h-esima del polinomio fn(x)g(x)
assume valori intert per x =0 ed x = 1.

DiMOSTRAZIONE. Il risultato e del tutto ovvio se n = 0 oppure se h = 0. Dimostriamo i
rimanenti casi per induzione su h. Supponiamo quindi n, h > 0; siccome

(fa(@)g(2))" = foo1(z)(1 = 22)g(x) + fu(x)g(x)’
per l'ipotesi induttiva le derivate (h — 1)-esime di f,,—1(2)(1 —2z)g(z) e fn(z)g(z) assumono
valori interi per x =0 e x = 1. |
Siamo adesso in grado di dimostrare non solo 'irrazionalitd di 7 ma anche quella di 2.
Supponiamo per assurdo che 72 = %, ossia e _ bm, con a,b interi positivi. Per ogni intero
T

positivo n consideriamo l'integrale

1
/ wa” fn(z) sin(rz)dz.
0

Siccome 0 < 2™(1 — )" sin(7z) < 1 per ogni x € [0,1] si hanno le disuguaglianze

n

1 1
0< / wa” fr(x) sin(ra)dx < / P
0 0

n!

e quindi l'integrale non puo essere un numero intero per ogni n sufficientemente grande tale
che n! > ma™. La contraddizione €& adesso una conseguenza immediata del seguente lemma.



382 17. COMPLEMENTI: LE TRASCENDENZE FAMOSE

LEMMA 17.3.2. Si assuma, per assurdo, che m* = a/b con a,b interi non nulli e sia
g(x) € R[z] un polinomio di grado 2n tale che g(x) e tutte le sue derivate ¢'(x), ¢"(x),...,
g(h)(a:),. .. assumono valort interi per x = 0,1, allora

1
/ ma"g(x) sin(rz)dx € Z.
0

DIMOSTRAZIONE. Induzione su n. Per n = 0 il polinomio g(z) = ¢(0) & una costante
intera e dunque

1
/O 79(0) sin(rz)da = [—g(0) cos(nz)]} = 29(0) € Z.

Quando n > 0, per la formula di integrazione per parti si ottiene

/ ma" g(z) sin(rx)dr = [—a"g(x) COS(7T$)](1) +/ a"g'(z) cos(mz)dx
0 0

_ |:—a"g(x) cos(rz) + % J() sin(ﬂx)} - /O 19 ) sin(ra) i

=a"(g(0) +g(1)) — b/o ra" ' ¢" (x) sin(nx)dx.

Basta adesso osservare che g”(z) ha grado < 2(n—1) e si puo applicare I'ipotesi induttiva. O

Esercizi.

861. Siano a, b interi non negativi. Dimostrare per induzione su b che vale la formula

1 1!
/ 2%(1 — z)’dx = L

862. Siar un intero positivo e supponiamo per assurdo che e” = a/b, con a, b interi positivi.
Dedurre da cio una contraddizione considerando, per n sufficientemente grande, 'integrale

1
/ ern—i—lxn(l B x)n e dor.
0

n!

Dedurre dall’irrazionalita delle potenze intere di e che anche i logaritmi naturali degli interi
n > 1 sono numeri irrazionali.

17.4. La trascendenza di [

Storicamente il primo numero reale del quale ¢ stata dimostrata la trascendenza ¢ il
numero di Liouville

1
l= Z Tont = 0,1100010000000000000000010000000. .. .

n=1

Prima di dimostrare la trascendenza di [ abbiamo bisogno di un risultato di natura gene-
rale riguardante le approssimazioni razionali di numeri algebrici irrazionali. Ricordiamo dalla
Definizione 4.8.6 che il grado di un numero algebrico « € C ¢ il piu piccolo intero positivo d
tale che = e radice di un polinomio di grado d a coefficienti interi, e che un numero & razionale
se e solo se ¢ algebrico di grado 1.

LEMMA 17.4.1. Sia x € R un numero algebrico di grado d > 1. Allora esiste un numero
reale positivo M tale che per ogni coppia di numeri interi p,q, con q > M wvale
P 1
xr—=|> .
2>
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DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi il numero x & irrazionale. Sia h(t) un polinomio di grado d
a coefficienti interi tale che h(z) = 0 e sia § > 0 sufficientemente piccolo e tale che h(t) non
abbia radici reali nell’intervallo [x — §, 2 4 0] diverse da . Indichiamo con m il massimo della
funzione continua |h'(t)| nell’intervallo [z — §, 2 + 4] e definiamo

1
(\/1 = d+{/7 .
max <m7 5)

Consideriamo adesso due numeri interi p, ¢, con ¢ > M; in particolare
1 1
d+1 d+1

¢t >MT > 5 sy <9,
e quindi se |z — §| > ¢§ il lemma ¢ banalmente verificato. Se |x — %\ < 9, allora per come
abbiamo scelto § si ha h(£) # 0 e per il teorema del valor medio esiste { € [z — 6,z + 4] tale

che 07&h<2> :h(i) — h(z) = h'(¢) (S_ff) )

Moltiplicando per ¢% e prendendo il valore assoluto
D

o ({;)] SAAGIE

D’altra parte q%h (%) ¢ un intero non nullo e quindi il suo valore assoluto ¢ > 1, e quindi

— T

<qdm‘p—x .
q

1§(ﬂhcv‘§q%4px
q q
da cui deduciamo
P S 1 < 1 1
- —z .
q - qdm qd M qd+1

TEOREMA 17.4.2. Il numero di Liouville | = e trascendente.

1
™10
DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gia dimostrato che [ & irrazionale. Supponiamo per assurdo

che sia algebrico di grado d > 1. Per il Lemma 17.4.1 esiste una costante M > 0 tale che per
ogni coppia di numeri interi p, ¢, con g > M vale

X

Sia N > d un intero tale che 10N' > M e consideriamo i numeri interi ¢ = 10" e p definito

mediante la formula
N

p 1
10N! Z 107"
n=1
Abbiamo dunque
+oo +oo
P | 1 1 1
‘l_ 10! ’ - Z 107~ 10(NHN Z 107! —(NON
—N+1 n=N+1

e siccome n! — (N)N > n — N per ogni n > N otteniamo

P ‘ _ 1 =X LN D S
T 10N'| = 10(NON n—N — g (10NN NON = gd+1
10 00DN 22 10 9 (10NN = (10NN =4

V
in contraddizione con il Lemma 17.4.1. O

Esercizi.

863. Mostrare che i numeri v/2++/3 e v2++1/3++/5 sono algebrici e calcolarne i rispettivi
gradi.
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17.5. La trascendenza di e

La dimostrazione della trascendenza di e utilizza la stessa idea usata nella dimostrazione
dell’irrazionalita di 7, ossia la stima numerica di una opportuna successione di integrali definiti.
Per chiarezza espositiva conviene dedurre le stime necessarie da un opportuno lemma che
enunceremo subito dopo aver richiamato la definizione di esponenziale complesso.

Ricordiamo che una serie di numeri complessi )~ a, si dice assolutamente convergente

o0 . - (oo} \
se >~ olan| < 400. Chiaramente se a, = by, + ic,, con b,,c, € R, ese >~  a, ¢ assoluta-
mente convergente, allora pure le serie Y.°7 (b, e >.°- ¢, sono assolutamente convergenti e
g , p n=0 9n n=0 n g

si puo definire
oo (oo} oo
Zan = an—l—ich eC.
n=0 n=0 n=0

Ad esempio, la serie esponenziale

=3
= nl
€ assolutamente convergente per ogni z € C. Come nel caso delle serie reali si possono fare
somme e prodotti di Cauchy di serie assolutamente convergenti senza rischio alcuno.
Allo stesso modo del caso reale si dimostra che e*T% = e?e™ per ogni z,w € C ed in

particolare, per ogni r,0 € R, si ha "% = ¢"e?. Inoltre,
" St n oo 02m oo 02m+1
w— = 71 m_____ ] 71 m_—
=i ol > (=1 (Qm)!J”Z( ) 2m + 1)
n=0 m=0 m=0

e confrontando con i ben noti sviluppi in serie di seno e coseno ricaviamo la formula

0 = cos® +isinf .

ol
Ad ogni polinomio f(z) € C[z] associamo due successioni di funzioni HY ) I}, C—=C,
n =1,2,... definite nel modo seguente:

H}(z)(z):Zf(h)(z)7 ZG(C?
h=0

H?(:E) (Z) = Hl"*ﬂ"(m)” (Z), n Z 2, z € (C,

x

I}f(x)(z) =e” Z f(h)(o) - Z f(h)(z) = ezH}(:r) (0) - H}(z)(’z)7 z€C,
h=0 h=0

I)T‘l(x)(z) = Iln—lf(z)n(z) = EZH?(x)(O) - H}L(x)(z)a n>2 zeC.

x

Notiamo che nella definizione di H}( I}(m) le sommatorie sono di fatto finite in quanto

f™(x) =0 non appena h supera il grad(f)ﬂ)(’li f- Ad esempio si ha
HE)=e¢ —1, IM2)=D(z) = —2—1, I.(2)=I}(z)=2e—2>—22-2,
OSSERVAZIONE 17.5.1. Se f(z) € R[z], allora la restrizione di I}(m) all’asse reale € uguale
alla soluzione del problema di Cauchy
V() =7(2) + f(2),  (0)=0,

che si risolve nel modo standard:
(17.3) v(z) = / flx)e* " du.
0

Chi studiera la teoria delle funzioni olomorfe scoprira che la formula integrale (17.3) ha per-
fettamente senso anche per z € C, dove l'integrale ¢ fatto lungo un qualsiasi cammino che
congiunge 0 e z nel piano di Gauss.

LEMMA 17.5.2. Nelle notazioni precedenti, se f(x) € Clz]| allora esiste una costante po-
sitiva C, dipendente solo da f(x), tale che, per ogni radice o di f(x) e per ogni n > 0 si
ha

17y ()| < elom.



17.5. LA TRASCENDENZA DI e 385

DIMOSTRAZIONE. Ad ogni polinomio f(z) € Clz], f(z) = 3  a;2¢, associamo il suo “til-
dato” f(x) = |a;|z* € Rlx]. Si noti che le operazioni di derivazione e tildatura commutano

tra loro e che ~

FP(0) = pllay| = [F#(0)] .
La disuguaglianza triangolare |z + w| < |z| + |w]|, z,w € C, produce analoghe disuguaglianze
sui polinomi tildati; in particolare, se f,g € C[z], allora per ogni numero reale a > 0 vale

f(a)| < f(a),  0<[+gla) < fla)+3la), 0% fg(a) < f(a)(a).
Le dimostrazioni sono lasciate per esercizio.
Mostriamo adesso che per ogni f(z) € Clx] e per ogni z € C vale la disuguaglianza

1T}y ()] < Izl f (1)) -

Sviluppando ’esponenziale in serie ed usando gli sviluppi di Taylor

() — N2 i)
otteniamo
o] n fe’s) n fe%s) n n—1
1 - 20 () — Z (e+n) (o Z
Ij()(2) = Z n!fp (0) Z n!fp Z nl Z 0).
n,p=0 n,p=0 n=0 p=0

Ponendo ¢ =n — 1 — p si ottiene

> 2P 21
Ii(2) =2 ) 7(p+q+1)!f(”)(0)

P,q=0
e per la disuguaglianza triangolare

Hao@i< i Y L)<l S B 0 0) < e 7,

pq0p+q+1 p,q=0

Dopo queste stime preliminari siamo in grado di dimostrare il lemma. Siano f(z) € C[z]
e indichiamo con aq,...,a,, € C le sue radici e consideriamo come costante

C = max(|a1|f(Joul), ol F(lazl), - -, || F(lam])).-

Sia adesso n un qualunque intero positivo e consideriamo il polinomio g(x) = x"~!f(x)".
Abbiamo dimostrato che per ogni z € C vale

) ()] = gy (2)] < |zleg(121]),
e siccome
gz < =" A=D" =leladz) < Jefme (12D,
per ogni radice «; si ha

[y ()] < Je|" f(le]) el < elelom,

LEMMA 17.5.3. Siano f(x) € Z[z] con f(0) # 0 e p un numero primo:
(1) sep>|f(0)|, allora H}’(m)(O) & un intero divisibile per (p — 1)! ma non per p!;
(2) sem€Z e f(m)=0, allora Hf( y(m) & un intero divisibile per p!.

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che, scrivendo g(x) = 2P~! f(2)? si ha

g(z) = f(mpfpil +apz? + ap+1xp+1 4o a; €7

> 9M(0) = FO) (p— 1)+ Y hla.

h>0 h>p
Se m € Z e f(m) = 0 il polinomio (z — m) divide f(x), dunque (x —m)? divide g(x) e
g™ (m) = 0 per ogni h < p. Basta adesso osservare che, siccome g(x) € Z[z], il polinomio
g™ (z) ¢ divisibile per h!, per ogni h > 0.

e quindi

O
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TEOREMA 17.5.4. Il numero e ¢é trascendente.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che e sia algebrico di grado m, allora si ha

una relazione
are+ ase® + -+ ame™ =g, q,a1,...,am €Z, q#0.
Il numero ¢ ¢ diverso da 0 perché altrimenti, dividendo per e troveremo che e ¢ algebrico di
grado < m. Consideriamo il polinomio f(z) = (z — 1)(z — 2)--- (x — m) e la successione di
numeri complessi
J" = arlf (1) + -+ amlf,(m), n > 0.
Siccome [f(0)] =m!, f(1) = f(2) =--- = f(m) =0, per il Lemma 17.5.2 esiste una costante
C tale che
|J™| < lay|erC™ + -+ 4+ |am|e™C™ = (lar]e! 4 - + |am|e™)C™.
Consideriamo adesso un numero primo p > max(q, m!), si ha:
JP = alszf(x)( Y+ + amlﬁc’(x)(m)

m

= Z: aieiH?(x)(O) — Z: aiH?(x) (’L)
H ) Z ail ) (

Il Lemma 17.5.3 implica che qu( )(0) ¢ un numero intero divisibile per (p — 1)! ma non
per p!, mentre Hf(x)(') ¢ divisibile per p! per ogni ¢ = 1,...,m. Se ne deduce che JP & un
intero non nullo divisibile per (p — 1)! ed in particolare |J?| > (p — 1)!, in contraddizione con
la stima

77| < (Jaale’ + -+ + |am|e™)C?
per p molto grande. O

17.6. Polinomi simmetrici

Indichiamo con Z[z1,...,z,] Panello dei polinomi in z1,...,z, a coefficienti interi. Per
definizione ogni polinomio ¢ una somma finita di monomi, ossia di espressioni del tipo
axyt e, a€Z,a#0, i1,...,i5 >0.

Di un tale monomio chiameremo grado il numero ¢; + - - - + ¢,,, € chiameremo peso il numero
i1+ 2is+ - - - +niy,. Il grado di un polinomio & il massimo grado dei suoi monomi; similmente,
il peso di un polinomio ¢ il massimo peso dei suoi monomi. A titolo di esempio, il polinomio
7173 + 74 € Z[x1, 72, 23) ha grado 5 e peso 12.

Un polinomio in cui tutti i monomi hanno lo steso grado si dice omogeneo; un polinomio
in cui tutti i monomi hanno lo steso peso si dice isobaro.

E del tutto chiaro che ogni polinomio si scrive i maniera unica come come somma di
polinomi isobari, che il peso della somma € minore od uguale al massimo dei pesi, mentre il
peso del prodotto e la somma dei pesi.

DEFINIZIONE 17.6.1. Un polinomio p € Z[x1,...,x,] si dice simmetrico se & invariante
per permutazione degli indici, ossia se

P(T1, .. Tn) = D(To(1), - s To(n))
per ogni permutazione o: {1,...,n} = {1,...,n}.
Ad esempio, in Z[x1, z3] sono simmetrici i polinomi
1+ To, T1X2, x% + ;vg = (331 + xg)Q — 22129, x%x% acfxg + x1x§7
mentre non sono simmetrici i polinomi
2

2 2
Ty, X2, X1+ 2T2, I —T3, T1T5.

E chiaro che un polinomio ¢ simmetrico se e solo se tutte le sue componenti omogenee sono
simmetriche.
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OSSERVAZIONE 17.6.2. Dato che somme e prodotti di polinomi simmetrici sono ancora
simmetrici, se p1, ..., pm € Z[z1,...,x,] sono simmetrici, allora per ogni q € Z[yi,...,Ym] ne
consegue che

q(p1,---spm) € Z[x1,. .., 2y

¢ simmetrico.

DEFINIZIONE 17.6.3. Per ogni intero positivo n, le funzioni simmetriche elementari
Oly.-.,0pn € Zlx1,...,2,] sono i polinomi simmetrici definiti dalla relazione

n
"+ oy (@r, )T o (@, a) = [[ ().
i=1
In altre parole, i valori delle funzioni simmetriche elementari calcolate su di una n-upla
di numeri complessi (ay,...,a,) sono i coefficienti del polinomio monico di grado n che ha
come radici —ayq, ..., —a,. Per n = 2 le funzioni simmetriche elementari sono oy = x1 + x5 €
09 = T1ZTy, mentre per n = 3 si ha

01 =21+ 22+ 23, 02 =2T1T2+ T2X3 + X1T3, O3 = T1T2T3.

In generale, per la funzione oy, € Z[z1,...,z,] si ha

O = Z :Eil"':rik.

1<ii <<t <n

. . . N . (n . N .
Notiamo in particolare che oy, € somma di ( k) monomi, che & omogeneo di grado k e che

Tp—k+tl - Tp—1Zy € il monomio di peso piu alto.
Conviene definire le funzioni simmetriche o} per ogni k > 0, ponendo per convenzione
or(z1,...,2,) =0 per ogni k > n.

TEOREMA 17.6.4. Ogni polinomio simmetrico a coefficienti interi si puo esprimere come
un polinomio a coefficienti interi nelle funzioni simmetriche elementari.

In altri termini, un polinomio p € Z[z1,...,z,] & simmetrico se e solo se esiste un
polinomio g € Z[yi, . .., yn] tale che

p(z1,...,xy) =q(o1,...,00).

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo per induzione sul peso che ogni polinomio simmetrico

p € Z[z1,...,x,] si puod scrivere come somma di addendi del tipo ao{* ---0%", con a € Z

e ai,...,an, > 0 (con la convenzione che ¢? = 1). Sia m il peso di p, se m = 0 allora p

contiene solo il termine costante ed il risultato ¢ banalmente verificato. Supponiamo m > 0 e

sia p = po + -+ + pm la decomposizione in componenti isobare, con p; di peso i e p,, # 0.
Dalla simmetria di p segue che ogni monomio di p,, ¢ del tipo axﬁlx’; ceeximocon a € Z
3

e < ig < --- < iy se per assurdo p,, contenesse un monomio axi'zy - -zt con i >

ix+1 per qualche indice k, allora la simmetria imporrebbe che p contiene anche il monomio
i1 Tht1 ig i N . . . ..
ary' ---x k- anr che perd ha peso strettamente maggiore di m, in contraddizione con

il fatto che p,, & la componente isobara di peso massimo.
Quindi, se poniamo

Yi = Tn—i+1Tn—i+2 " Tn, 1= 1,...,n,
si ha
91,12 in __ i1 ,,.02—1%1 .03 —11 in—11 __ i1, 02—11 03— 12 in—12 __
awlxz...xnﬂ_aynlé ‘r?) xn" _aynyn71 mg l'n'b — ..

che alla fine diventa

01,02 in b by . _ .
ar'xy x =ay,t oy, by =11, b1 =12 — i, ...

Abbiamo quindi dimostrato che esiste un polinomio g € Z[yi, . .., yn] tale che p,, (21, ..., 2,) =
q(y1,-..,yn). Basta adesso osservare che ¢(y1, ..., y,) € la componente isobara di peso piu alto
di g(o1,...,0,); dunque il polinomio p(z1,...,z,) — q¢(o1,...,0,) & simmetrico di peso < m

e si puo applicare 'ipotesi induttiva. ]
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Ad esempio, se indichiamo con 9y, € Z[z1,...,z,] la somma delle potenze k-esime

1/Jk($1,...,xn):m7f+...+mﬁ7

il teorema ci dice che ogni 9, € un polinomio nelle funzioni simmetriche elementari:
2 3
Yo=1, Y1 =01, Y2=01 202, 3=07]— 30102+ 303,
Py = a‘f — 40%02 + 40103 + 20% — 404 eccetera.
Come prima applicazione del teorema delle funzioni simmetriche diamo una diversa dimo-
strazione del Teorema 4.8.10, ossia che i numeri algebrici formano un sottocampo di C. A tal

fine basta dimostrare che somme e prodotti di numeri algebrici sono ancora numeri algebrici
in quanto se a € C soddisfa una relazione

ag+ara+ -+ aya™ =0, a; € Z,
allora ag — a1(—a) + -+ -+ (—=1)"a,(—a)™ = 0, mentre se « # 0 si ha
apla™H" +ar ()" P - Fa, =0,
e questo prova che opposti ed inversi di numeri algebrici sono ancora algebrici.
TEOREMA 17.6.5. Somme e prodotti di numeri algebrici sono ancora numeri algebrici.

DIMOSTRAZIONE. Siano 3,7 due numeri algebrici, per il Lemma 17.0.1 possiamo esten-

dere 8 e v a due successioni 8 = a1, @, ..., Qs, ¥ = Qs41, - - -, 0y, tali che
S n
[ - ) € Qp, I ¢—a:)€q.
i=1 i=s+1

In particolare n > 2,
n

F) =T]t - ) € Qlt],
i=1
e le funzioni simmetriche elementari o; (v, . . ., ay, ) sono numeri razionali in quanto coincidono,
a meno del segno, con i coefficienti del polinomio f(¢). Ogni coefficiente dei polinomi

o) =[]t - i —ay),  ht)=]]t- ;)

i#] i#]
¢ un polinomio simmetrico a coefficienti interi in «aq,...,a, ed ¢ quindi esprimibile come un
polinomio a coefficienti interi nelle funzioni o;(ayq, ..., ay). In particolare i coefficienti di g(t)
e h(t) sono numeri razionali. B poi chiaro che 8 + v = a1 + as11 ¢ una radice di g(t) e
By = a1as41 & una radice di h(t). |

Esercizi.

864. Sia A € M), ,(C) il cui polinomio caratteristico ha coefficienti interi. Dimostrare che
lo stesso vale per tutte le potenze AP, p > 0.

865. Indichiamo come al solito con o1,...,0, € Z[z1,...,x,] le funzioni simmetriche
elementari. Provare che se g € Z[y1,...,yn] € q(o1,...,0,) =0, allora anche il polinomio ¢ &
identicamente nullo.

866 (V). Sia R € Z[ag,...,an,bo,...,by] il risultante universale, ossia il determinante
della matrice di Sylvester (14.3), nella quale i coefficienti a;, b; sono pensati come indetermi-
nate. Se le variabili a;,b; hanno grado 1 e peso 4, per ogni i, provare che R & omogeneo di
grado n + m ed isobaro di peso nm.

867 (w). Fissati due interi 0 < k& < n indichiamo con I 'insieme di tutte le applica-
zioni iniettive o: {1,...,k} = {1,...,n}. Dimostrare che i coefficienti delle potenze di ¢ del
polinomio

ptar,. . wn) = [[F + 2ot + - + 2o
ocl
sono polinomi simmetrici in z1, ..., z,. Usare questo fatto per dimostrare che:
(1) ogni polinomio monico in Q[t] divide un polinomio monico in Q[t];
(2) il campo Q ¢ algebricamente chiuso.
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17.7. La trascendenza di 7

La dimostrazione della trascendenza di 7 € molto simile a quella della trascendenza di e;
prima abbiamo pero bisogno di estendere, in maniera opportuna, il risultato del Lemma 17.5.3
a polinomi con radici non necessariamente intere.

LEMMA 17.7.1. Siano aq,...,cq, € C ed a # 0 un intero tali che il polinomio
9(z) = alrx —ar) - (z — am) € Z[z]

abbia coefficienti interi. Allora, per ogni polinomio f(x) € Zlx] di grado < n e per ogni intero
p >0 si ha:

n—p ™M
a () 7
o Z PN ay) € Z.
i=1
DIMOSTRAZIONE. I numeri complessi aaq, ..., aq, sono le radici, contate con moltepli-

cita, del polinomio monico a coefficienti interi
_ x
(@~ aa) - (a — o) =g (L)
a

Dunque o;(aay,...,aq,) € Z per ogni i e, per il Teorema 17.6.4, per ogni k > 0 la somma
m
Z(aai)k = Yp(aaq, ..., acy,)
i=1

si puo esprimere come un polinomio a coefficienti interi nelle funzioni simmetriche elementari

oi(aay, ..., aq,) e di conseguenza
m

Z(aai)k €Z.
i=1
Per dimostrare il lemma basta considerare il caso f(z) = 29 con ¢ < n. Se p > ¢ vale
f®) =0, mentre se p < ¢ si ha

a" P & nealq i _
Y0 =a (1) S ey ez
i=1 i=1
O
LEMMA 17.7.2. Siano aq,...,an € C ed a € Z tali che il polinomio

fx)=a(r —a1)-- (v — am) € Z[z]
abbia coefficienti interi. Sia p un numero primo:
(1) sep > |a™f(0)] > 0, allora Hgmf(m)(()) é un intero diwisibile per (p—1)! ma non per
pl;
2) la sommatoria > . H?., . (a;) & un intero divisibile per p!.
i=1""a™ f(x)

DiMOSTRAZIONE. Il primo punto e gia stato dimostrato nel Lemma 17.5.3. Indicando con
g(a) =P~ (a™ f(2))? = a""q(x),  q(x) = a"a? " (z —ar)P - (= am)?,
si ha per definizione
m oo (oo} m
() = 305 e) = S 3 ).
i=1 i=1 h=0 h=0 i=1
Basta adesso osservare che ogni «; ¢ radice di ¢(z) di molteplicita almeno p e quindi
q¢™(a;) = 0 per ogni h < p. Se h > p, allora il grado di g(z) & minore di pm + h e per il
Lemma 17.7.1 la sommatoria a?™ > " | ¢/ (a;) & un intero divisibile per hl. O

TEOREMA 17.7.3. Il numero m ¢ trascendente.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gia osservato che I'unita immaginaria 4 € un numero algebrico.
Supponiamo per assurdo che 7 sia algebrico, allora anche i7 & algebrico e possiamo estenderlo
ad una successione im = 61, ...,0; di numeri complessi tali che

d

[ -6 Qi

i=1
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o, equivalentemente, tali che o;(01,...,04) € Q per ogni i = 1,...,d. Consideriamo adesso i
2¢ numeri complessi, contati con molteplicita,

arbh + -+ aqba, a; € {0, 1},
che a loro volta sono radici del polinomio di grado 2¢
Q(CC) = H (xfa101+~~+ad9d).
at,...,aq=0,1

Per il teorema delle funzioni simmetriche, ogni coefficiente di ¢(z) & un polinomio a coeflicienti

interi nelle funzioni simmetriche o;(61,...,04); di conseguenza g(x) ha coefficienti razionali e
fissiamo un intero a > 0 tale che ag(x) € Zx].

Indichiamo con oy, ..., an, 1 < n < 2% inumeri ai16; +- - -+aqby diversida 0 e ¢ = 2% —n;
la combinazione con a1 = --- = ag = 0 ci mostra che ¢ > 1. Siccome €? + et =14 €™ =0,

la relazione
(¥ +e1) . (24 eP) =0
diventa
q+e* 4+t =0.
Consideriamo adesso il polinomio

q(z)

f(z) = a= = alx —a1) - (v — ay) € Z[z).
e, per ogni primo p sufficientemente grande consideriamo il numero complesso

TP = T iy (@) o 4 L iy (@)

a

Per il Lemma 17.5.2 esiste un numero reale C' > 0, indipendente da p, tale che
(17.4) |JP| < (el ... elanlyoP,

D’altra parte possiamo scrivere

_ i IJP P ) — P P .
—JP = _ E v Hanf(x)(O) + g Hanf(a;)(o‘l) = qHanf(z)(O) + g Hanf(x)(o‘l)'
i=1

i=1 i=1
Per il Lemma 17.7.2 il numero > , Hgnf(x)(ai) ¢ un intero divisibile per p!, mentre per
p >> 0 il numero qunf(a:)(O) ¢ un intero divisibile per (p — 1)! ma non per p!. In conclusione,
per ogni primo p sufficientemente grande, il numero J? & un intero divisibile per (p — 1)! ma
non per p!; in particolare |JP| > (p — 1)! in contraddizione con la stima (17.4). O
OSSERVAZIONE 17.7.4. La trascendenza di e e la trascendenza di 7 sono casi particolari

del seguente teorema la cui dimostrazione, sebbene simile alle precedenti (ma decisamente
meno elementare), & omessa.

TEOREMA 17.7.5 (Lindemann—Weierstrass 1885). Siano a1, ..., a, numeri algebrici di-
stinti. Allora i numeri e, ..., e*" sono linearmente indipendenti su Q.

Come immediata conseguenza si ha la trascendenza di log(n + 1), cos(n),sin(n) per ogni
intero n > 0.

Esercizi.
868. Dimostrare che log;,(7) ¢ irrazionale.

869. Dedurre dal teorema di Lindemann—Weierstrass che per ogni successione periodica
¢, di numeri algebrici (ossia esiste k& > 0 tale ¢4, = ¢,) e non tutti nulli, il numero
o0
>
|
n=0 s

¢ trascendente (sugg.: matrice di Vandermonde delle radici k-esime di 1).



CAPITOLO 18

Note, commenti, curiosita e riferimenti bibliografici

Il test preliminare di autovalutazione proposto a pagina ii faceva parte, assieme ad altri
questionari, di una ricerca condotta su un campione di 40.000 studenti di 9 paesi anglofoni, da
un team di ricercatori inglesi e australiani, sulle condizioni socio-economiche dei bullshiters,
ossia degli individui che dichiarano la propria competenza in settori dove invece ne hanno ben
poca. I concetti di numero proprio, cambio di scala congiuntivo e frazione dichiarativa non
esistono. La divisione del campione tra bullshiters e non, & stata fatta in base al punteggio
attribuito a questi tre concetti farlocchi.

Capitolo 1.

:-) I problema 1 & stato considerato tra le cause di ricorso nei confronti di un concorso
a dirigente pubblico del comune di Torino. Tra i motivi dei ricorsi presentati figurava anche
il fatto che la domanda delle mucche e delle galline viene considerata errata, non solo dai
ricorrenti e relativi avvocati, ma anche da qualche giornalista: in un articolo pubblicato su
“La Stampa” 1’11 agosto 2020 il/la giornalista afferma in proposito: “Un quesito che sembra
non dare gli elementi necessari per rispondere. Impossibile, quindi, non sbagliare”.

In effetti, nel quesito non viene detto che le mucche hanno 4 zampe e le galline 2, elementi
necessari per risolvere il problema. D’altra parte il quesito era a risposta multipla con le
tre possibili risposte (32,28), (26,34) e (30,30). Quindi per rispondere correttamente bastava
sapere che mucche e galline hanno un numero intero di zampe non inferiore a 2.

:-) Funtori (semplici e derivati), Hom, Tor ed Ext non sono nomi di fantasia ma enti
matematici realmente esistenti ed ampiamente studiati: fanno tutti parte di quella parte della
matematica chiamata teoria delle categorie. Giova osservare che in matematica, con il termine
teoria si intende un insieme di risultati tra loro omogenei per argomenti, metodi di indagine e
presentazione: oltre alla suddetta teoria delle categorie sentirete sicuramente parlare di teoria
di Galois, di teoria dei numeri, di teoria degli invarianti, di teoria delle rappresentazioni, di
teoria dei giochi eccetera.

Capitolo 2.

:-) il termine “Algebretta” & ripreso dall’omonimo testo di Benedetto Scimemi, molto in
voga nei corsi di laurea in matematica nel periodo dal 1980 al 2000.

:-) L’uso delle maiuscole a doppio strato A,B,C,D, E,F,G,H, K,L,M,N, O,P,Q,R,
S, T, U, V, Z ha preso piede nei lavori a stampa negli anni intorno al 1965. Precedentemente, per
indicare i sistemi numerici veniva usato il grassetto maiuscolo ed il doppio strato era confina-
to, nella versione semplificata A, B, C,D,E,F, G,H, K, L, M,IN,O,P,Q, R,$, T, U, V, Z, alle
situazioni dove risultava difficile differenziare il grassetto dal testo normale, come ad esempio
nella scrittura a gesso su lavagna; in inglese il doppio strato viene chiamato blackboard.

:-) Sull’assioma della scelta possono sorgere alcune perplessita di tipo logico e fondazionale:
a rigore, fare infinite scelte potrebbe non essere consentito. Fortunatamente si puo dimostrare
che tale assioma non ¢ contraddittorio con gli altri assiomi base della matematica e quindi non
si incorre in alcun errore logico nell’assumerlo come valido. Riconosco di essere piuttosto vago
in questo passaggio, ma una descrizione precisa ed accurata richiederebbe una trattazione
tutt’altro che banale di logica matematica e teoria assiomatica degli insiemi, argomenti che
vanno molto al di la dei nostri obiettivi. Il lettore interessato puo approfondire ’argomento
sul libro di G. Tourlakis, Lectures in logic and set theory, Volume 2, Cambridge University
Press (2003).

:-) L’Esercizio 102 che abbiamo sbrigativamente definito esercizio di astrazione, un filo-
sofo del linguaggio lo avrebbe catalogato come pura competenza inferenziale. Noi possediamo
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(normalmente) competenze inferenziali (relative alle relazioni tra oggetti) e referenziali (rela-
tive al significato degli oggetti nel mondo reale) in misura variabile e le due competenze sono
cooperanti ma indipendenti. Esistono casi documentati di pazienti cerebrolesi che possedevano
un solo tipo di competenza: in uno di questi, il soggetto in questione era in grado di descrivere
perfettamente a parole cosa € un’anatra ma non era assolutamente in grado di riconoscerla
se posto di fronte al simpatico pennuto. Per maggiori informazioni si puo leggere il testo La
competenza lessicale di Diego Marconi. E possibile che molti matematici possiedano un rap-
porto tra competenze inferenziali e referenziali piu alto rispetto alla media e questo potrebbe
spiegare perché sono spesso visti come gente strana.

Capitolo 6.

:-) L’Esercizio 338 deve essere considerato un problema esclusivamente fine a se stesso.
L’autore ignora se esistono matrici invertibili in senso MTS: gia per le matrici 3 x 3 a coef-
ficienti complessi il problema si presenta tutt’altro che banale. Eventuali matrici invertibili
in senso MTS (ammesso che esistano) non avrebbero alcuna utilitd e non sono minimamente
considerate in letteratura.

:-) L’Esercizio 341 mi e stato suggerito da Manfred Lehn, che ne fa largo uso nel corso di
laurea in ingegneria all’Universita di Magonza: a quanto racconta egli stesso, solo una piccola
percentuale di studenti fornisce la risposta corretta.

Capitolo 9.

:-) I termini autovalore ed autovettore sono traduzioni, non del tutto precise dal punto
di vista linguistico, dei corrispettivi tedeschi eigenwert ed eigenvektor: in tedesco “eigen”
significa “proprio, caratteristico, peculiare”, e non ha il significato che in italiano ha il termine
“auto”. I francofoni parlano di valori e vettori propri; gli anglofoni parlano di valori e vettori
caratteristici, spesso chiamati direttamente eigenvalues e eigenvectors.

:-) La dimostrazione del teorema fondamentale dell’algebra ¢ basata sulle idee dell’ar-
ticolo di H. Derksen, The fundamental theorem of algebra and linear algebra, pubblicato
sull’American Mathematical Monthly nel 2003.

Capitolo 13.

:-) Il Teorema 13.4.9 pud essere visto come un banale corollario del teorema di Zermelo,
secondo il quale ogni insieme possiede buoni ordinamenti. Un ordinamento di dice buono se
ogni sottoinsieme non vuoto possiede un minimo elemento: ad esempio, I’ordinamento usuale
su N ¢ un buon ordinamento. Ogni buon ordinamento € anche un ordinamento totale, infatti
per ogni coppia x,y di elementi si ha min(z,y) = x oppure min(z,y) = y: nel primo caso
z < y e nel secondo caso y < x. Gli ordinamenti usuali sui numeri razionali e sui numeri
reali sono totali ma non sono buoni ordinamenti. Per la dimostrazione del teorema di Zermelo
come conseguenza del lemma di Zorn rimandiamo il lettore interessato al libro di M. Manetti,
Topologia.

Capitolo 17.

:-) Negli ultimi tempi, a seguito degli eccessi delle politiche “publish or perish” nonché
del desiderio di protagonismo di scienziati dilettanti, sono nate molte sedicenti riviste dove
chiunque, pagando cifre variabili mediamente dai 100 ai 600 dollari, puo pubblicare le proprie
ricerche per poi fregiarsi verso il mondo (non accademico) di tale presunto marchio di qualita.

Tra queste merita sicuramente una menzione lo IOSR journal of mathematics, rivista par-
ticolarmente attiva nello spamming, che nel 2012 ha pub