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SOMMARIO. Queste note coprono gran parte del corso di Istituzioni di Geometria Superiore 2024-25, corso
di Laurea Magistrale in Matematica, Sapienza Universita di Roma; contengono inoltre altro materiale
non trattato a lezione.

I preliminari di algebra, analisi e topologia saranno introdotti un po’ alla volta, poco prima del loro
effettivo utilizzo.

Nomenclatura. Incontreremo diverse definizioni, tra loro molto diverse, di gruppi di coomologia.
Anche se in molti casi tali gruppi risultano isomorfi, quando vorremo distinguerli useremo le seguenti
notazioni:

(1) H* per la coomologia singolare;
(2) H3 g per la coomologia di Alexander—Spanier;
(3) H* per la coomologia di Cech;
(4) H}p per la coomologia di de Rham;
(5) HZ per la coomologia di de Rham a supporto compatto.

Scarico di responsabilita. Queste note sono parte del tentativo di collegare ed armonizzare
svariate nozioni matematiche sparse in letteratura, a volte in bella mostra, a volte in reconditi anfratti,
utili allo studio della geometria e, si spera, di autonomo interesse.

L’autore & pienamente consapevole che il tentativo ¢ ancora lontanissimo dalla perfezione, ma anche
che la perfezione non esiste e che vale la pena di rendere pubblico il materiale non appena prende una
certa leggibilita.

Se ne consiglia comunque la lettura a un pubblico matematicamente adulto e maturo, in grado di
comprendere gli argomenti proposti senza tormentare I’autore con domande banali o sfasate, e superare
le difficolta senza inciampare in granelli di sabbia.

L’autore declina ogni responsabilita in merito a eventuali interpretazioni erronee dei contenuti e si
dissocia, sin d’ora, da qualsiasi tipo di atti illeciti e millanterie possano da esse derivare.

Questo lavoro ¢ rilasciato sotto la licenza Creative Commons Attribuzione - Non commerciale
- Condividi allo stesso modo 4.0 Internazionale (CC BY-NC-SA 4.0).
Ognuno é libero:
e Condividere, riprodurre, distribuire, comunicare al pubblico, esporre in pubblico, rappresentare,
eseguire e recitare questo materiale con qualsiasi mezzo e formato.
e di creare opere derivate.
Alle seguenti condizioni:
Attribuzione: Di riconoscere il contributo dell’autore originario. In occasione di ogni atto di riuti-
lizzazione o distribuzione, bisogna chiarire agli altri i termini della licenza di quest’opera.
Non commerciale: Di non usare quest’opera per scopi commerciali.
Condividi allo stesso modo: Le opere derivate devono essere distribuite con la stessa licenza del
materiale originario.
Se si ottiene il permesso dal titolare del diritto d’autore, & possibile rinunciare ad ognuna di queste
condizioni.
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CAPITOLO 1

Omologia singolare

Faremo una trattazione minimale dell’omologia singolare, lo stretto indispensabile per i nostri obiet-
tivi. Lo studente interessato ad approfondire I’argomento, oltre a seguire l'insegnamento di Topologia
Algebrica, pud consultare i testi [10, 18, 25, 56, 62].

La teoria dell’omologia singolare, introdotta da Lefschetz nel 1933 [42] e poi modificata, nella sua
formulazione attuale, da Eilenberg nel 1944 [13],! & comparsa abbastanza tardi rispetto ad altre teorie
omologiche ma ha preso rapidamente il sopravvento grazie alle sue caratteristiche che la rendono immedia-
tamente un invariante topologico e per la sua facilita a confrontarsi con la teoria dell’omotopia. I concetti
di ciclo, bordo e cicli omologhi sono stati introdotti da Poincaré nel contesto dei poliedri, contesto che
poi si & sviluppato nelle teorie omologiche di tipo combinatorio (e.g. omologia simpliciale). Nella prima
meta del XX secolo sono state inoltre introdotte e studiate molte altre teorie omologiche (omologia di
Vietoris, di Cech, di Kurosch, di Alexandroff-Lefschetz, di Alexander—Kolmogorov ecc., vedi [43]) oggi in
gran parte dimenticate ed inutilizzate.?

Nota terminologica. Se non diversamente indicato, la topologia in ogni sottoinsieme X C R" e quella
euclidea e tutti i gruppi considerati sono abeliani e scritti in notazione additiva, ossia con operazione di
somma + ed elemento neutro 0. Il gruppo ciclico di ordine n viene rappresentato come quoziente di Z, e
quindi indicato Z/nZ oppure Z/(n).

Useremo entrambe le notazioni (z;);er, € {z; | ¢ € I} per denotare una collezione di oggetti z;,
indicizzata da un insieme [; qualora tutti gli z; siano elementi di un insieme fissato X, cio equivale a dare
un’applicazione I — X. In particolare sono ammessi doppioni, ossia x; = x; anche se i # j.

Useremo la ben nota convenzione per la quale il simbolo := significa che il termine scritto alla sua
sinistra e, per definizione, uguale all’espressione che si trova dalla parte destra.

1.1. Gruppi abeliani liberi

Supporremo che il lettore sia a conoscenza della definizione e delle principali proprieta dei gruppi
abeliani; ad esempio, il materiale contenuto nel Capitolo 2 di [3] sara pilt che sufficiente per i nostri usi.
Riportiamo adesso una breve e veloce descrizione dei gruppi abeliani liberi; il lettore puo trovare una
trattazione pit approfondita sia nella Sezione 1.7 di [41] che nel Capitolo 1 di [26].

Data una famiglia indicizzata di gruppi abeliani (M;);cs, parametrizzata da un insieme I, si definisce
il loro prodotto diretto

[1M: = {(z:)ier | zi € M; per ogni i},

il
con loperazione di somma definita componente per componente: (z;)ier + (¥i)ier = (; + i )icr. Quando
I & un insieme finito di interi consecutivi si scrive anche

q

I:{Pap'f‘l»»q—l»(I} = HMZZHM“ (zi)iGI:(xpa"'axq)'
el i=p

Si definisce poi la loro somma diretta come il sottogruppo

@Mi = {(xi)iej € HMz

el i€l

x; # 0 per al piu finiti indici z} .

Quando l'insieme I & vuoto, sia il prodotto che la somma diretta sono uguali al gruppo banale;
[Lico Mi = @,y Mi = 0. Senza entrare nelle intime motivazioni di questo fatto, osserviamo semplicemente
che in questo modo, ogni volta che I = AU B, con A e B disgiunti, si hanno le uguaglianze

HMi: HMZ» X HM @Mi@@Mi.

i€l i€EA i€B i€A i€B

B0 divertente, anche se molto forzato, pensare che ’articolo di Eilenberg verrebbe schifato dalla VQR, dato che ha
collezionato solamente 12 citazioni nei suoi primi 80 anni di vita.
2Recentemente ¢’¢ un ritrovato interesse per le omologie di Cech e Vietoris nel contesto dell’analisi topologica dei dati.
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6 1. OMOLOGIA SINGOLARE

Molto spesso e utile dare una diversa rappresentazione degli elementi della somma diretta. Dato un
sottoinsieme finito S C I denotiamo con
Sl e @,

seS i€l
lelemento (x;)icr in cui ©; = m; se i € S e x; = 0 altrimenti. Per definizione, tutti gli elementi della
somma diretta si scrivono in questo modo. Questa scrittura risulta particolarmente utile quando i gruppi
M; sono tutti uguali, ossia M; = M per ogni ¢, in tal caso si ha

@~ { > i

i€l finita

iel, mieM},

dove risulta chiaro dal contesto che con } g .. si intende una generica somma ), g con S C [
sottoinsieme finito. Ad esempio, per ogni insieme I abbiamo

Pz-= { > ailil

i€l finita

i€l CLiEZ}.

La teoria dei gruppi abeliani e simile, ma non identica, a quella degli spazi vettoriali. Data una
successione di elementi sq, ..., S, in un gruppo abeliano G, una combinazione lineare (a coefficienti interi)
di essi e un’espressione del tipo

n
E a;si, a; € Z,
i=1

dove a;s; indica la somma di a; copie di s;. Diremo sq,..., s, sono linearmente indipendenti se 'unica
combinazione lineare nulla ¢ quella con tutti i coeflicienti uguali a 0. Diremo che un sottoinsieme 7" C
G ¢ linearmente indipendente su Z se ogni successione finita di elementi distinti di T ¢ linearmente
indipendente.

Diremo che un sottoinsieme S C G genera GG se ogni elemento si pud scrivere come combinazione
lineare di una successione finita in S; equivalentemente, S € un insieme di generatori se non & contenuto
in alcun sottogruppo proprio di G. Come per gli spazi vettoriali, vale il teorema di scambio.

TEOREMA 1.1.1 (di scambio). Siano G un gruppo abeliano, S C G un insieme di generatori e T C G
un sottoinsieme linearmente indipendente su Z. Allora esiste un’applicazione iniettiva f: T — S tale che
f(T) ¢é ancora linearmente indipendente su Z. In particolare, la cardinalita di T é minore od uguale alla
cardinalita di S.

DIMOSTRAZIONE. Denotiamo con p: T'x S — T e q: T x S — S le proiezioni e con A la famiglia dei
sottoinsiemi C' C T x S tali che:

(1) entrambe le proiezioni pjc: C' — T e q;c: C' — S sono iniettive;
(2) (T —p(C)) Nq(C) = 0;
(3) Tinsieme (T — p(C)) U ¢(C) & linearmente indipendente su Z.
Dato che ) € A la famiglia A ¢ non vuota ed & ordinata per inclusione. Proviamo che A soddisfa le ipotesi
del lemma di Zorn e quindi possiede elementi massimali.
Sia C C A una catena, definiamo D = |J{C | C' € C} e mostriamo che D € A, da cui segue che D &
un maggiorante di C.
La proiezione pp: D — T ¢ iniettiva; se per assurdo esistono (t,s1), (t,s2) € D con s1 # s, siccome
C & una catena esiste C' € C che contiene entrambe le coppie (¢, s1), (¢, s2) contraddicendo 'iniettivita di
pic: C — T. Liniettivita di gp: D — S si dimostra alla stessa maniera.
Se per assurdo D ¢ A si avrebbe una uguaglianza

n m
E aiti = E bij,
i=1 J=1

con a;,b; € Z non tutti nulli, t; € T — p(D), s; € q(D). Dato che gli s; sono in numero finito e C ¢ una
catena, esiste C' € C tale che sy, ..., sy, € ¢(C). Ma questo contraddice 'ipotesi C' € A dato che a maggior
ragione t1,...,t, € T —p(C).

Sia dunque M € A un elemento massimale e proviamo che pjp;: M — T ¢ bigettiva. Gia sappiamo
che pjps ¢ iniettiva; se per assurdo T' # p(M), scegliamo un ¢t € T'— p(M), scriviamo t = St a;s;, con
a; € Z e s; € S, e dimostriamo che esiste un indice ¢ tale che M U (¢,s;) € A, contraddicendo cosi la
massimalita di M.

Per un dato indice 4, siccome t & p(M), vale M U (t, s;) &€ A se e solo se vale almeno una delle seguenti
due condizioni:

(1) s € a(M) U (T ~ p(M) ~ 1),
(2) il sottoinsieme (T'— p(M) —t) U (¢(M) U s;) & linearmente dipendente.
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In entrambi i casi esiste una combinazione lineare
(1.1) CiSi = E aiptin + E bi ki k
h k

con entrambe le sommatorie finite, ¢;, a; p,b; k € Z non tutti nulli, ¢, , € T —p(M) —t, s, x € ¢(M). Dato
che M € A deve essere ¢; # 0.

Se per assurdo M U(t, s;) € A per ogni i, allora valgono le relazioni (1.1), ed a meno di moltiplicazioni
per opportuni interi non & restrittivo supporre ¢; = ¢ # 0 per ogni . Sostituendo le (1.1) in ¢t = Z?:l a;cs;
si pud scrivere ¢t come combinazione lineare di elementi in (T — p(M) — t) U ¢(M), contraddicendo
I'indipendenza lineare di (T — p(M)) U ¢(M).

Abbiamo quindi provato che pjp;: M — T & bigettiva e basta definire f come la composizione
di ¢: M — S con l'inversa di pjp;. L'iniettivia di f & chiara ed inoltre f(7T') = ¢(M) ¢ linearmente
indipendente. O

Una Z-base di un gruppo abeliano G & una collezione indicizzata {s; | i € I, s; € G} tale che gli
elementi s; siano, al variare di ¢ € I, generatori linearmente indipendenti. Si vede subito che non tutti
i gruppi abeliani possiedono Z-basi; ad esempio, in un gruppo finito I'unico sottoinsieme linearmente
indipendente ¢ il vuoto.

Per definizione, un gruppo abeliano libero ¢ un gruppo che possiede una Z-base.

PROPOSIZIONE 1.1.2. Un gruppo abeliano G ¢é libero se e solo se é isomorfo ad una somma diretta di
copie di Z, ossia se e solo se esiste un insieme di indici I tale che G = @, ¢; Z.

DIMOSTRAZIONE. Il gruppo €, ; Z possiede Z-basi, ad esempio quella canonica (1[7]);e;. Viceversa
se un gruppo abeliano G possiede una base (s;);c; possiamo definire I'isomorfismo

@Z%G, Zaz[z] >—>Zaisi.

iel

Ad esempio, sono liberi i gruppi
Z"::{(al,ag,...,an)|a¢€Z}:@Z:HZ, n e N.
i=1 i=1

COROLLARIO 1.1.3. Sia f: Z™ — Z™ un omomorfismo. Se il quoziente Z™/f(Z™) ¢ finito, allora
n > m. In particolare, Z" = 7™ se e solo se n = m.

DIMOSTRAZIONE. L’immagine tramite f della base canonica coi Z™ genera f(Z™). D’altra parte se
€1,...,em € labase canonica si Z™ e r > 0 & 'ordine del gruppo Z™/ f(Z"), allora gli elementi rey, ..., rey,
appartengono al sottogruppo f(Z") e sono linearmente indipendenti. O

EsempIO 1.1.4. Sia G un gruppo abeliano. Diremo che x € G € multiplo di y € G se x = ny per
qualche n € Z. Un elemento = € G si dice primitivo se ¢ multiplo solamente di £x. Ad esempio, Q, R, C
non possiedono elementi primitivi, mentre (ay,...,a,) € Z™ & primitivo se e solo se a1, ..., a, non hanno
fattori comuni.

Si prova facilmente (esercizio) che in un gruppo abeliano libero ogni elemento non nullo & multiplo di
un primitivo ed ha ordine infinito.

TEOREMA 1.1.5. Siano M un gruppo abeliano libero e N C M un sottogruppo. Allora anche N é un
gruppo abeliano libero. Inoltre, se M = 7™ con m € N, allora N 27" con 0 <n < m.

DIMOSTRAZIONE. Non ¢ restrittivo supporre M = P, ; Z. Per il teorema di Zermelo (vedi appendice)
esiste un buon ordinamento < su I. Buon ordinamento significa che ogni sottoinsieme non vuoto possiede
minimo.

Per ogni 7 € I consideriamo i sottogruppi (anchessi liberi) di M:

M, =Pz  r=Pz,
Jj<i J<i
e indichiamo con f;: M; — Z la proiezione sulla coordinata i, il cui nucleo ¢ esattamente P;. Per definizione
di somma diretta ogni elemento di M & contenuto in qualche M; (basta prendere come ¢ il massimo degli
indici con coordinata non nulla); per gli stessi motivi, ogni elemento di P; & contenuto in M; per qualche
J <i.
Definiamo

J={iell| fi(NnM;)#0}.
Per ogni j € J, f;(N N M;) & un sottogruppo non nullo di Z e quindi esiste 0 # a; € Z tale che
fi(NNM;) = (a;) = {ba; | b € Z}. Scegliamo un ¢; € N N M, tale che f;(c;) = a; (si usa assioma della
scelta).
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Dimostriamo che I’omomorfismo
9 Pz—-nN, 9O aii) =" ac,
jeJ
¢ un isomorfismo.
1) g & iniettivo. Siano j; < jo < -+ < jp € J e by,..., by € Z tali che 2521 bscj, = 0; ma allora

k
0= fjk (Z bSst) = bray,

s=1
che implica by = 0. Ripetendo il ragionamento si trova by = 0 per ogni s.
2) g & surgettivo. Sia C' C N il sottogruppo immagine di g e supponiamo per assurdo C' # N. Allora
H={iel|CnNnM;#NnM;}
¢ non vuoto e denotiamo h = min H. Scegliamo a € (N N My,) — C.

2a) Se h ¢ J allora NN My, = NN P, e quindi a € N N M; per qualche i < h, in contraddizione con
la definizione di h.

2b) Se h € J, allora fj(a) = bay, e quindi a — bep, € (N N Py,) — C, di nuovo in contraddizione con la
definizione di h. O

Il prossimo corollario mostra, tra le altre cose, che le condizioni dell’Esempio 1.1.4 sono necesarie ma
non ancora sufficienti affinché un gruppo abeliano sia libero.

COROLLARIO 1.1.6. Sia I un insieme infinito, allora il gruppo abeliano [],.; Z non ¢ libero.

DIMOSTRAZIONE. E sufficiente dimostrare il corollario nel solo caso particolare I = N = {0,1,...}.
Infatti, per ogni I infinito possiamo identificare N con un sottoinsieme di I; se [[,.; Z fosse libero, allora
anche il suo sottogruppo

icl

{a)e[[zlai=0vigN}=]]Z
iel i€N
sarebbe libero. Osserviamo preliminarmente che il gruppo €,y Z ¢ numerabile mentre il gruppo []
non & numerabile; infatti, @,y Z & unione, al variare di n € N, dei sottoinsiemi finiti

ienZ
ieN
Sy ={(ag,a1,...) | |a;| <nperi<nea; =0peri>n},
mentre "applicazione
HZ — P(N), (a;) — {i € N | a; dispari },
ieN
¢ surgettiva.
Per ogni a € Z denotiamo con v(a) = sup{k | 2* divide a} € NU {+o0}. Consideriamo i sottogruppi

N = {(ao,al,...) S HZ

1€N

nhﬁngo via,) = Jroo}

M=EPZCN,
neN

e dimostriamo che N non ¢ libero. Segue dalla definizione che per ogni (ag,a,...) € N esiste n > 0 tale
che (0,...0,an,Gnt1,...) € 2N e quindi N = M + 2N. Ne segue che la restrizione a M della proiezione
N — N/2N & surgettiva e quindi che N/2N & numerabile. D’altra parte, N non & numerabile dato che
I’applicazione

HZ% N, (ag,a1,...,an,...)— (ag,2a1,...,2"ay,...)

i€N
¢ iniettiva.

Supponiamo per assurdo che N sia un gruppo libero, diciamo N ~ @, Z. Allora I'insieme 7" sarebbe

non numerabile ed a maggior ragione il gruppo N/2N ~ @, Z/27 sarebbe non numerabile. |

Sia S un insieme qualsiasi. Esistono allora un gruppo abeliano libero F,;(S) ed un’applicazione
iniettiva di insiemi 2: S — F,o(.5) tale che #(S) sia una Z-base di Fy;(S): basta infatti definire

Fop(S) = @Z, i(s) = 1[s].

seS
Molto spesso si identifica S con la sua immagine i(S) C F;(S) e pertanto si ha

F.(S) = {combinazioni lineari finite Zass conas € 2,8 € S} .

Chiameremo Fy;(S) gruppo abeliano libero generato da S; vale la seguente proprieta universale.



1.1. GRUPPI ABELIANI LIBERI 9

_ Per ogni gruppo abeliano G ed ogni applicazione f: S — G esiste un unico omomorfismo di gruppi
f: Foup(S) — G tale che f = fou.

Infatti, data un’applicazione f: S — G con G gruppo abeliano, si vede subito che I’estensione lineare
di f
.f: Fab(S) HG? f(zalsl) :Zalf(sl)7

€ 'unico omomorfismo che estende f.
Il seguente risultato segue immediatamente dal teorema di scambio.

COROLLARIO 1.1.7. Due insiemi S, T hanno la stessa cardinalita se e soltanto se i rispettivi gruppi
abeliani liberi generati Fop(S), Fup(T) sono isomorfi.

Nel seguito useremo talvolta la proprieta universale dei gruppi abeliani liberi in una diversa formula-
zione (vedi Esercizio 1.2), detta proprieta proiettiva.

PROPOSIZIONE 1.1.8 (proprieta proiettiva dei gruppi abeliani liberi). Siano F un gruppo abeliano
libero. Per ogni coppia di omomorfismi di gruppi abeliani f: F — G, h: H — G, con h surgettivo, esiste
un omomorfismo g: F'— H tale che f = hg.

DIMOSTRAZIONE. Sia S C F una Z-base di F. Dato che h & surgettivo, per ogni s € S possiamo
scegliere s’ € H tale che f(s) = h(s’). Allora Pomomorfismo g: F' — G definito sulla base come g(s) = ¢/,
per ogni s € S, ha le proprieta richieste. O

Esercizi.

Esercizio 1.1. Sia S un sottoinsieme di un gruppo abeliano G e si consideri ’applicazione
Bz FO ads) = ass,
seS
(vedi proprieta universale). Provare che:

(1) S & linearmente indipendente se e solo se f € iniettiva;
(2) S & un insieme di generatori se e solo se f & surgettiva.

Dedurre che ogni gruppo abeliano ¢ quoziente di un gruppo abeliano libero.

ESERCIZIO 1.2. Sia F' un gruppo abeliano con la seguente proprieta: per ogni coppia di omomorfismi
di gruppi abeliani f: FF — G, h: H — G, con h surgettivo, esiste un omomorfismo g: F' — H tale che
f = hg. Dimostrare che F' ¢ abeliano libero. (Sugg.: prendere f = Id e H libero.)

Esercizio 1.3 (Prodotto tensoriale). Siano M, N due gruppi abeliani. Denotiamo con

F = @ Z:{Zai[m,n}

MxN finite

aiEZ,meM,neN}

il gruppo abeliano libero generato dall’insieme M X N; per semplicita scriveremo [m,n] € F al posto di
1[m, n]. Denotiamo con R C F il sottogruppo generato da tutti gli elementi del tipo:

[my + ma,n] — [my,n] — [ma,n], [m,ny+ na] — [m,n1] — [m,na],

al variare di m,my,my € M, n,n;,ne € N. Infine, denotiamo M ® N = F/Rem®n € M ® N la
proiezione al quoziente di [m,n]. Dimostrare che:

(1) il sottogruppo R contiene tutti gli elementi del tipo ablm,n] — [am, bn], al variare di a,b € Z,
mée M en € N,

(2) lapplicazione M x N - M ® N, (m,n) — m & n, & Z-bilineare e 'immagine & un insieme di
generatori;

(3) per ogni applicazione Z-bilineare ¢: M x N — P, il sottogruppo R ¢ contenuto nel nucleo
dell’omomorfismo ¢: F — P tale che ¢([m,n]) = ¢(m,n);

(4) (proprieta universale) per ogni applicazione Z-bilineare ¢p: M x N — P esiste un unico omo-
morfismo di gruppi f: M ® N — P tale che f(m ® n) = ¢(m,n);

(5) M ® Z = M per ogni gruppo abeliano M;

(6) Z/(n) ® Z/(m) = Z/(MCD(n, m)).
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1.2. Le identita semicosimpliciali

Con il sostantivo convesso intenderemo un sottospazio topologico convesso di R™, per qualche n > 0.
L’inviluppo convesso Conv(A) di un sottoinsieme A C R™ ¢ il piu piccolo convesso che contiene A, ed
¢ facile dimostrare che coincide con l'insieme di tutte le combinazioni convesse di sottoinsiemi finiti di A:

P
(1.2) Conv(4) = {Z tia; |p>0,a, €At €[0,1], Zti = 1}.

=0

Per completezza di informazione, citiamo il seguente risultato, del quale perd non avremo bisogno in
queste note.

TEOREMA 1.2.1 (Carathéodory). Per ogni sottoinsieme A C R™ si ha

COHV(A) = {Ztiai a; € A, t; € [O, 1], Zti = 1} .
=0

=0
DIMOSTRAZIONE. Omessa. O

Avremo invece bisogno piu avanti del seguente criterio di convessita. Ricordiamo che un sottoinsieme
di uno spazio topologico si dice localmente chiuso se & intersezione di un chiuso e di un aperto (vedi
Esercizio 1.4).

LEMMA 1.2.2. Sia A C R"™ un sottospazio localmente chiuso. Se (x + y)/2 € A per ogni z,y € A,
allora A ¢ convesso.

DIMOSTRAZIONE. Scriviamo A = U N C con U C R"™ aperto e C' C R™ chiuso e siano p,q € A due

punti fissati. Consideriamo ’applicazione continua

[0 =R, f(t) = (1 —1t)p+tq.
Si tratta della restrizione a [0,1] di un’applicazione affine; in particolare, per ogni ¢,s € [0,1] si ha
f((s+1)/2) = (f(s) + f(t))/2. Vogliamo dimostrare che 'immagine di f & contenuta in A, ossia che
YA = f~YU)N f~1(C) = [0,1], usando come ipotesi che 0,1 € f~1(A) e che se s,t € f~1(A) allora
anche (s +t)/2 € f~1(A).

Si prova facilmente per induzione su m che nt/2™ € f~1(A) per ogni 0 < n < 2™ ed ogni t € f~1(A).
Dato che 1 € f~1(A) e le frazioni diadiche n/2™ sono dense nell’intervallo [0, 1], segue che f~(C) = [0, 1]
e quindi che f~1(A) = f~}(U) & aperto in [0, 1].

Sia adesso € > 0 tale che (1 —¢,1] € f~1(A). Per ogni t € (0,1] sia m > 0 sufficientemente grande
tale che 2™te > 1, sia n Uintero tale che n — 1 < 2™t < n e definiamo = = 2™¢/n. Allora

1 2™m¢ 1
€> —, r <1, l-z<1——< —<e.
n n o~ n
Ne segue che x € f~1(A) e quindi t = nz/2™ € f~1(A). O

DEFINIZIONE 1.2.3 (simplesso topologico standard). Inizieremo a contare i vettori dalla base canonica
di ciascun R™ dallo 0 anziché dall’l. Per ogni p > 0 definiamo il p-simplesso topologico standard AP
come l'inviluppo convesso della base canonica eq, ..., e, di RP*1: equivalentemente

p
Ap:{(to,tl,...,tp) ERPJFI |t1 >0, Ztl = 1}:{Zt161 ERP+1 |t1 >0, thil}
=0

E chiaro che AP & un sottospazio convesso e compatto di RP*!,

Al
AO
—
Diremo che un’applicazione f: A — B tra due convessi ¢ affine se commuta con le combinazioni

convesse, ossia se
p

P
f(z tia;) = Z tif(ai)
i=0 i=0
per ogni p >0, ag,...,ap, € Ae (to,...,tp) € AP.
Si dimostra facilmente (Esercizio 1.5) che ogni applicazione affine da un convesso A C R™ ad un
convesso B C R™ e la restrizione di un’applicazione affine R™ — R™ ed e pertanto automaticamente
continua.



1.2. LE IDENTITA SEMICOSIMPLICIALI 11

Per ogni convesso B esiste una bigezione tra 'insieme delle applicazioni affini f: AP — B e la potenza
cartesiana BP*!: ad ogni (p + 1)-upla by, ...,b, € B corrisponde l'applicazione f(to,...,t,) =Y., t;b;. In
altri termini, denotando con E? = {ey, ..., e,} C AP il sottoinsieme dei vertici, ogni applicazione E? — B
si estende in maniera unica ad un’applicazione affine A? — B.

Esempi di applicazioni affini sono le cosiddette applicazioni faccia:

(;iZApil*)Ap, 5i(to,...,tp_1):(to,...,ti_l,o,ti,...,tp_l), OSZSP

Equivalentemente, §;: AP~1 — AP ¢ la restrizione dell’applicazione lineare §;: RP — RPH! definita sui
vettori della base canonica come
€e; sej <1t
di(ej) = { ’

€jy1  sej > i.

L’immagine di §;: AP~! — AP & linviluppo convesso dei p vertici eg,...,&,...,e, (abbiamo usato la
notazione standard per la quale il cappello ~ indica gli elementi esclusi dalla collezione).

Le composizioni di applicazioni faccia soddisfano le cosiddette identita semicosimpliciali:
(13) (SJ(Sz = 57;(53'_1 per ogni 7 > 1.
di facilissima dimostrazione (Esercizio 1.6). Dalle identita semicosimpliciali segue che
(1.4) 0j0; = 0;416;  per ogni j <.
Infatti, ponendo h =i + 1 si ha 0;0; = §;0;,—1 e siccome h > j si ottiene

0j6; = 6;0p—1 = 0p0; = 8;116;.

In letteratura, molto spesso per identitd semicosimpliciali si intende I'unione delle due formule (1.3) e
(1.4).

Sia X uno spazio topologico, chiameremo p-simplesso singolare in X una qualsiasi applicazione
continua ¢: AP — X. Per ogni p > 0 denotiamo con

A(X), = {¢: A? - X continua}

I'insieme dei p-simplessi singolari in X, mentre se p < 0 si conviene che A(X), = 0.

Per ogni intero p, denotiamo con S,(X) = Fu(A(X),) il gruppo abeliano libero generato da A(X),,
detto gruppo delle p-catene singolari di X (il termine “catena” ¢ stato introdotto da Alexander).

Dunque A(X), C Sp(X) ed ogni elemento di S,(X) & una combinazione lineare finita ), a;¢; con
a; € Z e ¢; € A(X),. In particolare, S,(X) = 0 per ogni p < 0 e Sp(X) & canonicamente isomorfo al
gruppo abeliano libero generato da X.

Sia p > 0 fissato, ogni applicazione continua f: X — Y definisce per composizione a sinistra
un’applicazione

AX)p = AY)y, ¢ fog,

che si estende par linearita ad un omomorfismo di gruppi
fer Sp(X) = Sp(Y), O aigi) = aif o ¢s.

DEFINIZIONE 1.2.4. Siano C' uno spazio topologico C' e p > 0 un intero fissati. Definiamo per ogni
g > 0 'omomorfismo

q
5o =Y (=1)'(Ide x8;)u: Sp(C x A7) = S,(C x A9).
i=0
Equivalentemente, - € 'estensione lineare dell’applicazione che trasforma il p-simplesso singolare
©: AP — C x A971 nella combinazione lineare

q q

se(9) = S (1) (1do x8:)-(¢) = S (~1)i(Ido x55) o .

i=0 i=0
Quando C' = {pt} & un punto scriveremo semplicemente § al posto di d¢ e, identificando nella maniera
ovvia C' x A? con A, otteniamo gli omomorfismi

q

5= (=1)"(8:)s: Sp(AT!) — S, (A7)

=0

LEMMA 1.2.5. Nelle notazioni precedenti, 6z = dc o ¢ = 0.
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DIMOSTRAZIONE. Per ogni ¢ > 2 ed ogni p-simplesso singolare ¢: AP — C x A972 occorre dimostrare
che dcdc(¢) =01in S,(C x A7). Si ha

q q—1 q qfl
Scoc(p) = 1) (Ide x6;)(Ide x6;)¢ = 1) (Ide x6;6;)
7=0 z:O j=0 1:0
= > (=1 (Ide x6;6:)¢ + (=1)" (Ide x0;6;)
q>j>i>0 0<j<i<q-1

Applicando le identita semicosimpliciali alla prima sommatoria e ponendo h =i+ 1, k = j nella seconda
si ha
bcde(d)= D ()M (dex6i8-)e+ Y (=) (1de x6k8h-1)¢
q=>j>i>0 q>h>k>0
e diventa chiaro che le due sommatorie sono una l’opposto dell’altra. O

Esercizi.

Esercizio 1.4. Sia X uno spazio topologico: un sottoinsieme Z C X si dice localmente chiuso se
per ogni z € Z esiste un aperto U C X tale che z € U e ZNU e chiuso in U.
Siano X uno spazio topologico e Z C X un sottoinsieme. Dimostrare che sono fatti equivalenti:

(1) Z & localmente chiuso.
(2) Z ¢ aperto in Z (rispetto alla topologia di sottospazio).
(3) Z & intersezione di un chiuso e di un aperto di X.

EsErcizio 1.5. Siano A C R™, B C R™ convessi e f: A — B affine. A meno di traslazioni non ¢
restrittivo supporre 0 € A, 0 € B e f(0) = 0. Sia {v1,...,v,.} C A un sottoinsieme massimale di vettori
linearmente indipendenti. Dimostrare che A C Span(vy,...,v,) e che per ogni v = ) a;v; € A vale
f(v) =3, aif(v;). (Sugg.: induzione sul numero di coefficienti a; # 0.)

ESERCIZIO 1.6. Dimostrare le identita semicosimpliciali (1.3).

1.3. Omologia singolare

Nella sostanza, un complesso di gruppi abeliani & una successione (nel senso di coda, trenino, fila
indiana ecc.) di omomorfismi di gruppi abeliani tali che la composizione di due omomorfismi consecutivi
sia sempre nulla:

F D e bh =0, fb =0 eccetera.

Per poter rappresentare in maniera non ambigua i complessi, e per poter enunciare teoremi in manie-
ra chiara & necessario fissare delle convenzioni terminologiche. Per ragioni storiche si sono affermate due
notazioni standard ugualmente importanti:

1) Nella notazione omologica, i gruppi sono indicizzati dagli interi (posizionati a pedice) e gli omo-
morfismi abbassano gli indici di una unita:

d d d d
-—C, — Ch1 — Crg —> -+ n € 7.

2) Nella notazione coomologica, i gruppi sono indicizzati dagli interi (posizionati ad apice) e gli

omomorfismi aumentano gli indici di una unita:
hem Lomtt Lemi2 40 per

In entrambe le notazioni, i morfismi d prendono il nome generico di differenziale. E chiaro che si
puo passare da una convenzione all’altra semplicemente cambiando il segno dell’indice (e scambiando
apici con pedici). Quindi, ogni definizione, teorema, esempio ecc. espresso in una notazione ha un suo
corrispondente immediato nell’altra notazione.

Per riconoscere all’istante dove stiamo sguazzando, nella notazione omologica parleremo di complessi
di catene oppure di dg-moduli (dg sta per “differenziale graduato”), mentre nella notazione coomologica
parleremo di complessi di cocatene oppure di DG-moduli (DG & volutamente maiuscolo).

Ad esempio, per ogni spazio topologico C' ed ogni p > 0, il Lemma 1.2.5 equivale a dire che

0+ S,(C x A%) 2% 5,(C x AY) 2% 5,(C x A%) 2 ...

¢ un complesso di cocatene.



1.3. OMOLOGIA SINGOLARE 13

In questo capitolo avremo a che fare quasi esclusivamente con complessi di catene, e inizieremo a
usare in modo significativo i complessi di cocatene nel Capitolo 2. Per questo motivo tratteremo la teoria
base dei complessi (morfismi, quasi-isomorfismi, omotopie, successioni esatte lunghe ecc.) nella notazione
omologica.

DEFINIZIONE 1.3.1. Dato un complesso di catene

d d d d
Ce: - —>C,—Ch1 —Chg—--- n € 7,

definiamo:
e | cicli come gli elementi nei nuclei dei differenziali. Per ogni n il nucleo
Zn(Cy) i=ker(d: Cp, > Cpmq) ={z € C, |dz =0} C C),

¢ detto gruppo degli n-cicli.
e I bordi come gli elementi immagine dei differenziali. Per ogni n definiamo il gruppo degli n-bordi
B, (C) :=d(Cpy1) C Cy.
Osserviamo inoltre che la proprieta dei differenziali d*> = d o d = 0 implica Iinclusione B, (C,) C

Z,(Cy) ed & quindi possibile considerare il quoziente tra cicli e bordi.

DEFINIZIONE 1.3.2. Diremo che due cicli sono omologhi se la loro differenza ¢ un bordo. Definiamo
I'n-esimo gruppo di omologia del complesso C, come il quoziente:
Zn(Cs)
Bn(Cs)

Diremo che il complesso C, ¢ aciclico se H,(C.) = 0 per ogni n.

H,(C,) :=

Sia X uno spazio topologico, per ogni applicazione continua h: A? — AP denotiamo h*: Sp(X) —
Sq(X) Vestensione lineare delle composizione a destra con h, ossia

h*(z a;p;) = Zai(@‘ oh).

E immediato osservare che (fg)* = g* f*.
In particolare, le applicazioni faccia determinano una famiglia di omomorfismi di gruppi

51 Sy (X) = Spr(X),  0<i<p.

DEFINIZIONE 1.3.3. Per ogni p > 0 'omomorfismo
P
d: Sp(X) = Sp1(X),  d= (-1)'5;, d(¢) =) (-1)'¢pod;, ¢ A(X),
i=0 ‘

si dice differenziale.
Il nome differenziale & ben motivato dal seguente lemma.
LEMMA 1.3.4. Nelle notazioni della Definizione 1.5.3 si ha d*> =0 e quindi
o S(X) D Sy (X) L S (X)L Se(X) =0
e un complesso di catene.
DiMOSTRAZIONE. Dualizzando le identita semicosimpliciali
0j0; = 0051 Vj>i
si ottengono le cosiddette identita semisimpliciali:
0707 = 07107 Vj>i.

Per ogni p > 2 la composizione d?: S,(X) — S,_2(X) & uguale a

p—1 p
=330 = Yyt Y ()
i=0 j=0 0<i<j<p 0<j<i<p-1

Nella prima sommatoria applichiamo le relazioni semisimpliciali, e nella seconda scambiamo ¢ con j — 1
e j con i:
= > ()HE s+ > (—1)TTE 6 =0

0<i<j<p 0<i<j<p
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Chiameremo il complesso
S.(X): B 5(X) L S5(X) L S(X) =0

il complesso delle catene singolari di X. I sui gruppi di omologia, denotati per semplicita H,(X) =
H,(S«(X)), sono detti gruppi di omologia singolare di X.

Sempre per semplicitd notazionale si scrive Z,(X) = Z,(5:(X)) e Bp(X) = B,(5.(X)); siccome
Sn(X) & un gruppo abeliano libero, anche i suoi sottogruppi Z,(X) e B, (X) sono gruppi abeliani liberi.
Invece, in generale, i gruppi di omologia singolare non sono liberi.

Dato che S,(X) = 0 per ogni p < 0, a maggior ragione H,(X) = 0 per ogni p < 0. Inoltre, dato
che AY = {1} € R, esiste una bigezione naturale tra A(X ) ed X, che ad ogni O-simplesso associa la sua
immagine. Abbiamo quindi che Sp(X) ¢ naturalmente isomorfo al gruppo abeliano libero generato dai
punti di X ed il differenziale di un 1-simplesso ¢: Al — X & uguale a dp = ¢(0,1) — ¢(1,0).

Iniziamo a calcolare i gruppi di omologia in qualche caso particolare.

EsemPIO 1.3.5 (omologia del vuoto). H, () = 0 per ogni n. Infatti, S,(0) = 0 per ogni p.

EsEMPIO 1.3.6 (omologia del punto). Ho(pt) = Z e H,(pt) = 0 per ogni n # 0. In questo caso,
per ogni p > 0 esiste un unico p-simplesso singolare, quello costante c¢: AP — {pt}. Dalla formula del

differenziale
P , ¢ se p pari
d: Sp(X) = Sp1(X),  de= (D (-1))c= {

segue tutto facilmente.

0 se p dispari

Lo studio del gruppo Hy(X) risulta abbastanza facile per ogni X . Infatti, So(X) = Zo(S«(X)) e quindi
esiste un omomorfismo surgettivo mx: So(X) — Ho(X) il cui nucleo ker rx = By(X) ¢ il sottogruppo
generato dai bordi degli 1-simplessi singolari, ossia dagli elementi p — g € So(X) al variare di p,q € X
nella stessa componente connessa per archi.

Pit in generale, dato un qualunque sottoinsieme C' C X si ha Sp(C) C Sp(X) e denotiamo con
7w So(C) — Ho(X) la restrizione di 7x.

PRrROPOSIZIONE 1.3.7. Nelle notazioni precedenti, mc € un isomorfismo di gruppi se e solo se C in-
terseca ogni componente connessa per archi di X in esattamente un punto. Dunque Hy(X) é isomorfo al
gruppo abeliano libero generato dall’insieme delle componenti connesse per archi di X.

DIMOSTRAZIONE. Denotiamo con ~ la relazione di equivalenza su X data dall’appartenenza alla
stessa componente connessa per archi e con r: X — X/~ la proiezione al quoziente; dobbiamo dimostrare
che m¢ € un isomorfismo se e solo se rjc: C' — X/~ ¢ bigettiva.

Sia 7: So(X) — So(X/ ~) estensione lineare della proiezione al quoziente e dimostriamo che il suo
nucleo kerr ¢ uguale a ker mx = By(X), che ricordiamo generato dagli elementi p — q € So(X) con p ~ q.
Se p ~ ¢ allora r(p — q) = 0 e questo implica By(X) C kerr. Scegliamo un sottoinsieme C' C X che
interseca ogni componente connessa per archi di X in un solo punto e sia s: X — C 'unica applicazione
tale che s(x) ~ x per ogni z € X. Dunque z = s(z) + (z — s(z)) per ogni x € X e questo prova che
By(X) + So(C) = Sp(X). D’altra parte la restrizione di r a Sp(C) & un isomorfismo e questo implica
By(X) =kerr, So(X) = Bo(X) ® Sp(C) e di conseguenza Hy(X) = So(X/ ~) = So(C).

Per concludere, supponiamo che m¢ sia un isomorfismo e proviamo che allora 7¢: € — X/ ~ ¢
bigettiva. Se p,q € C e p ~ q allora mo(p) = Tc(q) e dunque p = ¢; questo prova che 7|¢ ¢ iniettiva e
possiamo trovare un insieme C' C D C X tale che rp: D — X / ~ sia bigettiva. Per il punto precedente
lapplicazione mp: So(D) — Hp(X) € un isomorfismo. La composizione di 7p con il morfismo So(C) —
So(D) indotto dall’inclusione C' C D & 7 che & un isomorfismo per ipotesi; ma questo € possibile solamente
se C=D. ]

LEMMA 1.3.8. Se X CR"™ ¢ un insieme stellato rispetto ad un punto xo € X, allora H,(X) =0 per
ogni n > 0.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni p >0 e ¢: AP — X definiamo T(¢): AP*! — X ponendo

T(4)(1,0,...,0) =z
t1 tpt1
T(¢)(t07"'7tp+l):t0x0+(17t0)¢ PRI Lax ) to < 1.
1—1o 1—1p
Se ¢ & continua, allora la sua 'immagine ¢ compatta, quindi limitata, e da questo segue facilmente che
anche T'(¢) ¢ continua.

Dunque T definisce un’applicazione T': A(X), — A(X)p41 che si estende per linearitd ad un omo-
morfismo T': S,(X) — Sp11(X). Per ogni p > 0 si hanno le relazioni

ST =14, 8T =T68,, i>0.
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Infatti, per ogni simplesso ¢: AP — X si ha
5T (@) (to, - - -, tp) =T(#)(0,t0, ..., tp) = d(to, .-, tp),

5:T(¢)(t07 oo ,tp) - T((ﬁ)(to, RN ,tifl, O,ti, e ,tp) = T(¢ o) (51',1).
Siano dunque p > 0 ¢ a € Z,(X), allora

p+1 P
dTa = 65Ta + Z(—l)iéfTa =a- Z(—l)iT(Sfa =a—Tda = aq,
i=1 =0
che prova a € B,(X). O

Anticamente, almeno fino al 1932, i gruppi di omologia venivano chiamati anche gruppi pieni di
Betti (Enrico Betti: Pistoia 1823 — Pisa 1892); esistevano poi anche i gruppi ridotti di Betti, che erano
i gruppi pieni quozientati per i sottogruppi degli elementi di ordine finito. Oggi sopravvive il termine
n-esimo numero di Betti di uno spazio topologico X, definito come il rango di H,(X) (lo tratteremo nel
Capitolo 2).

Esercizi.

Esercizio 1.7. Nelle notazioni della dimostrazione del Lemma 1.3.8, provare che se ¢ ¢ un’applica-
zione affine allora anche T'(¢) & affine.

Esgercizio 1.8. Imitare la dimostrazione del Lemma 1.3.8 per dimostrare che se X ha la topologia
banale, quella in cui gli unici aperti sono ) e X, allora H,(X) = 0 per ogni n > 0.

1.4. Omologia ed applicazioni continue

DEFINIZIONE 1.4.1. Un pre-morfismo f: (C,,d) — (D,,0) di complessi di catene & una successione
di omomorfismi di gruppi {f: Cp, = Dy }nez.

Un morfismo f: (C,,d) — (D,,d) di complessi di catene ¢ un pre-morfismo che commuta con i
differemziali, ossia una successione di omomorfismi di gruppi {f,.: C, = Dy }nez tali che f,_1od =do f,
per ogni intero n, cosi da rendere commutativo il diagramma

d
—C,——Cy —— -

fﬂl lfﬂ,—l

D, —sD, | — -
Diremo inoltre che un morfismo di complessi f: C, — D, & un isomorfismo (risp.: iniettivo, surgettivo)
se fn: Cp — D, & un isomorfismo (risp.: iniettivo, surgettivo) per ogni n.
Se f,g: C, — D, sono due morfismi di complessi, allora anche f + g sono morfismi di complessi, dove
(fig)n = fn £ gn-
Una verifica diretta mostra che un morfismo di complessi f: C, — D, porta cicli in cicli e bordi in
bordi, di conseguenza risultano ben definiti a livello di omologia gli omomorfismi f: H,(C.) — H,(D,).

DEFINIZIONE 1.4.2. Un morfismo di complessi f: C, — D, & detto un quasi-isomorfismo se
f: Hy(Cy) = Hp(D,) & un isomorfismo per ogni n.

Ogni isomorfismo di complessi € anche un quasi-isomorfismo, mentre il viceversa e generalmente falso.

DEFINIZIONE 1.4.3. Sia C, = {---C, LN Cp—1 -+ } un complesso. Un sottocomplesso D, C C, ¢ il
dato di una successione di sottogruppi D,, C C,, tali che d(D,,) C D,,—1 per ogni n.

Se D, C C, & un sottocomplesso, I'inclusione D, — C, & un morfismo iniettivo di complessi. Bisogna
fare attenzione al fatto che in generale i morfismi indotti in omologia H,(D.) — H,(C\) non sono
iniettivi in generale. Similmente se D, — F, & un morfismo surgettivo di complessi, allora non & detto
che i morfismi H,,(D.) — H,(E.).
siano surgettivi.

Sia f: Y — X un’applicazione continua, allora la composizione a sinistra con f definisce delle
applicazioni tra gli insiemi di simplessi singolari

f*A(Y)P%A(X)Pv f*(¢):fo¢7 pZOa
che si estendono per linearita ad omomorfismi di gruppi fi: Sp(Y) = Sp(X).

L’associativita di o implica immediatamente che f, commuta con le composizioni a destra, ossia che
per ogni h: A? — AP continua si ha f.h* = h*f.: A(Y), = A(X),. Questo vale in particolare se h &
un’applicazione faccia e dunque f,.0; = 6] f.
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PROPOSIZIONE 1.4.4. Per ogni applicazione continua f: X — Y gli omomorfismi f.: Sp(Y) — Sp(X)
commutano con i differenziali e quindi f.: Sy(Y) — S«(X) & un morfismo di complessi, che induce
pertanto omomorfismi in omologia f.: H,(Y) — H,(X), per ogni n.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gia osservato che f.0; = 67 f. per ogni applicazione faccia J;, da cui segue
df. =Y (=1)i6; fo = > _(=1)'fu0} = fud.

O

Chiosa notazionale. Con la scrittura f,: H.(Y) — H,.(X) si intende la collezione di tutti gli omo-
morfismi f.: H,(Y) — H,(X). In particolare, scriveremo f. = g.: H.(Y) — H.(X) per indicare che
fo = gu: Hy(Y) = H,(X) per ogni n. Similmente diremo che f.: H.(Y) — H,(X) & iniettiva (risp.:
surgettiva, bigettiva, nulla) se lo stesso accade ad ogni fi.: Hy(Y) — Hp(X).

Dall’associativita del prodotto di composizione segue che se f: Y — X e g: W — Y sono applicazioni
continue, allora

ed a maggior ragione
(f9)s = fegs: Hi(W) — H.(X).

In particolare, ogni omeomorfismo induce un isomorfismo in omologia.

Esempio 1.4.5. Sia f: X — Y un’applicazione continua tra spazi non vuoti e connessi per archi.
Allora f.: Ho(X) — Ho(Y) & un isomorfismo. Infatti, scelto un punto ¢ € X abbiamo dimostrato nella
Proposizione 1.3.7, che Hyo(X) = Zc¢, Hy(Y) = Zf(c) e quindi f.: Ho(X) — Ho(Y) & un isomorfismo.

ESEMPIO 1.4.6. Siano A, B sottospazi connessi per archi di uno spazio topologico X e denotiamo con
i:ANB — A, j: ANB — B,
i morfismi di inclusione. Allora A N B & connesso per archi se e solo se ’'omomorfismo
Ho(AN B) =45 1o (A) @ Ho(B)

¢ iniettivo.
Se AN B = ) non c‘¢ nulla da dimostrare; se AN B # () & connesso per archi, per I’esempio precedente
I'applicazione Hy * (AN B) X% Hy(A) ¢ un isomorfismo e, a maggior ragione, i, + j, ¢ iniettiva.
Viceversa, se esistono p, ¢ € AN B in diverse componenti connesse per archi, sempre per la Proposizio-
ne 1.3.7 lo zero ciclo p — ¢ non & nullo in Hy(AN B), mentre si annullano entrambi i cicli i.(p—q) € Ho(A)

e j«(p—q) € Ho(B).

COROLLARIO 1.4.7. Sia Y un retratto di X, allora il morfismo di inclusione i: Y — X é iniettivo in
omologia.

DIMOSTRAZIONE. Sia r: X — Y una retrazione, ossia un’applicazione continua tale che ri = Idy.
Allora r,i, = Id: H.(Y) — H.(Y) da cui segue che i, : H.(Y) — H,(X) & iniettivoe 7.: H (X) — H,.(Y)
& surgettivo. |

Esercizi.
Esgrcizio 1.9. Siano C, un complesso e D, C C, un sottocomplesso. Fissato n, sia i: H,(D,) —
H,(C,) il morfismo indotto in omologia dall’inclusione di D, in C,. Dimostrare:

(1) i @ iniettivo se e solo se Z,(D.) N By (Cy) C By (D.);
(2) i & surgettivo se e solo se Z,(Cy) = Z,(D.) + B,(Cy).

Esplicitare un esempio in cui ¢ non € né iniettiva né surgettiva.
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1.5. Il numero di spire (winding number)

In questa sezione useremo alcune nozioni base della teoria dei rivestimenti per determinare un isomor-
fismo H;(S') = Z. Ridimostreremo questo fatto in modo indipendente pilt avanti usando la successione
esatta di Mayer—Vietoris. Per evitare possibili incomprensioni, chiariamo subito che 0 € N ={0,1,2,...}.

Pili in generale, per quanto riguarda i gruppi H;(X) & utile tenere a mente le seguenti osservazioni.

1) Ogni 1-simplesso costante ¢: Al — X & un bordo. Infatti se ¢(t) = x per ogni ¢ si ha ¢ = diy, dove
¥: A? — X & il simplesso costante 1 (t) = x.

2) Dato un 1-simplesso ¢: Al — X definiamo ¢: A! — X come ¢(to,t1) = ¢(t1,tp). Allora vale
¢+ ¢ € B1(X); infatti, considerando il 2-simplesso (o, t1,t2) = ¢(tg + ta,t1) si ha

di(to, t1) = (0, t0,t1) — ¥(to,0,t1) + ¥ (to, t1,0) = ¢(t1,t2) — ¢(1,0) + ¢(to, t1)

e per 'osservazione precedente ¢(1,0) ¢ un bordo.

Diremo che una ciclo a € Z;(X) & una collana di lunghezza n se si pud scrivere
a=a¢1+ -+ bn, ¢i: Al = X

con ¢;(0,1) = ¢;+1(1,0) per ogni i = 1,...,n, dove si intende ¢,+1 = ¢1. Diremo che due cicli sono
omologhi se la loro differenza & in bordo.

3) Ogni ciclo & omologo ad una somma finita di collane. Infatti, tenendo presente 1’osservazione (2),
ogni ciclo e omologo ad una somma di 1-simplessi ¢1 + - - - 4+ ¢,,. Per induzione su n basta dimostrare che
esiste un’applicazione iniettiva a: {1,...,k} — {1,...,n} con k > 0 e tale che ¢n(1) + -+ Pa(k) sia una
collana.

Dal fatto che ¢1 + - -- + ¢, € un ciclo segue che per ogni ¢ esiste j tale che ¢;(0,1) = ¢;(1,0). Esiste
quindi un’applicazione a: N — {1,...,n} tale che a(0) =1 e ¢n(;)(0,1) = da(i+1)(1,0) per ogni i. Sicco-
me « non ¢ iniettiva esistono a,b € N, tali che a < b, a(a) = a(b) e a: {a,a+1,...,6—1} = {1,...,n}
iniettiva. Ma allora ¢ (q) + @a(a+1) + -+ + Pa(p—1) € una collana.

4) Ogni collana ¢ omologa ad una collana di lunghezza 1, ossia ad un simplesso ¢: A' — X tale che
#(0,1) = ¢(1,0). Per induzione sulla lunghezza basta dimostrare che se ¢, ¢2: Al — X soddisfano la
condizione ¢1(0,1) = ¢2(1,0), allora esiste ¢3: Al — X tale che ¢1 + ¢ — 3 € B1(X), ¢3(1,0) = ¢1(1,0)
e ¢3(0,1) = ¢2(0,1). Considerando il 2-simplesso

¢1(to — ta,t1 +2t2)  se tg > to,

’(/}:AQ_>X7 w(t07t17t2>:
¢2(t1 + 2to, ta —to)  se to < to,

per ogni (tg,t1) € Al si ha
P(0,t0,t1) = Pa(to, t1), Y(to,t1,0) = ¢1(to,t1)

e qundi si puo prendere

$1(to —t1,2t1)  seto > ty,
¢3(to t1) = ¥(to,0,1) =
$2(2to,t1 —tg) sety <ty.
5) Se X & connesso per archi allora ogni 1-ciclo & omologo ad una collana di lunghezza 1. Sia a € Z;(X),
per i punti precedenti a ¢ omologo ad una somma di simplessi ¢; + - - + ¢,, tali che ¢;(1,0) = ¢;(0,1)
per ogni 4. Scegliamo un punto zo € X ed n simplessi 7;: A' — X tali che

n:i(1,0) = o, 7:(0,1) = ¢;(1,0) = ¢:(0,1).
Allora

m+or+mt+ntort+on+mn
¢ una collana omologa ad « e si riapplica il precedente punto (4).

OSSERVAZIONE 1.5.1. Spingendosi oltre non e difficile dimostrare che se X € connesso per archi e
xo € X, lapplicazione che ad ogni «: [0,1] — X continua tale che v(0) = (1) = x associa lo 1-simplesso
v Al — X, 4/(tg,t1) = 7(to) induce un un omomorfismo surgettivo di gruppi m1(X, zo) — Hi(X) il
cui nucleo & il sottogruppo generato dai commutatori aBa~!F~!. Per maggiori dettagli e dimostrazioni
complete rimandiamo a [16, 18, 39].

Consideriamo adesso la circonferenza S' = {(z,y) € R? | 2% + y?> = 1} assieme all’applicazione
continua
p:R— S, p(t) = (cos(2mt),sin(27t)).
Tutto quello che ci serve dalla teoria dei rivestimenti ¢ il seguente
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LEMMA 1.5.2 (di sollevamento). Per ogni szmplesso ¢: A" = 81 conn = 1,2, esiste un’applica-
zione continua d) A™ — R tale che p(b ¢. Inoltre ¢ e unica a meno di traslazioni in R per numeri
interi. In particolare, per ogni coppia di vertici e;,e; € A", la differenza d)(ei) - (;S(ej) é indipendente dal
sollevamento e dipende solo da ¢.

DIMOSTRAZIONE. Vedi ad esempio [45]. O

Il lemma di sollevamento permette di definire un omomorfismo di gruppi v: S1(S*) — (R, +) nel

modo seguente. Data una catena ), a;¢;, con ¢;: Al = S1 prendiamo dei sollevamenti ¢Z Al 5 Re
poniamo

1D aid) =3 ai(@i(1,0) = 6:(0,1)).

Il fatto che ciscun qz sia definito a meno di traslazioni ci dice che v & ben definito. Chiameremo ~(a) il
numero di spire della catena a.

TEOREMA 1.5.3. Consideriamo l’'omomorfismo di gruppi v: S1(S') — (R,+) che ad ogni catena
associa il suo numero di spire. Allora v(Z1(S1)) C Z, v(B1(S1)) = 0 e la fattorizzazione al quoziente

v: Hi(S') = Z
€ un isomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. Come primo passo dimostriamo che B;(S!) C ker 7, ossia che ~(dy) = 0 per ogni
: A2 — S'. Preso un qualunque sollevamento 1/1 A? — R, si ha che 5*1/) ¢ un sollevamento di 671 per
ogni ¢ =0,1,2 e quindi

YO 6) = Y (-1 (E 9 (1,0) = 674(0,1)) = 0.

Proviamo adesso che se a € Z;(S?!), allora y(a) € Z e che se v(a) = 0 allora a € B1(S'). Siccome
abbiamo gia provato che B;(S!) C ker~ non ¢ restrittivo supporre a = 10) per un simplesso ¢: Al — S1
tale che ¢(0,1) = ¢(1,0). Ma allora per un qualunque sollavemento d) si ha p(¢(1, 0)) = p(%((), 1)) e questo
& possibile solo se ¢(1,0) — $(0,1) € Z. Se y(¢) = 0 vuol dire che ¢ & un ciclo in R, dunque & anche un
bordo e componendo con p ne segue che anche ¢ & un cobordo.

In conclusione, abbiamo dimostrato che la restrizione di v ai cicli induce un omomorfismo iniettivo
v: H1(S') — Z. Rimane da dimostrare che & anche surgettivo, ma questo & immediato dato che per ogni
n € Z si ha y(pon) =n dove n: A — R & un qualunque simplesso tale che 1(0,1) = 0 e n(1,0) = n, ad
esempio 7(tg, t1) = nip. O

Esercizi.

EsERrcizio 1.10. Sia n un intero fissato e consideriamo ’applicazione continua
f: 8t = st f(cos(t),sin(t)) = (cos(nt), sin(nt)).

Provare che I'applicazione indotta in omologia f.: H1(S') — H;(S') & uguale alla moltiplicazione per n.

1.6. Invarianza omotopica

DEFINIZIONE 1.6.1. Una omotopia T: C, — D.[1], traicomplessi di catene C., D,, & una successione
T ={T,} di omomorfismi di gruppi
Tni Cn — Dn+1.

Come per i pre-morfismi, nella definizione di omotopia non si richiede alcuna regola di commutazione
con i differenziali; il simbolo [1] alla destra di D, ha, per il momento, funzione puramente decorativa® e
ci ricorda che gli omomorfismi dell’omotopia aumentano gli indici di 1.

DEFINIZIONE 1.6.2. Due morfismi di complessi f,g: (Ci,d) — (Dx,9) si dicono omotopi se esiste
un’omotopia T': Cy, — D,[1] tale che

f—g=0T+Td, ossia f, — g, =0T, + Tr,_1d V n.

Cn+1 d - Cn d Cnfl
fgl _T~‘”fgl T lf
£ A ’
Dn+1 d Dn d Dn—l

31n realtd ci sono motivazioni piu profonde, che risultano pero estranee al contesto di queste note.
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Per indicare che f, g sono omotope scriveremo f ~ g; verifichiamo che si tratta di una relazione di
equivalenza. Prendendo 'omotopia nulla si ottiene f ~ f; se f — g = 0T + T'd allora ponendo S,, = —T,,
perogninsihag—f=605+S5d;se f—g=0T+Tdeg—1=06S+S5d,allora f—1=06(S+T)+(S+T)d.

Inoltre la relazione di omotopia commuta con il prodotto di composizione, nel senso che se f, g: (Cy,d) —
(D, §) sono omotopi e 7, s: (Dy,d) — (Ex, p) sono omotopi, allora rf & omotopo a sg.

LEMMA 1.6.3. Due morfismi di complessi f,g: Cx — D, omotopi inducono gli stessi morfismi in
omologia f = g: H,(C,) — H.(D.).

DIMOSTRAZIONE. Bisogna dimostrare che se f ~ g e z € Z,(C,), allora f(x) — g(x) € B,(D.). Sia
T: C. — D,[1] una omotopia tra f e g, siccome dz = 0 si ha

f(x) —g(x) = 6T (z) + Td(z) = 6T (x) € 6(Dpy1) = Bn(D.).
O
DEFINIZIONE 1.6.4. Un morfismo di complessi f: C, — D, si dice un’equivalenza omotopica se

esiste un morfismo di complessi g: D, — C, tale che la composizione gf: C, — C, & omotopa all'identita
suCy e fg: D, — D, & omotopa all'identita su D,.

LEMMA 1.6.5. Le equivalenze omotopiche sono quasi-isomorfismi.

DIMOSTRAZIONE. Sia f: C, — D, un’equivalenza omotopica. Per definizione esiste un morfismo di
complessi g: D, — C, tale che gf ~ Id e fg ~ Id. Per ogni n abbiamo un diagramma commutativo

H,(C.) —> H,(D.)

gfi / ifg
H,(C,) —— H,(D,)

e per il lemma precedente le due frecce verticali sono le identita. Dunque, in omologia, f e g sono
isomorfismi ed uno l'inverso dell’altro. O

Avvisiamo il lettore che il viceversa del lemma precedente non vale, ossia che non tutti i quasi-
isomorfismi sono equivalenze omotopiche; per possibili controesempi vedi Esercizio 1.11.

Dimostriamo adesso, seguendo nella sostanza [10], che applicazioni continue omotope inducono mor-
fismi omotopi tra i corrispondenti complessi di catene singolari.

DEFINIZIONE 1.6.6. Sia C' uno spazio topologico fissato. Data una successione di catene singolari

f=fo,fr..-) € [[ Sp(Cx AP),  f, € S,(C x AP),

p=0
possiamo associare, per ogni spazio topologico X, il pre-morfismo di complessi
fx:8:(X) = S.(C x X)

che nel simplesso singolare ¢: AP — X vale

fx(¢) = (Idc x¢).(fp)-

La costruzione nella Definizione 1.6.6 & funtoriale in X; con questo si intende che per ogni f €
Hp Sp(C x AP) e per ogni applicazione continua h: X — Y si ha fyh, = (Ide xh).fx. Infatti, per ogni
simplesso ¢: AP — X si ha

fyhi(¢) = fy(hg) = (Idc xh¢)«(fp) = (Idc xh)«(Idc x@)«(fp) = (Idc xg)«[x(¢).
Nella Definizione 1.2.4, per ogni spazio topologico C' abbiamo definito gli omomorfismi di gruppi

q
5o =Y (—1)'(Idc x6;)s: Sp(C x AT1) = §,(C x A1), p,g>0,

i=0
scritti semplicemente § quando C' e formato da un solo punto. Per la Proposizione 1.4.4 ciascun
(Ide x6;)w: So(C x AT1) = S, (C x A?)

¢ un morfismo di complessi; ne segue che anche ogni d¢: S, (C x A1) — S, (C x A?) ¢ un morfismo di
complessi e quindi dd¢c = dcd.
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DEFINIZIONE 1.6.7. Definiamo il gruppo dei cicli naturali
o0
N c I Su(an)
p=0
come il sottogruppo formato da tutte le successioni a = (ag, a1, ...) tali che
dap—1 = day, € Sp—1(AP), per ogni p > 0,

vedi Figura 1.1; da ricordare che la condizione dag = 0 € sempre soddisfatta. Ad esempio, se 7, : AP — AP
¢ lidentita, allora ;1,1 = 1,0; per ogni p >0, i =0,...,p e quindi (z9,21,...) € N.

ao € So(A%) ——= Sy(AY)

]

a; € Sl(AI) 0

S1(A2?)
|
as € So(A%) 2 5, (A3)
A
€CC.

Ficura 1.1. Diagramma dei cicli naturali

Piu in generale, per ogni spazio topologico non vuoto C', definiamo
oo
N(C) € ] So(C x AP)
p=0
come il sottogruppo formato da tutte le successioni a = (ag, a1,...) tali che
5cap_1 = dap S Sp_l(C X Ap)
per ogni p > 0.

Quando C = {pt} & formato da un solo punto, identificheremo C' x X con X nella maniera ovvia
(pt,z) = z; di conseguenza N (pt) = N. I prossimi due esempi descrivono due procedure standard per la
costruzione di cicli naturali.

EsEMPIO 1.6.8. Esiste una inclusione insiemistica naturale C C N(C) ottenuta identificando ogni
punto ¢ € C con la successione di simplessi singolari

¢ = (cg,c14...), cp: AP — C x AP, cp(t) = (e t).

Fissato ¢ € C, per ogni spazio topologico X, il pre-morfismo di complessi cx: S«(X) — S.(C x X)
coincide con il morfismo indotto dall’applicazione continua

X —-CxX, x> (c,x).

EsemPIO 1.6.9. Ad ogni successione

T =(Tp,Th,...) € [[ Sps1(C x AP), T, € S,a(C x AP),
p=0

possiamo associare il ciclo naturale
(dTo,dTy + 6c¢To, - .., dTy + 6cTh—1,...) € N(C).
Infatti, siccome d* = 0, 62 = 0 e ddc = dcd, per ogni p > 0 si ha
d(dT, + 6cTy—1) = ddc T,y = 6cdTy_1 = dc(dTy_y + 6cT)_2).
LEMMA 1.6.10. Nelle notazioni precedenti, se f € N'(C), allora
fx: Su(X) = S.(C x X)

e un morfismo di complessi.
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DIMOSTRAZIONE. Per ogni simplesso ¢: AP — X si ha

p p
Fx(dg) = (=)' fx(¢6:) = Y (=1)"(Ide x¢).(Ide x8;)u(ap-1)
i=0 i=0
= (Ide x¢)sdc(ap—1) = (Ide x¢)«(dap) = df x (¢),
dove nell’ultima uguaglianza abbiamo usato che (Id¢ X¢). € un morfismo di complessi. O

Osserviamo che ogni f € N(C) ¢ univocamente determinato dai morfismi fx: infatti, se 1, ¢ I'identita
su AP, allora f, = far(2,). Come abbiamo visto nei commenti alla Definizione 1.6.6, per ogni applicazione
continua g: X — Y si ha fyg. = (Ide xg). fx.

Dimostriamo adesso un risultato che si colloca, come caso molto particolare, all’interno del cosiddetto
metodo dei modelli aciclici di Eilenberg—MacLane.

TEOREMA 1.6.11 (dei modelli aciclici, versione baby). Siano C' uno spazio topologico tale che Hy(C' x
AP) =0 per ognip >0 e f,g € N(C) tali che [fo] = [g0] € Ho(C x A). Allora per ogni spazio topologico
X i due morfismi di complessi fx,gx sono omotopi.

Inoltre, se denotiamo con m: C' x X — X la proiezione sul secondo fattore, e possibile scegliere
un’omotopia Tx : S«(X) — S«(C x X)[1] tra fx e gx tale che per ogni simplesso ¢: AP — X si abbia

Tx(¢) =Y aipi, @ €Z, ¢ AP 5 OxX,

con l'immagine di ciascun simplesso w@; contenuta nell’itmmagine di ¢.

DIMOSTRAZIONE. Costruiamo ricorsivamente una successione T, € Sp4+1(C x AP), p > 0, tale che
(1.5) dTy = fo, dT,, +0cTy—1 = fn, n > 0.

Siccome fy — go & un bordo scegliamo Ty € S;(C x A) tale che dTy = fo — go. Supponiamo adesso p > 0,
di aver definito Ty, ..., T,—1 che soddisfano (1.5) per ogni 0 < n < p, e verifichiamo che f, —g, —dcTp_1 €
Sp(C x AP) ¢ un ciclo. Ricordando che ddc = dcd ¢ dcdc = 0 si ha

d(fp — 9p — 0cTp—1) = dfp — dg, — 6cdTp_1
= dcfp—1 = 0cfp—1 = 0c(fp—1 — gp—1 — 0cTp—2) = (%Tp72 =0.
Per ipotesi H,(C x AP) = 0 e possiamo scegliere T}, € Sp+1(C x AP) tale che dT), = f, — gp — 6cTp-1.
Usiamo la successione T' = (Tp, T4, . . .) per definire, come nella Definizione 1.6.6, ’omotopia Ty : S« (X) —
S« (C x X)[1], per ogni spazio topologico X, ossia definendo
Tx(¢) = (Ide x¢.)(Tp), per ogni simplesso ¢: AP — X
ed estendendo per linearita. Per ogni ¢: AP — X si ha
dT'x(¢) = d(Idc x¢).(T) = (Idc x¢).(dT},) = (Idc x @)« (fp — dcTp-1)
= fx(¢) — (d x¢).6cTp-1,

P
Tx(dg) = Y _(=1)'(1d %¢0;).(Tp-1) = (Idc x)-0c(Tp-1)
i=0
e quindi fx =dTx + Txd.
Se T, = >, a;ith;, con a; € Z e 1;: APT! — C x X, allora per ogni simplesso ¢: A? — X si ha

Tx(¢) =Y ai(ldc x@) = Y aidi, ¢ = (Idc xd)i;,

ed ¢ evidente che I'immagine di ogni simplesso m¢; = 7(Idc X ¢)1); € contenuta nell’immagine di ¢. O

Le stesse considerazioni fatte per i pre-morfismi fx ci dicono che le omotopie Tx costruite nel Teo-
rema 1.6.11 sono funtoriali in X, ossia che per ogni applicazione continua h: X — Y vale la relazione
Tyh* = (Idc Xh)*Tx.

COROLLARIO 1.6.12 (invarianza omotopica). Siano f,g: X — Y applicazioni continue omotope.
Allora i due morfismi di complessi fi, gs: Sx(X) = Si(Y) sono omotopi e quindi f. = g.: Ho(X) —
H.(Y).

DIMOSTRAZIONE. Sia F: [0,1] x X — Y una omotopia tra f e g, ossia f = F oig e g = F o1y, dove
io(w) = (0,2) e i1(x) = (1,z). Dato che [0, 1] x AP & un convesso di RP*2 si ha H,([0,1] x AP) = 0 per ogni
p > 0. Per 'Esempio 1.6.8 ed il Teorema 1.6.11 i due morfismi di complessi (7o), (1)« sono omotopi. Dato
che Pomotopia ¢ preservata per composizione, anche i morfismi di complessi f. = Fi(ig)« € g« = Fi(i1)«
sono omotopi. O
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Ricordiamo che un’applicazione continua f: X — Y si dice una equivalenza omotopica se esiste
un’applicazione continua g: ¥ — X tale che entrambe le composizioni g f e fg sono omotope alle identita,
su X ed Y rispettivamente.

COROLLARIO 1.6.13. Se f: X — Y ¢& una equivalenza omotopica allora f.: H (X) — H.(Y) é un
isomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. Sia g: Y — X tale che entrambe le composizioni gf e fg siano omotope alle
identita. Ma allora entrambe le composizioni g f. e f.gx sono uguali alle identita, su H.(X) ed H.(Y)
rispettivamente, e cioe f, € bigettiva con inversa g,. |

COROLLARIO 1.6.14. Sia X wuno spazio contraibile, ossia tale che Uapplicazione X — {pt} ¢é una
equivalenza omotopica, allora

Z  pern =0,

Hn(X) :Hn(pt) = {O pern#O-

DEFINIZIONE 1.6.15. Un sottospazio Y di uno spazio topologico X si dice un retratto per defor-
mazione se esiste un’applicazione continua R: X x [0,1] — X tale che:
(1) R(z,0) =z e R(x,1) €Y per ogni z € X;
(2) R(y,t)=yperogniyeY etel01].

Ad esempio, la sfera S = {x € R""! | ||z|| = 1} & un retratto per deformazione di R"*! —{0}; basta
ad esempio considerare ’applicazione
x
R(z,t) = T (1—t)x, O0#zeR", tel0,1].
x
COROLLARIO 1.6.16. Se Y C X ¢ un retratto per deformazione, l'inclusione Y — X ¢ un’equivalenza
omotopica e quindi un isomorfismo in omologia.

Esercizi.
EsgErci1zio 1.11. Mostrare che il complesso

0572-257-%72/22 -0

¢ quasi-isomorfo ma non omotopicamente equivalente al complesso nullo (con tutti i gruppi uguali a 0).
Provare che lo stesso vale per i complesso di catene C, in cui C,, = Z/4Z per ogni n € Z ed i differenziali
C,, — Cp,_1 sono tutti uguali alla moltiplicazione per 2 modulo 4.

1.7. Suddivisioni baricentriche e catene piccole

Siano X uno spazio topologico, denotiamo con P(X) la collezione dei suoi sottoinsiemi (insieme
delle parti) e prendiamo una qualunque sottofamiglia & = {X;} C P(X). Possiamo allora definire il
sottocomplesso S, (U) C S.(X) come quello generato da tutti i simplessi singolari la cui immagine &
interamente contenuta in un sottoinsieme X;, per almeno un indice . Che si tratti di un sottocomplesso,
ossia che dS,(U) C S,_1(U) & chiaro; infatti per ogni simplesso ¢: D — X, il suo differenziale d¢ & una
combinazione lineare dei simplessi ¢J;, ciacuno dei quali ha immagine contenuta nell’immagine di ¢.

Obiettivo si questa sezione & confrontare ’omologia del sottocomplesso S, (U) con 'omologia di X
quando I ¢ un ricoprimento aperto di X. Per fare questo dobbiamo introdurre il cosiddetto operatore di
suddivisione baricentrica.

Un po’ di notazioni: per ogni intero p > 0 denonotiamo con [p] I'insieme {0, ..., p} e con S[p] il gruppo
delle sue permutazioni.

Per ogni n € S[p| denotiamo con D,;: AP — AP I'applicazione affine che sui vertici di AP, ossia sulla
base canonica e, ..., e, di RPT! vale

1 eni) T engi+1) +---+e
Dn(ei):p_i+lzen(j): n(3) 71;)_;4_1 W(P).

Jjzi

Geometricamente, D, (eg) € il baricentro di AP (non dipende da 7), mentre D, (e;) € il baricentro del
simplesso di vertici e,y - - -, €y(p)-

Ogni punto di AP appartiene all'immagine di D,, per qualche n € S[p]. Infatti, se u = (to,...,t,) € AP
possiamo trovare una permutazione 7 tale che

tno) <ty < Sl
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€2

€0 €1

FIGURA 1.2. Suddivisione baricentrica di A% nelle sue 6 = (2 + 1)! camere; in giallo
shiadito quella corrispondente alla permutazione identica.

ed ¢ chiaro che tale permutazione ¢ unica se e solo se ¢; # t; per ogni ¢ # j. Ma allora

U—Zt >€n<>—t<o>26n<a>+z n(i) = taGi-1) D_ en(j) € Dy(A7).
j=0 Jj>i
Talvolta, la rappresentazione del simplesso standard come unione delle immagini delle applicazioni D,
viene detta “decomposizione in camere”.
Se il lettore desidera sapere (ma non & essenziale) come si scrive D,, nelle coordinate to,...,t,, puod
provare per esercizio che
n~ ()
D, (to, ..., tp) = (uo,...,up), dove wu;= Z
j=0

_ b
p—j+1

Nel seguito, a seconda delle circostanze e delle convenienze, penseremo D, sia come la restrizione a
AP di un’applicazione affine RPT1 — RPT1 sia come un simplesso singolare D,, € A(AP),,.

DEFINIZIONE 1.7.1. Per ogni spazio topologico X, denotiamo con bx : Six(X) — S.(X) il pre-morfismo
di complessi, detto suddivisione baricentrica, che sul p-simplesso singolare ¢: AP — X vale

bx(¢) = Y (=1)"¢o Dy,
n€S[p]

e poi esteso per linearita.

Se U C P(X), le stesse considerazioni che ci hanno portato a dire che S, (i) ¢ un sottocomplesso ci
dicono anche che bx (S, (U)) C S.(U).

E chiaro che by & Iidentitd su gruppo delle O-catene So(X), mentre dalle osservazioni sugli 1-cicli
fatte nella Sezione 1.5 segue facilmente che per ogni simplesso ¢: Al — X la differenza ¢ — bx (¢) & un
bordo, e piu precisamente una combinazione lineare di tre differenziali di 2-simplessi; a maggior ragione
a—bx(a) € B1(X) per ogni a € Z1(X). Siamo quindi gia in grado di poter affermare che bx ¢ l'identita
sia in Ho(X) che in H1(X).

TEOREMA 1.7.2. Per ogni spazio X, la suddivisione baricentrica bx : Sx(X) — S«(X) é un morfismo
di complessi omotopo all’identita tramite un’omotopia Tx : S«(X) — S«(X)[1] tale che Tx(S.(U)) C
S.(U)[1] per ogni U C P(X).

DIMOSTRAZIONE. L’applicazione bx € un pre-morfismo di complessi ottenuto come nella Definizio-
ne 1.6.6 partendo dalla successione

b= (bo,by,...) eHs (AP), b= > (=1)"D,,
neS[p]
Siccome by = Id, per il Teorema 1.6.11 ci basta dimostrare che b & un ciclo naturale. Fissiamo dunque un
intero positivo p e proviamo I'uguaglianza 6b,_1 = db,,.

Come primo passo dimostriamo che per ogni h = 1,...,p si ha 6;b, = 0, e quindi db, = 3b,
Denotiamo con 7 € S[p| la trasposizione che scambia h con h — 1. Siccome b, = -, (Dy — Dy), con la
sommatoria fatta sull’insieme delle permutazioni pari, per dimostrare che 6;b, = 0 ci basta provare che
per ogni 1 € S[p] si ha

DW oéh = DWT 9 §h~
Guardiamo cosa succede nei vertici di AP: poiché
en(h=1) F En(h) = Enr(h—1) T Enrn)y  EnG) = Eyr(a)y  1F MR-

per ¢ < h abbiamo

1
Dy 00p(e;) = Dy(e;) = P JX: () il ZenT(J = Dyr 0 dn(ei),
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mentre per ¢ > h
1 1
Dy ody(ei) = Dyleisn) = — Y ) = =— D eqr(s) = Dy 0 dn(e)-
Pt s Pt s
Come secondo passo dimostriamo 'uguaglianza d3b, = db,—_1. Denotiamo con Z l'insieme di tutte le
applicazioni iniettive f: [p—1] = [p] e D = {dy,...,0p} C Z, dove

ah(i):{Z sei<h

i+1 sei>h.

E utile generalizzare la costruzione delle applicazioni D, nel modo seguente: per ogni applicazione
f:lq] — [p] definiamo Ry, Dy: A9 — AP come le applicazioni affini che sui vertici del simplesso A?
valgono

IR ,
Rf(el)zef(z), Df(el):mzefu)7 7/:0,7q
j=i

In particolare, ritroviamo le applicazioni faccia come §; = Ry,. Date f: [p] = [q] e g: [g] — [r] iniettive si
ha D,y = R;Dy. Dunque, per ogni p € S[p — 1] si ha
P P
0D, = Z(_l)ZRBiDM = Z(_l)lDam-
=0 i=0
Consideriamo le due applicazioni bigettive

D xSlp—1] =T S[p|,
con la prima data dal prodotto di composizione (9, 1) — Opp € a(f) uguale all’unica permutazione tale
che a(f)(i+1) = f(i) per ognii=0,...,p— 1. Per ogni 7 € S[p — 1] ed ogni h = 0,...,p si ha

a@p7)(0) =h,  (=1)**7) = (~)"(-1)".

Sia 1 € S[p] e guardiamo come si comporta 'applicazione affine §5(D,) = D,Rg,: AP~1 — AP nei
vertici del simplesso.

1 .
D, Ry, (e;) = Dy(eit1) = p—, Z en()s i=0,...,p—1.
j>i+1
Quindi 65 (D,,) = Dy, dove
felp=1 =1, fG)=nli+1) <= n=alf)
Possiamo quindi scrivere
P
dby = 85bp = Y _(~1)* V55 (Dagp) = Y (D" Y (~1)" Doy = dby-1.
fez neS[p—1] h=0
|

Ricordiamo che il diametro di un sottospazio compatto C' di uno spazio metrico (X, d) &, per definizio-
ne, il massimo della funzione continua C' x C' — R, (z,y) — d(z,y). Il secondo obiettivo di questa sezione
¢ dimostrare che il diametro dell’immagine dell’applicazione composta D, --- D, : AP — AP tende a 0
per n che tende all’infinito. Pit precisamente, dimostreremo il seguente risultato.

TEOREMA 1.7.3. Per ogni n1,...,n, € S[p|, il diametro dell’immagine dell’applicazione composta
n
Dy, - D, AP — AP ¢, nella distanza euclidea, minore o uguale a V2 (il) .
p

Premettiamo alla dimostrazione alcuni lemmi, nei quali tutti i diametri sono calcolati rispetto alla
distanza indotta dalla norma euclidea || - ||

LEMMA 1.7.4. Per ogni xg,...,xp € R" il diametro dell’inviluppo convesso di xg,...,x, € uguale a
Diam(Conv(zg, ..., xp)) = max lz; — ]

DIMOSTRAZIONE. Basta provare la disuguaglianza <, ossia che per ogni z = > s;z;,y = > tix; €
Conv(zo,...,xp) si ha ||z — y|| < max; ; ||z; — x;||. Per la disuguaglianza triangolare si ha

Iz =yl = 1) tilz = )| <D tillz — ill < max ||z — |-
Prendiamo adesso un indice 4 tale che ||z — y| < ||z — z;]|, allora

Iz =yl < llz =il = 1) si(s =2l < D silley — ail| < max f[z; — i
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LEMMA 1.7.5. Dati p+ 1 vettori y1,...,Yyp+1 € R™ st ha

9

1 1< D
il I < 2 Ly
n}gx ith Zyk _p+1ﬂl1%X||yz yill,
h=1 k=1
dove in entrambi 1 massimi gli indici i,j variano nell’insieme {1,...,p+ 1}.

DiMOSTRAZIONE. Fissiamo due indici 1 <4 < j < p+ 1 e proviamo la disuguaglianza

1< 1
= ==Y wk
Zh:l ]k:1

p
< — — .
S0l H&X lyn — yill

Scriviamo

1¢ 1< 1
gzyh_ *.Zyk = FZZ(yh_yk)
h=1 J =1 J h=1h=1
e osserviamo che si annullano gli ¢ addendi in cui h = k. Per la disuguaglianza triangolare

1< 1<
g;yh—};yk

max
> Z] Ik Yh Yk

< umaX||yh -yl < Lmax”yh — yk||.
- g h,k “p+1 hk

Notiamo che vale 'uguaglianza quando y; = yi per ogni h, k > 1. g
LEMMA 1.7.6. Siano f: AP — R™ un’applicazione affine e n € S[p]. Allora
Diam(f D, (AP)) < % Diam(f(AP)).
p

DIMOSTRAZIONE. Siccome fD,(AP) & l'inviluppo convesso di fDy(eo),..., fDy(ep), per il Lem-
ma 1.7.4 si ha
Diam(f Dy (A7) = max || fDp(e:) — fDn(e;)|
e basta quindi dimostare che per ogni i > j vale
p
1/ Dn(ei) — fDy(e5)]l < ml%ﬁ}}llf(eh) — flen)ll-

Siccome f & affine si ha
1 P
fDy(ei) = p—it1 Z flenmy),
h=i

idem per fD,(e;), e si applica il Lemma 1.7.5 alla successione di punti y, = f(eyp—nt1))s h =1,...,p+
1. |

DIiMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1.7.3. Ragioniamo per induzione su n, con il caso n = 0 vero in
quanto Diam(AP) = max; ; |le; — e;]| = V2.

Se n > 0, possiamo scrivere D, ---D, = fD, , dove f ¢ I'applicazione affine D, ---D
I'ipotesi induttiva Diam(f(AP)) < v/2(p/(p+ 1))"! e basta applicare il Lemma 1.7.6. O

LEMMA 1.7.7. Sia U = {X;} una famiglia di sottoinsiemi di X e sia assuma che le parti interne
U; :== X} siano un ricoprimento aperto di X. Allora per ogni a € S,(X) esiste un interon > 0, dipendente

da a, tale che b% (a) € S.(U).

DIiMOSTRAZIONE. Consideriamo prima il caso in cui a = ¢: AP — X ¢ un simplesso singolare. Le
controimmagini V; := ¢~ 1(U;) formano un ricoprimento aperto dello spazio metrico compatto AP. Per
il teorema del numero di Lebesgue esiste € > 0 tale che ogni chiuso in AP di diametro < € & contenuto
D
p+1
plicazione Dy, D,, --- D, : AP — AP ¢ contenuta in qualche V;, che equivale a dire che I'immagine di
¢D,, Dy, --- D, & contenuta in qualche U;. Dato che la catena 0% (¢) & una combinazione lineare finita
di simplessi del tipo ¢.Dy,, D,,, - - - D, si ha b% (¢) € Si(U).

In generale, se a = Y _._, a;¢;, abbiamo visto che per n sufficientemente grande b’ (¢;) € S.(U) per
ogni ¢ ¢ quindi b'% (a) € S, (U). O

in qualche V;. Per ogni intero n tale che ( ) V2 < €, per il Teorema 1.7.3 'immagine di ogni ap-

Quando la famiglia & = {X;} C P(X) soddisfa le condizioni del Lemma 1.7.7, ossia X = U;X?,
chiameremo S, (i) sottocomplesso delle catene piccole (relativamente ad U: non esistono catene piccole
in senso assoluto!).
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TEOREMA 1.7.8 (delle catene piccole). Sia U una famiglia di sottoinsiemi di X le cui parti interne
formano un ricoprimento aperto di X. Allora Uinclusione di complessi i: S,(U) — S.(X) & un quasi-
isomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. Fissato p > 0, dobbiamo dimostrare che il morfismo indotto in omologia i: H,(S.(U)) —
H,(X) ¢ iniettivo e surgettivo.

Abbiamo dimostrato che l'operatore di suddivisione baricentrica bx: S.(X) — S«(X) ¢ un morfi-
smo di complessi omotopo all’identita, e quindi che induce 'identita in omologia. Abbiamo anche visto
che esiste un’omotopia Tx tra bx e I'identita tale che Tx (S.(U)) C S.(U)[1]. Ne consegue che anche
bx: S.(U) — S.(U) induce l'identita in omologia.

Surgettivita. Sia [a] € Hp(X) rappresentata da un ciclo ¢ € Z,(S.(X)); prendendo una oppor-
tuna potenza f = 0% del morfismo di suddivisione baricentrica, abbiamo un morfismo di complessi
f18:(X) = S.(X) che induce I'identita in omologia, ossia [a] = [f(a)] e tale che f(a) € S.(U).

Iniettivita. Sia a € Z,(S.(U)) N Bp(S«(X)) e scegliamo b € S,11(X) tale che db = a. Come sopra,
esiste un morfismo di complessi f: S,(X) — S.(X), una potenza di by, che induce I'identita in omologia
e tale che f(b) € S.(U). Ma allora f(a) = f(db) = df (b) ossia la classe di omologia di f(a) in H,(S.(U))
¢ banale.

Pero anche f: S, (U) — S.(U) induce I'identita in omologia e quindi [a] = [f(a)] = 0in H,(S.(U/)). O

1.8. Successioni esatte, lunghe e corte

Per definizione, una successione esatta di gruppi abeliani & un complesso in cui 'immagine di un
omomorfismo e uguale al nucleo del morfismo successivo.

Dunque, un complesso di catene ¢ una successione esatta se e solo se i gruppi di omologia sono tutti
nulli.

Esempio 1.8.1. Sia f: H — G un omomorfismo di gruppi. Allora:

(1) f iniettivo se e solo se 0 — H ENFeR: esatta;
(2) f surgettivo se e solo se H Lasoe esatta;
(3) f isomorfismo se e solo se 0 - H I G = 0 esatta.

EsemMPIO 1.8.2. Supponiamo che

e NE LN NN LA
sia una successione esatta di gruppi abeliani. Allora le seguenti condizioni sono equivalenti:

(1) fs & surgettiva;

(2) fa=0;
(3) f1 @ iniettiva.
Infatti, per 'esattezza in G il nucleo di f; ¢ uguale alllimmagine di fa; in particolare fo ¢ nulla se
e solo se ker f; = 0, ossia se e solo se f1 ¢ iniettiva. Similmente, per I'esattezza in G5 il nucleo di f3 &
uguale all’immagine di f3 ed in particolare fo = 0 se e solo se f3 e surgettiva.

EsemPI1O 1.8.3. Supponiamo che
Go 2% 6 s gy 2 a2y

sia una successione esatta. Allora le seguenti condizioni sono equivalenti:
(1) fo & surgettiva e f5 & iniettiva;
(2) fi=fo=0;
(3) G =0.
I ragionamenti da fare sono analoghi a quelli dell’esempio precedente e lasciati per esercizio al lettore.

EsemPIO 1.8.4. Ogni omomorfismo di gruppi abeliani A i> B si estende in modo canonico ad una
successione esatta _
0— ker(f) & A LB 2,y coker(f) — 0,
dove i ¢ l'inclusione, coker(f), detto conucleo di f, & uguale per definizione al gruppo quoziente coker(f) =
B/f(A) e p & la proiezione al quoziente.
Viceversa, data una successione esatta

0osHS AL BL%0Q 0,

lomomorfismo h induce per corestrizione un isomorfismo h: H — ker f. Inoltre, dato che f(A) C kergq
possiamo scrivere ¢ = gp per un opportuno omomorfismo g: coker f = B/f(A) — @; dato che ¢ &
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surgettivo, anche g & surgettivo; dato che f(A) = kerp = kergq, Pomomorfismo g & iniettivo e quindi
definisce un isomorfismo tra @) ed il conucleo di f.

Supponiamo di avere un quadrato commutativo di gruppi abeliani, ossia un diagramma commutativo
del tipo
B

A——B
b
5
C——D
Se x € ker 3, allora da(z) = v8(x) = 0 e quindi a(x) € ker §. Dunque il quadrato commutativo definisce
per restrizione un omomorfismo «: ker(8) — ker(d).
Si consideri adesso la proiezione sul conucleo 7: D — coker(d). Allora 76 = 0 ed a maggior ragione
myf = wda = 0, ossia 7y si annulla sull’immagine di 5. Per la proprieta universale dei quozienti, 'omo-

morfismo 7y si fattorizza ad un omomorfismo tra i conuclei 7: coker(a) — coker(y). Alla fine abbiamo
un diagramma commutativo

0 —— ker(B) A B coker(f) —=0

N

0 — ker(9) C D —" coker(§) —=0

con entrambe le righe successioni esatte.
TEOREMA 1.8.5 (Lemma dei 5). Sia dato il sequente diagramma commutativo di gruppi abeliani:

dy do ds dy

B E, Es E, Es

R A,

H —>H,—2s-H; 2> H, —*s H;

con entrambe le righe esatte.

(1) se ay é surgettiva e as, ay sono iniettive, allora B €& iniettiva;
(2) se as ¢ iniettiva e ag, ay sono surgettive, allora 5 & surgettiva;
(3) se aq, as, ay, a5 sono bigettive, allora B & bigettiva.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo solo il primo punto; la dimostrazione del secondo ¢ del tutto simile
ed ¢ lasciata per esercizio. Il terzo punto segue banalmente dai primi due.

Sia € Ej tale che f(x) = 0, allora asds(z) = hgf(x) = 0 ed essendo per ipotesi oy iniettiva si ha
ds(z) = 0. La prima riga ¢ esatta e quindi esiste y € Es tale che x = da(y); siccome hoaa(y) = Bda(y) =
B(x) = 0 e la riga inferiore & esatta, esiste z € H tale che hj(z) = aa(y). Adesso usiamo la surgettivita di
aq per trovare w € Ej tale che ag (w) = z, quindi asdy (w) = hiag(w) = hi(z) = as(y). Per Piniettivita
di ap si ha y = di(w) e quindi z = da(y) = dadi (w) = 0. O

DEFINIZIONE 1.8.6. Una successione esatta corta ¢ una successione esatta del tipo

(1.6) 0-U-Lv-Lwo.

Importante: la (1.6) ¢ una successione esatta corta se e solo se f & iniettiva, g ¢ surgettiva e
kerg = f(U).
. d d d . . .
Dato un complesso di catene --- — C,, — C,,_1 — ---, risulta spesso utile ‘spacchettarlo’ in tante
successioni esatte corte, e piu precisamente

0— Zn(C.) = Cn % B,_1(CL) — 0,
0 — B,(C.) — Z,(Cy) —» H,(Cy) — 0,

Vn.

Viceversa, le successioni esatte corte

0—>2,—C,— B,_1—0, 0—B,—~ %, — H, —0,
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possono essere ‘impacchettate’ in un unico complesso di catene ---Cpy1 — Cp, = Cppq - -+

0
—Cpy1 —> B, ——0 0
0 Zn\* o \Bn_l 0
\
Hn 0 Zn—l Cn—l EE——
0 Hy, 1
0

La nozione di successione esatta si trasporta, nella maniera piu ovvia possibile, dai gruppi abeliani ai
complessi. Ad esempio, una successione esatta corta di complessi di catene & una successione

04, LB %C >0
di morfismi di complessi tale che, per ogni intero n la successione di gruppi abeliani
0— A, I B, 25 €, — 0

¢ esatta.
Ogni successione esatta corta di complessi di catene come sopra, induce per ogni n tre complessi

0= Zn(Ay) 2 Zo(BL) 22 Z,(CL) — 0,
0 — Bn(A,) L% B (B.) 25 B.(C.) — 0,
0 — Ho(A) 2% Ho(B,) 2 H,(C.) — 0,

che pero non sono successioni esatte in generale. Si consideri ad esempio il caso in cui Ag = By = By =
C1 =7 e A;, B;,C; = 0 altrimenti, e dove i tre morfismi d: By — By, fo: A9 — By, g1: By — C1 sono
tutti uguali all’identita.

A parziale consolazione abbiamo il seguente risultato.

TEOREMA 1.8.7 (successione esatta lunga di omologia). Sia

04, LB %0, =0

una successione esatta corta di complessi di catene. Allora é canonicamente definita una successione di
omomorfismi di gruppi
On: Ho(Cy) = Hp1(Ay), n ez,

che induce una successione esatta (lunga) di gruppi di omologia
S n
2N HL (A D Ha(BL) D Ho(CL) 2 Hy oy (A) o

DIMOSTRAZIONE. Sia n un intero fissato e definiamo 4,,. Sia [z] € H,(C\) la classe di omologia di
un ciclo z € Z,(C,); siccome g,: B, — C, & surgettivo, possiamo scegliere b € B,, tale che g(b) = z.
Siccome g(db) = dg(b) = 0 si ha db € kerg.
Per esattezza vi ¢ un unico elemento a € A, _; tale che f(a) = db. Si vede subito che a & un ciclo,
infatti f(da) = df (a) = d?b = 0 e dato che f & iniettivo deve essere a € Z,,_1(A,). Poniamo dunque
dn([z]) = [a] = classe di omologia di a

e mostriamo che non dipende dalla scelta di z e di b. }
Sia b € B,, tale che g(b) — g(b) € B,(C.), e scegliamo ¢ € C, 11 tale che dc = g(b —b). Poiché g ¢
suriettiva, esiste h € B, 11 tale che g(h) = ¢, allora

g(b—b—dh) = g(b—b) — g(dh) = g(b—b) — dg(h) =0
e per esattezza esiste k € A, tale che f(k) =b— b — dh. Dunque
fla—dk)=db— f(dk) = db— df (k) = db— (db— db— d>h) = db
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e siccome a, a — dk sono cicli che inducono la stessa classe di omologia abbiamo provato che d,,([z]) & ben
definito.

La dimostrazione dell’esattezza della successione lunga di omologia € cosa tanto semplice quanto
noiosa ed & lasciata per esercizio; dimostrazioni complete si possono trovare in [25, 53]. O

E importante osservare che la definizione dei morfismi §,, € universale e non dipende dalle caratteristi-
che dei complessi in gioco. Questo implica ad esempio che, dato un diagramma commutativo di morfismi
di complessi,

0 A, B, C. 0
(17) l I
0 N, M, L, 0

con entrambe le righe successioni esatte corte, per ogni n vi ¢ un diagramma commutativo di gruppi di
omologia

Esercizi.

EseErcizio 1.12. Usare il lemma dei 5 per dimostrare che, dato un diagramma di complessi come in
(1.7), con entrambe le righe esatte, se due morfismi verticali sono quasi-isomorfismi, allora lo & anche il
terzo.

EsERrcizio 1.13. Questo & quello che si chiama un esercizio di “caccia al diagramma”. Si consideri il
diagramma commutativo di gruppi abeliani

0

i

N1%M1‘>P1

Voo

O‘>N2‘>M2‘>P2

Lo

Ng%Mg)

J

0

in cui tutte le righe e tutte le colonne sono successioni esatte. Provare che 'omomorfismo f & iniettivo.

Esercizio 1.14 (Lemma del serpente). Sia dato un diagramma commutativo di gruppi abeliani

0 N e 2P 0
O
0 Ny —"s My —* > P, 0

con entrambe le righe esatte. Allora esiste un morfismo (di bordo) d: ker(y) — coker(«) tale che la
successione

0 — ker(a) I, ker () J ker(7y)

coker(«) _h, coker(f) _E, coker(y) ——=0

¢ esatta. (Suggerimento: pensare le tre frecce verticali come complessi, ponendo N; = M; = P; = 0 per
ogni ¢ #0,1.)
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EsERrcizio 1.15. La successione dei morfismi §,, introdotti nel Teorema 1.8.7 non € 'unica ad avere le
medesime proprieta; infatti, per ogni scelta di segni a,, = +1 la successione a,,d,, va ancora bene, purché,
beninteso, la scelta del segno a, dipenda solo da n. Dimostrare che queste sono le uniche possibilita;
(riconosco di essere un po’ vago ed impreciso, ma senza il linguaggio dei funtori e delle trasformazioni
naturali non riesco a fare di meglio). Suggerimento: considerare morfismi di successioni esatte corte di
complessi come in (1.7) nei quali H,(Cy) = Z, H,—1(A.) =Z ¢ H,(B,) = 0 per ogni p.

1.9. Successione esatta di Mayer—Vietoris ed applicazioni

In questa sezione ci occupiamo della prima applicazione non banale dei Teoremi 1.7.8 e 1.8.7, con la
quale saremo gia in grado di calcolare i gruppi di omologia di molti spazi topologici interessanti.
Premettiamo una piccola considerazione algebrica. Dati due complessi di gruppi abeliani

d d d d
Co: -+ —C,—Chg —Cphg—---

s s s s
D,: ---—D,—Dy, 1 —Dy_o—---

si definisce la loro somma diretta come il complesso

(d,) (d,5) (d,) (d5)

C*@D* C@D Cn 1@Dn 1—>Cn 2@Dn 2 —

dove
(d,0)(z,y) = (dx,dy), =€ Cp,y€ Dy,

Segue immediatamente dalla definizione che (z,y) € Z,,(Cy @ D,) se e solo se x € Z,,(Cy) e y € Zp(D.),
ossia vale Z,,(C. @ Dy) = Zp,(Cy) ® Zpn (D). Similmente vale B, (Ci® D,) = B,(Cy) ® B,(D.) e pertanto
abbiamo degli isomorfismi naturali H,, (Cy & D) = H,(Cy) ® H, (D).

Esiste una naturale identificazione di C, con il sottocomplesso di C, & D, formato dagli elementi del
tipo (z,0), con z € C, ed esiste una proiezione naturale C, ® D, — C., (z,y) — .

Dato un qualunque morfismo di complessi f: A, — C, useremo lo stesso simbolo f: A, — C, & D,
per denotare la composizione di f con I'inclusione naturale C, C C, @ D,. Similmente, per ogni morfismo
di complessi g: C, — E, useremo lo stesso simbolo g: C, & D, — E, per denotare la sua composizione
con la proiezione naturale, ossia g(z,y) = g(x).

Siano U,V due aperti in uno spazio topologico X e denotiamo i morfismi di inclusione tra i quattro
aperti U, V,UNV,UUYV con le lettere indicate nel diagramma commutativo

unv — U
k
|4 vuv

E immediato osservare che il corrispondente diagramma commutativo di complessi

S (UNV) -~ 8, (U)

B |-

S, (V) — s s wuv)
determina una successione esatta
0 S.(UNV) S 5. (U)@ S.(V) 2= s, (T u V).

L’immagine del morfismo h, — k. ¢ il sottocomplesso formato dalle catene che si possoso scrivere nella
forma h.(z) — k. (y) al variare di z € S.(U),y € S«(V) e coincide pertanto con il sottocomplesso S, (U) =
S(U) ® S.(V) C S.(UUV), dove U denota il ricoprimento aperto {U, V'}.

Per i Teoremi 1.7.8 e 1.8.7 si hanno dunque un isomorfismo H,(U U V) = H,(S.(U)), indotto
dall’inclusione S, (U) C S, (U U V), ed una successione esatta lunga

H, (S, (UNV)) 25 1, (S,(U)) @ Ha(S. (V)

Mettendo assieme i pezzi abbiamo quindi dimostrato il seguente teorema.

B H(SuU) B Hoa(S.(UNV) -+

TEOREMA 1.9.1 (Successione esatta di Mayer—Vietoris). Per ogni coppia di aperti U,V in uno spazio
topologico X si ha una successione esatta lunga

ho—k.
% H

H,(UNV) 2 7o) @ Hy (V) ZUUV) S H, (UNV) 2
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OSSERVAZIONE 1.9.2. L’ipotesi che i sottoinsiemi U, V siano aperti ¢ sostanzialmente di comodo ed &
piu che sufficiente per i nostri scopi. Per la validita della successione di Mayer—Vietoris basta infatti che
ogni componente connessa per archi ¥ C X sia uguale all'unione delle parti interne di UNY e VNY
nella topologia di Y (esercizio: perché?).

Vediamo subito all’opera la successione esatta di Mayer—Voetoris nel calcolo dell’omologia delle sfere
§" = {a € R | ]| = 1}.

Ricordiamo che il complementare di ogni punto p € S™ ¢ omeomorfo a R™ mediante proiezione
stereografica. Fissato un sistema di coordinate ortogonali z, ..., z, su R"™! tale che p = (1,0,...,0), le
due proiezioni stereografiche

1
fi:8"—={p} =R f(mo,...,xn)zl (1, 0y 2p)
— 0
g: :S"—{-p} =R, g(xo,...,zn) = 1 (T1,...,2p)
1+I0
sono omeomorfismi con inversi
2
_ Y —1 2y 2y,
f 1(y1a"'ayn):<1z: PR R R 2),
+Ziyi 1+Eiyi 1"’22‘92‘
. (1= 2p 2yn,
g (y17"‘7yn)_ 1 PANT 207 2 |-
+Ziyi +Ziyi +Ziyi

Se chiamiamo i due punti p, —p Polo Nord e Polo Sud, allora ‘I’equatore’
E={re 8" |x=0}=8""!

¢ un retratto per deformazione di S™ — {p, —p}. Infatti, tramite ’omeomorfismo f aperto S™ — {p, —p}
diventa R™ — {0}, mentre f(E)= S""1.

In conclusione, considerando gli aperti U = 8™ — {p} e V= 5" — {—p} siha UUV = S" (e quindi
si puo applicare Mayer—Vietoris), U,V sono contraibili e l'inclusione £ C U NV & un isomorfismo in
omologia. Usando queste informazioni ed induzione su n e facile arrivare al seguente risultato

TEOREMA 1.9.3. Per ognin > 0 si ha H;(S™) =Z peri=0,n e H;(S™) =0 per ogni i # 0,n.

DIMOSTRAZIONE. Con i due aperti U,V appena descritti, dato che H;(U) = H;(V) = 0 per ogni
i>0e H;(UNV)=H;(S" 1), la successione esatta di Mayer—Vietoris si spezza nelle successioni esatte
0 — Hy(S") = Ho(UNV) 2% Hy(U) @ Ho(V),
0—>H,L(Sn) —>Hi,1(UﬂV) :Hifl(sn_l) — 0, 1> 1.

Dalla seconda segue H;(S™) = H;_1(S™ ') per i > 1 e quindi, per induzione su n basta calcolare i
gruppi H;(S™). Per ogni componente connessa per archi Y di U NV, le due inclusioni i: Y — U e
j: Y — V inducono isomorfismi i,: Ho(Y) — Ho(U) e ju: Ho(Y) — Ho(V). Ne segue che l'applicazione
(15, Jx): Ho(Y) = Ho(U)®Ho(V) ¢ iniettiva e 'immagine ¢ formata dalle coppie (a, b) tali che n(a) = n(b).
In particolare, dato che per n > 1 lintersezione U NV & connessa per archi (ha il tipo di omotopia di
S™~1) ne segue che H(S™) = 0. Invece, per n = 1, I'insieme U NV ha esattamente due conponenti
connesse per archi

Y1 = {(zo, 1) € 8" | 21 > 0}, Yy = {(z0, 1) € S' | 21 < 0}.
Fissati due punti ¢; € Y7 e ¢co € Ya, si ha Ho(Y1) = Zle1], Ho(Ya) = Z|ca], [c1] = [c2] € Ho(U) e
[e1] = [e2] € Ho(V).
Dunque, nella base [¢1], [c2] Pomomorfismo (ix, j.): Ho(Y1) ® Ho(Y2) = Ho(U) @ Ho(V) diventa
72 — 72, (a,b) — (a+b,a+D),

il cui nucleo {(n, —n) | n € Z} ¢ isomorfo a Z. O

COROLLARIO 1.9.4 (Invarianza della dimensione). Siano A CR™ ¢ B C R™ due aperti omeomorfi e
non vuoti, allora n = m.

DIMOSTRAZIONE. Il risultato & ovvio se min(n,m) = 0, possiamo quindo considerare solo il caso
n,m > 0. Sia f: A — B un omeomorfismo e supponiamo per assurdo n > m (se n < m basta scambiare
A con B) e quindi n > 1; non ¢ restritrivo supporre 0 € A e f(0) =0 € B. Per ogni r > 0 denotiamo

U-={zeR"|0<|z| <r}, Vi={z e R™|0<|z| <r};
allora per ogni r aperto U, ha il tipo di omotopia di S®~! (risp. S™~! e per ogni r < R l'inclusione

U, C Ugr & un isomorfismo in omologia. Infatti, se 0 < s < r la sfera {z | ||z| = s & un retratto per
deformazione sia di U, che di Ugr. Similmente ogni V; ha il tipo di omotopia di S™~!. Sia R > 0 tale
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che Ug C A, dato che f & aperta e continua esisteono ¢,r > 0 tali che f(U,) C V; C f(Ug). Ma allora
I’applicazione continua

f !
U, =V, — Ugr
¢ esattamente 'inclusione e quindi induce un isomorfismo
Z ~ Hn—l(Ur) — Hn—l(UR) ~ Z,
in contraddizione con il fatto che H,_1(V;) = 0. O

EseMPIO 1.9.5 (Spazi localmente euclidei). Uno spazio topologico X si dice localmente euclideo
se ogni punto di X possiede un intorno aperto omeomorfo ad un aperto di R™, per qualche n > 0. Piu
precisamente, X e localmente euclideo se per ogni p € X esistono: un aperto U C X tale che p € U, un
aperto V C R™ ed un omeomorfismo ¢: U — V.

In uno spazio localmente euclideo ogni sottospazio aperto e ancora localmente euclideo ed ogni punto
possiede un sistema fondamentale di intorni aperti contraibili; ad esempio, nelle notazioni precedenti basta
considerare gli intorni di p dati da ¢~!(B(¢(p),r)) per ogni 7 > 0 tale che B(¢(p),) C V. In particolare,
le componenti connesse sono aperte e coincidono con le componenti connesse per archi.

Siano X localmente euclideo e p € X; se Uy, Uy sono intorni aperti di p omeomorfi rispettivamente ad
un aperto di R™ ed un aperto di R™, allora U; NUs ¢ omeomorfo sia ad un aperto di R™ che ad un aperto
di R™ e, per il teorema di invarianza della dimensione, questo & possibile solo se n = m. La seguente
definizione ¢ quindi ben posta.

DEFINIZIONE 1.9.6. Sia X uno spazio localmente euclideo. La dimensione di X in un punto p € X,
denotata dim, X, € uguale all'unico intero n tale che p possiede un intorno aperto omeomorfo ad un
aperto di R™. Si definisce poi la dimensione di X come I'estremo superiore delle dimensioni nei suoi punti:

dim X = sup dim, X € NU {oo}.
peEX

La funzione X — N, p — dim, X, ¢ localmente costante, ossia continua rispetto alla topologia
discreta su N, e quindi costante su ogni componente connessa di X. Uno spazio localmente euclideo si
dice di dimensione pura n se ha dimensione n in ogni suo punto.

Il teorema di invarianza della dimensione puo essere visto come corollario del prossimo teorema, per
la cui dimostrazione (molto piti lunga e complicata) rimandiamo a [62].

TEOREMA 1.9.7 (invarianza dei domini). Sia A C R™ un sottoinsieme. Se A é omeomorfo ad un
aperto di R™, allora A é aperto.

Il teorema di invarianza dei domini equivale a dire che per uno spazio topologico X, le possibili
immersioni topologiche X — R"™ o sono tutte aperte, oppure nessuna e aperta.
Rimandiamo ai testi [10, 18, 62] per altre applicazioni della successione esatta di Mayer—Vietoris.

Esercizi.

EsERcIZIO 1.16. Dimostrare che H;(Py) =2 Z e che il morfismo H;(S') — H;(P}) indotto dalla
proiezione naturale S — P% & uguale alla moltiplicazione per 42, con il segno + dipendente dalla scelta
delle basi, vedi Esercizio 1.10.

EseRrcizZIO 1.17. Siano xg, x1, T2 coordinate omogenee su Pﬂ% e si considerino i tre sottospazi

A ={[zo,x1,m5] €PR | 20 # 0}, B ={[zo, 1, 22] € P} | (21, 32) # (0,0)},
C = {[xo,x1,22) €EP} | 22 =27 + 23} C ANB.
Dimostrare che:

(1) A & un aperto contraibile;

(2) Tinclusione C < AN B e la proiezione m: B — Pg, m([xo, z1,x2]) = [z1, 2], sono equivalenze
omotopiche;

(3) linclusione A N B C B induce in omologia un omomorfismo H;(A N B) — H;(B) con nucleo
banale e conucleo di ordine 2.

Usare i tre punti precedenti e la successione esatta di Mayer—Vietoris per calcolare tutti i gruppi di
omologia di PZ.

EsERrcizIo 1.18. Mostrare che il teorema di invarianza dei domini non vale in [0, 1), ossia che esistono
due sottospazi A, B C [0, 1) tra loro omeomorfi, con A aperto in [0, 1) e B non aperto in [0, 1) (chiaramente
lomemorfismo tra A e B non si potra estendere ad un omeomorfismo di [0, 1) in sé).



CAPITOLO 2

Omologia e coomologia delle varieta compatte

Questo capitolo ha un duplice obiettivo: introdurre la coomologia singolare e dimostrare che le varieta
compatte hanno tutti i gruppi di omologia e coomologia finitamente generati.

2.1. Gruppi abeliani finitamente generati

Un gruppo abeliano M si dice finitamente generato se & generato da un numero finito di elementi.
E utile osservare che M & finitamente generato se e solo se esiste un omomorfismo surgettivo Z" —
M per qualche n € N. Infatti, se f: Z" — M & surgettivo ed e;y,...,e, € la base canonica di Z",
allora f(e1),..., f(en) generano M; viceversa, se mq, ..., my, € M sono generatori, allora 'omomorfismo
f:Z™ — M tale che f(e;) = m; risulta surgettivo.

LemMmA 2.1.1.
(1) Sottogruppi e quozienti di gruppi abeliani finitamente generati sono finitamente generats.

(2) Se M Iy N % P ¢ una succcesione esatta di gruppi abeliani, con M, P finitamente generati,
allora anche N ¢ finitamente generato.

DIMOSTRAZIONE. 1) Siano p: Z"™ — M un omomorfismo surgettivo e N C M un sottogruppo. La
composizione di p con la proiezione al quoziente M/N & surgettiva e quindi anche M/N & finitamente
generato. Il sottgruppo p~*(N) C Z" & isomorfo a Z™ per qualche m < n ed il morfismo p: p~}(N) — N
e surgettivo.

2) A meno di sostituire P con il suo sottogruppo g(IN), che & ancora finitamente generato, non &
restrittivo supporre g surgettiva. Siano p: Z" — M e q: Z™ — P omomorfismi surgettivi. Scegliamo un
omomorfismo h: Z"™ — N tale che gh = g, allora 'omomorfismo

Z"®Z™ — N, (z,y) = fp(z) + h(y),

e surgettivo. 0
Dall’unione del Lemma 2.1.1 con la successione esatta di Mayer—Vietoris segue il seguente risultato.

TEOREMA 2.1.2. Sia X = Uy U---UU, un ricoprimento aperto finito di uno spazio topologico. Si
assuma che per ogni 1 < i3 < -+ < 4 < n i gruppi di omologia di Uy, N ---NU;, siano finitamente
generati. Allora anche i gruppi di omologia di X sono finitamente generati.

DIMOSTRAZIONE. Induzione su n, con il caso n = 1 vero per ipotesi. Supponiamo n > 1 e poniamo
Y = Uy U---UU,_1. Per l'ipotesi induttiva, sia i gruppi di omologia di Y che quelli di Y NU,, =
(U1 NU,)U---U (Up—1 NU,) sono finitamente generati.

Sia p > 0 fissato, per Mayer—Vietoris esiste una successione esatta

H,(Y)® Hy(U,) & Hy(X) L Hy 1 (Y NU,).

Per l'ipotesi induttiva i due gruppi ai lati sono finitamente generati e la conclusione segue dal Lemma 2.1.1.
O

COROLLARIO 2.1.3. Sia X C R"™ compatto e retratto di un aperto V-C R™. Allora i gruppi di omologia
di X sono finitamente generati.

DIMOSTRAZIONE. Sia r: V — X una retrazione, ossia r(x) = x per ogni € X. Per la compattezza
di X esiste un numero finito di aperti convessi By,..., B, C V tali che X C B; U---U B,; chiaramente
ogni intersezione B;, N---N B;, & ancora un aperto convesso, possibilmente vuoto. Se B = By U---U B,
per il Teorema 2.1.2 i gruppi di omologia di B sono finitamente generati, e dato che r: B — X & ancora
una retrazione, tutti i morfismi r,.: H,(B) — H,(X) sono surgettivi. O

DEFINIZIONE 2.1.4. Una varieta topologica ¢ uno spazio localmente euclideo di Hausdorff in cui
ogni componente connessa ¢ unione numerabile di compatti.

TEOREMA 2.1.5. I gruppi di omologia di una varieta topologica compatta sono finitamente generati.

33
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Il Teorema 2.1.5 segue immediatamente dal Corollario 2.1.3 e dal seguente fatto non banale, per la
cui dimostrazione rimandiamo all’Appendice II di [62].

TEOREMA 2.1.6. Ogni varieta topologica compatta é omeomorfa ad un sottospazio di R, per qualche
N > 0. Se un sottospazio X C RN ¢ compatto e localmente euclideo, allora X ¢ retratto di un aperto che
lo contiene.

Con un diverso ragionamento, nella prossima sezione daremo una dimostrazione completa del Teore-
ma 2.1.5 aggiungendo un’ipotesi che in pratica, ossia nei casi che ci interessano, risulta sempre verificata.

Esercizi.

EsERcCIZIO 2.1. Siano G il gruppo delle successioni a: N — Z e I C G il sottogruppo e delle successioni
definitivamente nulle. Dimostrare che I non ¢ finitamente generato.

EsERrciziO 2.2. Un gruppo abeliano G si dice senza torsione se non possiede elementi non nulli di
ordine finito; equivalentemente, G ¢ senza torsione se per ogni n > 0 I’omomorfismo

n: G— G, T — nx,
€ iniettivo.
Dimostrare che un gruppo abeliano finitamente generato & libero se e solo se & senza torsione. (Sug-
gerimento: sia {ai,...,a,} C G un insieme finito di generatori e sia I C {ay,...,a,} un sottoinsieme
massimale di elementi linearmente indipendenti su Z. Se H C G ¢ il sottogruppo generato da I, pro-

vare che H ¢ libero e che esiste n > 0 tale che na; € H per ogni ¢. Per concludere, mostrare che la
moltiplicazione per n definisce un isomorfismo tra G' ed un sottogruppo di H.)

Esercizio 2.3. Sia X C R” il complementare di una unione finita di sottospazi affini. Dimostrare
che i gruppi di omologia di X sono tutti finitamente generati.

2.2. Ricoprimenti semplici

Iniziamo con una precisazione sul concetto di ricoprimento; dato uno spazio topologico X, con insieme

delle parti P(X) si definisce:

e Un ricoprimento proprio come una sottofamiglia F C P(X) la cui unione & tutto X, ossia

X =Uyer A
e Un ricoprimento indicizzato come un elemento (4;);er € [[;c; P(X) tale che X = J,; 4.

In un ricoprimento indicizzato (A;);cr non si richiede che Iapplicazione i — A; sia iniettiva e per-
tanto lo stesso sottoinsieme di X puo comparire con molteplicita qualunque nel ricoprimento. Ogni rico-
primento proprio F C P(X) ¢ tautologicamente indicizzato da se stesso, ossia corrisponde all’elemento
di [T4c»P(X) che nella coordinata A € F vale A. Viceversa, ad ogni ricoprimento indicizzato (A;)icr €
associato in maniera naturale il ricoprimento proprio {4; | i € I} C P(X).

Per la stragrande maggioranza delle questioni che si incontrano in topologia generale, ad esempio per
tutto cio che riguarda la compattezza, la teoria € indipendente dalla definizione di ricoprimento adottata.
Invece, in (co)omologia la differenza tra le due nozioni si inizia e sentire.

Da ora in poi, salvo avviso contrario, intenderemo i ricoprimenti di uno spazio topologico X sempre
in senso indicizzato. Dunque, per noi, un ricoprimento (4;);ec; dello spazio X ¢ il dato di un insieme I,

che chiameremo insieme degli indici, e di un’applicazione I > i+ A; C X tale che | J,.; A; = X.

Sia X uno spazio topologico localmente euclideo. Un atlante su X & una collezione di terne (U;, A;, ¢i)icr,

indicizzata da un insieme I, dove:
(1) (U;)ier € un ricoprimento aperto di X;
(2) ogni A; & un aperto non vuoto di R™, per qualche n > 0;
(3) ogni ¢;: U; — A; & un omeomorfismo.

Gli aperti U; sono detti carte locali dell’atlante. Segue immediatamente dalle definizioni che ogni
spazio localmente euclideo possiede atlanti.

Ad ogni atlante (U;, A;, ¢i)ier si associa una collezione di applicazioni (g;;)i jer definita nel modo
seguente: per ogni coppia di indici (4, 5) € I x I denotiamo U;; = U; NU; e A;; = ¢;(U;;) C A;. Dato che
Ui; ¢ aperto in U; e ¢; € un omeomorfismo, si ha che A;; ¢ aperto in A4; ed ¢ quindi un aperto di R™ per
qualche n. Attenzione che, mentre U;; = Uj;, in generale A;; # Aj;.

Definiamo

pijr Aij = Aji, 0ij(x) = @;(p; (x)),
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di modo che si abbiano i seguenti diagrammi commutativi

/\

A;j S - B Aj;
nei quali ogni applicazione ¢ un omeomorfismo; si noti che A; = A;, v =1Ida, e g5 = <pj_i1 per ogni 1, j.

DEFINIZIONE 2.2.1. Un atlante (U;, 4;, p;)ier si dice di classe C* se tutte le applicazioni p;j SONo
di classe C*, o equivalentemente, se ogni i; € un diffeomorfismo di classe C*.

RIPASSO 2.2.2. Dati due aperti U C R® e V C R™, un’applicazione f: U — V si dice di classe C*,
con k > 0, se ogni sua componente f;: U — R, dove i = 1,...,m, & una funzione di classe C*, e cioe con
tutte le derivate parziali fino all’ordine k definite e continue. Ricordiamo anche che una funzione si dice
di classe C* se ¢ di classe C* per ogni k > 0; in tal caso tutte le sue derivate parziali, di ogni ordine,
esistono e sono funzioni di classe C'°.

Diremo che f: U — V & un diffeomorfismo di classe C* se ¢ invertibile e se la sua inversa
f~':V — U & ancora di classe C*.

In questa sezione dimostreremo, seguendo [61], che se una varieta topologica compatta X possiede
un atlante di classe C?, allora possiede anche un ricoprimento aperto finito X = U; U --- U U,, tale che
lintersezione U;, N---NU;, & omeomorfa ad un convesso (possibilmente vuoto) per ogni sottosuccessione
1< <+ <ip < n; segue quindi dal Teorema 2.1.2 che ogni gruppo H;(X) e finitamente generato.

Nei seguenti risultati denoteremo con || - || la norma euclidea in R™ e con B(p,r) le corrispondenti
palle aperte, ossia

el = /a2t +---+2%,  Blp,r)={zeR"||lz—pll <r}
Nelle seguenti considerazioni avremo bisogno dell’'uguaglianza
(2.1) lz+ yll* + llz = ylI> = 20z ]1* + lly*)
e sarad pertanto necessario utilizzare la norma euclidea.

LEMMA 2.2.3. Siano U C R™ un aperto, D C U un compatto e v > 0 tali che x + h € U per ogni
x €D edogni h € A(r) := {z € R" | ||z|| < r}. Allora per ogni funzione f: U — R di classe C? esistono
due costanti K1, Ko > 0 tali che

[f(e+h) = f(2)] < Kqllhll, | f(z+h) - Z hi| < Ks|[hl?,

per ogni x € D, ed ogni h = (hy,...,hy,) € A(r).

Nel corso della dimostrazione, il lettore riconoscera senza alcun dubbio che alcune ipotesi sono deci-
samente ridondanti e sono assunte al solo fine di economizzare e compattare la nostra trattazione, cosi
come la stima molto grezza delle costanti K;, Ks.

DIMOSTRAZIONE. Sia x € D fissato, per la formula di Taylor, vedi ad esempio [2], per ogni h € A(r)
esiste ¢ € [0, 1] tale che

flx+h)= zn: 1 Qi (z + th)h;h,;
~ 2 = 0z, 0z v
Siccome th € A(r), se ¢;; € il massimo della funzione continua
1| o°f
5 DX A SR ay(e) = 3 | 5ol ).
€ ¢ = maxX; ; ¢;; si ha
af
ot )= 1(0) = 32 ] < e 2l

Per dimostrare 'esistenza della costante Ko basta osservare che 2|h1| |hj| < hi+h?equindi ), j lRillhs] <
n||h]|?. Se denotiamo con A il massimo su D della norma del gradiente di f, per Cauchy—Schwarz si ha

n

Z

=1
da cui |f(z+ h) — f(x)] < A||h]| + K2|\h||2 e basta prendere K1 = A+ rKo. O

< Al|h],
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TEOREMA 2.2.4. Siano f: U — V un diffeomorfismo di classe C? tra aperti di R™ e p € U. Allora
esiste € > 0 tale che B(p,e) CU e f(B(p,s)) ¢ un aperto convesso per ogni 0 < s < e.

DIMOSTRAZIONE. A meno di traslazioni, possiamo p = 0 e f(p) = 0. Sia § > 0 tale che B(0,35) C V

per il Lemma 2.2.3 applicato a f~%, con D = B(0,6) e r = 24, esistono un’applicazione S: B(0 5)
B(0,25) — R™ ed una costante L > 0 tale che

etk =) + 8= k), ISz k)| < LIk

per ogni z € B(0,0), k € B(0,26). Sia r > 0 tale che B(0,2r) C U e f(B(0,7)) C B(0,d). Di nuovo per il
Lemma 2.2.3 esiste un’applicazione R: B(0,7) x B(0,7) — R™ ed una costante K > 0 tale che

flx+h)= +Zax hi+ R(z,h),  ||R(xz,h)| < K|h|

per ogni x,h € B(0,r). Definiamo

. 1
e—mln(r,m)>0

e proviamo che tesi del teorema & verificata.

Fissiamo un 0 < s < ¢, ¢ allora ovvio che B(0,s) C U; grazie al Lemma 1.2.2, per dimostrare la
convessita dell’aperto f(B(0,s)) basta provare che (a + b)/2 € f(B(0,s)) per ogni a,b € f(B(0,s));
siccome V' contiene I'inviluppo convesso di f(B(0,s)) e f: U — V & bigettiva, ci basta dimostrare che

(2.2) ft (f(“);f(v)) € B(0,s)

per ogni u,v € B(0, s). Siano dunque u,v € B(0,s), ponendo x = (u+v)/2 e h = (u —v)/2 si ha
x,h € B(0,s), u=xz+h, v=x-—h,
e quindi
HOLI0) St IE =) ey
dove R(z,h) = (R(z,h) + R(xz,—h))/2 e pertanto |R(z,h)|| < K||h|2. Inoltre, siccome f(u), f(v), f(z)
hanno norma < ¢ si ha |R(z, h)|| < 26. Dunque

FHU @) + f(0))/2) = f7H(f(@) + R(x, b)) = @+ S(f (2), Rz, h))

con R R
Izl <5, 1S(f(2), B(z, )l < LI R(z, h)|| < KL|A||*.

Ponendo t = S(f(z), R(z, h)) si ha
1A= (@) + F)/2)I17 = o+ tl* < (]l + 162 < [l2]1* + 2s]1¢]] + [[£]*.
Tenendo presente che, per (2.1), si ha la disuguaglianza

2 2
HxHQ + ||h||2 — HU’” ;”UH S 52)

per verificare (2.2) ci basta mostrare che 2s||t|| + ||t]|* < ||k||?, e questo segue da
2s)ltl| + [1¢]* < 2sKL{|A|* + K2L2||h[|* < |[2]*(2/3 + K*L?s%) < [|A]*(2/3 + 1/9) < [|1]]*.
|

Si noti che nella dimostrazione del Teorema 2.2.4 & fondamentale che le palle B(0, s) siano prese nella
distanza euclidea e non in altre.

LEMMA 2.2.5. Sia X = Uy U---UU, un ricoprimento aperto finito di uno spazio topologico compatto
di Hausdorff. Esistono allora aperti Wy, ..., W, C X tali che:
(1) W; C U; per ogni i,
(2) X =W, U---UW,

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo per induzione su k& = 1,...,n la seguente affermazione: esistono
aperti Wi,..., Wy tali che W; CU; perognii=1,....ke X =W, U---UW, UUpy1 U---UU,.

Per k = 0 non c’¢ nulla da dimostrare. Se X = Wy U--- U W, UUgy1 U---UU, consideriamo i due
sottospazi chiusi e disgiunti A =X — (Wh U - UW, UUgqoU---UU,), B=X — Ugq1. Dato che A, B
sono compatti ed il prodotto A x B non interseca la diagonale A C X x X, per il teorema di Wallace
[45] esistono due aperti Wy41,V C X tali che A C Wyi11, BCV e Wi Xx VN A = 0, ossia tali che
Wiyt NV =0. Quindi con W11 CX -V C X — B =Ugy1. O

Il Lemma 2.2.5 & un caso particolare del teorema di restringimento, che tratteremo piu avanti nel
contesto piu generale degli spazi paracompatti di Hausdorff.
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TEOREMA 2.2.6. Sia X wuna varieta topologica compatta di dimensione n che possiede un atlante di
classe C2. Esiste allora un ricoprimento aperto finito V di X tale che ogni intersezione di elementi di V
e vuota oppure omeomorfa ad un aperto convesso di R™.

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi X possiede un atlante finito (U;, A;,¢;)i=1,..n di classe C? (basta
prendere un qualsiasi atlante di classe C? e restringersi ad un sottoinsieme finito di carte locali che
ricoprono il compatto X). Per il lemma di restringimento esiste un ricoprimento aperto X = U, W, tale
che per ogni indice ¢ si ha W; C U;.

Adesso, per ogni z € X scegliamo un suo intorno aperto x € V;; C X. Dato che gli aperti U;, W; ed i
chiusi W; sono in numero finito, restringendo V, quanto basta, possiamo supporre:

(1) se x € U; allora V,, C U,
(2) se x € W; allora V,, C W;
(3) se x & W, allora V, N W, = 0.

Adesso, per ogni x € X scegliamo un indice i(z) € I tale che x € Wj(,). Per il Teorema 2.2.6, a meno
di restringere ulteriormente ciascun V,, possiamo inoltre supporre che

(1) ©i(z)(Vz) € una palla aperta in A; C R"™,
(2) se & € Wj, e quindi V,, € U; N Uj(yy, allora (V) = ¢4 (9i(2)(Vz)) & un aperto convesso di A;.

Siano y, x1, ..., &y, € X tali che V, NV, N---NV,,  # 0. Siccome V, C Wiy siha Vo, 0 Wi, # 0e
quindi z; € Wj(,y per ogni j = 1,...,m. Dunque ogni ©;,)(V,,;) ¢ un aperto convesso e di conseguenza
iy (Vy NV, N---N V) & intersezione di aperti convessi di R™.

Tm

Per concludere basta scegliere come V un qualunque sottoricoprimento finito del ricoprimento aperto
(Vz)z€X~

O

COROLLARIO 2.2.7. Sia X wuna varieta topologica compatta che ammette un atlante di classe C?.
Allora i gruppi di omologia singolare di X sono finitamente generati.

DiMOSTRAZIONE. Basta prendere un ricoprimento V come nel Teorema 2.2.6 ed applicare il Teore-
ma 2.1.2. 0

Per spiegare il titolo di questa sezione, riportiamo due definizioni che si trovano spesso il letteratura.

DEFINIZIONE 2.2.8. Un ricoprimento aperto di uno spazio topologico si dice omotopicamente
semplice se ogni intersezione finita di aperti del ricoprimento & vuota oppure contraibile.

Ricordiamo che contraibile significa avere lo stesso tipo di omotopia del punto.

DEFINIZIONE 2.2.9. Un ricoprimento aperto di uno spazio topologico si dice omologicamente sem-
plice se ogni intersezione finita di aperti del ricoprimento € vuota oppure ha gli stessi gruppi di omologia
del punto.

Esercizi.

ESERCIZIO 2.4. Siano X uno spazio topologico di Hausdorff, U C X un aperto e f: R” — U un
omeomorfismo. Provare che per ogni r > 0 si ha

fB(O,7) = f{z e R [ [la]| <r}) = f({z e R | ||z]| <7}),

dove 'overline indica la chiusura in X. Dire inoltre se tale fatto continua ad essere vero senza l'ipotesi di
Hausdorff.

ESERCIZIO 2.5. Sia 1 < a < 2 e si consideri il diffeomorfismo di classe C*
FRZSRY f(a,y) = (2,9 + |2]).
Provare che per ogni s > 0 I'aperto f(B(0, s)) non & convesso.

ESERCIZIO 2.6. Sia X uno spazio di Hausdorff che possiede un atlante di classe C2. Si assuma inoltre
che esista un’applicazione propria f: X — R™ per qualche n > 0 (propria vuol dire che la controimmagine
di un compatto & compatta). Dimostrare che X possiede ricoprimenti semplici. L’esempio X = Z mostra
pero che 'omologia puo non essere finitamente generata.
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2.3. Il funtore Hom

Dati due gruppi abeliani G, M, l'insieme Hom(G, M) degli omomorfismi da G in M & ancora un
gruppo abeliano, con l'operazione di somma definita nel modo naturale (f + g)(z) = f(z) + g(z). Se K
¢ un campo, allora il gruppo abeliano Hom(G, K) possiede una naturale struttura di spazio vettoriale su
K, con il prodotto per scalare definito dalla formula (af)(z) = af(z) per a € K ed f € Hom(G,K).

La struttura di gruppo su Hom(G, M) & preservata dalle composizioni con omomorfismi; pitt pre-
cisamente, per ogni omomorfismo f: G — H di gruppi abeliani, e per ogni gruppo abeliano M le due
applicazioni

Hom(M, G) — Hom(M, H), a— foa,
Hom(H, M) — Hom(G, M), B fY(B):=pBof,
sono ancora omomorfismi di gruppi.

In analogia con I’algebra lineare, chiameremo fV il trasposto di f. La trasposizione si comporta con le
composizioni nel modo che uno si aspetta, e cioe (fg)¥ = gV fV; vediamo adesso alcuni risultati su come
si comporta con le successioni esatte.

LEMMA 2.3.1. Sia M un gruppo abeliano. Allora per ogni successione esatta di gruppi abeliani A EN
B % C =0, la successione

0 — Hom(C, M) ~— Hom(B, M) ~— Hom(A, M)
¢ ancora esatta.

DIMOSTRAZIONE. Per considerazioni puramente insiemistiche, g surgettivo implica gV iniettivo. Inol-
tre f¥g¥ = (9f)¥ = 0. Rimane da dimostrare che ker f¥ C I'm(g"). Sia a: B — M tale che f¥(a) = 0;
allora f si annulla sul nucleo di « e quindi si fattorizza come o = @p, dove p: B — B/ f(A) ¢ la proiezione
al quoziente e @: B/f(A) — M. D’altra parte g si fattorizza come g = gp per un opportuno isomorfismo
g: B/f(A) — C e basta osservare che o = g¥(ag 1). O

A differenza di quanto accade con gli spazi vettoriali e le applicazioni lineari, se g & iniettivo non &

detto che gV sia surgettivo. Piil in generale, se 0 — A LB%ocoe esatta, in generale la successione
\ Vv
0 — Hom(C, M) ~— Hom(B, M) ~— Hom(A, M) — 0

non e esatta. Ad esempio, se partiamo dalla successione esatta 0 — Z ENY/EN Z/2Z — 0, dove f(z) = 2,
I’'omomorfismo fY: Hom(Z,Z) — Hom(Z,Z) non & surgettivo (esercizio: perché?).

LEMMA 2.3.2. Per una successione esatta corta di gruppi abeliani 0 — A ENy; JENTo N 0, le sequenti
condiziont sono equivalenti:
(1) esiste un omomorfismo p: B — A tale che pf =1da;
(2) esiste un omomorfismo s: C'— B tale che gs = Id¢;
(3) esiste un isomorfismo ¢: A® C — B tale che ¢(a,0) = f(a) e gd(a,c) = ¢ per ogni a € A e
ceC;
(4) per ogni gruppo abeliano M, la successione

0 — Hom(C, M) ~— Hom(B, M) ~— Hom(A, M) — 0
e esatta.
DIMOSTRAZIONE. (1)=-(2). Dato ¢ € C definiamo s(c) = b — fp(b), dove b € B & un qualunque

elemento tale che ¢g(b) = c. Bisogna verificare che s & ben definito: se ¢ = g(b) = ¢g(’) allora esiste a € A
tale che f(a) =b— V. Ma allora

(b— fp(b)) = (' = fp(t)) = f(a) — fpf(a) = f(a) = f(a) = 0.
Siccome gf = 0 si ha gs(c) = ¢ per ogni ¢ € C.
(2)=(3). Definiamo ¢(a,c) = f(a)+ s(c); & allora immediato osservare che ¢(a,0) = f(a) e gp(a,c) =
g(f(a)) + g(s(c)) = 04 ¢ = c. Per mostrare che 'omomorfismo ¢ & bigettivo usiamo il lemma dei 5
(Teorema 1.8.5) applicato al diagramma commutativo con righe esatte

0 A a—(a,0) A o C (a,c)—c C 0
i’(b
f g
0 A B C 0

(3)=(4). Per il Lemma 2.3.1 basta dimostrare che f ¢ surgettiva. Dato un omomorfismo a: A — M
basta estenderlo ad un omomorfismo o’: A® C — M, ad esempio o/(a,c) = a(a), prendere 3 = o’ o ¢!
e osservare che per ogni a € A vale 8(f(a)) = (¢(a,0)) = a/(a,0) = afa).
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(4)=(1). Prediamo M = A e p € Hom(B, A) tale che f¥(p) = Id4.
O

DEFINIZIONE 2.3.3. Una successione esatta di gruppi abeliani che soddisfa le quattro condizioni
equivalenti del Lemma 2.3.2 si dice contraibile, o che spacca, o split.

EsemPIO 2.3.4. Ogni successione esatta corta 0 — A i> B4 C = 0incui Céun gruppo libero &
split. Per verificare la condizione (2) del Lemma 2.3.2 prendiamo una base (¢;);er di C, scegliamo b; € B
tale che g(b;) = ¢; per ogni i e definiamo s: C' — B ponendo s(¢;) = b;.

COROLLARIO 2.3.5. Per ogni successione esatta corta 0 — A = B LN C — 0 di gruppi abeliani liberi
ed ogni gruppo abeliano M, la successione

0 = Hom(C, M) 2= Hom(B, M) s Hom(A, M) — 0
¢ esatta.

DIMOSTRAZIONE. Dato che C & libero, la successione ¢ split e si applica il Lemma 2.3.2 ]

DEFINIZIONE 2.3.6. Un gruppo abeliano G si dice:

(1) divisibile se per ogni 2 € G ed ogni intero positivo n esiste y € G tale che ny = x;
(2) ridotto se non possiede sottogruppi divisibili non banali;

Ad esempio, ogni spazio vettoriale su Q € un gruppo abeliano divisibile, cosi come i gruppi quoziente
Q/Z = {radici complesse dell'unita}, R/Z = S! e C/Z = C*. Segue dalla definizioni che un gruppo divi-
sibile non possiede elementi primitivi. Somme e prodotti diretti di gruppi divisibili sono ancora divisibili;
idem per gruppi ridotti; idem per gruppi senza torsione.

LEMMA 2.3.7. Siano B,G due gruppi abeliani, A C B un sottogruppo e f: A — G un omomorfismo.
Se:
(1) il quoziente B/A ¢é libero, oppure
(2) G ¢ divisibile,
allora f si estende ad un omomorfismo B — G.

DIMOSTRAZIONE. (1) Se B/A libero, per 'Esempio 2.3.4 la successione esatta corta 0 - A — B —
B/A — 0 & split e per il Lemma 2.3.3 ’omomorfismo di restrizione Hom(B, G) — Hom(A, G) & surgettivo.

(2) Supponiamo G divisibile e consideriamo prima il caso particolare in cui esiste un omomorfismo
surgettivo p: Z — B/A. Scegliamo un sollevamento di p ad un omomorfismo ¢: Z — B, allora B =
A+ q(Z). Sia n > 0 il generatore di g~!(A), ossia g(m) € A se e solo se n divide m. Sia y € G tale che
ny = fq(n) e definiamo

g:B—=G,  gla+ f(s)) = f(a) —sy.

Bisogna verificare che g ¢ ben definito, e cio¢ che se a1 + g(s1) = as + q(s2) con ar,a2 € A e s1,89 € Z,
allora f(a1) — s1y = f(a2) — s2y. Siccome g(sg2 — 1) = a1 — az € A esiste r € Z tale che sy — s1 = nr, da
cui segue sy — $1y = nry e a; — ag = rq(n), f(az) — f(a1) = rny.

Passiamo adesso al caso generale. Denotiamo con A la collezione di tutte le coppie (H,h) con A C
H C B sottogruppo e h: H — G che estende f. Tale collezione & non vuota (contiene (A, f)), & ordinata
per estensione e soddisfa le ipotesi del lemma di Zorn. Sia (L,[) € A massimale e dimostriamo che L = B.
Se cosi non fosse, scegliamo x € B— L e consideriamo il sottogruppo M = L+Zzx. Dato che 'omomorfismo
q: Z — M/L tale che q(1) = = & surgettivo, per il caso particolare 'omomorfismo [ si estende ad M, in
contraddizione con la massimalita. (]

OSSERVAZIONE 2.3.8. Lo stesso argomento del lemma di Zorn usato nella dimostrazione del Lem-
ma 2.3.7 si puo applicare in algebra lineare per dimostrare che se U € uno spazio vettoriale su Ke V C U
un sottospazio, allora ogni applicazione lineare V' — K si estende ad una applicazione lineare U — K,
ossia che 'applicazione di restrizione UY — V'V tra i rispettivi spazi duali & surgettiva. Rispetto al caso
dei gruppi la situazione & ancora pitt semplice dato che se © € U — V allora V + Kz = V @ Kz (dettagli
per esercizio).

PROPOSIZIONE 2.3.9. Siano G, M gruppi abeliani finitamente generati e K un campo. Allora:
(1) il gruppo abeliano Hom(G, M) é finitamente generato;
(2) lo spazio vettoriale Hom(G,K) ha dimensione finita su K.

DiMOSTRAZIONE. Per ipotesi esiste un omomorfismo surgettivo di gruppi p: Z" — G e da questo
segue che 'applicazione trasposta

p": Hom(G, M) — Hom(Z", M),  p"(f) = fop,
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¢ un omomorfismo iniettivo di gruppi. D’altra parte ogni omomorfismo f: Z™ — M & univocamente
determinato dai valori che assume f nella base canonica di Z" e quindi si ha un isomorfismo naturale
Hom(Z", M) = ., M.

Dunque, se M é finitamente generato, anche Hom(Z", M) ¢ finitamente generato e, per il Lemma 2.1.1
anche il suo sottogruppo p¥ Hom(G, M) = Hom(G, M) ¢ finitamente generato.

Se M = K & un campo, allora Hom(Z", M) = K" ha dimensione finita e p¥ ¢ un’applicazione K-lineare
iniettiva. O

COROLLARIO 2.3.10. K wun campo di caratteristica 0, G un gruppo abeliano finitamente generato e
ai,...,am € G una successione massimale di elementi linearmente indipendenti su Z. Allora dimg Hom(G,K) =
m. In particolare:

(1) wvalgono le uguaglianze
dimg Hom (G, K) = dimg Hom(G, Q) = dimg Hom(G, R) = dim¢ Hom(G, C);
(2) tutte le successioni massimali di elementi linearmente indipendenti hanno la stessa lunghezza.
DIMOSTRAZIONE. Dato che aq,...,a, € G sono linearmente indipendenti su Z, il sottogruppo H C G
generato da ay, ..., a,, € isomorfo a Z™. Dato che K contiene QQ, come gruppo abeliano K risulta divisibile

e quindi il morfismo di restrizione r: Hom(G,K) — Hom(H,K) = K™ & surgettivo per il Lemma 2.3.7.
Rimane da dimostrare che kerr = 0.

Sia f € kerr, dalla massimalita della successione aq, ..., a,, segue che per ogni a € G esiste una
relazione del tipo nga = Z?:l n;a;, con gli interi n; non tutti nulli. Dato che a4, ..., ay, sono linearmente
indipendenti su Z deve essere ng # 0 e quindi ngf(a) = 0 da cui segue f(a) = 0. |

DEFINIZIONE 2.3.11. Il rango di un gruppo abeliano finitamente generato G € il massimo numero di
elementi di G che sono linearmente indipendenti su Z.

Il teorema di scambio ci garantisce che il rango € ben definito ed € un numero naturale; il Corolla-
rio 2.3.10 ci dice che ogni successione massimale di elementi linearmente indipendenti ha lunghezza uguale
al rango.

Esercizi.

ESERCIZIO 2.7. Dati tre gruppi abeliani A, B, G descrivere concretamente un isomorfismo
Hom(A @ B,G) = Hom(A4, G) @ Hom(B, G)
tale che:
(1) per ogni coppia di omomorfismi f: C — A, g: C — B si abbia (f +g)¥ = f¥ +g";
(2) per ogni coppia di omomorfismi h: A — C, h: B — C si abbia (h + k)Y = hY + kV.
Esgrcizio 2.8 (Additivita del rango). Sia 0 — A — B — C' — 0 una successione esatta corta di

gruppi abeliani finitamente generati. Dimostrare che il rango di B € uguale alla somma dei ranghi di A e

C.

Esgrcizio 2.9 (Teorema di struttura dei gruppi abeliani finitamente generati). Sia G un gruppo
abeliano finitamente generato di rango r e denotiamo con T(G) C G il sottoinsieme degli elementi di
ordine finito. Dimostrare:

(1) T(G) ¢ un sottogruppo finito di G;
(2) il gruppo quoziente G/T(G) & abeliano libero di rango 7;
(3) esiste un isomorfismo (non canonico) G = T(G) ® Z";
(4) il gruppo Hom(G, Z) ha rango r.
(Sugg.: vedere gli Esercizi 2.2, 2.8 e la dimostrazione del Lemma 2.3.7.)

EseRrciziO 2.10. Sia G un gruppo abeliano fissato. Dimostrare che per ogni successione esatta di
gruppi 0 — A ENYSIEN C, la successione
0 — Hom(G, A) °= Hom(G, B) = Hom(G, C)
€ ancora esatta.

EsERrcizIO 2.11. Siano G un gruppo abeliano finitamente generato di rango r e K un campo. Dimo-
strare che dimg Hom(G, K) dipende solo dalla caratteristica di K e dimg Hom(G, K) > r. (Suggerimento:

. . M . .
prendere una successione esatta del tipo 0 — Z™ — Z™ — G — 0 ed interpretare M come una matrice
n x m a coeflicienti interi.)

ESERCIZIO 2.12. Sia G un gruppo divisibile. Dimostrare che ogni successione esatta corta del tipo
0—-G— B — C —0esplit.
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Esercizio 2.13. Un gruppo abeliano G si dice ridotto se non possiede sottogruppi divisibili non
banali. Provare che somme e prodotti diretti di gruppi, rispettivamente, divisibili, ridotti, senza torsione)
sono ancora, rispettivamente, divisibili, ridotti, senza torsione.

ESERCIZIO 2.14. Dimostrare che ogni gruppo abeliano & isomorfo alla somma diretta di un gruppo
ridotto ed un gruppo divisibile.

Esercizio 2.15. Nelle notazioni del Lemma, 2.3.7, si assuma che esista un intero n > 0 tale che nx = 0
per ogni € B/A. Dimostrare che per ogni omomorfismo f: A — Z, il suo multiplo nf si estende ad
un omomorfismo B — Z. (Suggerimento: sia g: B — Q che estende la composizione di f con 'inclusione
usuale Z < Q e provare che I'immagine di ng ¢ contenuta in Z.)

EsERcIzIO 2.16. Nelle notazioni del Lemma 2.3.7, si assuma che il gruppo B/A sia finitamente
generato. Dimostrare che esiste un intero positivo n > 0 tale che, per ogni omomorfismo f: A — Z, il suo
multiplo nf si estende ad un omomorfismo B — Z. (Suggerimento: sia H C B/A il sottogruppo generato
da una successione massimale linearmente indipendente, K C B la sua controimmagine e considerare
separatamente le estensioni di f prima a K e poi a B.)

EsErcIzio 2.17. Sia G un gruppo abeliano. Provare che per ogni 0 # a € G esiste un omomorfismo
f+ G — Q/Z tale che f(a) # 0. Dedurre che G & isomorfo ad un sottogruppo del gruppo divisibile

HaEG Q/Z

2.4. Coomologia singolare

Sia GG un gruppo abeliano fissato. Per ogni spazio topologico X ed ogni p > 0 definiamo il gruppo
delle p-cocatene singolari a coefficienti in G come

SP(X,G) = Hom(S,(X),G).
Dato che S,(X) ¢ per definizione il gruppo libero generato dall’insieme A(X), dei p-simplessi singolari
di X, ogni omomorfismo S,(X) — G & univocamente determinato dai valori che assume su A(X), e
partanto possiamo scrivere
SP(X,G)={f: A(X), — G}.
I1 trasposto del differenziale d: Sp41(X) — Sp(X) determina un omomorfismo
dV: SP(X,G) — SPTHX,G),  dY(f)=fod, f€Hom(S,(X),G).

Siccome d¥ odY = (dod)V = 0, se consegue che

SUX,G): 08X, G) L SY(X, @) L S (X,G) L

€ un complesso di cocatene e quindi ha senso considerare cocicli, cobordi e gruppi di coomologia, denotati
rispettivamente

ZM(X,G) ={f € S"(X,G) | d"(f) = fd =0},
B"(X,G) ={d"(f) = fd| f € S""1(X,G)},
H™(X,G) = Z"(X,G)/B"(X,G).

Da ora in poi, per semplicita notazionale, useremo il simbolo d anche per indicare il differenziale in
S*(X, @), al posto del formalmente pit corretto dY. Va inoltre ricordato che se G = K & un campo, allora
S*(X,K) & un complesso di spazi vettoriali e che i gruppi abeliani S™ (X, Z) sono ridotti e senza torsione,
ma non liberi in generale.

ESEMPIO 2.4.1. Le coomologie del vuoto e del punto si calcolano molto facilmente. Dato che S, () = 0
per ogni n, si ha S™(, G) = 0 ed a maggior ragione H"((}, G) = 0 per ogni n. Invece, dualizzando il com-
plesso delle catene singolari del punto (Esempio 1.3.6) si ottiene il complesso S*(pt, G), con S™(pt,G) = G
per ogni n >0 e d: S™(pt,G) — S"1(pt,G) nullo per n pari e bigettivo per n dispari. Abbiamo quindi
H(pt,G) = G e H"(pt,G) = 0 per ogni n > 0.

Possiamo identificare (esercizio: perché?) S(X, G) con il gruppo delle applicazioni insiemistiche X —
G e si dimostra facilmente (esercizio) che H?(X, G) = Z°(X, Q) & il gruppo delle applicazioni X — G che
sono costanti su ciascuna componente connessa per archi.

Abbiamo detto che ogni risultato algebrico di natura generale sui complessi di catene ha un suo
corrispondente immediato sui complessi di cocatene, ottenuto semplicemente cambiando il segno degli
indici.

Dato un qualunque complesso di gruppi abeliani, in notazione coomologica,

d d d
C*: S or S ottt S
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possiamo definire, per ogni n:
(1) il gruppo degli n-cocicli
ZMC*) ={x € C" | dz =0}
(2) il gruppo degli n-cobordi
B"(C*) ={dz € C" |z € C"'};
(3) 1’ n-esimo gruppo di coomologia
AL(On
ey - 21C).

Un complesso di cocatene si dice aciclico se i suoi gruppi di coomologia sono tutti nulli, ossia se il
complesso € anche una successione esatta.

Le nozioni di morfismo di complessi e omotopia hanno un loro equivalente immediato nella notazione
coomologica. Un morfismo f: C* — D* di complessi di cocatene & una successione di omomorfismi di
gruppi fn: C™ — D™ che commutano con i differenziali, ossia df,, = f,+1d per ogni n.

Una omotopia T: C* — D*[—1] tra due morfismi f,g: C* — D* & una successione di omomorfismi
di gruppi T),: C™ — D"~ ! tali che dT' +Td = f — g.

Ogni morfismo preserva cocicli, cobordi e quindi induce un morfismo in coomologia. Le versioni
coomologiche del Lemma 1.6.3 del Teorema 1.8.7 diventano.

LEMMA 2.4.2. Due morfismi di complessi f,g: C* — D* omotopi inducono gli stessi morfismi in
coomologia f = g: H*(C*) — H*(D*).

TEOREMA 2.4.3 (successione esatta lunga di coomologia). Sia

04" LB %050
una successione esatta corta di complessi di cocatene. Allora & ben definita una successione di omomorfismi
di gruppi
§: H™(C*) — H"1(AY), n €z,

che induce una successione esatta (lunga) di coomologia

2 g A L By S Hr ety S E (A L

Ovviamente per dimostrare i precedenti risultati basta cambiare segno ai gradi e ricondursi al caso
omologico.

Se f: X — Y & un’applicazione continua, il trasposto del morfismo di complessi f.: S,.(X) — S.(Y)
definisce un morfismo di complessi

=18y, G) = S*(X,G).
Concretamente, per ogni simplesso singolare ¢: A? — X ed ogni ae: Sp(Y) — G siha f*(a)(¢) = a(fod).
Per verificare che f* & effettivamente un morfismo, e non un semplice pre-morfismo, di complessi basta
dualizzare le uguaglianze f.d = df, ottenendo d¥ f* = f*d".
Si ha dunque un morfismo tra i gruppi di coomologia f*: H*(Y,G) — H*(X,G); da notare la
controvarianza, ossia (fg)* = ¢g*f*. Da osservare anche che se G = K & un campo, allora l’applicazione
f* & K-lineare.

EsempIO 2.4.4. Sia 7: S™ — Pg la proiezione canonica. Usiamo la teoria dei rivestimenti per
dimostrare che il morfismo indotto in coomologia reale 7*: H*(Pg,R) — H*(S™,R) & iniettivo.

Sia ¢: AP — Pp un qualsiasi simplesso singolare; dato che AP & un convesso, segue dai teoremi di
esistenza ed unicita dei sollevamenti che esistono esattamente due simplessi singolari ¢4, ¢_: AP — S
tali che w(¢+) = ¢, e vale ¢_ = 0 0 ¢, dove o: S™ — S™ denota 'applicazione antipodo.

Da cio segue che, per ogni gruppo abeliano G, l'applicazione 7*: SP(Pg, G) — SP(S™, G) ¢ iniettiva
ed ha come immagine il sottogruppo delle cocatene a: A(S™), — G tali che o = o* . Possiamo adesso
scrivere S*(S™, R) come somma diretta dei due sottocomplessi A = {a|a =c*a} e B={a|a=—-c*a}
e quindi

7 H*(PR,R) = H*(A),  H*(S",R)= H*(A)® H*(B).
E chiaro che lo stesso argomento funziona se al posto di R viene messo un qualsiasi gruppo abeliano G in
cui la moltiplicazione per 2 ¢ invertibile.

PROPOSIZIONE 2.4.5. Siano f,g: X — Y applicazioni omotope. Allora i due morfismi di complessi
g% S*(Y,G) = S*(X,G) sono omotopi e quindi f* = g*: H*(Y,G) - H*(X,G).

DIMOSTRAZIONE. Sappiamo che esiste un’omotopia T': S.(X) — S.(Y)[1] tra f. e g.. Basta allora
considerare gli omomorfismi trasposti K, = T,V _;: S*(YV,G) — S" YX,Q), K,.(f) = f o T,_1, per
ottenere un’omotopia tra f* e g* (dettagli per esercizio). O
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La stessa dimostrazione del caso omologico dimostra che se f: X — Y & un’equivalenza omotopica
allora f* & un isomorfismo in coomologia.

2.5. Il teorema dei coefficienti universali, versione ‘lazy’

Occupiamoci adesso del teorema dei coefficienti universali, del quale non faremo una trattazione
completa (richiederebbe un energico studio dei funtori Tor ed Ext), ma solamente di alcuni suoi aspetti
particolari.

Sia M un gruppo abeliano fissato. Per ogni complesso di catene

d d
Ci: = Ch41—>C,—Chog — -1,

in cui ogni C; é un gruppo abeliano libero, applicando Hom(-, M) si ottiene un complesso di cocatene

Hom(Cy, M): -~ — Hom(Cp_y, M) L5 Hom(Cyy, M) L5 Hom(Cppq, M) — ---
dove d¥ denota il trasposto di d, ossia d¥(f) = f od.
TEOREMA 2.5.1 (Coefficienti universali, per matematici pigri). Sia

d d
Ci: - =Chy1 —>Cp—>Chqg — -+ n €7z

un complesso omologico di gruppi abeliani liberi. Allora, per ogni intero n ed ogni gruppo abeliano M
esiste un omomorfismo naturale surgettivo

e: H"(Hom(Cy, M)) — Hom(H,(C\), M).
Inoltre:

(1) esiste un isomorfismo non canonico H" (Hom(C\, M)) = Hom(H,(C\), M) @ kere;
(2) se Hp—1(Cy) é un gruppo abeliano libero oppure se M ¢ divisibile, allora € é un isomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. Dati f € Z"(Hom(C,,M)) e x € Z,(Cy) proviamo che l'elemento f(z) € M
dipende solo dalle classi [f] € H"(Hom(C., M)) e [z] € H,(C\). Siccome dz = 0 e fod = 0, per ogni
y € Cpyq edogni h: Cp,—1 — M si ha

(f +hod)(z+dy) = f(z) + (f o d)(x) + h(dz) + h(d®y) = f(x).
Possiamo quindi definire
e([f]): Hn(Co) = M, e([f])[z] = f().

Dimostriamo adesso la surgettivita di €; a tal fine dimostriamo che esiste un omomorfismo s: Hom(H, (C.), M) —
H"(Hom(Cy, M)) tale che eo s =1Id.

Si consideri 'omomorfismo surgettivo d: C,, — B,,—1(C); siccome B,,_1(C\) & un sottogruppo del
gruppo libero C,,_1, anche B,,_1(C\) & libero ed esiste quindi un omomorfismo 3: B,_1(C.) — C,, tale

che dfB = 1Id (vedi Esempio 2.3.4). Se 7: Z,(Cy) — H,(C\) denota la proiezione al quoziente, per ogni
omomorfismo g: H,(X) — M, 'omomorfismo

Q:C’I’L—>M7 g(l‘):gﬂ'(l'—ﬁdl'),

¢ ben definito e appartiene a Z"(Hom(C\, M)); infatti d(x — fdz) = dx — dfdx = dx — dx = 0, dunque
x — Bdx € Z,(C,) e pertanto § risulta ben definito. Inoltre, §(dy) = gn(dy — Bd*y) = gndy = 0 poiché
wd = 0. Definiamo s(g) come la classe di coomologia di §. Per verificare che es(g) = g, dato che § & un
cociclo che rappresenta s(g), basta provare che g(x) = gn(x) per ogni x € Z,(C.), e questo ¢ ovvio poiché
se x € Z,(C,) allora fdz = 0.

E doveroso notare che, mentre ¢ ¢ canonico, s non lo ¢, dato che dipende dalla scelta soggettiva
dell’lomomorfismo S. Il ragionamento usato nella dimostrazione del Lemma 2.3.3 mostra che

Hom(H,(C,), M) ®kere - H"(Hom(C., M)), (g,h) — s(g) + h,

€ un isomorfismo di gruppi abeliani.

Supponiamo adesso che H,,_1(C,) sia libero oppure che M sia divisibile; sia f € Z"(Hom(Cy, M))
tale che €([f]) = 0, ossia f(z) = 0 per ogni z € Z,(C,); vogliamo dimostrare che f € B"(Hom(C,, M)),
e cioé che esiste h: Cp,_1 — M tale che f = hod.

Dato che d: C,, — Bp_1(Cs) & un omomorfismo surgettivo con nucleo kerd = Z,(C.) C ker f,
I’omomorfismo f induce per passaggio al quoziente un omomorfismo f: B,,_1(C.) — M tale che fod = f;
se H,—1(Cy) = Z,_1(C.)/Bn—_1(C.) & libero oppure M divisibile, per il Lemma 2.3.7 f si estende ad un
omomorfismo Z,_1(Cy) = G, che per ’argomento precedente si estende ad un omomorfismo h: Cp,_1 — G
che & quello cercato dato che h(y) = f(y) per ogni y € B,_1(C,) e quindi h(dx) = f(x) per ogni
z e C,. O
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COROLLARIO 2.5.2. Sia
Coi o Cg1 SC, S Cpy — -

un complesso aciclico, ossia con omologia nulla, in cui ogni C; é un gruppo abeliano libero. Allora, per
ogni gruppo abeliano M, il complesso di cocatene

Hom(Cy, M): -+ — Hom(Cp_1, M) 25 Hom(Cy, M) L Hom(Cppy, M) — ---
é aciclico.
DiMOSTRAZIONE. Immediata conseguenza del Teorema 2.5.1. ]

Per evitare possibili errori non va dimenticato che se F' = @;;Z € un gruppo abeliano libero, allora
Hom(F, M) = [[,c; M; in particolare, Hom(F,Z) & un gruppo abeliano libero se e solo se I & un insieme
finito.

iel

TEOREMA 2.5.3. Siano n € Z e (Cy,d) un complesso di catene di gruppi abeliani liberi tale che
H,(C.) e H,_1(C.) siano finitamente generati. Allora:
(1) per ogni gruppo abeliano M finitamente generato, il gruppo H"(Hom(C,, M)) ¢ finitamente
generato;
(2) per ogni campo K, lo spazio vettoriale H" (Hom(C\,K)) ha dimensione finita.

DIMOSTRAZIONE. Dalla finita generazione di H,,—1(C,) segue che esiste un omomorfismo di gruppi
p: Z™ — Z,_1(C,) tale che la composizione di p con la proiezione al quoziente Z,,_1(Cy) — H,_1(Cy)
sia surgettiva. Adesso pensiamo C, come un sottocomplesso del complesso D, definito nel modo seguente:
D; = C; per ogni i £ n e D, = C, ®7Z™; il differenziale d: D; — D;_; concide con quello di C, per ogni
i#£ne

d:D,=C,8Z" - D, 1=Cp_1, d(z,y) = d(z) + p(y).
Si ha allora una successione esatta corta di complessi
0—-Ci,—D,—E.,—0

con E; = 0 per ogni i # n e E, = Z™. Dalla successione esatta lunga di omologia segue che H,(D,) &
finitamente generato, e per come abbiamo definito il differenziale d: D,, — D,,_1, che H,,_1(D,) = 0.

Sia M un gruppo abeliano, allora per il Teorema 2.5.1 H"(Hom(D,, M)) = Hom(H,,(D.), M). D’altra
parte, si ha una successione esatta corta di complessi

0 — Hom(E,, M) — Hom(D,, M) — Hom(C\, M) — 0,
che, per la successione esatta lunga di coomologia ci da una successione esatta
Hom(H, (D), M) = H"(Hom(D,, M)) — H"(Hom(C,, M)) — H" " (Hom(E,, M)) = 0.
Adesso assumiamo che M sia finitamente generato oppure un campo e concludiamo grazie alla Proposi-

zione 2.3.9 ed al Lemma 2.1.1. O

Vediamo adesso alcune applicazioni del teorema dei coefficienti universali alla coomologia singolare.
Sia X uno spazio topologico, allora per ogni n > 0 esiste un omomorfismo surgettivo H"(X,G) —
Hom(H,(X),G), che diventa bigettivo quando H,,_1(X) & libero oppure G divisibile. Dato che H_;(X) =
0 e Ho(X) & il gruppo libero generato dalle componenti connesse per archi, si hanno gli isomorfismi

HY(X,G) = Hom(Ho(X),Q), HY(X,G) = Hom(H,(X),G).

(Attenzione: in generale H" (X, G) # Hom(H,(X),G) per n > 2.)
Se K & un campo di caratteristica 0, allora contiene Q ed ¢ un gruppo divisibile; quindi H"(X,K) =
Hom(H,(X),K) per ogni n.

COROLLARIO 2.5.4. Se tutti i gruppi di omologia di uno spazio topologico X sono finitamente generati,
allora i gruppi H™(X,Z) sono finitamente generati e, per ogni campo K, gli spazi vettoriali H™(X,K)
hanno dimension finita.

DIMOSTRAZIONE. E un caso particolare del Teorema 2.5.3. O

COROLLARIO 2.5.5. Sia X wuna varieta topologica compatta. Allora i gruppi di cooomologia singolare
a coefficienti interi di X somo finitamente generati. Gli spazi di coomologia singolare di X a coefficienti
in un campo sono spazi vettoriali di dimensione finita.

DIiMOSTRAZIONE. Segue dal Teorema 2.1.5 e dal Corollario 2.5.4. g

Una possibilita che abbiamo a disposizione per calcolare i gruppi di coomologia singolare & quello
di calcolare i gruppi di omologia e poi applicare il Teorema 2.5.1 dei coefficienti universali. Utilizziamo
questo metodo per calcolare i gruppi di coomologia delle sfere.
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ESEMPIO 2.5.6. Siano SP C RP*! la sfera di dimensione p > 0 e G un gruppo abeliano. Allora
H™(SP,G) =Gsen=0,pe H*(SP,G) = 0 se n # 0,p. Pure qui il gruppo H,_1(SP) & abeliano libero
per ogni n e quindi H"(X,G) = Hom(H, (X),G).

Esercizi.

Esgercizio 2.18. Nella situazione del Teorema 2.5.1 provare che:

1) in generale € non ¢ iniettivo, utilizzando come controesempio Cy = C; = Z, C,, = 0 per n > 1, il
differenziale d & la moltiplicazione per 2 e G = Z/2;

2) se togliamo V'ipotesi che i gruppi C; siano liberi, allora e continua ad essere ben definito ma non
pil surgettivo in generale. Studiare il caso in cui Cy = C; = Z/4, C,, = 0 per n # 0, 1, il differenziale d &
la moltiplicazione per 2 e G = Z/2.

EsERrcIz10 2.19. Mostrare che il risultato del Corollario 2.3.5 & falso ogni volta che il gruppo C non
¢ libero. Piu precisamente, dimostrare che un gruppo abeliano C' ¢ libero se e solo se per ogni successione
esatta 0 - A - B — C — 0 l'applicazione Hom(B, A) — Hom(A, A) & surgettiva.

EseRcCi1ZIO 2.20. Nelle notazioni del Teorema 2.5.1 dimostrare che il nucleo di € & isomorfo al conucleo
del morfismo di restrizione Hom(Z,,_1(Cy), M) — Hom(B,,—1(C4), M). Pilt in generale, se A C Z,,_1(C%)
¢ un qualsiasi sottogruppo tale che A+ B,,_1(C.) = Z,_1(C\), provare che il nucleo di € & isomorfo al co-
nucleo della restrizione Hom(A, M) — Hom(B,,_1(Cx)NA, M) e usare questo fatto per una dimostrazione
alternativa del Teorema 2.5.3.

Esercizio 2.21. Siano n € Z e (C.,d) un complesso di catene di gruppi abeliani liberi tale che
H,(C.) e H,_1(Cy) siano finitamente generati. Dimostrare che il nucleo di e: H"(Hom(C\,Z)) —
Hom(H,(C\),Z) ¢ un gruppo finito e dedurre che i due gruppi H,(C.) e H"(Hom(C,,Z)) hanno lo
stesso rango. (Suggerimento: usando il Teorema 2.5.3 ed alcuni esercizi precedenti, dimostrare nell’ordine:
Hom(H,,(C.),Z) e ker € sono finitamente generati, Hom(H,,(C,),Z) e H,(C) hanno lo stesso rango, ogni
elemento di ker € ha ordine finito e quindi ker € ha rango zero.)

ESERCIZIO 2.22. Sia X una varietd compatta, dimostrare che il rango di H,(X), detto p-esimo
numero di Betti di X, e denotato usualmente b,(X) (talvolta B,(X)) ¢ uguale al rango di H?(X,Z)
ed anche alla dimensione su K = Q, R, C dello spazio vettoriale H? (X, K).

2.6. Mayer—Vietoris e cocatene piccole

Sia X uno spazio topologico, per ogni aperto aperto U C X ed ogni a € SP(X, ) denotiamo con
pxu(a) € SP(U, Q) la restrizione di a: A(X), — G al sottoinsieme A(U), dei p-simplessi singolari con
immagine contenuta in U. Equivalentemente, pxy(a) = i*(a) dove i: U — X denota il morfismo di
inclusione.

Pit in generale, se V' C U sono aperti di X, denotiamo con

puv: SP(U,G) = SP(V,G)

l'applicazione che ad ogni cocatena a: A(U), associa la sua restrizione a A(V'),. Le seguenti proprieta
sono di immediata verifica:

(1) ogni pyy ¢ un omomorfismo di gruppi;

(2) puu = Id per ogni aperto U;

(3) pvwpuv = puw per ogni terna di aperti W CV C U.

Un piccolo abuso di notazione. Per semplicita di scrittura, dati U C X aperto e a € SP(X, G), scrive-
remo oy = pxu(a) € SP(U, G) e chiameremo oy la restrizione di a ad U. Questa notazione semplificata
risulta molto utile a condizione di tenere a mente che o non € una funzione definita su U ma su un qualcosa
che dipende, in maniera naturale, da U. Ad esempio non dobbiamo cadere nel riflesso condizionato per
cui,se X = UUV, o)y =0 e ay = 0, allora a = 0: infatti nulla vieta che a(¢) # 0 per qualche simplesso
¢: AP — X la cui immagine non & contenuta né in U né in V.

Sia U = {U;} C P(X) un ricoprimento aperto proprio dello spazio topologico X e denotiamo con
j: S«(U) — S (X) il morfismo di inclusione, che per il teorema delle catene piccole & un quasi-isomorfismo
di complessi. Fissato un gruppo abeliano G possiamo applicare Hom(-, G) ricavando il morfismo trasposto

3V: §*(X,G) = Hom(S,(X),G) — Hom(S.(U),G).

Pit concretamente, j¥ associa ad ogni catena a: A(X), — G la sua restrizione al sottoinsieme dei
simplessi singolare con immagine contenuta in qualche aperto del ricoprimento.
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TEOREMA 2.6.1 (delle cocatene piccole, I). Nelle notazioni precedenti, il morfismo
§V: S*(X,G) — Hom(S,(U), Q)
€ un quasi-isomorfismo surgettivo di complessi.

DiMOSTRAZIONE. Dato che in generale il rasposto di un quasi-isomorfismo iniettivo non ¢ un quasi-
isomorfismo surgettivo, la dimostrazione richiede qualche considerazione aggiuntiva.

Denotando con S.(X,U) il conucleo di j, otteniamo una successione esatta corta di complessi di
gruppi abeliani liberi

0— Su(U) L S,(X) = S.(X,U) — 0.
Segue infatti dalle definizioni che
S (X, U) . = Sy (X, U) — S1(X,U) — So(X,U) — 0,

e Sp(X,U) = Sp(X)/Sp(U) & canonicamente isomorfo al gruppo abeliano libero generato dai p-simplessi
singolari la cui immagine non & contenuta in alcun Uj.

Per il teorema delle catene piccole I'inclusione j € un quasi-isomorfismo e quindi, per la successione
esatta lunga di omologia, il complesso S.(X,U) ¢ aciclico. Per il Corollario 2.5.2 anche il complesso di
cocatene Hom(S,.(X,U), G) & aciclico.

Applicando Hom(+, G), per il Corollario 2.3.5 si ottiene una successione esatta corta di complessi di
cocatene

(2.3) 0 — Hom(S,(X,U),G) — S*(X,G) s Hom(S,(U),G) — 0,
con ker 7V = Hom(S,(X,U), G) sottocomplesso aciclico di $*(X,G) e quindi con j¥ quasi-isomorfismo.

O

Dal teorema delle cocatene piccole, gli stessi ragionamenti fatti per I'omologia ci conducono alla
successione esatta di Mayer—Vietoris in coomologia.

TEOREMA 2.6.2 (Mayer—Vietoris in coomologia). Sia X = AU B con le parti interne di A e B che
ricoprono X . Allora per ogni gruppo abeliano G si ha una successione esatta lunga di coomologia

o= H"(X,G) — H"(A,G)® H"(B,G) — H" (AN B,G) — H""(X,G) — - --

DiMOSTRAZIONE. Nella dimostrazione di Mayer—Vietoris in omologia abbiamo considerato il ricopri-
mento aperto U = {A, B} ed il diagramma di morfismi di complessi

0——=S.(ANB) ——= S,(A) & S.(B) S, (U) 0

I

S, (X)

con la riga superiore successione esatta corta e j quasi-isomorfismo. Applicando Hom(+, G), si ottiene il
diagramma

S*(X, Q)

|

0 —— Hom(S.(U),G) —— S*(A,G) & S*(B,G) ——= S*(ANB,G) ——=0

con la riga inferiore esatta per il Corollario 2.3.5 e jV quasi-isomorfismo.
Per concludere basta applicare la successione esatta lunga di coomologia. ([l

Segnaliamo, a livello terminologico, che quando G = Z,Q, R, C, la coomologia a coefficienti in G viene
anche detta coomologia intera, razionale, reale e complessa, rispettivamente.

EsEmPIO 2.6.3 (Coomologia intera degli spazi proiettivi complessi). Come applicazione della succes-
sione esatta di Mayer—Vietoris in coomologia calcoliamo i gruppi di coomologia a coefficienti interi degli
spazi proiettivi complessi PE = P(C"T1).

LEMMA 2.6.4. Nello spazio proiettivo complesso P¢, n > 0, con coordinate omogenee zq, ..., 2%, St
considerino 1 due aperti
U = {2z # 0}, V=P -{[1,0,...,0]}.
Allora UUV =P¢ e:
(1) U é contraibile;
(2) V ha il tipo di omotopia di PL™";
(3) UNV ha il tipo di omotopia della sfera S*"~1.
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DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione ¢ identica a quella usata in [45] per dimostrare la semplice
connessione e la riportiamo per comodita del lettore. L’aperto U e contraibile in quanto si ha un
omeomorfismo

f:Ct =T, Fyty e yyn) = [Lyt, -, Ynl,
che inoltre identifica U NV con C™ — {0} cha ha quindi il tipo di omotopia di S?"~1.
L’iperpiano H = {7z = 0} & ]P’(’C’_l ¢ contenuto in V; applicazione

R:V x[0,1] =V, R([z0,21, -+, 2n), t) = [tz0, 21, - - -, Zn],
¢ continua, ben definita e mostra che H & un retratto per deformazione di V. ]

In particolare U N'V & connesso e lo stesso ragionamento fatto per le sfere mostra che H(Pg,Z) = 0.
Dato che i gruppi di coomologia di P e delle sfere sono noti, ¢ un semplice esercizio, usando Mayer—
Vietoris ed induzione su n, dimostrare che:

HO( E,Z) = Hz( EvZ) = H4(P((7§7Z) == HZ“(P(%?Z) =Z,
(2.4 |
H'(PE,Z) =0 in tutti gli altri casi.

Inoltre, se j: IF’%71 < P2 & linclusione di un iperpiano, allora j*: H(PE,Z) — Hi(]Pg*l?Z) ¢ un
isomorfismo per ogni i # 2n. Ne segue che per ogni retta proiettiva L C P il morfismo di inclusione
induce un isomorfismo H?(P},Z) = H*(L,Z).

Risultati analoghi valgono per i gruppi di coomologia a coefficienti in un qualsiasi gruppo. Inoltre,
si puo arrivare alla stessa conclusione calcolando, con Mayer—Vietoris, i gruppi di omologia singolare ed
applicando il teorema dei coefficienti universali.

EseMPIO 2.6.5 (Coomologia reale degli spazi proiettivi reali). Dimostriamo adesso che

R  se i =0 oppure ¢ = n dispari,

0  altrimenti.

Hi(]Pﬂng) = {

Sappiamo che H?(PZ, R) =R e H°(S™,R) = R?, che P} = S! e che H°(PZ,R) = H?(S™, R) per ogni
n > 0. Inoltre, abbiamo gia dimostrato che I'applicazione indotta in coomologia reale dalla proiezione
naturale 7: S™ — P ¢ iniettiva. In particolare H*(IP},R) = 0 per ogni ¢ # 0,7 e per concludere ci basta
dimostrare che per ogni n > 2 si ha

H (P2 R) = R pern disl?ari,
0  per n pari.

Sia dunque n > 2; osserviamo che il Lemma 2.6.4 vale, con la medesima dimostrazione, anche per
spazi proiettivi reali, con 'unica differenza che UNV ha il tipo di omotopia della sfera S”~1. A differenza
del caso complesso, U NV risulta sconnesso per n = 1, e questo rende decisamente complicato il calcolo
della coomologia intera.

La conclusione segue adesso per induzione su n e dal seguente frammento della successione esatta di
Mayer—Vietoris

0=H""YPg,R) - H" *(V,R) = H" }(Pg"",R) - H" ' (UNV,R) =R
— H™"(Pg,R) — H"(V,R) = H"(Pg "', R) = 0.
Riprenderemo questo calcolo quando tratteremo orientabilita e dualita di Poincaré.

DEFINIZIONE 2.6.6. Una cocatena « € SP(X, G) si dice localmente nulla se per ogni z € X esiste
un intorno aperto x € U tale che oy = 0. Denotiamo con K?(X,G) € SP(X,G) il sottogruppo delle
cocatene localmente nulle.

Data o € SP(X,G), se ajy = 0 allora (da)y = 0 dato che S, (U) & un sottocomplesso di S, (X).
Abbiamo quindi il sottocomplesso delle cocatene localmente nulle K*(X, G) C S*(X, G).

Per ogni applicazione continua f: X — Y si ha f*K*(Y,G) C K*(X,(@); infatti, per ogni « €
K*(Y,G) ed ogni x € X esiste un aperto f(z) € U C Y tale che ay = 0 e quindi (f*a)js-1y = 0.

DEFINIZIONE 2.6.7. Chiameremo il complesso quoziente
P*(X,G) = §*(X,G)/K"(X,G)
complesso delle cocatene piccole (stavolta piccole in senso assoluto) di X a coefficienti in G.

Notiamo che K°(X,G) = 0, quindi P°(X,G) = S°(X,G) = {a: X — G} e quindi H*(P*(X, G))
continua ad essere identificato in maniera naturale con il sottogruppo delle applicazioni X — G costanti
sulle componenti connesse per archi.
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TEOREMA 2.6.8 (delle cocatene piccole, I1). La proiezione al quoziente S*(X,G) — P*(X,G) ¢é un
quasi-isomorfismo di complessi. In particolare, HP (X, G) = HP(P*(X,G)) per ogni p.

DIMOSTRAZIONE. Per la successione esatta lunga di coomologia il teorema e del tutto equivalante a
dire che il sottocomplesso K*(X, G) & aciclico, ossia una successione esatta.

Sia o € K?(X, G) tale che do = 0 e scegliamo un ricoprimento aperto U = {U;} di X tale che o)y, =0
per ogni ¢ (ad esempio prendiamo per ogni z un suo intorno aperto dove « si annulla).

Per il teorema delle cocatene piccole il nucleo del morfismo

(2.5) S*(X, @) L5 Hom(S, ), Q),

& un sottocomplesso aciclico di S*(X, G). Osserviamo anche che il nucleo di 7V ¢ formato dalle cocatene
che si annullano su tutti i simplessi singolari la cui immagine ¢ interamente contenuta in almeno un aperto
U;.

Per come abbiamo scelto I in funzione di a abbiamo che j¥(a) = 0, ossia il cociclo a appartiene al
sottocomplesso aciclico ker ¥ e dunque & un cobordo. A maggior ragione « & un cobordo in K*(X,G). 0O

Dato che i sottocomplessi delle cocatene localmente nulle sono preservati dalle applicazioni continue,
per ogni aperto U C X il morfismo di restrizione pxy : S*(X,G) — S*(U, G) si fattorizza ad un morfismo
di complessi P*(X,G) — P*(U,G).

Nel seguito dei queste note, avremo bisogno della seguente conseguenza del Teorema 2.6.8.

COROLLARIO 2.6.9. Sia X uno spazio contraibile, allora si ha una successione esatta
ev 0 dav 1 dv
0—-G—P(X,G) —PXG —- -,
dove €V associa ad ogni a € G Uapplicazione costante a: X — G.

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che X & connesso per archi e la proiezione S*(X,G) — P*(X, Q)
¢ un quasi-isomorfismo. Dunque

HY(P*(X,Q)) = H*(X,G) = {a: X — G costanti}
e HP(P*(X,G)) = 0 per ogni p > 0. O

2.7. Coomologia di Alexander—Spanier

Denotiamo con EP la base canonica di RPT!, ossia I'insieme ordinato dei vertici del simplesso topolo-
gico standard AP; la applicazioni faccia d; preservano i vertici dei simplessi e quindi §;: EP~! — EP per
ogni 0 <17 < p.

Per ogni spazio topologico X denotiamo con E(X), l'insieme di tutte le applicazioni f: E? — X. Per
ogni p > 0 esiste una ovvia bigezione

E(X)P*}Xp+1a f}_)(f(e())a--.af(ep))a

ed una ovvia applicazione
r: AX), = E(X),, [ fig,-

In generale r non e surgettiva, ma lo diventa se X & un convesso oppure se possiede la topologia banale.
Sia G un gruppo abeliano fissato e denotiamo con C?(X,G) = {f: E(X), — G}. La composizione a
destra con r definisce quindi degli omomorfismi r*: C?(X,G) — SP(X, G). Definendo gli omomorfismi

P
0: C"N(X,G) = CP(X,G),  (Of)(¢) =D (1) f(¢06),
i=0
si ha evidentemente r*0 = dr*, dove d denota in differenziale del complesso S* (X, G). Si ha inoltre 9% = 0;
la dimostrazione e del tutto simile a quella del Lemma 1.2.5 e viene pertanto omessa. Alternativamente, si
puo osservare che i gruppi CP(X, G) e le applicazioni d non dipendono affatto dalla topologia di X, quindi
possiamo mettere su X la topologia banale in modo da avere r* iniettiva e quindi 0 = d?r* = dr*0 = r*9?
implica 92 = 0.
In questo modo abbiamo trovato un morfismo di complessi di cocatene

r* . C*(X,G) — S*(X, Q).

Dato che il complesso C*(X, G) non dipende dalla topologia di X non ci aspettiamo nulla di interes-
sante dai suoi gruppi di coomologia. Infatti, si ha

H(C*(X,Q)) = Z2°(C*(X,G)) = {f: X = G costanti} = G,
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e H"(C*(X,@G)) = 0 per ogni n > 0. Per dimostrarlo conviene interpretare C?(X, &) come il gruppo di
tutte le applicazioni f: XP*! — @G, con il differenziale 0 che diventa

0: CPH(X,G) = CP(X,G), Of(@o,....xp) = Y (1) f(T0,- .., Ty ..., Tp).

=0

Se f € C%X,Q) allora df(x,y) = f(y) — f(x) e quindi df = 0 se e solo se f & costante.
Se f € ZP(C*(X,@G)) con p > 0, scegliamo un punto z € X e definiamo

geCr1(X,Q), 91, up) = f(Zu1, - Up), Yyr,...,yp € X.
Dal fatto che df = 0 segue in particolare
Of(z,x0,21,...,2p) =0 Vzo,...,2, € X,

che si puo riscrivere come

flxo,z1,...,2p) = (—1)if(z,x0,...,a’:\i,...,xp) = 0g(zo,x1,...,Tp).

-

Adesso facciamo intervenire la topologia di X introducendo il sottocomplesso N*(X,G) C C*(X, Q)
delle applicazioni nulle in un intorno della diagonale piccola;® pill precisamente, un’applicazione f: X?Pt1 —
G appartiene a NP(X,G) se per ogni € X esiste un intorno = € U tale che f si annulla su UP*!.

DEFINIZIONE 2.7.1. Definendo AP(X,G) = CP(X,G)/NP(X,G) per ogni p, il complesso quozien-
te (A*(X,G),0) viene detto complesso delle cocatene di Alexander—Spanier. Conseguentemente,
chiameremo

Hs(X,G) = H' (A" (X, G))

coomologia di Alexander—Spanier di X a coefficienti in G.

ESEMPIO 2.7.2. Per ogni spazio X ed ogni gruppo G si ha
HY4(X,G) = Z°(A*(X,@R)) = {f: X — G localmente costanti}.

Infatti, A°(X,G) = C°(X,G) e per una f: X — G vale f € N'(X,G) se e solo se per ogni = € X esiste
un intorno x € U tale che df(y,z) = f(2) — f(y) = 0 per ogni y,z € U.

Nelle notazioni della sezione precedente, & chiaro che se f € NP(X,G) allora r*(f) € KP(X,G) e
quindi 7* si fattorizza ad un morfismo di complessi

r* A(X,G) = P*(X,Q)

che induce un morfismo naturale H}4(X,G) — H*(X,G) tra la coomologia di Alexander-Spanier e la
coomologia singolare.

In generale il morfismo H% ¢(X,G) — H*(X,G) si guarda bene dall’essere bigettivo; gia a livello di
HP°, da una parte abbiamo le funzioni localmente costanti, dall’altra le funzioni costanti sulle componenti
connesse per archi; come esempio potete considerare X = Q con la topologia euclidea.

Concettualmente, la differenza dipende dal fatto che, detto in maniera molto vaga, la coomologia
singolare tiene conto sia della struttura locale che della struttura globale dello spazio topologico, mentre
la coomologia di Alexander—Spanier solamente della struttura globale.

Entrando piu in dettaglio, a differenza di quanto accade in coomologia singolare (vedi Esercizio 2.23),
nella coomologia di Alexander—Spanier ogni cociclo di dimensione positiva ¢ localmente un cobordo, nel
senso descritto dal seguente lemma.

LEMMA 2.7.3. Siano U un aperto in uno spazio topologico, x € U un suo punto, G un gruppo abeliano,
q>0eae A1U,G) tale che da = 0. Allora esiste un aperto x € V. C U ed una cocatena 3 € A1V, G)
tale che 08 = a)y .

DIMOSTRAZIONE. Sia f € C™(U,G) un sollevamento di «. Dal fatto che da = 0 segue che 9f €
N™(U, G) e quindi esiste un aperto z € V C U tale che dfyy = 0. Siccome ¢ > 0 esiste g € C7H(V,G)
tale che dg = fjy ed a maggior ragione oy = 9f3, dove 8 ¢ la classe di g in ALV, Q). O

Non tratteremo la coomologia di Alexander—Spanier in profondita; segnaliamo solo che anchessa ¢ un
invariante omotopico, ossia vale il risultato della Proposizione 2.4.5, mentre per avere altre proprieta tipi-
che delle teorie coomologiche occorre aggiungere opportune ipotesi sulla topologia, vedi [56]. Ritroveremo
il complesso delle cocatene di Alexander—Spanier tra gli esempi di risoluzioni fini di fasci costanti in spazi
paracompatti di Hausdorff.

I'Diagonale piccola= {(z,z, ...,z) | z € X}, diagonale grande= {(x0,...,zp) | i # j tali che z; = x;}.
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Esercizi.

EsERCIZIO 2.23. Sia X C R? 'unione delle circonferenze di centro (1/n,0) e raggio 1/n, al variare
di n tra gli interi positivi. Trovare un cociclo singolare in X che non sia localmente un cobordo, e piu
precisamente che non sia un cobordo la sua restrizione ad un qualunque intorno di (0, 0).



CAPITOLO 3

Fasci

In 1940, the French mathematician and artillery officer Jean Leray was taken priso-
ner by the Germans. He told his captors that he was a topologist, fearful that if they
discovered his true area of expertise, hydrodynamics, they would force him to aid the
German war effort. For the nearly five years of his imprisonment, Leray kept up this
subterfuge by carrying out research in topology, a branch of mathematics that studies
deformable shapes. He wound up creating one of the most revolutionary ideas in modern
mathematics: the notion of a “sheaf”.

(Incipit di [54]).

fascio s. m. [lat. fascis]. Quantita pit o meno grande di oggetti della stessa natura,
per lo pitu di forma allungata, come legna, spighe, erbe eccetera.
(Vocabolario Treccani).

In Moliere’s play Le Bourgeois Gentilhomme, M. Jourdain was amazed to learn from
his grammar teacher that he had been speaking all of his life in prose! In the same
way, I hope to persuade you that you have been using some of the ideas of sheaf theory
without knowing it ever since your first calculus course.

(Miles Reid: Chapters on algebraic surfaces).

3.1. Germi di funzioni differenziabili

Salvo avviso contrario, per ogni insieme S ed ogni gruppo abeliano G, interpreteremo la collezione
{f: 8§ = G} = [I,cg G come gruppo abeliano. In particolare, I'insieme delle applicazioni dal vuoto ad un
qualunque gruppo abeliano € il gruppo banale.

Sia n > 0 un intero fissato. Per ogni aperto U C R™ denotiamo
Ck(U)z{f:U%RdiclasseCk}, 0<k<o0.

E ben noto dai corsi di analisi che somme e prodotti di funzioni di classe C* sono ancora di classe C*;
questo implica che gli insiemi C*(U) ammettono le seguenti strutture algebriche:

(1) C*(U) & uno spazio vettoriale reale;
(2) C*(U) & un anello commutativo con unita (la funzione costantemente uguale ad 1).

Inoltre, per ogni h > k si ha che C"(U) & un sottospazio vettoriale ed un sottoanello di C*(U).
Tali proprieta algebriche sono possedute anche da altri insiemi di funzioni; per i nostri usi risulteranno
particolarmente interessanti i seguenti:

DR(U) = {tutte le funzioni U — R} = H R,
iU

R(U) ={f: U — R localmente costante}.

Chiameremo DR(U) spazio delle funzioni discontinue, o delle sezioni discontinue di R, sull’aperto
U (il senso di questa seconda terminologia sara spiegato pilt avanti).

Per definizione, f: U — R ¢ localmente costante se per ogni punto p € U esiste un intornop € V. C R"
tale che f sia costante su UNV. Ogni funzione localmente costante & costante in ogni componente connessa;
negli spazi localmente connessi vale anche il viceversa.

Notiamo anche che R(U) ¢ un sottospazio vettoriale ed un sottoanello di C*°(U).

Vogliamo adesso studiare come si comportano tali spazi al variare di U tra gli aperti di R"; per
concretizzare la trattazione studieremo solo le funzioni C*°, ma tutto si applica, mutatis mutandis, anche
alle altre situazioni (con l'ovvia eccezione dell’Esempio 3.1.1). Iniziamo verificando 5 proprieta basilari
FO,...,F4 che poi saranno utilizzate per definire assiomaticamente la nozione di fascio.

Proprieta F0. Si ha C*(() = 0.

51
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Se V' C U sono aperti, la restrizione a V' di una funzione C*° su U ¢ ancora di classe C°°; questo
perché essere C'™° ¢ una proprieta locale, ossia dipende solo dal comportamento in intorni sufficientemente
piccoli di ogni punto. Abbiamo quindi un’applicazione di restrizione

puv: C®(U) — C(V), puv(f) = fiv,

che & un omomorfismo di gruppi abeliani, un’applicazione lineare ed un omomorfismo di anelli.

Proprieta F1. pyy = Id, ossia per ogni f € C*(U) vale pyu(f) = flv = f.

Esempio 3.1.1. Siano z1,...,x, le coordinate di R™, dato che le derivate parziali di una funzione f
in un punto p dipendono solo dai valori di f in intorni arbitrariamente piccoli, per ogni coppia di aperti
V C U si hanno i diagrammi commutativi

o
o

C®(U) —= C>(U) i=1,...,n.

pPUV pUV
)

dx

C® (V) s 0oo(V)

Proprieta F2. Per ogni terna di aperti W C V' C U si ha pywpuyv = puw, ossia per ogni f € C*°(U)
vale (fiv)\w = fiw-

Siano (U;);es una collezione indicizzata di aperti di R™ e U = U;U; la loro unione. Per ogni coppia di
indici 4, j € I, possibilmente ripetuti, denotiamo U;; = U; N Uj;.

Proprieta F3. Per una funzione f € C°*°(U) vale f = 0 se e solo se pyy, (f) = fju, = 0 per ognii € I.

Infatti, se fjy, = 0 per ogni i, allora per ogni p € U esiste un indice i tale che p € U; e quindi

f(») = fiu,(p) = 0.

Proprieta F4. Sia data, per ogni i € I una funzione f; € C*°(U;). Se py,v,;(fi) = pu,u,, (fj) per
ogni 4, j allora esiste f € C°(U) tale che pyy,(f) = fi per ogni i.

Infatti, possiamo definire f € DR(U) ponendo f(p) = fi(p) se p € U;; si tratta di una buona
definizione in quanto, se p € U; N U; allora

50) = Fi10,, ) = fap, (0) = Fip).

Per costruzione f|y, = f; e la funzione f risulta di classe € dato che lo ¢ su ogni aperto U;.
Fissato un punto p € R", chiameremo funzione C*° in un intorno di p una qualunque coppia
(U, f) conp € U aperto e f € C>°(U). Denoteremo con

C=((p) ={U. ) [peU feC™(U)}
Iinsieme delle funzioni C*° in un intorno di p. Per ogni aperto p € U esiste una naturale applicazione
iniettiva C*°(U) — C>=((p)), f — (U, f).

L’insieme C°°((p)) non possiede strutture algebriche interessanti e, in analogia con molte altre si-
tuazioni (ad esempio il gruppo fondamentale), risulta utile considerarne il quoziente per una opportuna
relazione di equivalenza.

Definiamo la relazione ~ su C°*°((p)) ponendo (U, f) ~ (V, g) se esiste un apertop € ACUNV tale
che fi4 = ga. Le proprieta riflessiva e simmetrica sono evidenti, mentre se (U, f) ~ (V,g) e (V,g) ~ (W, h)
vuol dire che esistono due apertip e ACUNV epe BCVNW tali che fla = g4, 95 = hip- Ma
allorape ANBCVNW e flanB = 9janB = Njans-

Denotiamo con Cp° = C*°((p))/ ~ il corrispondente insieme quoziente, e con [U, f] € Cp° la classe di
equivalenza della coppia (U, f). Gli elementi di C3° sono detti germi di funzioni C'> nel punto p.

Prima di studiare le strutture algebriche su C° ¢ utile fare alcune semplici osservazioni sulla relazione

(1) Se (U, f) € C>=((p)) ep €V C U, allora [U, f] = [V, fijv], in particolare, se f = ¢ ¢ una funzione
costante, allora [U, c] = [V, ¢] per ogni coppia U,V di intorni aperti di p.

(2) Per ogni &;,...,&, € C;° ed ogni aperto p € U, esiste un aperto p € V. C U e funzioni
fis-oy fn € C(V) tali che & = [V, f;] per ogni i. Infatti se & = [W;, g;] basta considerare
V:UﬂWlﬂ--~ﬂWnefi:giW.

(3) Per ogni aperto p € U consideriamo ’applicazione

Nu,p: c=(U) — Cgo, WU,p(f) = (U, f].
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Per i punti precedenti:

(a) nup = nvppuv per ogni p € V.C U aperti;
(b) per ogni intorno aperto p € U si ha C3° = {J ey ey Im(nvp).

Il quoziente C° possiede una struttura di spazio vettoriale e anello commutativo con le operazioni:

(1) U1+ Vgl =UNV, f+gl;
(2) c[U, f] =1[U,cf], c€eR;
(3) [U, fIlV.gl = [U NV, fg].
La verifica che tali operazioni sono ben definite & molto semplice; ad esempio, se [U, f] = [U’, f'] e
[V,g] = [V',g'] vuol dire che esistono apertip € A CUNU', pe B C VNV’ tali che flu = f‘A e

9B = g| . Ma allora
UNV,f+gl=[ANB,f+g]=[ANB,f +4=[UNV" f +4]

Inoltre tali operazioni sono le uniche che rendono tutte le applicazioni 1y, lineari ed omomorfismi di
anelli: P'unicita segue da Cp° = U, ey cp Im(nv,p).

LEMMA 3.1.2. L’applicazione
e: O =R, e[U, f] = f(p),
e ben definita ed & un omomorfismo di anelli surgettivo. Il suo nucleo m;, = ker e ¢ ['unico ideale massimale
di C)F.
DIMOSTRAZIONE. La prima parte segue immediatamente dalle definizioni. Dato che R & un campo,
si ha che m,, ¢ massimale. Per dimostrare che ogni ideale di C;° ¢ contenuto in m,, basta provare che un

germe [U, f] ¢ invertibile se f(p) # 0. A tal fine basta osservare che V = {z € U | f(z) # 0 ¢ un intorno
aperto di p, 1/f € C=(V) e [U, f][V,1/f] = [V,1] = 1. O

Altre funzioni di uso comune sono quelle a supporto compatto.

DEFINIZIONE 3.1.3. Siano X uno spazio topologico e G un gruppo abeliano; un’applicazione f: X —
G si dice a supporto compatto se esiste un sottospazio K C X chiuso e compatto tale che f(z) =0
per ogni z ¢ K.

Per ogni aperto U C R" si definisce C*° (U)o C C*°(U) come il sottoinsieme delle funzioni a supporto
compatto. E chiaro che si tratta di un sottospazio vettoriale e di un sottoanello.

E importante osservare che le funzioni a supporto compatto non soddisfano la proprieta F1: se f €
C>*(U)o e V C U ¢ un aperto, in generale la restrizione fjy non ha supporto compatto. E invece definita
una inclusione naturale iy : C®(V)y — C°(U)q ottenuta estendendo f a 0:

f(z) sexeV

ivo(f)() = {O sexelU-V

Infatti, se K C V & un compatto (automaticamente chiuso perché V & di Hausdorff) tale che f(z) =0
per ogni x € V — K, allora K & chiuso in U e si puo scrivere

o (f)(a) = {g@ e

Ne segue che iy (f) € di classe C* per la proprieta F4.

Invece, se prendiamo gli spazi duali e definiamo D(U) = Homg(C*(U)o,R) per ogni aperto U
e puv = iy per ogni V. C U, allora valgono le proprieta FO,F1,F2, ossia D(0) = 0, pyy = Id e
puw = pyvwpuyv- In realta valgono anche F3 ed F4, ma questo lo dimostreremo pit avanti usando le
partizioni dell’unita.

3.2. Prefasci

Uno dei concetti pitt importanti nella matematica contemporanea e quello di fascio, introdotto da J.
Leray e poi leggermente modificato da H. Cartan nel 1950. La definizione originale di Cartan era di tipo
topologico, cf. [37, 46, 55], ma ben presto si & affermato un approccio equivalente di tipo algebrico, cf.
[17, 24], basato sulla nozione di prefascio, che adesso introdurremo.

DEFINIZIONE 3.2.1. Sia X uno spazio topologico. Un prefascio F di gruppi abeliani su X & il dato
di:
(1) un gruppo abeliano F(U) per ogni aperto U C X;
(2) un omomorfismo di gruppi pyv: F(U) = F(V) per ogni inclusione di aperti V C U.
Il dato precedente deve soddisfare le seguenti condizioni:
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F0) F(0) = 0;
F1) pyu: F(U) = F(U) & l'identita per ogni U;
F2) se W C V C U sono inclusioni di aperti, allora pyw = pywpuv: F(U) - F(W).

I morfismi pyy vengono detti morfismi di restrizione del prefascio; molto spesso, per semplicita
notazionale, se s € F(U) e V C U si scrive pyv(s) = sv.

Se F & un prefascio su X, ogni coppia (U, s), con U C X aperto e s € F(U), viene detta una sezione
di F. Meno genericamente, per un aperto fissato U gli elementi del gruppo abeliano F(U) vengono detti
le sezioni di F su U, mentre gli elementi del gruppo abeliano F(X) sono detti sezioni globali di F.

Tenendo conto dell’assioma FO0, per descrivere un prefascio ¢ sufficiente definire le sue sezioni ed i
morfismi di restrizione esclusivamente per gli aperti non vuoti.

EseMPIO 3.2.2. 1l prefascio delle funzioni reali continue in uno spazio topologico X & definito, ponendo
Cx(U)={f: U — R continue } VU C X aperto,

e i morfismi pyy sono quelli di restrizione usuale.

Esempio 3.2.3. Il prefascio delle funzioni C'*° su R™ & definito, ponendo

Cpa(U) ={f: U — R di classe C*} v U C R" aperto,

e i morfismi pyy sono quelli di restrizione usuale.

Sinoti che CR5. € un sottoprefascio di Cg». La nozione di sottoprefascio non presenta grosse sorprese:
dato un prefascio F con funzioni di restrizione pyy, un sottoprefascio G C F e il dato, per ogni aperto

U, di un sottogruppo G(U) C F(U) tale che, per ogni coppia di aperti V' C U, si ha pyyv(G(U)) C G(V).
Le restrizioni a G delle funzioni di restrizione di F inducono una struttura di prefascio su G.

EseMmpPIO 3.2.4. Sia X uno spazio topologico. Ad ogni gruppo abeliano G possiamo associare tre
prefasci Gx, Gx e DGx su X, dove per ogni aperto non vuoto U si definisce:

Gx(U)={f: U — G costante},
Gx(U)={f: U — G localmente costante},

DGx(U) = {f: U — G senza restrizioni} = H G.
zeU
Come sopra i morfismi pyy sono quelli naturali di restrizione. Poiché somma e differenza di due funzioni
(localmente) costanti sono ancora (localmente) costanti, ogni Gx(U) ¢ in modo naturale un gruppo
abeliano e Gy (U) un suo sottogruppo. Dunque Gx & un prefascio su X e Gy un suo sottoprefascio.
Similmente, Gx ¢ un sottoprefascio di DG x.
Si noti che prendendo i gruppi quoziente possiamo definire un terzo prefascio
_ Gx(U)

FO =5 o)

con la proprieta che F(U) = 0 se U & connesso.

OSSERVAZIONE 3.2.5. Le funzioni localmente costanti sono costanti sulle componenti connesse. Infatti,
un’applicazione f: X — G & localmente costante se e solo se ogni fibra f~1(a), a € G, & aperta in X.
Dunque X ¢ unione disgiunta degli aperti f~1(a) e se X & connesso si deve avere f~1(a) # 0 per al pin
un valore a € G.

Il viceversa ¢ in generale falso; ad esempio, ’applicazione

F:Q=2, fla)=bsex= % b>0, MCD(a,b) =1,

non ¢ localmente costante pur essendo costante su ogni componente connessa.

EsEMPIO 3.2.6. Nello studio della coomologia singolare abbiamo incontrato molti prefasci:

U— SP(U,G), PP(U,G), H?(U, @), Hom(H,(U), G) eccetera.

DEFINIZIONE 3.2.7 (germe e spiga). Sia F un prefascio con funzioni di restrizione pyy su uno spazio

topologico X e sia z € X un punto fissato: sull’insieme
F((x)) = {(U,s) | U intorno aperto di z, s € F(U)} = {sezioni intorno a x}
si consideri la relazione di equivalenza:
(U,s) ~ (V,t) <= JWaperto talechez € W CUNVe sy = tjw.

La verifica che ~ & una relazione di equivalenza ¢ immediata. Definiamo la spiga di F in x come l'insieme
quoziente:

F, = {germi di sezioni di F in 7} = 2% _ {Us) |z €T, s € FU)}

~
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Equivalentemente ~ € la piu piccola relazione di equivalenza tale che, per ogni V' C U ed ogni
s€ F(U)siha (Us)~ (V,sv).

Denoteremo con [U,s] € F, la classe di equivalenza della coppia (U, s), che chiameremo germe
(=germoglio) di s nel punto x. Per alleggerire la notazione, risulta utile denotare con s, € F, il germe in
x di una sezione s € F(U), beninteso quando x € U.

Ogni spiga € un gruppo abeliano, dove l'operazione di somma ¢ indotta per passaggio al quoziente
dalle applicazioni

(U, s] + [V, t] = W, sjw + tjw], reWcvnU.

L’elemento neutro & chiaramente [X, 0] e 'opposto & —[U, s] = [U, —s].
Notiamo che per ogni aperto U ed ogni x € U 'applicazione

.7:(U)1>.7:z, s+ s, = [U, 9],

¢ un omomorfismo di gruppi (per pedanteria dovremmo scrivere 7y, al posto di 7, ma & preferibile essere
noi ad abusare, leggermente, delle notazioni piuttosto che subire le loro vessazioni).

Segue dalla definizione di spiga che ogni germe in F, appartiene all'immagine di F(U) 2 F, per
qualche intorno aperto U, e quindi anche per tutti gli intorni aperti di « contenuti in U.

Dato che intersezione finita di intorni aperti ¢ ancora un intorno aperto, ogni insieme finito di germi
S1y...,8n € F, appartiene alllimmagine di F(U) L F, per qualche intorno aperto U. Da questo segue
immediatamente che la struttura di gruppo su F, & l'unica che rende tutte le applicazioni F(U) - F,
omomorfismi.

EsEmPIO 3.2.8 (importante). Le spighe del prefascio Gx delle funzioni localmente costanti (Esem-
pio 3.2.4) sono tutte isomorfe al gruppo G. Infatti, identificando G con il sottogruppo di Gx(U) delle
applicazioni costanti, per ogni intorno aperto U del punto x, sono ben definiti due omomorfismi

f:G—=(Gx)z, fla)=[X,aqa], 9: (Gx)z — G, ¢glU,a] = a(x).

Dato che gf = Idg basta provare che f & surgettiva: dato un germe [U, a], esiste un aperto z € V tale
che o) ¢ costante, diciamo a(y) = a per ogni y € V. Ma allora

U,a] = [Viayy] = [Vea] = [X,a] = f(a).

DEFINIZIONE 3.2.9. Siano F, G due prefasci sullo stesso spazio topologico X. Un morfismo f: F —
G ¢ il dato, per ogni aperto U C X, di un omomorfismo di gruppi abeliani fy: F(U) — G(U). Gl
omomorfismi fyy devono commutare con i morfismi di restrizione, ossia per ogni coppia di aperti V- C U
si deve avere un diagramma commutativo

La composizione di morfismi ¢ definita in maniera prevedibile: (g o f)y = gu o fu se F ER G4 A
Anche la nozione di isomorfismo di prefasci non riserva alcuna sorpresa e la riportiamo su richiesta degli
uffici amministrativi: un morfismo di prefasci f: F — G & un isomorfismo se fy: F(U) — G(U) & un
isomorfismo di gruppi per ogni aperto U.

L’insieme dei morfismi tra due prefasci € un gruppo abeliano, con la somma definita in maniera
prevedibile

59 F—G, (f+9v=fv+gv: FU)—GU),

. 0 .. ..
e che ha come elemento neutro il morfismo nullo F — G, ossia il morfismo che manda tutte le sezioni in
0.

Esemp1o 3.2.10. Ogni omomorfismo di gruppi abeliani A — B induce in maniera naturale un
morfismo tra i rispettivi prefasci di funzioni localmente costanti Ax — Bx.

EseMPIO 3.2.11. Dato che ogni funzione localmente costante & anche continua, si ha un ovvio morfismo
di prefasci Rx — Cx, che per ogni aperto U corrisponde all’inclusione

{f: U = R localmente costante } C {f: U — R continua }.

Ogni morfismo di prefasci f: F — G induce canonicamente dei morfismi tra le rispettive spighe: per
ogni punto z € X vi € un unico omomorfismo di gruppi f,: F; — G, che, per ogni intorno aperto x € U,
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rende il diagramma

fu

(3.1) FU)——=g()
Fo—"sg,
commutativo: piltt precisamente, f.[U, s] = [U, fu(s)]. Per verificare che f, & ben definito, supponiamo che

i
U, s| = [V, t] e dimostriamo che [U, fy(s)] = [V, fv(s)];se x € W CUNV e tale che sy =ty allora
\ \

U, fu(s)] = W, fu(s)w] = W, fw (sjw)] = W, fw (tyw)] = [W, fv () w] = [V, fv (1)].
Un isomorfismo di prefasci induce isomorfismi sulle spighe, ma il viceversa ¢ generalmente falso.

LEMMA 3.2.12. Per un morfismo di prefasci f: F — G su X le sequenti condizioni sono equivalenti:

(1) fo: Fu — Gy & surgettivo per ogni x € X ;
(2) ogni sezione di G ¢ localmente nell’immagine di F; con cio intendiamo che per ogni t € G(U)
ed ogni x € U esistono un aperto x € V C U ed una sezione s € F(V) tale che fy(s) =t)y.

E importante osservare che nel punto (2) Uaperto V' dipende da t.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo f, surgettivo per ogni . Siano U aperto, t € G(U), x € U e scegliamo
sy € Fy tale che fy(sy) =t;. Se sp = [W,s] conx € W e s € F(W), allora [U,t] = [W, fw(s)] € Gz, e
quindi esiste un aperto V-.C W NU tale che fy(s) = t)y.

Viceversa, supponiamo che ogni sezione di G sia localmente nell’immagine di F e prendiamo ¢, € G,.
Se t, = [U, 1], esiste un aperto x € V' C U ed una sezione s € F (V') tale che fy/(s) = t|i; e basta osservare
che il germe di ¢y in x ¢ ancora t, che quindi risulta uguale a f,(sz). O

OSSERVAZIONE 3.2.13. Per completezza, informiamo il lettore che il raccordo tra la teoria ‘topologica’
dei fasci e quella tramite prefasci avviene passando attaverso i cosiddetti spazi étale.! Dato un prefascio
F su X ha senso definire 'insieme

et(F) ={(z,8:) €Ex € X, 8, € Fp} = H Fa,

reX
dove [J & il simbolo di unione disgiunta. Ogni sezione f € F(U) definisce un sottoinsieme di et(F)
Up ={(z,hy) |z € U} Cet(F)
dove h, € F, denota il germe della sezione h nel punto x.

LEMMA 3.2.14. La famiglia di tutti i sottoinsiemi Uy, ¢ una base di una topologia su et(F) che rende
la proiezione

p: et(F) = X, p(z,s) =z,
un omeomorfismo locale.

DIMOSTRAZIONE. Dato che 'unione degli U, & tutto et(F), per dimostrare che sono base di una
topologia basta provare che se (z, s) € U,NV}, allora esiste una sezione (W, 1) tale che (z, s) € W; C U,NVj,.
Siccome (z,s) € Up NVj vuol dire che z € VNU e h, = k, = s, per definizione di germe esiste un aperto
r €W CVNU tale che hyy = kjw e quindi (z,s) € Wy = Wy C U, N V.

Per ogni (x,s) € et(F) ed ogni aperto z € U, esiste un aperto x € V C U ed una sezione h € F(V)
tale che h, = s; dunque (z,s) € V), e p(V},) C U e questo prova che p & continua. Chiaramente p(Uy) = U
per ogni sezione (U, h) e questo prova che p & aperta. Per concludere basta osservare che p: U, — U &
iniettiva. (]

Con la topologia appena definita, lo spazio topologico et(F) viene detto spazio étale del prefascio
F.

Ha oramai preso piede a livello internazionale il termine francese étale, sebbene esista una meravigliosa traduzione
italiana in spazio lasagnato.
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3.3. Fasci

Come gia detto, i fasci furono introdotti da Leray e Cartan in topologia algebrica e geometria analitica
complessa. Successivamente, il loro uso fu adottato da Kodaira [36] e, soprattutto, da Serre in [55], dove
vengono esposti i fondamenti della moderna geometria algebrica. Tuttavia, il lavoro piu significativo in
teoria dei fasci rimane probabilmente [20], dove Grothendieck inquadra la teoria coomologica dei fasci e
la teoria dei funtori derivati di Cartan—Eilenberg nel contesto comune delle categorie abeliane, aprendo
un oceano di applicazioni e generalizzazioni.

La nozione di fascio & utile per risolvere problemi globali di esistenza e unicita: molto brevemente, il
problema viene prima affrontato da un punto di vista locale, poi la teoria dei fasci permette di adottare
tecniche standard di topologia algebrica ed algebra omologica per studiare il problema dal punto di vista
globale.

Prima di applicare la teoria dei fasci alla geometria analitica complessa, useremo i fasci in topologia
algebrica e differenziale dimostrando, tra le altre cose, che in ogni varieta topologica le coomologie singolare
e di Alexander—Spanier coincidono, e che in ogni varieta differenziabile la coomologia di de Rham coincide
con la coomologia singolare a coefficienti reali. Sempre utilizzando la teoria dei fasci dimostreremo la
dualita di Poincaré in coomologia di de Rham.

DEFINIZIONE 3.3.1. Un prefascio F di gruppi abeliani su X si dice un fascio se per famiglia indicizzata
di aperti (U;);es con unione di aperti U = U;U;, valgono le seguenti condizioni:

F3) Sia s € F(U). Allora s = 0 se e solo se 5|y, = puv,(s) = 0 per ogni i.
F4) Data, per ogni i € I, una sezione s; € F(U;) in modo tale che per ogni 7, j € I si abbia

Silu;; = SjlUiy» dove Uij =U; N Uj,

(ossia le due restrizioni di s; ed s; all’aperto U; NU; coincidono), allora esiste s € F(U) tale che
S|y, = §; per ogni ¢.

Chiameremo F3 proprieta di localita dell’annullamento e la F4 proprieta di incollamento. Dato che
FO puo essere visto come F3 nel caso particolare I = (), in letteratura i fasci vengono talvolta definiti
usando solo gli assiomi F1-F4, ed in alcuni casi usando solo F2-F4 (vedi Esercizio 3.1).

E immediato osservare che se vale la condizione F3 allora la sezione s in F4 ¢ unica: infatti se per
s,t € F(U) fosse s|y, = tjy, = s; per ogni 4, allora (s —t)y, = 0 per ogni i e quindi s — = 0.

Ribadiamo che ogni fascio e, per definizione, anche un prefascio.

EseEmPpIO 3.3.2. Esistono prefasci che non sono fasci; ad esempio sia X uno spazio topologico sconnes-
so, unione di due aperti disgiunti e non vuoti A, B. Allora il prefascio Zx delle funzioni costanti U — Z,
U # 0, non & un fascio. Presi due elementi s € Zy(A) = Z e p € Zx(B) = Z diversi tra loro, le loro
restrizioni coincidono sull’intersezione che ¢ 'insieme vuoto, ma non esiste alcun elemento di Z = Zy (X)
la cui restrizione su A valga s e su V valga p.

OSSERVAZIONE 3.3.3. In teoria dei fasci esistono alcune variazioni sulle notazioni usate che devono
essere conosciute per poter comprendere i testi scritti. In particolare, per il gruppo delle sezioni di un
fascio F su di un aperto U vengono usate indistintamente le tre notazioni:

FU)=T(U,F)=HU,F).

Pure in queste note le precedenti tre notazioni saranno utilizzate tutte, scegliendo di volta in volta quella
che si adatta meglio al contesto. Invece, per i prefasci che non sono fasci si usa prevalentemente la notazione

FU).

EseEmPIO 3.3.4. 1l prefascio delle funzioni continue in uno spazio topologico X e un fascio. Il prefascio
delle funzioni di classe C'*° su R™ & un fascio.

EsemPIO 3.3.5. Per ogni gruppo abeliano G, il prefascio Gx delle funzioni localmente costanti in
uno spazio topologico X a valori in G ¢ un fascio, detto fascio costante.? L’Esempio 3.3.2 mostra che
in generale il prefascio delle funzioni costanti Gy non e un fascio.

I novizi devono fare attenzione e ricordarsi che i fasci costanti sono quelli delle funzioni localmente
costanti e non quelli delle funzioni costanti (che non sono fasci in generale).

EseMPIO 3.3.6 (Fasci grattacielo). Siano z € X e G un gruppo abeliano. Per ogni aperto U C X
possiamo definire un fascio F ponendo

G sexeU 1d sexeVCU
]:(U):{ PUV:{ “ a

0 altrimenti 0 altrimenti

2In alcuni testi classici i fasci costanti sono detti “semplici”; oggi si preferisce chiamare fasci semplici quelli che hanno
come endomorfismi solamente le omotetie.
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Si verifica facilmente che L
G seye{x
F, = yetn)
0 seyd{z}

ESEMPIO 3.3.7 (restrizione ad aperti). Se F ¢ un prefascio su X e U C X & un aperto, definiamo il
prefascio Fiy su U ponendo Fi7 (V) = F(V) per ogni aperto V' C U. Se F ¢ un fascio, allora anche F|;
¢ un fascio.

EseMPIO 3.3.8 (immagine diretta). Siano f: X — Y applicazione continua e F un fascio su X. Il
fascio f.F su Y, detto immagine diretta di F ¢ definito come f,F(V) = F(f~1(V)) per ogni aperto
VY.

ESEMPIO 3.3.9 (Somma diretta). Dati due fasci F e G, la loro somma diretta ¢ definita come
(FeG)(U)=FU)aGU)

per ogni aperto U. Si dimostra facilmente che F @ G ¢ un fascio e che per ogni punto z vale (F & G), =
Fo ® G
Similmente la somma diretta di un numero finito di fasci Fi, ..., F, si definisce come

(@E) (U) = @E‘(U)’

mentre per le somme dirette infinite rimandiamo all’Esercizio 3.10.

EsempIO 3.3.10. Sia f: F — G un morfismo di prefasci e si assuma che G sia un fascio. Per ogni
aperto U definiamo H(U) C G(U) il sottogruppo delle sezioni che sono localmente nell’immagine di f. In
altri termini, una sezione t € G(U) appartiene ad H(U) se e solo se per ogni punto p € U esiste un aperto
p € V C U ed una sezione s € F (V) tale che fy(s) =t)y,. Allora H ¢ un sottofascio di G.

EseEMPIO 3.3.11 (fasci discreti). Sia X uno spazio topologico e sia data un’applicazione F' che ad ogni
punto x € X associa un gruppo abeliano F(z). Definiamo il fascio DF su X ponendo, per ogni aperto
non vuoto U

DF(U) = [] F().
zeU
Dunque, dare una sezione s € DF(U) significa dare un elemento s(z) € F'(z) per ogni « € U; la verifica
che si tratta di un fascio & molto semplice e lasciata al lettore. Il medesimo lettore non deve confondere
il valore puntuale s(x) € F(z) con il germe s, € DF,. E chiaro che il valore puntuale s(z) dipende solo
dal germe di s in « ed & quindi ben definito un omomorfismo surgettivo di gruppi DF, — F(z).

Chiameremo fasci discreti i fasci ottenuti in questa maniera. Segue dagli assiomi FO-F4 che su uno

spazio topologico discreto ogni fascio e discreto.

EsemMPIO 3.3.12 (Importante, da sapere). A partire da un qualsiasi prefascio F possiamo costruire
in maniera naturale un fascio discreto DF, detto delle sezioni discontinue di F, un suo sottofascio
F+ C DF, detto delle sezioni continue di F, ed un morfismo di prefascii: F — F7T che & un isomorfismo
sulle spighe.

Definiamo DF come il fascio discreto associato all’applicazione che ad ogni punto z associa la spiga F,;
dunque, per ogni aperto non vuoto U si ha DF(U) = [[ ¢y Fz- In altri termini una sezione a € DF(U) &
una collezione di germi a = (a(z))zev, con a(x) € F, per ogni z € U. Se V- C U, il morfismo di restrizione
DF(U) — DF(V) e definito nel modo ovvio.

Ogni morfismo di prefasci f: F — G definisce omomorfismi tra le spighe f,: F, — G, e quindi un
morfismo di fasci

f: DF = DG, (fa(x)) = fo(a(z)) per ogni .

E naturalmente definito un morfismo di prefasci i: F — DF che ad ogni sezione s € F (U) associa la
collezione dei suoi germi: i(s)(x) = s, per ogni .

Definiamo poi F+ C DF come il sottofascio delle sezioni che sono localmente nell’immagine di 4
Dato un aperto U, una sezione a = {a(z)} € DF(U) appartiene a FT(U) se e solo se per ogni p € U
esiste un intorno aperto p € V' C U ed una sezione s € F (V) tale che i(s) = a|v, ossia a(z) = s, per ogni
zeV.

E tautologico osservare che per ogni aperto U si ha iy (F(U)) € F*(U). Per il Lemma 3.2.12 il
morfismo di prefasci i: F — F* & surgettivo sulle spighe. Se i,(s;) = 0 per qualche z € U aperto e
s € F(U), vuol dire che esiste un aperto € V' C U tale che i(s);;y = 0, ossia s, = 0 per ogni y € V ed a
maggior ragione s, = 0.
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Esercizi.

EsErcizio 3.1. Dimostrare che le due condizioni F2 ed F3 implicano F1. (Sugg.: da F3 segue che
puv € iniettivo; se pyy (z) = y allora, da F2 segue pyy(z —y) =0.)

EsERrcIzIO 3.2. Sia F un fascio e siano U,V due aperti tali che il morfismo di restrizione F(V) —
F(U NYV) sia surgettivo. Dimostrare che anche la restrizione F(U UV) — F(U) & surgettiva.

Esercizio 3.3. Sia F il prefascio su R definito come

{f: U — R localmente costanti} se U limitato
0 se U illimitato

F(U) = {

e con pyy la usuale restrizione quando U & limitato. Dire se F & un fascio.

EsErcizio 3.4 (cf. [19, pag. 35]). Per ogni aperto U C R poniamo
/ |f] < +oo} .
U

Esgrcizio 3.5. Siano F un fascio su X e G C F un sottoprefascio. Dimostrare che G soddisfa la
condizione F3. Provare inoltre che G soddisfa F4 se e solo se per ogni unione di aperti U = U;U; ed ogni
sezione s € F(U) tale che sy, € G(U;) per ogni i, si ha s € G(U).

FU) = {f: U — R continue

Dire se F, con gli usuali morfismi di restrizione, ¢ un fascio.

ESERCIZIO 3.6 (Supporto di una sezione). Siano F un fascio su X e s € F(U) una sezione su di un
aperto U. Si definisce il supporto di s come il sottoinsieme

Supp(s) ={z €U | 0# s, € F,}.

Dimostrare che si tratta di un sottoinsieme chiuso di U.

Se F & un sottofascio di un fascio discreto DF, provare che il supporto di una sezione s € F(U) ¢ la
chiusura in U dell'insieme degli = € U tali che 0 # s(x) € F(z). In particolare, per una funzione continua
f€Cx(U) si ha

Supp(f) = chiusura in U di {z € U | f(z) # 0}.
EsERcCiIZIO 3.7. Sia X uno spazio topologico e denotiamo con X4 l'insieme X dotato della topologia

discreta; in tal modo l'identita Id: X; — X & un’applicazione continua. Provare che per ogni fascio F su
X4, il fascio immagine diretta Id, F ¢ discreto e che ogni fascio discreto su X si ottiene in questo modo.

EseErcizio 3.8 (Immagine inversa di un fascio). Siano f: X — Y continua e F un fascio su Y. Sia
DF il fascio discreto su X associato all’applicazione F'(x) = Fy(,). Per ogni coppia di aperti U C X e
V CY tali che f(U) C V, abbiamo un omomorfismo

f\ﬁ@U: ]:(V) — DF(U)a f\‘ZU(S) = (Sf(l'))IGU'

Per ogni aperto W C X sia f~1(W) C DF(W) il sottogruppo delle sezioni localmente nell’immagine

degli omomorfismi f&U. Pilt precisamente, una sezione t € DF (W) appartiene a f~1(W) se per ogni

x € X esistono due apertiz € U C W e f(U) CV CY ed una sezione s € F(V) tali che ¢y = f‘ﬁ,’U(s).
Dimostrare che f~!F ¢ un fascio e che per ogni x € X esiste un isomorfismo naturale di spighe

(fT'F)e = Fra)-

3.4. Morfismi di fasci

Un morfismo di fasci ¢ per definizione un morfismo di prefasci (ogni fascio ¢ anche un prefascio).
Similmente, un isomorfismo di fasci ¢ un isomorfismo di prefasci.

ESEMPIO 3.4.1. Dati due fasci F e G, le due inclusioni naturali di inclusione ¥ — F &G, G — F DG,
sono morfismi.

EseEMPIO 3.4.2. Siano F un fascio su X, x € X e consideriamo il fascio grattacielo
Fo €U
gu)y=4-"
0 z¢U.

Gli omomorfismi
nu: F(U) — Fr =G(U), zeU, ny(s)=sg,
definiscono un morfismo di fasci n: F — G tale che n, =1d e n, = 0 per ogni y ¢ m
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EsEMPIO 3.4.3. Costruiamo sullo spazio proiettivo reale X = Pg, n > 0, un fascio F con tutte le
spighe isomorfe a Z ma senza sezioni globali, ossia tale che F(X) = 0.
Denotiamo con 7: S™ — X la proiezione naturale e poniamo, per ogni aperto U C X,

F(U) = {s: 77 1(U) — Z continue dispari}.

Dato che Z & uno spazio discreto, dire che s: 7=1(U) — Z & continua ¢ la stessa cosa che dire localmente
costante; dispari vuol dire s(—z) = —s(x).

Dato che S™ ¢ connessa le uniche funzioni continue S™ = 771(X) — Z sono le costanti e questo
implica immediatamente F(X) = 0. Proviamo adesso che se U C X ¢ il complementare di un iperpiano,
allora F|i; ¢ isomorfo al fascio costante Zy; da questo segue che le spighe di F sono tutte isomorfe a Z.

Possiamo scrivere 771(U) = Uy UU_, dove Uy e U_ sono aperti disgiunti, ciascuno omeomorfo a
U tramite 7 e antipodali I'uno con ’altro. Per ogni aperto V' C U esiste un’ovvia bigezione tra F(V) e
le funzioni continue 7=*(V) N U, — Z, che a loro volta sono in bigezione con le applicazioni continue
V' — Z. Possiamo quindi affermare che il fascio F|y; ¢ isomorfo al fascio costante Zg.

OSSERVAZIONE 3.4.4. I fasci localmente isomorfi a fasci costanti, come quello dell’esempio precedente,
vengono anche detti sistemi di coefficienti locali, e la loro introduzione in matematica (Reidemaster
1935, Steenrod 1942) & precedente a quella dei fasci, ovviamente con una diversa definizione, e cioé come
rivestimenti in cui ogni fibra ha una struttura di gruppo abeliano e gli operatori di monodromia (vedi
[45]) sono isomorfismi di gruppi: il raccordo tra le due definizioni si ottiene passando dagli spazi étale
(aggiungendo alcune ipotesi sulla topologia).

I morfismi tra fasci sono univocamente determinati dai morfismi tra le rispettive spighe, nel senso
descritto dal seguente lemma:

LEMMA 3.4.5. Siano f,g: F — G due morfismi di fasci. Allora f = g se e solo se fp = g.: Fr — Gz
per ogni x. In particolare, un morfismo di fasci € nullo se e solo se € nullo sulle spighe.

DIMOSTRAZIONE. Una implicazione & chiara. Viceversa, supponiamo f, = g, per ogni z € X e siano
U C X aperto e s € F(U) una sezione. Per ipotesi si ha

F(8)e = f2(S2) = 92(8z) = 9(8) per ogni x € U.
Per definizione di germe, per ogni = € U esiste un aperto x € V;, C U tale che f(s)|y, = g(s)|v,, ossia
(f(s) —g(s))v, = 0. Siccome gli aperti V, ricoprono U, per F3 si ha f(s) — g(s) = 0. O

Una delle conseguenze del Lemma 3.4.5 & che per definire un morfismo di fasci f: F — G ¢ sufficiente
definire, in maniera compatibile, gli omomorfismi fi;: F(U) — G(U) al variare di U in una base di aperti
fissata.

PROPOSIZIONE 3.4.6. Siano F,G due fasci su X e B una base di aperti della topologia. Sia dato,
per ogni U € B, un omomorfismo fy: F(U) — G(U) in modo tale che se U,V € B eV C U, allora
puv fu = fvpuv. Allora i morfismi fu si estendono in maniera unica ad un morfismo di fasci f: F — G.

DIMOSTRAZIONE. Siano U C X un aperto e s € F(U) una sezione; proviamo prima che se V,W € B
e VUW CU, allora

(3.2) (s vaw = fw(sjw)vow-
Dato che G ¢ un fascio e VN W & unione di elementi di B, basta dimostrare che fy (s|v)z = fw (sjw)u
per ogni H € B tale che H C V N W. Questo segue dalle ipotesi poiché

fv(sw)ia = fa(sia) = fw(sjw)a-
Consideriamo adesso il ricoprimento aperto di U formato da tutti gli elementi di B contenuti in U
e definiamo fy7(s) € G(U) come 'unica sezione tale che fi(s)jv = fv(sy) per ogni aperto V' della base
contenuto in U; questo & possibile per gli assiomi FO-F4 e la proprieta (3.2). In questo modo otteniamo
un morfismo di fasci f: F — G.
L’unicita di f segue dal fatto che i morfismi tra spighe sono univocamente determinati dal compor-
tamento di f negli aperti di una qualunque base topologica. O

Dati due fasci F,G su X, si denota con Homy (F,G) il gruppo abeliano formato da tutti i mor-
fismi f: F — G. Per ogni aperto U C X ¢ ben definito un morfismo di restrizione Homx (F,G) —
Homy (Fy, Gv): basta tenere conto degli omomorfismi fy-: F(V) — G(V) al variare di V tra gli aperti
contenuti in U e ‘dimenticare’ gli altri.

Ne consegue che risulta ben definito un prefascio Homx (F,G) ponendo

Homx (F,G)(U) = Homy (Flu, Gjv)
per ogni aperto U C X.

TEOREMA 3.4.7. Nelle notazioni precedenti, Homx (F,G) é un fascio.
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DiMOSTRAZIONE. L’assioma F3 segue dal Lemma 3.4.5, mentre F4 segue dalla Proposizione 3.4.6,
tenendo presente che se U = U,;U; allora gli aperti contenuti in qualche U; formano una base della topologia
su U. I dettagli sono lasciati per esercizio. O

Esercizi.

ESERCIZIO 3.9. Siano ¢g: G — H un morfismo di fasci su X e ¢t € H(X) una sezione globale. Si
consideri la collezione A di tutte le coppie (U,s) con U C X aperto e s € G(U) tali che gy(s) = tju.
Provare che A possiede elementi massimali rispetto all’ordinamento di estensione (U, s) < (V,r)se U CV
e rjy = s. Trovare un controesempio quando G ¢ solo un prefascio (Sugg.: Esercizio 3.3).

Esercizio 3.10. Sia (F;)ies una famiglia di fasci su X e consideriamo il prefascio F(U) = @, ; F:(U).
Dimostrare che ogni spiga di F € uguale alla somma diretta delle spighe dei fasci F;.

Mostrare con un esempio che, se I ¢ infinito allora in generale F non ¢ un fascio. Per tale ragione si
definisce @, ; Fi = F1 (mostreremo pili avanti che se F & un fascio allora i: 7 — F* & un isomorfismo
e quindi questa definizione di somma diretta non ¢ conflittuale con la precedente).

Esgercizio 3.11. Siano F un fascio su X e ¢: X — Z una funzione localmente costante. Provare che
le applicazioni

fu: F(U) = F(U), fu(s) = ¢w s,

sono ben definite per ogni aperto U (qui bisogna usare che F ¢ un fascio) e definiscono un morfismo di
fasci f: F — F.

Esercizio 3.12. Sia X uno spazio topologico. Per ogni aperto U C X definiamo il prefascio Zy su
X che sull’aperto V C X vale

Zin(V)={s€Zx(V)|s(x) =0perognizecV -U}.
Provare che Zg € un fascio e che per ogni fascio F su X esiste un isomorfismo di gruppi
Hom(Zy, F) = F(U)

EsErcizio 3.13. Siano F un fascio su X e DF' il fascio discreto associato all’applicazione x — F'(z).
Provare che esiste un isomorfismo naturale

Hom(F,DF) = [[ Hom(F,, F(x)).
rzeX

Esercizio 3.14 (Fasci iniettivi). Un fascio Z su X si dice iniettivo se per ogni fascio F su X,
ogni sottofascio G C F ed ogni morfismo f: G — Z, esiste un morfismo g: F — Z che estende f. Sia
DF un fascio discreto tale che ogni gruppo F(z) sia divisibile; dimostrare che DF & iniettivo. Dedurre
dall’Esercizio 2.17 che ogni fascio ¢ isomorfo ad un sottofascio di un fascio iniettivo.

3.5. Successioni esatte

Una successione di morfismi di fasci (di gruppi abeliani)

dn—1 dn, dny1
—>gn—>gn+1—>

si dice una successione esatta se per ogni punto x la successione di spighe

dn— dy, d

€ una successione esatta. In particolare, I’esattezza o meno di una successione di fasci dipende solo dal
comportamento dei morfismi sulle spighe.

LEMMA 3.5.1 (Esattezza sulle sezioni implica esattezza sulle spighe). Siano B una base della topologia

suX eF ER G L H due morfismi di prefasci su X tali che per ogni aperto U € B la successione
FU) 2% gy 2% 1)
sia esatta. Allora per ogni x € X la successione di spighe

Fotg 2,

¢ esatta.
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DIMOSTRAZIONE. La verifica che f,(F,) C ker g, ¢ immediata. Per 'inclusione opposta notiamo che
il seguente diagramma di gruppi ¢ commutativo per ogni scelta dell’aperto U che contenga il punto z.

fu gu

FU) L g) - 1)
N
7 G, 1,

Dobbiamo dimostrare che se s, € kerg, allora esiste r, € F, tale che f,(r,) = s,. Consideriamo un
rappresentante di s,;, indichiamolo con sy € G(V), z € V, ed il fatto che g,(s,) = 0 ci assicura che esiste

un aperto della base W € B tale che x € W e gv(sv)‘w = 0. A questo punto consideriamo la successione
esatta
FW) - gw) —2% w(w)

per l'esattezza sappiamo che esiste ry tale che fy (rw) = sw. La tesi segue scegliendo come 1, la classe
di T™w. O

Ad esempio, se F & un sottoprefascio del prefascio G, allora ogni spiga F, € un sottogruppo di G,:
per dimostrarlo basta applicare il Lemma 3.5.1 alla successione 0 — F — G.

TEOREMA 3.5.2 (Esattezza a sinistra delle sezioni globali). Per ogni successione esatta di fasci su X
del tipo
0FLgsnu
e per ogni aperto U C X, la successione di gruppi abeliani
0 - F(U) L% 6U) L5 1)
é esatta.

DIMOSTRAZIONE. Segue immediatamente dal Lemma 3.4.5 che gy fu = (¢f)y = 0. Data una sezione
s € ker fy abbiamo che questa va a zero in ogni spigha di G su U, e dunque per ogni x € U vale
sy € ker f, = 0. Segue dalle proprieta di fascio di F che s € 0 e dunque fy & iniettiva.

Dato un elemento s € ker gy lo stesso ragionamento usato sopra mostra che per ogni x € X esiste
ry € Fy tale che f,(r,) = s;. Dunque per ogni z esiste un aperto x € V,; e sezioni ry, € F(V,,) tali che
f(rv,) = s)v, . Per concludere resta da verificare che, dati due punti x, y si abbia che ry,

venv, — "Vaulv,nv,
ha come immagine 0 e dunque per Uiniettivita mostrata al punto

ma chiaramente ry;, ‘anvy A

precedente si ha 7y, |v Ay, — T, = 0. Quindi per le proprieta di fascio di F segue la tesi. |
zl1Vy

VNV,

In particolare, se f: F — G ¢ un morfismo di fasci e se f,: F, — G, € iniettivo per ogni z, allora
fu: F(U) = G(U) & iniettivo per ogni aperto U. Basta infatti applicare il Teorema 3.5.2 alla successione
esatta di fasci

050-FL Gg.

Similmente, se f: F — G & un morfismo di fasci e se f,: F, — G, & bigettivo per ogni z, allora
fu: F(U) = G(U) ¢ bigettivo per ogni aperto U. Basta infatti applicare il Teorema 3.5.2 alla successione
esatta di fasci

0>FL G —0.

Abbiamo quindi dimostrato che: un morfismo di fasci é un isomorfismo se e solo se é un isomorfismo
sulle spighe. Alla luce di questo fatto & utile riconsiderare la costruzione del fascio F* delle sezioni continue
di un prefascio.

Ricordiamo che per ogni prefascio F & definito il morfismo ¢: F — DF che ad ogni sezione associa la
collezione dei suoi germi ed il sottofascio F+ C DF della sezioni localmente nell’immagine di i: abbiamo
dimostrato che i: F — FT & un isomorfismo sulle spighe e quindi, se F & un fascio, allora i: F — F* &
un isomorfismo.

TEOREMA 3.5.3 (proprieta universale di F*+). Siano F un prefascio, G un fascio e f: F — G un
morfismo di prefasci. Allora esiste un unico morfismo di fasci f¥: FT — G tale che f = fT oi.

DIMOSTRAZIONE. Dato che i,: F, — F, ¢ un isomorfismo per ogni z, si deve avere f;f = fyi ' e
questo implica I'unicitd di f*. Per dimostrare I’esistenza basta osservare che f induce il morfismo

Df: DF — ng DfU((Sz>z€U) = (fz(sw))aseUa

che, per come sono definiti i fasci F* e G, si restringe ad un morfismo Df: F+ — G tale che Dfi = if;
adesso si usa il fatto che i: G — G* & un isomorfismo. |

COROLLARIO 3.5.4. Siano G un fascio e F un sottoprefascio di G. Allora, il sottofascio di G delle
sezioni che appartengono localmente a F ¢& isomorfo ad F+.
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DIMOSTRAZIONE. Denotiamo con H C G il sottofascio delle sezioni localmente in F (Esempio 3.3.10).
Siccome F C H si ha F, C H,, mentre per come & definito H il morfismo tra spighe F, — H, ¢
surgettivo. Dunque F, = H, ed il morfismo F+ — H dato dalla proprieta universale ¢ un isomorfismo
sulle spighe. (|

In analogia con la definizione di successione esatta, diremo che un morfismo di fasci f: F — G ¢
iniettivo (resp.: surgettivo, bigettivo) se per ogni x il morfismo tra le spighe f: F, — G, & iniettivo (resp.:
surgettivo, bigettivo).

Abbiamo visto un tale f & iniettivo (resp.: bigettivo) se e solo se per ogni aperto U il morfismo
fu: F(U) — G(U) ¢ iniettivo (resp.: bigettivo).

Abbiamo anche visto che un morfismo surgettivo di fasci non & necessariamente surgettivo a livello
di sezioni. Vale pero il seguente risultato parziale.

LEMMA 3.5.5. Siano F i) G — 0 una successione esatta di fasci e s € G(U) una sezione. Allora per
ogni p € U esiste un aperto p € V C U ed una sezione t € F(V') tale che fy(t) = s)y.

DIMOSTRAZIONE. Segue immediatamente dalla definizione di morfismo surgettivo e dal Lemma 3.2.12.
|

Dato un morfismo di fasci f: F — G su X, vogliamo definire in maniera naturale il suo nucleo ker f
ed il suo conucleo coker f in modo tale che si abbia una successione esatta

0—>kerf—>.7:i>g—>cokerf—>0.
Per il nucleo la cosa & molto facile: definiamo il prefascio ker f come
(ker f)(U) =ker fy = {s € F({U) | fu(s) =0}, vV U aperto.
LEMMA 3.5.6. Nella notazioni precedenti ker f & un fascio e (ker f), = ker f, per ogni x € X.

DIMOSTRAZIONE. Dato che ker f & un sottoprefascio del fascio F la localita dell’annullamento (F3)
¢ immediata.

Per quanto riguarda ’assiome di incollamento F4, siano U = U;U; e s; € F(U;) tali che fy,(s;) =0
per ogni i e S;|y,; = 5j|u,, Per ogni 4, j. Dato che F ¢ un fascio esiste s € F(U) tale che sy, = s; per ogni
i. Ma allora fy(s)jy, = fu,(si) = 0 e dato che anche G ¢ un fascio ne consegue che fy;(s) = 0. Abbiamo
provato che ker f & un fascio. Per ogni aperto U si ha una successione esatta di gruppi

0 = ker f(U) — F(U) L% G(U)
e per il Lemma 3.5.1 la successione di fasci

0—>kerf—>]-'i>g

¢ esatta. O

Per il conucleo la situazione ¢ leggermente piu complessa; naturalmente € ben definito il prefascio C
dei conuclei, C(U) = coker fy, che perd non & un fascio in generale.
Per il Lemma 3.5.1, la successione delle spighe

fzhgx—wz—m

¢ esatta per ogni z € X, e quindi C; = coker f,. Possiamo quindi definire coker f = C* (fascio delle sezioni
continue di C) e, componendo i due morfismi di prefasci G — C e i: C — C*, otteniamo una successione
esatta di fasci

FLig ot =cokerf 0.

Equivalentemente, possiamo inizialmente definire D coker f come il fascio discreto associato all’ap-
plicazione x — coker f, e poi coker f come il sottofascio di D coker f formato dalle sezioni localmente
nell’immagine del morfismo naturale G — D coker f; si verifica a posteriori che D coker f coincide con il
fascio delle sezioni discontinue di coker f.

DEFINIZIONE 3.5.7 (estensione canonica di un fascio). Per ogni fascio F, con relativo fascio delle
sezioni discontinue DJF, chiamiamo la successione esatta

0— F -5 DF - cokeri — 0

estensione canonica di F.
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EsempIO 3.5.8. Se 0 — F EN G % H — 0 e una successione esatta di fasci, non & detto che per ogni
aperto U la successione

0= FU) L% g(U) L5 1) =0
sia esatta. Ad esempio, prendiamo un qualunque fascio F su X non nullo ma senza sezioni globali, come
quello dell’Esempio 3.4.3. Sia € X tale che F, # 0 e consideriamo il morfismo surgettivo n: F — G,
dove G ¢ il fascio grattacielo che vale F, nel punto = (Esempio 3.4.2). Allora si ha una successione esatta
di fasci 0 — ker — F 25 G — 0 in cui il morfismo nx: F(X) =0 — G(X) = F, non & surgettivo.
Un altro esempio, forse piu significativo, verra descritto nella prossima sezione.

Esercizi.

Esercizio 3.15. Sia 0 — F — G — H — 0 una successione esatta di fasci su X e si assuma
che per ogni coppia di aperti U,V C X lapplicazione di restrizione F(V) — F(U NV) sia surgettiva.
Dimostrare che G(X) — H(X) & surgettivo. (Sugg. siano t € H(X) e (U, s) massimale nella famiglia
A dell’Esercizio 3.9 e si assuma che esista x ¢ U. Prendere V un intorno aperto di z tale che ty sia
nell'immagine di G(V).)

EsERrcizIO 3.16 (fasci fiacchi). Un fascio F su X si dice fiacco se tutti gli omomorfismi di restrizione
puv: F(U) = F(V) sono surgettivi. Dimostrare che:

(1) Un fascio F su X & fiacco se e solo se per ogni U C X aperto, 'applicazione pxy: F(X) — F(U)
& surgettiva.

(2) I fasci discreti sono fiacchi, ma non tutti i fasci fiacchi sono discreti.

(3) Sia0 = F — G — H — 0 una successione esatta di fasci su X con F fiacco. Allora G(U) — H(U)
¢ surgettiva per ogni U.

(4) Sia 0 - F — G — H — 0 una successione esatta di fasci su X con F e G fiacchi. Allora anche
‘H ¢ fiacco.

(5) Sia 0 —» F; — F5 — -+ — JF, una successione esatta di fasci su X con Fi,...,F,—1 fiacchi.
Dimostrare che 0 — F1(X) = F2(X) — -+ = Fp(X) € una successione esatta.

(6) L’immagine diretta di un fascio fiacco & ancora fiacca.

3.6. La successione esponenziale

Diamo un esempio di successione esatta corta di fasci che, assieme alle sue varianti C*° e olomorfa,
riveste un ruolo importantissimo in geometria. Per semplicita di notazione scriveremo Z, C, C* per indicare
i gruppi abeliani (Z, +), (C,+), (C — {0}, -) rispettivamente. Abbiamo allora una successione esatta corta

07 inclusione C exm C* 0 eX?T(Z) _ egﬂ-iz
Dotiamo C e C* della topologia euclidea. Fissato uno spazio topologico X denotiano con C e C* i fasci
su X delle funzioni continue a valori in C e C* rispettivamente. Dato che Z & discreto in C, possiamo
identificare il fascio costante Zx con il sottofascio di C delle funzioni continue a valori interi. Abbiamo
allora una successione di morfismi di fasci

0—Zx —CZ5C*—0, exn(f)(z) = 2 @ g e X,

che vogliamo dimostrare essere esatta. Le stesse considerazioni si applicano se al posto delle funzioni

continue prendiamo quelle di classe C* (quando X & un aperto di R™ o piu in generale una varieta

differenziabile) e per quelle olomorfe (quando X & un aperto di C™ o piti in generale una varieta complessa).
Per ogni aperto U C X la successione

0— Zx(U) = C(U) =% c*(U)

¢ esatta dato che, per una funzione continua f: U — C, si ha exm(f) = 1 se e solo se f(x) € Z per ogni
x € U. Per il Lemma 3.5.1 anche la successione di fasci 0 — Zx — C =5 C* & esatta.

In generale ’omomorfismo exmyy non & surgettivo. Consideriamo ad esempio X = S! C C e la funzione
g € C*(S") definita come g(t) = t. E ben noto, e comunque facile da dimostrare (Esercizio 3.17), che non
esiste alcuna funzione continua f: S* — C tale che 2 /(1) = ¢,

Per dimostrare che exm ¢ surgettiva sulle spighe proviamo che ogni sezione di C* & localmente sul-
I'immagine di C, vedi Lemma 3.2.12. Siano U C X aperto, g: U — C* continua e p € U. Scriviamo
g(x) = g(p)(1 = h(x)) con h: U — C continua tale che h(p) = 0. A meno di restringere U ad un intorno
pit piccolo possiamo supporre |h(x)| < 1/2 per ogni x € U e quindi

o0

1 -1 h"™
1—h= dove f = =—log(1—h) = —— 3 —.
exm(f), ove f 5l og( ) oi 2=
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Basta adesso scegliere un numero complesso a tale che exm(a) = g(p) per avere exw(a + f) = g.

Al fine di motivare la coomologia di Cech con un esempio significativo, presentiamo un’applicazione
del teorema delle cocatene piccole all’esistenza del logaritmo di funzioni complesse.
Sia g € C*(X) fissata, dall’esattezza della successione esponenziale

0 — ZX inclusione c exm c* s O, exw(f) _ esz,
segue che g ¢ localmente nell'immagine di exm e quindi esiste un ricoprimento aperto U = (U;);cr tale
che ogni restrizione gy, ammette un logaritmo continuo. In generale, il ricoprimento & non ¢ unico; se
un ricoprimento aperto V = (V;);es ha la proprieta che ogni j € J esiste ¢ € I tale che V; C Uj;, allora
allora la restrizione di g ad ogni V; possiede logaritmo continuo.
Fissiamo dunque un ricoprimento aperto U = (U;);er come sopra e scegliamo, per ogni ¢ € I, una
sezione f; € C(U;) tale che ex(f;) = gu,-
Per semplicita notazionale scriviamo
Uij:UiﬂUj, UiijUimUijk per ogni i,j,]{iEI.
La collezione delle sezioni f; € C(U;) definisce, nella sua globalita un elemento del prodotto diretto
f=) eJew.
iel
Siccome exn(f;) = exm(f;) su Uyj, la collezione delle differenze w;; := f; — fi € Zx (U;;) rappresenta un
elemento del prodotto diretto
w=(wy)e [] zxUy)
(4,5)€IxI
che soddisfa le seguenti condizioni:
(1) wi; =0 per ogni i € I;
(2) wij = —wj; per ogni 4,5 € I;
(3) wij = wik + wij su Uy, per ogni 4, j, k € 1.
Le precedenti tre condizioni possono essere condensate nell’'unica espressione
(3.3) Wik —wik +wi; =0,  suUyk, perognii,j kel

Infatti, se vale (3.3), ponendo i = j = k si trova w;; = 0, mentre con k = i si trova w;; = —wj;.
Quindi il nostro w = (w;;) € un elemento del gruppo abeliano

Z'UZx)=Sne [ ZxWUiy)|njx—nix+mi;=0sulyx, Vijkel
(t,7)€IXI
Vediamo adesso cosa succede ad w quando esiste globalmente il logaritmo continuo di g, e cioé¢ una
sezione f € C(X) tale che exm(f) = g. In tale situazione, per ogni indice i € I la sezione a; = f; — fiu,
appartiene a Zx (U;) ed inoltre vale wij = aj — a; in U;;. Abbiamo quindi provato che, se g appartiene
all'immagine di C(X) =% C*(X), allora w appartiene al sottogruppo

B'(U,F) = {n e Z'U,F)

El(az) S HZX(UZ), Nij = G5 — Qi SU Uijy VZ,] S I} .
i€l

Viceversa se w € B (U, F), ossia se esistono a; € Zx (U;) tali che w;; = a; —a; per ogni i, j € I, allora
le sezioni f; —a; € C(U;) coincidono nelle doppie intersezioni U;; e quindi si incollano ad una funzione
f € C(X) tale che exn(f) = g.

In conclusione, abbiamo dimostrato che g € C*(X) si solleva a C(X) se e solo se la classe di w si
annulla nel gruppo quoziente

H'U,Zx)=Z"U,Zx)/B* U, Zx),

che dipende solo dal fascio Zx e dal ricoprimento U.

DEFINIZIONE 3.6.1. Chiameremo H'(U,Zyx) primo gruppo di coomologia di Cech del ricopri-
mento U a valori in Zx

Notiamo che la definizione di H'(U,Zx) si estende immediatamente se al posto del fascio costante
Zx mettiamo un qualsiasi prefascio F: infatti possiamo considerare i due omomorfismi di gruppi abeliani

5 5
[[Fw) = 1] 7oy = 11 FWiw),
iel ijel i,j,k€l
(608)ij = Silu,; — SilUy» (618)ijk = Sik|U — Sik|Usjn + Sij1U 10

e definire
Z U, F) =kers,, B (U,F)=1Im(s), H'U,F)=2Z"U,F)/B'U,F).
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Svilupperemo questa ed altre generalizzazioni nei prossimi capitoli.
Siamo adesso in grado di dimostrare il seguente criterio di esistenza della determinazione continua
del logaritmo.

TEOREMA 3.6.2. Se X ¢ localmente connesso per archi e H'(X,Z) = 0 (coomologia singolare), allora
l’esponenziale
exm: C(X) — C*(X), exm(f) = €27,
e surgettivo.

DiMOSTRAZIONE. Ricordiamo dai corsi di topologia generale che “localmente connesso per archi”
significa che ogni punto possiede un sistema fondamentale di intorni connessi per archi o, equivalentemente,
che le componenti connesse per archi di un qualunque aperto sono ancora aperte.

Sia g € C*(X) fissata; per ogni € X scegliamo un suo intorno aperto U, connesso per archi nel
quale la funzione g possiede logaritmo continuo. Per le considerazioni precedenti basta quindi provare
che, per il ricoprimento aperto U = (U, )zex la condizione H!(X,Z) = 0 in coomologia singolare implica
la condizione H*(U,Zx) = 0 in coomologia di Cech. Grazie al teorema delle cocatene piccole possiamo
usare il complesso S*(U,Z) = Hom(S,(U),Z) per calcolare H*(X,Z).

Sia dunque w € Z1(U, Zx ) = 0 fissato e consideriamo I'omomorfismo a: S;(U) — Z che nel simplesso
¢ vale

(34) O‘((b) = Ww,z(x) - wy,z(y)v dove: (b(Al) CU,, z= (b(oa 1)7 Y= ¢(17 0)
Dobbiamo verificare che si tratta di una buona definizione dato che il punto z non & univocamente
determinato da ¢. Supponiamo quindi che ¢(A') C U, allora ¢: A — U, N U, ha immagine connessa
e di conseguenza w, ,(x) = w, 4, (y). Questo implica 'uguaglianza

W, (®) = wyw(Y) = (We,z + w2 )(2) = (Wy .2 +wyw)(Y) = we 2 (1) — wy 2 (y)-

La cocatena singolare « si annulla sui bordi dei 2-simplessi singolari in S2(U): infatti se z € X & tale che
(A?) C U,, basta considerare 1d;: Al — U, ed applicare la definizione (3.4) per avere immediatamente
a(dy) = 0.

Siccome H'(X,Z) = 0, il cociclo singolare « & anche un cobordo, ossia esiste un’applicazione 3: X —
Z tale che a(¢) = B8(#(0,1)) — 8(6(1,0)) per ogni 1-simplesso con immagine in qualche aperto U,. Per
concludere dimostriamo che se U, N U, # 0 la funzione w, ,: U, N U, — Z & costante e vale w,, =
B(y) — B(x). Sia u € U, N Uy; siccome Uy, Uy, sono connessi peer archi possiamo trovare due 1-simplessi
singolari ¢1: A = U, e ¢po: A — U, tali che

(;51(1,0) =7, ¢1(0,1) :¢2(1,0) =2z, ¢2(0,1) =Y.

Dalle uguaglianze
a(¢1) = wWao(2) —w2e(2) = —ws 2 (2) = B(2) — B(2),
a(h2) = w; y(2) — wyy(y) = wzy(2) = By

~
|
=
—~
N
N

si ottiene
w:c,y(z) = w{L’,Z(Z) + wz,y(z) = B(y) - 5(33)
O

OSSERVAZIONE 3.6.3. Segue dalla formula H'(X,Z) = Hom(H;(X),Z) e dal fatto, non dimostrato,
che negli spazi connessi per archi il primo gruppo di omologia & I’abelianizzato del gruppo fondamentale,
che se X & connesso per archi allora H'(X,Z) & isomorfo al gruppo degli omomorfismi 7 (X,z) — Z.
Ne consegue che si puo anche dimostrare il Teorema 3.6.2 utilizzando la teoria dei rivestimenti, ed in
particolare, il teorema di sollevamento di applicazioni qualsiasi.

Esercizi.

EsSERCIZIO 3.17. Sia f: S! — R continua. Dimostrare che esiste ¢t € S! tale che f(t) = f(—t), e
quindi che ex7(f) non & iniettiva. (Sugg.: I'applicazione g: S* — R, g(t) = f(t) — f(—t) & dispari ed ha
immagine connessa.)



CAPITOLO 4

Coomologia di Cech

Dopo aver visto le coomologie singolari e di Alexander—Spanier, introduciamo adesso la coomologia
di Cech, estendendo e generalizzando la costruzione del gruppo H'(U,Zyx) vista nella Sezione 3.6. La
prima differenza che salta agli occhi e che qui il gruppo dei coefficienti non & necessariamente fisso ma
puo variare da punto a punto; questa iniziale complicazione si rivelera ben presto una cornucopia di utili
ed interessanti applicazioni.

4.1. Coomologia di Cech dei ricoprimenti

In tutta la sezione, indicheremo con F un prefascio di gruppi abeliani su di uno spazio topologico
X. Ricordiamo inoltre la nostra convenzione di considerare i ricoprimenti aperti di uno spazio topologico
sempre in forma di famiglia indicizzata.

Sia U = (Uy)aer un ricoprimento aperto di X. Per semplicita di notazione scriveremo

Uapar--aq = Uag NUq; NN U, o, ..., 00 € 1.

Il gruppo C4(U, F) delle g-cocatene di Cech sul ricoprimento U a valori in F & per definizione

Cq(uvf) = H -F(Uaoal...ozq)v qg=>0.

In altri termini una g-cocatena e una famiglia di sezioni ¢ = (cawlmaq), con ciascun

Caoal...aq 6 ‘F(UOCOOél“-aq)

al variare di ap,...,eq € I. La struttura di gruppo su C9(U,F) & quella ovvia dedotta dalla legge di
addizione sulle sezioni di F. Dato che F(()) = 0 si ha

CiU,F) = H f(Uaoal--.aq)v dove N, = {(ag, ... aaq) e 19! | Uaoal---aq # @}
(g,...,aq)ENy
1l differenziale di Cech 6: C4(U, F) — C9T (U, F) & definito dalla formula

q+1

(41) (5C)a0...(xq+1 = Z(fl)jcao...&;...aq+1 ‘U("(J"'aq+l .
j=0

In grado 0, se ¢ = (ca) € COWU, F) = [oe; F(Ua), allora dc = ((6¢)ap) € C' (U, F) = [14 ser F Uas),
dove per ogni coppia «, 8 € I si ha

(4.2) (0¢)ap = ¢8lUas — Calvn, -
In grado 1, se ¢ = (cap) € O (U, F) =[], se; F Uap) si ha dc = ((6¢)apy), con

(43) (5C)aﬁ’7 = Cﬂ’Y|chB'Y - CQ’Y|UQB’Y + CQBIUQB’Y'

Per semplificare le notazioni & pratica usuale sottintendere ’operazione di restrizione e scrivere (4.1)
nella forma semplificata:

q+1

(44) (5C)a0"'aq+l = Z(_l)jcaom@'”aqﬁ-l'

Jj=0

L’applicazione 6 & un omomorfismo di gruppi (qui & fondamentale che il prefascio sia di gruppi
abeliani) ed il nome differenziale & motivato dal seguente lemma.

LEMMA 4.1.1. Nelle notazioni precedenti 6> = § o § = 0.

67
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DiMOSTRAZIONE. Data una g-cocatena c € C1(U, F), per ogni ag, ..., 12 € I si ha
q+
q+2 »
(626)060”'0tq+2 = Z<_1)] (6C)a0'“a}"aq+2
j=0
q+2j5—1 o q+2 qg+2 o
= Z Z(*1)Z+]Ca0~~&}~(?jmaq+2 + Z Z (71)1+J—1ca0...@..‘@...uq+2 .
§=0 i=0 §=0i=j+1

Scambiando ¢ e j in una delle due sommatorie si vede facilmente che tutti i termini si cancellano a
coppie. O

Otteniamo cosi un complesso di cocatene (C*(U, F),d), chiamato il complesso delle cocatene di
Cech del prefascio F sul ricoprimento . Alla solita maniera si definiscono i cocicli Z%(U, F) ed i cobordi
BY(U, F).

DEFINIZIONE 4.1.2. 1l g-esimo gruppo di coomologia di Cech di F relativo ad U &
HYU,F):=HYC*"U,F))=ZYU,F)/BIU,F).
Un modo equivalente di chiamare i gruppi H9(U, F) ¢ quello di coomologia di U a valori in F.

LEMMA 4.1.3. Nelle notazioni precedenti esiste un omomorfismo naturale di gruppi
e: F(X) — H°(U, F).
Se F é un fascio, allora € é un isomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. Definiamo 'omomorfismo
€: ]:(X) - Co(uvf)a 6(8) = (SlUQ)QEL

Segue dagli assiomi di prefascio che d¢ = 0 e quindi I'immagine di € ¢ contenuta in Z°(U,F) = HO(U, F).
E immediato osservare che le proprieta F3 e F4 per il ricoprimento I/ sono del tutto equivalenti a dire che
e: F(X) — Z°%U, F) ¢ iniettiva e surgettiva, rispettivamente. O

Nel lemma precedente, 'aggettivo “naturale” e riferito al fatto che commuta con i morfismi di pre-
fasci. Se f: F — G ¢ un morfismo di prefasci, allora per ogni ag,...,a, € I si ha un omomorfismo di
gruppi f: F(Ungay...aq) =+ G(Uaga,...a,). Presi tutti assieme, tali omomorfismi definiscono un morfismo
di complessi

FCUF) = C UG, f(Capa)) = (FCagmay)):
(esercizio: verificare) e di conseguenza un morfismo in coomologia f: H*(U,F) — H*(U,G).

Quello che in (co)omologia singolare era ’esempio banale dello spazio formato da un solo punto, qui
diventa I’esempio dei ricoprimenti stupidi.

DEFINIZIONE 4.1.4. Diremo che un ricoprimento aperto U = (U;);er di X & stupido se esiste i € T
tale che U; = X.
LEMMA 4.1.5. Sia U = (U;)ier un ricoprimento aperto stupido di X. Allora H'(U,F) = F(X) e
H"(U,F) =0 per ogni n > 0.
DIMOSTRAZIONE. Per quanto riguarda il calcolo dell’ H® basta dimostrare che la successione
0— F(X) S COUF) S CHUF),  els) = (siw,)ier,

¢ esatta. Scegliamo un indice 0 € I tale che Uy = X, allora l'iniettivita di € segue dal fatto che la sua
composizione con la proiezione CO(U, F) — F(Up) ¢ l'identita. Se a = (a;) € Z°(U, F) e poniamo s = ag,
allora (da)o; = a; — sjy, = 0 e quindi a; = 5|y, per ogni i, ossia a = €(s).

Sia a € C™"(U,F), n > 0, un cociclo e definiamo

be Cnil(uaf)v bil"'in = A0iy-+in;

per ogni i1,...,i, € I. La definizione di b € ben posta in quanto per ipotesi Uy = X e di conseguenza
Uiy--i,, = Uvig---i,, - Per ogni dg, ..., 4, € I si ha

e quindi @ = 6b € un cobordo. |

DEFINIZIONE 4.1.6. Siano U = (U;)ier € V = (V}) et due ricoprimenti dello stesso spazio topologico.
Una funzione di raffinamento da V a i ¢ un’applicazione v: J — I tale che V; C U, ;) per ogni j € J.
Diremo che V ¢ piu fine, o anche un raffinamento, di U/ e scriveremo V < U, se esistono funzioni di
raffinamemto da V a U. Scriveremo V < U per indicare che V ¢ piu fine di U.
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In altri termini, vale V < U se e solo se ogni elemento di V € contenuto in almeno un elemento di U.
EsEMPIO 4.1.7. Ogni sottoricoprimento ¢ anche un raffinamento.

EsEMPIO 4.1.8. Nelle notazioni della Definizione 4.1.6, il ricoprimento U IV = (U;NV})(; jyerx.s € pit
fine di U e V. Come funzioni di raffinamento possiamo prendere le due proiezioni I x J = Tel x J — J.

OSSERVAZIONE 4.1.9. Il lettore deve fare attenzione al fatto che < non é un ordinamento poiché non
soddisfa la proprieta antisimmetrica; ad esempio, se U,V sono ricoprimenti stupidi di X, allorald <V < U.
Inoltre, dato che non abbiamo imposto alcuna limitazione sull’insieme degli indici di un ricoprimento,
il solito ragionamento intorno al paradosso di Russell ci dice che la collezione dei ricoprimenti aperti
(indicizzati e senza restrizioni sull’insieme degli indici), di uno spazio topologico non é un insieme.

Chi ha una conoscenza di base di teoria delle categorie puo osservare che i ricoprimenti aperti di
uno spazio topologico formano una categoria, con le funzioni di raffinamento come morfismi, e che U 11V
coincide con il prodotto categoriale.

Per ovviare, parzialmente, ai problemi esposti nell’Osservazione 4.1.9 & utile introdurre l'insieme
ordinato dei ricoprimenti uniformi.

DEFINIZIONE 4.1.10. Un ricoprimento uniforme di uno spazio topologico X € un ricoprimento
aperto (Uy)zex, indicizzato da X, e tale che € U, per ogni z € X.

Dati due ricoprimenti uniformi U = (Uy)zex € V = (Vi)zex, scriveremo U <V se U, C V,, per ogni
rzeX.

Il nome “ricoprimento uniforme” & chiaramente dovuto all’ovvio legame con le strutture uniformi,
vedi ad esempio [12, 32].

LEMMA 4.1.11. Siano W = (W;);er un ricopripemto aperto e V = (V) e x un ricoprimento uniforme
dello spazio X . FEsiste allora un ricoprimento uniformeUd = (U, )zex ed un’applicazione f: X — I tale che
Ur € Wy N Ve per ogni x. In particolare, ogni ricoprimento aperto possiede un raffinamento uniforme.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni z € X scegliamo f(x) € I tale che x € Wy(,) e definiamo U, = Wy, N
V. O

Se il ricoprimento aperto V = (V});cs € piu fine del ricoprimento aperto U = (U;)ier, data una
funzione di raffinamento v: J — I, ossia tale che V; C U, ;) per ogni j € J, ¢ definito in maniera naturale
un morfismo di complessi

~:C*UF) = C*(V, F)

dove
(4.5) (Y Oo-rds = (o)1) Vi 54

con la proprieta di commutazione con i differenziali di Cech §v* = 4*¢ di immediata verifica. Se W =
(Wh)hen € un raffinamento di V con funzione n: H — J, si ha n*y* = (yn)*.

Il problema che si pone & che il morfismo di complessi v* dipende non solo dai ricoprimenti ¢/, ma
anche dalla funzione di raffinamento. Per fortuna, in coomologia le cose funzionano meglio.

TEOREMA 4.1.12. Nelle notazioni precedenti, siano v,n: J — I due funzioni di raffinamento. Allora
i due morfismi di complessi

¥t C*(U,F) = C*(V, F)
sono omotopi e quindi
Y=n* H*(U,F) = H*(V, F).

DIMOSTRAZIONE. Una possibile omotopia esplicita T': C*(U, F) — C*(V, F)[—1] & data dalle appli-
cazioni

T: cq(u,f) — CT YV, F),

q—
(T¢)jojqr Z C’Y(JO) y(Ga)n(Ga)-n(Ga— 1)|VJO Gg—1”
=0

DatacEC’q(L{,]:)ejo,...,jq6J81h

q

(T6¢)jojy = D _(=1)*(60)(j0)r(Go)ntie)n(ia)

=0
_ _yith,. _qyithtl - :
- Z (=1) € AGm GG ~n(a) + Z (=1) CoyGiynGa)-nGn)-n(ia)’

0<h<i<q 0<i<h<gq
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(6Tc)j0'”jq = Z(—l)h(hc)jo__ﬁbqu
h=0

_ _1\i+th - _1)\i+h-1 - .
_0<,<h<( DR GGG J:)<hz<<( D ST GG -G’
<z <q = 19

da cui
q
(0T + T8)jojy = 3 Cylio)-Gs—1)nGe)nia) = Cv(o)-vGiInGiss)-nlia)
1=0
= C(jo)--n(ia) ~ Cr(o)-v(ia)"
O

La morale di tutto questo e che se V < U allora ¢ ben definito un omomorfismo in coomologia
ruy: H*U,F) - H*(V, F), ottenuto scegliendo una qualunque funzione di raffinamento. E chiaro che
ruu = Id e che se W <V < U allora ry yw = v wru,y.

COROLLARIO 4.1.13. Siano U,V due ricoprimenti aperti di X. Seld <V eV < U, ad esempio
se U eV hanno gli stessi aperti con diverse ripetizioni oppure se si ottengono l'uno dall’altro mediante
permutazione degli indici, allora esiste un isomorfismo naturale H*(U, F) = H*(V, F).

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che ryy: H*(U,F) - H*(V,F) e ryy: H*(V,F) — H* U, F)
sono entrambi ben definiti e le loro composizioni 1 vrv iy = Tv,v, TVuTu,y = Tuwu sono entrambe
applicazioni identiche. (|

Tra le ovvie conseguenze del Corollario 4.1.13 c’¢ il fatto che ogni gruppo di coomologia di Cech
¢ naturalmente isomorfo ad un gruppo di coomologia di un ricoprimento aperto senza ripetizioni. In
particolare, hanno perfettamente senso i gruppi H*(A,F) dove A C P(X) & un ricoprimento aperto
proprio.

Esercizi.

ESERCIZIO 4.1. Provare che uno spazio topologico &€ compatto se e solo se ogni ricoprimento aperto
possiede un raffinamento finito.

Esercizio 4.2. Siano U = (U;);e; un ricoprimento aperto di X e ~: J — I un’applicazione di
insiemi. Si assuma che per ogni i € I esiste j € J tale che U; C U, ;). Dimostrare che V = (Uy(j))jes €
un ricoprimento aperto di X e H*(V,F) = H*(U, F) per ogni prefascio F.

4.2. Cocatene di Cech normalizzate, alternanti ed ordinate

Siano U = (Us)aer un ricoprimento aperto di uno spazio topologico X e F & un prefascio su X.
Per vari motivi, risulta spesso utile rimpiazzare il complesso C*(U, F) con complessi quasi-isomorfi ‘piu
piccoli’.

DEFINIZIONE 4.2.1 (cocatene normalizzate). Una cocatena ¢ € C?(U,F) si dice normalizzata se
Cap...a, = 0 0gni volta che a; = ;41 per qualche i = 0,. .., ¢—1. Denoteremo con C, (U, F) € CYU, F)
il sottogruppo delle cocatene normalizzate.

Le cocatene normalizzate sono preservate dal differenziale di Cech, e quindi definiscono un sottocom-
plesso C (U, F) C C*(U,F). Infatti, se c € Cd, (U, F) € ap,...,q+1 € I sono tali che o; = a;41 per
qualche i = 0,...,q, allora

g+1 i+1
(0C)agragir = z:(—l)JcOm,_.aA]...%+1 = Z:(—l)]cao_..ofj...%+1 =0.
j=0 j=i

DEFINIZIONE 4.2.2 (cocatene alternanti). Una cocatena ¢ € CY(U,F) si dice alternante se & nor-
malizzata e se Ca, g...an) = (=1)7¢caq...a, Per ogni permutazione o di {0,...,q} con segnatura (—1)7.
Denoteremo con C2, (U, F) C C4,. (U, F) il sottogruppo delle cocatene alternanti.

nor

Si nota subito che se ¢ ¢ una cocatena alternante, allora Cap...a, = 0 8€ a; = a per qualche i # j e
che, se il ricoprimento ¢ contiene esattamente n aperti non vuoti, allora CZ,, (U, F) = 0 per ogni ¢ > n.

Pure le cocatene alternanti sono preservate dal differenziale di Cech e pertanto definiscono un sot-
tocomplesso C*,, (U, F) C Cr,.(U,F). Infatti, se ¢ € CL,(U,F), gid sappiamo che dc € CIt (U, F);

nor nor
dato che il gruppo delle permutazioni e generato dalle trasposizioni di elementi adiacenti, per verifi-

care che dc € C’g;l(b{,}") ci basta provare che per ogni ag,...,aq+1 € I ed ogni i = 0,...,q vale



4.2. COCATENE DI CECH NORMALIZZATE, ALTERNANTI ED ORDINATE 71

OCag-aioiprogrr = —OCag-aiiia;agy- Sviluppando i conti, e tenendo presente che ¢ ¢ alternante, si
ottiene

i—

=

“1Ve —~ —1)te. —
50040'”(!1‘017:4-1“'04(14—1 ( 1) Coq oy + ( 1) Coqiajqy
0

Jj=

+ (DM i + Y (1 Coaang e
j=i+2
i—1
= =Y (W ewmapai + (1) oy
§=0
+ (DM eaman — Y (D Canana-
Jj=i+2
= 750(!0"'(11,-#1(%7‘,"'(1(;-*-1'

Riepilogando, le cocatene alternanti e normalizzate definiscono due sottocomplessi
(U, F) S Crpp (U, F) S CH (U, F).
Supponiamo adesso che I'insieme degli indici I sia dotato di un ordinamento < tale che, se U;NU; # ()
allora i < j oppure j < i; questo ¢ del tutto equivalente a dire che se J C I e ﬂjeJ U; # 0, allora (J, <)
€ una catena di I. Ordinamenti con tale proprieta esistono sempre, ad esempio quelli totali e, a maggior

ragione, i buoni ordinamenti.
Definiamo le g-cocatene ordinate come gli elementi del gruppo

CLu,F)= [] FWapa,)-

ap<---<ag

E immediato osservare che la medesima formula del differenziale di Cech § ha senso anche per le

cocatene ordinate
§: CLU,F) = CL U, F)

e che se denotiamo con p: C4(U,F) — CL(U, F) la proiezione sulle componenti indicizzate da successioni
strettamente crescenti di indici, allora p: C*(U, F) — C% (U, F) ¢ un morfismo di complessi (pd = dp).

Quindi il complesso C% (U, F) & un quoziente di C*(U, F): non va dimenticato che per definire C%
abbiamo avuto bisogno di aggiungere un elemento estraneo al dato iniziale e non univocamente definito.

Abbiamo dunque tre morfismi di complessi (due inclusioni ed una proiezione)

(4.6) S U F) = Chon(U,F) = C*(U,F) B C2U, F)

la cui composizione ¢ un isomorfismo; infatti ogni g-cocatena alternante ¢ ¢ univocamente determinata
dalle componenti cqy...q, i CUl g <« -+ < .
Passando in coomologia abbiamo dei morfismi

(4.7) (U F) e H o (U, F) e H*(U, F) 2= HE (U, F) .

—_ " -

~

dove, ovviamente, HX(U,F) = H*(C:(U,F)) per = € {alt,nor, <}. Fortuna vuole che si abbia:

TEOREMA 4.2.3. Siano F un prefascio su X elU ricoprimento aperto di X. Allora i morfismi in (4.7)
sono isomorfismi:

(4.8) Hy U, F) = Hy, (U, F) = H (U, F) = HZ(U, F) per ogni p.
In altri termini, © morfismi di complessi in (4.6) sono quasi-isomorfismi.

La dimostrazione & abbastanza laboriosa ed ¢ didatticamente utile dare prima alcune semplici dimo-
strazioni nei casi n = 0, 1; la dimostrazione del caso generale puo essere omessa ad una prima lettura senza
compromettere la comprensione generale del testo. Con una dimostrazione ancora piu laboriosa (che non
riportiamo) si puo anche dimostrare che i morfismi di complessi in (4.6) sono equivalenze omotopiche.

PROPOSIZIONE 4.2.4. Siano F un prefascio su X, e U ricoprimento aperto di X. Allora
(4.9) HoyU, F) = Hpo (U, F) = H'U, F),  HoU,F) = Hyo (U, F) = H' (U, F).

DIMOSTRAZIONE. Dato che CY, (U, F) = C2,.(U,F) = C°(U, F) basta dimostrare che Z},,(U, F) =
Z%or(uvf) - Zl(uaf)

Sia ¢ € Z1(U, F); per ogni « si ha

0= (60)0(10 = Caa — Caa T Caa = Caa
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e per ogni «, 3:

Cap + Coa = Cap — 38 + Coa = (0€)ap =0
Dunque ogni 1-cociclo di C*(U, F) & alternante di per sé. Attenzione che queste uguaglianze tra cocicli
non valgono in grado > 1. |

Alcuni autori definiscono la coomologia di Cech usando direttamente le cocatene alternanti (e.g. [37]),
altri quelle ordinate (e.g. [24]) ed altri ancora quelle normalizzate (e.g. [19]).

Dimostrazione del Teorema 4.2.3. La dimostrazione standard, adottata dalla maggior parte dei testi
in circolazione, deduce il Teorema 4.2.3 da un analogo risultato per ’omologia simpliciale, riferendosi
spesso ai testi classici di Cartan, Eilenberg e Steenrod per la dimostrazione (ad esempio [15, Sezione
VL.6]).

Noi, che non abbiamo trattato I’omologia simpliciale, adotteremo un approccio diretto che riprende
ed espande una traccia di dimostrazione contenuta in una versione preliminare (giugno 2008) di [52]; nella
versione finale dello stesso viene presentata la dimostrazione standard. Su Stacks project (Tag 01FG) si
trova descritta, senza dimostrazione, un’equivalenza omotopica esplicita tra i due complessi, che pero
risulta impossibile da verificare a meno di non essere un mago della combinatoria.

Dimostriamo prima gli isomorfismi H},,(U,F) = H*(U,F) = HL(U,F). Dato che ogni insieme
possiede ordinamenti totali, & sufficiente dimostrare che, per un ordinamento totale fissato <, la proiezione
p: C*(U,F) = CL(U,F) & un quasi-isomorfismo.

LEMMA 4.2.5. Sia f: C* — E* un morfismo surgettivo di complessi di cocatene con nucleo D* =
kerp C C*. Se esiste un’omotopia h: D* — D*[—1] tale che (dh + hd)x = z per ogni x € D*, allora f &
un quasi-isomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che h definisce una omotopia tra I'identita in D* ed il morfismo
nullo. Questo implica che D* & un complesso aciclico e tutto segue dalla successione esatta lunga di
coomologia. O

Imitiamo la costruzione di CZ per le successioni non decrescenti di indici definendo, per ogni n:
CrU,F) = I FOsa)-
ap<ar<-<ap
La solita formula del differenziale di Cech & definisce un complesso
CoU,F):  CYUF) S iU, F) % C3UF) S -
ed il morfismo p si fattorizza come composizione di due proiezioni naturali
p: C*(U,F) = C; U, F) L CL(U, F).

LEMMA 4.2.6. Il morfismo surgettivo di complessi Ci(U,F) L CLU,F) ¢ un un isomorfismo in
coomologia.

DIMOSTRAZIONE. Sia D* il nucleo di ¢, ossia
D" ={ceCyU,F) | cagan =0 Vag<---<ay}
e consideriamo I'omotopia
h: CoHH U, F) — CJ U, F)
dove per ag < - < apeceE C’S”H(Z/I,F) si pone
(h€)ag-an, =08 09 < -+ <ty .
Altrimenti, se 0 < k < n denota il piu piccolo intero tale che ay = a1 si definisce

(hc)lXO”'an = (_1)kca0"'akakak+1"'Oén'
Ad esempio:
(hc)123a =0,  (hc)i223 = —ci2223,  (h¢)1133 = c11133 -

E immediato osservare che h(D*) C D*; per il Lemma 4.2.5 basta dimostrare che hd 4+ dh & identita su
D*. Sinoti che D =0. Siano c€ D™, n >0e ag < --- < oy, fissati.
Se ap < -+ < au, vale

(Ohe)agcn, = 3 E(he).gre =0,  (hd€)agc, =0
e quindi
(6h + h6)Cayoa, = 0 = Cayoar, -


https://stacks.math.columbia.edu/tag/01FG

4.2. COCATENE DI CECH NORMALIZZATE, ALTERNANTI ED ORDINATE 73

Altrimenti sia 0 < k < n il piu piccolo intero tale che ap = ag41; siccome (hc)...@akﬂ... =
(he)...qparr- i ha
n ) k—1 . n )
(Ohe)agman = I (1) (he)egre = Y (=1 (he)ear + > (1) (h0)..q...
i=0 i=0 i=k+2

k—1 n
=3 (D) e gapan Y (D) TFRC) gy ap e
=0

i=k+2
Dato che ay = aj4; si ha
(71)kc‘~-&;akak+1m + (71)k+lc~~ak5;ak+1-“ + (71)k+20~--akakzx/k+\1m = (71)kcao~~an

e quindi

(h(sc)oéoman = (_1)k(6c)"'akakak+l"'

k—1 n
= Cagran + YD) grapar + Y (D TF(h0). e
=0 i=k+2

In conclusione:

(hd + 0h)Cag- -0, = Cap--cr, -

Per ogni coppia di interi p, k > 0 denotiamo
JP={(a,-..,ap) € "M g < a1 < - < oy,
osservando che:
(2) JP = IP*! per ogni k > p,
(3) JP=1IFx JE™F per ogni k < p.

Infine per ogni k& > 0 definiamo 'applicazione

jk: UJ£+14>N7 jk(a05"'aap):ma’x{i|i§pa O‘igak}-
p=0

Estendiamo ora la costruzione di C§ (U, F) ad una serie di complessi C}i(U, F), k > 0, ponendo
qur) = I Flaa)
(Q0sersrp)ETE
La solita formula del differenziale di Cech definisce dei complessi
couF) S ciuF) S curR) S, k>0,
e le proiezioni canoniche
@k Cop U, F) = CE U, F),  qe: C°(U,F) = CEU, F)

sono morfismi di complessi. Siccome C (U, F) = C?(U,F) per ogni k > p, ne segue che g e gj, inducono
isomorfismi tra i rispettivi HP per ogni p > k.

LEMMA 4.2.7. Per ogni k > 0 la proiezione qi: C; (U, F) — C{(U,F) & un quasi-isomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. Sia k > 0 fissato e denotiamo con D* C C}, (U, F) il nucleo di gy, ossia

DP=<(ce H F(Uag-ap) | Cap-ap = 0 se k > p oppure ag < agi1
JI}C7+1
Definiamo adesso una omotopia h: D*(U,F) — D*(U, F)[—1] tale che hd 4+ dh = Id. Siccome DP = 0 per
ogni p < k, ci basta definire h: DP*! — DP per p > k.
Dati0 < k<pece DPTL C C’Zii(u,]:), per ogni (ap,...,a,) € Ji 4 sia
J=Jr(ao,...,0p) =max{i| i <p, o; < oy}

e definiamo (hc)ay...a, inserendo un doppione di ay in posizione j + 2 (ricordiamo che si parte da 0) e
cambiando il segno nel modo seguente:

(h€)ag--a, = (—l)jcﬂo...BPH, (Bos -3 Bp+1) = (0, ooy Qo ooy O, Qe Qg1 - -, Q).
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Dato che < ¢ un ordinamento totale si ha hc € CY, +1(Z/{ , F); per verificare che hc € DP basta osservare
che By = oy e Bry1 = ai (se j = k) oppure Bri1 = agy1 (se 7 > k). In entrambi i casi, se ag, < g1
allora B < fBry1 e quindi (hc)ag..a, = 0.

Vediamo qualche esempio concreto, con I = {0,1,2,3,4}.

k=0: (hc)orr = coo11,  (hE)a12 = c2122,  (he)102 = —Cio12,

k=1: (hc)om = —Co112; (hC)zlo = C2101, (hC)241233 = —C2412334-

Rimane da dimostrare che (hd+dh)c = ¢ per ogni ¢ € D*. Sia ¢ € DP fissato (con p > k) e prendiamo
un multiindice (ao,...,p) € JP, |, ossia tale che a1 < -+ < oy e denotiamo j = j(ag,...,ap) =
max{i | 1 < p, @; < ag}. Allora

_ J
(h0C)ag-ap, = (—1)7(0C)ag-ajarapr—ayp
J P
_ itJ i+j+1
= E (=) eagooarajan-ay T Can-ap T E (=) Caga; apaieay
i=0 i=j+1
e siccome ¢ € DP i primi addendi svaniscono e si ha
J P
_ i+j i+j+1
(hé€)ag--a, = g (=) eag.aiajonap T Cag-ap T E (=) Cagrayapraioap
i=k+1 i=j+1

Similmente, siccome hc € DP~!, si ha

p P
(0hC)ag-a, = Z(—l)’(hc)ao...@...% = Z (=1)"(he)ag-ar-ay-
i=0 i=k+1
Siccome
n - ) j—1 perk<i<jy
QQy vy Qe Q) =7 o
TR0 D ¥ per j <i<p
si ottiene
(Ohe)ageay = D (1) eqarasarcay + D (1) eagia oy
=kt 1 i=j+1
e facendo le somme hé + 0h = Idp. O

Per i due lemmi precedenti abbiamo una successione di isomorfismi
- HY(Ciy (U, F)) = HY(CEU, F)) -~ H(CF U, F)) = H*(C5(U, F)) = H*(CLU, F))
e per concludere basta ricordare che C?(U, F) = C} (U, F) per ogni k > p e quindi
HY(U,F)=HP(CL(U,F))

per ogni k > p. Il Teorema 4.2.3 risulta quindi dimostrato per quanto riguarda le cocatene alternanti e
ordinate.

Per quanto riguarda le cocatene normalizzate, esiste una decomposizione in somma diretta C* (U, F) =

Cr (U, F)® K*, dove

K? ={ce CP(U,F) | Cag...a, = 08¢ 0ty # i1 per ognii =0,...,p— 1},

e lasciamo al lettore la semplice verifica che K* & un sottocomplesso di C*(U, F). Ne segue che l'inclusione
Cro.(U,F) C C*(U,F) ¢ iniettiva in coomologia. D’altra parte C; .(U,F) contiene il sottocomplesso
delle cocatene alternanti, e quanto gia dimostrato implica che l'inclusione C};,. (U, F) C C*(U, F) & anche

nor
surgettiva in coomologia.

OSSERVAZIONE 4.2.8. Chi volesse dimostare direttamente che C (U, F) — C*(U,F) ¢ un quasi-
isomorfismo, pud trasporre in ambiente coomologico la dimostrazione di [63, Theorem 8.3.8] e/o quella

di [44, Theorem 6.1], per dimostrare che K* & un complesso aciclico.
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Esercizi.

ESERCIZIO 4.3. Mostrare che se, nel complesso di Cech, si considerano le cocatene c¢ tali che Cag..aqg = 0
se a; = o per qualche ¢ # 7, non si ottiene un sottocomplesso. Viceversa, se per un ricoprimento U = (U;)
ed un prefascio F, consideriamo

GPU,F) = 11 F(Uig.iy)s
{(io,“.,ip)li,l;éib Va;éb}
allora la formula del differenziale di Cech definisce un complesso che perd non calcola la coomologia di
Cech (prendere U formato da due aperti).

4.3. Insiemi diretti e colimiti

La costruzione delle spighe € un caso particolare di colimite, che andiamo a presentare nel contesto
semplificato degli insiemi diretti, piu che sufficiente per i nostri bisogni.

DEFINIZIONE 4.3.1. Un insieme diretto ¢ una coppia (D, =) dove D ¢ un insieme e =% una relazione
binaria su D che soddisfa le seguenti tre condizioni:
(1) (identita) d=»d per ogni d € D;
(2) (composizione) se a=»b e b=¥c allora a=d¢;
(3) (filtranza) per ogni a,b € D esiste ¢ € D tale che a=dc e b=»c.

Abbiamo preferito usare i termini identita, composizione e filtranza al posto di riflessiva, transitiva e
reticolo superiore, nonché usare una freccia cicciottella, perché il contesto naturale e generale dei colimiti
¢ quello delle categorie piccole (vedi Appendice) e non quello degli ordinamenti, oltre al fatto che non si
richiede la proprieta antisimmetrica.

Vediamo alcuni esempi di insiemi diretti:

EsEMPIO 4.3.2. La famiglia dei sottoinsiemi finiti di un insieme S con la relazione A=» B se A C B.

EseEMPIO 4.3.3. L’insieme degli interi non nulli, e pit in generale 'insieme dei non divisori di zero in
un anello commutativo, con la relazione a =»b se a divide b.

EseEMPIO 4.3.4. La famiglia degli aperti in uno spazio topologico con la relazione U=V se U C V.
EsempiO 4.3.5. La famiglia degli aperti in uno spazio topologico con la relazione U=V se V C U.

EsempPIO 4.3.6. La famiglia degli intorni aperti di un punto fissato in uno spazio topologico, con la
relazione U=V se V C U.

ESEMPIO 4.3.7. La famiglia dei ricoprimenti uniformi di uno spazio topologico, con la relazione U =V
seld > V.

ESEMPIO 4.3.8. La famiglia dei ricoprimenti aperti (U;);er di uno spazio topologico, con I sottoinsieme
di una potenza cartesiana finita di un insieme fissato S, con la relazione U YV se V < U. La filtranza si
puo dimostrare considerando ad esempio la costruzione dell’Esempio 4.1.8.

DEFINIZIONE 4.3.9. Sia (D, =) un insieme diretto. Un sistema diretto di gruppi abeliani su (D, =)
e il dato di:
(1) un gruppo abeliano F, per ogni a € D;
(2) un omomorfismo fu;: F, — F}, per ogni a,b € D tali che a=»b.
Gli omomorfismi f,;, devono soddisfare le seguenti condizioni:
(1) faa =Idg, per ogni a € D;
(2) foefab = fac Per ogni a,b,c € D tali che a=»b=»c.

Ad esempio, un prefascio puo essere visto come un sistema diretto di gruppi abeliani sull’insieme
diretto dell’Esempio 4.3.5 che si annulla sull’aperto vuoto.

Dato un sistema diretto (F,, fup) di gruppi abeliani su D insieme diretto non vuoto, definiamo il suo
colimite (chiamato anche limite diretto nei testi classici) come

colijgnFa ={(a,z) |a€ D,x € F,}/ ~
ac
dove (a,z) ~ (b,y) se esiste ¢ € D tale che a=dc, b=dc e foo(x) = foc(y).

Lasciamo come esercizio la facile verifica che ~ & una relazione di equivalenza. Equivalentemente,
possiamo definire ~ come la pit piccola relazione di equivalenza tale che (a,x) ~ (b, fap(z)) per ogni

11, *unione disgiunta delle potenze cartesiane S™ & un insieme, e pill precisamente un sottoinsieme dell’insieme delle
parti finite di N x S.
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a=¥b.

Per ogni « € F, denoteremo con [a, z] € colim; F; la classe di equivalenza di (a, z). Esiste sul colimite
una unica struttura di gruppo abeliano che rende tutte le applicazioni

fa:Fa%COLimFi, fa(x)Z[a,x],

omomorfismi: in concreto, dati [a, ], [b, y] € colim; F; scegliamo ¢ € D tale che a=¥¢, b=» ¢ e definiamo

[a, 2] + [b,y] = [¢, fac(@)] + [¢, foc(W)] = [¢, fac(®) + foc(y)].
Tale definizione di somma & ben posta, I’elemento neutro & [a, 0] (per ogni a € D) e —[a, z| = [a, —x].
Ad esempio se z € X, F & un prefascio su X e consideriamo I'insieme diretto degli intorni aperti di
z (Esempio 4.3.6), allora la costruzione del colimite coincide con la costruzione della spiga F,.

TEOREMA 4.3.10 (proprieta universale del colimite). Siano G un gruppo abeliano e (Fy, fap) un
sistema diretto di gruppi abeliani sull’insieme diretto (D, =»). Sia dato per ogni a un omomorfismo di
gruppi go: F, — G e si assuma che gpfap = ga per ogni a=»b. Allora esiste un unico omomorfismo di
gruppi g: colim, F, — G tale che gf, = g per ogni a € D.

DIMOSTRAZIONE. Basta porre g([a,z]) = ga(x) e verificare (esercizio) che g € ben definito ed ¢ 'unico
tale che gf, = g, per ogni a. O

Dati due sistemi diretti (Fy, fap), (Ga, gab) sullo stesso insieme diretto D, un morfismo
Q (Faa fab) — (Gaa gab)

¢ una famiglia di omomorfismi «,: F, — G, tale che a4 fop = gaptq per ogni a =»b.
Ogni morfismo di sistemi diretti induce un omomorfismo tra i colimiti

@: colim F; — colim G;

tale che @f, = gov, per ogni a € D. Concretamente &([a,x]) = [a, aq(x)].
Il seguente risultato € una generalizzazione del Lemma 3.5.1.

LEMMA 4.3.11 (esattezza del colimite). Siano (Fy, fup) — (Ga, gas) LN (Hg, hap) morfismi di insiemi

diretti sullo stesso insieme diretto D. Se la successione F, =% G, /3_@> H, é esatta per ogni a € D, allora
anche

colim F; % colim G; LN colim H;
K3 1 1
e esalta.

DIMOSTRAZIONE. Sia [a,2] € colim; F}, allora fala,z] = [a, Buaa(z)] = [a,0] e questo prova che
Ba = 0. Sia adesso [a,y] € ker B; siccome [a, B,(y)] = 0 esiste a — b tal che By(gap(y)) = hav(Ba(y)) = 0.
Dunque ¢45(y) € ker fp ed esiste x € Fj, tale che ap(x) = gap(y). Per concludere osserviamo che @[b, ] =
[0, aw(2)] = [b, gas(y)] = [a, y]. 0

Esercizi.

ESERCIZI1O 4.4. Sia D un insieme diretto che possiede un elemento finale w, ossia un elemento tale che
a=»w per ogni a € D. Provare che per ogni sistema diretto di gruppi abeliani (F,, f45) su D, Plomomorfismo
fu: F, — colim, F,, & un isomorfismo.

EsERcCIzIO 4.5. Sia (D, =») un insieme diretto. Un sottoinsieme H C D si dice cofinale se per ogni
a € D esiste b € H tale che a=»b. Provare che ogni sottoinsieme cofinale ¢ a sua volta un insieme diretto
con la relazione indotta per restrizione.
Sia adesso (F,, fop) un sistema diretto di gruppi abeliani su (D, =¥ ). Provare che esiste un isomorfismo
naturale
colim F, — colim F,, [a,z] = [a,x], a€ H, x € F,.
a€H a€D
ESERCIZIO 4.6. Sia < una relazione su un insieme S che soddisfa le proprieta riflessiva e transitiva.
Sia D la collezione dei sottoinsiemi finiti di S e, dati a,b € D conveniamo che a=»b se per ogni = € a
esiste y € b tale che a < b. Provare che (D, =) ¢ un insieme diretto.

EsSERCIzIO 4.7. Sia (F,, fa) un sistema diretto di gruppi abeliani sull’insieme diretto D. Definiamo

il gruppo
L=@r. / R,
a€D

dove R ¢ il sottogruppo di @, F, generato da tutti gli elementi del tipo x — fqs(2), al variare di a=db e
x € F,. Dimostrare che L ¢ canonicamente isomorfo a colim, Fj,.
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Nota. Non ¢ difficile dimostrare che la definizione di L ha senso e soddisfa la proprieta universale del
colimite anche quando la relazione =» non e filtrante.

Esgrcizio 4.8. Sia (U;);er un ricoprimento aperto di uno spazio topologico X e denotiamo con D
I'insieme diretto dei sottoinsiemi finiti di I. Per ogni a € D (ossia a C [ finito) definiamo

Fa = Hn(Uiean)

mentre se a =»b (ossia a C b) definiamo fqp: Fy, — Fp come il morfismo indotto in omologia dall’inclusione
UieaUi C U;epU;. Dimostrare che H,(X) = colim, F, (Sugg.: ogni catena ha supporto compatto).

4.4. Coomologia di Cech di fasci e prefasci

Partendo dai gruppi di coomologia di un ricoprimento aperto a valori in un prefascio, vogliamo
togliere la dipendenza dal ricoprimento. Tra i vari modi possibili di farlo, tra loro equivalenti, seguiremo
[17] definendo i gruppi di coomologia di Cech come colimiti sull’insieme diretto dei ricoprimenti uniformi.

Per ogni spazio topologico X, denotiamo con U(X) I'insieme dei suoi ricoprimenti uniformi. Abbiamo
visto che U(X) & anche un insieme diretto, con la relazione di direzione

(Uz)zex = (Va)wex < V, CU, per ogui z.

Dato un prefascio F su X, un intero n e due ricoprimenti uniformi & = (Up)zex € V = (Va)azex,
se Vo C U, per ogni z, allora & ben definito 'omomorfismo r,y: H*(U,F) — H™(V,F) ottenuto, ad
esempio, considerando l'identita su X come funzione di raffinamento.

Dunque, (H™(U, F),ru,y) ¢ un sistema diretto di gruppi abeliani sull’insieme diretto dei ricoprimenti
uniformi di X. Possiamo definire i gruppi di coomologia di Cech del prefascio F su X come i rispettivi
colimiti:

H"(X,F)= colim H"(U,F).
UCU(X)
Pit concretamente,
Hn(X7]:) = {(U,CL‘) | a € H”(Z/{,f)}/ ~
dove U varia tra tutti i ricoprimenti uniformi di X e (U, a) ~ (V,b) se esiste un ricoprimento uniforme W
tale che
WSZ/{, w < V, Tu)w(a) :’I“v)w(b).

Per le proprieta generali dei colimiti, per ogni ricoprimento uniforme I/ & ben definito I’omomorfismo
ry: H"(U,F) — H™(X,F), che ad ogni a € H"(U, F) associa la classe di equivalenza di (U, a).

Adesso, grazie al Teorema 4.1.12 possiamo definire per ogni ricoprimento aperto U = (U;);er di X,
non necessariamente uniforme, un morfismo naturale

(4.10) ru: H"U, F) — H" (X, F).

Infatti, preso un qualunque raffinamento uniforme V = (V,),ex < U, ed una qualunque funzione di
raffinamento v: X — I, possiamo considerare I’omomorfismo

s HU,F) 2 HY(V, F) 2 0™(X, F).

Per verificare che 1, & ben definito, prendiamo un altro raffinamento uniforme W = (W,),ex < U con
funzione di raffinamento 7: X — I. Se consideriamo il ricoprimento uniforme H = (V, N W, ).cx, allora
per il Teorema 4.1.12 si ha 7y 9 0 v* = 1y 2 0™ e quindi
ryoyt =ryoryynoy =ryorwyon  =rywon’.

La dimostrazione appena esposta ci dice anche che per ogni raffinamento di ricoprimenti apertiy: V —
U si ha 1y = ry oy*; basta infatti prendere un raffinamento uniforme 7: YW — V per definire ry ed usare
la composizione yn: W — U per definire ry.

A livello di operativita risulta molto spesso piu agevole maneggiare i cocicli, e pertanto, se U & un
qualunque ricoprimento aperto e a € Z" (U, F), denoteremo con [, a] € H (X, F) 'immagine della classe
di coomologia di a tramite "omomorfismo 1y, : H™(U, F) — H"(X, F).

LEMMA 4.4.1. Dati due ricoprimenti aperti U = (U;)icr, V = (Vj)jes e due cocicli a € Z™(U,F),
be Z"(V,F), siha [U,a] = [V,b] in H"(X,F) se e solo se esiste un raffinamento comune W = (W) nen
e funzioni di raffinamento v: H — I, n: H — J tale che

7" (a) = n*(b) € B"(W, F).

DIMOSTRAZIONE. Denotiamo temporaneamente con (U, a) € H™(U, F) la classe di coomologia di un
cociclo a € Z"(U, F). Il lemma segue immediatamente dal fatto che la classe 14, ({U, a)) & rappresentata
dal cociclo v*(a), per una qualunque funzione di raffinamento v: H — I; se 4: H — I & un’altra funzione
di raffinamento, allora 7*(a) — v*(a) € B"(W, F). O
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E utile osservare che se X & compatto, allora ogni elemento di H "(X,F) ¢ rappresentato da una
coppia [U,a] con U ricoprimento aperto finito.

ESEMPIO 4.4.2. Sia F un prefascio in uno spazio topologico discreto X. Allora H"(X,F) = 0 per
ogni n > 0. Infatti, ogni ricoprimento aperto possiede come raffinamento il ricoprimento uniforme U =
(Uy)zex, dove U, = {z}, e per tale ricoprimento vale C, (U, F) = 0 per ogni n > 0.

Sia f: F — G un morfismo di prefasci, Allora i morfismi indotti f: H*(U, F) — H*(U,G) commutano
con i morfismi di raffinamento 74,1. Se ci restringiamo all’insieme diretto dei ricoprimenti uniformi, si
ottiene un morfismo di sistemi diretti che, per passaggio al colimite, induce un morfismo in coomologia

fr H*(X,F) —» H*(X,G).

Sebbene sia stato possibile definire il gruppi H"(X,F) per qualunque prefascio, solamente aggiun-
gendo le condizioni F3,F4 riusciamo ad ottenere qualche risultato minimamente utile ed interessante su
tali gruppi di coomologia.

LEMMA 4.4.3. Siano F un fascio su X e U un ricoprimento aperto. Allora

HU,F)=F(X)=T(X,F) = H' (X, F).

DIMOSTRAZIONE. Sia U = (U;);es. Per definizione H°(U, F) ¢ il gruppo degli 0 cocicli, ossia delle

famiglie di sezioni ¢; € F(U;) tali che ¢j|y,; — ¢i|u,;, = 0, che per le proprieta F3 ed F4 corrispondono

esattamente alle sezioni globali. Si noti che il lemma & equivalente all’esattezza della successione

0— F(X) S COU,F) S C'U,F),  (ec)i = ..

O

LEMMA 4.4.4. Siano F un fascio su X e U un ricoprimento aperto di X. Allora l’omomorfismo
ru: HY (U, F) — HY (X, F) ¢é iniettivo. In particolare, H'(X,F) = 0 se e solo se H'(U,F) = 0 per ogni
ricoprimento aperto U.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo U = (U, )acy- Per construzione, se € HY(U, F) e ry(z) = 0, allora
esiste un raffinamento V = (V;);e; < U, con funzione v: J — I, tale che v*(z) = 0 in H'(V, F). Possiamo
considerare il ricoprimento UITV = (Us N Vj)(a,j)erxs come raffinamento comune di ¢ e V e prendere
come funzioni di raffinamento le proiezioni sui fattori:

niIxJ—J, nleg)=ji  pIxJ =1, plaj)=a.
Dall’indipendenza dei morfismi di raffinamento in coomologia segue che p*(z) = n*vy*(z) = 0.
Scegliamo un cociclo (ang) € Z' (U, F) che rappresenta z, allora il cociclo
(C(a,h)(ﬂ,k)) = aaﬁ|U(yﬁthk7 aaﬂ € Iv ha ke J7
rappresenta p*(z) ed & pertanto un cobordo. Esistono quindi delle sezioni b(,,5) € F (U N V},) tali che

(4.11) (Clan)Bk)) =ba.k) — by,  wBeET hkel
Siccome aqo = 0 per ogni a (vedi Proposizione 4.2.4), si ha b(s,k) = b(a,n) Per ogni h, k e per la proprieta
F4 applicata alle unioni U, = U, U, NV}, esistono sezioni b, € F(Uy) tali che by n) = ba|u,v, per ogni
h. Ma allora la relazione (4.11) diventa

aap =bg —bo su Uag N Vi, Vo,B,hk

che per lassiome F3 equivale a dire ang = bg — by su Uyg, 0ssia (aqg) € BI(U,}'). O

TEOREMA 4.4.5. Siano DF un fascio discreto su X. Allora H"(U, DF) = H"(X,DF) = 0 per ogni
n > 0 ed ognt ricoprimento aperto U.

DIMOSTRAZIONE. Scriviamo U = (U;);es. Per ogni z € X denotiamo con U, = ({x}NU;);er, pensato
come ricoprimento di {x}. Per ipotesi DF(U) =[],y F'(x) per una opportuna famiglia indicizzata di
gruppi abeliani (F(z)).cx. Per ogni z € X denotiamo F, il fascio su {«} che vale 0 sul vuoto e F(z) su
{z}. Possiamo allora scrivere

cUpF) =[] [[ F) =[] [] 7=-U=ztnvi) = [] [[F=Uz}nU:) = [] COWa, Fr).
el xeU; el xeX xeX i€l zeX
Lo stesso ragionamento si applica alle cocatene di grado superiore, ottenendo
C*W,DF) = [[ "W, 7o),  H*U,DF) = [[ H* Ua, Fr).
zeX zeX

Si conclude osservando che ogni ricoprimento U, € stupido. O
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DEFINIZIONE 4.4.6. Si definisce il supporto di un morfismo di fasci f: F — G su X come il
sottoinsieme

Supp(f) ={z € X [0 # fo: Fu — Gu}

Ad esempio, se il morfismo f: Cx — Cx & dato dalla moltiplicazione per una funzione continua
p: X — C, allora

Supp(f) = Supp(p) = {z € X | p(x) # 0}.

Per prevenire un errore comune, va detto che in generale il supporto di un morfismo di fasci non & un
sottoinsieme chiuso. Notiamo che per ogni aperto U C X tale che U N Supp(f) = 0 si ha fy = 0.

DEFINIZIONE 4.4.7. Siano F un fascio su X e U = (U;);er, un ricoprimento aperto di X. Una
partizione dell’identita di F subordinata ad & ¢ una famiglia di morfismi di fasci f;: F — F, i € I,
tali che:

(1) Supp(f;) C U; per ogni 4;
(2) la famiglia dei supporti Supp(f;)icr, € localmente finita: questo significa che ogni punto di X
possiede un intorno che interseca Supp(f;) per al pitt un numero finito di indici ;

(3) Zie[ fi =ldr.

Il terzo punto della definizione richiede una spiegazione. Dati U C X aperto e s € F(U), vogliamo
definire ), ; fi(s) € F(U). Scegliamo un ricoprimento aperto U = U;U; tale che per ogni j si abbia U; N
Supp(f;) # 0 per un numero finito di indici 7. Ha quindi senso considerare le sezioni t; = >, fi(sjy,) €
F(U;). Ma allora t; = t, su U; N Uy, per ogni j, h e quindi esiste, ed & unica, una sezione t € F(U) tale
che t|y, = t; per ogni j. Si definisce ), ; fi(s) =t.

DEFINIZIONE 4.4.8. Un fascio si dice fine se ammette partizioni dell’identita subordinate a qualunque

ricoprimento aperto.

Vedremo molti esempi, anche importanti, di fasci fini piu avanti. Per il momento accontentiamoci di
studiare il loro comportamento in coomologia.

TEOREMA 4.4.9. Sia F un fascio su X che possiede una partizione dell’unita rispetto ad un ricopri-
mento aperto U. Allora

H"(U,F)=0 per ogni n > 0.
Di consequenza, se F ¢ un fascio fine su X, allora H™(X,F) =0 per ogni n > 0.

DIMOSTRAZIONE. Scriviamo U = (U;)ser e sia f;: F — F, ¢ € I, una partizione dell’identita di F
subordinata ad U. Ogni f; si innesta in un diagramma commutativo di fasci

fi

RN

dove F;(U) = F(U;NU) e puv = pu,unu, per ogni aperto U C X; si noti che, se j: U; — X @& linclusione,
allora F; = j.«(F|y). Ciascun morfismo g; € univocamente determinato dal diagramma (p ¢ surgettivo
sulle spighe), e sull’aperto U C X vale

F F

fi(8)wnu, sulU;NU

i FiU) = FU),  gils) =
g F(U) = FU),  gils) {0 Jp—

Dalla condizione ), ; f; = Idr segue che per ogni aperto U ed ogni sezione s € F(U) si ha
> gilsivew,) =Y gipvwnu,(s) = Y fis) =s.
i i i
Siano adesso n > 0 ed a € Z" (U, F). La condizione da = 0 si pud scrivere come
n
iy, = Z(_l)hajiomi}»@n per ogni j,ig,...,i, € I.
h=0

Per ogni j,49,...,1, € I si ha
95t F(Ujig,...sin) = Fj(Ui,...i

Definiamo la cocatena b € C"~1(U, F) come

biein = 2 95(ajiy i)
i

) — ‘F(Uio,--~7in)'

n
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che ha senso per la locale finitezza dei supporti. Per concludere basta dimostrare che §b = a. Per ogni
10, - .-, 1 € I vale

5bi0,...,in = Z(_l)hbio...{};...i” = Z(_l)h Zgj(ajiomﬁlwin)
h=0 h=0

JerI
n
=> 9 <Z(1)hajiomi;min> = 9(tigi) = igniy-
jer h=0 jer

Esercizi.

EsErcizIO 4.9. Siano f: X — Y un’immersione chiusa (ossia continua, chiusa ed iniettiva) e F un
fascio su X. Provare che esiste un isomorfismo naturale H*(X, F) = H*(Y, f.F).

ESERCIZIO 4.10. Sia G un gruppo abeliano non banale che agisce in maniera propriamente discontinua
su uno spazio topologico connesso per archi E, e denotiamo con X = E/G il corrispondente spazio
quoziente. Usare la teoria dei rivestimenti per dimostrare che H'(X,Gx) # 0.

4.5. Spazi topologici paracompatti e PHH
Ricordiamo che, salvo avviso contrario, intenderemo i ricoprimenti sempre in senso indicizzato.

DEFINIZIONE 4.5.1. Un ricoprimento (A;);c; di uno spazio topologico X si dice:
(1) aperto se ogni A; ¢ aperto;
(2) chiuso se ogni A; & chiuso;
(3) puntualmente finito se ogni punto x € X appartiene ad A; per al pitt un numero finito di
indici 4.
(4) localmente finito se ogni punto x € X possiede un intorno V tale che V N A; # () per al piu
un numero finito di indici 1.

Dato che ogni intorno contiene un aperto, e che un aperto interseca un sottoinsieme A se e soltanto se
interseca la sua chiusura, ne segue che un ricoprimento (4;) & localmente finito se e solo se il ricoprimento

delle chiusure (A;) & localmente finito.

LEMMA 4.5.2. Sia (A;)ier un ricoprimento localmente finito di uno spazio topologico X. Allora per
ogni sottoinsieme J C I wvale

UAd = U A,
PN R =5

In particolare, se ogni A; é chiuso, allora Ujey Aj € chiuso per ogni J C I.
DIMOSTRAZIONE. E un semplice esercizio di topologia generale. O

In un certo senso, i ricoprimenti localmente finiti si posizionano agli antipodi dei ricoprimenti uni-
formi (Definizione 4.1.10): in uno spazio topologico in cui ogni aperto non vuoto & infinito, non esistono
ricoprimenti uniformi localmente finiti. Tuttavia, la possibilita di passare, mediante raffinamenti, da rico-
primenti uniformi a ricoprimenti aperti localmente finiti assume un importante ruolo in matematica e ci
conduce alla nozione di paracompattezza.

DEFINIZIONE 4.5.3. Uno spazio topologico si dice paracompatto se ogni ricoprimento aperto U
ammette un raffinamento V < U con V ricoprimento aperto localmente finito.

Rimandiamo il lettore ai testi [12, 45, 46] per una trattazione approfondita degli spazi paracom-
patti. Qui ci limiteremo a dimostrare il risultato di cui avremo maggiormente bisogno, il teorema di
restringimento, al quale premettiamo un lemma di autonomo interesse.

LEMMA 4.5.4. In uno spazio topologico paracompatto di Hausdorff ogni punto possiede un sistema
fondamentale di intorni chiusi.

DIMOSTRAZIONE. Siano X paracompatto di Hausdorff e x € X fissato. Dato un intorno aperto U di
x, dobbiamo dimostrare che esiste un aperto VC X taleche z € V CV C U.

Denotiamo Y = X —U; dato che X ¢ di Hausdorff, ogni y € Y possiede un intorno aperto y € W, tale
che z & Wy Denotiamo W, = U e sia (4;);cs un raffinamento aperto localmente finito del ricoprimento
aperto (Wy)yeyu{z}, con funzione di raffinamento v: I — Y U {z}. Se poniamo A = [J{4; | 7(i) € Y},
allora A ¢ un aperto che contiene Y e la cui chiusura

A-UE v evyc Um,

yey
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non contiene x. Basta quindi considerare V= X — A per avere ’aperto cercato. O

TEOREMA 4.5.5 (di restringimento). Sia U = (U;);er un ricoprimento aperto di uno spazio topologico
paracompatto di Hausdorff X. Esiste allora un ricoprimento aperto localmente finito V = (V;);er tale che
Vi C U; per ogni i € I.

In particolare, Uidentita su I é una funzione di raffinamento da'V a U.

DIMOSTRAZIONE. Per il Lemma 4.5.4, per ogni € X possiamo scegliere un indice v(x) € I tale che
x € Uy(y) ed un aperto x € W, tale che W, C U,(,). Abbiamo quindi un raffinamento uniforme (W), x
di U, con funzione di raffinamento v: X — I.

Sia adesso (A;);ecs un raffinamento aperto localmente finito di (W, )zecx, scegliamo una funzione di
raffinamento n: J — X e denotiamo

Vi :U{Aj | yn(y) = i}, per ogni i € I.

Dato che gli elementi di (V;);cs sono ottenuti come unione di aperti di un ricoprimento localmente finito,
a maggior ragione anche (V;);cs € un ricoprimento aperto localmente finito. Inoltre, per ogni i si ha

Vi = {4 | () =i} S| W2 [ 7(2) =i} C UL

O

Come abbiamo visto nella dimostrazione, nel teorema di restringimento puo succedere che V; = ()
anche se U; # 0.

OSSERVAZIONE 4.5.6. E molto facile dimostrare che se X & paracompatto e Y C X e chiuso, allora
anche Y & paracompatto. Invece, un sottospazio aperto di uno spazio paracompatto di Hausdorff non e
necessariamente paracompatto. Si tratta tuttavia di un fenomeno estremamente raro e non ¢ facile trovare
controesempi in letteratura: I'unico che conosco, di D. Zelinski e riportato nell’appendice, viene dato come
esercizio nel “Topologie générale” di Bourbaki e non & particolarmente istruttivo, se non per il fatto che
si ottiene partendo da un buon ordinamento su un insieme non numerabile, che quindi esiste ma che non
¢ possibile descrivere concretamente.?

In queste note, per avere una trattazione semplificata e concettualmente piu limpida, in alcuni risultati
classici in cui si richiedono spazi paracompatti di Hausdorff aggiungeremo 'ipotesi che anche ogni sotto-
spazio aperto sia paracompatto. Per quanto detto nell’osservazione precedente, si tratta di una limitazione
del tutto irrilevante nella pratica matematica.

DEFINIZIONE 4.5.7. Diremo che uno spazio topologico ¢ PHH (Paracompact Hereditary and Hau-
sdorff) se & di Hausdorff ed ogni suo aperto ¢ paracompatto.

PROPOSIZIONE 4.5.8. Sia X uno spazio topologico PHH. Allora ogni sottospazio di X ¢ PHH.

DIMOSTRAZIONE. Basta dimostrare che ogni sottospazio ¢ paracompatto. Siano Y C X e = (U; N
Y)ier un ricoprimento di Y, con ciascun U; aperto di X. Per ipotesi 'aperto U = U;U; & paracompatto
e quindi esiste un ricoprimento aperto localmente finito V = (V}),;cs di U ed un’applicazione v: J — I
tale che V; C U, ;) per ogni j. Ma allora (V; NY') e € un ricoprimento aperto localmente finito di Y che
¢ piu fine di Y. ]

Terminiamo la sezione con tre risultati, senza dimostrazione, i quali mostrano che la stragrande
maggioranza degli spazi topologici di uso comune ¢ PHH.

TEOREMA 4.5.9. Ogni spazio topologico localmente compatto di Hausdorff a base numerabile ¢ PHH.

DIMOSTRAZIONE. Omessa, si puo trovare in [12, 45, 46]. |

PROPOSIZIONE 4.5.10. Per uno spazio di Hausdorff localmente euclideo X le sequenti condizioni sono
equivalenti:

(1) X é una varietd topologica, ossia ogni componente connessa di X & unione numerabile di
compatti;

(2) ogni componente connessa di X & a base numerabile;

(3) X ¢ PHH;

(4) X é paracompatto.

DIMOSTRAZIONE. Omessa, si puo trovare in [45, 46]. O
PROPOSIZIONE 4.5.11 (A.H. Stone e Morita, 1948). Ogni spazio metrizzabile é PHH.

DIMOSTRAZIONE. Omessa, si pud trovare in [12]. O

2L’impossibilité di una descrizione esplicita deriva sostanzialmente dall’indipendenza dell’ipotesi del continuo.
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Esercizi.

EsERrciziO 4.11. Provare che uno spazio topologico ¢ paracompatto se e solo se ogni ricoprimento
uniforme possiede raffinamenti aperti localmente finiti.

ESERCIZIO 4.12. Provare che, in uno spazio paracompatto di Hausdorff, un fascio & fine se e solo se
possiede partizioni dell’identita subordinate ad ogni ricoprimento aperto localmente finito.

EseErci1z1o 4.13. Siano U e V = (V;) due ricoprimenti aperti di X. Diremo che V ¢ un raffinamento
stellato di U se il ricoprimento uniforme

W=Waaex,  Woi=|J{Vi |2V},

¢ un raffinamento di Y. Provare che in uno spazio paracompatto di Hausdorff, ogni ricoprimento aperto
possiede un raffinamento stellato.

ESERCIZIO 4.14. Dedurre dal teorema di retringimento che ogni spazio paracompatto di Hausdorff &
normale. (Ricordiamo che uno spazio topologico si dice normale se & T2 + T4, ossia se ¢ di Hausdorff ed
ogni coppia di chiusi disgiunti possiede intorni aperti disgiunti.)

Esgrcizio 4.15 (Teorema di restringimento per spazi normali). Sia U = (U;);e; un ricoprimento
aperto localmente finito di uno spazio topologico normale X. Si consideri la collezione A formata dalle
famiglie indicizzate di aperti (V});es tali che:

(1) JC1IeV; CU; per ogni j € J;

(2) Ujes ViUUier—, Ui = X.
(Cf. Lemma 2.2.5). Ordiniamo A ponendo (V})jes < (Wh)nem se J C H e V; = W, per ogni j € J.
Dimostrare che A possiede elementi massimali e dedurre che esiste un ricoprimento aperto V = (V;);¢r di
X tale che V; C U; per ogni i € 1.

Rispetto al teorema di restringimento per spazi paracompatti di Hausdorff abbiamo indebolito le
ipotesi su X e rafforzato quelle su U, chiedendo che il ricoprimento di partenza fosse localmente finito.
D’altra parte € chiaro dalle definizioni che uno spazio di Hausdorff ¢ paracompatto se e solo vale il teorema
di restringimento.

4.6. La successione esatta lunga di coomologia

Non e difficile dimostrare che per ogni successione esatta di fasci

05 rLgoo,

sullo spazio X, esiste una successione esatta di gruppi abeliani
(4.12) 00X, 6 L Bx,F) L B(X,0) S H'(X,8) L H' (X, F) & H'(X,9),

con il morfismo ¢ definito nel modo seguente: sia t € H°(X,G) = G(X) e scegliamo un ricoprimento
uniforme U = (U,)zex e sezioni s(x) € F(U,) tali che f(s(x)) = |y, per ogni x. Allora §(t) ¢ uguale
all'immagine della classe di coomologia del cociclo (s(y) — s(z))z.y € Z' (U, ker f) tramite I'omomorfismo
naturale (iniettivo) H' (U, ker f) = H (U, E) — H'(X,&); i dettagli sono rimandati all’Esercizio 4.17.

Ci piacerebbe continuare ed allungare la successione esatta con le coomologie di ordine superiore, ma
non possiamo farlo perché la coomologia di Cech non gode in generale delle proprieta che uno si aspetta
da una buona teoria coomologia. Per avere una ‘buona’ teoria occorre aggiungere determinate condizioni
sulla quaterna (X, F,G,H). Le ipotesi extra piu utilizzate in matematica sono:

(1) X paracompatto di Hausdorff, oppure
(2) X varieta algebrica o schema noetheriano separato, e F,G,H coerenti (qualunque cosa questo
voglia significare, cf. [24]).

In queste note adotteremo solo la prima ipotesi. E utile osservare che I’ipotesi di paracompattezza T2

interviene solamente nella dimostrazione del seguente lemma tecnico.

LEMMA 4.6.1. Siano G un prefascio su di uno spazio paracompatto di Hausdorff X e H C G un
sottoprefascio tale che il morfismo di inclusione H — G sia un isomorfismo sulle spighe, ossia Hy = G,
per ogni x. Allora H*(X,H) = H*(X,G).

DIMOSTRAZIONE. (cf. [55, p. 218], [28, Thm. 2.9.1]) Dato che H & un sottoprefascio di G, per ogni
ricoprimento aperto U di X si ha che C* (U, H) & un sottocomplesso di C*(U, G); in particolare, Z* (U, H) =
Z*(U,G)NC*U,H).

Sia n > 0 intero fissato e scriviamo U = (U;);er. Per iniziare, proviamo che per ogni cocatena
a € C"(U,G) esiste un raffinamento uniforme V = (V,)pex < U ed una funzione di raffinamento y: X — I
tali che v*(a) € C™(V, H).
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Per il teorema di restringimento possiamo trovare un ricoprimento aperto (W;);cr localmente finito
tale che W; C U; per ogni i. Definiamo subito la funzione di raffinamento 7 scegliendo, per ogni p € X,
un indice y(p) € I tale che p € W,;,).

Adesso definiamo gli aperti V,. Per ogni punto p € X scegliamo un intorno aperto p € V,, tale che
Vo € Wy e Vp N Wi # () per al pitt un numero finito di indici . Adesso eseguiamo una successione finita
di restringimenti di V,, ad intorni aperti pit piccoli in modo tale che, in aggiunta, siano soddisfatte le
seguenti condizioni:

(1) Se V,, N W; # 0 allora V, C U;. Infatti, se p € W; possiamo restringere V,, in modo che V,, C U;,
mentre se p ¢ W, possiamo restringere V, in modo tale che V, N W; = ; si usa il fatto che
Vp, N W; # 0 per al pitt finiti indici 4.

(2) Se Vo N Wiy, # 0, e quindi V,, C Uy,...;, per il punto precedente, allora (as,...i, )|v, € H(Vp);
questo & possibile perché V, N Wj,...;, # O per un numero finito di successioni i, ..., %,, per
I'uguaglianza di spighe H, = G, ed il Lemma 3.2.12.

Adesso prendiamo come ricoprimento uniforme V = (V,)pex e dimostriamo che v*(a) € C™(V,H), e
cioé che per ogni po, ..., pn € X si ha (ay(pg)-y(pn))Veg...pn € H(Vio-pn)-

Se Vpgeoop, = 0 allora H(Vpy.op,) = G(Vpyp,) = 0. Se invece V..., # 0, dal fatto che V..., C
W o) (pn) S€8UE Vg N W (p0).y(p) # 0 € quindi Viy C© Uspg)ny(pn) € (@ry(po)- ’v(pn))leo € H(Vo). A
maggior ragione (@ (py)-y(pn))|Vogpn € H (Voo pn)-

Siamo adesso pronti per dimostrare che il morfismo naturale H™(X,H) — H™(X,G) ¢ surgettivo ed
iniettivo.

Surgettivita. Sia [U,a] € H"(X,G), dove a € Z"(U,G). Abbiamo provato che esiste un raffinamento
uniforme V = (V,)pex con funzione di raffinamento v: X — I tale che v*(a) € Z"(V,G) N C"(V,H) =
Z™(V,H). Dunque [U,a] = [V,v*(a)] € H*(X, H).

Iniettivita. Sia [U,a] € H"(X,H), a € Z™(U,H) tale che [U,a] = 0 in H"(X,G). Questo significa che,

a meno di sostituire ¢ con un suo raffinamento vale a € B"(U,G). Sia b € C"~1(U,G) tale che b = a.
Per il conto precedente, a meno di raffinare ancora U possiamo supporre b € C"~*(U,H) e quindi anche
a € un cobordo. |

TEOREMA 4.6.2. In uno spazio paracompatto di Hausdorff X, ad ogni successione esatta corta di fasci

0% rLgoo,
corrisponde una successione esatta lunga di gruppi di coomologia
0 A%X,6) L 1°x,F) L 1°(x,0) —» 1'(x,6) L Y (x,F) L
Larx,6) - B (X)L H (X, F) D

DIMOSTRAZIONE. Denotiamo con H il prefascio immagine di f, ossia H(U) = f(F(U)) C G(U). Per
Iesattezza a smlstra delle sezioni, per ogni aperto U C X si ha una successione esatta 0 — E(U) —
F(U) = HU) =

Ne segue che7 per ogni ricoprimento aperto U = (U;);er, il prodotto diretto delle successioni esatte
corte

0= EUiy-..i,) = F(Uiy-.i,,) = H(Uig.i,) = 0
ci fornisce una successione esatta corta di complessi
0= C*UE) L U, F) L o, 1) — 0
ed una successione esatta lunga in coomologia
0— HU,E) % BHOU, F) L BOWU, H) — H'U,E) & H' U, F) L

Prendendo i colimiti (che preservano l'esattezza) sull’insieme diretto dei ricoprimenti uniformi di X,
abbiamo una successione esatta

0— HY(X,8) % AYX,F) L BOX,H) — HY(X,8) L B'(X,F) L

Per il Lemma 4.6.1 si ha H*(X,H) = H*(X,G) e questo conclude la dimostrazione. O
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Esercizi.

ESERCIZIO 4.16. E possibile dimostrare che in ogni spazio paracompatto di Hausdorff il fascio delle
funzioni continue a valori complessi ¢ fine (non lo faremo, dimostreremo in seguito ’analogo C*° sulla
varieta differenziabili).

Dimostrare che in uno spazio paracompatto di Haudorff X vale H YX,Zx) = 0 se e solo se ogni
funzione continua f: X — C* possiede logaritmo continuo.

EsErcizio 4.17. Siano He G come nel Lemma 4.6.1. Provare che, senza ipotesi alcuna sulla topologia
di X, il morfismo naturale H"(X,H) — H™(X,G) & bigettivo per n = 0 ed iniettivo per n = 1. Usare
lo stesso ragionamento della dimostrazione del Teorema 4.6.2 per dedurre l'esattezza della successione
(4.12).

4.7. 1l teorema di Leray

In questa sezione, denoteremo con X uno spazio topologico paracompatto di Hausdorff, con F un
fascio su X e con U = (U;);es un ricoprimento aperto di X. Per ogni aperto U C X scriveremo H*(U, F)
per indicare i gruppi di coomologia H*(U, Fjy).

DEFINIZIONE 4.7.1. Nelle notazioni precedenti, diremo che la coppia (U, F) ha la proprieta L,, se per
ogni 0 < p < n ed ogni successione ig,...,i, € I 'aperto U;,...,, ¢ paracompatto e H" P (U,,...; ,F) = 0.

P ip)

Ad esempio, la condizione Lg & vuota (sempre soddisfatta), mentre L; significa che per 1'aperto U;
& paracompatto e Hl(UZ—,]:) = 0 per ogni ¢ € I. Inoltre, dato che gli indici nella successione i, ..., %,
possono essere ripetuti, la condizione L,, equivale a chiedere che per ogni 0 < ¢ < p < n ed ogni successione
i0,-..,iq € I Paperto U,,...;, & paracompatto e H"‘p(UiD‘..iq,}") =0.

q

LEMMA 4.7.2. Nelle notazioni precedenti, L, = L,_1 per ogni intero n.

DIMOSTRAZIONE. Se vale L,,, allora per ogni 0 < ¢ <n —1,si ha 0 < ¢+ 1 < n e quindi, per ogni
ig, ..., iq € I Vaperto Us,...;, = Ui,...i,i, € paracompatto e H(”’l)*q(Ul-o...iq, F) = H”*@H)(Uio...iqiq, F) =
0. O

Il principale obiettivo di questa sezione ¢ dimostrare il celebre, ed importante, teorema di Leray dei
ricoprimenti aciclici.

TEOREMA 4.7.3 (Leray). Siano F un fascio su di uno spazio paracompato di Hausdorff X e U un
ricoprimento aperto di X. Per ogni p > 0 denotiamo con

ap: HP(U, F) — HP(X,F)

la componente in grado p del morfismo naturale ry (vedi (4.10)).
Se la coppia (U, F) soddisfa L, allora oy & bigettivo per ogni 0 < p <n e ay41 € iniettivo.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo il teorema per induzione su n, con il caso iniziale n = 0 gia dimostrato
nelle sezioni precedenti. Supponiamo quindi n > 0 e scegliamo una successione esatta corta di fasci

orlecseso
con C fascio discreto, ad esempio 'estensione canonica. Allora si hanno successioni esatte
f . .
0— -F(Uio~~~ip) — C(Uiomz’p) i) S(Uiou.ip) VZQ, sy lp € I,
che determinano una successione esatta di complessi
0= C*U,F) L crw,e) L o, ¢).

Denotiamo con M* = g(C*(U,C)) C C*(U,E) il sottocomplesso immagine di g, in modo da avere una
successione esatta corta di complessi

0= uF) L orwu.e) L Mo

Ricordiamo che, siccome C & discreto, si ha H1(U,C) = Ha (X,C) = 0 per ogni g > 0, e dalla successione
esatta lunga di coomologia segue H"(M*) = H" (U, F) per ogni r > 0.
Dalla condizione L,, segue che

Hl(UiO.Hiq,}") =0 perogni0<gq¢g<mnedognii,...,iq €1,

e quindi, per la successione esatta lunga di coomologia sull’aperto paracompatto Uj,...;, si ha

0— .F(Umlq) i) C(Ul()?q) i) S(Ulqu) — 0.
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Questo prova che M9 = C9(U,E) per ogni ¢ < n e quindi HI(M*) = HY(U,E) per ogni ¢ < n e
H"(M*) € H"(U,E). Inoltre, dato che H"(Uj,...;,,C) = 0 per ogni r > 0 (la restrizione di C ad ogni
aperto ¢ ancora un fascio discreto), sempre dalla successione esatta lunga di coomologia segue che

H" (U, E) = H" Y(Ujgoi ), F) =0 VO<g<n-—1, io,...,iq €1,

e di conseguenza £ soddisfa la condizione L,_.
Siccome n > 0 si ha un diagramma commutativo con le righe esatte

H'U,C) —L~ HO(M*) —= H'(U,F) —=0

|-

HY(X,C) —2> H(X,&) —= HY(X,F) —=0
da cui segue che a; € un isomorfismo. Per mostrare U'iniettivita di ao basta osservare che dalle successioni
esatte lunghe e dal caso n = 0 per il fascio £ segue
H*(U,F)=H"(M*) C H'(U,E) C H (X, E) = H* (X, F).
Se n > 2, abbiamo visto che la coppia (U, E) soddisfa L,,_1. Dunque, per ogni 0 < ¢ < n si ha
HY U, F) = HY(M*) & HOU, ) 2% HY(X,€) = HT (X, F)
con h, oy isomorfismi per ¢ < n ed entrambi iniettivi per ¢ = n. O

DEFINIZIONE 4.7.4. Un ricoprimento aperto U si dice Leray-aciclico per un fascio F se la coppia
(U, F) soddisfa L,, per ogni n > 0.

Dunque, se U & Leray-aciclico per F si ha H*(U, F) = H*(X, F).

4.8. Risoluzioni e teorema di de Rham astratto

In tutta la sezione, X denotera uno spazio topologico fissato.
Chiameremo risoluzione (coomologica) di un fascio F una qualunque successione esatta di fasci

; d d d d
(4.13) 0 FHeSet e85

E ovviamente possibile definire una risoluzione omologica di F come un successione esatta --- & —
& — & — F — 0; tuttavia in questo testo ci occuperemo solamente di risoluzioni coomologiche, che
chiamemo semplicemente risoluzioni.

Se ad una risoluzione come in (4.13) togliamo F e prendiamo le sezioni globali otteniamo un complesso
(coomologico) di gruppi abeliani

X)) X)) Lex)Leaeax)Leax) L ...
del quale possiamo considerare i gruppi di coomologia
ker(d: E"(X) — EML(X))
aE1(X))
Se la risoluzione ha determinate proprieta, esiste un legame tra i gruppi H™(E*(X)) ed i gruppi di
coomologia di F.

H"(E7(X)) =

TEOREMA 4.8.1. Supponiamo X paracompatto di Hausdorff. Per ogni risoluzione
(4.14) 0 FLetherdg2dgnd
si hanno degli omomorfismi naturali
an: HY(EX (X)) — H"(X,F), n>0,

che godono delle sequenti proprieta:

(1) se f:[”’z:*l(X,_Ei) =0 perognii=0,...,n—2, allora o, ¢ iniettivo;

(2) se H*"(X,&*) =0 per ogni i =0,...,n — 1, allora «,, € surgettivo.
In particolare cvg € un sempre un isomorfismo e ay € sempre iniettivo.

Prima di dare la dimostrazione, precisiamo che quando diciamo che i morfismi «,, sono naturali si
intende che per ogni diagramma commutativo di fasci

0— >F— g0 2 g1 d g2 d

ok

0 G HO —Loq T g2

d
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con le righe risoluzioni di F e G rispettivamente, si hanno dei diagrammi commutativi

H™(E*(X)) "> H"(X, F)

J(g lf
H"(H*(X)) > H"(X, )
DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo il teorema per induzione su n trattando separatamente i casi n = 0,
n=1en>2.Sen =0, allora
HY(X,F) = F(X)
e si ha la successione esatta corta

0— F(X) 5 %X) 4 e(X)

che equivale all’isomorfismo
it HO(X, F) =5 ker(£9(X) & £1(X)) = HO(E*(X)).
Tale isomorfismo ¢ chiaramente naturale e quindi lo ¢ anche il suo inverso
ap =it HY(E%(X)) — HY(X, F).

Se n > 0, denotiamo con F’ il nucleo di d: E' — £2. Allora la risoluzione (4.14) si spezza in una
successione esatta corta

05 F=&8 L F 50
ed una risoluzione
0 F et b erdesd
La successione esatta corta ci da una successione esatta lunga

s EX) L HOX,F) - HY(X,F) > HY(X, &) > -,

mentre I'ipotesi induttiva applicata alla risoluzione di F’ ci da 'uguaglianza H(X, F’) = ker(£'(X) 4

£2(X)). Rimettendo assieme le cose si ottiene una successione esatta
ker(€1(X) % £2(X))
d(£°(X))

Cosi facendo, abbiamo anche dimostrato che o & sempre iniettivo, e che ¢ surgettivo qualora H' (X,8% =
0.

0— L HY(X,F) = HY(X, &).

Sia adesso n > 1 e supponiamo vero il teorema per tutti gli interi minori di n. Abbiamo la successione
esatta lunga di coomologia

o HYYX,EY) - HMNX, F) S BN (X, F) = HY(X,E0) — -
e per l'ipotesi induttiva abbiamo anche un morfismo naturale

ap,_y: H'HETH(X)) = HY(EX (X)) — H' N (X, F)).

n—1-
Basta allora definire a, come la composizione di § ed o/, _;. Anche qui notiamo che «,, & iniettivo se o, 4
¢ iniettivo e H"1(X,£%) = 0, mentre a,, & surgettivo se o/, , & surgettivo e H™(X,£%) = 0. O
DEFINIZIONE 4.8.2. Un fascio F sullo spazio X si dice aciclico (in coomologia di Cech) se H"(X, F) =
0 per ogni n > 0.

Ad esempio, sono aciclici tutti i fasci discreti e tutti i fasci fini (il viceversa non vale, in entrambi i
casil).

DEFINIZIONE 4.8.3. Una risoluzione
i d d d d
0-FLeSelse28e3 5.0
di un fascio F e detta aciclica se ciascun fascio &; e aciclico.

COROLLARIO 4.8.4 (Teorema di de Rham astratto, o delle risoluzioni acicliche). Data una risoluzione
aciclica

0 FLe0d et dg2d e3d
di un fascio F sullo spazio paracompato di Hausdorff X, si hanno degli isomomorfismi naturali

H"(E*(X)) = H™(X,F).

DIMOSTRAZIONE. Conseguenza immediata del Teorema 4.8.1. |
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OSSERVAZIONE 4.8.5. Dato un diagramma commutativo

0 F g0t g1 4 g2 d
ool
0 G HO D gt L g2

con la riga superiore una risoluzione di F e con la riga inferiore una risoluzione aciclica di G, i morfismi
indotti in coomologia H™(£*(X)) — H"™(H*(X)) dipendono solo da f e non dipendono da g. Infatti per
naturalita si hanno dei quadrati commutativi

H™(&*(X)) "> H"(X, F)
| lf
H"(H*(X)) == H"(X,0)
con la seconda freccia orizzontale un isomorfismo per il Corollario 4.8.4.

Esempio: la risoluzione canonica. Dato un qualunque fascio F su X, prendiamo la sua estensione
canonica

0 FLDpF2 7 = coker (i) — 0.

Poi prendiamo la risoluzione canonica di F(1)

0— FO Ly pr®) 22, 7). coker(iy) — 0,
e proseguiamo allo stesso modo per ogni n:
0 — F Iy pF(n) Pty Fet1) .~ coker(iy,) — 0.

Ponendo C° = DF e C* = DF™ si ottiene quella che si chiama risoluzione canonica, o anche
risoluzione di Godement, del fascio F:

04)]:-%60 i1P1 Cl i2p2 C2 i3P3

Dato che ogni C™ & un fascio discreto, e quindi aciclico, per il teorema di de Rham astratto abbiamo
che, per ogni spazio paracompatto di Hausdorff X si ha

(4.15) H*(X,F) = H*(C*(X)).

Se X mnon & paracompatto di Hausdorff, allora la coomologia di Cech non ha le buone proprieti
che ci aspettiamo da una teoria coomologica. Ecco allora che in tal caso possiamo usare la (4.15) come
definizione della coomologia di F, ossia H"(X,F) := H*(C*(X)). In questo modo otteniamo una teoria
coomologica con tutte le proprieta volute, che molto brevemente sono: funtorialita rispetto ai morfismi di
fasci, HO(X,F) = F(X), H"(punto, F) = 0 per ogni n > 0, successione esatta lunga di coomologia.

Per maggiori dettagli e dimostrazioni complete rimandiamo alle dispense del corso di geometria
superiore 2019-2020, oppure a [17, 22, 46].

Esempio: la risoluzione di Cech. Sia U = (U;)ier un ricoprimento aperto di X; mostriamo come i
morfismi ry: H"(U,F) — H™(X,F) possono essere interpretati alla luce del Teorema 4.8.1. Per ogni
g > 0 definiamo il fascio Cg, come

cGWy= J] FUNUi,), U apertoC X.
90,..,0q €L
Equivalentemente, C, (U) = C¢(Uy, Fji) ¢ il gruppo delle g-cocatene di Cech del fascio ristretto Fu sul
ricoprimento aperto Uy = (U NU;);er. Per ogni aperto U si ha un complesso di gruppi abeliani

0 FU)ScyU) S elwv)Seiw) -

che & una successione esatta quando Uy e stupido, ossia ogni volta che U & contenuto in un aperto U;.
Siccome gli aperti contenuti in qualche U; sono una base della topologia, abbiamo una successione esatta
di fasci
€ o o 1 6 2 0
0=>F=Cy—=Cy—Cf— -

detta risoluzione di Cech di F relativa al ricoprimento U, e per come & stata costruita, si ha H"(C;; (X)) =
H™(U, F).
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OSSERVAZIONE 4.8.6. Sembra naturale poter dimostrare il Teorema di Leray come conseguenza del
teorema di de Rham astratto applicato alla risoluzione di Cech. In effetti, naturale lo & ma, in coomologia
di Cech, dedurre le ipotesi del teorema di de Rham da quelle del teorema di Leray non ¢ affatto immediato
e richiede una dimostrazione che, oltre ad utilizzare le proprieta dei fasci fiacchi, risulta di difficolta non
inferiore a quella del teorema di Leray che abbiamo presentato.

Esercizi.

EsERCIZIO 4.18. Sia 0 — F — C — C}, — - -+ la risoluzione di Cech di un fascio fiacco F relativa
ad un ricoprimento Y. Provare che ogni fascio Cf, ¢ fiacco e dedurre dall’Esercizio 3.16 che H"™(U,F) =0
per ogni n > 0.

4.9. Le risoluzioni singolare e di Alexander—Spanier

Fissati un intero p > 0, un gruppo abeliano G ed uno spazio topologico X possiamo considerare il
prefascio su X delle p-cocatene singolari a valori in G, e cioe

U s SP(U,G).

Gli assiomi FO,F1,F2 F4 sono soddisfatti. Se p > 0, si vede subito che ’assioma F3 non & soddisfatto e
quindi che SP(-,G) non ¢ un fascio: infatti, se X = AU B con A, B aperti, nulla vieta ad una catena
singolare a: A(X), — G di annullarsi su A(A), U A(B), ma di essere non banale sui simplessi la cui
immagine non € interamente contenuta in A oppure in B.

Sembra naturale allora quozientare per le catene localmente nulle e prendere il prefascio

U — PP(U,G)

delle cocatene piccole; adesso FO,F1,F2 F3 sono soddisfatti ma qualcosa potrebbe essere andato storto
con F4, anche se non sono a conoscenza di controesempi. Obiettivo di questa sezione & mostrare che, negli
spazi PHH la proprietad F4 passa al quoziente e quindi che PP(-,G) & un fascio.
Consideriamo un contesto pitt generale, che si applica anche alle cocatene di Alexander—Spanier.
Siano X, A spazi topologici non vuoti e G un gruppo abeliano fissati. Nelle nostre future applicazioni
lo spazio A sarad un simplesso topologico standard AP (coomologia singolare) oppure U'insieme dei suoi
vertici EP (coomologia di Alexander—Spanier).

Notazioni. Per ogni sottospazio topologico A C X denotiamo con:

(1) A(A) l'insieme di tutte le applicazioni continue ¢: A — X tali che ¢(A) C A; se A C B allora

A(A) C A(B).

(2) S(A) il gruppo abeliano libero generato da A(A).

F(A) = Hom(S(A),G), che coincide con il gruppo di tutte le applicazioni f: A(A) — G. Se
AC Bed f € F(B), per semplicita notazionale scriveremo f|4 € F'(A) al posto di fia(a)-

(4) K(A) C F(A) il sottogruppo delle applicazioni localmente nulle nella topologia di sottospazio,
ossia f € K(A) se e solo se per ogni x € A esiste un aperto U di X tale che x € ANU e
f\AnU =0.

(5) P(4) = F(A)/K(A).

Se B C A C X, allora sono definiti nella maniera ovvia i morfismi di restrizione F(A) — F(B),
K(A) - K(B) e P(A) — P(B).

LEMMA 4.9.1. Siano A, B C X due sottospazi.

(1) Se B é chiuso, la restrizione K(A) — K(AN B) é surgettiva.

(2) Siano f € F'(A), g € F(B) tali che flang = 9janp, allora esiste h € F(AU B) tale che hjq = f
(& h|B =4g.

(3) La restrizione P(X) — P(A) é surgettiva.

DIMOSTRAZIONE. 1) Se f: A(BNA) — G ¢ localmente nulla basta basta estendere a zero su A(A) —
A(AN B), ossia definire f(¢) = 0 per ogni ¢ € A(A) — A(B). La chiusura di B garantisce che l’estensione
a zero € ancora localmente nulla.

2) Siccome A(A) N A(B) = A(AN B) basta estendere a zero in A(AU B) — (A(A) UA(B)).

3) Basta dimostrare che F(X) — F(A) & surgettiva, e per questo basta estendere a zero su A(X) —
A(A).

]
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Se ci restringiamo agli aperti di X, allora F, K, P definiscono tre prefasci, ed e chiaro dalle definizioni
che la proiezione F' — P ¢ un morfismo di prefasci ed un isomorfismo sulle spighe. Dato U aperto,
una sezione s € F(U) appartiene a K(U) se e solo se tutti i suoi germi s,, € U, si annullano, ossia
K(U) = keriy, dovei: F — F'* ¢ il morfismo naturale nel fascio delle sezioni continue di F'. In particolare,
il morfismo i si fattorizza ad un morfismo di prefasci P — F'* che & iniettivo sulle sezioni ed un isomorfismo
sulle spighe.

TEOREMA 4.9.2. Nelle notazioni precedenti, si assuma che X sia uno spazio topologico PHH. Allora
la restrizione di P agli aperti di X ¢é un fascio fine.

DIMOSTRAZIONE. Sia (U;);cr, una famiglia di aperti di X e denotiamo U = |JU;. Dato che P(V) =
F(V)/K(V) per ogni aperto V, gli assiomi F3 ed F4 possono essere scritti nel modo seguente:

F3) Sia f € F(U) tale che fjy, € K(U;) per ogni i, allora f € K(U);

F4) Siano f; € F(U;) tali che f; — f; € K(U; NUj) per ogni i,j, allora esiste f € F(U) tale che

f— fi € K(U;) per ogni i.

La prova di F3 ¢ immediata e non richiede alcuna ipotesi sulla topologia di X. Infatti, ’appartenenza
a K di una sezione f dipende solo dal comportamento locale di f.

La dimostrazione di F4 & decisamente meno elementare. A meno di considerare le restrizioni dei tre
prefasci all’aperto U, non e restrittivo supporre U = X.

Dato che X & paracompatto di Hausdorff, per il teorema di restringimento esiste un ricoprimento
chiuso localmente finito X = Uie ; C; tale che C; C U; per ogni 4: nelle notazioni del Teorema 4.5.5 basta
prendere C; = V.

Per ogni J C I denotiamo C; = U;c;C;. Allora C; = X e dalla locale finitezza del ricoprimento
segue che ogni C'; € un chiuso di X.

Sia A l'insieme delle coppie (J,g) con J C I e g € F(Cy) tali che g — f; € K(C; NU;) per ogni i.
Ordiniamo A per estensione, ossia (J,g) < (H,h) se J C H e h|c, = g, e dimostriamo che A possiede
elementi massimali.

Per il Lemma di Zorn ci basta dimostrare che ogni catena B C A possiede maggioranti. Poniamo

H = U(J,g)GBJ

e definiamo poi h € F(Cp) ponendo, per un ‘simplesso’ ¢: A — Cp,

h(¢) = {gs(¢) se esiste (J, g) € B tale che ¢(A) C Cy

0 altrimenti,

ed il fatto che B sia una catena garantisce che h sia ben definito; rimane da dimostrare che h — f; €
K(Cyg NU;) per ogni i.

Sia ¢ € I un indice fissato; per ogni x € U; N Cy scegliamo un suo intorno aperto V,, tale che I'insieme
a={j € H|V,NC; # 0} sia finito; ma allora esiste (J,g) € B tale che o« C J, e quindi V,NCyx = V,NC}.

A maggior ragione V, NCy NU; =V, NC;NU; e h— fi =g—fi € K(V, NnCyxNUj). Dato che al
variare di x i sottoinsiemi V, N C'y NU; formano un ricoprimento aperto del sottospazio Cg NU; si ottiene
h—fi € K(CHQUI)

Abbiamo quindi dimostrato esiste un elemento massimale (H, h) € A; adesso dimostriamo che H = 1,
e quindi che Cy = C7 = X. Supponiamo per assurdo che esista i € [ — H. Per il Lemma 4.9.1 possiamo
trovare:

(1) un elemento ¢ € K(U;) tale che qic,,nu, = h — fi;
(2) un elemento k € F(Cy UU;) tale che l~€|cH =he ];\qu =fi+gq

Denotiamo M = HU{i} e k = l~c|CM e dimostriamo che (M, k) € A in modo da avere una contraddi-
zione. Occorre provare che per ogni j € I si ha k — f; € K(Cy NUj); preso un punto x € Cpy NU; sono
possibili due casi: & C; oppure x € C;.

Se z ¢ C; allora basta prendere un aperto z € W C U; tale che WNC; = 0. Allora Cpy "W = CyNW
e qui la restrizione di k — f; a Cpy N W coincide con la restrizione di h — f; che ¢ una sezione di K. Se
x € C; prendiamo come intorno di = 'aperto U;; = U; N Uj; allora

(k - fj)\cMﬁUi,j = (]:: - fj)|CMﬁUij = ((l~€ - fj)\Uq,j)ICMﬂUij

e per concudere basta osservare che (I~c = fiwii = (fi+a— fi)w, € K(Uij).

Abbiamo dunque provato che P & un fascio. Per dimostrare che P ¢ fine, sia (U;);c; un ricoprimento
aperto di X rispetto al quale vogliamo trovare una partizione dell’identita e scegliamo un ricoprimento
(Ci)ier chiuso e localmente finito di X tale che C; C U; per ogni i: tale ricoprimento esiste per il teorema
di restringimento. Fissiamo un punto o € A e scegliamo un’applicazione s: X — I tale che x € Uy, per
ogni x € X.
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Per ogni ¢ € I definiamo 'omomorfismo p;: S(X) — S(X) che negli elementi della base ¢ € A(X)

vale:
{¢ se s(¢(0)) = 1,

0 altrimenti

pi(¢) =

E chiaro dalla definizione che pi(S(V)) C S(V) per ogni i € I ed ogni aperto V- C X, e che per ogni
c € S(X) si ha p;(c) # 0 per finiti indici i e ), p;(c) = c.

I morfismi di prefasci f;: F — F, f; = p), preservano le sezioni localmente nulle e si fattorizzano a
morfismi di fasci f;: P — P. Per ogni aperto U, ogni o € F(U) ed ogni ¢: A — U si ha

Jil@)(¢) = {W) se 5(9(0)) = i

0 altrimenti.
Se U =X — C; = allora s(¢(0)) # i e questo prova che f; & nullo su U, ossia Supp(f;) C C;. Ha quindi
senso considerare la somma ), f;: P — P ed ¢ chiaro dalla definizione che ), f; = Id. ]

Siamo adesso in grado di studiare le relazioni tra le coomologie singolari, di Cech e di Alexander—
Spanier negli spazi PHH. Come sopra, denotiamo con G un gruppo abeliano fissato.

TEOREMA 4.9.3. Sia X uno spazio topologico PHH che ammette una base della topologia di X formata
da aperti contraibili. Allora la coomologia di Cech di X a wvalori nel fascio costante Gx coincide con la
coomologia singolare a coefficienti in G.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni aperto U C X abbiamo visto nel Teorema 2.6.8 che i gruppi di coomologia
singolare HP (U, G) sono isomorfi ai gruppi di coomologia del complesso delle cocatene singolari piccole

0= PW,G) Pl Uq) L

Dalla definizione di cocatena piccola segue inoltre P°(U,G) = S°(U,G) = {f: U — G} e possiamo
considerare il complesso esteso

0= Gx(U) 5 P, ¢) L plu,G) & .

dove i e 'inclusione naturale, dalle applicazioni localmente costanti alle applicazioni tutte. Il fatto che
dVi = 0 segue dal fatto che, per motivi di connessione, ogni applicazione localmente costante U — G &
costante sull'immagine di ogni simplesso singolare. Se U & contraibile sappiamo che H*(U,G) = {f: U —
G costanti} = Gx(U), HP(U,G) = 0 per ogni p > 0 e di conseguenza

0= Gx(U) 5 PUU,G) L PHU,G) = - -
€ una successione esatta.

Per ipotesi X & PHH, e per il Teorema 4.9.2 tutti i prefasci P&, dove PL(U) = P?(U, G), sono fasci
fini. Per ipotesi esiste una base della topologia di X formata da aperti contraibili ed il Lemma 3.5.1
implica che

0 Gx 5P L PL— -
€ una risoluzione fine del fascio costante. Per concludere basta applicare il Corollario 4.8.4. |

TEOREMA 4.9.4. Sia X uno spazio topologico PHH. Allora la coomologia di Cech di X a valori nel
fascio costante Gx coincide con la coomologia di Alexander—Spanier a coefficienti in G.

DIMOSTRAZIONE. Sia U C X un aperto; nella Sezione 2.7 abbiamo definito il complesso di Alexander—

Spanier
0 AU,6) S AUe ...
ed abbiamo visto che
0= Gx(U) 5 AU,G) L AYU, G)

¢ una successione esatta, dove i ¢ l'inclusione delle funzioni U — G localmente costanti nelle funzioni
tutte.

Sempre per il Teorema 4.9.2 tutti i prefasci A2, dove A?(U) = A%(U, G), sono fasci fini. Per concludere,
grazie a teorema di de Rham astratto ci basta dimostrare che

0 Gx A A .

¢ una successione esatta. L'esattezza di 0 — Gx — A° LNyT segue dall’esattezza a livello di sezioni su
ogni aperto e dal Lemma 3.5.1. Rimane da verificare 1’esattezza in A? per ogni g > 1.

Siano quindi x € X e a, € A2 un germe di cocatena tale che da, = 0. Scegliamo un intorno aperto U
di = ed una cocatena « € A?(U, G) tali che o, = [U, . Allora d« si annulla in un intorno di x e quindi, a
meno di restringere U, non & restrittivo supporre da = 0. Per il Lemma 2.7.3 esiste un aperto x € V C U
ed una cocatena 3 € A971(V, G) tale che 98 = ajy. A maggior ragione 9, = . |
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Come corollario immediato dei precedenti teoremi abbiamo che negli spazi PHH localmente contraibili
le coomologie singolare e di Alexander—Spanier coincidono.

Esercizi.
Negli esercizi manterremo le notazioni utilizzate nella sezione.

ESERCIZIO 4.19. Dimostrare che il morfismo di prefasci F — P € un isomorfismo sulle spighe e che
esiste un morfismo di prefasci P — FT. Dedurre che se X ¢ PHH allora P = FT.

Esercizio 4.20. Modificare (leggermente) la dimostrazione del Teorema 4.9.2 per dimostrare che se
X & paracompatto di Hausdorff (ma non PHH), allora F* = PT & un fascio tale che P (X) = P(X).






CAPITOLO 5

Spazi con funzioni

Il concetto di spazio con funzioni & utile per trattare in maniera unificata alcuni oggetti di uso comune
in geometria: varieta differenziabili, varieta complesse, varieta algebriche su campi algebricamente chiusi,
spazi complessi ridotti ed altri ancora. Esiste la nozione ancora piu generale di spazio anellato, necessaria
per definire, ad esempio, gli schemi, gli spazi algebrici e gli spazi complessi non ridotti, che pero si colloca
molto al di fuori del contesto di queste note.

Esistono in letteratura diverse definizioni di spazio con funzioni, che differiscono leggermente I'una
dall’altra; noi seguiremo la definizione data da Kempf [33]. Infine, per semplicita terminologica, chiamere-
mo “prevarieta” gli spazi con funzioni, anche se questo termine € estremamente generico e viene utlizzato
per indicare una moltitudine di oggetti, anche molto differenti tra loro.

5.1. Fasci di anelli, moduli e spazi vettoriali

Richiamiamo brevemente il concetto di modulo su un anello: salvo avviso contrario, ognt anello viene
considerato commutativo con unita. Dato un anello A, un A-modulo ¢ un gruppo abeliano (M, +,0),
equipaggiato con un’applicazione

Ax M — M, (a,m) — am,

che soddisfa le stesse identiche condizioni assiomatiche degli spazi vettoriali. Se M & un A-modulo, un
sottogruppo N C M si dice un sottomodulo se an € N per ogni a € A ed ogni n € N.

Ad esempio, per ogni anello A, il prodotto A x A — A definisce su A una struttura di A-modulo i
cui sottomoduli sono esattamente gli ideali di A.

EsemMPIO 5.1.1. Per alcuni anelli particolari, la nozione di modulo coincide con altri concetti gia
incontrati:

(1) se A=K & un campo, allora gli A-moduli sono esattamente gli spazi vettoriali su K;

(2) se A =7, allora gli A-moduli sono esattamente i gruppi abeliani;

(3) se A = KJt], allora gli A-moduli sono esattamente gli spazi vettoriali su K equipaggiati di un
endomorfismo K-lineare (corrispondente alla moltiplicazione per t);

(4) se A=K[zy,...,x,], allora gli A-moduli sono esattamente gli spazi vettoriali su K equipaggiati
con n endomorfismi K-lineari che commutano tra loro.

Se M, N sono A-moduli, denotiamo con Hom 4 (N, M) I'insieme dei morfismi di A-moduli f: N — M,
definiti alla stessa maniera delle applicazioni lineari, ossia tali che f(az + by) = af(z) + bf(y) per ogni
a,be Aex,ye N.

Anche Hom 4 (N, M) possiede una struttura naturale di A-modulo, dove pera € Ae f,g € Hom (N, M)
si pone:

(af)(z) = a(f(x)), (f+9)(x) = f(z) + g(x), per ogni z € N.

Lasciamo al lettore il compito di estendere la nozione di gruppo quoziente (e corrispondenti proprieta
universali, ossia i teoremi di isomorfismo dei gruppi) al contesto dei moduli. Una catena di morfismi di
A-moduli si dice una successione esatta (risp.: un complesso) se lo & come successione di gruppi abeliani.

Dato un insieme I ed una famiglia di A-moduli (M;);c; si definisce il loro prodotto diretto

HM,» = {(x;)icr | x; € M; per ogni i}
i€l
e la loro somma diretta

P M = {(fvi)iel e [[ ™

x; # 0 per al piu finiti indici z} .
il iel

Per definizione, un A-modulo ¢ libero se & isomorfo ad una somma diretta di copie di A; ad esempio,
sono liberi i moduli

A" = {(a1,02,...,0a,) |a; € A} =P A=][A  neN
i=1 i=1
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Lo A-modulo libero generato da un insieme S ¢

@ As = {combinazioni lineari finite Z a;s; con a; € A, s; € S} .

ses
Dunque la nozione di Z-modulo libero coincide con quella di gruppo abeliano libero; segue dal teorema
di esistenza delle basi che ogni spazio vettoriale su K ¢ un K-modulo libero.

Ricordiamo che per dominio ad ideali principali si intende un anello commutativo con unita
che & un dominio di integrita ed ogni ideale é generato da un solo elemento. I tre anelli K Z, e K][t]
dell’Esempio 5.1.1 sono domini ad ideali principali; € ben noto che ogni anello euclideo & un dominio ad
ideali principali. L’anello Z/47Z non & un dominio ad ideali principali, sebbene i suoi unici ideali siano
(0), (1), (2), mentre 'ideale di Z[t] formato dai polinomi p(¢) tali che p(0) € 2Z non & principale.

Per i moduli liberi su domini ad ideali principali vale, con dimostrazione sostanzialmente identica,
I’analogo del Teorema 1.1.5.

TEOREMA 5.1.2. Siano A un dominio ad ideali principali, M = @, Ai, con A; = A, un A-modulo
libero e N C M wun sottomodulo. Allora anche N é un A-modulo libero. Inoltre, se I & un insieme finito,
ossia M = A™ con m € N, allora N =2 A™ con 0 < n <m.

Un A-modulo M si dice finitamente generato se ¢ generato da un numero finito di elementi o,
equivalentemente, se esiste un omomorfismo surgettivo A™ — M per qualche n € N. Quindi, un gruppo
abeliano G ¢ finitamente generato se lo € come Z-modulo, ossia se esiste un omomorfismo surgettivo di
gruppi Z" — G.

LEMMA 5.1.3. Sia A un dominio ad ideali principali. Allora:
(1) sottomoduli e quozienti di A-moduli finitamente generati sono finitamente generati;

(2) se M ENgN 2y P ¢ una succcesione esatta di A-moduli, con M, P finitamente generati, allora
anche N ¢ finitamente generato.

Anche in questo caso la dimostrazione ¢ la stessa, mutatis mutandis, del Lemma 2.1.1; i dettagli sono
lasciati per esercizio.

Per anelli qualsiasi il Lemma 5.1.3 & generalmente falso (vedi Esercizio 2.1); gli anelli nei quali &
vero prendono il nome di anelli noetheriani. Rimandiamo al classico testo di Atiyah e Macdonald [4] per
una trattazione approfondita degli anelli noetheriani, ed in particolare per la prova che un anello A &
noetheriano se e soltanto se ogni suo ideale e finitamente generato.

Esistono molti anelli noetheriani che non sono domini ad ideali principali; ad esempio Z[t], K[z,y] e
pitt in generale tutti i quozienti di A[ty,...,¢,] con A dominio ad ideali principali.

Dato un gruppo abeliano G ed un A-modulo M, il gruppo abeliano Hom (G, M) possiede una naturale
struttura di A-modulo con il prodotto per scalare definito dalla formula (af)(x) = af(z) per a € A ed
f € Hom(G, M).

PROPOSIZIONE 5.1.4. Siano G un gruppo abeliano finitamente generato, A un dominio ad idea-
li principali ed M un A-modulo finitamente generato. Allora Hom(G, M) é un A-modulo finitamente
generato.

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi esiste un omomorfismo surgettivo di gruppi p: Z" — G e da questo
segue che I’applicazione trasposta

p’: Hom(G, M) — Hom(Z", M),  p“(f)=fop,

¢ un omomorfismo iniettivo di A-moduli. D’altra parte ogni omomorfismo f: Z™ — M & univocamente
determinato dai valori che assume f nella base canonica di Z™ e quindi si ha un isomorfismo naturale di A-
moduli Hom(Z", M) = @], M. Dunque, se M ¢ finitamente generato, anche Hom(Z", M) & finitamente
generato e, se A & un dominio ad ideali principali (basterebbe noetheriano), allora per il Lemma 2.1.1 il
sottomodulo Hom(G, M) ¢ finitamente generato. O

La definizione di (pre)fascio di anelli non presenta grosse sorprese. Un (pre)fascio di anelli A & un
(pre)fascio di gruppi abeliani tale che ogni A(U) & un anello per ogni aperto U e la funzioni di restrizione
sono omomorfismi di anelli. E quasi immediato osservare che ogni spiga possiede un’unica struttura di
anello per cui tutti i morfismi A(U) — A, con x € U, sono omomorfismi di anelli.

Se A ¢ un (pre)fascio di anelli, un (pre)fascio di sottoanelli di A & un sotto(pre)fascio B C A tale che
per ogni aperto U si ha che B(U) ¢ un sottoanello di A(U). Analogamente si definiscono i (pre)fasci di
ideali.

DEFINIZIONE 5.1.5. Sia A un fascio di anelli commutativi su X. Un A-modulo & un fascio di gruppi
abeliani F equipaggiato di un morfismo di fasci A x F — F tale che per ogni aperto U il ‘prodotto’
A(U) x F(U) — F(U) induce una struttura di A(U)-modulo su F(U). Un morfismo di A-moduli & un

morfismo di fasci che commuta con i prodotti.
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Ad esempio, per ogni intero positivo n il fascio A™ = @, A, e cioe
n
AM(U) = @A(U), U C X aperto,
i=1

¢ un A-modulo con le operazioni A x A" — A™, f - (s1,...,8,) = (fs1,..., fsn).
La stessa ricetta dell’algebra lineare mostra che esiste un’isomorfismo naturale di A(X)-moduli tra
I'insieme delle matrici A € M, ., (A(X)) e l'insieme dei morfismi di A-moduli F': A™ — A”.

DEFINIZIONE 5.1.6. Siano A un fascio di anelli commutativi e 7 un A-modulo. Diremo che F ¢ libero
di rango n se esistono n sezioni $1, ..., S, tali che il morfismo di fasci

éA—LF, (al,...,an)HZaisi
i=1 i

¢ un isomorfismo ('espressione ). a;s; va ovviamente interpretata cum grano salis). Diremo che F &
localmente libero di rango n se ogni punto possiede un intorno aperto U tale che F|;; ¢ un Ajy-modulo
libero di rango n.

Lasciamo al lettore il semplice compito di immaginare la corretta definizione di fascio di spazi vettoriali
su di un campo K.

Esercizi.

EsErcizio 5.1. Siano A un anello commutativo con unita e I C A un ideale proprio. Provare ogni
elemento di A — I & invertibile se e solo se I & I'unico ideale massimale di A.

EsERrci1zIO 5.2 (Prodotto tensoriale di A-moduli). Sia A un anello commutativo (non necessariamente
con unita); dati due A-moduli M, N indichiamo con M ®N il loro prodotto tensoriale come gruppi abeliani.
Si consideri il sottogruppo S € M ® N generato da tutti gli elementi del tipo am ® n —m ® an, al variare
dia€e A,me M en e N. Definiamo M ®4 N =M ® N/S. Dimostrare che:

(1) esiste un’unica struttura di A-modulo su M ® 4 N per cui vale a(m ® n) = am ®n = m Q an
(sugg.: per ogni a € A, 'applicazione M x N - M ® N, (m,n) — (am) ® n, & Z-bilineare);

(2) Vapplicazione M x N - M ®4 N, (m,n) —» m ® n & A-bilineare;

(3) (proprieta universale) per ogni applicazione A-bilineare ¢: M x N — P esiste un unico morfismo
di A-moduli f: M ®4 N — P tale che f(m ®n) = ¢(m,n).

(4) ogni coppia di morfismi di A-moduli M — M’, N — N’ induce in maniera naturale un morfismo
di A-moduli M ® 4 N — M’ @4 N'.

ESERCIZIO 5.3 (Prodotto cup in coomologia di Cech). Siano U/ un ricoprimento aperto di X e A un
prefascio di anelli commutativi su X. Per ogni p,q > 0 definiamo

U: CP(M,A) X CQ(Z/LA) — Cp-‘-q(u’A)’ (f Ug)iO'“ierq = in"'ipgip"‘ip+q7

dove il prodotto a destra dell’'uguaglianza & inteso come il prodotto in A(Uj,
Jio-wvip © Giyevipy,- Dimostrare:

—ipy,) delle restrizioni di

(1) 1l prodotto U ¢ associativo.
(2) Se f € Z°%U,.A) allora fUg=gU f per ogni g € CUU, A).
(3) Se f & una p-cocatena, allora §(f Ug) = (6f)Ug+ (—1)?f U (d9).
(4) Tl prodotto U si fattorizza ad un prodotto associativo in coomologia
HP(U, A) x HIU, A) = HTI(U, A)
che commuta con le applicazioni di raffinamento e quindi, passando al colimite, induce un
prodotto H?(X, A) x H(X, A) < HP1(X, A).
Nota: abbiamo visto che se f € H(U, A) e g € HI(U, A), allora f Ug = g U f. In generale, si puo
dimostrare (non ¢ banale) che se f € HP(U, A) e g € HI(U, A), allora fUg=(—1)PlgU f.
ESERCIZIO 5.4. Sia 7: R"™! — {0} — PZ la proiezione canonica e consideriamo su P il fascio di anelli
A dato dalle funzioni continue. Per ogni intero n definiamo il fascio F,, ponendo, per ogni aperto U C Pg
Fo(U) ={f: 71 (U) = R continua | f(tz) =t"f(z) Yz € 7~ (U), 0 £t € R}.

1) Provare ogni F,, ¢ un A-modulo localmente libero di rango 1. Provare inoltre che Fy ¢ libero e F_;
non ¢ libero (suggerimento: il rivestimento S™ — Pg non & banale).
2) Provare inoltre che per ogni n esiste un isomorfismo di A-moduli F,, — F,42.

Nota: si puo fare la stessa costruzione sui numeri complessi e ogni JF,, continua ad essere un A-modulo
localmente libero di rango 1. Si pud anche dimostrare (ma non ¢ banale) che di questi solamente Fy &
libero e F; ¢ isomorfo ad F; solo se i = j.
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5.2. Prevarieta

Sia K un campo, per ogni spazio topologico X denotiamo con Ky il fascio delle funzioni localmente
costanti a valori in K e con DK x quello delle sue sezioni discontinue, e cioe

DKx(U)={f:U =K} =[] K
zecU
Entrambi sono fasci di anelli commutativi con unita.
Data un’applicazione continua F': X — Y, per ogni aperto U C Y denotiamo

F*: DKy (U) = DKx (F~HU)), F*(f)y=foF.
Si tratta di un omomorfismo di anelli che preserva le unita e le funzioni localmente costanti.

DEFINIZIONE 5.2.1. Una K-prevarieta, o spazio con funzioni in K, & una coppia (X,.A) con X
spazio topologico e A C DK sottofascio di sottoanelli tale che:
(2) per ogni aperto U C X ed ogni f € A(U), I'insieme

D(f):={z U] f(z) # 0}
¢ aperto e 1/f € A(D(f)).

Gli elementi di A(U) si dicono funzioni regolari su U ed A prende il nome di fascio strutturale della
K-prevarieta.

E utile osservare che, nella definizione precedente, la condizione (1) & equivalente a ciascuna delle
seguenti:

(1a) Ogni anello A(U) contiene le funzioni costanti U € K.

(1b) Ogni anello A(U) contiene la fuzione costante f(z) = 1 ed & un sottospazio vettoriale di DK x (U).

L’unica implicazione non banale ¢ (la)=-(1): se f: U — K & localmente costante, allora esiste un
ricoprimento aperto U = U;U; tale che f|y, & costante per ogni i. Ma allora fy, € A(U;) per ogni i e,
dato che A ¢ un sottofascio di DKx si ha f € A(U).

ESEMPIO 5.2.2. Per i nostri scopi immediati, ’esempio di preverieta (X,.4) piu rilevante & quello in
cui X ¢ un aperto di R" e A = C ¢ il fascio delle funzioni di classe C*° a valori reali.

ESEMPIO 5.2.3 (restrizione degli aperti). Una K-prevarieta (X,.A) determina canonicamente una
K-prevarieta (U, Ajiy) per ogni aperto U C X, dove Ay ¢ la restrizione ad U del fascio strutturale A.

ESEMPIO 5.2.4 (restrizione a sottospazi). Una K-prevarietd (X, .A) determina canonicamente una
K-prevarieta (Y, .A)y) per ogni sottospazio Y C X. In questo caso il fascio Ajy ¢ dato dalle funzioni che
sono localmente restrizioni di funzioni in A. Piu precisamente, se U ¢ un aperto di Y diciamo che una
funzione f € DKy (U) appartiene a Ay (U) se per ogni 2 € U esistono un aperto V di X ed una funzione
geA(V)talichez e VNY CU e gyny = flvny-

DEFINIZIONE 5.2.5. Nelle notazioni dell’Esempio 5.2.4 diremo che (Y, .A}y) ¢ una sottoprevarieta
di (X, A). Diremo che una sottoprevarieta (Y, .A}y) ¢ aperta (risp.: chiusa, localmente chiusa, compatta,
connessa ecc.) se il sottospazio Y & aperto (risp.: chiuso, localmente chiuso, compatto, connesso ecc.).

ESEMPIO 5.2.6 (estensione degli scalari). Se K C F ¢ una estensione di campi, vi &€ un modo naturale
di associare ad ogni K-prevarietd (X,.A) una F-prevarieta (X, A7).
Iniziamo definendo due prefasci di sottoanelli A’, A” C DFx; per ogni aperto U C X poniamo

A/(U) = {Z aifi | a; € F‘7 fl c AX(U)} .
finite

Se pensiamo F' come uno spazio vettoriale su K, allora ogni funzione g € A’(U) si scrive in maniera unica

come g =Y i a;fi, con f; € A(U) e gli a; € F linearmente indipendenti su K; in tal caso g(z) = 0 se e

solo se fi(z) =0 per ogni ¢ e quindi D(g) = U, D(f;) € un aperto. Il secondo sottofascio di anelli &

ANU) ={f/g|f.g€ AU), g(z) #0Vz € U}.

Per concludere, definiamo A" C DFx come il sottofascio delle sezioni che appartengono localmente a A”.
Lasciamo per esercizio la verifica che (X, Af) ¢ una F-prevarieta e che, nel caso dell’estensione R C C si
ha

A =A"=A ={f+ig| f,g€ A}

Per semplificare le notazioni, da ora in poi diremo semplicemente prevarieta al posto di K-prevarieta
quando il campo K & fissato a priori e/o ¢ chiaro dal contesto
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DEFINIZIONE 5.2.7. Un morfismo, o applicazione regolare, di prevarieta (sullo stesso campo K)
F: (X, Ax) — (Y, Ay) ¢ un’applicazione continua F': X — Y tale che per ogni aperto U C Y si ha
F*(Ay (U)) C Ax (F~Y(U)), ossia se per ogni f € Ay (U) vale fo F € Ax(F~1(U)).

Con un leggero abuso di notazione, scriveremo F* Ay C Ax per indicare la condizione espressa nella
7
precedente definizione di morfismo. E immediato osservare che le identita sono morfismi e che composizione
di morfismi ¢ ancora un morfismo.

EsEMPIO 5.2.8. Se (Y, A}y) ¢ una sottoprevarieta di (X, .A), allora il morfismo di inclusione ¥ — X
& anche un morfismo di prevarieta.

Un isomorfismo & un morfismo F': (X, Ax) — (Y, Ay) tale che F & un omeomorfismo e F*: Ay (U) —
Ax (F~1(U)) & un isomorfismo di anelli per ogni aperto U C Y. In tal caso F~! & ancora un isomorfismo
di prevarieta.

Vediamo come sono fatti, in concreto, i morfismi tra prevarieta come nell’Esempio 5.2.2.

PROPOSIZIONE 5.2.9. Siano X C R"™ e Y C R™ due aperti e fi,..., fm: X — R le componenti di
un’applicazione continua F: X — Y. Allora F: (X,C*) — (Y,C) é un morfismo di prevarietd se e
solo se f; € C(X) per ogni i, ossia se e solo se F' & un’applicazione di classe C*.

DIMOSTRAZIONE. Se F' ¢ un morfismo di prevarietd, ossia se F*C>(V) C C*(F~(V)) per ogni
aperto V C Y, dato che la restrizione a Y delle funzioni coordinate x1,...,2,,: R™ — R sono di classe
C®, anche le funzioni f; = F*z; sono di classe C*° su F~1(Y) = X. Viceversa, se ogni f; & C™, allora
per ogni funzione g di classe C* su un V si ha F*g = g(f1,..., fn) che & ancora di classe C* su F~1(V)
per i ben noti risultati di analisi. O

LEMMA 5.2.10. Siano date due prevarietd (X, A),(Y,E) ed un’applicazione continua F: X — Y :

(1) date due basi Bx, By delle topologie di X eY rispettivamente, F' é un morfismo di prevarietd se
e solo se per ogni U € Bx, V € By tali che F(U) CV ed ogni f € E(V) vale (F*f)u € AU).

(2) dati due ricoprimenti aperti X = UierU;, Y = UjejV; ed una funzione v: I — J tale che
F(U;) € Vi per ogni i, F' & un morfismo di prevarieta se e solo se per ognii € I l'applicazione
F: (Ui, Au,) = (Vo) Ev, i) € un morfismo di prevarieta.

DIMOSTRAZIONE. Entrambe le proprieta seguono facilmente dalle definizioni e dal fatto che A & un
fascio (dettagli per esercizio). ]

Esercizi.

EsErcizio 5.5. Siano (X, A), (Y, B) due prevarieta sullo stesso campo, (W, Bjy/) una sottoprevarieta
di (Y,B) e I': X — W continua. Provare che I': (X, A) — (W, Bjy) & un morfismo di prevarieta se e solo
se F': (X, A) — (Y, B) ¢ un morfismo di prevarieta.

EsERrC1z10 5.6 (Incollamento di fasci). Sia (U;);es un ricoprimento aperto di uno spazio topologico X.
Si supponga che siano dati un fascio F; sull’aperto U; per ogni indice 4, e isomorfismi di fasci fij: Fijy,; —
]—'le_j per ogni 4, j € I. Si supponga inoltre che per ogni terna ordinata i, j, k € I si abbia un diagramma
commutativo di isomorfismi di fasci

‘E‘Uijk

fij fik

J|Uijn fik fk\Uuk
In particolare, f;; = Id (mettere j =k =1) e f;; = f;l (mettere ¢ = k). Definiamo il prefascio F ponendo,
per ogni aperto U C X:

FU) = {(si) e[[rUnw)

i€l

fij(s“Uij) = Sj|y,, Per ogni z}j} .
Dimostrare che F ¢ un fascio e che esistono isomorfismi di fasci f;: Fy, — F; tali che f;; = f; o fi_1 su
Uij, per ogni 4,5 € I.

Viceversa, sia G un fascio su X e si assuma che esistano isomorfismi g; : Gy, — F; tali che fi; = g; og;1
su U,;, per ogni ¢,j € I. Dimostrare che G ¢ isomorfo a F.

Spesso, con linguaggio impreciso, ci si riferisce ad F come al fascio ottenuto ‘incollando’ i fasci F;.
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Esercizio 5.7 (Discesa di fasci). Sia (U;)ier un ricoprimento aperto di uno spazio topologico X e
denotiamo con N la famiglia dei sottoinsiemi finiti e non vuoti o C I tali che

Us = [\ Ui #0.
e
Si supponga che siano dati un fascio F, sull’aperto U, per ogni o € N, e isomorfismi di fasci
Jap: Faju, — Fp per ogni a C B € N. Si supponga inoltre che per ogni terna oo C 3 C v € N si abbia
un diagramma commutativo di isomorfismi di fasci

Falu,

Fsiu,

]:
fﬂ'v v
Dimostrare che esiste un fascio F su X ed isomorfismi di fasci fqo: Fjy, — Fao tali che fogfa = fz su Us,

per ogni & C 3 € N. (Sugg.: per ogni i,j € I definire g;; = f{j}{i,j}f{_i]%{ij} e usare ’Esercizio 5.6.)

5.3. Prevarieta modellate

Si assuma di aver fissato un insieme M di prevarieta definite sullo stesso campo. Chiameremo modelli
gli elementi di M.

DEFINIZIONE 5.3.1. Diremo che una prevarieta (X, .A) ¢ modellata su M se & localmente isomorfa
ad un modello in M, e cioe se per ogni punto x € X esiste un intorno aperto xz € U C X tale che la
prevarieta (U, A|y) sia isomorfa ad un modello in M.

Se M; e My sono due insiemi di modelli tali che ogni elemento di M; & modellato su My, allora
ogni prevarieta modellata su M; € anche modellata su M.

Un modo tradizionale di costruire prevarieta modellate € mediante gli atlanti. Per semplicita di
notazione, se (X,.4) & una prevarietd e U C X & un aperto, scriveremo (U, .A) per indicare la prevarieta

(U7 AlU)

DEFINIZIONE 5.3.2. Sia M un insieme di modelli. Un M-atlante di uno spazio topologico X & una
collezione indicizzata (U;, F;, (V;,&;))icr dove:
(1) (U;)ier € un ricoprimento aperto di X;
(2) (Vi, &) € M per ogni i;
(3) F;: U; — V; & un omeomorfismo per ogni i.
Per tale collezione deve valere la condizione che, per ogni ¢, j € I tali che U;; = U;NU; # (), Papplicazione

(5.1) Fyj = (Fy)w,, o (F Dy, (Vig, &) = (V4i, &), dove Vi == F(U;NU;) €V,

K2

sia un isomorfismo di prevarieta.

TEOREMA 5.3.3. Ogni M-atlante (U;, F;, (V;,&;)) di uno spazio topologico X determina univoca-
mente un fascio strutturale A che rende (X, A) una prevarieta e tale che F;: (U, A) — (V;,&;) sia un
isomorfismo per ogni i. In particolare, (X, A) una prevarieta modellata su M.

DiMOSTRAZIONE. Tenendo presente che A deve essere un sottofascio di DK x, per ogni aperto U C X

si deve avere
AWU) ={f: U = K| fiunu, € A(UNU;) per ogni i},

mentre la condizione che ogni F;: (U;, A) — (V;, &;) sia un isomorfismo impone A(U NU;) = F;&(F;(UN
U;)) per ogni 4; in questo modo abbiamo dimostrato 1'unicita di A.

Per quanto riguarda l’esistenza risulta pit agevole lavorare con gli omeomorfismi inversi G; :=
Fi_l: Vi — U,;. Per quanto visto a riguardo dell’unicita, non dobbiamo fare altro che verificare che il
prefascio di sottoanelli

AWU) ={f: U = K| Gi(fivnu,) € &Fi(UNU;)) per ogni 4}

¢ il fascio strutturale di una prevarieta che soddisfa le condizioni del teorema.

Siccome una funzione f: U — K ¢ localmente costante se e solo se ogni restrizione f: UNU; — K e
localmemte costante, si ha Kx C A.

Dato che A C DK x, per mostrare che A & un sottofascio basta provare che per ogni unione di aperti
W = U;jc;W; ed ogni funzione f: W — K tale che fi, € A(W;) per ogni j si ha f € A(W); se

G (fiw;nu,) € E(F:(W; N U;)),

per ogni i, j, allora
Gi(fiw,nu,) = Gi (fiw,nu,) in F;(W; 0 Wy N U;)
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e dato che &; ¢ un fascio esiste g; € & (F;(W NU;)) tale che g; = G (fijw,;nv,) su Fi(W; N U;) per ogni j.
Ma allora fiwny, = Fj'(g) € F;'&(F(W NU;)).

Se f € A(U) allora D(f) = U;D(fjunwu,) ed ogni D(fjuny,) € un aperto in U N U;. Inoltre 1/f €
A(D(fiunu,)) per ogni i e quindi 1/f € A(D(f)) per le proprieta di fascio.

Abbiamo quindi provato che (X,.A) & una prevarieta. Sia adesso 4 un indice fissato e dimostriamo
che per ogni aperto W C U; si ha A(W) = F&;(F;(W)). L’inclusione A(W) C FE;(F;(W)) segue dalla
definizione di A; dimostriamo U'inclusione opposta, ossia che per ogni g € & (F;(W)) si ha F*(g) € A(U),
ossia che per ogni j vale F;(g)jwny, € Fj & (F;(W NUj)). Ma questo segue immediatamente dal fatto
che Fj; ¢ un isomorfismo di prevarieta. O

Una generalizzazione della costruzione di prevarieta a partire da atlanti € quella che in gergo vie-
ne detta ‘incollamento’. I dato di partenza, detto dato di incollamento, ¢ composto da un campo K
e tre collezioni di oggetti che chiameremo rispettivamemte base, pezze e cociclo, definiti nel modo seguente:

1) La base & una collezione indicizzata di aperti (U;);es in uno spazio topologico X.
2) Le pezze sono delle coppie (Y;,p;), con i € I, dove Y; & una prevarietd su K e p;: ¥; — U;
applicazione continua. Date base e pezze, per ogni 4, ...,%, € I denotiamo
Yigiy i, = pi_ol(Uio---ip) Y,

considerata come sottoprevarieta aperta di Y;,.

3) 1l cociclo & una collezione di isomorfismi di K-prevarieta

fij:}/ji*)}/ija i,jGI,

tali che
(52) pifij = pj su Y}i Vi, g €1,
(5.3) Fiefint fij = 1d su Yy Vi, j kel

Gli isomorfismi f;; vengono usualmente detti funzioni di incollamento e la condizione (5.3) condizione
di cociclo. E immediato verificare che la condizione di cociclo & del tutto equivalente a

fi=1d per ogni i € [,

(5.4) fij = ];1 per ogni i,j € I,
fij = fixfrj perognii,j, kel

-1

Infatti dalle f;f;.' fi; = Id segue (per i = j = k) fi; = Id per ogni i, poi (per i = k) che f;; = i

ed infine che f;; = filcfﬁcl = fikfrj-

TEOREMA 5.3.4 (di incollamento). Siano date la base (U;)icr, le pezze p;: Y; — U; e le funzioni di
incollamento f;; come sopra. Allora esiste una prevarieta Y assieme ad un’applicazione continua p: Y —
X e isomorfismi q;: Y; — p~Y(U;) tali che pg; = p; per ogni i e fij = q[lqjly_i per ogni t,5 € I.

Inoltre, se X e ogni Y; sono di Hausdorff, anche Y ¢ di Hausdorff. ’

DIMOSTRAZIONE. Iniziamo con il costruire Y come spazio topologico e p: Y — X come applicazione
continua. Denotiamo con W = [ Y; 'unione disgiunta degli spazi topologici Y;: nella topologia dell’unione
disgiunta un sottoinsieme U C W & aperto se e solo se U NY; & aperto per ogni ¢; in particolare ciascun
Y; ¢ aperto in W. Dati z,y € W definiamo = ~ y se, detti ¢,j € I gli indici tali che z € Y;, y € Y} si ha
pi(z) =p;(y) €UiNUj e fi;(y) = x.

La relazione ~ e di equivalenza: le proprieta riflessiva, simmetrica e transitiva seguono facilmente dalle
condizioni f;; = Id, f;; = fjfl e fij = fikfr;. Definiamo Y = W/ ~ (quoziente topologico) e denotiamo
con

G W—=Y =W/~
la proiezione al quoziente. Per la proprieta universale delle identificazioni, I’applicazione continua
W — X, x = pi(r) sex €Y,

si fattorizza ad un’applicazione continua p: ¥ — X.

Per ogni ¢ € I denotiamo con ¢;: Y; — Y la restrizione di q a Y;: per costruzione pg; = p;: Y; — U;
per ogni i e, dati x € Y;, y € Y; si ha ¢;(z) = ¢q;(y) se e solose z € Y, y € Y e x = fi;(y).

Proviamo adesso che le applicazioni continue ¢;: Y; — p~!(U;) sono omeomorfismi, ossia aperte e
bigettive. Per dimostrare che g; ¢ aperta bisogna provare che per ogni j ed ogni aperto V C Y; si ha
g (¢:(V)) NY; aperto in Yj; cid & vero in quanto

¢ (a(V)NY;={yeY;| Tz eV, fi(y) =2} = f:(VNYy).
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Sempre per definizione di ~ dati due punti x,y € Y; si ha ¢;(z) = ¢;(y) se e solo se x = f;;(y) ossia se
e solo se x = y. Per finire, sia u € p~!(U;) e prendiamo w € W tale che ¢(w) = u. Se w € Y; allora
p(u) = pj(w) € U; NUj, dunque u = g(w) = ¢;(fij(w)). Abbiamo quindi dimostrato, nell’ordine, che
qi: Yi — p~1(U;) & continua, aperta, iniettiva e surgettiva.

Se X ed ogni Y; sono di Hausdorff, dati z,y € Y, x # y, se p(x) # p(y), siccome X & di Hausdorff
e p & continua ne segue che x,y hanno intorni disgiunti in Y. Se invece p(z) = p(y) € U; allora z,y
appartengono entrambi all’aperto p~1(U;) che & di Hausdorff. Dunque anche Y ¢ di Hausdorff.

Per concludere, basta osservare che se prendiamo come insieme dei modelli M = {Y;};cs, allora
{(p~*(Ui),q; *,Yi) }ier @ un M-atlante e quindi determina una struttura di prevarieta su Y. O

Osserviamo che il dato (Y, p, g;) costruito nel teorema di incollamento & unico a meno di isomorfismo:
se Z & una prevarietd dotata di un applicazione continua r: Z — X e isomorfismi s;: Y; — r~1(U;) tali che
Ts; = p; per ogni i e fi; = 3;15j per ogni 7, j, allora le applicazioni siqfl si incollano ad un isomorfismo
w:Y — Z tale che rp = p.

5.4. Spazi tangente e cotangente di Zariski

Ricordiamo dai corsi di algebra che un anello commutativo si dice locale se possiede un unico ideale
massimale. Ad esempio, ogni campo & un anello locale (con 0 unico ideale massimale). Equivalentemente,
I’anello A ¢ locale se esiste un ideale proprio I C A tale che ogni elemento di A — I & invertibile.

LEMMA 5.4.1. Sia (X, A) una K-prevarieta. Allora per ogni x € X, la spiga A, del fascio A nel
punto x, oltre ad essere uno spazio vettoriale su K, é un anello locale con ideale massimale m, = {f €

Az | f(z) = 0}.

DIMOSTRAZIONE. L’ideale m, & proprio poiché K C A, (germi di funzioni costanti) e KNm, = 0. Se
fo € Ay —my, allora f, & rappresentato da una funzione f € A(U) tale che x € U e f(z) # 0. Ma allora
zeD(f)={yeU]| fly)#0e (V,1/f) & l'inverso di f, in A,. O

DEFINIZIONE 5.4.2. Per ogni punto z in una K-prevarieta (X, .A) il K-spazio vettoriale m,/m2 viene
detto spazio cotangente di Zariski di X nel punto z. L’applicazione lineare

d: Ay = mg/mz,  df =f—f(z)  (modm3),
viene detta differenziale di de Rham nel punto x.

Ricordiamo che, per definizione, m2 ¢ I'ideale formato delle somme finite di elementi del tipo fg, con

frg€mg.
Per definire d abbiamo usato il fatto che A, contiene i germi di funzioni costanti. Se f & il germe di
una funzione costante allora df = 0, e per ogni f,g € A, vale la formula di Leibniz

d(fg) = fg— f9(x) = (f = f(@))(g — 9(2)) + (f — f(2))g(z) + f(z)(g — g(x))
=dfg(x) + f(x)dg  (mod m3).
DEFINIZIONE 5.4.3. Il duale del cotangente
T, X := Homg (m, /m? K)
viene detto spazio tangente di Zariski di X nel punto z.
E utile dare una diversa interpretazione dello spazio tangente di Zariski in termini di derivazioni

nell’anello dei germi A,.
Diremo che un’applicazione «a: A, — K & una K-derivazione se:

(1) a & K-lineare;
(2) per ogni f,g € A, vale la regola di Leibniz:
a(fg) = a(f)g(z) + f(z)a(g).
Le K-derivazioni A, — K formano uno spazio vettoriale che denoteremo Derg (A, K).

TEOREMA 5.4.4. Esiste un isomorfismo di spazi vettoriali 6: Derg(A,,K) — T, X wunivocamente
determinato dalla condizione 0(a)(df) = a(f) per ogni f € A,.

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che per ogni K-derivazione a: A, — K si ha a(K) = a(m?) = 0.
Infatti, per la regola di Leibniz (1) = o(1- 1) = (1) + a(1) da cui segue a(1) = 0 e per K-linearita
a(c) = 0 per ogni ¢ € K. Se f,g € m,, per la regola di Leibniz
a(fg) = a(f)g(x) + f(z)alg)
e siccome f(x) = g(z) = 0 si ha a(fg) = 0. Inoltre, se f € m,, il suo differenziale df coincide con la sua

classe al quoziente m,/m2 e quindi risulta ben definito
O(a) e T, X, 0(a)(df) = a(f) per ogni f € m,.
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L’applicazione # ¢ lineare; resta da dimostrare che vale 6(«)(df) = a(f) per ogni f € A, e provare che
esiste 071, Per ogni f € A, ed ogni « € Derg(A,,K), siccome a(f(z)) =0 si ha

a(f) = a(f = f(z)) = 0(a)(d(f = f(x))) = 0(a)(df)-
L’uguaglianza 0(a)(df) = a(f) implica immediatamente che 6 & iniettiva. Per concludere, rimane da
dimostrare che per ogni applicazione lineare 3: m,/m2 — K, 'applicazione
a: Ay — K| a(f) = B(df),

¢ una K-derivazione. La K-linearita di « ¢ chiara. Date f,g € A si ha

a(fg) = Bld(fg)) = B((df)g(x) + f(x)(dg)) = a(f)g(x) + f(z)a(g).
O

Consideriamo adesso un morfismo F': (X, A) — (Y, ) di prevarieta sullo stesso campo K. Prendiamo
un punto z € X e denotiamo y = F(z). Possiamo allora definire un omomorfismo di anelli F*: £, — Ay;
se fy € & ¢ il germe di una funzione regolare f € £(U), y € U, si definisce F*(f,) come il germe in z
della funzione regolare F*f = f o F € A(F~1(U). E chiaro che F*f,(z) = fy(y) e quindi F*(m,) C m,.
Inoltre, F*K = K e F* & anche K-lineare.

Possiamo quindi definire un’applicazione lineare tra gli spazi tangenti di Zariski

dF: T,X — T,Y

detta, differenziale di F in x, ponendo dF(a) = a o F* per ogni derivazione «: A, — K. Lasciamo per
esercizio la semplice verifica che dF(«) € Derg (&, K) e che, via I'isomorfismo del Teorema 5.4.4, dF ¢ il
trasposto di F*: m, /m? — m,/m2.

EsemPIO 5.4.5. Consideriamo la prevarieta (R?, C°°), la sua sottoprevarieta
Y = {(z,y) e R* | y* = 2%}

ed il punto p = (0,0) € Y. Lasciamo per esercizio al lettore la prova che I'applicazione R — Y, ¢t — (t2,13),
€ un omeomorfismo.

Vogliamo mostrare che lo spazio tangente 7},Y ha dimensione strettamente maggiore di 1. Sia A il
fascio strutturale di Y; per definizione di sottoprevarieta la restrizione ad Y di funzioni C*° su aperti di
R? induce un omomorfismo surgettivo tra le spighe 7*: Cp° — Ap. Proviamo che le due derivate parziali

0 of
si annullano entrambe sul nucleo di r* e quindi si fattorizzano a derivazioni 0,,0,: A, — R. Sia g una
funzione di classe C* definita in un intorno di p e tale che gy = 0. Dunque per ogni ¢ € R sufficientemente

piccolo si ha g(t2,t%) = 0. D’altra parte per la formula di Taylor, in un intorno di p si ha
l9(z,y) — 0s(9)z — 9y (9)yl < K (a® +4°),
per un’opportuna costante positiva K; questo implica
102 (9)t* + 0y (9)?| < K (t* +1°)

e facendo tendere ¢ a 0 si ottiene 9,(g) = 9y(g) = 0. Dal calcolo delle derivazioni 9,,0, € T,Y sulle
funzioni z|y e y)y segue la loro indipendenza lineare.

(Nota: il conto sarebbe stato pitt semplice se avessimo potuto usare il fatto, vero ma non dimostrato
in queste note, che il nucleo di 7* & uguale all’ideale principale generato dal germe di y? — 23.)

Esercizi.

ESERCIZIO 5.8. Provare che, per ogni primo p, il sottoanello Z,) C Q, formato dalle frazioni del tipo
n/m con m non divisibile per p, ¢ un anello locale. L’inclusione Z,) < Q mostra che, in generale, un
omomorfismo A — B di anelli locali non mappa l'ideale massimale di A dentro 'ideale massimale di B.






CAPITOLO 6

Varieta differenziabili

Gia potremmo definire una varieta differenziabile come uno spazio localmente euclideo paracompatto
di Hausdorff che possiede atlanti di classe C°°. Tuttavia, nell’ottica di rendere le successive considerazioni
coomologiche piu chiare, € piu opportuno vedere le varieta differenziabili come particolari esempi di
prevarieta modellate.

Piu 0 meno per gli stessi motivi, useremo prevalentemente il formalismo dei fasci localmente liberi, che
ha senso in ogni prevarieta (Definizione 5.1.6), al posto di quello dei fibrati vettoriali, che invece richiedono
modellazioni con determinate caratteristiche. Va detto che nel contesto delle varieta differenziabili i due
formalismi sono del tutto equivalenti.

Chi preferisce mantenere un approccio piu tradizionale puo consultare le centinaia di testi disponibili
in letteratura, come ad esempio [6, 21, 27, 35, 57, 59|, solo per citarne alcuni.

6.1. Varieta differenziabili

Non esiste una nozione generale di varieta ma esistono varie nozioni di varieta modellate ottenute
aggiungendo di volta in volta ipotesi sulla topologia e/o sull’insieme dei modelli e/o sui morfismi dai
modelli alla varieta.

Nello specifico delle varieta differenziabili si prende K = R e come insieme dei modelli M = UL M,,,
dove M,, & la famiglia di tutti gli aperti di R™ dotati del fascio delle funzioni C'*°. Ogni prevarieta
modellata su M risulta automaticamente uno spazio localmente euclideo; per come abbiamo definito M,
ogni sottoprevarieta aperta di un modello & ancora un modello.

DEFINIZIONE 6.1.1. Sia M come sopra, una prevarieta (X, ) modellata su M si dice una varieta
differenziabile se X & paracompatto di Hausdorff. Se ¢ modellata su M,, diremo che (X, £) ha dimensione
n e si scrive dim X = n.

In particolare, ogni modello di M,, & una varieta differenziabile di dimensione n.

Giova ricordare che, per il teorema di invarianza della dimensione, un aperto non vuoto di R™ &
omeomorfo ad un aperto di R™ solo se n = m. Da questo segue che ogni componente connessa di una
varieta differenziabile ha una sua dimensione ben definita che dipende solo dalla struttura topologica e non
dal fascio strutturale. Per la Proposizione 4.5.10, nella Definizione 6.1.1 la condizione di paracompattezza
puo essere equivalentemente sostituita con 1’ipotesi che ogni componente connessa sia a base numerabile,
oppure che ogni componente connessa sia unione numerabile di compatti. Per la medesima proposizione,
ogni sottoprevarieta aperta di una varieta differenziabile ¢ ancora paracompatta di Hausdorff e modellata
su M, e quindi una varieta differenziabile.

OSSERVAZIONE 6.1.2. In letteratura di trova spesso una definizione piu restrittiva di varieta differen-
ziabile, in cui la condizione di paracompattezza e sostituita con il secondo assioma di numerabilita; le due
definizioni differiscono solo nel caso in cui ci sia una quantita pit che numerabile di componenti connes-
se. In queste note abbiamo optato per I'ipotesi di paracompattezza al fine di rendere immediatamente
applicabile la teoria coomologica di Cech.

Nel contesto delle varieta differenziabili, i morfismi vengono detti applicazioni differenziabili, gli
isomorfismi sono detti diffeomorfismi e gli M-atlanti (U;, F;, (V;, C*°)) sono detti atlanti differenzia-
bili.

La traduzione della Proposizione 5.2.9 in questa nuova terminologia assume un aspetto molto rassi-
curante e ci descrive completamente le applicazioni differenziabili tra i modelli di M.

PROPOSIZIONE 6.1.3. Siano X C R™ e Y C R™ aperti e F: X — Y continua con componenti
fi,--oy fn- Allora F & un’applicazione differenziabile se e solo se ogni f; & una funzione C* su X.

ESEMPIO 6.1.4. Siano (X, &) una varieta differenziabile e f1, ..., fi, € E(X). Allora lapplicazione
F= (f17'-'7fm): X —=R"

¢ differenziabile. Dato che ogni f; & continua, anche F' & continua. Basta allora verificare che e differenzia-
bile la restrizione di F' ad ogni aperto di un atlante differenziabile fissato, e questo segue immediatamente
dalla Proposizione 6.1.3.
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DEFINIZIONE 6.1.5. Siano U un aperto in una varieta differenziabile (X, £) di dimensione n e x1, ..., z, €
E(U); abbiamo dunque un’applicazione differenziabile F' = (z1,...,z,): U — R™. Diremo che z1,..., 2,
sono coordinate locali in U se F(U) ¢ aperto e F': U — F(U) ¢ un diffeomorfismo.

Ogni punto possiede un intorno aperto dotato di coordinate locali; basta infatti prendere un elemento
(U, F,(V,C*)) di un atlante differenziabile tale che z € U e come funzioni z; le componenti di F, ossia
x; = F*y; dove y1,...,y, sono le restrizioni a V' delle funzioni coordinate in R™.

ESEMPIO 6.1.6 (Le sfere). Consideriamo S™ = {x € R"*! | ||z|| = 1} come sottoprevarieta di R"
ossia con fascio strutturale £ dato delle funzioni che sono localmente restrizione di funzioni C'*° su aperti
di R™*! cf. Esempio 5.2.4, e proviamo che (S™, &) & una varieta differenziabile di dimensione n, ossia
che ogni punto x = (zo,...,z,) possiede un intorno aperto diffeomorfo ad un aperto di R™. A meno di
permutazioni di indici non & restrittivo supporre zy # 0 e supponiamo inoltre, per fissare le idee, che
xo > 0 (il caso zp < 0 si tratta alla stessa maniera). Allora U = {x € S™ | o > 0} ¢ un intorno aperto di
r in S™ e la proiezione

p: U =R oplxo,...,z,) = (T1,...,2Zn),

definisce un omeomorfismo tra U e la palla aperta B = {z € R™ | ||| < 1} con inverso

q: B— U, q(xl,...,xn):(w/l—z_m?,xl,...,xn>.

Dato che g & di classe C* come applicazione da B ad R"T!, 'operatore ¢* trasforma le restrizioni ad
S™ di funzioni C* su aperti R*! in funzioni C™ su aperti di B; questo prova che g & un’applicazione
differenziabile. Viceversa, se V' C B aperto e f € C°(V) allora p*(f) & la restrizione a S™ della funzione
g(xo,...,xn) = f(x1,...,2,) che & di classe C* su R x V; questo prova che anche p & un’applicazione
differenziabile.

EsemPIO 6.1.7 (Il gruppo speciale ortogonale). Sia SO, (R) C M, ,(R) il chiuso delle matrici orto-
gonali a determinante 1. Proviamo che, con la struttura di prevarieta ereditata da M, ,(R) = R™ & una
varieta differenziabile di dimensione n(n — 1)/2. Dato che il gruppo ortogonale agisce per diffeomorfismi
su M, (R) e transitivamente su se stesso, basta dimostrare che la matrice identita possiede in SO,,(R) un
intorno diffeomorfo ad un aperto di R*(®=1)/2_ La prima carta locale che viene in mente ¢ indubbiamente
quella formata dall’esponenziale di matrici antisimmetriche; per differenziarci ed aggiungere un pezzetti-
no di conoscenza seguiremo un’altra strada, e pit precisamente useremo la cosiddetta trasformata di
Cayley (1846).

Denotiamo con @ C M, ,(R) il sottospazio delle matrici antisimmetriche e con W C M,, ,,(R) 'aperto
delle matrici che non hanno —1 come autovalore. Iniziamo con ’analizzare le proprieta dell’applicazione
differenziabile

F: W — M, ,(R), F(A)=I-A)(I+A""

(1) Per ogni A € W si ha F(A) = (I + A)~Y(I — A), infatti (I + A)~! commuta con I + A e quindi
anche con tutte le matrici del tipo A + Al.
(2) Siha F(W) C W. Infatti per ogni A € W la matrice

[+FA) =T+ -AT+A) " =(I+A)+T—A)IT+A)" =21+ A)"

¢ invertibile con inversa (I + F(A))~t = (I + A)/2.
(3) FoF =1Id, infatti per ogni A € W si ha

F(F(A)=(I—-FA))I+FA) ' '=UI-({- A)(I+A),1)(I;A)
(- -+ Ay

Dunque F' & un diffeomorfismo di W in sé. Per concludere basta dimostrare che una matrice A ¢ speciale
ortogonale se e solo se F'(A) ¢ antisimmetrica; in questo modo abbiamo trovato un diffemorfismo tra
W NSO, (R) (aperto di SO,(R)) e WNQ (aperto di Q).

Sia A € W antisimmetrica; allora det(I + A) = det((I + A)T) = det(I — A) e questo prova che F(A)
ha determinante +1 e

FAT =(T+A YT -AT =T+ T +A)=IT-A)"T+A)=FA L
Dunque F(Q N W) C W N SO,(R) e per concludere basta provare che se E € W ¢ ortogonale, allora
F(F) & antisimmetrica.
FE) =(I+E) Y (I-B)=I+E)I-E™)
=EYE+D) EYE-T)=(E+I)"Y(E~1)=-F(E).



6.1. VARIETA DIFFERENZIABILI 105

Il conto precedente mostra implicitamente che se E & ortogonale e det(I + E) # 0 allora det(F) = 1;
questo puo essere dimostato direttamente osservando che

det(I + E) = det(I + ET) = det((E + I)E") = det(I + E) det(E™).
La trasformata di Cayley ha senso su ogni campo di caratteristica diversa da 2; I'unica differenza sui reali
¢ che in questo caso si ha Q C W.
ESEMPIO 6.1.8 (Spazi proiettivi reali). Sia
p: R — {0} = P" =P8, p(20,...,20) = [20,-- - Zn)s

la proiezione naturale. Ricordiamo dai corsi di topologia che P™ & compatto di Hausdorff e che p & una
identificazione aperta; in particolare, per ogni aperto U C P™ ed ogni spazio topologico X, un’applicazione
f:U — X & continua se e solo se fp: p~1(U) — X & continua.

Definiamo il fascio di sottoanelli £ C DRpn ponendo, per ogni aperto U,

EU)={f:U—=R|fpeC™(p ' (U))}

e proviamo che la prevarieta (P", £) ¢ una varieta differenziabile di dimensione n, mostrando che per ogni
1 =0,...,n l'applicazione

Fi:U={[z] €P" |z £ 0} > R",  Fi[s] = (zozz—l’:“z")
¢ un isomorfismo. Osserviamo preliminarmente che ogni endomorfismo lineare invertibile di R**! & anche
un diffeomorfismo; da questo e dalla definizione di £ segue immediatamente che ogni proiettivita ¢ un
isomorfismo di prevarieta.
Basta quindi dimostrare che Fy € un isomorismo. L’applicazione bigettiva Fy ¢ continua in quanto lo
¢ Fyp; la sua inversa F(;1 ¢ continua in quanto composizione di p e

i: R" — R™™ — {0}, (1, yxn) = (1,21,...,2p).

Per definizione di £, 'applicazione p € un morfismo di prevarieta, lo stesso vale per ¢ e quindi anche
F(fl: R™ — Uy € un morfismo di prevarieta. Sempre dalla definizione di £ e dal fatto che

Fop: {x e R"M | g #0} = R"
¢ differenziabile, segue che anche Fjy € un morfismo di prevarieta.

ESEMPIO 6.1.9 (Varieta determinantali generiche). Fissati tre interi r, n, m tali che 0 < r < min(n, m)
denotiano con M, C M, ,,(R) = R™™ il sottospazio localmente chiuso delle matrici di rango r. Dimo-
striamo che M, considerata come sottoprevarieta di M, ,,,(R), & una varieta differenziabile di dimensione
r(n+m —r). A meno di scambi di righe e scambi di colonne, che sono diffeomorfismi di M, ,,(R), ogni
matrice di rango r appartiene al sottospazio ¥ C M, formato dalla matrici a blocchi con il minore di
nord-ovest di ordine r invertibile, e cioe:

y = {E _ (é g) € My (R) ‘ A€ My, (R), rank(E) = rank(A) = 7«} .

Ci basta quindi dimostrare che la sottoprevarietd Y ¢ isomorfa ad un aperto di R™™T™m=7) ¢ pit
precisamente a

V ={(A,B,C) € My,(R) X My, (R) X My,_,(R) | det(A) # 0} C R H7(r=r)tr(m=r)
Il punto chiave, che qualcuno potrebbe chiamare teorema degli orlati, e che

A B B 4
(C D>€Y<:>(A,B,O)€VeDCA B.

C D

se e solo se ogni riga di (C D) ¢ combinazione lineare delle righe di (A B), ossia se e solo se esiste
T € M,_,,(R) tale che T (A B) = (C D). Dato che A ¢ per ipotesi invertibile, la condizione necessaria
e sufficiente affinché esista T tale che TA =C e TB =D & che D =CA™'B, ed in tal caso T = CA™".
Abbiamo quindi un’applicazione bigettiva

A B
C D

.o . B
Infatti, siccome A ha rango r, anche (A B) ha rango r; ne segue che la matrice ( ) ha rango r

F:Y%V‘, F< C CA_lB

>(A,B,C’), Fl(AvBﬂ)(A ¥ )

Le stesse considerazioni fatte per le sfere ci dicono le le applicazioni F, F~! sono regolari, e quindi che F
¢ un isomorfismo di prevarieta. Alternativamente, possiamo considerare ’aperto

U= {E _ (é g) € My.n(R)

A€ M, ,(R), det(A) o}
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e osservare che il diffeomorfismo

A B (A B
F:U=0 F<C D):<C D—CA—lB)’

ESEMPIO 6.1.10. Non tutte le sottoprevarieta di (R™, C°°) sono varietd differenziabili; ad esempio,
I'unione degli assi coordinati di R? non & una varieta differenziabile (esercizio: perché?).

Un altro esempio, meno banale, & dato dal chiuso Y = {(z,y) € R? | y? = 23} che, seppur omeomorfo
a R (I'applicazione R — Y, t — (t2,#3), & un omeomorfismo), con la struttura di sottoprevarieta di R? non
¢ una varieta differenziabile. Per dimostrare questo occorre pero attendere i risultati della Sezione 6.3.

trasforma Y in V.

OSSERVAZIONE 6.1.11. E stato dimostrato che in dimensione < 3 ogni varieta topologica possiede
una struttura differenziabile unica a meno di diffeomorfismo. Fino al 1956 era un problema aperto se due
varieta differenziabili omeomorfe fossero anche diffeomorfe (non chiediamo se ogni omeomorfismo & anche
un diffeomorfismo, palesemente falso, ma una cosa diversa).

Poi, nel 1956 arriva John Milnor (aveva 25 anni) e prova che sulla sfera S” esistono 28 strutture
differenziabili tra loro non diffeomorfe (quella standard e altre 27 dette esotiche). A Milnor hanno dato
la Medaglia Fields e da allora si sono trovati molti altri esempi di varieta omeomorfe ma non diffeomorfe.

Sorprendentemente, alcune sfere esotiche sono di semplice descrizione; ad esempio, per ogni r > 0
sufficientemente piccolo, il chiuso X C C% ~ R!? definito dalle equazioni

5
w=) 7 lzl=r
i=1

¢ una varieta differenziabile omeomorfa ma non diffeomorfa a SY. Come potete immaginare, la dimostra-
zione non & né banale né elementare [48].

Fino al 1982 tutti gli esempi di strutture esotiche erano in dimensione > 5, dato che in dimen-
sione 4 manca uno strumento di indagine fondamentale in questo tipo di problematiche, il teorema di
h-cobordismo. Nel 1982, il dottorando Simon Donaldson (25 anni pure lui) studia le varieta in dimensione
4 usando idee derivanti dalla fisica teorica (equazione di Yang—Mills) ed i suoi risultati sulla struttura del
prodotto di intersezione in coomologia intera, uniti a precedenti risultati di Freedman e Casson, dimostra-
rono che esistono varieta topologiche di dimensione 4 che non possiedono alcuna struttura differenziabile,
e che esistono varietd differenziabili omeomorfe ma non diffeomorfe a R*. Da notare che per n # 4 &
dimostrato che tutte le strutture differenziabili su R™ sono tra loro diffeomorfe, mentre dovrebbe essere
ancora irrisolta la questione se esistono S* esotiche.

Nel 1994, buona parte della teoria di Donaldson [11], piuttosto complessa dal punto di vista matema-
tico, & stata semplificata da Edward Witten che ha sostituito I’equazione di Yang—Mills con ’equazione
di monopolo (sebbene mai osservati in natura, i monopoli magnetici sono studiati perché esistenza di
uno solo di essi nell'intero universo spiegherebbe la natura discreta della carica elettrica [31]; se ho capito
bene, ma non garantisco nulla, perché sono compatibili solo con la versione quantistica delle equazioni di
Maxwell). Witten ¢ un fisico e le sue ‘dimostrazioni’ erano alquanto esoteriche (1’ho sentito personalmente
parlare di limite all’infrarosso e limite all’ultravioletto in teoria di gauge!) ma sono state rese rigorose e
comprensibili, vedi [50]. A Witten la Medaglia Fields non I’hanno data, ma solo perché 1'aveva gia presa
nel 1990 per altri contributi.

L’angolo dell’ego: nel 1997 pure io ho dato un piccolo, e nemmeno minimamente comparabile, contri-
buto a questo tipo di problematiche trovando esempi di varieta compatte di dimensione 4 il cui insieme
di strutture complesse & sconnesso (era un problema aperto).

Esercizi.

ESERCIZIO 6.1. Provare che la restrizione a S™ di ogni operatore ortogonale di R**! & un diffeomor-
fismo.

EsErcIzio 6.2. Sia p = (1,0,...,0) € S™. Provare che la proiezione stereografica

FiS"—{p} >R, flz) = —

:1—1'0

(T1,...,2p),
¢ un diffeomorfismo.
ESERCIZIO 6.3. Provare che le proiettivita sono diffeomorfismi dello spazio proiettivo in sé.

Esercizio 6.4 (Prodotti di varietd). Siano X,Y due varietad differenziabili. Dimostrare che nel
prodotto topologico X X Y esiste un’unica struttura di varieta differenziabile tale che:

(1) le proiezioni sui fattori sono applicazioni differenziabili;
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(2) per ogni varietd M ed ogni coppia di applicazioni differenziabili f: M — X e g: M — Y,
Papplicazione (f,g): M — X x Y & differenziabile.
Suggerimento: per lesistenza prendere un atlante differenziabile (U;, F;, V;) di X, un atlante differenziabile
(Aj,G;,B;) diY e considerare (U; x A;, F; x G, V; x Bj) come atlante di X x Y. Per 'unicita applicare
le proprieta (1) e (2) con M e X x Y uguali a due candidati prodotto, in entrambi gli ordini.
Esercizio 6.5. Consideriamo [0,1] come sottoprevarieta di R e sia U una sottovarietd aperta di

R™. Provare che un’applicazione [0,1] — U & regolare, ossia un morfismo di prevarieta, se e solo se & la
restrizione di un’applicazione differenziabile V' — U, con V aperto di R che contiene [0, 1].

6.2. Bernoccoli e partizioni dell’unita

Con l'obiettivo primario, ma non esclusivo, di dimostrare che il fascio strutturale di ogni varieta
differenziabile, pensato come fascio di gruppi e non di anelli, & un fascio fine, partiamo scegliendo una
qualsiasi funzione h: R — [0, +o00[ di classe C*° tale che h(t) > 0 se e solo se t > 0; ad esempio possiamo

prendere
—1/t
e t >0,
h(t) =
0 t <0.
Poi, per ogni coppia di numeri reali » < R consideriamo la funzione, ancora di classe C'*°

h(R —t)
MR—t)+h(t—r1)

hrr: R —[0,1], hr r(t) =

che soddisfa le condizioni:
(1) hyr(t) =1seesoloset <r,
(2) hrg(t) =0seesoloset>R.

Fissato un intero n > 0, consideriamo le funzioni ¢y, , g: R™ — [0, 1], dette bernoccoli o funzioni bump,
definite al variare di p € R™ e 0 < r < R come

(6.1) Gprr(Y) = hrr(llp —yll)

che sono di classe C*° e tali che:

(1) ¢prr(y) =1seesolose |p—y| <,
(2) ¢p,rr(y) =0seesolose |p—y| >R

h(t)

FIGURA 6.1. La funzione h e relativi bernoccoli

Le funzioni bump sono uno strumento indispensabile nello studio delle varieta differenziabili.

LEMMA 6.2.1. Siano X una varieta differenziabile, x € X un punto, U C X un intorno aperto di
x. Esiste allora una funzione f: X — [0,1] di classe C™ che vale 1 in un intorno di x e Supp(f) =
{z € X | f(z) # 0} é un sottospazio compatto di U.

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo una carta locale (W, V) in un intorno di x, ossiaz € W C X e V C R"
aperti, e ¢p: W — V diffeomorfismo. Denotiamo p = ¢(x) € V e scegliamo due numeri reali positivi
0 <7 < R con 'unica condizione da rispettare

Bp,R)={yeR"[|p—yl <R} So(UNW).

Quindi K :=¢~(B(0, R)) & un sottospazio compatto di U N W; dato che X ¢ di Hausdorff il sottospazio
K & chiuso in X.
Per concludere basta definire

) = {fbp,r,R(w(y)) sey €W,

0 seye X — K.
]
DEFINIZIONE 6.2.2 (partizione dell’'unitd). Sia Y = (U;);e; un ricoprimento aperto di una varieta

differenziabile X. Chiameremo partizione dell’unita subordinata ad & una collezione (f;);cs di funzioni
differenziabili su X tali che:
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(1) fi: X = 10,1] e Supp(f;) C U; per ogni ;
(2) la famiglia dei supporti {Supp(f;)}ier € un ricoprimento chiuso localmente finito di X;

(3) X fi= 1.

Come nel caso delle partizioni dell’identita per i morfismi dei fasci, non e escluso che per alcuni indici
i si abbia f; = 0 e Supp(f;) = 0.

TEOREMA 6.2.3. In una varieta differenziabile ogni ricoprimento aperto possiede partizioni dell’unita
subordinate.

DiMOSTRAZIONE. Dato che le componenti connesse di X sono aperte, e sufficiente dimostrare che per
ogni componente connessa X' esiste una partizione dell’'unita subordinata al ricoprimento (X' N U;)e;.
Non e quindi restrittivo supporre che X sia connessa e quindi a base numerabile. Per ogni ¥ C X
denotiamo con Y° C Y la sua parte interna.

Il Lemma 6.2.1 ci permette di scegliere, per ogni punto x € X, un indice y(z) € I tale che x € U,y
ed una funzione ¢,: X — [0, 1] di classe C™ tale che:

(1) ¢, vale 1 in un intorno di x;
(2) Supp(¢z) C Uy (a)-
Il primo dei punti precedenti ci permette di considerare il ricoprimento uniforme X = U,V,, dove
Ve := (¢;%(1))°. Dato che X ha una base numerabile di aperti, il ricoprimento (V,),cx possiede un
sottoricoprimento numerabile (Vp, Vi, ...) che si porta appresso una successione (g, @1, ...) di funzioni
differenziabili ¢,,: X — [0, 1] ed una funzione di raffinamento v: N — [ tali che ¢,, vale identicamente 1
su V,, e Supp(¢n) € Uy(n), per ogni n € N,
Definiamo gli aperti

W, :={z € X | pn(z) >0e ¢i(x) <1 perogni 0<i<n}.

E chiaro che W,, C #,1(]0,1]) e, prendendo le chiusure, che W,, C Supp(¢,) C Us(n) Per ogni n.
Dimostriamo che (W;,)nen € un ricoprimento aperto localmente finito di X. Sia z € X, siccome
x € U,V, linsieme M(z) = {n € N | ¢,(x) = 1} & non vuoto e, se m(x) indica il suo minimo, si ha
x € Wiy (a). Siccome ¢, = 1 su V,,, si ha che V;, "W}, = 0 per ogni k > n, e quindi ciascun aperto V,,
interseca un numero finito di aperti Wj.
In particolare, sono localmente finiti sia il ricoprimento chiuso (W, ),en che il ricoprimento aperto

(Ai)iEIa A,’ = U Wn
{nly(n)=i}
Sia h: R — [0, 1] di classe C'*° tale che h(t) > 0 se e solo se ¢ > 0. Per ogni n definiamo g,,: X — [0, 1]
come il prodotto

gn(@) = h(dn(2))h(1 = ¢o(2)) - - - h(1 = Pn_1(2)),

osservando che vale g, (x) > 0 se e solo se © € W,,.
Dunque g =), g» € ben definita, di classe C*° e sempre positiva. Basta definire

1 .
fi = - Z 9n> (S 17
{n]y(n)=i}

e osservare che
Suwpp(f)= |J Wa= |J WacCU
{n|v(n)=i} {n|v(n)=i}

per avere una partizione dell’unita subordinata al ricoprimento.
|

COROLLARIO 6.2.4 (funzioni di Urysohn). Siano A, B chiusi disgiunti di una varietd differenziabile
X. Allora esiste f: X — [0,1] di classe C* tale che fla =0 ¢ fijp =1.

DIMOSTRAZIONE. Prendiamo f = fy, dove fy, fi = 1 — fo € una partizione dell’unita subordinata al
ricoprimento Uy = X —AeU; = X — B. O

COROLLARIO 6.2.5. Sia (X, &) una varieta differenziabile. Allora ogni E-modulo é un fascio fine.

DIMOSTRAZIONE. Se F & un £-modulo, per ogni ricoprimento aperto (U;);cr di X basta considerare
i morfismi di fasci f;: F — F ottenuti per moltiplicazione con le funzioni di una partizione dell’unita
subordinata al ricoprimento. O
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Esercizi.

ESERCIZIO 6.6. Siano (X, &) una varieta differenziabile e z € X. Provare che 'omomorfismo di anelli
n: E(X) — &, & surgettivo.

ESERCIZIO 6.7. Siano (X, £) una varieta differenziabile e (Y, £y-) una sottoprevarieta chiusa. Provare
che 'omomorfismo di restrizione £(X) — &y (Y) & surgettivo.

ESERC1ZIO 6.8. Consideriamo il simplesso topologico standard AP come sottoprevarieta di RP*! e sia
U un aperto di R™. Provare che un’applicazione F': AP — U & regolare, ossia un morfismo di prevarieta, se
e solo se ¢ la restrizione di un’applicazione differenziabile F': V' — U, con V aperto di RPT! che contiene
AP. (Sugg.: non e restrittivo supporre U = R"™; costruire l’estensione F' localmente e usare una partizione
dil.)

6.3. Spazi tangenti

In ogni varieta differenziabile (X, &), in quanto prevarietd, possiamo definire gli spazi tangenti di
Zariski, da ora in poi chiamati semplicemente spazi tangenti, scegliendo la rappresentazione dei vettori
tangenti come derivazioni:

T,.X = Derg(&;, R), r e X.

Osserviamo subito che se (U, &) ¢ una sottovarieta aperta di X, siccome i fasci £ e £y hanno le stesse
spighe nei punti di U, si ha T, U =T, X per ogni z € U.

Per iniziare, dimostriamo che se (X, £) ha dimensione n, allora tutti gli spazi tangenti T,, X sono spazi
vettoriali reali di dimensione n. A tal fine, osserviamo che se F': U — V C R"™ & una carta locale tale che
F(z) = 0 (una tale carta esiste sempre dato che le traslazioni in R™ sono diffeoemorfismi), il differenziale
dF: T, X =T, U — TyV = TyR™ & un isomorfismo di spazi vettoriali. Basta quindi provare che lo spazio
vettoriale TyR™ ha dimensione n.

LEMMA 6.3.1 (formula di Taylor). Siano U C R™ un aperto, p = (p1,...,0n) € U un punto e
f € C=(U). Allora esistono delle funzioni a supporto compatto fi,...,fn € C°(U)o ed numero reale
positivo r tali che B(p,r) CU e

f@)=f()+ Y (& —pi)fix) nell’aperto B(0,r),
(6.2) i=1

0
fi(z) = 3;:

DIMOSTRAZIONE. Sia € > 0 tale che B(p,¢) C U; allora per ogni x € B(p, €) possiamo scrivere

(p) perognii=1,...,n.

1
10 =10+ [ B+ 0=t + (- Opa)a
/Zaxﬁ (U= )t (1= Dypoyr

(p)+Z(xi—pi)/o g;: (tz + (1 —t)p)dt.

Quindi, le funzioni

&Z: (tz + (1 — t)p)dt,

sono di classe C* per i ben noti teoremi di derivazione sotto il segno di integrale (cf. Teorema 8.1.3) e
soddisfano

1
g1s---509n: B(p,e) = R, gi(x) ::/
0

of
5(p) = 5-(), (@ )+ Z —pi)gi(x) per x € B(p,e).

Per finire basta prendere un bernoccolo ¢, , g come in (6.1) con 0 < 7 < R < ¢, e definire f; € C(U)y
come l'estensione a zero della funzione a supporto compatto g;¢p . r € C*(B(p,€))o. |

Per ogni p € R", lo spazio tangente T,R" = Derg(Cp°, R) contiene le derivazioni 0y, ..., 0y, definite
come

of
9i(f) = 77-(p)-

ox;
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Vogliamo dimostrare che 9y, ...,0, formano una base. L’indipendenza lineare & facile, basta infatti
osservare che

6$j

alEi
Per vedere che generano sia a: C;° — R una derivazione, consideriamo gli n numeri reali a; = a(z;) e
proviamo che o = ), a;0;, ossia che per ogni f € C;° vale

Z az 896z

Segue dalla formula di Taylor (Lemma 6.3.1) che in C§° vale una relazione del tipo

p) + Z(Iv -

con fi,..., fn € Cp° tali che fi(p) = %(p). Ma allora, dato che « annulla le costanti f(p),p1,...,pn € le
funzioni z; — p; si annullano tutte in p, si ha

a(f) =Y alzi—p) fi(p) + (xi(p) — pi) Zazaxl

i

(p) = d;; (delta di Kronecker).

Riepilogando, abbiamo dimostrato il seguente risultato.

COROLLARIO 6.3.2 (dimensione dello spazio tangente). Sia (X,E) una varieta differenziabile di
dimensione n. Allora per ogni x € X lo spazio tangente

T,X = Derg(&,,R)
e uno spazio vettoriale reale di dimensione n.

OSSERVAZIONE 6.3.3 (rivolta a chi conosce e apprezza gli anelli Noetheriani). Un’altra conseguenza
della formula di Taylor e che I'ideale massimale my C C§°, 0 € R”, & generato dalle funzioni z;. Dunque
m? & l'ideale generato dalle funzioni z;x; e pill in generale m§ & l'ideale generato da tutti i monomi di
grado s nelle funzioni coordinate x1,...,z,. Dunque tutte le potenze dell’ideale massimale sono ideali
finitamente generati.

Inoltre, I = N2 m§ coincide con l'ideale delle funzioni cha hanno tutte le derivate, di qualunque
ordine, nulle nell’origine. Sempre grazie alla formula di Taylor si dimostra che I non ¢é finitamente generato,
e quindi che I’anello dei germi C§° non e noetheriano: diamo solo una traccia di dimostrazione lasciando
i dettagli per esercizio. Supponiamo per assurdo che gi,...,g, € I sia un insieme finito di generatori,
allora i germi g¢;(¢,0,...,0) generano l'ideale dei germi di funzioni nella variabile ¢ che hanno tutte le
derivate nulle. Non e quindi restrittivo supporre n = 1. Dimostriamo adesso che g; = 0 per ogni ¢, in
contraddizione con il fatto che I # 0. Per Taylor esistono germi di funzioni hy, . .. hy, tali che g;(t) = th;(t)
e segue dalla formula di Leibniz che anche h; € I. Esistono dunque germi di funzioni a;;(t) tali che
hi(t) = >, aij(t)g;(t). Per concludere basta osservare che la matrice I —(a;;(t)), a coefficienti nell’anello
dei germi, & invertibile.

Esercizi.

EsERrci1zIO 6.9 (Spazio tangente alle varieta con bordo). Sia H C R”™ la chiusura di un aperto non
vuoto, considerata come sottoprevarieta di (R™, C°°). Dimostrare che T,H = T,R,, per ogni p € H.

Se H & un semispazio chiuso, le prevarieta paracompatte di Hausdorff modellate sugli aperti di H
vengono dette varieta con bordo di dimensione n. Pertanto, in una varieta con bordo di dimensione n,
ogni spazio tangente di Zariski ha dimensione n.

6.4. Sottovarieta e dipendenza analitica

Sia (X, &) una varieta differenziabile. Abbiamo visto che ogni sottoinsieme ¥ C X possiede una
naturale struttura di prevarieta (Y,&)y), con &y fascio delle funzioni localmente restrizioni ad Y di
funzioni differenziabili su X.

DEFINIZIONE 6.4.1. Nelle notazioni precedenti, diremo che Y € una sottovarieta di X se la prevarieta
(Y,&y) ¢ una varieta differenziabile. Diremo inoltre che Y ¢ una sottovarieta chiusa (risp.: aperta) se in
aggiunta Y & chiuso (risp.: aperto) in X.

A differenza del caso delle sottoprevarieta non diamo la definizione di sottovarieta localmente chiusa
perché tra poco dimostreremo che tutte le sottovarieta sono localmente chiuse.
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ESEMPIO 6.4.2. Siano (X, &) una varieta differenziabile e (Y, &y ) una sottovarieta di X. Siccome
(Ev)1z = &z per ogni Z C Y, si ha che Z ¢ una sottovarieta di X se e solo se ¢ una sottovarieta di Y.

EseMPIO 6.4.3. Ogni sottoprevarieta aperta di una varieta differenziabile & una sottovarieta aperta.
Questo perche ogni sottoprevarieta aperta di una varieta modello & ancora un modello.

Questo implica in particolare che la proprieta di essere una sottovarieta e locale, nel senso che Y &
una sottovarieta di X se e solo se per ogni y € Y esiste un intorno aperto y € U C X tale che Y N U sia
una sottovarieta di U.

EseEMPIO 6.4.4. Ogni sottospazio affine H C R" & una sottovarieta diffeomorfa a R™, dove m &
la dimensione di H. Infatti, siccome le affinita di R™ sono diffeomorfismi, non & restrittivo supporre
H ={xm41 =+ =z, = 0}. Siccome le applicazioni

f:R™ — R", flay,.. . xm) = (1,.. ., 2m,0,...,0)

g.Rn%Rm’ g(x17"'7xn):(:L.:l?"'?xm)’

sono differenziabili, per definizione di sottoprevarieta risultano regolari sia la corestrizione f: R™ — H che
la restrizione g : H — R™. Tali applicazioni sono una l'inversa dell’altra e determinano un isomorfismo
tra H e R™.

EseMPIO 6.4.5. Siano U C R™ e V. C R™ due aperti e F': U — V un’applicazione differenziabile.
Allora il grafico di F' & una sottovarietd chiusa del prodotto U x V C R™t™, Basta dimostrare che il
grafico & una sottovarieta chiusa di U x R™; il diffeomorfismo

frUXR"™ = UxR™,  f(z,y) = (z,y — F(z)),

con inverso f~!(z,y) = (z,y+ F(x)) trasforma il grafico di F in un aperto del sottospazio affine di R**™
di equazione y = 0.

Per dimostrare che ogni sottovarieta ¢ localmente chiusa introduciamo la nozione di (in)dipendenza
analitica. Sebbene cio abbia senso nel contesto delle prevarieta, per semplicita di esposizione trattiamo di-
rettamente il caso delle varieta differenziabili, dove risultera strettamente collegato all’importante teorema
del Dini.

Sia (X, ) una varieta differenziabile; via I'identificazione naturale dello spazio cotangente di Zariski
con il duale dello spazio tangente (questo perché entrambi sono spazi di dimensione finita), abbiamo che
il differenziale di de Rham di un germe f € &£, puo essere interpretato come I'applicazione lineare

df : T, X — R, df (o) = a(f) per ogni o € Derg(&,,R).

DEFINIZIONE 6.4.6. Siano (X, £) una varieta differenziabile e U C X un aperto. Diremo che f1,..., f,, €
E(U) sono analiticamente dipendenti nel punto = € U se i differenziali df, ..., df,, sono linearmente
dipendenti come vettori nel duale di T, X. Diremo che sono analiticamente dipendenti in un sottoinsieme
C C U se lo sono in ogni punto = € C.

Conseguentemente, nelle notazioni della Definizione 6.4.6 diremo che fi,..., f,, sono analiticamente
indipendenti in « se i funzionali dfy, ..., df,, sono linearmente indipendenti nel duale di T, X. Se X ha
dimensione n, per i ben noti fatti di algebra lineare, 'indipendenza analitica di f1,..., f,» nel punto x
equivale a dire che il sottospazio vettoriale ﬂ;il ker df; C T, X ha dimensione n — m.

TEOREMA 6.4.7 (di invertibilita locale). Siano U e V' due aperti di R™,
F=(F,...,F): U=V

un’applicazione di classe C*™ e p € U. Se il determinante jacobiano di F nel punto p é diverso da 0, ossia
se

8F1 8F1

87531(2)) E(p)
0#Jp(p):=| o

oF, oF,

02, () 9z, (p)

allora esistono un intorno aperto W C U di p e un intorno aperto Z C 'V di F(p) tali che Flyy: W — Z
e un diffeomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. Vedi, ad esempio, [2, Thm. 13.6]. O

COROLLARIO 6.4.8. Siano U eV due aperti di R™. Allora, un’applicazione differenziabile F': U — V
e un diffeomorfismo se e solo se é bigettiva ed ha determinante Jacobiano diverso da 0 in ogni punto.
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DiMOSTRAZIONE. Un diffeomorfismo ha determinante Jacobiano mai nullo, dove definito. Infatti,
dato che la Jacobiana della composizione di due funzioni ¢ la composizione (ovvero il prodotto, in termini
matriciali) delle loro Jacobiane, si ha che se F' & un diffeomorfismo la Jacobiana di F~1 nel punto F(p) &
la matrice inversa della Jacobiana di F' nel punto p.

Viceversa, per Iipotesi di biunivocita di F, sappiamo che & ben definita F~1: V — U; quello che ci
resta da verificare e che sia di classe C'°*°. Possiamo applicare in ogni punto p € U il Teorema 6.4.7; per ogni
p € U esistono un intorno aperto W C U di p e un intorno aperto Z C V di F(p) tali che Fyy: W — Z sia
un diffeomorfismo, e quindi con Flgl . Z — W sia di classe C*. E sufficiente ora osservare che la proprieta
di essere C'*° ¢ per definizione una proprieta locale, e che tutti i possibili Z che otteniamo ricoprono V.. [

TEOREMA 6.4.9 (del Dini o delle funzioni implicite). Siano (X,&) una varietd differenziabile di
dimensione n, U C X wun aperto, f1,...,fm € EU) analiticamente indipendenti in un punto p € U.
Allora, esistono un intorno aperto W C U di p, un aperto V.C R" e un diffeomorfismo g: V. — W tali
che fi(g(x1,...,xy)) =x; perognii=1,...,m ed ogni x = (x1,...,x,) € V.

DIMOSTRAZIONE. Dato che ’enunciato riguarda solamente un intorno di p non e restrittivo supporre

U dentro una carta locale e quindi, a meno di diffeomorfismi, possiamo supporre U un aperto dello spazio
R™, con coordinate z1,...,z,. Prendendo come base degli spazi tangenti 8%1, cee % la condizione che
fis--+, fm € E(U) siano analiticamente indipendenti in p equivale a dire che la matrice m xn di coefficienti
gﬂ{ J ha rango m nel punto p. Agendo, se necessario, con una permutazione delle coordinate in R™ possiamo
supporre che la matrice

1%} 6]
Sy - 2

Ofm O

Yo(p) - Sl=(p)
abbia determinante diverso da 0. Per il Teorema 6.4.7 di invertibilita locale basta allora prendere come
diffeomorfismo ¢ 'inverso delle restrizione di

(fl,...,fm,iﬂm_;,_l,...,fﬂn)i U—R"

ad un intorno aperto p € W C U sufficientemente piccolo. O

TEOREMA 6.4.10 (di struttura locale delle sottovarietd). Siano (X, &) una varieta differenziabile di
dimensione n e Y C X. Allora Y ¢é una sottovarieta di dimensione n —m se e solo se per ognip € Y
esistono un intorno aperto p € U C X e fi1,..., fm € E(U) analiticamente indipendenti in p tali che

In particolare, ogni sottovarieta di X é localmente chiusa.

[43

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo prima I'implicazione “se”. Dobbiamo verificare che per ogni p € Y
esiste un aperto p € U C X tale che la sottoprevarieta Y N U sia isomorfa ad un aperto di R"~ .
Per ipotesi esistono p € U C X aperto e fi,..., f, € £(U) analiticamente indipendenti in p tali che
YNU ={z U] fi(x) = -+ = fm(x) = 0}. Per il Teorema 6.4.9, a meno di restringere U ad un
intorno piu piccolo di p, esiste un aperto Z C R™ ed un diffeomorfismo g: Z — U tale che f; 0 g = z;. In
particolare, g~! induce un isomorfismo di prevarietd tra Y NU e ZN{x; = -+ = x,,, = 0} che puo essere
visto come una sottovarieta aperta di R™~", ossia un modello.

Viceversa, supponiamo che Y sia una sottovarieta di dimensione n —m e fissiamo p € Y. Denotiamo
con A = &}y il fascio strutturale di Y, allora il morfismo surgettivo di restrizione r: £, — A, permette
di identificare T,,Y con il sottospazio di T}, X formato dalle derivazioni nulle sul nucleo di .

Sia f1,..., fs € kerr un insieme massimale di germi analiticamente indipendenti nel punto p e dimo-
striamo che T} Y" coincide con il sottospazio delle derivazioni che annullano fi,..., fs: se o € T, X annulla
igermi fi,...,fs e se a(g) # 0 per un qualche g € kerr, allora f1,..., fs,g sarebbero analiticamente
indipendenti in p. Quindi 7,,Y = (\._, ker df; ed, in particolare, s = m. Sia U C X un intorno aperto di
p tale che f1,..., fm siano definiti da funzioni in £(U); dato che il germe in p di ogni restrizione fiyny
¢ nullo, a meno di restringere U possiamo supporre f;jyny = 0 per ogni 4.

Siccome f1, ..., fs sono analiticamente indipendenti in p, per il Teorema del Dini, a meno di restringere
ulteriormente U, si ha che W ={z € U | fi(z) = -+ = fin(x) = 0} & una sottovarieta di U di dimensione
n—m, il morfismo di inclusione Y NU — W e differenziabile e induce un isomorfismo tra gli spazi tangenti
in p. Per il teorema di invertibilita locale, I'inclusione Y N U — W & un diffeomorfismo in un intorno di p
e, restringendo se necessario U si ottiene Y NU = W. ]

COROLLARIO 6.4.11. Sia F': X — Q un’applicazione differenziabile tra varieta differenziabili connesse
e q € Q tale che la sua controimmagine Y := F~1(q) sia non vuota. Se dF: T,X — T,Q ¢ surgettivo in
ogni punto y € Y, allora' Y é una sottovarieta chiusa di dimensione pura dimY = dim X — dim Q.
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DIMOSTRAZIONE. La chiusura di Y segue dalla continuita di F' Siano n = dim X e m = dim@. A
meno di restringere () ad una carta locale che contiene ¢ non é restrittivo supporre ) aperto di R™ e

q=0.8Se F = (f1,....fm) alloraY = {x € X | fi(xr) = - = fm(x) = 0} e per concludere, grazie
al Teorema 6.4.10, basta provare che il differenziale dF' & surgettivo in un punto y € Y se e solo se le
funzioni f1, ..., fin, sono analiticamente indipendenti in y. Dato che 'indipendenza analitica di f1,..., fin

nel punto y equivale a chidere che N{*; kerdf; sia un sottospazio di T, X di dimensione n — m, basta
dimostrare che
N, ker df; = ker dF.

Per definizione, una derivazione o € Derr(&,, R) appartiene a ker df; se e solo se a(f;) = 0. Invece, per
definizione di differenziale dF, la medesima derivazione appartiene a ker dF se e solo se a(F*g) = 0 per
ogni g € Ep(y). Se prendiamo le funzioni coordinate 21, ..., z, di R™, allora f; = F*(2;) e questo prova
ker dF C N, ker df;. Viceversa, se a(f;) = 0 per ogni ¢, siccome F(y) = 0 per la formula di Taylor ogni
g € Ep(y) i scrive come g(z) = g(0) + > | zgi(z). Dunque

a(F*g) = a (9(0) + Zfz‘ : F*gi> = Zfz(y) ~a(F*g;) = 0.

In relazione al Corollario 6.4.11 diventa importante il seguente risultato.

TEOREMA 6.4.12 (Brown, 1935). Sia F: X — Y un’applicazione differenziabile tra varieta connesse
e denotiamo
C={re X |dF: T,X — Tr)Y non ¢ surgettivo}.
Allora Y — F(C) ¢ denso inY.

DIMOSTRAZIONE. Omessa, vedi [27, 47]. O

Nella notazioni introdotte nel teorema di Brown, la terminologia adottata & la seguente:
(1) C =insieme dei punti critici di F;
(2) X — C =insieme dei punti regolari di F;
(3) F(C) =insieme dei valori critici di F
(4) Y — F(C) =insieme dei valori regolari di F.
Possiamo quindi enunciare il Teorema 6.4.12 con altre parole, dicendo che I'insieme dei valori regolari di
un’applicazione differenziabile tra varieta connesse ¢ denso.
Da notare che I'insieme dei punti regolari puo non essere denso, e puo anche essere vuoto: ad esempio
se dimY > dim X oppure se F' ¢ costante e dimY > 0. E facile dimostrare che C' & un chiuso e quindi, se
C ¢ anche compatto allora I'insieme dei valori regolari ¢ un aperto denso.

Vediamo una diversa formulazione (cf. [2, Thm. 13.7]) del teorema delle funzioni implicite, con ipotesi
e tesi leggermente diverse dal quelle del Teorema 6.4.9, che risulta pitt comoda in certe situazioni.

TEOREMA 6.4.13 (del Dini o delle funzioni implicite). Siano 0 €¢ U CR™ e 0 € V. C R™ due aperti e
=01, 0, fm): UxV = R™, fi = filz,y) e C=(U x V),

un’applicazione C* tale che f(0,0) =0 e con la matrice quadrata

(af i (0,0>>
ayj i,j=1,....m

invertibile. Allora, a meno di restringere U eV, il chiuso f~1(0) & il grafico di un’applicazione r: U — V
di classe C>. In particolare, f=1(0) ¢ una sottovarieta di U x V e la proiezione f~1(0) — U ¢ un
diffeomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. L’applicazione
g:UxV = UxR™,  g(z,y) = (z, f(z,9))

ha matrice Jacobiana invertibile in (0, 0); per il teorema di invertibilita locale, possibilmente restringendo
U e V ad aperti piu piccoli, si ha un diffeomorfismo tra aperti di R” x R™

g UxV —=— g(UxV)CUxR"
che commuta con le proiezioni sul primo fattore. Si consideri I’aperto
U'={zeU]|(z0)egUxV)k

siccome (0,0) = g(0,0) € g(U x V) si ha 0 € U’. A meno di sostituire U con U’ possiamo quindi supporre
che U x {0} C g(U x V) C U xR™ e quindi che f~1(0) = g~} (U x {0}) ¢ una sottovarieta regolare chiusa
di U x V ed ¢ il grafico dell’applicazione r: U — V definita dalla formula (z,r(z)) = g~ *(x,0). O
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ESEMPIO 6.4.14 (Intorni tubolari). Diamo adesso una interessante applicazione del teorema del Dini.
Sia M C R”™ una sottovarietd compatta e denotiamo con ¢ = (21,...,2,): M — R™ il morfismo di
inclusione. Per ogni z € R™ consideriamo la funzione

$o: M =R, ¢a(p) = p— 2l = llz —u(p)|?,
osservando che la distanza euclidea di « da M ¢ uguale a

d(z, M) = ;glwr} b2 (p) -

E facile dimostrare che applicazione R® — R, z d(x, M) & continua e quindi, per ogni € > 0 l'insieme
T.={z eR" |d(z,M) < €}
¢ un intorno aperto di M, chiamato intorno tubolare.

TEOREMA 6.4.15. Nelle notazioni precedenti esiste un € > 0 tale che per ogni x € T, esiste un unico
punto r(x) € M tale che

d(z, M) = |z —r(@)]| <= ¢u(r(z)) = min g, .
Inoltre, Uapplicazione r: T. — M ¢ differenziabile.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo i seguenti sottoinsiemi H,> C M x R™:

H={(p,z) | ||z —p|| =d(z, M)}, Y ={(p, ) | p punto critico di ¢, }.

Siccome ogni punto di minimo assoluto ¢ anche un punto critico si ha H C X.
Sia p € M un punto e sia p € V C M una carta locale con coordinate y;: V — R, i =1,...,m =
dim M, y;(p) = 0 per ogni i. Allora

0 .
ENV xR"={(y,2) @Z(Zj(y)—xj)zzow
L

= {(y,x) | fl(y7x) == fm(yvx) = 0}

dove per ogni i =1,...,m si ha
10 - (“)zj
fl(ya 5672‘]: Z 7’,] —SL'] 8;1/1( )
Nel punto (p,p) si ha y =0 e x =1(y) per cui

af; (pp) =2 %(p)aﬁ,(p)

e tale matrice ¢ data dagli m? prodotti scalari di m vettori di R™ linearmente indipendenti: dunque tale
matrice & simmetrica definita positiva ed in particolare invertibile.

Per il Teorema del Dini, esistono due intorni apertip € V,, CV e p € U, C R", tali che XNV, x U,
¢ il grafico di una funzione r: U, — V), di classe C**°.

Sia 6 = d(p,M —V,)/2 > 0, allora a meno di intersecare U, con la palla aperta di centro p e
raggio § possiamo supporre che d(z,q) > d(z,p) per ogni z € U, ed ogni ¢ € M — V,. Infatti, se fosse
d(z,q) < d(x,p) si avrebbe la disuguaglianza contraddittoria d(p, ¢) < 2d(x,p) < 2§ = d(p, M — V},).

Sia adesso € > 0 il minimo su M della funzione continua M € ¢ — d(q, C), dove C ¢ il complementare
dell'unione degli aperti Uy, al variare di p € M.

Se z € T, allora x ¢ C e I'insieme non vuoto dei punti di minimo della funzione ¢, & esattamente
H N M x {z}. Per ogni p € M tale che z € U, abbiamo visto che d(z, M) < |z — p|| < d(z,M — V) e
quindi

0AHNMx{z}=HnV,x{z} CcEZNV, x {z} = (r(z),x).

Questo prova che l'applicazione differenziabile r: U, — M restituisce ad ogni = 'unico punto di
minimo della funzione ¢,. In particolare per ogni p1,p2 € M le due applicazionir: U,, = Mer: Up, = M
coincidono sull'intersezione Uy, MUy, e quindi si incollano ad una funzione differenziabile r: {J ), Up —
M. |



6.5. LA PRIMA CLASSE DI STIEFEL-WHITNEY 115

Esercizi.
ESERCIZIO 6.10. Siano U un aperto in una varieta differenziabile (X, &) e fi,..., fm € E(U). Provare
che 'insieme dei punti x € U dove fi,..., fn sono analiticamente indipendenti & aperto.

Esercizio 6.11. Sia F': X — Y un’applicazione differenziabile tra varieta connesse. Provare che
I’insieme dei valori critici di F' € unione numerabile di chiusi e dedurre il teorema di Brown del seguente
risultato, vedi [27, 47].

TEOREMA 6.4.16 (Sard, 1942). Siano U C R™ un aperto e F: U — R™ un’applicazione di classe C*,
con k > max(0,n —m). Allora

F{z e U | dF: ToU — TpyR™ non surgettivo})
ha misura di Lebesgue nulla in R™.

In letteratura, il teorema di Sard viene talvolta chiamato teorema di Bertini—Sard, oppure teorema di
Morse—Sard; questo perché era stato dimostrato precedentemente da Bertini per le applicazioni algebriche
e da Morse per applicazioni analitiche.

ESERCIZIO 6.12 (Singolarita coniche). Sia

n
C={(z0,....xa) ER™ |29 > 0,23 =Y a?}
i=1
considerata come sottoprevarieta di (R"*1, C). Calcolare le dimensioni degli spazi tangenti di Zariski
nei punti di C.
La prevarieta, come al solito paracompatte di Hausdorff, modellate sugli aperti di C' sono dette varieta
differenziabili con singolarita coniche.

6.5. La prima classe di Stiefel-Whitney

La teoria delle classi caratteristiche, nata dai lavori di Stiefel (1935), Whitney (1935), Pontrjagin
(1942) e Chern (1946), & un potentissimo strumento di indagine geometrica ed & alla base di impor-
tantissimi teoremi, come ad esempio quello di Hirzebruch—Riemann—Roch. In questa sezione diamo un
piccolissimo assaggio introducendo la classe caratteristica pitt semplice in assoluto, e cioe la prima classe di
Stiefel-Whitney di una varieta differenziabile. Chi volesse approfondire teoria ed applicazioni delle classi
caratteristiche puod consultare [49] (dopo aver seguito un corso di topologia algebrica).

Sia A = (U;, F;, V;)ier un’atlante differenziabile di una varieta differenziabile X di dimensione n, ossia
il dato di un ricoprimento aperto U = (U;);cr € una collezione (V;);c; di aperti di R™ con diffeomorfismi

Sia p = {£1} = Z/(2) il gruppo (moltiplicativo) delle radici quadrate di 1 e, per ogni 4,5 € I
consideriamo 'applicazione c;;: U;; — p definita come

cij(x) = segno del determinante jacobiano di F;; = Fj o F; " in Fj(z).

Dato che ogni Fj; ¢ un diffeomorfismo tra aperti di R" il determinante Jacobiano non si annulla mai e
il suo segno ¢ localmente costante. Per ogni 4,5,k € I si ha Fy, = FjpFi;: Fi(Usjk) — Fi(Ujk), segue
immadiatamente dalla regola di derivazione delle applicazioni composte che c;; = cjicir e quindi che
(cij) € Z1(U, 1); Denotiamo con wi (A) € H* (U, p1) la sua classe di coomologia e con w(X) € H*(X, 1)
la sua immagine al colimite.

Dimostriamo che w;(X) dipende solamente da X e non dall’atlante .4; preso un secondo atlante
B = (A;,G,, Bj)ej possiamo prendere come terzo atlante la loro unione disgiunta A Il B e segue im-
mediatamente dalle definizioni che wy(A) e wy(B) sono le immagini di wy(AII B) tramite la funzioni
di raffinamento date dalle inclusioni naturali I — I' 11 J e J — I II J. Ne consegue che w;(A), wi(B) e
w1 (AT B) rappresentano lo stesso elemento nel gruppo H' (X, p1).

DEFINIZIONE 6.5.1. La classe wy(X) € HY(X,u) = H'(X,Z/(2)) viene detta prima classe di
Stiefel-Whitney di X.

Le varieta in cui la prima classe di Stiefel-Whitney si annulla sono dette orientabili. Dall’iniettivita
dei morfismi H'(U, u) — H*(X, u) segue il seguente risultato.

PROPOSIZIONE 6.5.2. Una varieta differenziabile X di dimensione n € orientabile se e solo se esiste
un atlante differenziabile A = (U;, F;, Vi)ier le cui funzioni di transizione F;; hanno tutte determinante
jacobiano positivo in ogni punto.
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DiMOSTRAZIONE. L’implicazione “se” segue immediatamente dalla definizione del cociclo che rappre-
senta wi (A). Viceversa, supponiamo wq(X) = 0 e prendiamo un qualsiasi atlante A = (U;, F;, V;)ier in
cui tutti gli aperti U; siano connessi. Allora anche wq(A) = 0 e questo significa che esiste una collezione
(b; € p)iers tale che

segno del determinante jacobiano di F;; = b;/b;.
Basta allora prendere un atlante B = (U;, G; o F;, W;)c1 dove G;: V; — W; ¢ il diffeomorfismo tra aperti
di R™ ottenuto moltiplicando la prima coordinata per b;. O

Esercizi.

Esgrcizio 6.13. Siano U = (U;);er un ricoprimento aperto di uno spazio topologico X e G un
sottogruppo abeliano del gruppo delle permutazioni di un insieme F. Ad ogni cociclo (g;;) € Z*(U,G)
possiamo associare uno spazio topologico Y ed un’applicazione continua p: ¥ — X nel modo seguente
(cf. Teorema 5.3.4). Poniamo su F' la topologia discreta e sia W 'unione disgiunta degli spazi topologici
U; x F. Definiamo su W la relazione di equivalenza data da

Uy xF>(z,a)~(yb) eUjx F < xz=y, b=g;a),

e con Y = W/ ~. Dimostrare che l’applicazione p: Y — X, p[x,a] = x, & un rivestimento in cui ogni
aperto U; ¢ banalizzante, e che due cococli differiscono per un cobordo se e solo se definiscono rivestimenti
isomorfi. In particolare, il rivestimento p: ¥ — X & banale se e solo se (g;;) € un cobordo.

Nota: usando questa costruzione con la prima classe di Stiefel-Whitney si trova che ad ogni varieta
differenziabile & associato, a meno di isomorfismo, un rivestimento di grado 2 che risulta banale se e solo
se la varieta e orientabile.

ESERCIZIO 6.14. Provare che ogni sottovarieta aperta di una varieta orientabile & ancora orientabile.
Provare che P ¢ orientabile se e solo se n = 0 oppure n dispari. (Sugg.: se n > 0 & pari, dimostrare che
non ¢ orientabile il complementare di un sottospazio proiettivo di dimensione n — 2.)



CAPITOLO 7

Coomologia di de Rham

In questo capitolo continueremo a preferire il linguaggio dei fasci localmente liberi rispetto a quello
dei fibrati vettoriali. Avremo inoltre molto a che fare sia con gli spazi tangenti che con gli spazi cotangenti
di Zariski nei punti di una varieta differenziabile (X, &). Il minimo sindacale di chiarezza espositiva ci
impone quindi di fare una scelta tra le varie nozioni equivalenti dei suddetti oggetti. La nostra scelta di
definizioni é:

(1) T,X = Derg(&;,R), per ogni z € X;

(2) Homg(T,X,R) = (T,,X )V =spazio cotangente di Zariski nel punto z € X;

(3) il differenziale puntuale di de Rham d: &, — Homg (7T, X,R) & definito come df («) = a(f), per
a €T, X =Derg(E,R) e f €&,.

7.1. Campi di vettori

Sia (X, &) una varieta differenziabile di dimensione n e denotiamo con DT il fascio discreto di spazi
vettoriali su X associato all’applicazione X > z — T, X. In altri termini, dato un aperto U C X, una
sezione « € DT (U) & una collezione di vettori tangenti a(z) € T, X, x € U. Chiameremo le sezioni di DT
campi di vettori discontinui.

Per ogni aperto U C X esiste una naturale applicazione bilineare

DI(WU) x EWU) Z=5 DRX(U), (0 )(@) = ala)(f) Yo el
dove come al solito f, € &, denota il germe di f in x. Tali applicazioni bilineari commutano con le
restrizioni a sottoaperti nella maniera ovvia.

DEFINIZIONE 7.1.1 (Fascio tangente). Un campo di vettori discontinuo « € DT(U) di dice regolare,
o di classe C*°, se per ogni aperto V' C U ed ogni f € (V) si ha (aqv, f) € E(V).

I campi di vettori regolari definiscono un sottofascio di DT denotato Xx e detto fascio tangente
della varieta (X, E).

La verifica che Xx € un sottofascio di DT e immediata. E anche immediato verificare che X x € un
E-modulo, dove per o € Xx(U) e f € E(U), il prodotto fo ¢ definito nel modo ovvio (fa)(x) = f(z)a(z).
Da ora in poi, per semplicita, diremo campo di vettori intendendo un campo di vettori regolare e
scriveremo X al posto di Xx quando la varieta X e chiara dal contesto.
Per un aperto U C X, una funzione differenziabile f € £(U) ed un campo di vettori regolare a € X(U)
si scrive talvolta
La(f) = (o, f) € £(U),
e applicazione R-lineare L, : £(U) — £(U) viene detta derivata di Lie associata al campo di vettori a;
il termine “derivata” e pienamente giustificato dalla prima delle seguenti formule, entrambe di immediata
verifica:
La(fg):['a(f)g"i'fﬁa(g)’ .
(7.1) per ogni o € Xx(U), f,g € E(U).
Lta(g) = fLa(9)s

Dato che la derivata di di Lie commuta con le restrizioni, ogni & € X(X) determina un morfismo di fasci
Lo: € — &; occorre tenere a mente che £, ¢ un morfismo di fasci di spazi vettoriali e non di £-moduli.

LEMMA 7.1.2. Sia ¢: € — & un morfismo di fasci di spazi vettoriali che soddisfa la regola di Leibniz
o(fg) =o(f)g+ folg). Allora esiste un unico campo di vettori o € X(X) tale che ¢ = L,,.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni x € X anche il morfismo ¢,: & — &, ¢ R-lineare e soddisfa la regola
di Leibniz, e quindi la sua composizione con la valutazione puntuale &, — R, f — f(z), definisce un
elemento a(z) € T,X. In questo modo abbiamo definito un campo di vettori discontinuo « tale che
(v, f)(x) = ¢(f)(z) per ogni aperto V, ogni x € V ed ogni f € £(V). Per definizione il campo « &
regolare e ¢ = L. L’unicita & chiara dato che, per in campo di vettori o € X(X) ed ogni x € X il vettore
tangente a(x) & determinato dalla formula a(z)(f) = (Lo (f))(x) per ogni f € &,. O
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Nell’ottica di dimostrare che X x € localmente libero di rango uguale alla dimensione di X, studiamo
prima il caso degli aperti di R".

LEMMA 7.1.3. Sia U un aperto di R™, con coordinate x1,...,%,. Per ogni aperto V. C U ed ogni
campo di vettori o € Xy (V) esistono, e sono uniche, funzioni regolari fi, ..., fn € C(V) tali che
n
0
7.2 a= .
(7:2) ; Fiom
Viceversa, per ogni fi,..., fn € C®°(V) la formula (7.2) definisce un campo di vettori su V.

DIMOSTRAZIONE. Dato che le derivate parziali % sono una base di T,U per ogni p € U, esistono e
sono uniche fi,..., f, € DR(V) tali che « = Y 1 | f1£ Dato che z; € C°°(V') per ogni i ne segue che
anche f; = a(z;) & di classe C*. Viceversa, se « = » ., fia%i € DT(V) cone le funzioni f; di classe C*°,
allora per ogni aperto W C V ed ogni g € C°°(W) si ha

a\W? Zfl )

e quindi « € Xy (V). O

Se F': X — Y ¢ un diffeomorfismo, allora dF': T, X — Tr(,)Y ¢ un isomorfismo di spazi vettoriali
per ogni x € X. Ne segue che al variare di U tra gli aperti di X le applicazioni

dF: DT(U) — DT(F(U)),  (dFa)(y) = dF(ap-1(,),

sono isomorfismi di spazi vettoriali che commutano con le restrizioni a sottoaperti. E chiaro che per definire
dF: DT(U) — DT(F(U)) ci basta che F sia regolare e bigettiva, ma in tal caso non & necessariamente
un isomorfismo di spazi vettoriali.

LEMMA 7.14. Sia F: X — Y un diffeomorfismo, allora per ogni aperto U C X si ha dF(X(U)) =
X(F(U)) e vale la formula dF (F*(f)a) = fdF(a) per ogni o € X(U) e f funzione C* su F(U).

DIMOSTRAZIONE. Siano a € X(U), W C F(U) un aperto e g € £(W). Dobbiamo dimostrare che la
funzione h(y) = (dFoyw,g)(y) € di classe C>° su W; dato che F' & un diffeomorfismo cio equivale a dire
che ho F & di classe C* su F~1(W).

Per ogni x € F~Y(W) si ha

hE(z) = ((dFa)yw, 9)(F(2)) = (dFa(2))(9r@) = a(x)(F g:))

e quindi hF = (oqp-1(w), F*g) € EF~H(W)). O
Tutto questo ci porta a concludere che se z1,...,z, sono coordinate locali in un aperto U di una
varieta differenziabile, allora esistono unici dei campi di vettori in X(U), che denoteremo 8%17 ey 32 tali
che
0 L
871‘1(:8]) =0;; perognii,j=1,...,n.
Se F': U — V C R™ ¢ il diffeomorfismo di componenti z1,...,z,, basta definire a%i come 'unico campo
di vettori tale che dF' ( ) ¢ la derivazione rispetto alla i-esima coordinata.
Per ogni a € X(U) Vale
n
0
o= ; c)c(:vl)a—xZ
Infatti, i campi di vettori a - formano una base in ogni Spaz10 tangente e quindi esistono f1,...,f: U = R
tali che a = 3, fiz2 52— Ma allora a(z;) = 3, f; gii =

Esercizi.

ESERCIZIO 7.1. Siano U un aperto in una varieta differenziabile (X,E) e T: £(U) — £(U) applicazione
R lineare tale che T'(fg) = T(f)g + fT(g) per ogni f,g € E(U).
Usando le funzioni a bernoccolo, dimostrare:

(1) Per ogni z € U, lapplicazione £(U) — &, & surgettiva; dedurre che per un campo di vettori
a € Xx(U) vale L, =0 se e solo se a = 0.

(2) Se f € £E(U) si annulla in un intorno di « € U, allora esiste ¢ € E(U) tale che ¢p(z) =1e fop =0;
dedurre che T(f)(z) = 0.

(3) Se f,g € £(U) hanno lo stesso germe in &,, allora T(f)(z) = T(g)(z).

(4) Esiste, ed & unico, un campo di vettori discontinuo o € DT(U) tale che (a(x), fz) = T(f)(x)
per ogni x € U, f € (V).
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(5) Sia V C U un aperto. Provare che esiste un unica applicazione R-lineare Ty : £(V) — E(V) tale
che Ty (fjv) = T(f)|v per ogni f € £(U). Dedurre che il campo di vettori a & regolare e che
T=~L,.

7.2. Forme alternanti e prodotto esterno
Nel seguito indichiamo con V' uno spazio vettoriale sul campo K. Ricordiamo che un’applicazione
Vx...xV =K

si dice multilineare se & separatamente lineare in ciascuna variabile.

DEFINIZIONE 7.2.1. Sia V uno spazio vettoriale sul campo K, un’applicazione multilineare
w: Vx-.xV =K
—_———
p fattori
si dice una p-forma alternante se w(v1,...,v,) = 0 ogni volta che v; = v;41 per qualche i =1,...,p—1.
Ad esempio, la funzione determinante det: M, ,(K) — K & una n-forma alternante sullo spazio dei
vettori colonna. L’insieme di tutte le p-forme alternanti
w: Vx.-xV oK,
—_———
p fattori
dotato delle naturali operazioni di somma e prodotto per scalare, € uno spazio vettoriale che denoteremo
QP(V); in particolare si ha Q*(V) = VV. Si definisce inoltre Q°(V) = K e Q9(V) = 0 per ogni q < 0.
Con la struttura di spazio vettoriale su QP(V) appena introdotta, ’accoppiamento
PV x VP TLK, (W, (v, 0p)) = w(vns . 0p),

risulta un’applicazione multilineare.

Per ogni intero n > 0 denotiamo con S,, il gruppo delle permutazioni di {1, ...,n}. Il prodotto diretto

di V' con se stesso n volte coincide con l'insieme delle applicazioni v: {1,...,n} — V e quindi esiste
un’ovvia azione destra di S,, su tale insieme:

Vxo - xVxS,—=Vx--xV, (v,0) = voo,

—— —

n n
e pitt concretamente (v1,...,0,) 00 = (Vg(1),- - -, Us(n)). Segue dell’associativita del prodotto di compo-
sizione che
(Uo(l)a s ava(n)) oT = ((Uh s avn) © 0') oT = (Ula s avn) 00T = (UUT(1)7 s 7UUT(TL))'

Ricordiamo che un’applicazione multilineare

w: Vx---xV =5 K
N————

n

si dice antisimmetrica se per ogni ¢ € S,,, v1,...,v, € V, vale

W(Vo(1)s -+ -1 Vo(n)) = (1) w(v1, ..., vn),
dove (—1)? = 1 denota la segnatura di o.
Le stesse considerazioni fatte nello studio del determinante provano che:

(1) ogni forma alternante ¢ antisimmetrica;
(2) se w € Q,(V), con n > 2, allora w(vy,...,v,) = 0 ogni volta che v; = v; per qualche i # j e,
piu in generale, quando i vettori vy, ...,v, sono linearmente dipendenti.

Se il campo K ha caratteristica diversa da 2, ogni forma antisimmetrica & alternante.
Nello studio delle forme alternanti ¢ fondamentale I'introduzione di due prodotti:
QP (V) x QUV) AN QP*4(V) prodotto wedge o esterno,
V x QP(V) = QP71 (V) prodotto di contrazione o interno.

Il prodotto interno & quello pit facile da definire; dati v € V e w € QP(V) si definisce vuw € QP~1(V)
mediante la formula
Vow(Ut, .. Upo1) = W(V, UL, -, Up_1) -

La verifica che v_w & una forma alternante ¢ immediata. Per p = 1 ritroviamo il solito accoppiamento di
dualita V x VV = K.

LEMMA 7.2.2. Siano V spazio vettoriale ed w € QP(V'), p > 0:

(1) wvale w =0 se e soltanto se viw =0 per ogniv € V,
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(2) va(vaw) =0 per ogniv € V,
(3) v1a(vaaw) = —v2u(vy aw) per ogni vi,ve € V.

DIMOSTRAZIONE. Il primo punto ¢ evidente; il secondo ed il terzo sono conseguenze immediate
dell’alternanza di w; da notare che per ogni vs,...,v, € V vale

(v1a(v2aw))(vs, ..., vp) = w(v2,v1,V3,...,0p).
]

Il prodotto esterno ¢ un po’ piu complicato da definire e richiede 'introduzione delle permutazioni
shuflle (si preferisce usare il termine inglese al posto dell’italiano scozzata): diremo che una permutazione

o:{1,...,n} = {1,...,n}
¢ uno shuffle di tipo (p,n — p), con 0 < p < n, se o(i) < o(i + 1) per ogni i # p, ossia se
o(l) <o(2) <--- <a(p), op+1)<olp+2)<---<oan).

Indicheremo con Sh(p,n—p) C S,, I'insieme degli shuffle di tipo (p, n—p); tale insieme contiene esattamente
(Z) elementi, essendo chiaro che ogni ¢ € Sh(p,n — p) ¢ univocamente determinato dal sottoinsieme
{c(1),0(2),...,0(p)} C {1,...,n}. Ad esempio, se descriviamo una permutazione o € S, mediante la
riga (o(1),...,0(n)), si ha:

Sh(1,2) ={(1,2,3),(2,1,3),(3,1,2)},

Sh(2,1) ={(1,2,3),(1,3,2),(2,3,1)},

Sh(2,2) = {(1,2,3,4),(1,3,2,4), (1,4,2,3), (2,3,1,4), (2,4,1,3), (3,4, 1,2)}.

Si noti che Sh(0,n) e Sh(n,0) contengono solamente la permutazione identita, per ogni n > 0.
Possiamo dare due definizioni equivalenti del prodotto wedge, la prima esplicita (Definizione 7.2.3) e
la seconda implicita (Corollario 7.2.5).

DEFINIZIONE 7.2.3 (Definizione esplicita). Il prodotto esterno di due forme w € QP(V),n € Q4(V) si
definisce mediante la formula

(73) w A 77(U1, . ,up+q) = Z (—1)“w(ua(1), ey ua(p))n(ua(p+1), ceey ua(erq)) .
oc€Sh(p,q)

Ad esempio, per p = 0 oppure ¢ = 0 ritroviamo il prodotto per scalare, mentre per ¢, € QY(V) = V'V

eu,v €V siha
¢ N p(u,v) = d(u)p(v) — ¢(v)¢(u).

Per provare che Definizione 7.2.3 ¢ ben posta occorre provare che w A 7 € multilineare alternan-
te. La multilinearita e chiara, mentre la prova che si tratta di una forma alternante richiede qualche
considerazione non banale.

Supponiamo, nella situazione della Formula (7.3) che u; = u; 41 per un indice 1 < i < p+ ¢. Possiamo
allora considerare gli insiemi

A={oeShip,q)|ico{l,....p}), i+leo{p+1,....p+¢})}

B={oceSh(pg)lico{p+1l....p+q}), i+lea({l,....p}H}
e, poiché w ed 71 sono entrambe forme alternanti, si puo scrivere

WAN(UL, .., Uptq) = Z (—1)7w(Ue(1ys - -+ > Uo(p))N(Uo (pt1)s - - + 5 Uor(ptq))-
oc€eAUB
Se T ¢ la trasposizione che scambia i ed i 4+ 1, & immediato verificare che o € A se e solo se 70 € B.
Possiamo quindi scrivere

wA 77(“1, s aup+q) = Z(il)ow(uo(l), ) uo(p))n(ua(p-i-l)» ) uo(p-i—q))
c€A

=+ Z(fl)ﬁraw(u‘ra(l)v s 7UTU(p))77(uTU(p+1)7 s 7uro(p+q))~
c€A
Per ipotesi u; = u;11 e quindi per ogni o € A si ha ug(j) = Urs(n) per ogni h. Basta adesso osservare che
(—1)7% = —(—1)7 per concludere che w A n(u1, ..., Uptq) =0

Sia il prodotto esterno che quello interno sono lineari in entrambe le variabili, e cioe valgono le
relazioni:
(1) (awy + bwe) A = awy A1+ bws A1,
(2) wA (am +bnz) = aw Am + bw A1z,
(3) (avy + bug)an = avy an + bug iy,
(4) va(any + bne) = avany + bvans.
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Le dimostrazioni sono del tutto elementari e lasciate per esercizio al lettore.
TEOREMA 7.2.4 (Formula di Leibniz). Per ogni w € QP(V), n € Q4(V) ev €V si ha
(7.4) va(wAn) = (vaw) An+ (=1)Pw A (van) .

DIMOSTRAZIONE. Se p = 0 oppure ¢ = 0 la formula di Leibniz & evidente; possiamo supporre p, ¢ > 0
e ragionare per induzione su p + q.
Possiamo scrivere Sh(p, q) C S,, come 'unione disgiunta dei due sottoinsiemi:

A={o € Sh(p,q) | (1) =1}, B={o€Sh(p,q) |oc(p+1)=1},
ed esistono due applicazioni bigettive
1 set=1
:S(p—1,q) = A, ) = ’
a: S(p 2 o)) {U(i—l)—|—1 se2<i<p+yq,
o(i)+1 se i < p,
b: S(p,q—1) — B, b(o)(i) =<1 sei=p+1,
o(t—1)+1 sep+2<i<p+gq.

Mentre gli shuffle 0,a(0) hanno la stessa segnatura, la segnatura di b(c) ¢ uguale alla segnatura di o
moltiplicata per (—1)P.

Per ogni u1,us,...,upt+q € V abbiamo
up a(w A n)(ug, ce Uprg) = w AN(U, U2, - Uptg)
= > (D) Tw(ur, (), o) Mt (p1)s s Uo(prra))
occA
+ D (D Wt (1), () (W1 Ur () - Ur(p))
TEB
= Z u1 JW (ug(g), ‘o ,u,,(p)) . T)(ug(p+1), ey u,,(p+q))
gEA
+ Z T(1)7 cee 7u7'(p)) : (ulJn)(uT(P-‘rQ)? te VUT(P"F‘I))'
T€EB
Per concludere basta osservare che la bigezione a fa corrispondere la prima sommatoria alla quantita
(u1aw) A nug, ..., Uptq), mentre la bigezione b fa corrispondere la seconda sommatoria alla quantita
(71)170‘)/\ (ul—‘n)(UQa"~vup+q)' U

COROLLARIO 7.2.5 (Definizione implicita di A ). Il prodotto usuale Q°(V) x Q%(V) — Q%(V) tra
scalari si estende in maniera unica ad una famiglia di applicazioni bilineari

(V) x QIV) == QPH(V), pg 20,
che soddisfano la formula di Leibniz (7.4).

DIMOSTRAZIONE. L’esistenza ¢ dimostrata nel Teorema 7.2.4. L’unicita segue dalla formula di Leibniz
per induzione su p + ¢, tenendo presente che due forme alternanti ¢, ¥ coincidono se e solo se vi¢ = v
per ogni v € V. a

TEOREMA 7.2.6. Il prodotto esterno di forme alternanti gode delle sequenti proprieta:
(1) (Commutativita graduata, detta anche regola dei segni di Koszul) per ogni w € QP(V) e n €
01V si ha

wAn=(=1)"nAw;

(2) (Associativita) per ogni terna di forme alternanti w,n, p si ha
(AN Ap=wAnAp);
(3) per ogni ¢1,...,¢0n € VY ed ogni vy,...,v, €V si ha
(75) (¢1 /\-~-/\¢n)(v1,...,vn) :det(gbi(vj)).

DIMOSTRAZIONE. 1) Ragioniamo per induzione su p+gq. La regola dei segni € banalmente vera quando
p+q=0;sep+ q>0, per dimostrare w A = (—1)Pn A w basta provare che

va(wAn) = (=DPvi(nAw)
per ogni vettore v € V. Per la formula di Leibniz

va(wAn) = (waw) An+ (=1)Pw A (van)
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e per 'ipotesi induttiva
va(wAn) = (=1)P Vi A (vow) + (=1)PPE D (vn) Aw
= (=D"((=1)" A (vaw) + (van) Aw)
= (—1)Pvi(n Aw).

2) Come per il punto precedente, date le forme alternanti w € Q*(V),n € Q™(V),u € QP(V)
dimostriamo la formula

WAnN) Ap=wA(nAp)
per induzione su n + m + p usando la formula di Leibniz. Per ogni v € V si ha
va(WAm Ap) = (a(wAn)Ap+(=1)" T (wAn) A (vap) =
= () Am) A g (—1)" (@ A (0om) A g+ (—1)™ ™ (w A ) A (v3p)
che per lipotesi induttiva & uguale a
(vaw) A (A )+ (=1)"w A ((van) A p) + (=1)"w A (A (vap)) =

= (vow) A Ap)+ (=1)"wA (va(nAp) =va(wA (nAw).
3) 1l risultato & certamente vero per n = 1. Per n > 1, dati ¢1,...,¢, € V¥V e v1,...,v, € V
consideriamo la matrice A = (¢;(v;)), 4, = 1,...,n; per fissare le idee supponiamo che, nella matrice A,
¢i(v;) sia il coefficiente sulla riga i e colonna j. Per induzione su n si hanno le uguaglianze

(LA i AGn)(va,...,va) = det(Ay1)

dove, come al solito, A;; ¢ la sottomatrice di A ottenuta cancellando la riga i e la prima colonna. Dalla
formula di Leibniz si ottiene

(S1 A A ) 1oy 00) = 01 3(S1 A~ A bn) (V- -, 00)

[

(=) Gi(v1)($1 Ao Bieee A da)(va, -, )

I

@
Il
-

(—1)”1@(1)1) det(Azl)

I

s
Il
-

e la conclusione segue dallo sviluppo di Laplace rispetto alla prima colonna. ([l

COROLLARIO 7.2.7. Siano V uno spazio vettoriale,v € V e ¢ € V¥ = QL(V) tali che vag = ¢(v) = 1.
Allora ogni forma alternante w € QP (V) si scrive in modo unico come

w=0¢ANAw + ws
dove
wr €TV, we € QP(V), viwy = vawy = 0.
Inoltre, se per un vettore u € V wvale ui¢p = uiw = 0, allora uiw, = uiws = 0.
DIMOSTRAZIONE. Per 'esistenza basta osservare che per le forme
w1 = VW, Wy i=w — P Awy,
valgono le uguaglianze v_iw; = va(viw) =0e
vaws =vaw —vi(pAwr) =wi — (vid) Awy = 0.
Per 'unicita, se ¢ Awy +ws = @ Anp + 12, con vaw, = vaws = van; = vane = 0, allora
vai(wy —m) =0, va(ne —wq) =0,
e ne consegue che
wi—m =v3(pA (w1 —m)) =vi(n2 —wz2) =0.
Abbiamo quindi provato wi = 1 e di conseguenza
Wy=w—0Awi=w—dAn =1ns.
Sia adesso u € V tale che ui¢p = uiw = 0, allora
wawy = ua(vaw) = —va(uow) =0, wiws =uiw —ui(PAwy) =0.
a
Il precedente corollario consente di dimostrare elegantemente che se V' ha dimensione finita n, allora

lo spazio QP(V') ha dimensione finita (Z)
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TEOREMA 7.2.8. Sia vy,...,v, una base dello spazio vettoriale V e sia ¢1,...,¢, € VY la corrispon-
dente base duale. Allora, per ogni p > 0 le forme alternanti
Giy N Giy N N biys 1<iyp <idg <---<ip<m,

formano una base di QP (V).

DIMOSTRAZIONE. Date due successioni strettamente crescenti di interi
1< << <, 1<n<---<jp<m,

la matrice

(hin (Vuy))ap=1,...p

¢ lidentita se iy = ji per ogni k, ed ha almeno una riga nulla altrimenti. Per la Formula (7.5) abbiamo

1 seip=jn, Vh,
Giy N iy N+ /\qsip(vjl? s 7vjp) = det(¢ih(vjk)> - { et

0  altrimenti,

e questo implica che le forme ¢;, Ay, A+ -+ A ¢y, al variare di 1 < iy <ig < -+ < i, < n sono linearmente
indipendenti. Per dimostrare che generano, per ogni k =0, 1,...,n consideriamo i sottospazi vettoriali

D ={we®V)|vow=0, Vi<k}, p >0,
e dimostriamo per induzione su n — k che le forme

¢i1/\¢i2/\"'/\¢i,ﬂ k:<i1<z'2<~--<ip§n7
formano una base di QF. Il passo iniziale n = k consiste nel dimostrare che Qf = 0 per ogni p > 0; data
we QP ewuy,...,up €V sipuo scrivere u; = > a;v; e quindi

w(ut, ..., up) :w(Zaivi,ug,...,up)

= Z a;w(vi, U2, ..., Up) = Zai v aw(u, ..., up) = 0.
Sew e QF | con 0 < k < n,siccome vy ¢, =1 e v;aw = v; 1¢, = 0 per ogni ¢ < k, per il Corollario 7.2.7
si ha
W= ¢p A\wy + wa, wleQZ_l, wo € OF,

e tutto segue dall’ipotesi induttiva. O

La nozione di applicazione trasposta si estende immediatamente alle forme alternanti. Se f: V — W
& un’applicazione lineare, per ogni p si definisce 'applicazione f*: QP(W) — QP(V) ponendo

Fro(ug, ..., up) =w(f(u),. .., flup)), weWPW), wup,...,u, €V.
Segue immediatamente dalle definizioni di prodotto esterno ed interno che valgono le formule
fflwnn) =fwnfm,  vaffo=f(fo)w), weQ (W), veV.

Esercizi.

EsErCIzIO 7.2. Nella situazione del Corollario 7.2.7, sia ¢ € QY(V) tale che v = ¢ Aw = 0.
Dimostrare che ¢ A wy =9 Awy = 0.

EsErcizio 7.3. Sia f: V — V lineare con V di dimensione finita n. Dimostrare che 1’applicazione
f:Q™(V) = Q™(V) & uguale alla moltiplicazione per il determinante di f.

7.3. Forme differenziali

Sia (X, &) una varieta differenziabile di dimensione n. Per ogni 0 < p < n consideriamo il fascio
discreto DQP di spazi vettoriali su X associato all’applicazione che ad ogni punto « € X associa QP (T, X).
Per ogni aperto U C X e definita un’applicazione naturale
(7.6) DOP(U) x X(U)P — DR(U)
che ad ogni w € DOP(U) ed ogni o, ..., a, € X(U)P associa la funzione discontinua
w(a,...,ap) € DR(U), wlar,. .., ap)(@) = w(@)(ai(x),. .., ap(z)).
E chiaro che queste applicazioni commutano con i morfismi di restrizione a sottoaperti.

DEFINIZIONE 7.3.1. Diremo che w € DQP(U) & una p-forma differenziale se per ogni aperto VC U
ed ogni a,...,a, € X(V) si ha
wiv(a,...,0p) € E(V).
Denoteremo con E% il fascio delle p-forme differenziali sulla varieta X, scrivendo semplicemente £ quando
la varieta soggiacente e chiara dal contesto.
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Dunque, per ogni aperto U Papplicazione (7.6) si restringe ad un accoppiamento
(7.7) EPU) x XU — EU)

Come per i vettori tangenti ¢ immediato verificare che ogni P & un fascio ed anche un £-modulo. Per
p = 0 si definisce £° = £ e dunque, 0-forma differenziale ¢ sinonimo di funzione differenziabile.

Il prodotti interno ed esterno si definiscono punto per punto e determinano una serie di morfismi di
fasci

XxEP L epmt gpx g1 Ly grta

che sono &-bilineari. Continuano a valere le proprieta di associativita e di commutativita graduata del
prodotto esterno e la formula di Leibniz per il prodotto interno.

In seguito, per maggiore chierezza espositiva, useremo talvolta le parentesi angolari per indicare
Paccoppiamento (7.7) per p = 1, ossia

S ) x 2(U) YL EU),  (w,a) = w(a).

11 differenziale di de Rham definito nei capitoli precedenti definisce un morfismo di fasci d: £ — DQ!.
Ricordiamo che, per una funzione f € £(U), un punto x € U ed un vettore tangente a(z) € T, X si ha
per definizione (df (x), a(x)) = a(x)(fz). Dunque, (df,a) = a(f) € £(U) e questo implica che df ¢ una
1-forma differenziale.

Riepilogando, il differenziale di de Rham di 0-forme & il morfismo di fasci d: €2 — £! univocamente
determinato dalla condizione

df (a) = a(f)
per ogni aperto U ed ogni f € £%(U), a € (X)(U). In previsione di future estensioni della derivata
di Lie alle forme differenziali, osserviamo che si pud riscrivere la condizione df (o) = a(f) nella forma

Lo(f) = cadf.

OSSERVAZIONE 7.3.2. Sebbene £° e £! siano entrambi £-moduli, il differenziale di de Rham d non &
un morfismo di £-moduli: ricordiamo infatti la formula di Leibniz d(fg) = gdf + fdg.

Siano adesso x1,...,x, coordinate locali in un aperto U C X. Abbiamo visto che esistono, e sono
unici, dei campi di vettori 8%1 € X(U) tali che a%i(xj) = d;; e come da questo segue che i valori puntualo
di tali campi di vettori siano una base di T, X per ogni y € U.

Siano dx1,...,dz, € EY(U) i differenziali di de Rham delle coordinate locali, allora

0 0
<d$jv axl> = o (z5) = dij,

e quindi quindi dxq(y),...,dr,(y) sono una base di Q'(7,X) per ogni y € U. Di conseguenza, la

valutazione in y delle (Z) p-forme differenziali

dl‘il/\"'/\dIiP, i1<"'<ip

e una base si QP(T,X).

Dato che £P & un £-modulo, per ogni aperto V' C U ed ogni scelta di (;) funzioni

f¢17_,,7¢p S E(V) << ip
si ha
Z fihm,ipdxil /\"'/\d.’EiP Egp(V)
11 <o <ip

Viceversa per ogni w € EP(V) esistono e sono uniche delle funzioni fih,,,,ip, possibilmente discontinue,

su V tali che

w= Z Jir,oipdxiy Ao Adxy,.

i1 <<
Basta adesso ricordare che per ogni i1 < --- <1p, j1 <--- < jp si ha

0 0 1 seip = jp per ogni h,

dx;, N\--- Ndx; cee =det(d;, ;,) =
" » <8xj1’ axjp> (%) {O altrimenti
per dedurre che
0 0
i =W oo, — | €E(V

ot =0 (G g ) €EW)

per ogni i1 < --- < 7. Per inciso, questo prova che £ ¢ un £-modulo localmente libero di rango (;)

Nelle stesse coordinate locali, il differenziale di de Rham di una funzione f € £°(U) ha una descrizione
molto semplice, ossia
=3
i=1

d.’L‘i.

of
ox;

K2
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Infatti, sappiamo che esistono, e sono uniche, delle funzioni fi,..., f, € E°(U) tali che df = >, fidx;
e per quanto visto sopra
0 ) _of

Ox; )] Ox;

fi:df<

COROLLARIO 7.3.3. Il nucleo del morfismo dei fasci d: E° — E' coincide con il sottofascio Rx C &£°
delle funzioni localmente costanti.

Per ogni varieta differenziabile X Esiste una maniera naturale di estendere il morfismo d: & — £*
ad una successione di morfismi di fasci di spazi vettoriali

(7.8) oL gt bg2d  den

Ci sono diversi modi possibili per defininire i morfismi EP 4, EPTL: quello probabilmente pill interes-
sante concettualmente, che non richiede 1'uso di coordinate locali, & mediante la formula di Cartan (vedi,
ad esempio, [35, Prop. 3.11] oppure [59, Thm. 20.14]), che pero richiede una lunga serie di preliminari
che non abbiamo a disposizione. Ci affideremo pertanto al seguente teorema di esistenza (costruttiva) e
unicita, accettando 'onta di lavorare in coordinate locali.

TEOREMA 7.3.4. Sia (X, &) una varieta differenziabile. Allora esiste un’unica successione di morfismi
di fasci EP 4, EPTL p >0, che soddisfa le sequenti condizioni su ogni aperto U :
(1) per ogni f € E%(U) ed ogni campo di vettori o € X(U) wvale {df,a) = a(f);
(2) d® =0;
(3) (formula di Leibniz) per ogniw € EP(U) ed ognin € EL(U) vale d(w An) = dw An+ (—1)Pw Adn.
DIMOSTRAZIONE. (Unicita) Dato che i morfismi di fasci sono univocamente determinati dal loro

comportamento locale, non & restrittivo supporre che esistano coordinate locali z1, ..., z, su U. Abbiamo
visto nella sezione precedente che la prima condizione del teorema implica che per ogni f € £°(U) si ha

df = E docZ
Ogni forma w € £¥(U) si scrive in maniera unica come

w= E ardzxy,
I

dove I varia tra i sottoinsiemi di {1,...,n} di cardinalita |I| = k, a; € £°(U) funzione differenziabile e
se I ={iy,...,ig} con iy <--+ < iy sipone

dey =dzi, N--- Ndzy,.

Dalle condizioni (2) e (3) ed una semplice induzione su k segue che d(dzy) = 0 per ogni i e quindi, per
Leibniz si deve necessariamente avere

(7.9) do=3" Z 041 1, A day.

T = i

(Esistenza) Dato che per definire un morfismo di fasci basta definirlo sugli aperti di una base, in modo
compatibile con le restrizioni, basta verificare che l'operatore d definito dalla Formula (7.9) soddisfa le
condizioni (2) e (3); la compatibilita con le restrizioni & gratis grazie all’unicita.

Per linearitd basta dimostrare d?w = 0 per forme del tipo w = fdx;. Mostriamo prima che per ogni
coppia di insiemi I, J C {1,...,n} vale d(fdx; Adx;) = df Adx; Adz . Cid & ovvio se INJ # () e quindi
dey Ndry=df Ndey Adxy = 0.

Se invece I N J =0, allora dzy Adx; = adxjuy cona € {£1} e

d(fdac[ /\dl‘]) = ad(fdxluj) =adf Ndxju; =df Ndxy Ndzy.
Allora

2
d*(fdzr) = ( Fo; 4 A dx;) Z N —2—dz; Adx; Adxg

e scambiando gli indici 4, j nella sommatoria si ha

n an n 82f
2 —
d*(fdxr) = ;1 S, -dx; A daj Adry = ”21 5o, ——_daj Adz; Aday.
Per il teorema di Schwarz si ha % = %&fzj e questo implica d?(fdxr) = —d?(fdxy), ossia d?(fdx;) =

0.
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Per quanto riguarda Leibniz, sempre per linearita non e restrittivo supporre w = fdx; e n = gdx .
Si tratta allora di una semplice conseguenza della formula d(fg) = (df)g + f(dg) e della commutativita
graduata del prodotto esterno. O

Continueremo a chiamare differenziale di de Rham ogni morfismo d: £? — EP*! per ogni p > 0.

Contrariamente ai campi di vettori, che possono essere trasportati da una varieta ad un altra solamente
con applicazioni bigettive, per le forme differenziali la situazione € piu semplice.

Sia F': X — Y un’applicazione differenziabile tra varieta, non necessariamente della stessa dimensio-
ne. Dunque, per ogni aperto V' C Y abbiamo un omomorfismo di anelli e spazi vettoriali

F &y (V) = EX(FTHV)),  F*(f)=foF.

Per ogni z € X, ed ogni intero p > 0, la composizione con il differenziale dF': T, X — Tr(,)Y definisce

un’applicazione lineare

F*: P (Tp)Y) = (T, X), Fw(v,...,v)=w(dF(v1),...,dF(vp)).
(Ricordiamo che, per definizione, Q°(V) = K per ogni spazio vettoriale V). Per ogni aperto U C Y
possiamo quindi definire
F*: DY (U) = DO (F1(U)), (Frw)(z)=F*(w(F(z)), x€F 'U).
Segue dalla definizione del prodotto wedge che F*(w An) = F*w A F*n.

LEMMA 7.3.5. Nelle notazioni precedenti, se w € EV(U), allora F*w € EL(F~Y(U)). Inoltre, se
f € &%U) allora F*(df) =d(F*f) =d(f o F).

DIMOSTRAZIONE. L’uguaglianza F*(df) = d(F* f) & del tutto tautologica: per un aperto U C Y, una
funzione f € £ (U), un punto x € F~1(U) ed un vettore tangente o € T,, X, per definizione di dF si ha
F*(df)(o) = (df,dF (a)) = dF (a)(f) = ao(F"f) = d(F" f)(a).

In particolare, F*(df) ¢ una forma differenziale (esatta).
Adesso, basta osservare che ogni p-forma differenziale si puo scrivere localmente, in un sistema di

coordinate locali x1, ..., z,, come combinazione lineare di forme del tipo fdx;, A---Adz;,, con f funzione
differenziabile e usare il fatto che F* commuta con i prodotti esterni. O
EsemMpPIO 7.3.6. Siano Fi,...,F, le componenti di un’applicazione differenziabile F': U — V tra

aperti di R™. Allora
F*(dzy A+ Ndzxy) = Jpdzy A -+ Adxy,
dove Jp: U — R & il determinante jacobiano di F. Infatti, si ha F; = F*(z;) e quindi
F*(dzi A+ Ndxy) =dF* () A+ ANdF*(z,) =dFy A -+ - NdF,

— ( [“)xidxi> Aeee A (; B dxz> = Jpdxy A -+ Ady,.

=1

7.4. Coomologia di de Rham

Nelle sezioni precedenti, per ogni varieta differenziabile X abbiamo definito un complesso di fasci di
spazi vettoriali
(7.10) g0 dgt Lgrd dign
e quindi, per ogni aperto U C X, un complesso di spazi vettoriali

ey W) S W) S S HeEnU) -

chiamato complesso di de Rham di U. I cocicli di tale complesso vengono dette forme chiuse ed i
cobordi forme esatte. La corrispondente coomologia

HY,(U,R) := H?(£*(U)), p >0,
viene detta coomologia di de Rham (a coefficienti reali).!

Segue dal Corollario 7.3.3 che il nucleo di €% % €1 & il fascio Ry delle funzioni reali localmente
costanti. Possiamo quindi estendere (7.10) ad un complesso

d d d d
(7.11) 0 Ry =& 85258 ... 58 5.
che risulta esatto in Ry e £°.
"n certe situazioni & utile considerare anche la coomologia di de Rham a coefficienti complessi HCI;R(U7 C) := HP x

(A*(U)), dove AP ¢ il fascio delle forme differenziali a coefficienti complessi: ogni sezione di AP si scrive in maniera unica
come w + in con w e N sezioni di EP ed il differenziale di de Rham si estende nella maniera ovvia d(w + in) = dw + idn.
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Vogliamo adesso dimostrare che (7.11) & esatto anche in EP per ogni p > 0.

A tale scopo, per il Lemma 3.5.1, basta dimostrare che esiste una base di aperti B di X tale che il
complesso £*(U) sia esatto per ogni U € B. Chiameremo poliintervallo aperto un prodotto di intervalli
aperti (anche illimitati) di R. Dato che ogni varieta possiede una base di aperti diffeomorfi a poliintervalli
aperti, 'esattezza di (7.11) segue quindi dal seguente risultato.

LEMMA 7.4.1 (di Poincaré per poliintervalli). Se p > 0, ogni p-forma differenziale chiusa su un
poliintervallo aperto é anche esatta.

DIMOSTRAZIONE. Sia U = [[;",(a;,b;) C R" un poliintervallo aperto e siano z1, ...,z le coordinate
di R™; a meno di traslazioni non e restrittivo supporre 0 € U. Nelle notazioni introdotte nella dimostrazione
del Teorema 7.3.4, ogni forma w € EP(U) si scrive in maniera unica come

w = E ardxy,
I

dove I varia tra i sottoinsiemi di {1,...,n} di cardinalita [I| = p e a; € E°(U) per ogni i. Per ogni
m < n si definisce 2, (U) come il sottospazio vettoriale delle forme ), ardx; € EP(U) tali che a; = 0
se I Z {1,...,m}. Chiaramente E?(U) = EP(U); dimostriamo per induzione su m che ogni forma chiusa

w € &L (U), con p > 0, & esatta. Per m = 0 si ha in & (U) solo la forma nulla, che ¢ esatta.
Supponiamo m > 0 e scriviamo

w:ZaIde/\dxm—i—ZdexJ,

1 J
dove I, J variano tra i sottoinsiemi di {1,...,m — 1} con |[I|=p—1e |J]| =p.
Dal fatto che dw = 0, segue che per ogni h > m ed ogni I C {1,...,m — 1} con |I| = p—1si ha
0
gar _ . Infatti, il coefficiente di dx; A dx,, A dxy, in dw & (—l)pﬂ.
oy, Ooxy,
Per ogni I C {1,...,m — 1} di cardinalita p — 1 definiamo la funzione C'*°
Cl(xlv cee 7xn) = / aI(Ila s ax77L—17t7xm+17 ) .Ifn)dt,
0
(& qui che si usa l'ipotesi che U sia un poliintervallo). Allora
Ocr Ocy
=ay, — =0 Vh>m.
0T, ar oz, m

Sec=3);crdzr € EP~L(U), allora

n m—1
dcz;gzldzhAdzIZaa;dxmAdIIJrZ;

I m h=1

o)

C
! dxp Ndxy
Th

o5

— _1)”—1 Z ardry A dz, + @,
I;

con p €& | (U).
In particolare, w+ (—1)Pdc € EF | (U) & chiusa, dato che dw = 0 per ipotesi e d(dc) = 0. Per l'ipotesi

induttiva esiste n € £P~1(U) tale che dn = w + (—1)Pdc e di conseguenza d(n — (—1)Pc) = w. O

Rimandiamo ai molteplici testi in circolazione per dimostrazioni alternative del Lemma 7.4.1, di solito
pit complicate ma valide per una classe di aperti pitt ampia dei poliintervalli. La nostra scelta ¢ motivata
dal fatto che le argomentazioni di questa dimostrazione funzionano anche nel caso complesso (lemma di
O-Poincaré per polidischi).

TEOREMA 7.4.2 (di de Rham ‘concreto’). La coomologia di de Rham di una varieta differenziabile
X coincide con la coomologia di Cech del fascio costante Rx e con la coomologia singolare a coefficienti
reali.

DIMOSTRAZIONE. Sia X una varieta differenziabile. Dato che il nucleo di d: 2 — &' & il fascio
costante Ry, la successione esatta (7.10) diventa una risoluzione fine del fascio Rx. Per il teorema di
de Rham astratto H*(£*(X)) = H*(X,Rx). Avevamo perd dimostrato, usando la risoluzione fine delle
cocatene piccole, che H*(X,Rx) = H*(X,R). O

Se F': X — Y & un’applicazione differenziabile, ¢ facile vedere che il pull-back di forme F*: & (U) —
EX(F~'U) commuta con i differenziali di de Rham. Infatti, localmente ogni p forma ¢ combinazione
lineare di forme del tipo fdgi A---Adg, tutto segue facilmente ricordando che F* commuta con i prodotti
wedge e che F*(df) = dF*(f), dF*(dg;) = d*F*(g;) = 0.
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Dunque, per U =Y, F* ¢ un morfismo tra i due complessi di de Rham e quindi induce applicazioni
lineari tra i gruppi di coomologia di de Rham:

F*: H*(E5(Y)) — H*(E*(X)).

Nella stragrande maggioranza dei testi di geometria differenziale in circolazione si possono trovare di-
mostrazioni dirette che, in coomologia, il morfismo F* dipende solo dalla classe di omotopia differenziabile
di F.

OSSERVAZIONE 7.4.3. A questo momento la nostra trattazione del teorema di de Rham non consente
di verificare che gli isomorfismi tra le varie coomologie sono compatibili con i pull-back. Per dimostrare
questo fatto abbiamo bisogno di studiare come si comportano la coomologia di Cech ed il teorema di de
Rham astratto rispetto alle applicazioni continue. Studieremo questi fatti nelle versioni future (forse).

Sia F un fascio su X e denotiamo con ® la collezione dei sottoinsiemi chiusi e compatti in X; se
H K € @, allora HU K € ®. Dato un aperto U C X, diremo che una sezione s € F(U) & a supporto
compatto se esiste K € ® tale che K C U e sjy_g = syn(x—k) = 0. Denoteremo F(U). € F(U) il
sottogruppo delle sezioni a supporto compatto.

Se X ¢ di Hausdorff ogni compatto & chiuso e pertanto si ha che s € F(U) & a supporto compatto se
e solo se Supp(s) = {x € U | 0 # s, € F,} & compatto. Infatti se K C U & chiuso e compatto tale che
sjy—kx = 0 allora Supp(s) € K; il supporto Supp(s) ¢ chiuso in U (Esercizio 3.6), quindi chiuso in K,
quindi compatto. Viceversa, se Supp(s) ¢ compatto, allora Supp(s) € ®, Supp(s) C U e 8j7_gupp(s) = 0

E bene ribadire che le sezioni a supporto compatto non sono un sottoprefascio di F. Invece, per ogni
U CV C X ¢ naturalmente definito un omomorfismo iniettivo F(U), — F (V). ottenuto per estensione
a zero.

Supponiamo adesso che X sia una varieta differenziabile di dimensione n; per ogni aperto U C X
possiamo definire £¥(U). C £¥(U), il sottospazio vettoriale delle k-forme differenziali su U a supporto
compatto; in concreto una forma w € Sk(U ) con supporto

Supp(w) = chiusura in U di {z € U | w(x) # 0},

appartiene al sottospazio vettoriale £ k(U )e se e solo se Supp(w) & compatto.
Se w € E¥(U),. allora dw € £¥1(U),; in particolare si ha un complesso di spazi vettoriali

). L V). L 2U)e- - S EMU).

i cui gruppi di coomologia,

»  {w e &P(U). | dw =0}
Hc (Xv R) T d((‘:p_l(U)c)

sono detti gruppi di coomologia di de Rham a supporto compatto.

Se X ¢ compatta allora H}(X,R) = Hjn(X,R). In generale, dato che £*(X), ¢ un sottocomplesso
di £*(X) abbiamo un omomorfismo naturale H}(X,R) — H},(X,R) che perd non & necessariamente un
isomorfismo. Ad esempio, se X & connessa ma non compatta, allora H5(X,R) = R, mentre H?(X,R) = 0.
Questo mostra tra ’altro che la coomologia a supporto compatto € invariante per diffeomorfismi ma non
per equivalenze omotopiche: per ogni varieta connessa e compatta X si ha H)(X,R) = Re H)(X xR,R) =
0.

LEMMA 7.4.4 (coomologia di R™ a supporto compatto). Si ha
HI(R™,R) =R, HIR",R)=0 per ogni p # n.

DIMOSTRAZIONE. 1l caso n = 0 & evidente. Supponiamo n > 0, fissiamo un punto z € S™ e denotiamo
con &P la spiga in z del fascio delle p-forme differenziali, I’esistenza delle funzioni bump ci garantisce che
il morfismo EP(S™) — EP & surgettivo per ogni p. Il nucleo di tale morfismo & dato dalle forme differenziali
su S™ nulle in un intorno di  ed ¢ quindi isomorfo, via proiezione stereografica, allo spazio EP(R™),.. Si
ha dunque una successione esatta corta di complessi

0— &R, = E(S™) = & — 0.

Per il lemma di Poincaré £ non ha coomologia in grado positivo e H(€}) ~ R & dato dai germi di funzioni
costanti. Dunque H°(E*(S™)) — H(E}) & surgettiva e dalla successione esatta lunga di coomologia segue
HP(E*(R™).) = HP(E*(S™)) per ogni p > 0. Per il teorema di de Rham la coomologia del complesso
E*(S™) & uguale alla coomologia singolare reale della sfera. (]
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Esercizi.

EsERCIZ1O 7.4. Sia A un sottoinsieme finito di R™, con n > 2. Calcolare la coomologia di de Rham
a supporto compatto di R™ — A.

ESERCIZIO 7.5. Sia F': X — Y un’applicazione differenziabile propria, ossia tale che F~1(K) sia com-
patto in X per ogni K compatto in Y. Provare che sono ben definite le applicazioni lineari F*: H?(Y,R) —
H?(X,R).

7.5. Varieta orientate e integrazione di forme
In tutta la sezione denoteremo con (X, ) una varieta differenziabile di dimensione pura n.

DEFINIZIONE 7.5.1. Siano X come sopra ed U C X un sottospazio aperto. Diremo che una n-forma
w € E"(U) & una forma di volume se non si annulla in alcun punto. Denotiamo con Vol(U) C £™(U) il
sottoinsieme delle forme di volume sull’aperto U.

ESEMPIO 7.5.2. Se i: S™ — R"*! & l'inclusione naturale, con immagine I'insieme dei vettori = tali
che "% x? = 1, lasciamo al lettore il semplice compito di verificare che

w=71" (Z(l)ixidzg A-ee c?:;l ce A dzn>

i=0

=" ((leg%> deo/\~--/\dxn> ,
=0

Per ogni aperto U C X denotiamo con Z(U) C £°(U) il gruppo moltiplicativo delle funzioni che non
si annullano in alcun punto. Date due forme di volume w,n € Vol(U) esiste un’unica funzione f € Z(U)
tale che fn = w; infatti, dato che gli spazi Q™(7,X) hanno dimensione 1, esiste certamente f € DR(U)
tale che fn =w e f(x) # 0 per ogni € X. Per provare che f € Z(U) basta provare che f & localmente
differenziabile; per ogni aperto V' C U che possiede un sistema di coordinate locali z1,...,z,, esistono
due funzioni g, h € Z(V') tali che

wy =gdry A+ Ndxy, ny =hdzy A Adop,
e quindi fjy = g/h € Z(V).

DEFINIZIONE 7.5.3. Una orientazione di X & un’elemento dell’insieme quoziente Vol(X)/ ~, dove
~ ¢ la relazione di equivalenza definita come w ~ 7 se esiste f € £(X) tale che w = fne f(x) > 0 per
ogni z € X.

¢ una forma di volume su S™.

EseEMPIO 7.5.4. Chiameremo orientazione canonica su R™ quella relativa alla forma di volume dx; A
ce ANdag,.

In una varieta connessa 'insieme delle orientazioni o & vuoto oppure contiene due elementi; in generale,
il numero di orientazioni di una varieta € vuoto oppure uguale a 2 elevato al numero di componenti
connesse. Ogni orientazione su X induce per restrizione una orientazione su ogni sottovarieta aperta.

PROPOSIZIONE 7.5.5. Sia F: Y — X un diffeomorfismo tra varieta di dimensione pura n. Allora il
pull-back di n-forme differenziali induce due applicazioni bigettive
F*: Vol(X) = Vol(Y), F*:Vol(X)/~—=Vol(Y)/~ .

DIMOSTRAZIONE. Sia G = F~': X — Y. Se per assurdo F*w si annullasse in un punto y € Y,
allora la forma w = G*(F*w) si annullerebbe in G~1(y) = F(y). E poi chiaro che se n ~ w, allora
F*n~ F*w. ]

LEMMA 7.5.6. Siano U = (U;);er un ricoprimento aperto di X e w; € Vol(U;) per ogni i. Se per ogni
i,j €I tali che U;; # 0 si ha Wilu,; ~ Wi, allora esiste w € Vol(X) tale che wyy, ~ w; per ogni i.

DIMOSTRAZIONE. Sia f;: X — [0, 1] una partizione dell’unita subordinata al ricoprimento e definiamo
w =Y, fiw;, dove, come al solito, si intende per fw; € £"(X) lestensione a 0 della forma fiw; € £E"(U;).
Per ipotesi, per ogni 7, j esiste una funzione g;; € £(U;;) positiva e tale che Wiy, = GijWiluy; dato che
f; € nulla nell’aperto U; — Supp(f;) che contiene U; — U;; si ha

figiz € EWU:),  (fiwi)w, = (f39iwi) v,
Dunque

w, = > _(fjwdw, = Y figijws.

JjeI JeI
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Per provare che la funzione }, ; f;gi; € E(U;) ¢ positiva basta osservare che f;g;; > 0 per ogni j e per
ogni « € U; esiste j tale che f;(x) > 0 e questo implica x € U5, g;;(x) > 0. |

TEOREMA 7.5.7. Una varieta X di dimensione pura n é orientabile se e solo se possiede orientazioni.

DIMOSTRAZIONE. Ricordiamo che una varieta si dice orientabile se ammette un atlante le cui funzioni
di transizione hanno tutte determinante jacobiano positivo.

Supponiamo Vol(X) # () e scegliamo una forma di volume w € Vol(X). Prendiamo un atlante
differenziabile (U;, F;, V;) con gli aperti V; C R™ connessi e definiamo le funzioni f; € £°(V;) mediante la
regola

wiy, = F*(fidey A -+ Ndy,),

dove z1, ..., 2, sono le coordinate di R™. Dal fatto che w ¢ una forma di volume segue f;(z) # 0 per ogni
i ed ogni z € V.

A meno di comporre F; con il diffeomorfismo che cambia che cambia segno alla prima coordinata x1,
possiamo supporre f; > 0 per ogni i. Basta adesso osservare che il determinate della matrice jacobiana di
F;j = Fj o F" nel punto = € F;(U;;) & uguale al rapporto fi(z)/f;(Fi;j(x)) ed & quindi sempre positivo.

Viceversa, se esiste un atlante (U;, F;, V;) con i jacobiani delle funzioni di transizione a determinante
positivo, le forme di volume w; = F*(dxy A - -+ A dx,,) soddisfano il criterio del Lemma 7.5.6. O

ESEMPIO 7.5.8 (Spazi proiettivi reali). Sian > 0 e dimostriamo che P" := P & orientabile se e solo se
n & dispari. Siano zo, ..., 2, coordinate omogenee in P", consideriamo gli aperti U; = {[z] € P" | z; # 0}
e le funzioni
fig: Ui =R, fii([2]) = 2/, j#4.
Sappiamo che le f;; sono di classe C*° e, per i fissato, sono anche le coordinate locali rispetto all’atlante
canonico. Abbiamo dunque le forme di volume

wi € Vol(U;), wi = (=1)dfio A---dfii -~ A dfin-

Siano 7 < j e confrontiamo le forme w; e w; nell’aperto U;;: Si hanno le relazioni

Zj 1 Zh f]‘h ..
e th = = h s J
Ji zi  fii fin zi  Jji 7
—df; df; ndfii
T L L
2 fi 2
Je J? Ji
Dato che df;; A dfj; = 0 si ottiene
—1)*
w; (7>1dfj0 N Ndfjioa Ndfjapn N Ndfj N Ndfn

= +
7y
n+1

con il differenziale df;; alla posizione j, e quindi w; = w;/ 15

Se n ¢ dispari, allora w; ~ w; su U;; e questo implica che P™ ¢ orientabile. Mostriamo adesso che se
n > 2 & pari, allora P™ non & orientabile. Sia per assurdo w una forma di volume su P", esistono allora
funzioni g; € C°°(U;) mai nulle (e quindi o positive o negative dato che U; & connesso) tali che w = g;w;.
Ma allora g; = g;/ j”i“ e questo non ¢ possibile perché g;/g; ha segno costante in U;; mentre fﬁ-“ ha
segno positivo sull’aperto z;/z; > 0 e negativo sull’aperto z;/z < 0.

DEFINIZIONE 7.5.9. Una varieta differenziabile orientata & una coppia (X, o) con X varieta diffe-
renziabile e o orientazione di X. Se (X, ), (Y, 7) sono due varieta orientate, diremo che un diffeomorfismo

F: X = Y preserva le orientazioni se F*1 = o.

Salvo avviso contrario, considereremo ogni aperto di R™ come varieta orientata, con orientazione
uguale alla restrizione dell’orientazione canonica su R™. Ne consegue che un diffeomorfismo tra due aperti
di R™ preserva le orientazioni se e solo se il determinante jacobiano & ovunque positivo.

Vogliamo adesso dimostrare che esiste, ed € unica, una maniera di associare ad ogni varieta orientata
X di dimensione n un’applicazione lineare

/X: E"(X). > R

in modo tale che siano soddisfatte le seguenti condizioni:
(1) fan fdzy A Ndryp =[5, f(@)dey - day, per ogni f € EO(R™),;
(2) se U € X & una sottovarieta aperta (con l'orientazione indotta da X) e w € £"(U)., allora
Jow=[xw;

(3) se F: )(( 7 Y & un diffeomorfismo che preserva le orientazioni, allora [ F*w = [, w per ogni
we&EY),.



7.5. VARIETA ORIENTATE E INTEGRAZIONE DI FORME 131

Nel punto (1), dato che f & differenziabile a supporto compatto, l'integrale a destra del segno
di uguaglianza puo essere interpretato sia come integrale di Lebesgue sia come integrale di Riemann
/ p fdx1---dx,, con D polintervallo chiuso e limitato che contiene il supporto di f.

E chiaro che i primi due punti definiscono fU per ogni aperto U C R” tramite la formula

/fdxl/\-~-/\da:n:/f(x)dm1~--da:
U U

Prima di proseguire assicuriamoci che in tale contesto ristretto vale la condizione (3). Sia dunque F': U —
V' un diffeomorfismo tra due aperti di R™ che preserva le orientazioni, e cioe con determinante jacobiano
Jr: U — R positivo; data f € £9(V), per la formula di cambio di variabile negli integrali multipli (vedi
ad esempio [2, Thm. 15.11]) si ha

/fd:z:l/\ “ANdz, = /f Ydxq - - /f N|Jr(2)|dxy - - - day,
/f (2)das - - d:cn:/UF*(fdxl/\---/\dxn).

Adesso proviamo esistenza ed unicita dell’applicazione |  ber ogni varieta orientata X. Proviamo
prima l'unicita; a tale scopo avremo bisogno di un semplice lemma topologico.

LEMMA 7.5.10. Sia (C;)icr una famiglia indicizzata localmente finita di sottoinsiemi di uno spazio
topologico X . Allora per ogni compatto K C X si ha K N C; # 0 per al piv, finiti indici 4.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni x € K esiste un intorno aperto x € V,, che interseca C; per finiti indici, e
possiamo ricoprire K con un numero finito di intorni del tipo V.. |

Siano X una varieta differenziabile orientata di dimensione puran e w € £"(X),. Scegliamo un atlante
differenziabile orientato (Uj, Fi_l, Vi)ier; dire che Patlante € orientato significa dire che i diffeomorfismi
Fi_l: U; — V; CR", ed anche i loro inversi F;: V; — U; C X, preservano le orientazioni. L’esistenza di
atlanti orientati e gia stata dimostrata nella sezione precedente.

Consideriamo una partizione dell'unita f;: X — [0,1], ¢ € I, subordinata al ricoprimento X = U;U;;
siccome la famiglia di chiusi Supp(f;) € localmente finita, per il Lemma 7.5.10 si ha f;w # 0 per finiti
indici i e quindi w = )", fiw € una somma finita. Per ogni ¢, il supporto Supp(f;w) = Supp(f;) N Supp(w)
€ ancora compatto e per linearita si deve avere

[

Inoltre Supp(fiw) e quindi f;w € £™(U;). per ogni i. Per le condizioni (2) e (3) si deve quindi avere

(7.12) /XW:Z/U fiw:zi:/viFi*(fiw

Per provare l'esistenza delle [ + mostriamo prima che la definizione data dalla Formula (7.12) ¢ ben
posta, ossia non dipende dalle scelte dell’atlante e della partizione di 1, e poi che sono sodisfatte le
condizioni (1)—(3).

Siano quindi (W;, Gj_l, S;)jes un altro atlante orientato, g;: X — [0, 1] una partizione di 1 subordi-
nata al ricoprimento W; e denotiamo temporaneamente

9= [ @to)

Dato che g; f;w # 0 per un numero finito di coppie (i, j), dalla linearita di fvv e fs si ottiene
i J

/){W:%:/%Fi*(fiw), Z/ i (figjw)

Ne consegue che per dimostrare I'uguaglianza [, w = H(w) basta provare che per ogni n € £"(U; N Wj).,
nella fattispecie n = fig;w, si ha [, Ffn= [q Gin.
v J
Se denotiamo A = F, ' (U; nW;) C V; e B = Gj_l(Ui NW;) C S,, siccome Ffn € E"(A). e

Gin € E"(B). si ha
/ Fi*77=/Fi*n=/ G§n=/ Gin
Vi A B S,

dove la seconda uguaglianza segue dal fatto che Gj_lFi: A — B ¢ un diffeomorfismo tra aperti di R™ che
preserva le orientazioni.

Abbiamo quindi dimostrato che f « esiste ed & ben definito. La prorieta (1) & chiara, basta scegliere
Patlante banale (R™,Id, R™). Per quanto riguarda la condizione (2), se U C X ¢ aperto e w € E"(U).. basta
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scegliere un atlante orientato (Ui,Fi_l, V;) di X con la proprieta che per ogni indice i si abbia U; C U
oppure U; N Supp(w) = 0.

Se F': X — Y ¢& un diffeormorfismo che preserva le orientazioni, prendiamo un atlante orientato
(U, F71, Vi) di X ed una partizione dell’unita f;: X — [0, 1] subordinata. Ma allora, (F/(U;), (FoF;)™*, V;)
¢ un atlante orientato di Y e g; = f; o F~! & una partizione di 1 subordinata. Per ogni w € £(Y), si ha

dunque
/ Fo=Y /V R = 3 /V FF ) = 3 /V (Fo Ry gw) = [

Questo conclude la dimostrazione di esistenza ed unicita degli integrali di forme su varieta orientate.

TEOREMA 7.5.11. Siano X una varieta orientata di dimensione n en € E"1(X),. Allora

/dnzO.
b'e

DIMOSTRAZIONE. Proviamo prima il teorema per X C R™ aperto. Per linearita dell’integrale non
e restrittivo supporre n = fdxy A---dx;--- Ndzx, coni = 1,....,n e f funzione C* su X a supporto
compatto. Ma allora

) af
dnp=(-1)"'dry A Ndx
e, preso un ipercubo D = [—a,a]” sufficientemente grande da contenere il supporto di f nella sua parte

interna, per il teorema di Fubini si ha

/ dn = / dn = (-1)"1 ﬁ(:U)alxl oo dy
X n

p O;

{o;1<a,j#i} \J—a O

dove 'ultima uguaglianza segue dal fatto che f si annulla per z; = +a.
In generale, siano (U;, F; ', V;) un atlante orientato di X e f;: X — [0,1] una partizione dell’unita
subordinata. Allora n =), fin & una somma finita, f;n € E"Y(U;), F; (fin) € E" (Vi) e quindi

/an= Z/Xd(fm) = Z/U d(fin) = Z/V Frd(fim) = Z/%dFi*(fm) =0.

O

COROLLARIO 7.5.12. Sia X una varietd orientabile compatta di dimensione n. Allora H*(X,R) # 0
e HP(X,R) = 0 per ogni p > n. In particolare, varieta orientabili compatte con lo stesso tipo di omotopia
hanno la stessa dimensione.

DIMOSTRAZIONE. Per il teorema di de Rham si ha HP(X,R) = HP(£*(X)) per ogni p e questo
prova immediatamente che HP(X,R) = 0 per ogni p > n poiché E# = 0 per ogni p > n. (qui non
serve l'orientabilitd). Per ipotesi X & compatta e quindi tutte le forme differenziali sono a supporto
compatto. Scegliamo un’orientazione per X, allora I'integrale di forme |[ < EM(X) — R ¢ surgettivo
(esercizio: perché?) e si annulla sulle forme esatte. Dunque, non tutte le n-forme differenziali sono esatte
e H*"(X,R) #0. |

OSSERVAZIONE 7.5.13. In gergo geometrico, il concetto di varieta orientata € detto un arricchimen-
to (enhancement in inglese) di quello di varieta differenziabile. Altri esempi di arricchimenti di varieta
differenziabili molto studiati sono quelli di: varieta Riemanniana, varieta simplettica, varieta di Poisson
e varietd quasi-complessa. In ciascun caso di tratta di una coppia (X,?) con X varieta differenziabile e
dove ? &, rispettivamente, una metrica Riemanniana, una forma simplettica (Esercizio 7.10), un campo
di Poisson ed una struttura quasi-complessa.

Esercizi.

ESERCIZIO 7.6. Siano X varietd di dimensione pura n, U = (U;);cs un ricoprimento aperto di X e
siano date w; € Vol(U;) per ogni i € I. Per ogni i, j sia f;; € Z(U;;) la funzione tale che fijwiju,, = Wiy,
Provare che la cocatena (f;;) € C*'(U,Z) & un cociclo, che la sua classe di coomologia [f;;] € H'(U,T)
non dipende dalla scelta delle forme di volume w; e che [f;;] = 0 se e solo se Vol(X) # 0.

EsERrcIzIO 7.7. Sia X una varieta differenziabile di dimensione n. Provare che esiste una successione
esatta corta di fasci
o o
0 Z 7% -0
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dove p ¢ il fascio delle funzioni localmente costanti a valori in {£1} e sgn & la funzione segno. Dedurre che
H™(U,T) = H"(X, u) per ogni n > 0 e che 'immagine in H'(X, u) del cociclo [f;;] definito nell’esercizio
precedente coincide con la prima classe di Stiefel-Whitney di X.

ESERCIZIO 7.8. Provare che il nastro di Moebius (aperto) non & orientabile. (Sugg.: ricoprire il nastro

con due aperti omeomorfi ad aperti connessi di R2, la cui intersezione ha due componenti connesse, e
ripetere il ragionamento fatto nell’Esempio 7.5.8).

ESERCIZIO 7.9. Siano X una varieta differenziabile e U, V' due aperti di X. Provare che se UUV = X,
U NV e connesso e U,V sono orientabili, allora anche X ¢ orientabile.

Usare questo fatto per dedurre la non orientabilita del nastro di Moebius dalla non orientabilita di
P2.

Esercizio 7.10. Sia X una varieta differenziabile di dimensione pura n. Una forma simplettica
su X &, per definizione, una 2-forma differenziale w € £2(X) chiusa, ossia dw = 0, e tale che, per ogni
x € X la forma alternante w(x): T, X x T, X — R sia non degenere. Sia w una forma simplettica su X;
dimostrare che:

(1) La varieta X ha dimensione pari n = 2k e la k-esima potenta esterna di w & una forma di volume.
(2) L’applicazione
x =% & a— aaw,
¢ un isomorfismo di fasci. Il suo inverso viene detto mappa ancora (anchor map) della varieta
simplettica (X, w) e denotato w®: £ — X. Per ogni f € £°(U) il campo di vettori Hy := w*(df) €
X(U) viene detto campo Hamiltoniano di f ed & univocamente determinato dalla condizione
H;.w = df (attenzione: rispetto ad altre definizioni in letteratura di campo Hamiltoniano
potrebbe esserci una differenza di segno).

7.6. Dualita di Poincaré in coomologia di de Rham

Iniziamo con alcune semplici conseguenze della formula di Leibniz. Siano X una varieta differenziabile,
welP(X)enellX).

(1) Se w e n sono chiuse, allora w A n € chiusa. Infatti d(w An) = dw An+ (=1)Pw A dn = 0.

(2) Se le forme w e n sono chiuse ed almeno una delle due ¢ esatta, allora w A 7 ¢ esatta. Infatti,
se w =duedn =0sihadlunn) = wAn; seen ad essere esatta basta ricordare che
wAn=(-1PInpAw.

(3) Se almeno una delle due forme & a supporto compatto, allora anche w A7 & a supporto compatto.

Dalle precedenti considerazioni segue che le restrizioni alle forme chiuse delle applicazioni bilineari
EP(X) x EU(X) Lo €PTU(X),  EP(X) x E9(X), L EPTU(X).,
si fattorizzano ad applicazioni bilineari tra i gruppi di coomologia

N
HYL(X,R) x HI(X,R) = HYLY(X,R),

H2,(X,R) x HI(X,R) 25 HP*9(X,R).

Supponiamo adesso che X sia una varieta orientata di dimensione n. Per ogni 0 < p < n abbiamo
un’applicazione bilineare

b: HY.(X,R) x H'P(X,R) 25 H'(X,R) L5 R

che induce due applicazioni lineari
br: HY(X,R) —» H' ?(X,R)Y, br: H!' P(X,R) = Hip(X,R)Y,

nella maniera canonica b(z,y) = br(x)(y) = br(y)(z), dove abbiamo indicato con V¥ = Homg(V,R) il
duale algebrico dello spazio vettoriale reale V.

TEOREMA 7.6.1 (dualita di Poincaré in coomologia di de Rham). Sia X una varieta orientata di
dimensione n. Allora per ogni p = 0,...,n, Uapplicazione bilineare

EP(X)xEP(X)e = R, (w,n)»—)/ wAn,
X
induce un’applicazione bilineare in coomologia
b: HY,(X,R) x H' " P(X,R) - R
la cui applicazione indotta
br: HY(X,R) — H P(X,R)"

e un isomorfismo di spazi vettoriali.
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Prima di procedere alla dimostrazione, facciamo qualche commento e vediamo qualche corollario.

Se X & compatta orientabile di dimensione n, allora HY,(X,R) = H),"(X,R)" per ognip =0,...,n.
Questi isomorfismi implicano che gli spazi vettoriali HY,(X,R) hanno tutti dimensione finita (gia lo
sapevamo). Infatti si ha

Hfi)R(X’ R) = Hglgp(X’ R)v = HgR(X7 R)vv

e sappiamo dall’algebra lineare che uno spazio vettoriale ¢ isomorfo al suo doppio duale se e solo se ha
dimenione finita (cf. Esercizio 7.15).

Se invece X ¢ orientabile ma non compatta, si puo dimostrare (Esercizio 7.12) che altra applica-
zione bg: H}"P(X,R) — HJ,(X,R)Y & sempre iniettiva ed € un isomorfismo se e solo se HY,(X,R) ha
dimensione finita.

Se usciamo dal contesto ristretto della coomologia di de Rham si trovano versioni piu forti della
dualita di Poincaré, le cui dimostrazioni richiedono tecniche di topologia algebrica piuttosto raffinate e
non trattate in queste note. Una di queste versioni afferma che per ogni varieta orientabile X di dimensione
nsi ha HY7P(X,R) = Hy(X,R) = Hy(X) ®R.

COROLLARIO 7.6.2. Sia X wuna varieta differenziabile connessa orientabile di dimensione n. Allora

R se X e compatta,

0 se X non é compatta.

H"(X,R) = {

COROLLARIO 7.6.3. La dimensione di una varieta differenziabile compatta orientabile ¢ uguale al
massimo intero n tale che H"(X,R) # 0 e quindi dipende solo dal tipo di omotopia.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 7.6.1. Sia f: V — W un’applicazione lineare tra spazi vettoriali
(su qualunque campo K) e fV: WY — V'V la sua trasposta f¥(¢) = ¢ o f. Se f & surgettiva, allora fV &
iniettiva (evidente). Se f & iniettiva, allora fV & surgettiva (Osservazione 2.3.8 oppure Esercizio 7.11).

Questi due semplici fatti implicano che la formazione del duale commuta con il calcolo dei gruppi

di omologia/coomologia, nel senso che se U 95 v L W osono applicazioni lineari tali che fg = 0, allora
g7 fT = 0 ed esiste un isomorfismo canonico di spazi vettoriali

ker g/ fT(WY) = (ker f/g(U))".

La dimostrazione € la stessa, mutatis mutandis, di quella del teorema dei coefficienti universali e viene
pertanto omessa.

Come nell’enunciato del Teorema 7.6.1, sia X una varietd orientata di dimensione n. Abbiamo
visto che per ogni coppia di aperti U C V C X ed ogni k = 0,...,n esiste una inclusione naturale
EF(U). C EF(V),. che dualizzando diventa un’applicazione lineare surgettiva

Homg (£%(V)., R) — Homg (EX(U)., R).
Possiamo quindi definire i prefasci di spazi vettoriali F°,..., F" su X ponendo
FP(U) = Homg (" P(U)., R)
per ogni aperto U. Dualizzando il differenziale di de Rham abbiamo dei morfismi di prefasci
d: FP(U) — Frri(u), d” f(w) = f(dw), w e EPTHU),.
LEMMA 7.6.4. Notazioni come sopra, ogni FP & un fascio fine.

DIMOSTRAZIONE. Sia p fissato e proviamo che il prefascio FP & un fascio. Sia U = U;c;U; 'unione
di una famiglia indicizzata di aperti (U;);cs e prendiamo una partizione dell’'unita ¢;: U — [0,1], i € I,
subordinata.

Se K C U & compatto, per il Lemma 7.5.10 si ha K N Supp(¢;) # @ per al pitt un insieme finito di
indici ¢. In particolare, per ogni w € E"P(U), si ha ¢;w # 0 per un al pitt un numero finito di indici .

Prova di (F3). Sia f € FP(U) tale che fjy, = 0 per ogni i. Per ogni w € £y P(U). ed ogni i si ha
diw € EY P (Us)e, quindi f(pw) =0 e dunque f(w) =, f(¢diw) = 0 (la somma & finita).

Prova di (F4). Siano f; € FP(U;) tali che f; = f; su Uj;. Definiamo f € F(U) nel modo seguente:
per ogni w € £y P (U). si pone

flw) = Z fi(diw).
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Come sopra si tratta di una somma finita. E chiaro che f € FP(U) e bisogna solo provare che se il supporto
di w & contenuto in U; allora f(w) = fi(w). Si ha fi(w) = fi(3°; ¢;w) e dato che ;w € " (Uij). si ha
fi(pjw) = fj(¢;w), da cui segue

filw) = fi(z pjw) = Z fi(djw) = f(w).

Per quanto riguarda la finezza, sia (U;) un ricoprimento aperto di X e prendiamo una partizione
dell’'unita ¢;: X — [0, 1] ad esso subordinata. Per ogni ¢ le applicazioni

EMPU). = EMP(U), W diw,
commutano con le inclusioni E"P(U), C E"P(V). e quindi abbiamo un morfismo di fasci
i FP— FP, (W f)(w) = f(piw), feFrU),weP(U)e.

Se l'aperto U non interseca il supporto di ¢; allora ¢; & nullo su F?(U), e dunque il supporto di v; &
contenuto nel supporto di ¢;. E chiaro che ), v; = Id. O

Gli operatori di integrazione

/:Sn(U)C—HR, Ucx
U

cé

commutano con le inclusioni £"(U). C £™(V), e permettono di definire i morfismi di fasci

c:Rx — FY, a,: EX - FP, p=0,...,n,

che in ogni aperto U valgono:

c: Rx(U) — FO(U), c(t)(w):/Utw, we EYU)e,

0y V) 5 FIU), ap(n)w) = (1P [ e, wegrw).
X
Per ogni aperto U, ogni 1 € E%(U) ed ogni w € 4 P~ (U), vale apy1(dn)(w) = a,(n)(dw). Infatti,
1 A w ha supporto compatto, quindi

g () ) — ay(n)d) = (-1 [

X
= (—1)<P+1><P+2>/2/ dpAw+ (=1)Pn A dw = i/ d(n Aw) = 0.
X X
Se U C X e diffeomorfo ad R", dualizzando la successione esatta del Lemma 7.4.4 si ottiene la

successione esatta

dn ANw — (—l)p(”l)/z/ n A dw
X

0-RS A0 L. ) =0

e dato che gli aperti diffeomorfi ad R™ formano una base della topologia otteniamo una risoluzione fine
c o dv av
0-R>F — - —F" =0

assieme ad un morfismo di risoluzioni fini a.: £* — F*, che, per de Rham astratto, induce un isomorfismo
in coomologia. |

Esercizi.

EsercizIO 7.11. Siano W uno spazio vettoriale sul campo K e A C W un sottospazio. Sia A la
collezione dei sottospazi vettoriali H C W tali che H N A = 0, ordinata per inclusione. Dimostrare che
A possiede elementi massimali e che, per ogni M € A massimale vale W = A ® M. Dedurre che esiste
p: W — A lineare tale che p(a) = a per ogni a € A e che se f: V — W & iniettiva, allora fV & surgettiva.

EsErcIz10 7.12. Siano V, W spazi vettoriali sul campo K e b: V x W — K una forma bilinare. Provare
che:
(1) se l'applicazione lineare by, : V — WV & surgettiva, allora bg: W — V'V & iniettiva;
(2) se by, & un bigettiva, allora by ¢ surgettiva se e solo se V, W hanno dimensione finita.

ESERCIZIO 7.13. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione numerabile infinita. In questo esercizio
proveremo che il suo duale algebrico V'V ha dimensione maggiore o uguale a quella del continuo.

Per ogni numero reale ¢ € [1,10) denotiamo con Cy C N l'insieme formato da tutte le parti intere dei
numeri reali 10"¢, al variare di n € N; dunque ogni C} ¢ infinito e ’ennesimo elemento di C}, in ordine
crescente, & un numero naturale compreso tra 10"~! e 10" — 1. Dimostrare che:

(1) C¢NCs & un insieme finito per ogni ¢ # s.
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(2) Sia v1,vs,... una base di V; per ogni t € [1,10) sia f;: V — K I’applicazione lineare tale che

1 sene€C,
fulvn) = '
0 sené¢Ch.

Allora le applicazioni f, al variare di ¢t € [1,10), sono linearmente indipendenti in V'V.

ESERCIZIO 7.14. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione infinita sul campo K. Fissiamo una base
B di V ed un suo sottoinsieme infinito numerabile A = {ag,a1,...} € B. Per ogni t € K definiamo
fi: V = K lineare ponendo f;(a,) = t" (con la convenzione che tY = 1 anche quando t = 0) e f(b) = 0
se b € B — A. Usare la matrice di Vandermonde per dimostrare che le applicazioni f; sono linearmente
indipendenti in V'V e dedurre che VV ha dimensione maggiore od uguale alla cardinalita di K.

EsErcizio 7.15. Estendiamo I’Esercizio 7.13 dimostrando che per ogni spazio vettoriale V' di dimen-
sione infinita sul campo K, la dimensione del duale algebrico VV & un cardinale strettamente maggiore
della dimensione di V. A tale scopo abbiamo bisogno dei seguenti fatti di aritmetica cardinale, dove con
| X| denoteremo la cardinalita di un insieme X:

(1) per ogni insieme B si ha |[{f: B — K}| > |B|;

(2) se W & uno spazio vettoriale di dimensione infinita sul campo K; allora |W| = max(dim W, |K|).
Il primo punto & il classico teorema di Cantor, dato che K contiene {0,1}. Per il secondo, se A C W &
una base, usando che A ¢ infinita ed il teorema del prodotto (e.g. [45, Sezione 2.6]), si ha che I'unione
disgiunta C =[], .5y A™ x K" ha cardinalita uguale a max(]A|, |K]), ed esiste un’applicazione surgettiva
c—-w.

Sia dunque B una base di V, allora VV = {f: B — K} e per il punto (1) si ha |V'Y| > |B| = dim V; per
I'Esercizio 7.14 si ha dim VY > |K]| e per il punto (2) si ha dim VY = max(dim V'V, |K]|) = |[VV]| > dim V.

neN



CAPITOLO 8
Appendici

8.1. Bignamino di analisi matematica

Per facilitare il lettore, riepiloghiamo alcuni risultati di analisi matematica usati in queste note ed
ampiamente presenti nei testi standard di calcolo integrale e differenziale, in molti casi sotto forma di
enunciati pitt generali. Per i riferimenti bibliografici ci serviremo di [2] (scelto a caso) e [9] (in ricordo di
Franco Conti e del suo corso intensivo di Calcolo).

Ricordiamo che una funzione f definita su un aperto U C R", si dice di classe C™, con 0 < m < oo,
se ¢ continua e tutte le sue derivate parziali fino all’ordine m esistono e sono continue.

TEOREMA 8.1.1 (Formula di Taylor al secondo ordine). Siano U C R™ un aperto, f: U — R di classe
C? e si considerino le applicazioni Df, f?): U x R™ — R definite come

N @), @ 3
72 v /O Zaxzaxj

Sia (p,h) € U x R™ con h sufficientemente piccolo tale che tutto il segmento che unisce p con p+ h sia
contenuto in U. Allora esiste un numero reale t € [0,1] tale che

1
F+h) =)+ Df(p.h) + 5P (p+th, h).
DIMOSTRAZIONE. Vedi [2, p. 361], [9, p. 287]. O

TEOREMA 8.1.2 (Cambio di variabile negli integrali multipli). Sia F: U — V un diffeomorfismo di
classe C' tra due aperti di R™ con determinante jacobiano Jg: U — R.

Se f: V — R é integrabile secondo Lebesgue, allora anche foF: U — R ¢ integrabile secondo Lebesgue
e vale

DIMOSTRAZIONE. [2, p. 421]. O

TEOREMA 8.1.3 (Derivazione sotto il segno di integrale). Siano U CR™ e f: [a,b] x U — R continua.
Allora applicazione

F:U—>R, Fx /ftx

e continua. Inoltre, se U é aperto in R™ e la derivata parzzale esiste ed é continua in [a,b] x U allora

a.’bi
anche esiste e vale
8951-
OF Lof(t,x)
= T2 dt.
6.%‘i (I) L 8:5,
DIMOSTRAZIONE. [2, p. 147], [9, p. 332]. O

TEOREMA 8.1.4 (Fubini per polirettangoli). Siano D = [, [ai,b;] polirettangolo chiuso di R™ e
f: D — R continua. Allora la quantita

by by b
/ dwl/ dx2~-~/ flz1, ..., zy)de,
al a Ay,

(che ha senso per il teorema precedente) ¢ invariante rispetto alle permutazioni delle coordinate x4, . .., x,
ed ¢ uguale all’integrale multiplo fD f(x)dzy - - dx,,.

DIMOSTRAZIONE. [2, p. 396], [9, p. 506]. O

Nota: segue immediatamente dal teorema di Fubini che il teorema di derivazione sotto il segno di
integrale vale piu in generale per tutti gli integrali multipli su polirettangoli compatti.
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8.2. Il teorema di Zermelo

Siano (X, <) un insieme (parzialmente) ordinato ¢ S C X un sottoinsieme. Un elemento a € X si dice
il minimo di S, ed in tal caso si scrive a = min(S), se a € S e se a < s per ogni s € S. Per la proprieta
antisimmetrica degli ordinamenti, se esiste il minimo di un sottoinsieme, allora esso € unico.

Similmente, un elemento b € X si dice il massimo di S, ed in tal caso si scrive b = max(S), se b€ S
eseb> s perogniselS.

DEFINIZIONE 8.2.1. Una relazione di ordine su di un insieme X si dice un buon ordinamento se
ogni sottoinsieme non vuoto S di X possiede minimo. Un insieme dotato di un buon ordinamento si dice
bene ordinato.

Ad esempio, il principio del minimo intero afferma che 'insieme dei numeri naturali, con 'usuale
relazione di ordine, ¢ un insieme bene ordinato.

Denotiamo con P(X)’ la famiglia dei sottoinsiemi non vuoti di un insieme X. Ad ogni buon ordina-
mento su X e quindi associata la corrispondente applicazione di minimo

min: P(X) — X.

Viceversa, dall’applicazione di minimo si puo risalire alla relazione di ordine: dati due elementi x,y vale
x <y se e solo se x = min(z, y), mentre vale y < z se e solo se y = min(z, y). In particolare ogni insieme
X bene ordinato ¢ anche totalmente ordinato.

TEOREMA 8.2.2. Per ogni insieme X esiste un’applicazione A: P(X) — X tale che:
(1) A(A) € A per ogni A € P(X)';
(2) M(AUB) = A(A(A),\(B)) per ogni A, B € P(X)'.

DIMOSTRAZIONE. Se X = () non c¢’¢ nulla da dimostrare. Se X # ) consideriamo la famiglia A
formata da tutte le coppie (E, Ag) con E sottoinsieme non vuoto di X e Ag: P(E) — X che soddisfa le
condizioni 1 e 2. Se z € X allora ({z},{z} — z) € A e quindi A non ¢ vuoto. Poniamo su A la relazione
di ordine (E,Ag) < (F,Ar) seesolose EC F e Ag(ENA)= Ar(A) per ogni sottoinsieme A C F tale
che ANE # 0.

Proviamo, con 'aiuto del Lemma di Zorn, che A possiede elementi massimali. Sia C una catena in A
e definiamo la coppia (C, A¢) nel modo seguente:

c=\ (BB €}

Ac(A) = Ag(AN E) per qualche (E,\g) € C tale che ANE # (.

Lasciamo al lettore il semplice esercizio di dimostrare che (C, A\¢) € A & un maggiorante della catena C.

Sia dunque (M, \p) un elemento massimale e supponiamo per assurdo che esista m € X — M.
Possiamo allora considerare la coppia (N, Ay ), dove N = MU{m}, An({m}) =m e An(A) = A (ANM)
per ogni sottoinsieme A di N diverso da @) e {m}. Dato che (M, Ap;) < (N, Ay) abbiamo contraddetto la
massimalita di (M, Aar). O

Si noti che la prima condizione del Teorema 8.2.2 € del tutto equivalente all’assioma della scelta.
COROLLARIO 8.2.3 (Teorema di Zermelo). Ogni insieme non vuoto possiede buoni ordinamenti.

DIMOSTRAZIONE. Sia X un insieme non vuoto; per il Teorema 8.2.2 esiste un’applicazione A: P(X)" —
X tale che:
(1) A(A) € A per ogni A € P(X)';
(2) A(AUB) = AA(A),\(B)) per ogni A,B € P(X)".

Consideriamo su X la relazione x < y se x = A\(z,y) e proviamo che si tratta di un buon ordinamento
tale che A = min.

Vale A(z,z) = AM(z) = x per ogni z € X e quindi < & riflessiva. Se ¢ < y e y < z allora per definizione
x=Az,y) ey =A(z,y) da cui segue x = y. Se x < y e y < z allora

L= /\('Tvy) = /\()\(J?), /\(yv Z)) = )\(LE, Y, Z) = /\(/\(x,y), /\(Z)) = )\(Jﬁ, Z)

da cui segue x < z. Infine, se A C X & un qualsiasi sottoinsieme non vuoto e a = A(A) € A, allora per
ogni x € A possiamo scrivere A = {} U A e quindi

a=MA)=XAU{x}) = AA(A), A(z)) = Na, z)

che implica a < x, ossia @ = min(A).
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8.3. L’esempio di Zelinski

In questa sezione risolviamo un esercizio del Topologie Générale di Bourbaki, producendo un esempio
(di D. Zelinski) che mostra, tra le altre cose, che:
(1) uno spazio localmente compatto di Hausdorff non & necessariamente paracompatto;
(2) un sottospazio aperto di uno spazio paracompatto di Hausdorff non & necessariamente paracom-
patto.
Per il teorema di Zermelo esiste un insieme non numerabile bene ordinato (f( , <); aggiungiamo un
punto esterno +o0o ed estendiamo l'ordinamento a X U {400} ponendo = < +oo per ogni z € X. Sia

adesso b il minimo dell’insieme (non vuoto) degli elementi # € X U {+oo} tali che {y € X | y < 2} non
sia numerabile e consideriamo il sottoinsieme

X ={z € XU{+oc} |z <b}.
Anche (X, <) risulta bene ordinato e con le seguenti proprieta aggiuntive:
(1) X non & numerabile e possiede massimo b = max(X) e minimo a = min(X);

(2) se x € X e x < b, allora l'intervallo [a,z] = {y € X | y < x} & numerabile.

LEMMA 8.3.1. Nelle notazioni precedenti, siano U = (a,b) = {r € X |[a <z <b} e f: U = X
un’applicazione tale che f(x) < x per ogni x € U. Esiste allora c € U tale che:

{zeU] f(lz,b) Slc,0)} =0
ossia tale che, per ogni x € U esiste y > x con f(y) < c.

DIMOSTRAZIONE. Ragioniamo per assurdo, ossia supponiamo che per ogni z € U si abbia

S(z) = {z € U | f([z,b)) C [2.)} # 0.

Scegliamo un punto qualsiasi xg € U e definiamo la successione z,, = minS(z,_1). Dato che
fl@p_1) < xp_q sihax, >x,_1.

Ogni intervallo [a,z,) & numerabile, quindi V = U — Uy[a,x,) # 0 ed esiste ¢ = min V. Siccome
f(e) < ¢siha f(c) € Uyla,zy,) ed esiste n tale che f(¢) < z,. D’altra parte ¢ > x,41 e quindi f(c) >
Ty, O

Consideriamo su X la topologia che ha come base tutti gli intervalli del tipo [a,z] e (y,z] al variare
di z,y € X. In particolare U := (a,b) = Uz<p(a, x] & un sottoinsieme aperto.

PROPOSIZIONE 8.3.2. Lo spazio X é compatto di Hausdorff; il sottospazio U non é paracompatto.

DIMOSTRAZIONE. Se y < z allora (y,z] e [a, y] sono intorni aperti disgiunti di « e y rispettivamente.
Sia {U;} un ricoprimento aperto di X = [a,b] e sia S C X il sottoindieme degli z tali che [a,z] &
countenuto in una unione finita di aperti del ricoprimento; chiaramente a € S. Se per assurdo b ¢ S sia
¢ =min(X — 5). Sia Uy un aperto del ricoprimento che contiene ¢, allora esiste y < ¢ tale che (y, ] C Uy.
Dato che y € S Vintevallo [a, y] & contenuto in una unione finita di aperti del ricoprimento e di conseguenza
lo stesso vale per [a,c] = [a,y] U (y, c].

Per ogni « € U si ha che (a,z) = Uy<z(a,y] € un aperto di U di cardinalitd numerabile, e quindi con
complementare [z, b) infinito.

Dimostriamo adesso che il ricoprimento aperto

U=Ug<p(a,x)

non possiede sottoricoprimenti localmente finiti. Sia per assurdo {V;} un sottoricoprimento localmente
finito, allora per ogni x € U esiste un indice j(z) ed un elemento g(x) € U tali che x € V() C (a, g(7))
e possiamo scegliere f(x) € X tale che

z € (f(2),2] C V().

Abbiamo dunque definito due applicazioni f: U — X, g: U — U tali che f(z) < z < g(x) per ogni z € U.
Per il Lemma 8.3.1 esiste ¢ € U tale che

{zeU|fly)2cVy >z} =0.
Definiamo ricorsivamente la successione z,, € U:

zo = ¢, xn =min{y > max(g(zo), g(x1),...,9(xn-1)) | f(y) <c}.

Allora ,, > g(x;) per ogni i < n; in particolare, x,, € Vj(,.) — Ui<nVj(s,) € gli aperti Vj(,, ) sono distinti.
Inoltre f(r,) < c¢ < x, per ogni n e quindi gli aperti V},, ) contengono tutti il punto c. (]
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8.4. Brevi cenni su categorie, funtori e trasformazioni naturali

La teoria delle categorie nasce dall’osservazione che molte proprieta di sistemi matematici possono
essere unificate, e spesso semplificate, mediante una presentazione con diagrammi di frecce. In un certo
senso, lo scopo della teoria delle categorie & quello di fare a meno degli elementi, usando al loro posto le
frecce.

I primi tre concetti che si incontrano in teoria delle categorie sono, nell’ordine, quelli di categoria, fun-
tore e trasformazione naturale: 'ultimo dei tre € gia ampiamente presente nella matematica ‘tradizionale’
sotto forma di “(iso)morfismo canonico e/o naturale”.

Il testo fondazionale della teoria matematica delle categorie & [14], nel quale il concetto di categoria
serve per definire quello di funtore, che a sua volta serve per definire le trasformazioni naturali. Cio viene
ribadito nel seguente estratto (da p. 247): “It should be observed first that the whole concept of a cate-
gory is essentially an auxiliary one; our basic concepts are essentially those of a functor and of a natural
transformation. The idea of a category is required only by the precept that every function should have a
definite class as domain and a definite class as range, for the categories are provided as the domains and
ranges of functors.”

Un esempio di funtore & quello che ad ogni insieme X associa il suo insieme delle parti P(X):
sembrerebbe quindi utile e sensato considerare P come un’applicazione

P: Insieme degli insiemi — Insieme degli insiemi.

Il problema e che assumere ’esistenza dell’insieme degli insiemi porta al celebre paradosso di Rus-
sell (chi non lo conosce se lo cerchi su Wikipedia oppure su [45]). Bisogna quindi andare oltre la teoria
ingenua degli insiemi e avere un approccio piu assiomatico e meno intuitivo.

A seconda del grado di assiomatizzazione richiesto dal contesto di applicazione delle categorie (molto
alto per la logica, ragionevolmente basso per la geometria delle varietd) sono possibili diversi approcci.
Quello che seguiremo ¢ uno dei piu semplici e si basa sull’alternativa di von Neumann—Bernays, per la
quale la collezione di tutti gli insiemi esiste, ma non & un insieme.'

Molto grossolanamente, I’idea € quella di avere i concetti di collezione di oggetti e di appartenenza
(€) ad una collezione come concetti primitivi (che non necessitano di spiegazioni ulteriori, ma solo di
assiomi a cui devono sottostare). A differenza della teoria ingenua degli insiemi [23], ogni insieme & una
collezione, ma il viceversa e generalmente falso. Per la precisione, una collezione X & un insieme se e solo
se e a sua volta un oggetto, ossia X € Y, di qualche altra collezione Y. Le collezioni che non sono insiemi
vengono dette classi proprie. Si puo usare il termine classe sia per denotare una classe propria che un
insieme.?

Notare che con questa impostazione, la collezione di tutte le classi non puo essere una classe, altrimenti
ogni classe sarebbe un insieme. Abbiamo due opzioni: nella prima (che scartiamo) dobbiamo allungare
la gerarchia introducendo strutture ‘superiori’ alle classi; nella seconda opzione (che invece adottiamo)
affermiamo semplicemente che la collezione delle classi non esiste ontologicamente.

DEFINIZIONE 8.4.1. Una categoria C & una struttura matematica che consiste di tre dati:
e una classe Ob(C) i cui elementi sono detti oggetti della categoria;
e per ogni coppia di oggetti A, B € Ob(C) ¢ definito un insieme Morg (A, B) i cui elementi sono

detti morfismi, o frecce da A a B, e denotati graficamente come f: A — B oppure A ER B;
e per ogni terna di oggetti A, B, C di C, una legge di composizione:

Morc (A, B) x Morg(B,C) — Morc(4,C)

(f,9) — gof ,
per semplicita di notazione denoteremo anche gf = go f.
I tre dati precedenti deve rispettare i seguenti tre assiomi:

A1: Due insiemi di morfismi Morc (A4, B), Morc(A’, B’) sono disgiunti a meno che A = A’ e B = B/;
ossia ogni freccia determina univocamente il proprio dominio e codominio.

A2: lalegge di composizione & associativa: f o (goh) = (f o g) o h ogniqualvolta entrambi i membri
sono definiti;

A3: Per ogni oggetto A € Ob(C) esiste un morfismo Id4 € Morc(A4, A), detto identita, e tale che
per ogni B, ogni f € Morc(A, B) vale Ids f = f = f1dp.

EseEMPIO 8.4.2. Alcuni esempi di categorie rilevanti per queste note sono:
1Questa alternativa elimina il paradosso di Russell, ma non & esente da altri paradossi, che fortunatamente sono meno

evidenti e lontani dalla maggior parte degli ambiti matematici pii comuni.
2Per maggiori informazioni si pud vedere 1’Appendice di [32].
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(1) la categoria Set degli insiemi: gli oggetti sono gli insiemi, i morfismi sono le applicazioni e la
legge di composizione e quella tradizionale;

(2) la categoria Ab dei gruppi abeliani: gli oggetti sono i gruppi abeliani, i morfismi sono gli
omomorfismi e la legge di composizione e quella tradizionale;

(3) Per un anello fissato A, la categoria Mod 4 degli A-moduli;

(4) la categoria Top degli spazi topologici: gli oggetti sono gli spazi topologici, i morfismi sono le
applicazioni continue e la legge di composizione & quella tradizionale;

(5) la categoria Shv(X) dei fasci di gruppi abeliani sullo spazio topologico X.

EsemMPIO 8.4.3 (Categorie piccole). Una categoria si dice piccola se la classe degli oggetti & un
insieme. Ecco tre esempi di categorie piccole:
(1) Sia G un gruppo qualsiasi e consideriamo la categoria C che ha un solo oggetto *, come insieme
di morfismi Morc(*, %) = G e come legge di composizione il prodotto in G.
(2) Sia X un insieme qualsiasi e consideriamo la categoria C che ha come oggetti Ob(C) = X e
come morfismi
Id, sexz=y

1] altrimenti.

Morg(z,y) = {

(3) Per ogni insieme ordinato (X, <) possiamo considerare la categoria che ha come oggetti Ob(C) =
X e come morfismi

una sola freccia sexz <y

1] altrimenti.

Morg(z,y) = {

(4) Per ogni spazio topologico X denotiamo con Open(X)° la categoria opposta degli aperti
di X, che ha come oggetti gli aperti di X e come morfismi

una sola freccia se V CU

Mor (U, V) =
open(x)- (U, V) {@ altrimenti.
%
EseMPIO 8.4.4 (Categoria diretta degli ordinali finiti). Denotiamo con A la categoria che ha come
oggetti 1 sottoinsiemi di N del tipo [n] = {0,1,...,n}, e come morfismi le applicazioni strettamente
crescenti. Si noti che Morx ([n — 1], [n]) contiene esattamente gli n + 1 morfismi

sep<k

p
Op: [n—1] — 1) = k=0,...,n.
=1l ) {p+1 ey o

La consueta nozione di diagramma commutativo (di insiemi, gruppi ecc.) si estende in maniera ovvia
ed indolore a qualunque categoria.

Un morfismo f: X — Y in una categoria si dice un isomorfismo se esiste un morfismo (nella
medesima categoria) g: Y — X tale che fg = Idy e gf = Idx. Se un tale g esiste allora ¢ unico (se
hf =1Id e fh = 1d allora g = gId = gfh = Idh = h) e viene detto inverso di f. Le identitad sono
isomorfismi.

Per fare pratica con i precedenti concetti, il lettore puo dimostrare per esercizio i seguenti tre lemmi.

LEMMA 8.4.5 (Regola del 2 su 3). Siano A 1B ¢ due morfismi. Se due qualsiasi dei tre morfismi
f,9,9f sono isomorfismi, allora lo é anche il terzo.

LEMMA 8.4.6 (Regola del 2 su 6). Dato un diagramma commautativo
A——B
| AL
\
C——=D
di 4 oggetti e 6 morfismi, se f e g sono isomorfismi, allora sono isomorfismi pure i rimanenti quattro
morfismi.
LEMMA 8.4.7 (Retrazioni). Dato un diagramma commutativo

Ida

TN

—— U ——

oy

— sV —

Idp
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se g € un isomorfismo, allora anche f € un isomorfismo.

Due oggetti X, Y nella medesima categoria C si dicono isomorfi se esiste un isomorfismo f: X — Y e
siscrive X @Y. E quasi ovvio che la relazione = ¢ di equivalenza sulla classe degli oggetti, e per I’assioma
della scelta,? esiste una sottoclasse Q C Ob(C) con la proprieta che per ogni X € Ob(C) esiste un unico
Y € @ isomorfo ad X.

DEFINIZIONE 8.4.8. Una sottocategoria D di una categoria C e il dato di:
e una sottoclasse di oggetti Ob(D) C Ob(C);
e per ogni coppia di oggetti A, B € Ob(D) ¢ definito un sottoinsieme Morp (A, B) C Morc (A4, B).
Si richiede inoltre che la legge di composizione di C definisca una struttura di categoria su D: cio
equivale a dire che Idy € Morp(A4, A) per ogni A € Ob(D) e che gf € Morp(A,C) per ogni g €
MOI“D(B,C) ed f € MOI‘D(A,B).

ESEMPIO 8.4.9 (Sottocategorie piene). Una sottocategoria si dice piena se ogni sua coppia di oggetti
ha gli stessi morfismi della categoria ambiente. Una sottocategoria piena D della categoria C € univoca-
mente determinata dalla sottoclasse degli oggetti Ob(D) C Ob(C). Viceversa ogni sottoclasse H C Ob(C)
definisce una sottocategoria piena D con oggetti Ob(D) = H e morfismi Morp (A4, B) = Morc(A4, B) per
ogni A, B € H.

ESEMPIO 8.4.10. La categoria dei gruppi abeliani & una sottocategoria piena della categoria dei gruppi,
mentre la categoria degli spazi vettoriali complessi non & una sottocategoria piena della categoria degli
spazi vettoriali reali (esercizio: perché?).

I funtori hanno la funzione di collegare, in maniera pitt 0 meno completa, categorie differenti.

DEFINIZIONE 8.4.11. Siano C,D due categorie. Un funtore da C a D, denotato F': C — D ¢ il dato
di:
e una legge che ad ogni oggetto X di C associa un oggetto F'(X) di D;
e per ogni coppia di oggetti X,Y di C, un’applicazione di insiemi

F: Morg(X,Y) = Morp (F(X), F(Y))

tale che:

(1) F(fg) = (F(f)(F(9)),
(2) F(dx) =Idp(x)-

ESEMPIO 8.4.12. 1) In ogni categoria ¢ definito il funtore identita che lascia invariati oggetti e morfismi
nella medesima categoria.

2) Dicesi generalmente funtore dimenticante un funtore che lascia invariati oggetti e morfismi ma si
dimentica di una parte di struttura passando da una categoria ad un altra ‘piu semplice’: ad esempio sono
funtori dimenticanti quello dagli spazi topologici agli insiemi che si dimentica della struttura topologica e
quello dagli spazi vettoriali ai gruppi abeliani che si dimentica del prodotto per scalare.

EseEMPIO 8.4.13. La categoria delle categorie piccole viene usualmente denotata Cat: gli oggetti sono
le categorie piccole ed i morfismi sono i funtori. L’alternativa di von Neumann—Bernays impedisce di
formare la categoria di tutte le categorie (la collezione dei funtori tra due categorie non piccole non ¢ un
insieme) e ci preserva dall’analogo categoriale del paradosso di Russell.

E chiaro che ogni funtore trasforma diagrammi commutativi in diagrammi commutativi. Se F': A — B
e G: B — C sono due funtori, la loro composizione GF': A — C si definisce nel modo ovvio ed & ancora
un funtore.

DEFINIZIONE 8.4.14. Un funtore F': C — D si dice:
(1) fedele se per ogni X,Y € C lapplicazione F': Morg(X,Y) — Morp (F(X), F(Y)) ¢ iniettiva;
(2) pieno se per ogni X,Y € C l'applicazione F': Morg(X,Y) — Morp (F(X), F(Y)) & surgettiva;
(3) essenzialmente surgettivo sugli oggetti se per ogni Z € D esiste X € C tal che F(X) ~ Z.
Un funtore che soddisfa tutte e tre la precedenti condizioni si dice equivalenza di categorie. Due
categorie si dicono equivalenti se esiste una equivalenza fra di loro.

OSSERVAZIONE 8.4.15. Esiste un’ovvia nozione di isomorfismo di categorie, e cioe un funtore che e
bigettivo sia sugli oggetti che sui morfismi. Questa nozione ha una certa utilita solo per categorie piccole, in
cui gli insiemi degli oggetti sono definiti da condizioni molto stringenti e dettagliate, cf. Esempio 8.4.13. Per
categorie ‘grandi’, la nozione piu interessante e quella di equivalenza, sia perché vogliamo mantenere una
certa flessibilita nella definizione degli oggetti, sia perché I’equivalenza rappresenta meglio le motivazioni
che hanno portato all’introduzione delle categorie (sono piltt importanti le frecce degli oggetti).

3Piy precisamente per 'estensione di tale assioma alle classi.
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In termini informali, le equivalenze collegano categorie che si comportano alla stessa maniera ma di
taglia diversa.

EsempIO 8.4.16. (1) il funtore dimenticante Ab — Set ¢ fedele ed essenzialmente surgettivo
sugli oggetti (esercizio), ma non & pieno.
(2) siano C la categoria degli spazi vettoriali reali di dimensione finita e D la categoria che ha come
oggetti i numeri naturali Ob(D) = N, come morfismi

Morp (n, m) = My, »(R) matrici m x n,

e come legge di composizione il prodotto righe per colonne. Abbiamo allora un’equivalenza di
categorie

F:D— C, F(n) =R",
con F'A applicazione lineare associata alla matrice A.

DEFINIZIONE 8.4.17. Dati due funtori F,G: C — D, una trasformazione naturale ¢: FF — G ¢
data, per ogni oggetto X di C, da un morfismo ¢x: F(X) — G(X) nella categoria D tale che per ogni
morfismo f: X — Y in C si abbia un diagramma commutativo

F(x) 5 R

dx J{ by J{
Gf
GX) —— GY).
Diremo che, la trasformazione naturale ¢ € un isomorfismo di funtori se ¢x & un isomorfismo nella
categoria D per ogni X € C. In tal caso scriveremo F' = G.

EsEMPIO 8.4.18. Sia C la categoria degli spazi vettoriali su di un campo K fissato (i morfismi sono
le applicazioni lineari).

Per ogni V € C denotiamo

VY = Homg (V,K)
il suo duale, per f: V — W lineare, denotiamo con f7: WY — V'V la sua trasposta (f7(¢) = ¢ o f). Ad
algebra lineare ci hanno sadisticamente raccontato che per ogni spazio vettoriale V' esiste un morfismo
“naturale” iniettivo
iv: V= VY iv(v)(¢) =o(v) YveV, eV,

L’aggettivo naturale puo essere precisato usando il linguaggio delle categorie: se I: C — C e il funtore

identita e T: C — C e il funtore doppio duale

TV =v", Tf=/f",

allora i: I — T & una trasformazione naturale. Infatti per ogni applicazione lineare f: V — W si ha un

diagramma commutativo

v L w

o w]

fTT
VV\/ WV\/ .
OSSERVAZIONE 8.4.19. Si pud dimostrare (con laiuto dell’assioma della scelta per le classi), che un
funtore F': C — D ¢ una equivalenza di categorie se e solo se esiste un funtore G: D — C tale che le
composizioni F'G e GF siano isomorfe al funtore identita, ovvero

FGL-’IdD € GFﬁIdC
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