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1. ESERCIZI

Esercizio 1.1. Sia C il fascio delle funzioni continue a valori reali in uno spazio topologico e sia
0—C—CC—C'C—---

la risoluzione canonica. Mostrare che la moltiplicazione per una sezione globale f € I'( X, C) induce
morfismi di fasci f: C"C — C™C.

Esercizio 1.2. Sia (X, d) uno spazio metrico. Dimostrare che:
(1) per ogni chiuso D C X la funzione “distanza da D”

dp(x) = nf d(z,y)

& continua e vale d,' (0) = D.

(2) per ogni coppia di chiusi disgiunti C, D C X esiste una funzione continua f: X — [0,1]
tale che fic =0e fip =1.

(3) dati due aperti U,V C X dimostrare che esiste una funzione continua f: U UV — [0,1]
tale che fly_v =0e fljy_y = 1.

(4) sia C il fascio delle funzioni continue su X a valori reali. Usare i punti precedenti ed il
risultato dell’Esercizio ?? per dimostrare che H™(X,C) = 0 per ogni n > 0.

Esercizio 1.3. Siano X uno spazio topologico e C il fascio su X delle funzioni continue a valori
reali.

(1) provare che in generale il prefascio
F(U)={f: U — R continue e limitate}

non & un fascio.
(2) Siai: F — C Vovvio morfismo di inclusione. Provare che per ogni fascio G ed ogni morfismo
di prefasci f: F — G esiste un unico morfismo di fasci g: C — G tale che gi = f.
Esercizio 1.4. Dimostrare che un morfismo di fasci f: F — G e surgettivo sulle spighe se e solo
se per ogni aperto U e ogni s € G(U) esiste un ricoprimento U = U;U; e sezioni t; € F(U;) tali che
f(ti) = sy, per ogni .
Esercizio 1.5. Sia {U;} un ricoprimento aperto di uno spazio topologico X. Siano dati:
(1) per ogni i un fascio F; su Uy;
(2) per ogni 4,j un isomorfismo di fasci fi;: (%) w,nv; — (Fj)jvinu,
(3) per ogni 4, j, k (possibilmente ripetuti) deve valere la condizione che fjifi; = fir su U; N
Uj NUg.
Provare che esiste un fascio F su X, unico a meno di isomorfismo, ed isomorfismi f;: Fy, — F;
tali che f;; f; = f; per ogni 4, j.
Esercizio 1.6. Sia {U;}, ¢ € I, un ricoprimento aperto di uno spazio topologico X. Definiamo
il nervo N del ricoprimento come la famiglia degli insiemi finiti A = {4g,...,4,} tali che: n > 0,
is € I per ogni s e
Uy S g AU, NN Uy, # 0.
Siano dati:
(1) per ogni A € N un fascio F4 sull’aperto non vuoto Uga;
(2) per ogni A,B € N, con A C B, un isomorfismo di fasci
fa: (Fa)vy, — FB

su UB.
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(3) sirichiede che fa4 sia l'identita e se A C B C C allora fac = fecfas.

Dimostrare che esiste un fascio F su X ed isomorfismi di fasci fa: Fy, — Fa tali che se
A, B,Ce Ne AUB C C vale
facfa = fBofB -

Esercizio 1.7. Siano F,G due fasci di gruppi abeliani su uno spazio topologico X. Dimostrare:
(1) L’insieme dei morfismi di fasci Homx (F,G) = {f: F — G} & un gruppo abeliano.
(2) Per ogni aperto U C X poniamo

Homx (F,G)(U) = Homy (Flv, Gjv)
Dimostrare che Homx (F,G) ¢ un fascio.

Esercizio 1.8. Dato uno spazio topologico X ed un sottoinsieme chiuso D C X, per ogni fascio
F su X denotiamo
I'p(X,F) = {s € F(X) | supp(s) C D}
Provare che per ogni successione esatta di fasci
0—-F—G—H
la successione di gruppi abeliani
0— FD(X,f) — FD(X,Q) — FD(X,H)

€ ancora esatta.

Esercizio 1.9. Sia U aperto in X e i: U — X linclusione. Provare che se F & fiacco su X il
morfismo naturale di fasci
i F— i F

& surgettivo.
Esercizio 1.10. Dato un complesso di gruppi abeliani

A L gt
definiamo un secondo complesso

. pn o gl
ponendo B" = A" @ A"~ e §(a,b) = (da,a — db). Provare che H"(B*,d) = 0 per ogni n.
Esercizio 1.11. Sia f: A* — B* un morfismo di complessi di gruppi abeliani. Si assuma che per

ogni n i morfismi f,: A" — B", f,: H"(A*) — H™(B*) siano surgettivi. Dimostrare che anche i
morfismi f,,: B"(A*) — B"(B*) e f,: Z"(A*) — Z™(B*) sono surgettivi.

Esercizio 1.12. Sia C* un complesso di gruppi abeliani tale che:
(1) C"=0pern>0eC" =27 per n <0;
(2) H™(C*) =0 per ogni n.
Dimostrare che per ogni coppia di morfismi di complessi f: A* — B*, g: C* — B* tali che
fn: A" — B™ & surgettivo per ogni n, esiste un morfismo di complessi h: C* — A* tale che fh = g.
Esercizio 1.13. Calcolare i gruppi di coomologia a coefficienti interi di S x S*.

Esercizio 1.14. Provare che 'applicazione f: St — St f(2) = 22 induce il morfismo in coomologia
fHY(SY,Z2) =7 — H'(S',2) =17, f*(s) = 2s.



