1 Esercizi di Topologia, 23 marzo 2006.

Esercizio 1. Provare che i seguenti sottoinsiemi del piano R? sono tutti omeomorfi tra
loro.

1. {(z,y) |0 <z, 0 < y}.

2. {(z,y)|0<x<1,0<y<1}.
3. {(x,y) |0<z<1,0<y<1}.
4. {(z,y) [0 <z, 0 <y}
Alz,y) [0 <z}

6. {(z,9) [0<z <y}

7. {(zy) [2* +y* <1, a0 # 1}

Sia X = P(N) la famiglia di tutti i sottoinsiemi di N.
Per ogni coppia di sottoinsiemi finiti e disgiunti A, B C N definiamo

UA,B)={SeX|AcCS, SNnB=70}.

Esercizio 2. Dimostrare che gli U(A, B) formano, al variare di A e B, una base di
aperti di una topologia su X. A

Esercizio 3. Dimostrare che gli U(A, B) formano, al variare di A e B tali che ANB = ()
e AUB =1{1,2,... ,n} per qualche n > 0, un’altra base di aperti della topologia su X
definita nell’Esercizio 2. A

Esercizio 4. Dimostrare che con la topologia dell’Esercizio 2, la funzione
frXoR O f(S)=) 10"
nes

e continua ed iniettiva. A
Esercizio 5. Sia S C Z un qualsiasi sottoinsieme. Mostrare che

U [n n + 1}

nes 7 )

& un sottoinsieme chiuso di R. A
Esercizio 6 (). Sia f la funzione dell’Esercizio 4. Dimostrare che f(X) ¢ un sot-

toinsieme chiuso di R. (Sugg.: Sia a;,: R — R la moltiplicazione per 10". Descrivere
f(X) = Np>o0a;,1(C) per un opportuno sottoinsieme chiuso C' C R.) A

Esercizio 7 (x). Sia f la funzione dell’Esercizio 4. Dimostrare che f ¢ un omeomorfismo
sull’'immagine o equivalentemente (per 1’Esercizio 6) che f & chiusa ed iniettiva. A
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