Algebra lineare - Soluzione dell’esercizio 2 (20 ottobre 2019)

Esercizio 2. Sia R[t]<,, lo spazio vettoriale reale dei polinomi reali in ¢ di grado al pitt n. Considerare
lapplicazione f : R[t]<s — R[t]<2 definita come f(p) := p(t + 1) — p(t — 1) — p(1).

(i) Dimostrare che f ¢ lineare.

SOLUZIONE.

Osserviamo intanto che f é ben definita, ossia che f(p) € R[t|<2 per ogni p € R[t]<s. Infatti, se
p = ag + a1t + ast® + ast?, allora

fp)=pl+1)—p(t—1)—-p1)=
=(ao+ar(t+1)+ax(t+ 1?4+ az(t+1)3) — (ag +ar(t — 1) +ag(t — 1)* + as(t — 1)?)
— (a0 + a1 +az +a3) =
= (az + 3as —as + 3a3)t2 + (a1 4 2a2 + 3as — a1 + 2a3 — 3az)t — (ag — a1 + ag — az) =
= 6ast® + dast — (ap — a1 + az — az).
Ora verifichiamo la linearita di f. Siano p,q € R[t|<s. Esistono ag,...,as,bo,...,bs € R tali che
p= Z?:o a;t’ eq= Z?:o b;t!. Inoltre p+ q = Zi:o (ag + by )t*. Calcoliamo

3

3
STait+1), qt+1)= bi(t+1)
=0

J=0

p(t+1)

e inoltre

3
(P+a)t+1)=> (ax+bp)(t+1)"
k=0

da cui seque immediatamente che (p+q)(t+1) = p(t+1)+q(t+1). In modo simile, (p+q)(t—1) =
pt—=1) +q(t—1) e (p+q)(1) =p(1) +q(1). Quindi
fe+a)=p+gt+1) -+t -1)-(p+gl)=
=pt+1)+qt+1) —pt=1) —q(t =1) = p(1) — ¢(1) =
= (@ +1) —p(t =1) —p(1)) + (¢(t +1) — q(t = 1) —¢(1)) =
= f(p) = f(9)-
Sia ora p = ag + ait + ast? + ast® e sia A € R. Calcoliamo

3 3

Ap)(E+1) =) (Aa)t+1)" =A> ai(t+1) =X p(t+1)

i=0 =0

e in modo simile (Ap)(t —1) =X-p(t—1) e (Ap)(1) = X- p(1). Seque che

(ii) Dire se f sia iniettiva. Dire se f sia suriettiva.

SOLUZIONE.
f € suriettiva ma non iniettiva.

Infatti, dalla formula esplicita trovata prima abbiamo

f(a() + alt —+ a2t2 + a3t3) = 6a3t2 —+ 4(12t — (a() — a —+ ag — a3)



(iii)

Ne segue che il nucleo di f consiste dei polinomi ag + ait + ast? + ast® che soddisfino

6@3:0
4CL2:0

ag—a1+ay—az =0

ossia ker(f) = {a(t +1)|a € R} = Span(t + 1). Quindi il nucleo di f ha dimensione 1, e quindi
f mon ¢& iniettiva.

Verifichiamo ora che f & suriettiva. Dato r = co + c1t + cot? € R[tl<2, cerchiamo p = ag + ast +
ast? + ast?® tale che f(p) = r. Cerchiamo quindi ag,ay,az,a3 € R tali che

6(13 = C2
4@2 =C

ap —ai + az —asz = co

ag S
. . 4— . \ ) ) )
Per ogni s € R, 1l vettore aof_ | st c1/d = e2/6=co e una soluzione di tale sistema.
as c1/4
as 62/6

Quindi f & suriettiva.

Determinare una base del nucleo e dell’immagine di f.

SOLUZIONE.
Una base del nucleo é gia stata determinata al punto (ii) ed é (t + 1).

Essendo f suriettiva, una base dell’immagine é una base di R[t|<2, quindi possiamo per esempio
prendere (1,t,12).



