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Occorre motivare le risposte. Una soluzione corretta priva di motivazione riceverd 0 punti.

Verra corretto solo quello che sara scritto su queste pagine.
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Esercizio 1. (a) Determinare gli z € C che soddisfino z(z — 2) = z + Z.

(b) Siano p; = 23 — 322 + 42 — 2 e py = 2® — 52% + 82 — 6 sono polinomi reali in x.
Calcolare il MCD(py, p2).

Risoluzione:
(a) Scriviamo z = z + iy con x ed y reali. Allora I’equazione da risolvere &
(x+iy)le+iy—2)=z+iy+ax—iy

OVVero
2 — 2z —y? +i (2zy — 2y) = 2.

Quest’equazione ¢ equivalente al sistema
22— 2 —y? =2
20y —2y =0

ovvero a
22 —dx—y? =0
(z—-1)y=0

Da qui ricaviamo i due sistemi

22 —4x—y2 =0 ) 22 —4x—y2 =0
1'21 ’ y:

-3-y*=0 ) 2?2 -4 =0
r=1 ’ y=20

Il primo sistema non ha soluzioni con y reale, mentre il secondo sistema ha le due soluzioni (z,y) =
(0,0) e (z,y) = (4,0), corrispondenti ai due numeri complessi z =0 e z = 4.

ovvero

(b) Utilizziamo l’algoritmo euclideo delle divisioni successive. Si ha
23— 327 +4x — 2= (2® — 52? + 82 — 6) + (202 — 4o +4) = (2® — 52> + 82 — 6) + 2(2? — 22 + 2)

2 — 522 + 8z — 6= (v —3)(z? — 22 +2)

Abbiamo finito: il massimo comun divisore tra p; e ps & 2% — 2z + 2.
Alternativamente si possono fattorizzare p; e py in irriducibili in R[z] trovando

23 =327 +4x — 2= (z — 1)(2? — 22 + 2); 23— 522 + 8z — 6= (v — 3)(z? — 22 +2)

e ricavare da qui che il massimo comun divisore tra p; e py & 22 — 2z + 2.



Esercizio 2. Sia V = R[z]<3 lo spazio vettoriale reale dei polinomi in z di grado al piti 3 e si considerino
i seguenti sottoinsiemi di V:

Wi = {p € V | p non ha radici negative}, Wa={peV |plx —1)+plx+1)=2p(z)}.
(i) Determinare se ciascun W; sia un sottospazio vettoriale di V.

(ii) Determinare una base di quei W; che sono sottospazi vettoriali di V.

Risoluzione:

(i) 11 sottoinsieme Wi non ¢ un sottospazio di V. Infatti il polinomio p(x) = —z + 2 e il polinomio
q(z) = 2z — 1 sono elementi di W7 (non hanno radici negative) ma la loro somma ¢ il polinomio
p(z) + ¢(x) = x + 1 che ha la radice negativa & = —1. Ovviamente sono possibili infiniti altri
controesempi.

Il sottoinsieme W5 € un sottospazio vettoriale di V. Infatti se p e ¢ sono elementi di W5 si ha

P+a(z—1+p+a(z+1)=plz—-1)+qx—1)+plz+1)+qz+1)
=plz—1)+plx+1)+qglza—1)+qxz+1)
= 2p(z) + q(z)
= 2(p(z) + q(x))
=2(p+ q)(x).

Dunque p + ¢ appartiene a Wy. Inoltre se p appartiene a Ws e o € un numero reale, si ha

(ap)(z = 1) + (ap)(z + 1) = ap(z — 1) + ap(z +1)
= a(p(z — 1) + p(+1))
= a(2p(z))
= 2ap(z)
= 2(ap)(x).

Dunque ap appartiene a Ws.
Per determinare una base di W, scriviamo p(z) = ag +aix+asx?+asz3. L'equazione che definisce
W5 ¢ allora

ao+ar(z—1)+az(z—1)24as(x—1)>+ao+ai (z+1)+az(z+1)?4az(x+1)® = 2(ap+ax+asx®+azz®)

ovvero
2@2 + (6043).% = 0,

che corrisponde al sistema lineare omogeneo

2&2 =0

6&3 =0
nelle variabili ag, a1, as, as. Osserviamo che aver identificato W5 con I'insieme delle soluzioni di un
sistema lineare omogeneo nelle coordinate ag, a1, az, az relative alla base canonica (1, z, 22, 23) di

V' & una seconda dimostrazione del fatto che W5 & un sottospazio vettoriale di V. Le soluzioni del
sistema che definisce W5 sono evidentemente

apg = S
al—t
CLQ—O
az =



con s,t numeri reali arbitari. Una base ¢ data dunque dai due vettori di coordinate

(=l ellS
S O = O

rispetto alla base canonica (1, x, 22, 23) di V, ovvero dai due polinomi 1 e .



Esercizio 3. Considerare lo spazio vettoriale reale Mgs 3(R) delle matrici 3 x 3 reali e I’applicazione
lineare f : M3 3(R) — M3 3(R) definita come f(A) := A —4A7T.

(i) Determinare autovalori e autospazi di f.
(ii) Determinare le molteplicita geometriche degli autovalori di f e dire se f sia diagonalizzabile.

(ii) Determinare polinomi caratteristico e minimo di f.

Risoluzione:

(i) Il modo pin elegante di risolvere questo esercizio & probabilmente osservare che se scriviamo g :
M3 3(R) — Ms 3(R) per Papplicazione lineare data da g(A) = AT, allora abbiamo f = Id — 4g.
L’equazione f(A) = AA & allora equivalente a A — 4g(A) = A(A), ovvero a

1—2A
A)=——A.
9(4) = —;

In altre parole A & un autovalore di f se e solo se (1 — \)/4 & un autovalore di g. Ma gli autovaloro
di g li conosciamo: dato che g & la trasposizione, g?> = Id e il polinomio minimo di g & proprio
t2 — 1. Dunque gli autovalori di f sono dati dalle soluzioni delle equazioni

1-A 1-A

— =1 ; — =1

4 ’ 4

OVVEro sono

A=-3 e A=05.

Inoltre 'autospazio per f relativo all’autovalore —3 coincidera, per quanto osservato, con ’autospazio
per g relativo all’autovalore 1, ovvero allo spazio delle matrici simmetrice 3 x 3, mentre ’autospazio
per f relativo all’autovalore 5 coincidera con ’autospazio per g relativo all’autovalore —1, ovvero
allo spazio delle matrici antisimmetrice 3 x 3.

Altrimenti si pud andare di forza bruta: in termini della base canonica dello spazio delle matrici,
data da

El = E} =

Ey =

E; =
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si ha
f(E})==3E{;  f(E})=E{—-4E;;  f(E
1

3

1

f(E}) =E}—4E};  f(BE3) =-3E%3  f(Es

f(E3)=E3 —4E};  f(E3)=E5 —4E3;  f(E3) = —3ES;
a

ed & dunque rappresentata rispetto alla base canonica di M3 3(R) dalla matrice
-3 0 0 0O O O o0 O o
o 1 0 -4 0 0 0 0 O
o o 1 o0 o0 0 -4 0 O
0O -4 0 1 0O 0 0 0 O
M=l0 0 O O -3 0 0 0 O
o 0o o o o 1 o0 -4 0
0 0 -4 0 0 O 10 0
o 0o o O 0O -4 0 1 O
o o o o o o o0 o0 -3

(@3



Il polinomio caratteristico si calcola facilmente permutando un po’ di righe e colonne:

—3—t 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1-t 0 —4 0 0 0 0 0
0 0 1—-t 0 0 0 -4 0 0
0 -4 0 1-t 0 0 0 0 0
par(t) =det | 0 0 0 0 —3—t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1-t 0 —4 0
0 0 -4 0 0 0 1-t 0 0
0 0 0 0 0 —4 0 1—t 0
0 0 0 0 0 0 0 0 —3—t
—3—t 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1-t -4 0 0 0 0 0 0
0 —4 1-t 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1—t —4 0 0 0 0
=det| © 0 0 -4 1—t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 —3—t 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1-t —4 0
0 0 0 0 0 0 —4 1-t 0
0 0 0 0 0 0 0 0 —3—t

=(-3-1)° Ckm<1_4t 1:2))3
= —(t+3)*(t* — 2t — 15)3

= —(t+3)%t—5)?

dalla quale ritroviamo gli autovalori —3 e 5. Osserviamo che il polinomio caratteristico di M ha
tutte le sue radici nel campo.Vediamo anche che le molteplicita algebriche sono 6 e 3 rispettiva-
mente. L’autospazio relativo all’autovalore -3 ¢ dato da

o 0 0 o0 0 0 0 o0 O
o 4 0 -4 0 0 0 0 O
o 0 4 0 0 0 -4 0 O
0O -4 0 4 0 0 0 0 O
ker]O O 0 O O O O 0 O
o 0 o0 o0 0o 4 0 -4 0
o 0 -4 0 0 0O 4 0 O
o 0 o0 o0 0 -4 0 4 0
o 0 o0 o o o o0 0 0

Riducendo a scala con il metodo di Gauss si vede rapidamente che questo ¢

010 -1 00 0 0 O
001 0 O0O0 -1 0 O
000 0 01 0 —-10
000 0 00O O 0 O
ker JO O O 0 0 O O 0 O
000 0 0O0O O 0 O
000 0 00 O 0 O
000 0 00 O 0 O
000 0 00 0O 0 O

Questa matrice ha rango 3, e dunque I'autovalore -3 ha molteplicitd geometrica 6 (coincidente con
la sua molteplicita algebrica). Una base dello spazio delle soluzioni ¢ data dai vettori che hanno



coordinate rispetto alla base canonica date da

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
01; 01f; 01]; 115 01]; 01;
0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
ovvero dalle seguenti matrici 3 x 3:

1 0 0 010 0 0 1

0 0 0]; 1 0 0]; 0 00

0 0 0 0 00 1 00

0 00 0 00 0 00

01 0]; 0 0 1]; 0 00

0 0 0 010 0 0 1

Si tratta evidentemente della base dello spazio delle matrici simmetriche 3 x 3. L’autospazio relativo
all’autovalore 5 e dato da

-8 0 0 O 0 0 0 0 o0
o -4 0 -4 0 0 0 0 O
o 0 -4 0 0 0 -4 0 O
0o -4 0 -4 0 0 O 0 O
ker] O 0O O O -8 0 0 0 O
0o o o0 o0 o0 -4 0 -4 O
o 0 -4 0 0 0 -4 0 O
o o o o o0 -4 0 -4 0
o o0 o0 o o o o0 0 -8

Riducendo a scala con il metodo di Gauss si vede rapidamente che questo &

100 00 O0OOO
0101 00O0O0O0
001 0O0O0OT1TO0F®O
00 0O01O0O0O0O0
ker {O O O O O1 0 1 O
00 0 O0O0O0OTO0OTO 01
00 0 O0O0OO0OTO0OTUO0OF® 0
00 0O0O0OO0OTO0ODT 0@
000 O0O0OO0OTO0OTU 0@ 0

Questa matrice ha rango 6, e dunque "autovalore 5 ha molteplicita geometrica 3 (coincidente con la
sua molteplicita algebrica). Ne deduciamo in particolare che ’endomorfismo f ¢ diagonalizzabile.
Una base dello spazio delle soluzioni ¢ data dai vettori che hanno coordinate rispetto alla base
canonica date da

0 0 0
1 0 0
0 1 0
-1 0 0
0 |; 0 |; 0 |;
0 0 1
0 -1 0
0 0 -1
0 0 0



ovvero dalle seguenti matrici 3 x 3:

0 10 0 0 1 0 0 0
-1 0 0]; 0o 0o0|; (0o o 1
0 00 -1 0 0 0 -1 0

Si tratta evidentemente della base dello spazio delle matrici antisimmetriche 3 x 3.

Se abbiamo risolto elegantemente il primo punto, allora la molteplicita geometrica dell’autovalore
—3 ¢ la dimensione dello spazio delle matrici simmetriche 3 x 3, ovvero 3 + 2 4+ 1 = 6, mentre la
molteplicita geometrica dell’autovalore 5 € la dimensione dello spazio delle matrici antisimmetriche
3 x 3, ovvero 2 + 1 = 3. Indicati con V_3 e V5 i due autospazi abbiamo dunque

dim(V_z3 & V5) =dimV_3 +dim V5 = 6 + 3 = 9 = dim M3 3(R)

Dunque
M3 3(R) =V_3@ Vs,

ovvero f e diagonalizzabile.
Se abbiamo risolto il primo punto di forza bruta, invece, gia abbiamo ricavato tutte le risposte per
questo secondo punto.

Se abbiamo risolto elegantemente il primo punto, allora le informazioni che abbiamo fino a questo
punto sono che f e diagonalizzabile e che gli autospazi sono V_3 e V5 di dimensioni 6 e 3 rispetti-
vamente. Ne ricaviamo quindi che

pr(t)=—(t+3)°(t=5);  my(t) = (t+3)(t —5).

Se invece siamo andati di forza bruta, allora gia sappiamo quale sia il polinomio caratteristico e
ricaviamo il polinomio minimo dal sapere che f & diagonalizzabile.



Esercizio 4. Sia A € My 4(R) la matrice

4 0 0 1
0 51 0
A= 01 5 -1
0 00 4

(i) Calcolare gli autovalori di A, le loro molteplicita algebriche, il polinomio caratteristico p4 e dire se
A sia triangolabile.

(ii) Determinare le dimensioni degli autospazi e degli autospazi generalizzati di A e dire se A sia
diagonalizzabile.

(iii) Calcolare il polinomio minimo di A e determinare la forma di Jordan di A.

(iv) Determinare una base di Jordan per A.

Risoluzione:

(i) 1l polinomio caratteristico di A &

4—t 0 0 1
B 0 5-t 1 0 | _ . . 5—t 1\ _ . s,
pa®) =det | o 70 LT T | =@- det( . 5_t>—(t 4)3(t — 6)
0 0 0 4-t

Gli autovalori di A sono pertanto 4 e 6, con molteplicita algebriche 3 e 1 rispettivamente. Osservi-
amo che il polinomio caratteristico di A ha tutte le sue radici nel campo, e quindi A e triangolabile.

(ii) Le dimensioni degli autospazi di A sono

) 011 0O 0 001
dim V4 = 4 — rango 01 1 -1 = 4 — rango 000 0 =2
0 00 O 0 00O
e
dimV6:1

(in questo caso non occorre fare calcoli dato che 'autovalore 6 ha molteplicita algebrica 1). Dato che
la molteplicita geometrica dell’autovalore 4 & minore della corrispondente molteplicita algebrica, A
non e diagonalizzabile. Le dimensioni degli autospazi generalizzati si leggono immediatamente dal
polinomio caratteristico di A. Abbiamo

dm V™ =3;  dim V™ =1.

(iii) Calcoliamo i diagrammi di Young relativi agli autovalori 4 e 6. Da quel che abbiamo gia calcolato
sappiamao che il diagramma di Young relativo all’autovalore 4 deve avere 3 quadretti e che la sua
prima riga ha 2 quadretti. Si tratta quindi del diagramma di Young

Da questo leggiamo che la molteplicita algebrica dell’autovalore 4 nel polinomio minimo di A & 2.
Il diagramma di Young relativo all’autovalore 6 e invece immediato: si tratta del diagramma di

Young
[]



Il polinomio minimo di A & pertanto m(t) = (t — 4)%(t — 6) e la forma di Jordan di A &

= (
4
0
Ja= 1,
0

OO ==
O = O O
O O O O

Numeriamo le caselle del diagramma di Young relativo all’autovalore 4:

1]3]
2

Da quanto calcolato fin qui I'unica cosa non banale da fare per esplicitare una base di Jordan &
esibire un vettore ey in V4(2) = ker((A — 41d)?) tale che [ez] sia una base di V4(2)/V4(1). Dato che

dim V4(2)/V4(1) =1 ci basta trovare un vettore ey in V4(2) tale che [es] # [0], ovvero un vettore es di
R* tale che ey € ker((A — 41d)?) ma e ¢ ker(A — 41d). Si ha

0 0 0 1
0 1 1
A—41d = 01 1 -1
0 0 0 O
e
0 0 0 1 0 00 1 0 00 O
2 |0 1 1 0 011 0] _ [0 2 2 -1
A== 1 1 1]fo 11 —1|7 |0 2 2 -1
0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0 O
Come vettore e; possiamo quindi prendere il vettore
0
|1
€y = 1
2
Il vettore e; sara allora
0 00 1 0 2
01 1 0 1 2
€1 = (A — 4Id)€2 = 01 1 -1 1 = 0
0 0 0 O 2 0

Come vettore e3 dobbiamo scegliere un vettore di V4(1) = Vy che completi e; a una base di Vj.
Dato che una base di

0 00 1 01 10
01 1 0 0 0 01
Viskerlog 1 1|7k g 00 0
0 00 O 0 0 0 O
e data dai due vettori
1 0
0 1
0f”’ -1
0 0
quindi possiamo prendere
1
. 0
700
0

10



Infine come e4 dobbiamo prendere una base di Vg. Poiché

-2 0 0 1 10 0 O
0o -1 1 0 01 -1 0
Vo=ker! g 1|7k 0 0 1
o 0 0 =2 0 0 0 O
possiamo prendere
0
1
€4 = 1
0

Una base di Jordan per A & dunque data dalla seguente quaterna ordinata di vettori di R*:

O O NN
N = = O
oo o
O = = O
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