Tre esercizi svolti di algebra lineare (30/10/2018)

Esercizio 1. Nello spazio vettoriale reale R? sia U C R? is sottospazio vettoriale
generato dai due vettori

Determinare equazioni cartesiane per U.

Svolgimento. Sia (eq,ez,e3) la base canonica di R3. Per definizione di U,
il vettore v di R appartiene al sottospazio U se e solo se v € span{ey,es}, e
quindi se e solo se span{ey, ea, v} = span{er,ea}. In altre parole v € U se e
solo se v si puo eliminare dal sistema di generatori {eq, ea,v} per U. Posta cost,
la questione si risolve immediatamente con algoritmo di Gauss (anche detto
“riduzione a scala”). Scrivendo

T
v= |y
z
troviamo
1 0 = 1 0 x 1 0 T
A=12 -1 y|~|[2 -1 Y ~ 10 -1 y—2z| ~
3 1 =z 0 1 z-3x 0 1 =z-3x
10 =z 0 x
~ 10 1 20 —y oSS 0 2 —y = A
0 1 —-3zr+=z 0 0 -Szx+y+z

Ora la matrice A’ ¢ ottenuta da A per riduzione a scala. Le prime due colonne
di A’ contengono ciascuna un pivot. La terza colonna di A’ contiene un pivot
se e solo se —=bx +y + z # 0. Dunque la terza colonna della matrice A’ ¢
linearmente dipendente dalle due precedenti se e solo se —bx +y + z = 0.
Ma la dipendenza e lindipendenza lineare delle colonne sono preservate dalle
operazioni elementari sulle righe. Dunque la terza colonna della matrice A
(ossia il vettore v) appartiene a span(ej,es) se e solo se —bx +y + z = 0.
x
Dungue U = y | eER®| —bz4+y+2=0
z

Esercizio 2. Sia L,: Q? — Q32 'applicazione lineare associata alla matrice

2 1
A=|-2 -1
4 2



(rispetto alle basi canoniche di Q2 e di Q3). Determinare equazioni cartesiane
per 'immagine di L 4.

Svolgimento.
C'i si riconduce immediatamente allo svolgimento dell’esercizio precedente ricor-
dando che l'immagine di L 4 é generata dalle colonne della matrice A. Abbiamo:

2 1 2 1 2 1z
A=1-2 -1 y|~ |0 0 z4y|~[0 0 z+y |=4
4 2 =z 4 2 2 0 0 z—2z

Ora A’ & una matrice a scala. La matrice A’ ha sicuramente un pivot nella prima
colonna e nessun pivot nella seconda (dunque la seconda colonna é linearmente
dipendente dalla prima). Inoltre A’ avra un pivot nella terza a meno che non
si verifichi che x +y = z —2x = 0. Dunque la terza colonna di A’ é linearmente
dipendente dalla prima colonna di A se e solo se x +y =z — 2z =0.

Essendo A’ ottenuta da A con operazioni elementari sulle righe, ne seque che la
seconda colonna di A ¢ sempre linearmente dipendente dalla prima colonna di
A, e inoltre la terza colonna di A é linearmente dipendente dalla prima colonna
di A se e solo se x +y=2z—2x=0.

Concludiamo che il sistema seguente

r—y=0
20 —z=0
da le equazioni cartesiane cercate per l'immagine di L 4.

Esercizio 3. Nello spazio vettoriale R? siano U e W i sottospazi definiti da

1 0
U =span{u,us}t, dove u3 =0, wuy=1[-1
1 1
1 1
W = span{wy,ws}, dove wi= (2|, wy=|1
0 1

Determinare una base del sottospazio U N W.

Svolgimento.

Un vettore v € R® appartiene a UNW se e solo se appartiene sia al sottospazio
generato da uy ed ug che a quello generato da wy ed ws. Dunque se e solo se
esistono numeri reali a1, as,b1,by € R tali che

V= a1u1 + a2us
v = bywy + baws



Da qui ricaviamo [’equazione

0
aijuy + agug — b1w1 — b2w2 = 0 (*)
0
1 0 -1 —1 0
a1t |0 +as | -1 +01 | -2 +b|—-1] = 0
1 1 0 -1 0

Risolvere quest’equazione equivale a risolvere il sistema lineare rappresentato in
forma matriciale da

1 0 -1 -1{0

0o -1 -2 -1]0

1 1 0 -10

Applicando Valgoritmo di Gauss (ed usandolo anche per ridurre i pivots a 1 e
per far apparire soltanto 0 anche sopra i pivots) troviamo

1 0 -1 -1j0 1 0 -1 -1]0 1 0 -1 —-1/0
M=|0 -1 -2 -1j0|~1(0 -1 -2 —-1{0]~ [0 1 2 110
1 1 0 -1/0 0o 1 1 010 01 1 0|0
1 0 -1 —-1]0 1 0 -1 —-1{0 1 0 -1 -1{0
~ 10 1 2 1{0]~10 1 2 1{0]~1(10 1 0 —=1{0] ~
0 0 -1 -1|0 0 0 1 11]0 0 0 1 110
1 00 0|0
~ 0 1 0 —1{0| =M
001 1]0
Dungque il sistema lineare (x) ¢ equivalente a
CL1=O
a27b2:0
b1+b2:O

Assegniamo un parametro A € R corrispondente alla quarta colonna (senza
pivot), cosicché

a; = 0
as — b2 =
b1 + b2 =
ba = A
Le soluzioni del sistema (%) sono dunque tutte e sole le quadruple
a1 0
a9 . 1
N i
b 1



al variare del parametro A € R.
Ne segue che lo spazio delle soluzioni del sistema (x) ha base data per esempio
0
dall’unico vettore 1
1
Ora, il vettore v = ajuy+agug = bywi+bows € quindi del tipo v = A\(0-u;+1-us),
ossia v & un multiplo di us. Ne seque che una base di U NW ¢ data da (usg).

Come riprova, osserviamo che la soluzione del sistema ci dice anche ug = —wi+
wa, e infatti
0 1 1
U9 = -1 = — 2 + 1 = —wi + wa.
1 0 1

Un altro modo di risolvere questo esercizio é il sequente.
Per prima cosa troviamo equazioni cartesiane per U e per W come negli esercizi
precedenti. Si trova subito che

x T
U= Y €R3’x—y—z=0 , W = Y ER3 | 20—y—2=0
z z

Un sistema di equazioni cartesiane per U N W é pertanto il sistema
r—y—2=0
2 —y—2=0

Risolvendolo troviamo

0
Unw = A eR3 | AeR
Y

per cui una base di UNW ¢ data ad esempio da (v') con

corrspondente alla scelta A\ = 1. Chiaramente ogni scelta di X\ # 0 va bene. Ad
esempio il vettore v trovato in precedenza corrisponde alla scelta A = —1.



