Geometria differenziale
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EsErcizi - FoGLIO 5

Esercizio 1. Sia G = GL,(R). Considerare la struttura di algebra di Lie g = M,«x,(R) = T;4G
data dall’identificazione
XHGQ) ——————= TG
N———n(id)
Nna<— A

e dalla parentesi di Lie [, -] sui campi vettoriali su G invarianti a sinistra.
(a) Dimostrare che, se A, B € g, allora [A, B] = AB — BA.

(b) Dato A € g, determinare il flusso ®4 su G generato da A.

Esercizio 2.

(a) Determinare le curve integrali dei seguenti campi vettoriali in R?:
m(z,y) = (@y), m(@y) =), n@y) =y
(b) Siano A1, Ay > 0 fissati. Determinare un campo vettoriale 7 su R? che abbia per curve integrali
Ye(t) = (£eMt, cer2t),
al variare di ¢ € R.

(c) Calcolare le parentesi [1;, ;] con i,j = 1,2,3.

Esercizio 3.
(a) Sia n dispari. Dimostrare che esistono campi vettoriali tangenti e mai nulli su S™.

(b) Sia n qualunque. Supponiamo che esista un campo vettoriale 7 mai nullo su S™. Dimostrare
che & possibile costruire un’omotopia fra id : S™ — S™ e la mappa antipodale A : S™ — S"
data da A(x) = —uz.

Esercizio 4. Siano 7, i due campi vettoriali sulla varieta M e siano @, ¥, il flussi generati da 7 e
da p rispettivamente.

(a) Dimostrare che
d
[, 1l(p) = Y _r®_aYr®yR ()|,

per ogni p € M.

[La dimostrazione é un po’ contosa: puo essere utile scriversi in coordinate ¥_g® _ W Dy (p)—
p come (_y — Ld)(D— U, B1(p)) + (D — 1d) (o1 (p)) + (W — Id) (®4(p)) + (¥ — Id) (p). poi
usare uno sviluppo di Taylor al primo ordine e infine valutare tutto in s =t =5 =t' = \/E]

(b) Dimostrare che [, u] =0 <= i flussi commutano, ossia ®; o Uy = ¥, o &, per ogni s, per i
quali entrambi i membri dell’uguaglianza siano definiti.

(¢) Dimostrare che, se z1,...,x, sono coordinate locali su un apertoU C M, allora i flussi

0
®q,..., P, generati dai campi vettoriali —, ..., —— commutano.
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Esercizio 5.
Sia 7 : X — Y una mappa propria e sommersiva fra varieta C°° e supponiamo Y connessa.

(a)

SiaY = (—1,1). Dimostrare che esiste un diffeomorfismo ® : X — F x(—1,1) dove F = 771(0)

tale che

X 2 Fx(-1,1)

N
(-1.1)

commuti, dove la mappa F' x (—1,1) — (—1,1) ¢ la proiezione sul secondo fattore. [Prendere
il campo vettoriale % su (—1,1), sollevarlo ad un campo vettoriale su X e poi considerarne il

flusso.]

Sia Y = (—1,1)". Dimostrare che esiste un diffeomorfismo ® : X — F x (—1,1)" dove
F =771(0) tale che

X i Fx(—1,1)"

N

(_171)71

commuti. [Procedere per induzione, una coordinata di (—1,1)™ alla volta.]

Sia Y qualunque connesso. Dimostrare che, per ogni y € Y, esiste un intorno U C Y di y e un
diffeomorfismo ® : 771 (U) — F x U dove F = 7~ 1(y) tale che

commuti.



