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Esercizio 1.
Sia Xt := {(x, y, z) ∈ R3 | tx2 − x4 − y2 + z2 = 1} un sottoinsieme di R3.

(a) Dire per quali valori del parametro t ∈ R il luogo Xt è non vuoto.

(b) Sia R = {t ∈ R |Xt è una sottovarietà liscia di R3}. Determinare R.

(c) Per ogni t /∈ R e per ogni punto singolare p di Xt, determinare il cono tangente
a Xt in p.

(d) Dire se i luoghi X0 e X4 sono connessi.

Esercizio 2.
Per ε > 0 sufficientemente piccolo, considerare l’applicazione σ : Ru × (−ε, ε)v → R3

definita come

σ(u, v) = ([2− v sin(u/2)] sin(u), [2− v sin(u/2)] cos(u), v cos(u/2)) .

(a) Calcolare la curvatura gaussiana della superficie S in R3 determinata dall’immagine
dell’applicazione σ.

(b) Determinare il tipo topologico di S.

Esercizio 3.
Sia n ≥ 1.
Dire quali delle seguenti affermazioni sono vere e giustificare la propria risposta.

(a) La varietà U(n) è orientabile.

(b) Sia Φ : Rn+2 → R2 liscia e sommersiva e sia q ∈ R2 nell’immagine di Φ.
Allora Φ−1(q) è orientabile.

Esercizio 4.
Sia S ⊂ R3 una superficie liscia e orientata, parametrizzata da σ : U → R3, dove U è
un aperto di R2. Per ogni u ∈ U , siano Ku la curvatura gaussiana, Hu la curvatura
media e νu il vettore normale unitario a S in p = σ(u).
Per ogni a ≥ 0, definiamo σa(u) := σ(u) + aνu : U → R3.

• Determinare amax ∈ [0,+∞] tale che σa è un’immersione (immersion) in R3 per
ogni 0 ≤ a < amax.


