Geometria differenziale

IL TEOREMA DI GAUSS-BONNET (22 GENNAIO 2018)

Proposizione 1. Sia D il disco unitario chiuso in R? munito dell’orientazione standard e di una metrica

liscia g. Allora
/ kgds:27rf/Kg~wg
aD D

dove kg € la curvatura geodetica di 0D (percorso in senso antiorario), s é il parametro d’arco su dD e
wg € la misura d’area indotta da g.

Osservazione 2. Chiaramente nella Proposizione 1 ¢ possibile sostituire D con un qualsiasi domi-
nio chiuso limitato di R? omeomorfo ad un disco, che abbia 0D liscio. Ovviamente, prendendo in D
lorientazione data da R?, si avra una orientazione indotta su 0D.

Consideriamo la curva C! regolare 3 : R — R?

(0, 141) pert < —1/2
B(t) =4 (1/2 — (2/m) cos(tm/2 + m/4), 1/2 — (2/7)sin(tw/2 +7/4)) pert e [-1/2,1/2]
(t, 0) per t > 1/2

e sia 3. : R — R? definita come S (t) := ¢3(t/€). Notiamo che S, converge a

)0, =t) pert<0
bolt) = {(t, 0) pert>0

uniformemente e converge in modo C! al di fuori di ogni palla che contenga 'origine.

Lemma 3. Siano U C R? ¢ un aperto che contiene lorigine e ¢ : U — S C R? una carta della superficie
S che preservi l'orientazione. Allora

lim [ k,ds= / kyyds + (m — )
e Yo

e—0 ~

dove 7. ¢é la restrizione di p o B ad un intervallo [a,b] che contenga [—1, 1], lintegrale f% e Uintegrale
sulla parte liscia di vy, e a & l’angolo in vy(0) della regione di S che contiene J4(0) delimitata da vo.

Dimostrazione del Lemma 3. Sia g = ¢*(Ig). A meno di comporre ¢ con una trasformazione lineare di
R?, possiamo supporre che gq sia costante. Dunque g = go + O(y/22 + y2). In particolare, nella palla

B(0,¢) centrata nell’origine di raggio e abbiamo g = go+O(g) e analogamente per i simboli di Christoffel
k _ Tk
Iy = I‘ij(O.) + O(e).
Poiché f5.(t) ha norma 1 rispetto alla metrica g,

b
k’YEdS :/ k557g(t)dt
Ve a

dove kg_4 € calcolata rispetto alla metrica g. Ora, se J in ogni punto & la rotazione positiva di m/2
rispetto a g e Jy & la rotazione positive di w/2 rispetto a go, si ha

Koo = 18:15%9 (V.80 JB:) =
= 18:15% g0 (B JoBe) +O(1) = ks gy +O(1)
in quanto il cammino . & sempre contenuto nella B(0,¢). Ne segue che

£ 1>
[ bt = [ it +0G)
—E —&

Ora, c& una isometria lineare L che manda (R?,gg) in (R?, (-,-)), mandando al contempo la curva f3,
nella curva

5 o J(=cos(a)t, —sin(a)t) pert <0
BO(t) - {(t7 O) pert>1



e inoltre ffs kg, godt = ffs krop..1dt. Per calcolo diretto (visto in classe) si ottiene

g
/ ]{JLO[aE_’Idt:W*OL.

—&

Dunque

—€ b —€ b
/ k,yEdSZ/ k%dsqL/ k.ysds+7rfa+0(€):/ k:%der/ kyyds +m—a+ O(e)

da cui la tesi. O

Corollario 4 (Enunciato locale del teorema di Gauss-Bonnet). Sia S una superficie orientata
omeomorfa ad un disco chiuso con una metrica g tale che il bordo 35 sia liscio a tratti, con singolarita
in {p;|i € I} che formano angoli interni a;. Allora

K, -w +/kds+ 0; = 27
/S g "Wy g Z

il
dove §; = ™ — «.

Dimostrazione del Corollario 4. Triangolando S in modo abbastanza fine, possiamo supporre che cia-
scuno dei triangoli appartenga ad una carta dell’atlante di S. Se si dimostra I’enunciato per superfici S
che siano immagine di una singola carta, allora si ottiene ’enunciato sommando i contributi per ciascuno
dei triangoli nella triangolazione di S, in modo analogo a quanto fatto in basso per la dimostrazione del
Corollario 5.

Supponiamo quindi che S sia parametrizzata da un’unica carta ¢ : D — S C R3, dove D C R? & un
dominio chiuso, omeomorfo ad un disco, con bordo liscio a tratti. Sia g = ¢*(I) la metrica su D.

Ci siamo ridotti ad una situazione simile a quella della Proposizione 1, con la differenza che D ora
non & liscio. Sia 7y : S' — R? una parametrizzazione orientata del bordo di D.

Utilizzando il Lemma 3 su 7 in piccoli intorno dei punti di non liscezza di 7, otteniamo delle curve
lisce 7. che delimitano dischi D, tali che 7. — 79. E quindi

/ Kg~wg—|—/ kgds—>/Kg-wg+/ kgds—kZ(ﬂ'—ai)
D. e D Yo iel

da cui la tesi. |

Corollario 5 (Teorema di Gauss-Bonnet). Sia S una superficie orientata e compatta, con una
metrica g tale che il bordo OS sia liscio a tratti, con singolarita in {p,|v € Va} che formano angoli

iterni . Allora
/Kg.wg+/ kg ds+ > 6, =2m-x(S)
s as veVy

dove 0, = T — .

Dimostrazione del Corollario 5. Considerariamo una triangolazione finita di S con f triangoli, e lati e
v vertici, in modo che ciascun lato sia liscio. Vogliamo applicare il Teorema 4 a ciascun triangolo e
sommare i contributi.

Siano {Ty}ser 1 triangoli, {Le}ecr 1 lati e {py}oev 1 vertici della triangolazione, da cui x(S) =
co —c1+cz con cg =|V|, c1 = |E| e ca = |F|. A meno di raffinare la triangolazione, possiamo assumere
che la chiusura Tf di ciascuna faccia sia un disco. Abbiamo denotato con Vj il sottoinsieme di V' dei
vertici che sono sul bordo 95S.

Sommando i contributi del teorema di Gauss-Bonnet locale, otteniamo

> Ky wg+ > /?kgds—k > (r—alfv) | =2mc
‘e f

feF Ty vEVs

dove ﬁ ¢ sono i lati orientati che bordano la faccia Ty con l'orientazione indotta da quella su Ty e Vg
sono i vertici nel bordo di Ty, e a(f,v) ¢ angolo interno a Ty nel vertice v di T7.
Chiaramente si ha 3~ e p [ Ko - wg = [ Ky - wy.
Inoltre, se il lato e & bordo di due celle distinte, allora I'integrale lungo e compare due volte: una volta
lungo l'orientazione € e una volta con lorientazione opposta ‘€. Poiché k- = —k«, ne segue che il
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contributo lungo il lato e si cancella. Dunque i contributi dei lati che non si cancellano sono quelli lungo

il bordo, ossia
k ds:/ kqds
DI RTEY R

fGF?fo

Infine, supponiamo che v € V e siano F, le facce che contengono il vertice v. Chiaramente

Z Z(W_a(fﬂ’)) ZZ Z(W—a(f,v))

Jer \vevy vev \feF,
Ora,
Z (r—a(f,v) = mval(v) =3 e, a(f,v) sev & 0S
fEF ’ ﬂ(val(v)—l)—zfeFv a(f,v) seveds
Sev ¢ dS,siha} ,cp a(f,v) =2mr Sev € ds,allora } ;. a(f,v) =a,. E dunque

S (r - a(f.0)) - {w(val(v) ~2) se v ¢ 08

fer m(val(v) —2) + (m —a,) sewv e dS

Z Z (r—a(f,v) ]| ==« <Z val(v)) — 21y — Z (mr — ) = 2me; — 27eg

veV \ feF, veV vEVy

in quanto ogni lato ha due vertici distinti come estremi, e percio 2¢; = ), oy val(v).
Mettendo insieme i vari addendi, otteniamo

/Kg~wg+/ kgds +2m(c1 — co) + Z(w—av):%ch
S as

veVy

da cui la conclusione. O

Connessione di Levi-Civita e curvatura. Sia S una superficie orientata con una metrica g. Ricor-
diamo che, se S C R? e g = Ig, allora la connessione di Levi-Civita ¢ definita come

VW =m, <a§j}/)

dove p € S, v € TS, W e un campo vettoriale su S e W & una sua estensione in un intorno di p in
R3, % ¢ la derivata direzionale e m, : R® — T,S & la proiezione (lineare) ortogonale. Notiamo che, se
v :(—¢g,€) = S & una curva tale che v(0) = p e ¥(0) = v, allora 2% = L (W oy
vededo W o+ come una applicazione W o~y : (—¢,¢) — R3.

Se V & un campo vettoriale, allora Vy W € un campo vettoriale definito come

(Vv W), := Vi, W.

)|t70, dove ora stiamo

Esercizio 6. Sia U una aperto di S.

(i) Se (z,y) é un sistema di coordinate in U e denotiamo il campo vettoriale coordinato 3% con Oy
e il campo vettoriale coordinato a% con Oy, allora

Vo, 0y — Vo, 0x = 0.
(ii) Dedurre da (i) che, se V,W sono campi vettoriali in U tangenti a S, allora
VvW =V V =[V,W].
Definizione 7. La connessione di Levi-Civita V su una superficie S con una metrica g ¢ l'unica
applicazione V : X(S) x X(S) — X(S) tale che

(i) V & una connessione, ossia Vi vi4p%(Z2) = AVW(Z) + oVi(2) e Vv(Zi + heZs) =
V(hl)Zl + hVyvZy + V(hg)Zz + hoVy Zs.
(ii) V & compatibile con g, ossia V' - g(Z1, Z2) = g(Vv Z1, Z2) + g(Z1, Vv Z2)
(iii) V & senza torsione, ossia VyW — ViV — [V, W] = 0.
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Esercizio 8. Se U C R? ¢ un aperto, g ¢ una metrica su U e V ¢ la connessione di Levi-Civita su U
indotta da g, allora i simboli di Christoffel Ff :U — R, che appaiono per definizione nella formula

Zrk O

sono legati alla metrica g tramite la formula
1
k Kl
Iy = 3 El 9" (0igj1 + 9591 — 019i5)

dove grt ¢ lentrata (k,1) della matrice inversa di g.
(Abbiamo indicato con 0; = 6% li-esimo campo vettoriale coordinato, dove (x1,x2) € il sistema di

coordinate standard su R?.
Ricordiamo il seguente.

Teorema 9 (Theorema egregium). Sia S una superficie in R?® e sia K = —det(dN) la sua curvatura
gaussiana. Allora per ogni punto p € S

Ky = ~I5((Vo, Vo, ~ Vo,V5,)01, 02)

dove (01,02) é una coppia di campi vettoriali coordinati vicino p, che siano ortonormali in p. Dunque
K dipende solo dalla metrica g = Ig.

Esercizio 10. Sia S una superficie munita di metrica g e sia p € S. Sia (01,02) una coppia di campi
vettoriali coordinati su un aperto U C S che contiene p e supponiamo che 01,0 siano ortonormali nel
punto p.

9((:81 ;82 ;62 ;6])61 62) ‘7 IIr 29

dove R(V,W)Z = (VyVw — Vw Vv — Vyw))Z ¢ il tensore di curvatura di Riemann e ||V A
W2 = [VIP[W]? — g(V,W)2.

(ii) 1l campo wvettoriale R(V,W)Z dipende linearmente da ciascuna delle entrate V,W,Z separata-
mente, e inoltre R(fV,W)Z = R(V, fW)Z = R(V,W)fZ = f-R(V,W)Z

(iii) Si ha g(R(V,W)V,W) = —K|[V A W|_.

A

Dimostrazione della Proposizione 1. Mettiamo su D\ {0} coordinate polari (r, 0) e sia ;. : [0,1] = D
la curva v,.(0) = (rcos(f), rsin(0)) per r € (0,1]. Denotiamo con k,.(6) la curvatura geodetica di 7, nel
punto v, () rispetto alla metrica g.

Notiamo che [, kods = [, ki(t)[|71(0)|d0. Applicando il teorema di Green nella corona A. = {e <

r < 1}, otteniamo

/ i (0) 14 (0) ] —

Per concludere, dimostreremo che
a) [ ke II% (0)||d6 = 27 + O(e)

fA 3 (ke @O)13(O)|]) dr ndf = — [, Kw.
La tesi si ottiene qulndl prendendo il limite per ¢ — 0.

kOl = [ 5 (515, O) dr n do.

Ve

Dimostrazione dell’asserzione (a). In modo simile a quanto visto nella dimostrazione del Lemma 3,

ke (0)[[Y= ()10 = [ Kz g0 ()72 (0)]] o 40 + O(e)

Ve Ve

dove go ¢ la metrica costante che coincide con g nell’origine, || - ||, ¢ la norma rispetto a go € ke 4, ¢ la
curvatura di 7. rispetto a go. D’altra parte (R?, go) ¢ linearmente isomorfo a (R?, (-,-,)) e quindi

/ ksvgo (6>||;75(9>||90d9 =27

=

poiché ~. € una curva liscia, semplice, chiusa. Prendendo il limite per € — 0 si conclude. (I
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Osservazione 11. Osserviamo che, se W & un campo vettoriale con ||W]| = 1 in ogni punto, allora
Vv W & ortogonale a W per ogni campo vettoriale V. Infatti g(Vy W, W) =3V - g(W,W) =1V (1) =0
perché g(W, W) =1 ¢ la funzione costante di valore 1.

Dimostrazione dell’asserzione (b). Scriviamo k, al posto di k-(0) e 7, al posto di 7,(0) per brevita.
Notiamo che

Eellinll = 15172 (V50 T30) = 9( V5,40, T4 )
R Ora
Or (ellin ) = 9rg (V3,0 J3) =

= 9(VorVa,ie, 73n) +9(Vs.3e. VorTi: )

dove J & la rotazione positive di 7/2 rispetto a g e ¥, =

Dall’Osservazione 11 segue che g(V%’yr, VarJ’%«) =0.
Inoltre, essendo 4, = 9y, ne segue che [0,, Jp] = 0. Dunque

Or (ke ) = 9(B(Or.30)3vs T30 ) + 9( 5, Vorns T
Il secondo addendo a destra puo essere riscritto come
9(Vi, Vorin: J3r) = 009 (Vorins 5 ) = 9(Vorins Vi, J5:)

e di nuovo dall’Osservazione 11 segue che g(Vaﬁyr, V.. J’%) =0.

Decomponendo 9, e dy rispetto alla base g-ortonormale (%,., J#4;) e usando le proprieta di multilinearita
dell’operatore R, otteniamo

9 (RO 40030, T3 ) = ~K 0, A 04
e che |0, A Og|| dr A df = w. (Notare che il segno negativo deriva dal fatto che g(J%,0,) <0.)
Abbiamo quindi

/AE BT(I@TH%H) dr A df = /AE(—K)w—k/;O (/6: 599(V3T’Ayr7 J&T>d6‘) dr

e l'integrale f 92;70 Opg (Var’yr, J ’yr)dﬁ = 0 per il teorema fondamentale del calcolo, da cui la conclusione.
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