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Capitolo 0

Introduzione

Queste note sono una introduzione all’algebra lineare e alla trattazione della geometria ele-
mentare per mezzo dell’algebra lineare. Un tipico problema di algebra lineare: descrivere le
soluzioni di un sistema di equazioni di grado 1, per esempio

3x+2y—2 = 1,
r+y+z = 3,
2r —y+2z = 2.

(L’unica soluzione ¢ z = 0, y = 4/3, z = 5/3.) Le equazioni si dicono lineari perché, se
(z,y,z) sono le coordinate di un punto dello spazio relativamente a un sistema di coordinate
cartesiane, allora le soluzioni di una singola equazione sono i punti di un piano. (Quindi
stiamo intersecando 3 piani nello spazio, ci aspettiamo che ci sia un solo punto d’intersezione,
0 una retta in comune, o un piano in comune o nessun punto d’intersezione.) Qui vediamo
il collegamento con la geometria (e il motivo per 'uso dell’aggettivo “lineare”). In verita &
conveniente iniziare con lo studio dell’algebra lineare e successivamente formulare il concetto
di spazio affine o euclideo a partire dal concetto di spazio vettoriale.

Cosa ci aspettiamo che lo studente impari durante il corso? Innanzitutto alcuni semplici
algoritmi che permettono di risolvere problemi “concreti” di algebra lineare, per esempio
risolvere un sistema di equazioni lineari. Inoltre dovra imparare a ragionare in astratto, cioe
senza scegliere coordinate: se non si sa fare questo si rischia di saper calcolare senza sapere
cosa si sta calcolando. Infine si dovra capire il dizionario “algebra lineare” - “geometria”.
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Capitolo 1

Preliminari

1.1 Insiemi

Intuitivamente un insieme e una collezione di oggetti, per esempio l'insieme I degli italiani
o l'insieme A degli australiani. Gli oggetti che appartengono a un insieme sono gli elementi
dell’insieme, per esempio Gianni Rivera ¢ un elemento di I e non & un elemento di A, Rod
Laver & un elemento di A ma non di /. La notazione

X :={a,b,...,z} (1.1.1)

significa che definiamo l'insieme X come quello i cui elementi sono a,b,...,z. Per esempio
potremmo porre X := {0,6,4,2,8,10}; in parole X ¢ l'insieme dei numeri naturali pari non
maggiori di 10. Nella (1.1.1) il simbolo := sta a significare che il simbolo di sinistra denota
'espressione a destra!, le parentesi graffe “delimitano” l'insieme.

Principio dell’estensione 1.1.1. Un insieme ¢é caratterizzato dagli elementi che gli appar-
tengono ovvero, se X,Y sono insiemi, allora X ¢é uguale a'Y (in simboli X =Y ) se e solo se
X ha gli stessi elementi di Y .

L’affermazione contenuta nel principio di estensione ¢ ovvia (se avete capito di cosa stiamo
parlando) e vi chiederete perché mai debba essere enfatizzata; il motivo & che fa parte degli
assiomi della teoria degli insiemi. Sia X un insieme e x un oggetto: la notazione x € X sigifica
che x & un elemento di X e x ¢ X significa che x non & un elemento di X. Dato un insieme
X e una proprieta P (per esempio 'insieme degli immatricolati alla Sapienza e la proprieta
di essere maschi) si definisce I'insieme Y degli elementi © € X che hanno la proprieta P: in
simboli

Y :={z € X | z ha la proprieta P}. (1.1.2)

(Nell’esempio considerato Y & l'insieme dei maschi immatricolati alla Sapienza). Nella (1.1.2)
la sbarra verticale | si puo leggere “tale che”. Noi considereremo insiemi i cui elementi sono

numeri o altri oggetti matematici. Esistono notazioni standard per alcuni di questi insiemi:

1. N ¢ linsieme dei numeri naturali: i suoi elementi sono 0,1,2,... cioe i numeri che
conoscete dall’infanzia (con I’aggiunta dello 0).

2. 7 ¢ l'insieme dei numeri interi: i suoi elementi sono 0,+1,+2,....

'Una equaglianza del tipo 6 = 2-3 0 10 = 3 - 3 & un’affermazione che pud essere vera (la prima) o falsa (la
seconda) mentre (1.1.1) & una definizione - non ha senso chiedersi se sia vera o falsa.

7
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3. Q ¢ l'insieme dei numeri razionali: un numero razionale ¢ determinato da una coppia di
interi p, ¢ con ¢ # 0 (il numero p/q) e si ha p/q = p'/q’ se e solo se p¢’ — p'q = 0.

4. R ¢ l'insieme dei numeri reali: la costruzione dei numeri reali non e elementare, la
diamo per acquisita, ci limitiamo a menzionare che un numero reale ¢ individuato da
un decimale infinito, per esempio 1,01001000100001..., 2,39999... o —3,121314151....
(Attenzione: 2,39999... & uguale a 2,40000.... che scriviamo 2,4.)

5. Dati a,b € R con a < b si definiscono i seguenti sottoinsiemi di R:
[a,b]:={z€R|a<z<b}, (a,b):={zcR|la<z<b}, [a,b):={zeR|la<z<b}, (ab:={z€R|a<z<b}. (113)

Il primo ¢ I'intervallo chiuso di estremi a,b, il secondo ¢ l'intervallo aperto di estremi
a,b e cosi via. Dato a € R definiamo i seguenti sottoinsiemi di R:

[a,400):={z€R|a<z}, (a,+o0):={z€R|a<z}, (—oo,a:={z€R[z<a}, (—o0,a):={zcRlz<a}. (1.1.4)
(Sono semirette (chiuse o aperte) di estremo a.)
6. Dato a € Z (cioe a ¢ un numero intero) definiamo
(a) :=={x € Z | * = na per un qualche n € Z}. (1.1.5)
In parole: (a) e I'insieme dei multipli (interi) di a.

Definizione 1.1.2. Un insieme X & contenuto nellinsieme Y (equivalentemente X & un
sottoinsieme di Y') se ogni elemento di X & anche elemento di Y cio¢ per ogni x € X vale
x € Y: in simboli X C Y (o anche Y D X). La notazione X ¢ Y (oY 7 X) significa che X
non ¢ contenuto in Y cioe che esiste = € X tale che x ¢ Y.

Esempio 1.1.3. Siccome un multiplo di 6 & anche un multiplo di 3 abbiamo (6) C (3). D’altra
parte 3 € (3) ma 3 ¢ (6) e quindi (3) Z (6).

Osservazione 1.1.4. Siano X,Y insiemi. Per il principio di estensione X = Y se e solo se
XCYeYCX.

L’osservazione fatta ¢ banale ma e utile tenerne conto quando si vuole decidere se due insiemi
sono uguali: grazie all’Osservazione 1.1.4 si tratta di decidere se X C Y e Y C X. Dati
insiemi X, Y possiamo produrre altri insiemi a partire da X e Y.

Definizione 1.1.5. L’unione di X e Y & l'insieme i cui elementi sono gli x tali che x € X
oz € Y. (Attenzione: x puo appartenere sia ad X che a Y.) L’unione di X e Y si denota
X UY. Lintersezione di X e Y e l'insieme i cui elementi sono gli z taliche x € X ez €Y.
L’intersezione di X e Y si denota X NY.

Alcuni esempi:
(2)U{x € Z | x ¢ dispari} = Z, (2)N(3) = (6), (4)N(6) = (12).

Cosa succede se consideriamo 'intersezione dell’insieme P := (2) dei numeri interi pari e D
I'insieme dei numeri interi dispari 7 Non ci sono elementi x di P e di D. Quindi se vogliamo
che abbia senso l'intersezione P N D dobbiamo accettare che ci sia un insieme che non ha
elementi: questo ¢ I'insieme vuoto, si denota (). Per ogni insieme X abbiamo

PUX =X, PNX =0

L’unione e I'intersezione hanno senso anche per una famiglia arbitraria di insiemi X; dove i &
un elemento arbitrario in un insieme di indici I.
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Definizione 1.1.6. L’unione (J, ;
un qualche i € I, I'intersezione (,.; X; ¢ I'insieme i cui elementi sono gli « tali che z € X;

X; ¢ l'insieme i cui elementi sono gli x tali che x € X; per

per tutti glii € I.

Un esempio:

U@ =z, (@) ={o}

€N ieN
Definizione 1.1.7. Siano X1, ..., X, insiemi. Il prodotto cartesiano X1 X ...x X, & I'insieme
i cui elementi sono le n-ple ordinate (x1,z2,...,2,) dove z; € X; per i = 1,2,...,n. Se
X1 =Xy =...= X, denotiamo X7 x ... x X,, con X".

Un esempio: R™ ¢ U'insieme delle n-ple ordinate di numeri reali (notazione familiare 7).

1.2 Funzioni
Siano X,Y insiemi.

Definizione 1.2.1. Una funzione (o applicazione) da X a Y & una legge f che associa a ogni

x € X un y € Y che denotiamo f(x): in simboli f: X — Y o X v, L'insieme X & il
dominio della funzione f e 'insieme Y e il suo codominio.

Un chiarimento riguardo la definizione di funzione: si intende che due funzioni fi: X1 — Y}
e fa: Xo — Y5 sono uguali se e solo se

1. X = X,
2.1 =Y,
3. per ogni € X; = Xy si ha che fi(x) = fa(z).

Un altro modo di vedere una funzione f: X — Y & come una procedura che a partire dall’input
x produce 'output f(z). Un esempio: X ¢ l'insieme degli immatricolati alla Sapienza, Y ¢
I'insieme dei numeri naturali e f associa a ogni immatricolato il suo anno di nascita. Esempi

matematici:
7z I 7 RxR — R
xr = T-5 (a,b) +— ab

Se X & un insieme la funzione identita da X a X ¢ quella che associa a x se stesso; la denotiamo
Idx oppure 1x. Quindi
Id(z) =1x(z) =2 VreX. (1.2.1)

(Il simbolo V significa “per ogni”.) Una funzione f: X — Y & costante se
f(@1) = fz2) Va2 € X, (1.2.2)

Dati insiemi X,Y si denota con YX l'insieme i cui elementi sono le applicazioni f: X — Y
(notate I'inversione nella notazione):

Y¥ . ={f: X 5 Y} (1.2.3)

Data una funzione f: X — Y il grafico di f ¢ il sottoinsieme di I'y di X x Y i cui elementi sono
le coppie (z, f(x)) per x un arbitrario elemento di X. Notate che se X =Y = R e associamo
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a ogni (z,y) € R? il punto del piano di coordinate cartesiane (z,y) (relative a un sistema
di riferimento scelto) il grafico cosi definito corrisponde al grafico considerato a scuola. Sia
I'y € X x Y il grafico di una funzione f: X — Y’ dato x € X esiste un unico elemento di I'y
la cui prima entrata sia x (cioe uguale a (x,*)).

Osservazione 1.2.2. Si puo dare una formulazione matematicamente precisa di funzione f: X —
Y evitando di fare appello al concetto di “legge che associa...” definendo una funzione come
un sottoinsieme I' C X x Y che ha la proprieta dei grafici appena menzionata - lasciamo i
dettagli al lettore.

Supponiamo che f: X — Y e g: Y — Z siano funzioni (notate: il codominio di f & il
dominio di g). Allora possiamo definire una funzione da X a Z associando a x € X ’elemento
g(f(z)) di Z: questa & la composizione di f e g che si denota g o f (attenzione all’ordine - in
generale f o g non avra senso perché X non sara uguale a Z). Ricapitolando

go f(x):=g(f(x)). (1.2.4)

Un esempio: siano X =Y = Z l'insieme degli persone (viventi o morte), f la funzione che
associa a una persona suo padre e g la funzione che associa a una persona sua madre. La
composizione f o g ¢ la funzione che associa a una persona il nonno materno, mentre g o f e
la funzione che associa a una persona la nonna paterna. Notiamo che se f: X — Y abbiamo

folleyOf:f. (125)

Questo giustifica la notazione 1x per la funzione identita: se pensiamo alla composizione
di funzioni come analogo della moltiplicazione tra numeri vediamo che la funzione identita
ha proprieta analoghe a quelle del numero 1. Supponiamo che f: X — Y, g: Y — W e
h: W — Z siano funzioni: hanno senso sia (ho g)o f che ho(go f) e sono entrambe funzioni
da X a Z. Abbiamo che

((hog)o f)(x) =h(g(f(x))) = (ho(ge f))(x)

e quindi la composizione di funzioni gode della proprieta di associativita:

(hog)of=ho(gof). (1.2.6)

Sia f: X — Y una funzione. Siano A C X e B C Y. Definiamo i sottoinsiemi f(A) C Y
(I'immagine di A) e f~'B C X (la controimmagine di B, anche detta immagine inversa) cosi:

f(A) = {yo € Y | 3z € A tale che f(zo) = yo}, [ '(B):={xo € X | f(x0) € B}

(1.2.7)

L’immagine di f ¢ im f := f(X). Un esempio: se f: R — R ¢ la funzione quadrato, cioe

f(z) = 2%, allora f([1,2]) = [1,4], f~1([1,4]) = [1,2] U[-2,—1] e 'immagine di f & I'insieme

dei reali non-negativi. Se B = {y} cioe & un insieme con un solo elemento denotimao f~{yo}

con flyp.

Definizione 1.2.3. La funzione f: X — Y ¢ suriettivase f(X) =Y, ¢ iniettivase datoy € Y

esiste al pitt un x € X tale che f(x) =y, € bijettiva (o biunivoca) se ¢ iniettiva e suriettiva.

Un esempio: siano f,g,h,q: R — R le funzioni definite da

fx) =2 +1, g(x) = 23, h(z) =2® -z, q(z) =27 (1.2.8)
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La f non & né iniettiva né suriettiva; la g € biunivoca; la h & suriettiva ma non iniettiva; la
q ¢ iniettiva ma non suriettiva. Notate che nella definizione di funzione dominio e codominio
fanno parte dei dati che definiscono una funzione: quindi una funzione f: X — Y che non &
suriettiva puo essere “resa”suriettiva sostituendo al codominio Y il codominio f(Y") (il punto
e che a rigor di definizione la “nuova” f non ¢ uguale alla “vecchia” f). Nell’esempio (1.2.8)
la f diventa suriettiva se la sostituiamo con la funzione F': R — {z € R | x > 1} data dalla
stessa formula cio¢ F(x) = 22 + 1.

Definizione 1.2.4. Sia f: X — Y una funzione biunivoca. La funzione inversa f~': Y — X
associa a y € Y 'unico x € X tale che f(z) =y.

Notate che la definizione di inversa di f ha senso solo se f € biunivoca. Si ha che

foft=fTlof=1x. (1.2.9)

Esempio: delle quattro funzioni f,g,h,q definite in (1.2.8) l'unica a essere biunivoca ¢ g
quindi ha senso g~! (e non hanno senso né f~' né h=! né ¢=') e chiaramente g~ (y) = y'/5.
Supponiamo che f: X — Y sia biunivoca e sia B C Y: allora f~'B = f~!(B) dove f~'B
¢ dato da (1.2.7). Fate attenzione alla notazione se f non & biunivoca f~! non ha senso, ha
senso solo se e seguito da un sottoinsieme del codominio. Ora supponiamo che f: X — X sia

invertibile. Allora ha senso f™ per ogni m € Z: infatti si pone

fofo..of if m >0,
—_—
" =91x if m=0, (1.2.10)
floflo...oft ifm<o.
Notiamo che con questa definizione abbiamo che
fMo fr = fmt" Ym,n € Z. (1.2.11)

1.3 Relazioni

Sia X un insieme. Una relazione tra gli elementi di X (o una relazione su X) ¢ un sottoinsieme
R C X x X. Dati z1, 29 € X diciamo che x1Rx3 se la coppia ordinata (z1,z2) € un elemento
di R.

Esempio 1.3.1. Sia R C R x R il sottoinsieme degli (x,y) tali che x —y > 0. La relazione R

e quella di “essere non piu piccolo” e anziché xRy scriviamo x > y.

Esempio 1.3.2. Sia R,, C Z x Z il sottoinsieme degli (z,y) tali che z —y € (n) ovvero (z — y)
¢ un multiplo di n. Si usa scrivere z = y (mod n) anziché zR,y: si legge “z & congruo a y
modulo n”.

Osservazione 1.3.3. Siano x,y € Z: allora x € congruo a y modulo 10 se e solo se 'ultima cifra
nello sviluppo decimale di z & uguale all’ultima cifra nello sviluppo decimale di y.

Esistono due tipi di relazione particolarmente importanti, quelle di ordine e di equivalenza.
Definizione 1.3.4. Una relazione R sull’insieme X e di ordine se

1. per ogni x € X vale xRz (proprieta riflessiva),
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2. se 2Ry e yRux allora z = y (antisimmetria),
3. se xRy e yRz allora xRz (proprieta transitiva).

La relazione dell’Esempio 1.3.1 ¢ di ordine, quella dell’Esempio 1.3.2 non lo ¢ (quale
delle tre proprieta della Definizione 1.3.4 non vale?). Notate che anche la relazione R su R
definita da 2Ry se z < y ¢ di ordine.

Definizione 1.3.5. Una relazione R sull’insieme X e di equivalenza se
1. per ogni x € X vale xRz (proprieta riflessiva),
2. se 2Ry allora yRx (simmetria),
3. se Ry e yRz allora xRz (proprieta transitiva).

La relazione dell’Esempio 1.3.2 e di equivalenza, quella dell’Esempio 1.3.1 non lo e.

“~cioe si scrive 1 ~ X9 anziché

Spesso una relazione di equivalenza su X si denota con
x1Rxo. A partire dalla relazione di equivalenza ~ si costruisce un insieme i cui elementi sono

sottoinsiemi di X. Dato xg € X la classe di ~-equivalenza di xg &
[zo] :={x € X |z ~ x0}. (1.3.1)

Quando non ci sono possibilita di equivoci chiamiamo [zg] la classe di equivalenza di xg
(omettiamo il riferimento a ~): si denota anche Zg. Si dice che z¢ ¢ un rappresentante della
classe di equivalenza [zp]. Un esempio: consideriamo la relazione su Z della congruenza modulo
2 - vedi ’Esempio 1.3.2 - allora esistono due classi di equivalenza, il sottoinsieme degli interi
pari e quello degli interi dispari.

Definizione 1.3.6. Sia X un insieme e ~ una relazione di equivalenza su X. L’insieme
quoziente, denotato X/ ~, ¢ quello i cui elementi sono le classi di ~-equivalenza. L’applicazione

quoziente € la

X = X/~ (1.3.2)

FEsempio 1.3.7. Nell’esempio della congruenza modulo n - vedi 'Esempio 1.3.2 - I'insieme
delle classi di equivalenza ha n elementi e cioe [0], [1],...,[n — 1]: il quoziente Z/R,, si denota

Le classi di equivalenza di una data relazione (di equivalenza) su X hanno la proprieta di

costituire una partizione di X, dove il significato di partizione & dato dalla seguente definizione.

Definizione 1.3.8. Sia X un insieme. Una partizione di X ¢ una famiglia {X;}ier di
sottoinsiemi di X tale che

1 Ui, Xi = X,
2. se iy #ig € I allora X;, N X;, = 0.

Proposizione 1.3.9. Sia X un insieme e ~ una relazione di equivalenza su X . La famiglia
delle classi di ~-equivalenza é una partizione di X. Viceversa data una partizione {X;}ier di
X esiste una e una sola relazione di equiavienza le cui classi di equivalenza sono gli X;.
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Dimostrazione. Verifichiamo che le classi di ~-equivalenza soddisfano (1) e (2) della Defini-
zione 1.3.8. Sia z € X: siccome x ~ z abbiamo x € [z] e quindi = appartiene all’'unione
delle classi di ~-equivalenza. Questo dimostra che vale (1). Per dimostrare che vale (2) ¢
sufficiente dimostrare che se [z] N [y] # 0 allora [z] = [y]. Sia z € [z] N [y] e quindi z ~ z e
z ~ y. Supponiamo che 2’ € [z] cioe 2’ ~ z. Per la transitivita di ~ abbiamo che 2/ ~ z e di
nuovo per transitivita si ha che 2/ ~ y: quindi 2’ € [y]. Questo dimostra che [z] C [y]. Per
dimostrare che vale [y] C [z] si procede in modo simile. Ora supponiamo che {X;}icr sia una
partizione di X. Definiamo la relazione ~ su X dichiarando che z ~ 2’ se e solo se esiste ¢ € T
tale che z, 2’ € X;: si vede facilmente che ~ ¢ di equivalenza e che le X; sono le sue classi di
equivalenza. ]

La seguente osservazione ¢ semplice ma importante.

Osservazione 1.3.10. Sia X un insieme, ~ una relazione di equivalenza su X e 7 'applicazione
quoziente di ~. Dato un insieme Y e una funzione f: X — Y esiste una f: (X/ ~) — Y tale
che f = fom se e solo se f & costante sulle classi di ~-equivalenza cioé 1 ~ o implica che
f(z1) = f(x2). Se cosi & diciamo che f discende a (X/ ~).

Un esempio: sia f: Z — {0,1,2,...,9} la funzione che associa a x 'ultima cifra del suo
sviluppo in base 10, quindi f(3) = 3, f(15) = 5, f(2011) = 1. Se x & congruo a y modulo
10 allora f(xz) = f(y) - vedi ’Osservazione 1.3.3 - quindi f discende a Z/(10) e definisce
f:2/10 —{0,1,2,...,9}.

1.4 Induzione matematica

Consideriamo la seguente equazione:

1
1+2+...+n:”(”2+). (1.4.1)

Dimostriamo che la (1.4.1) vale per ogni n nel modo seguente. Innanzitutto osserviamo
che (1.4.1) vale per n = 1 sostituendo 1 a n in entrambi i membri (otteniamo 1 = 1). Ora
assumiamo che la (1.4.1) valga per un certo n e dimostriamo che vale anche se sostituiamo
n + 1 al posto di n cioe che vale

(n+1)(n+2)

1+2+"'+n+(n+1>:f' (1.4.2)
Per 'ipotesi che la (1.4.1) valga per n abbiamo
1 1 2
1+2+...+n+(n+1)—”(”2+)+(n+1)_(”JF);”JF)

e questo dimostra che vale (1.4.2). Quindi abbiamo verificato che (1.4.1) vale per n = 1,
e percio anche per n = 1+ 1 = 2 e quindi anche per n = 24+ 1 = 3 etc., in definitiva
abbiamo dimostrato che (1.4.1) vale per ogni naturale strettamente positivo n. Questa ¢ una
dimostrazione per induzione (matematica): la verifica che vale per n =1 ¢ il primo passo, la
dimostrazione che se (1.4.1) vale per un certo n allora vale anche sostituendo n + 1 al posto
di n ¢ il passo induttivo. La (1.4.1) vale per tutti gli n una volta verificato il primo passo e
dimostrato il passo induttivo perché vale il seguente assioma (fa parte degli assiomi di Peano
per l'insieme dei numeri naturali):
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Assioma 1.4.1. Sia X C N un insieme che contiene 0 € N e tale che valga:
se X contiene n, allora contiene anche n + 1.

Allora X = N.

Dall’assiome segue, sommando tutti gli element di X per un numero naturale N, che

NeXCN

= XD>{neN|n>N
se X contiene n, allora X contiene anche n + 1 } { [n =N}

Infatti sia X C N il sottoinsieme degli n tali che valga (1.4.1): per quello che abbiamo
dimostrato, la X contiene 1 e, se contiene n, contiene anche n + 1. Segue che X contiene
I'insieme dei naturali maggiori o uguali a 1 cioe la (1.4.1) vale per ogni n > 1.

1.5 Anelli e campi

Sia A un insieme provvisto di due operazioni, la somma

AxA — A,

w2 o ws (1.5.1)

e la moltiplicazione

AxA — A

1.5.2
(w,z) +— w-z ( )
Definizione 1.5.1. Un insieme A con operazioni (1.5.1) e (1.5.2) ¢ un anello se

1. Esiste 0 € A tale che 0+ z = z per ogni z € A. (Esistenza di un elemento neutro per la
somma. )

2. z1 + 29 = 29 + 21 per ogni 21, 290 € A. (Commutativita della somma.)
3. (21 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23) per ogni 21, 22, 23 € A. (Associativita della somma.)

4. Dato z € A esiste w € A tale che z+w = 0 (dove 0 € come in (1)). (Esistenza dell’inverso

per la somma.)

5. Esiste 0 # 1 € A tale che 1-z = z per ogni z € A. (Esistenza di una unita per il
prodotto.)

6. 2129 = 29 - 2z per ogni 21,22 € A. (Commutativita del prodotto.)
7. (21-22) 23 =21 - (22 23) per ogni 21, 22, 23 € A. (Associativita del prodotto.)

8. z1-(22+23) = 2129+ 21 - 23 per ogni 21, 22, 23 € A. (Distribituvita del prodotto rispetto
alla somma.)

Gli insiemi Z, Q e R con le usuali operazioni di somma e prodotto sono esempi di anelli.
L’insieme N dei numeri naturali con le usuali operazioni di somma e prodotto non & un anello:
non vale (4). Noi saremo interessati soprattutto ad anelli particolare che si chiamano campi.

Definizione 1.5.2. Un anello A € un campo se ogni 0 # z € A ha un inverso moltiplicativo
cioe esiste w € A tale che w-z =1 (dove 1 & come in (5) della Definizione 1.5.1).
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Gli insiemi Q e R con le usuali operazioni sono esempi di campi, ovviamente Z (con le
usuali operazioni) non € un campo. In generale denoteremo i campi con la lettera k.

Proposizione 1.5.3. Sia A un anello. Allora esiste un unico elemento 0 € A tale che
valga (1) della Definizione 1.5.1 ed esiste un unico elemento 1 € A tale che valga (5) del-
la Definizione 1.5.1. Dato z € A esiste un unico w € A tale che valga (4) della Definizione
1.5.1. Per ogni z € A si ha che 0-z=0.

Dimostrazione. Siano 0,0’ € A taliche 0+2z = ze 0’ +2 = z per ogni z € A. Allora 0+0" =0/,
ma per la commutativitd della somma 0+ 0" = 0/ +0 = 0. Quindi 0 = 0’: questo dimostra
che esiste un unico elemento 0 € A tale che valga (1) di Definizione 1.5.1. La dimostrazione
che esiste un unico elemento 1 € A tale che valga (5) di Definizione 1.5.1 ¢ del tutto simile.
Dimostriamo che dato z € A esiste un unico w € A tale che valga (4) di Definizione 1.5.1.
Supponiamo che z +w = 0 = z + w': la commutativita e Passociativita della somma danno

/

w=0+uw=0C+w) +vw =(w+2)+v =w+(z+v)=w+0=w.

Sia z € A: dimostriamo che 0 -z = 0. Abbiamo che
0-2=(040)-2=0-2+0-z (1.5.3)

Sia w 'inverso additivo di 0 - z, cioe 0 - z + w = 0: aggiungendo w al membro di destra e di
sinistra di (1.5.3) (che sono uguali) otteniamo che 0 =0 - z. O

Proposizione 1.5.4. Sia k un campo. Dato 0 # z € K esiste un unico elemento w € k tale
che w-z=1. Se 0 +# z € k vale la regola di cancellazione: se zw = 2w’ allora w = w'.

Dimostrazione. La dimostrazione che in un campo ogni elemento non-nullo ha un unico inverso
moltiplicativo & simile a quella che in un anello ogni elemento ha un unico inverso additivo.
Ora supponiamo che 0 # z € k e zw = zw'. Siccome 0 # 2 esiste 2’ tale che 22’ = 1; quindi
abbiamo che

w=1 -w=(2)w=72(w)=7(z0)=G22)w=1-v=w"

O]

Corollario 1.5.5. Sia k un campo. Supponiamo che z,w € k e zw = 0. Allora uno almeno
tra z e w é uguale a 0.

Dimostrazione. Supponiamo che 0 # z. Abbiamo che zw = 0 = z - 0 (la prima eguaglianza
segue dalla Proposizione 1.5.3) e quindi w = 0 per la Proposizione 1.5.4. O

Definizione 1.5.6. Sia A un anello e z € A: 'unico inverso additivo di z viene denotato —z.

Se k & un campo e 0 # z € k 'unico inverso moltiplicativo di z viene denotato 2.

Gli esempi dati finora di anelli e campi hanno infiniti elementi. Esistono anche anelli e
campi con un numero finito di elementi. Sia n» > 1 un numero naturale.

Lemma 1.5.7. Siano a,a’,b,b/ € Z tali che
a=ad (modn), b=b (mod n).

Allora
a+b=d +V (modn), a-b=d b (modn).
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Dimostrazione. Per ipotesi esistono s,t € Z tali che ' = a + sn e b/ = b+ tn. Quindi
a’+b' =a+sn+b+tn=a+b+(s+t)n, a'b'=(a+sn) (b+tn)=ab+atn+sbn+stn?=ab+(at+sb+stn)n.
O

Per il Lemma 1.5.7 possiamo definire 'operazione di addizione e di moltiplicazione su
Z/(n) ponendo
ol + ] =[a+8l, [a] [} =[a-b].

Si verifica facilmente che Z/(n) ¢ un anello. Ci chiediamo: per quali n I'anello Z/(n) ¢ un
campo? Se n & composto possiamo scrivere n = ab dove 0 < a,b < n e quindi 0 # [a], 0 # [b]
ma [a] - [b] = [n] = 0. Per il Corollario 1.5.5 segue che se n & composto allora Z/(n) non &
un campo. Un risultato non-banale (vedi per esempio Teorema (2.5) di [1]) da che se n € un
numero primo allora Z/(n) é un campo. In generale denotiamo un primo con p e poniamo

F,:=7Z/(p). (1.5.4)
Sia k un campo. Siccome 1 € k ha senso la somma

14+...+1
—_——

n

che denoteremo n (e —n sara l'opposto (inverso additivo) di n). Quindi abbiamo associato a
ogni n € Z un elemnto n € k. Consideriamo il campo F3: si ha che 3 =1+141 = 0, e questo
dimostra che si puo’ avere n = 0 nel campo k anche se l'intero n non ¢ 0.

Definizione 1.5.8. La caratteristica di un campo k (notazione: chark)e 0 se n # 0 (nel
campo k) per ogni intero n € Z non nullo ed ¢ il minimo p € N non nullo tale che p =0 in k.

Per esempio char Q = 0 e charF,, = p.

Osservazione 1.5.9. Sia k un campo di caratteristica p # 0. Allora p ¢ un numero primo.
Infatti supponiamo che p = ab con a,b € N. Allora nel campo k si hache 0 =p=a-b e per
il Corollario 1.5.5 segue che a =0 0 b =0 (in k). Supponiamo che a = 0 (in k): siccome
a < p e p ¢ il minimo intero strettamente positivo tale che p = 0 segue che a = p (come numeri
naturali). Analogamente se b =0 (in k) segue che b = p (in N).

1.6 Polinomi

Ricordiamo la definizione di polinomio in una indeterminata a coefficienti in un campo k2
x. Informalmente un tale polinomio ¢ una espressione ag + a1z + agx® + ... + aqz® dove
agp, . ..,aq € k. Identifichiamo due tali espressioni se sono uguali i coefficienti non nulli dei

monomi con esponenti uguali. Siano
p:a0+a1x+a2:ﬂ2+...+ad:ﬂd, q=bo+bix+byx?®+ ...+ bzt (1.6.1)
polinomi: la somma di p e g e

p4q:=(ap + bo) + (a1 + b1)z + (ag + b))z + ... + (ag + bg)z?, (1.6.2)

2Sarebbe pill preciso dire “trascendente”.
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il prodottodipe q &

pq = (agho) + (aoby + arbo)z + ...+ ( Y aibj)a™ + ... + (aabe)x™ . (1.6.3)
i+j=m
Il lettore puo avere dubbi sulla correttezza dell’'uso di una lettera misteriosa “x”: per spaz-

d una successione

zare via i dubbi pud sostituire all’espressione ag + a1z + a2x? + ... + agx
(ag,.-.,ai,...) con termini nulli da un certo indice in poi. Definiamo la somma e il pro-
dotto di due tali successioni seguendo le regole date da (1.6.2) e (1.6.3). A questo pun-
to se chiamiamo z la successione (0,1,0,...,0,...) ci renderemo conto che la successione
(ag,...,a;,...,a4,0,0,...) & uguale a ag + a1 + asx? + ... + agx?
in una variabile = a coefficienti in k si denota k[z] ed & un anello (ma non € un campo, per

. L’insieme dei polinomi

esempio z non ha un inverso moltiplicativo). Il grado di 0 # p € k[z] & definito nel seguente
modo. Per ipotesi p = ag + a1z + ... + agz®: poniamo

degp := max{i | a; # 0}. (1.6.4)

Poniamo deg0 := —oo. Siano p, ¢ € k[x] non nulli: si verifica facilmente che
deg(p + ¢q) < max{degp,degq}, deg(p - q) = degp + degg. (1.6.5)
(Per convenzione max{—oo,n} =n —oo +n = —oo per ogni n € N.) Sia p € k[z]: una radice

(o zero) di p & un « € k tale che p(a) = 0.
Definizione 1.6.1. Siano p,q € k[z]. Allora g divide p se esiste m € k[x] tale che p =m - q.

Lemma 1.6.2 (Ruffini). Siano p € k[z] e o € k. Allora a é una radice di p se e solo se
(x — «) divide p.

Dimostrazione. Se p = (x — ) - ¢ € ovvio che « ¢ una radice di p. Ora supponiamo che «
sia una radice di p = Y 1 ¢;z'. Scrivendo z = ((z — a) 4+ @) e sostituendo nel polinomio p
otteniamo che

p= cil(z —a)+a) = (z—a) q+pla), q € klz].
i=0

Siccome p(a) = 0 segue il risultato. O

Siano 0 # p € k[z] e a € k: osserviamo che esiste un massimo n € N tali che (z — )"
divide p, difatti n < degp.

Definizione 1.6.3. Siano p € k[z] e a € k. La molteplicita di o come radice di p & 0o se
p = 0 ed ¢ uguale al massimo n € N tale che (x —a)" divide p se p # 0 - lo denotiamo mult,, p.

Osservazione 1.6.4. o € k & radice di p se e solo se la sua molteplicita come radice di p &
almeno 1.

Notate che la molteplicita di a € oo se e solo se p = 0.

Proposizione 1.6.5. Sia p € k[x| non nullo di grado n. Allora mult, p é non zero per un
insieme finito di « € k e

Z mult, p < degp. (1.6.6)
ack

Si ha equaglianza se e solo se si puo scrivere

p=c-[[(z—a) c#0. (1.6.7)

=1
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Dimostrazione. Per induzione sul grado di p. Se n = 0 allora p € k & non nullo quindi non
ha radici: percio (1.6.6) vale banalmente e p = ¢. (Se il caso n = 0 appare troppo banale
considerate il caso n = 1: allora si puo scrivere p = ¢ (z — a)) con ¢ # 0, p ha una radice,
cioe a, di molteplicita 1 e quindi vale (1.6.6).) Ora dimostriamo il passo induttivo. Se p non
ha radici non c’¢ nulla da dimostrare: la (1.6.6) vale banalmente. Supponiamo che p abbia
una radice . Per il Lemma 1.6.2 esiste ¢ € k[z] tale che p = (x — ) - ¢: siccome p # 0
abbiamo che ¢ # 0. La formula (1.6.5) da che deg ¢ = d — 1. Siano 1, ..., B le radici distinte
di ¢. Dalla fattorizzazione p = (z — ) - ¢ segue che l'insieme delle radici di p & uguale a
{7,P1,-.., B¢} Inoltre si vede subito che

mult, p = 1 + mult, g, multg, p = multg, ¢ V1 <7</, (1.6.8)
Per l'ipotesi induttiva

Zmultap: 1+Zmultaq <1+ degq = degp.

ack ack
Inoltre vediamo che se si ha equaglianza deve valere ., mult, ¢ = degq. Per ipotesi in-
duttiva segue che vale (1.6.7) per p = ¢: segue che vale anche per p. Il viceversa, cioe se
vale (1.6.7) allora (1.6.6) € una eguaglianza, & banalmente vero. O

Corollario 1.6.6. Sia p € k[z] non nullo. Esistono al piu degp radici di p.

Dimostrazione. Segue immediatamente dall’Osservazione 1.6.4 e da (1.6.6). O

A un polinomio p = (ag+aiz+. . .+aqzr?) € k[z] possiamo associare la funzione polinomiale
k — k (che denotiamo con lo stesso simbolo p) definita da

p(x) =ap+az+...+ag’, xek (1.6.9)

Corollario 1.6.7. Sia k un campo. Sia d € N e supponiamo che k abbia pit di d elementi.
Siano p,q € klz| di grado al pit d. Le corrispondenti funzioni polinomiali p,q: k — k sono
uguali se e solo se p = q (cioé i coefficienti di p e q sono gli stessi). In particolare se k
e nfinito allora due funzioni polinomiali sono uguali se e solo se sono associate a polinomsi

uguali.

Dimostrazione. E ovvio che se p = q allora le funzioni polinomiali associate sono uguali. Ora
dimostriamo che se le funzioni polinomiali sono uguali allora p = ¢. Considerando la differenza
(p—q) vediamo che basta dimostrare che se p € k[z]| ha grado al piu d e la funzione polinomiale
associata ¢ uguale a 0 allora p = 0. Ragioniamo per assurdo. Supponiamo che p # 0. Per

ipotesi esistono aji,...,aqy1 € k distinti. Siccome la funzione polinomiale associata a p &
uguale a 0 abbiamo che aj,...,a441 sono radici di p: questo contraddice la Proposizione
1.6.5. O

Il Corollario 1.6.7 permette di identificare polinomi a coefficienti reali e funzioni polino-
miali R — R.

Abbiamo considerato polinomi in una indeterminata. Definiremo in modo analogo i
polinomi in n indeterminate. Sia p: N” — k: se I € N™ poniamo py := p(I).

Definizione 1.6.8. k[z1,...,x,] ¢ 'insieme delle funzioni p: N — k che sono nulle quasi
ovunque cioe tali che I'insieme degli I € N con py # 0 ¢ finito. Un polinomio a coefficienti in
k nelle indeterminate® 1, ..., x, & un elemento di k[z1,...,x,).

3L pilt appropriato chiamarle “trascendenti”.
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Dato I € N™ denotiamo con 2! il polinomio che manda Iin1e J # Iin 0. Se I = (0,...,0)

denotiamo x! con 1. Siano p,q € k[z1,...,2,]. Definiamo la somma (p + q) € klx1,...,7,] e
il prodotto p - q € k[x1,...,zy] cosi:
(p+@)r=pr+a, (@-Dr= >, s k) (1.6.10)
JH+K=TI

Notate che la sommatoria che definisce il valore di p - ¢ su I ha senso perché 'insieme delle
coppie (J, K) tali che py # 0 # px € finito. Inoltre siccome p, g € k[z1,...,x,]| anche p-q € una

funzione nulla quasi ovunque, cioé ¢ un polinomio. Dato a € k gli associamo p,, € k[x1, ..., zy]
con pa(0,...,0) =aepu(l) =0perI#(0,...,0). In questo modo abbiamo una inclusione
k < k[z1,...,x,). Dato p € k[x1,...,z,] possiamo scrivere
p=> amx' (1.6.11)
IeT

dove Z C N" ¢ finito. Con questa scrittura vediamo che la somma e il prodotto di polinomi
corrisponde alle operazioni a cui siete abituati dalla scuola media. A un polinomio p €

klx1,...,zy] associamo la funzione polinomiale
n p
K - S (1.6.12)
(c1,.-5en) = Y renn PIC
dove ¢! := cil1 . c’; -...-cin. Notate che la somma, apparentemente infinita, ha senso perché p
e nulla quasi ovunque.
Definizione 1.6.9. Un polinomio P a coefficienti in k nelle indeterminate x1,...,x, ¢ omo-
geneo di grado d se
P=> am' (1.6.13)

1€l

dove per ogni I = (iy,...,iy) € Z si ha che iy + ...+ i, = d.

1.7 L’algoritmo euclideo

1.8 Numeri complessi

L’insieme dei numeri complessi C & definito nel modo seguente. Come insieme C ¢ R2. La

somma ¢ quella puntuale cioe
(a1,b1) + (a2, b2) == (a1 + az, by + ba). (1.8.1)
La moltiplicazione ¢ definita cosi:
(a1,b1) - (a2, b2) := (arag — biba, a1by + asby). (1.8.2)

Il sottoinsieme di C dato dalle coppie (a,0) si puo identificare con 'insieme dei reali nel senso
che (a1,0) + (ag2,0) = (a1 + a2,0) e (a1,0) - (a2,0) = (ara2,0). Quindi da ora in poi se a € R
denoteremo con a il numero complesso (a,0). Poniamo

i=(0,1). (1.8.3)
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Osserviamo che
i-i=(0,1)-(0,1) = (-1,0) = —1. (1.8.4)

In altre parole i € una radice di —1. Possiamo scrivere

(a,b) = (a,0) + (b,0)(0,1) = a + bi. (1.8.5)
Da ora in poi quando diciamo che (a + bi) ¢ un numero complesso intendiamo che a,b € R.
(1.8.6)

Con questa scrittura le definizioni di somma e prodotto danno che
(a1+b1i)+(a2+b2i):(a1+a2)+(bl+b2)z‘, (al+b1i)(a2+b2i):((l1(l2—blb2)+(a1b2+(l2b1)i. (187)

In particolare si verifica facilmente che C ¢ un anello, di fatto C & un campo: linverso
moltiplicativo di 0 # (a + bi) € dato da

(a+bi)™t = (a® + b*) " (a — bi). (1.8.8)

(Qui (a? +b%)~! & I'inverso del reale (a? +b%) in R.) Per visualizzare somma e moltiplicazione
di numeri complessi scegliamo un sistema di coordinate cartesiane nel piano e associamo al
numero complesso a + bi il punto di coordinate (a,b). In questo modo la somma di numeri
complessi corrisponde alla “regola del parallelogramma”. Per “vedere” la moltiplicazione
diamo un paio di definizioni. Sia (a + bi) € C (ricordate la (1.8.6)): poniamo

la + bi| := (a® + b*)/? (1.8.9)

e lo chiamiamo il modulo di (a + bi). Sia 0 # z € C e w := w/|z|. Allora |w| = 1 cioe
w = c+di dove ¢ +d? = 1 e quindi esiste € R tale che w = (cos § +sin §i): il numero 6 (ben
determinato a meno di multipli interi di 27) si chiama I’argomento di z e si indica Arg(z). In

conclusione dato z € C possiamo scrivere
z = p((cos b + sin i), p=lz|, 0=Arg(z). (1.8.10)

(Se z = 0 'argomento ¢ indeterminato: la (1.8.10) & vera con qualsiasi §.) Ora siano 21,22 € C
e scriviamo
21 =P (COS (91 + sin 61i), 29 = P2 (COS (92 + sin egi).

Le formule trigonometriche per il coseno e il seno della somma di angoli danno
z12z2=p1p2(cos 01 cos 2 —sin 01 sin O2+(cos 01 sin O2+sin 01 cos 02)i)=p1 p2((cos(01+62)+(sin 61 +602)7). (1 .8.1 1)

Quindi il modulo del prodotto ¢ il prodotto dei moduli e ’argomento del prodotto ¢ la somma
degli argomenti:

|z122| = |21] - |22/, Arg(z129) = Arg(z1) + Arg(za), (1.8.12)

dove 'uguaglianza di argomenti si intende a meno di multipli interi di 27. L’importanza di C
e dovuta al seguente risultato.

Teorema fondamentale dell’Algebra 1.8.1. Sia n > 0 un numero naturale e ay ..., a, €
C. Esiste z € C tale che

1

4 aZ2V T+ +ap—1z+ay =0.
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Applicando ripetutamente il Lemma 1.6.2 segue che esistono cy, ..., ¢, € C tali che
a2 L tanztan=(z—c)(z—c2) ..o (z—cp).. (1.8.13)

In parole: ogni polinomio p € C[z] di grado strettamente positivo ¢ prodotto di fattori lineari
(cioe polinomi di grado 1). Illustriamo il Teorema Fondamentale dell’Algebra nel caso del
polinomio p(z) := 2" — a. Le radici di p sono i numeri complessi w tali che w™ = a. Scrivendo
a = p(cosf + sin 0i) troviamo che le n radici di p sono

P/ (cos((0 + s - 2m) /n) +sin((0 + s - 27) /n)i), 0<s< (n—1). (1.8.14)

Se rappresentiamo le radici n-esime di a con punti del piano allora otteniamo un singolo punto
se a = 0 e i vertici di un poligono regolare con n lati se a # 0.

Definizione 1.8.2. Sia z € C e scriviamo z = a + bt dove a,b € R. Il coniugato di z ¢ il
numero complesso Z dato da
Z:=a — bi. (1.8.15)

Un facile calcolo da che valgono le formule

w+z:@—|—§’ Z =Wz, 2z = |Z’2. (1816)

Esercizi del Capitolo 1
Esercizio 1.1. Siano

X1:=40,2,4,6,8}, Xo:=1{1,2,4,5,6}, Xs:={0,4,8}.
Determinate X; U X; e X; N X; per ogni 1 <4< j < 3.

Esercizio 1.2. Sia N C N il sottoinsieme dei naturali strettamente positivi. Dimostrate che

U [_(11;1)7”7—1]:(_1,1)7 m (_M7L+l):[_1,1].

neN; neN; " "
Esercizio 1.3. Siano X,Y insiemi. Dimostrate che
1. XUY =Y seesolose XCY,
2. XNY =Y seesolose XDY.

Esercizio 1.4. Siano X,Y, Z insiemi. Dimostrate che
XNYuz)=(XnY)u(Xn2Z).

Esercizio 1.5. Se X,Y sono insiemi X \'Y ¢ linsieme i cui elementi sono gli x € X che non sono
elementi di Y. Dimostrate che

X\Yuz2)=(X\Y)Nn(X\2), X\Y¥nNZ)=(X\Y)Uu(X\2).
(Formule di de Morgan.)
Se X ¢ un insieme finito denoteremo con |X| il numero degli elementi di X.
Esercizio 1.6. Giustificate la notazione (1.2.3) dimostrando che se X eY sono finiti allora

Y| = |y
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Sia X un insieme. Denotiamo P(X) l'insieme i cui elementi sono i sottoinsiemi di X, per esempio
P({1,2}) = {0,{1},{2},{1,2}}. Sia A C X un sottoinsieme. La funzione caratteristica di A ¢ la
xa: X — {0,1} (dovremmo denotarla x4, x) definita da

1 sex €A,
2) = 1.8.17
x4() {O sex ¢ A. ( )

Esercizio 1.7. Sia X un insieme. Dimostrate che la funzione

P(X) % {0,1}¥
A —> XA

e biunivoca. Dimostrate che se X é finito allora
[P(X)] =211,

Esercizio 1.8. Di ciascuna delle sequenti funzioni dire se é iniettiva/suriettiva/biunivoca.

z L oz zZ % N (0,13 x {0, 1} 1 {0,1}"
z = |z z = |z ({an}, {bn}) = ao,bo,a1,b1,a9,. ..

Esercizio 1.9. Sia f: R — R definita da f(x) := 2% + 2 + 3. Determinate im f.

Esercizio 1.10. Siano X,Y insiemi e f: X — Y un’applicazione. Siano A C X e B C Y. Verificate
che
AcC fTN(f(A),  f(fNB)) CB. (1.8.18)

Date esempi in cui le inclusioni di (1.8.18) sono strette, cio¢ A # f~1(f(A)) e f(f~Y(B)) # B.

Siano X,Y insiemi. Diciamo che X ha la stessa cardinalia di Y se esiste un’applicazione biunivoca
f: X — Y -in simboli X = Y. Se esiste un’applicazione suriettiva f: X — Y diciamo che X ha
cardinalid maggiore o uguale a quella di Y - in simboli X > Y (o che Y ha cardinalid minore o uguale
a quella di X - n simboli Y < X). Se X e Y sono insieme finiti allora X ha la stessa cardinalia di
Y se e solo se |X| = |Y| e X ha cardinalia maggiore o uguale a quella di Y se e solo se | X| > |Y].
(Potreste chiedervi se & vero in generale, come nel caso finito, che X > Y e Y = X implica che X =~ Y
la risposta & SI, & il contenuto del Teorema di Schréder-Bernstein - vedi I’Appendice 2 di [2]).

Esercizio 1.11. Dimostrate che N, Z e Q hanno la stessa cardinalita.

Esercizio 1.12. Sia X un insieme e f: X — P(X) un’applicazione. Dimostrate che f non é suriettiva.
(Suggerimento: dimostrate che A:={x € X |z ¢ f(x)} non é un elemento dell’immagine di f.)

Esercizio 1.13. Un insieme X é numerabile se N = X cioe se X é finito oppure ha la cardinalita di
N. Dimostrate che R non é numerabile.

Esercizio 1.14. Ridimostrate che vale la (1.4.1) osservando che
I+2+...4n)+n+n—-1)+...+1)=nn+1).
Esercizio 1.15. Dimostrate per induzione che
124224+, +n% = %n(n+1)(2n+1).
Esercizio 1.16. Dimostrate per induzione che

; 1
B+22 4. 403 = Zn2(n+1)2. (1.8.19)

Notate che per la (1.4.1) la formula (1.8.19) equivale alla formula

P+ 4. +n=0+2+4...+n)
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Esercizio 1.17. Calcolate i seguenti numeri del campo Fs:
3-471 3°.272, 1+2+...49)-3719
Esercizio 1.18. Calcolate
(1 —3i)(5 + 2i), (1—4)71, (3+4)- (1447 (1+4)t°
Esercizio 1.19. Calcolate le radici quadrate di 2i e di (1 + /3i).

Esercizio 1.20. Usando il teorema fondamental dell’algebra, dimostrare che un polinomio a coefficienti
reali si puo scrivere come prodotto di polinomi reali di grado 2 senza radici reali e di polinomi reali di
grado 1.
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Capitolo 2

Spazi vettoriali

2.1 Gli archetipi e la definizione

Siano k un campo e X = (z1,...,,2y), Y = (y1,...,,Yn) elementi di k™: definiamo la somma
X 4+ Y come l'elemento di k™ dato da

X+Y =@ +y,x2+y2,. ., Tn+Yn). (2.1.1)

Quindi abbiamo un’operazione
K" x k" — k"

(X,Y) = X+4Y (2.12)

Si definisce anche la moltiplicazione

kExk” — k"

2.1.3
AX) = AX = (Azg, Azg, ..., Axy,) ( )

Si usa chiamare A uno scalare e quella definita € la moltiplicazione per scalari. Uno spazio
vettoriale € un insieme V', fornito di due operazioni, la somma V x V' — V| e il prodotto per
scalari k x V' — V, che hanno caratteristiche simili a quelle della somma e prodotto per scalari
di k™.

Definizione 2.1.1. Sia k£ un campo. Uno spazio vettoriale su k € un insieme V provvisto di

un elemento 0 € V' e due operazioni, la somma

VxV — |4

2.1.4
(vi,v2) = V142 (2:14)
e la moltiplicazione
ExV — V
2.1.5
(Nv) = ( )

tali che valgano le seguenti proprieta:
1. 0+ v =wv per ogni v € V (si dice che 0 & un elemento neutro),
2. (u+v)+w=u+ (v+w) per ogni u,v,w € V (proprieta associativa della somma),
3. u+v=v+u perogni u,v €V (la somma & commutativa),

4. per ogni v € V esiste w € V tale che v + w = 0 (esistenza di un opposto),

25
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5. lv=wv per ogniv € V,
6. (A4 p)v = v+ pv per ogni v € Ve A\, u € k (proprieta distributiva del prodotto),
7. Mv+w) = A+ \w per ogni v,w € V e X € k (proprieta distributiva della somma),
8. (Au)v = A(pv) perogniv € Ve A\ u € k.

Gli elementi di uno spazio vettoriale si chiamano vettors.

FEsempio 2.1.2. Sia V = k™. Si verifica facilmente che le operazioni di somma e moltiplica-
zione per scalari definite da (2.1.2) e (2.1.3) rispettivamente godono delle proprieta (1)-(8)
della Definizione 2.1.1, con elemento neutro 0 := (0,0,...,0). Quindi " provvisto delle
operazioni appena definite ¢ uno spazio vettoriale su k.

Terminologia 2.1.3. Uno spazio vettoriale reale € uno spazio vettoriale su R, uno spazio
vettoriale complesso € uno spazio vettoriale su C.

E spesso piu utile pensare ai vettori di R™ non come a qualcosa che ci descriva la posizione di
un oggetto nello spazio n-dimensionale, quanto piuttosto ad un’azione di spostamento dentro
lo spazio n-dimensionale. Infatti, mentre ha senso effettuare prima uno spostamento e poi
un altro (cio che corrisponde alla somma di vettori), non ha senso pensare ad una somma di
posizioni di oggetti. Chiaramente un’azione di spostamento puo essere applicata a oggetti che
si trovino in posizioni differenti nello spazio n-dimensionale: a tal riguardo, vedete ’Esempio
2.1.4 seguente.

Esempio 2.1.4. Sia A? il piano della geometria euclidea (studiato a scuola). Siano A # B € A?:
denoteremo con AB I'unica retta contenente A e B. Ricordiamo che due rette sono parallele se
hanno intersezione vuota oppure coincidono: se 4, B,C, D € A? il simbolo AB||CD significa
che 0 A # B, C # D e le rette AB, CD sono parallele oppure A= BoC =D (A=Be
C = D ammesso).

Un segmento orientato in A? & una coppia ordinata (A, B) di punti di .A2: lo indichiamo
con AB - lestremo iniziale ¢ A, quello finale & B (quindi AB = CD se e solo se A = C e
B = D). I segmenti orientati AB e CD di A% sono equipollenti se AB||CD e AC||BD. Si
verifica che la relazione di equipollenza € di equivalenza (esercizio); la denotiamo ~.

Un vettore geometrico (nel piano) & una classe di equipollenza di segmenti orientati: quindi
il quoziente V? := A%/ ~ & I'insieme dei vettori geometrici. La classe di equipollenza di AB si
denota /ﬁ . Notiamo che dato P € A? e un vettore geometrico v esiste uno e un solo @ € A?
tale che @ = .

Si da all’insieme V? la struttura di spazio vettoriale nel seguente modo. Prima definiamo
la somma di segmenti orientati AB e BC' (cioe tali che I'estremo finale del primo & l’estremo
iniziale del secondo) come il segmenti orientato AC; quindi AB + BC := AC. Ora siano
v,w € V? due classi di equipollenza di segmenti orientati. Sia AB un segmento orientato
che rappresenta v e sia C € A? I'unico punto tale che BC rappresenti w: quindi ha senso
Ai—i— BC = AC. Si dimostra che se abbiamo punti A, B’,C’ € Aﬁli che AB" = v e
B'C" = w allora A’B' + B'C' = A'C’" ¢ equipollente ad AC' cioe AC = A'C, Quindi possiamo
definire la somma v + w come la classe di equipollenza di AB + BC = AC'": questo definisce

la somma di vettori geometrici
V2xy: o o — V2

AB+BC — AC
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La moltiplicazione per scalari si definisce in modo simile. Sia v € V2. Supponiamo che A € R
sia non-negativo. Sia AB un segmento orientato tale che @ = v. Sia r una semiretta con
estremo A e contenente B. Sia C € r il punto tale che la distanza da A a C sia la distanza da
A a B moltiplicata per A: si dimostra che la classe di equipollenza di AC non dipende dalla
scelta del rappresentante di v e quindi possiamo definire Av come la classe di equipollenza di
AC. Per definire Av quando A < 0 definiamo 1’opposto di un vettore geometrico v cosi: sia
AB un rappresentante di v, allora la classe di equipollenza di BA non dipende dalla scelta del
rappresentante e quindi ha senso definire —v := BA. Dato v € V? e A € R negativo definiamo
Av := (=A)v - questo ha senso perché siccome —\ > 0 il vettore (—\)v & stato definito in
precedenza. Ora definiamo il vettore nullo 0 € V? come la classe di equipollenza di AA.
Si verifica che V? con le operazioni appena definite ¢ uno spazio vettoriale reale.

Esempio 2.1.5. Siccome R e un sottocampo di C possiamo dare a C la struttura di spazio
vettoriale su R.

Esempio 2.1.6. Sia k un campo. Sull’insieme dei polinomi k[z] sono definite le operazioni di
somma e prodotto di polinomi. Siccome k C k[z] (i polinomi “costanti”), possiamo definire
un prodotto scalare k x k[z] — k[z]. Con queste operazioni k[x] & un k-spazio vettoriale.

Esempio 2.1.7. Sia k un campo e sia d € N. Sia k[z]<4 I'insieme che contiene i polinomi a
coefficienti in k di grado al piu d e il polinomio nullo. Come per k[z], possiamo analogamente
definire le operazioni di somma tra due polinomi e di prodotto di un polinomio per scalare su
k[xz]<4. Con queste operazioni k[zr|<q € un k-spazio vettoriale.

Esempio 2.1.8. Siano k un campo e X un insieme. Possiamo dotare I'insieme k¥ delle funzioni
f: X — k della struttura di un k-spazio vettoriale definendo la somma di funzioni punto per
punto e analogamente il prodotto per uno scalare:

(f +9)(z) = f(z) + g(x), (A)(x) = Af(=).
L’elemento neutro ¢ la funzione identicamente nulla.

Osservazione 2.1.9. Scegliamo una unita di misura nel piano euclideo A2. Allora, dato un
vettore v nel piano euclideo V2, ha senso considerare la lunghezza di un qualsiasi rappresen-
tante E di v, e siccome tale lunghezza ¢ indipendente dal rappresentante, ha senso parlare di
lunghezza di v: si chiama la norma di v e si denota ||v||. Di piti: possiamo definire il prodotto
scalare (v, w) di due vettori v,w € V?, procedendo come fatto a scuola. Analogamente si puo
definire un prodotto scalare tra vettori di R™. Nella definizione di spazio vettoriale, dimenti-
chiamo tutte queste strutture, benche siano interessanti. Il punto e che per ora concentriamo
la nostra attenzione su quello che si puo dedurre dal solo fatto che siano definite le operazioni
di somma di vettori e prodotto per uno scalare. In questo modo si dimostrano risultati che
valgono in moltissimi contesti diversi. Pitu in 1a vedremo il prodotto scalare come una struttura
aggiuntiva che uno spazio vettoriale puo avere, e dimostreremo risultati sui prodotti scalari (e
anche altre strutture aggiuntive). Questo modo di procedere non € naturale, ma economico e
redditizio.

2.2 Prime proprieta

Proposizione 2.2.1. Sia V uno spazio vettoriale sul campo k. FEsiste un unico elemento

neutro, cioé se 01,09 € V' sono tali che

01 +v=u, Op+v=v YoeV (2.2.1)
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allora 01 = 0y - questo ¢ ’elemento neutro di V' e sara denotato 0. Analogamente, datov € V
esiste un unico w € V tale che v+ w = 0.

Dimostrazione. Applichiamo le equazioni di (2.2.1) con v = 02 e v = 01, e ricordiamo che la
somma, di vettori € commutativa; otteniamo che

02 =07 4+ 09 =09 + 07 = 05.

Segue che 0; = 02. Ora supponiamo che v +w; = 0 = v + wa. Per la proprieta associativa
della somma,

w; =0+ w; = (wa+v) +w; =ws + (v+w) =ws 4+ 0 = wo,
e quindi wy = wo. O

Osserviamo anche che, se V' & uno spazio vettoriale sul campo k, valgono le seguenti
uguaglianze:
Ov=0, AN=0, (-lv+v=0, YveV,Aek. (2.2.2)

Infatti Ov = (04 0)v = Ov + Ov e aggiungendo l'opposto di Ov a entrambi i membri otteniamo
che 0 = Ov. La dimostrazione della seconda equaglianza ¢ del tutto simile. Infine (—1)v+v =
(-l)v+1v=(—141)v =0v =0 da che (—1)v+v =0.

Terminologia 2.2.2. Sia V uno spazio vettoriale sul campo k. Dato v € V 'unico w € V
tale che v +w = 0 & Uopposto di v e sarda denotato —v (in accordo con la terza eguaglianza
di (2.2.2)).

Osservazione 2.2.3. Sia V uno spazio vettoriale sul campo k. Si denota con lo stesso simbolo
sia I’elemento neutro del campo k, che I’elemento neutro dello spazio vettoriale: attenzione a
non confondere i due elementi neutri!

2.3 Sottospazi

Definizione 2.3.1. Sia V uno spazio vettoriale su k. Un sottoinsieme W di V' & un sottospazio
di V se & non vuoto e se dati v1,va € W, A1, A2 € k si ha che (Ajv1 + Aqva) € W.

FEsempio 2.3.2. Siano k un campo e aq,...,a, € k. Siano
Wi:={(z1,...,xn)EL"|a1z1+a2z2+...4anxn=0}, Wa:={(z1,...,2n)EL"|a1z1+a2z2+...4anzn=1}. (231)

Si verifica facilmente che W7 ¢ un sottospazio di V' e che W5 non ¢ un sottospazio di V.

Esempio 2.3.3. L’insieme dei polinomi R[z], identificato con 'insieme delle funzioni polinomiali
da R a R, & un sottospazio dello spazio vettoriale delle funzioni da R a R con addizione e

moltiplicazione per scalari puntuali.

Esempio 2.3.4. L’'insieme dei polinomi R[z]<4 di grado al pitl d ¢ un R-sottospazio vettoriale
dello spazio vettoriale R[z] dei polinomi reali di grado arbitrario.

Osservazione 2.3.5. Siano k un campo e V uno spazio vettoriale su k. Un sottoinsieme W C V
¢ un sottospazio se e solo se W & chiuso per 'operazione di somma e per la moltiplicazione
per scalari di V' e, provvisto di queste operazioni € uno spazio vettoriale su k. In particolare
un sottospazio contiene ’elemento neutro di V.
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Lemma 2.3.6. Sia V uno spazio vettoriale su k e W; peri € I (I éun insieme di indici) una
famiglia di sottospazi vettoriali di V. L’intersezione (;c; Wi & un sottospazio vettoriale di V.

Dimostrazione. Siccome 0 € W; per ogni ¢ € I abbiamo che 0 € (,c; W; e quindi (;c; W;
non ¢ vuoto. Siano vi,vs € [);c; Wi cioe vy, v2 € W; per ogni i € I, e sia A € k. Siccome W ¢
un sottospazio vettoriale di V' abbiamo che (v; + v2) € W; e Avy € W, per ogni i € I e quindi
(v1+vg) Eﬂz‘eIWi e A\ emieIWi' O

Esempio 2.3.7. Applichiamo il Lemma 2.3.6 all’insieme delle soluzioni di un sistema di
equazioni lineari omogenee cioe I'insieme degli (x1,x9, ..., x,) € k™ tali che

ainry + a2x2 + ...+ aipTy
a21T1 + a22x2 + ...+ a2pTp =

(2.3.2)

2
£
8
&
+
8
X
=
[\
+
+
&
3
8
3
Il
coco oo oo

am1T1 + am222 + ... + AT =

Siccome le soluzioni di una singola equazione
a;1x1 + appxs + ...+ apr, =0

€ un sottospazio vettoriale di k™ I'insieme delle soluzioni di m equazioni e I'intersezione di m
sottospazi vettoriali di k£™; per il Lemma 2.3.6 ¢ un sottospazio vettoriale di k™.

Proposizione 2.3.8. Sia V' uno spazio vettoriale su k e S C V un sottoinsieme. Esiste un
unico sottospazio vettoriale U C V' che ha le sequenti proprieta:

1. S é contenuto in U.
2. Se W ¢& un sottospazio vettoriale di V' che contiene S allora U C W.
(Informalmente U ¢ il piu piccolo sottospazio vettoriale di V' che contiene S).

Dimostrazione. Sia F la famiglia dei sottospazio vettoriali di V' che contengono S - notate che
F non e vuota perché S C V. Sia U lintersezione dei sottospazi in F: & un sottospazio di
V per il Lemma 2.3.6. Chiaramente U contiene S, inoltre se W & un sottospazio vettoriale
di V' che contiene S allora W € F e quindi U C W. Quindi U soddisfa sia (1) che (2). Ora
supponiamo che esista un sottospazio vettoriale U’ C V tale che valgano (1) e (2) con U
sostituito da U’: siccome S C U segue che U’ C U. D’altra parte siccome valgono (1) e (2) e
S C U’ abbiamo che U C U’: quindi U = U’. O

Definizione 2.3.9. Sia V uno spazio vettoriale su k. Sia S C V un sottoinsieme: I'unico sot-
tospazio U C V tale che valgano (1) e (2) della Proposizione 2.3.8 & chiamato il sottospazio
vettoriale generato da S e si denota (S) (in alcuni libri, tale sottospazio ¢ anche denotato come
“span(S)”). Se v1,...,v, € V denotiamo ({v1,...,v,}) con (vi,...,v,).

Esiste una descrizione piu esplicita del sottospazio generato da un sottoinsieme S di uno
spazio vettoriale V. Prima diamo una definizione fondamentale.
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Definizione 2.3.10. Sia V uno spazio vettoriale su k. Siano vi,vs,...,v, € V. Un vettore
v € V e combinazione lineare di vy, ..., v, se esistono i, Ao, ..., A\, € k tali che
V= AU1 + AUy + ...+ A\up. (2.3.3)

E conveniente ammettere che n possa essere 0 cioe la collezione di vettori sia vuota: dichiariamo
che solo 0 & combinazione lineare di una collezione vuota di vettori.

Proposizione 2.3.11. Siano V uno spazio vettoriale su k e S C V' un sottoinsieme. Allora
(S) € uguale all’insieme i cui elementi sono le combinazioni lineari di arbitrarie collezioni
finite di vettori in S':

<S>={)\11)1+)\2’U2+...+)\n1}n‘vl,’l)g,...,’l)nev, )\1,)\2,...,An€k}. (2.3.4)

Dimostrazione. Sia U il membro di destra di (2.3.4). Dobbiamo dimostrare che (S) = U. E
sufficiente dimostrare che U & un sottospazio di V' e che valgono (1) e (2) della Proposizione
2.3.8. Verifichiamo che U & un sottospazio di V: non & vuoto perché 0 € U (vedi I'ultima
frase della Definizione 2.3.10) e se u,u’ € U cioe

n n
/
U = E Aivi, uw = E Hjws, Vi, Wy € S, )\i,uj ck
i=1 j=1

allora u+u' =37 \v; + Z?Zl pjwj e quindi appartiene a U, inoltre se a € k abbiamo che
au =Y (aX)v; e quindi appartiene a U. Ora dimostriamo che S C U. Sia v € S: siccome
v = lv abbiamo che v € U. Rimane da dimostrare che se W C V & un sottospazio contenente
S allora U C W. Sia v € U cioe vale (2.3.3) con v; € S, allora vy, ve,...,v, € W e siccome W
¢ un sottospazio segue che v € W. O

Il seguente corollario e semplice ma utile.

Corollario 2.3.12. Sia V uno spazio vettoriale su k e siano S, R C V sottoinsiemi. Allora
R C (S) se e solo se (SUR) = (S).

Dimostrazione. Supponiamo dapprima (S U R) = (S). Allora R C (SUR) = (S5).
Supponiamo invece ora R C (S). Chiaramente (S) C (S U R). Vogliamo dimostrare che
(SUR) C (5).

Siav € (SUR). Esistono elementi vy, ...,v, € Sewi,...,w, € Recoefficienti aj, ..., a,,b1,...

k tali che
v=ajvy + -+ app + brwy + -+ + bpwm,

Poiché w; € R C (S), possiamo anche scrivere
Wi = Ci1Ui1 + -+ Cigp Uiy
dove u; ; € S e ¢; j € k. Sostituendo, otteniamo
n m 7
v = E apvp, + E E bicijjui,j
h=1 i=1 j=1
e dunque v & combinazione lineare di elementi in S. Ne segue che v € (S). O]

Definizione 2.3.13. Sia V uno spazio vettoriale su k. Un sottospazio W C V & finitamente
generato se & generato da un insieme finito.

,bm €
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Esempio 2.3.14. Lo spazio vettoriale k™ & finitamente generato su k perché e generato dai
vettori

e :=(1,0,...,0), e :=(0,1,0,...,0),...,e, :=(0,0,...,1). (2.3.5)
FEsempio 2.3.15. Sia

R[z]<g:=={p € R[z] [p=00p#0edegp<d}

Allora R[z]<,4 & un sottospazio finitamente generato di R[z], perché & generato da {1, z, ..., 29}

Esempio 2.3.16. Lo spazio vettoriale k[z] (con somma e moltiplicazioni puntuali) non & fini-
tamente generato su k. Infatti, siano f1,..., fi, € k[z], e dimostriamo che (f1,..., fm) # k[z].
Possiamo assumere che i polinomi fi, ..., f;, siano tutti non nulli perché il sottopsazio gene-
rato non cambia se scartiamo eventuali polinomi nulli. Ogni f € (fi,..., fin) non nullo ha
grado al pitt uguale al massimo dei gradi degli f; e quindi (fi, ..., fi) non & tutto k[z] perché
esistono polinomi di grado arbitrariamente alto.

Definizione 2.3.17. Sia V uno spazio vettoriale e U, W C B sottospazi. La somma U + W
e il sottospazio di V' definito da

U+W:=UUW)={u+w|uel, weW} (2.3.6)

(Notate che in generale I'unione U U W non ¢ un sottospazio.)

2.4 Dipendenza/indipendenza lineare

La seguente & una definizione fondamentale.

Definizione 2.4.1. Sia V uno spazio vettoriale su k. Siano v1,...,v, € V. Una relazione
lineare tra vy, ..., v, € una uguaglianza
A1+ Aovg + ...+ Ao, =0, (2.4.1)
dove A1, Ag,..., A\, € k. La relazione lineare (2.4.1) & non banale se A1, Aa, ..., A, non sono
tutti nulli. Diciamo che vy, ..., v, sono linearmente dipendenti se esiste una relazione lineare
non banale tra vy,...,v, € V, e che sono linearmente indipendenti in caso contrario.
Esplicitiamo la definizione di vettori vq,...,v, linearmente indipendenti: vuol dire che

AU+ AUy 4+ ...+ Apu, =0

solose 0 =X =Xoa=...= \,.

Esempio 2.4.2. 1 vettori eq,...,e, € k™ definiti da (2.3.5) sono linearmente indipendenti, i
vettori v; = (2,2), va = (3,3) di R? sono linearmente dipendenti perché 3v; — 2vy = 0.

Esempio 2.4.3. Siano vy, vs € k? datida vy = (a,b) e va = (c,d). Allora vy, vy sono linearmente
dipendenti se e solo se (ad — bc) = 0. Infatti supponiamo che

T1v1 + x9v9 = 0

cioe
axr1 + cxyg =0, bx1 + dxo = 0. (2.4.2)
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Moltiplicando la prima equazione per b e aggiungendogli la seconda equazione moltiplicata
per —a otteniamo che

(be — ad)xe = 0. (2.4.3)

D’altra parte moltiplicando la prima equazione di (2.4.2) per d e aggiungendogli la seconda
equazione moltiplicata per —c otteniamo che

(ad — bc)xry = 0. (2.4.4)

Segue che se v1, v sono linearmente dipendenti allora (ad—bc) = 0: infatti esiste una soluzione
non banale (x,z2) di (2.4.2) e per (2.4.3) e (2.4.4) segue che (ad — bc) = 0. Ora dimostriamo
che se (ad — bc) = 0 allora vy, vz sono linearmente dipendenti. Se 0 = a = b = ¢ = d cioe
(0,0) = v1 = v2 non c’¢ nulla da dire (abbiamo per esempio che 1-v; 4+ 0- vy = 0). Quindi
possiamo supporre che (a, c) # (0,0) o (b,d) # (0,0). Nel primo caso una soluzione non banale
di (2.4.2) ¢ data da ;1 = ¢, 9 = —a, nel secondo caso una soluzione non banale di (2.4.2) &
data da x1 = d, zo = —b.

Definizione 2.4.4. Una matrice 2 X 2 con entrate in un campo k € una collezione ordinata M di 4 elementi di k, diciamo
a,b, c,d. Scriviamo la matrice cosi:
a b
M =

Le righe di M sono (a,b) e (c,d) rispettivamente, le sue colonne sono (a,c) e (b,d) rispettivamente. Il determinante di
M é il numero

det M := (ad — be). (2.4.5)

L’Esempio 2.4.3 da un caso in cui ¢ utile disporre della nozione di matrice 2 X 2 e suo determinante: infatti abbiamo
visto che i vettori vy, v2 € k2 sono linearmente dipendenti se e solo se & nullo il determinante della matrice 2 X 2 che ha
come righe i vettori v1 e v2. Nel Capitolo 4 considereremo matrici di ordine qualsiasi, e nel Capitolo 6 definiremo il

determinante di matrici quadrate di ordine arbitrario.

Osservazione 2.4.5. Nella definizione di vettori linearmente dipendenti, i vettori vy, ..., v, sono
una lista di vettori, cioé un’applicazione da {1,2,...,n} — V, e non un insieme. Quindi puo
accadere che v; = v; per ¢ # j, e in tal caso i vettori v1,..., v, sono linearmente dipendenti.
Tuttavia, & chiaro che la dipendenza/indipendenza lineare non varia se cambiamo 1’ordine
dei vettori nella lista. Dunque ha senso dire che un insieme S C V di vettori ¢ linearmente
indipendente se, comunque ordinati i vettori in S, sono linearmente indipendenti.

Lemma 2.4.6. Sia W uno spazio vettoriale su k non finitamente generato. Allora, per ogni
m > 1, esiste una m-upla w1, ..., wy, € W di vettori linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Per induzione su m > 1.

Nel caso m = 1, notiamo che W # {0}, in quanto lo spazio vettoriale {0} & finitamente gene-
rato. Sia dunque w; € W con w; # 0. Chiaramente w; € linearmente indipendente.
Supponiamo ora vera l’asserzione per m e quindi supponiamo di aver costruito una m-upla
W, . .., Wy € W linearmente indipendente. L’insieme {wj, ..., wy,,} non pud generare W, in
quanto W non ¢ finitamente generato, e dunque esiste un vettore wy,+1 € W\ (w1, ..., wn).
Asseriamo che wy, . . ., Wy, 41 siano linearmente indipendenti. Infatti, se ajwi+- - +am+1Wmt1 =
0 per opportuni a; € k, dovrebbe aversi a,;,+1 = 0 (perché w11 ¢ (wi,...,wy)) e di con-
seguenza a; = -+ = a,, = 0 (perché wi,...,w, sono linearmente indipendenti). Questo
completa il passo induttivo. ]



2.5. BASI 33

Osservazione 2.4.7. L’affermazione “i vettori vy, ..., v, sono linearmente dipendenti” & un’af-
fermazione sulla lista di vettori vq,...,v,, non si afferma che ciascun vettore della lista
v1,...,U, ha la proprieta di essere “linearmente indipendente”. Questa ¢ un’osservazione
banale, ma esiste il pericolo di fraintendimento perché a rigore bisognerebbe affermare che “la
lista vy, ..., v, € linearmente dipendente”. Ovviamente, analoghe considerazione valgono per
I’affermazione “i vettori vy, ..., v, sono linearmente indipendenti”.

Osservazione 2.4.8. B possibile definire relazioni lineari e dipendenza/indipendenza lineare
per un insieme qualunque (anche infinito!) di vettori S C V. Una relazione lineare fra vettori
della lista S € una uguaglianza

ajvy + -+ apvp, =0

dove v1, ..., v, sono vettori distinti in S e aq,...,a € k, e tale relazione lineare si dice banale
se a; = --- = ap = 0. Sottolineiamo che una relazione lineare coinvolge un numero finito di
addendi!

Come nel caso di una lista finita, diciamo che S & linearmente indipendente se non ci sono
relazioni lineari non banali in S, e linearmente dipendente altrimenti.

2.5 Basi

La seguente & una definizione fondamentale.

Definizione 2.5.1. Sia V uno spazio vettoriale su k. Siano v1,...,v, € V. Diciamo che
(v1,...,v,) & una base (finita) di V se v1,...,v, generano V e sono linearmente indipendenti.

Un esempio: i vettori ey, ..., e, € k™ definiti da (2.3.5) formano una base di k™: questa ¢ la
base standard di k™. Notate che, se V ha una base finita, allora V' & finitamente generato, quindi
per esempio lo spazio vettoriale k[z] non ha una base finita. Esiste una nozione piu generale
di base che ammette il caso di basi con infiniti elementi: ogni spazio vettoriale ammette una
base secondo la definizione piu generale, vedi [2].

Come nel caso di una lista linearmente indipendente di vettori, diciamo che un insieme
finito {v1,...,v,} di vettori in V' & una base (finita) se, comunque si ordinino tali vy, ..., vy,

essi formino una base finita.

Proposizione 2.5.2. Sia V uno spazio vettoriale su k. Sia S C V un sottoinsieme linear-
mente indipendente in V e siano wi, ..., wy, € V tali che SU {w1,...,wy} generi V.
Allora vale una ed una sola delle due sequenti asserzioni:

(a) la lista SU{wy,..., wy} é una base di V;
(b) esiste 1 < i <m tale che SU{wy,..., Wi—1,Wit1,...,Wn} generi V.

Dimostrazione. Se SU{w1,...,wn+1} € linearmente indipendente, allora segue la tesi nel caso

(a).
Supponiamo dunque che S U {wi,...,wn+1} non sia linearmente indipendente, e quindi che
esistano vi,...,v, € S e coefficienti ay,...,ap,b1,...,bpy1 € k non tutti nulli tali che

avr + -+ apvp +biwr + -+ by 1wy =0

Poiché S e linearmente indipendente, non si puo avere by = by = -+ = by,+1 = 0 e dunque
esiste un 1 < ¢ < m 4+ 1 tale che b; # 0. Allora, sommando ambo i membri per —b;w; e



34 CAPITOLO 2. SPAZI VETTORIALI

dividendo per —b;, otteniamo

oMy e, by b o b b
% bz 1 bz h bz 1 bz i—1 bz i+1 bz m+1
Dunque w; € (SU{ws,...,wi—1,Wit1,...,Wn+1}. Per il Corollario 2.3.12, si ha

<S U {wl, - ,wm+1}) = <S U {wl, ey Wi— 1, Wig 1y - - - wm+1})
e quindi SU {w1,...,wi—1,Wit1,...,Wn+1} € un insieme di generatori per V. O

Corollario 2.5.3. Sia V uno spazio vettoriale su k. Sia S C V un sottoinsieme di vettori
linearmente indipendenti e siano wy, ..., Wy, € V tali che S U {w1,...,wy} generi V.
Allora esistono h e 1 < j; < --- < jn <m tali che SU{wj,,...,wj,} sia una base di V.

Dimostrazione. Procediamo per induzione su m > 0.

Per m = 0, 'enunciato segue dalle assunzioni. Supponiamo ora l’enunciato vero per m e
dimostriamolo per m + 1.

Consideriamo SU{wy, ..., wm+1}. Per la proposizione precedente, si hanno due casi. Nel caso
(a), SU{wi,...,wm+1} € linearmente indipendente e quindi otteniamo la tesi con k = m + 1
e j, = h. Nel caso (b), abbiamo che S U {wi,...,wj—1,Wit1,...,Wpnt1} € un insieme di
generatori. Per ipotesi induttiva, otteniamo una base S U {wj,,...,w;j,} di V per qualche h,
con ji,...,Jn # t. In ogni caso, abbiamo ottenuto la tesi. O

Ne discendono alcune utili conseguenze.

Corollario 2.5.4. Sia V uno spazio vettoriale su k generato dai vettori vi,...,v,. Allora
esiste una base di V' ottenuta eliminando alcuni dei v;, cioé esistonol < i1 <is < ... <ip<n
tali che {vj,, vi,,..., v, } sia una base di V.

Dimostrazione. Segue dal Corollario 2.5.3, ponendo S = () e usando I'insieme di generatori

{vi,...,vn}. O
Corollario 2.5.5. Sia V uno spazio vettoriale su k finitamente generato. Sianovi,...,v, € V
linearmente indipendenti: esistono vp41,...,Unep € V tali che {vi,...,0n, Unt1,y ..., Unih} Sia
una base di V.. (Il caso h =0 é ammesso: significa che {v1,...,v,} é una base di V'.)

Dimostrazione. Sia {ws,...,wy,} un insieme di generatori di V.. Ponendo S = {v1,...,v,},
abbiamo che S ¢ linearmente indipendente e chiaramente S U {wi,...,wy,} genera V. Ap-
plicando il Corollario 2.5.3, otteniamo una base S U {w;,,...,w;, } e dunque la tesi segue
ponendo vpyj 1= wy;. ]
Corollario 2.5.6. Sia V wuno spazio vettoriale su k. Supponiamo che vi,...,v.,u € V sia-
no linearmente indipendenti (il caso r = 0 é ammesso) e che vi,...,vp,W1,...,Ws SiANO

generatori di V. Allora esiste 1 < i < s tale che V sia generato da
Vly-v oy Um, W1, - oo, Wi—1, U, Wit1, - - -, Wnpe

Dimostrazione. Prendendo S = {vy,...,v,,u}, si ha che SU{wi,...,ws} genera V. Possiamo
quindi applicare la Proposizione 2.5.2.

Poiché anche S U {w,...,ws} \ {u} genera V, ne segue che u € (S U{wi,...,ws}) e
dunque w si scrive come combinazione lineare dei v; e dei w;. Quindi S U {wy,...,ws} non &
linearmente indipendente e non siamo nel caso (a) della Proposizione 2.5.2: siamo nel caso
(b), che & esattamente la tesi voluta. O
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Siano vy,...,v, € Ve B:={v1,...,Un,Unt1,...,Unt+n} come nell’enunciato del Corolla-
rio 2.5.5: sidice che vq,...,v, € V si estende alla base B di V. Quindi la proposizione afferma
che in uno spazio vettoriale finitamente generato ogni lista di vettori linearmente indipendenti
si estende a una base.

Proposizione 2.5.7. Sia V uno spazio vettoriale su k di dimensione n e sia vy,...,vm €V
una lista (ordinata) di vettori. Sia infine dato un vettore v € V.

(i) Supponiamo che vy,...,vy, generino V. Allora esistono ay,...,an, € k tali che v =
ai1vy + agv2 + -+ + AU,

(i) Supponiamo che v1,..., vy siano linearmente indipendenti. Se v si pud scrivere come
V= a1v1 + agvy + + -+ + AUy CON a1, ..., 4y € k, allora tale m-upla (a1,...,anp) € k™
e unica.

(iii) Supponiamo che v1,..., vy, sia una base di V' (e quindin = m). Allora I ay,...,am €k

tali che v = a1v1 4+ asvs + - - - + AU .

Dimostrazione. La (i) segue dalla definizione di insieme di generatori e dalla Proposizione
2.3.11.

Per quanto riguarda la (ii), supponiamo che v € V si scriva come combinazione lineare dei
V1,...,Uy in due modi, ossia che esistano aq,...,am,b1,...,b, € k tali che

aiv1 + a2 + - + AU, = v = biv1 + bava + -+ + b vy,

Ne segue che (a1 — by)vy + (ag — b2)vy + -+ + (am — b))V = 0 € dunque a1 — by = ag — by =
<o s = @y, — by, = 0 perché vy, ..., vy, sono linearmente indipendenti. Dunque a; = b; per ogni
1 < i < m e le due scritture coincidono.

Infine, la (iii) si ottiene combinando (i) e (ii). O

Come immediata conseguenza della Proposizione 2.5.7(iii) otteniamo che i vettori di uno spazio vettoriale su k
possono essere messi in corrispondenza con quelli di k™, quando si sia scelta una base (ordinata) di n vettori.

Corollario 2.5.8. Sia V uno spazio vettoriale su k finitamente generato e B = (v1,...,vn) una sua base (ordinata).
Allora I’applicazione
!
k™ - v (2.5.1)
(alv"'7a") — aijvi + agvz + ...+ anvp

e biunivoca.

Sia f data da (2.5.1): per il Corollario 2.5.8 la f & biunivoca e quindi & definita la sua inversa che denotiamo Xpz:
v 2B pn (2.5.2)

La n-pla Xg(v) associata a v & 'n-pla delle sue coordinate relative alla base B.

Esempio 2.5.9. Sia S :={e1,...,e,} la base standard di k™. Le coordinate di X = (x1,...,2n) nella base S sono date
da (z1,...,2n).

Esempio 2.5.10. Una base di R? & B := {(1,1), (1, —1)} (verificatelo). Se (¢1,t2) sono le coordinate di X = (z1,z2) € R?
nella base B, allora
(z1,22) = t1(1,1) + t2(1, —1).

Quindi, per determinare (¢1,t2) risolviamo il sistema di equazioni lineari
t1 +t2 = x1, t1 —ta = x2.

Semplici calcoli danno che ¢t; = (z1 + 22)/2 e t2 = (21 — x2)/2. Notate che le coordinate di X nella base B sono
completamente diverse da quelle nella base standard S.



36 CAPITOLO 2. SPAZI VETTORIALI

Un fatto fondamentale € che il numero di elementi in una base di uno spazio vettoriale &
indipendente dalla base. La seguente proposizione rappresenta, nel caso di uno spazio vetto-
riale finitamente generato, una versione piu precisa del Corollario 2.5.3. La dimostrazione
procede similmente per induzione, ma i ruoli sono invertiti.

Proposizione 2.5.11. Sia V uno spazio vettoriale su k. Supponiamo che vi,...,v, € V
stano linearmente indipendenti e che wi,. .., w, € V siano generatori di V. Alloran < m ed
esistono 1 < j1 < jo < ... < jp < m tali che V' é generato da

{vi, ..ot U{wr, .o o} \ {wy, wyy, .o wj, T (2.5.3)

(In altre parole: sostituendo nella lista wy,...,w, ciascun wj, con v; otteniamo un nuovo
sistema di generatori.)

Dimostrazione. Per induzione su n > 0. Piu precisamente sia A,, I'affermazione della propo-
sizione: dimostriamo per induzione che € vera per ogni n.

Il caso n = 0 & banalmente vero. Dimostriamo il passo induttivo, cioé assumiamo che A,, sia
vera e dimostriamo che & vera A, 1.

Per l'ipotesi induttiva V' & generato da (2.5.3). Applicando il Corollario 2.5.6 con r = n

e u = Vpy1, ossia considerando l'insieme {v,...,v,,u = vp41} di vettori linearmenti indi-
pendenti tale che {v,...,vp} U ({wl,...,wm} \ {wjy, ... ,wjh}) genera, vediamo che vale
An+1- 0
Corollario 2.5.12. Sia V uno spazio vettoriale su k, finitamente generato. Supponiamo che
{v1,...,0n} e {wr,...,wy} siano basi di V. Allora n = m.

Dimostrazione. Ivettoriwvy,..., v, sono linearmente indipendenti e wy, . . . , wy, sono generatori
di V: per la Proposizione 2.5.11 abbiamo che n < m. D’altra parte i vettori wq,...,wm
sono linearmente indipendenti e v1, ..., v, sono generatori di V: per la Proposizione 2.5.11
abbiamo che m < n: segue che n = m. O

Un altro semplice corollario ¢ il seguente.

Corollario 2.5.13. Sia V' uno spazio vettoriale su k finitamente generato e sia W C V un
sottospazio. Allora W ¢é finitamente generato.

Dimostrazione. Per il Corollario 2.5.4, V ammette una base {v1,...,v,}. Per il Lemma
2.4.6, esiste un sottoinsieme linearmente indipendente {ws, ..., w,y1} di W C V composto
da n + 1 vettori. Questo contraddice la Proposizione 2.5.11. ]

Il Corollario 2.5.12 ci permette di dare la seguente definizione fondamentale.

Definizione 2.5.14. Sia V uno spazio vettoriale su k finitamente generato (e quindi V' am-
mette basi per il Corollario 2.5.4). La dimensione di V' ¢ la cardinalita di una qualsiasi base
di V.

Esempio 2.5.15. 1. Lo spazio vettoriale k™ ha dimensione n perché eq,...,e, € una base
di k™.

2. Se k' C k & un sottocampo, allora restringendo gli scalari a £/, diamo a k™ una struttura
di spazio vettoriale su &/, e la dimensione di k" come k’-spazio vettoriale sara diversa da
quella come k-spazio vettoriale se k¥’ # k. Un esempio: la dimensione di C" come spazio
vettoriale reale € 2n, perché eq,iei,eq,ies,...,e,,7e, ¢ una base di C™ come spazio
vettoriale reale.
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3. k[z]<y, ha dimensione (n + 1) perché una sua base & {1,z,22,... 2"}.

4. Lo spazio vettoriale V? dei vettori geometrici nel piano ha dimensione 2, perché una sua
base e data da una qualsiasi coppia di vettori non paralleli.

Proposizione 2.5.16. Sia V uno spazio vettoriale su k finitamente generato di dimensione

n.
1. Supponiamo che vi,...,v, € V siano linearmente indipendenti. Allora m < n e se
m =n la lista {v1,...,v,} € una base di V.
2. Supponiamo che (vi,...,vym) =V. Allora m >n e se m = n la lista {v1,...,v,} & una
base di V.
Dimostrazione. (1): Per il Corollario 2.5.5 possiamo estendere vy, ..., v, a una base B di

V. Siccome dimV = n la base B contiene n vettori e quindi m < n. Se m = n allora
B = {vi,...,v,} e quindi W = (v1,...,v,) = V. (2): Per il Corollario 2.5.4 possiamo
eliminare alcuni dei v; e ottenere una base C di V. Siccome dim V = n segue che m > n. Se
m = n abbiamo che B = {vy,...,v,} e quindi W = V. O

Esempio 2.5.17. Sia V uno uno spazio vettoriale con base {w;,ws} (quindi dim V' = 2). Siano
v1,v9 € V dati da

v1 1= awi + bwo, V9 := cwy + dws. (2.5.4)

Copiando gli argomenti dell’Esempio 2.4.3 si vede che v1,v2 sono linearmente dipendenti se
e solo se (ad — be) = 0 ovvero sono linearmente indipendenti se e solo se (ad — bc) # 0. Per
la Proposizione 2.5.16 segue che {v1,v2} ¢ una base di V' se e solo se (ad — bc) # 0.

Esempio 2.5.18. Consideriamo il sistema di equazioni lineari omogenee (2.3.2). La soluzione
banale di (2.3.2) € quella con ; = 0 per ogni 1 < j < n. Notate che la soluzione banale
esiste indipendentemente dal sistema scelto, ci interessa sapere se esiste o non esiste una
soluzione non banale. Supponiamo che n > m cioe che esistano piu incognite che equazione:

dimostriamo che esiste una soluzione non banale. Siano vy, ..., v, € k™ i vettori definiti da
vj = (@15, 0255 - -+ s Qijy -, Amj).
Allora (z1,...,x,) ¢ soluzione di (2.3.2) se e solo se
101 + Ty + ...+ xpv = 0. (2.5.5)
Siccome dim k™ = m e per ipotesi m < n la Proposizione 2.5.16 ci assicura che vy, ..., v, so-
no linearmente dipendenti. Quindi esistono z1,...,z, € k non tutti nulli tali che valga (2.5.5)

e cioé una soluzione non banale di (2.3.2).

Corollario 2.5.19. Sia V uno spazio vettoriale su k finitamente generato. Se W C 'V ¢ un
sottospazio allora dim W < dimV e si ha equaglianza se e solo se W =V.

Dimostrazione. Sia {wi,...,wy} una base di W: allora wi,...,w,, sono linearmente indi-
pendenti e quindi il corollario segue dal punto (1) della Proposizione 2.5.16. O
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2.6 Formula di Grassmann

Consideriamo uno spazio vettoriale V' su k e sottospazi U,W C V. Supponiamo che U e W
siano finitamente generati, diciamo U = (x1,...,2p) € W = (y1,...,yq): allora (U + W) =
(1,...,%p,Y1,.-.,Yq) € quindi anche la somma (U + W) & uno spazio finitamente generato.
Per il Corollario 2.5.13 anche U N W & finitamente generato. Quindi nell’ipotesi fatta le
dimensioni di U, W, (U + W) e U N W sono definite. La formula di Grassmann da una
relazione tra queste dimensioni.

Proposizione 2.6.1 (Formula di Grassmann). Sia V' uno spazio vettoriale su 'k e UUW CV
sottospazi finitamente generati. Allora

dim(U + W) +dim(U N W) = dim U + dim W. (2.6.1)
Dimostrazione. Sia (z1,...,z,) una base di UNW ed estendiamola a una base (21, . .., Zq, U1, - - . , Uy
di U e a una base (z1,...,2q, W1, ..., wy) di W. Dimostriamo che
B = (21, vy Zay ULy v oy Uy W1y« - oy W)

e una base di (U + W).

Siccome 21, ..., 2q, U1, .., Uy generano U e 21, ..., 24, W1, ..., w, generano W, allora U U
W C (21, oy Zay ULy v oy Uy W1, « . ., Wy ). Dunque U + W = (U U W) & generato da B.
Rimane da dimostrare che zi,...,24,%1,...,Un, w1, .., w, sono linearmente indipendenti.

Supponiamo che
A1zl + oo Agza + piur + oo F Uy + 1wy + .+ Opw, = 0. (2.6.2)
Sia v:=A1z1 + ...+ Aaza + p1u1 + . .. + mm, da cui
Azl + oo+ Agza Fpiur o Uy, = v = —(6hwr + ...+ Gpwy,). (2.6.3)

Il membro di sinistra di (2.6.3) ¢ in U e il membro di destra ¢ in W, quindi v € UNW. Siccome
(21,...,24) € una base di U N W, per la Proposizione 2.5.7(iii) il vettore v puo scriversi in
modo unico come combinazione lineare di 2y, ..., 2, 0ssia v = 7121 + - - - + T4 24, che puo anche
essere letta come v = 1121+ - - + Tq2q + 0ug + - - - + 0uy,. D’altra parte, 21, ..., 24, U1, ..., Uy €
una base di U e dunque per la Proposizione 2.5.7(iii) v = Ajz1+. ..+ AgzqFpa1ur+. . .+ U
€ 'unico modo di scrivere v come combinazione lineare di 21, ..., 24, U1, ..., Un. Ne segue che
1 =---=pm =0e N\ =7; per 1 <i<a. Ma allora la relazione lineare (2.6.2) si riduce a

Mzl + oo+ Xgzg FOWL+ .+ 0w, =0
equindi Ay = -+ =X, =61 =--- =0, =0 perché z1,..., 2., w1,...,w, sono linearmente
indipendenti.
Questo dimostra che B & una base di (U + W) e dunque

dm(U+W)=a+m+n, dmUNW =qa, dimU=a+m, dimW =a+n

e percio vale (2.6.1). O
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FEsempio 2.6.2. Siano ai,...,a, € k, e sia W C k™ il sottospazio delle soluzioni X =
(x1,...,zy,) dell’equazione omogenea
arxy + ...+ apxy, =0. (2.6.4)
Dimostriamo che
Jim IV — {n se0=a;=...=ap (2.6.5)
n —1 altrimenti.
Sia f: k™ — k Dapplicazione f(x1,...,2,) = a1x1 + ... + apx,. Quindi
W ={X €k" | f(X)=0}. (2.6.6)
Se f(X) =0 perogni X, cioe0=a; =...=ay,allora W = k", e quindi dim W = dim k" = n.

Ora supponiamo che esista X € k™ tale che f(X) # 0. Sia U := (X): allora dim U = 1 perché
X # 0. Siccome UNW = {0}, la formula di Grassmann (2.6.1) da che

dim(U + W) = dimU + dim W — dimUNW = dimU + dim W = 1 + dimW.  (2.6.7)
Quindi dim W = dim(U + W) — 1 e percio sara sufficiente dimostrare che
U+ W) = k" (2.6.8)
A questo scopo, notiamo che, se A € ke X, Z € k",
FOX) = MX),  f(X +2) = F(X) + £(2). (2.6.9)

Dato X € k", definiamo Y € k" cosi:

Vi=X-"-X
f(X)
Ricordando (2.6.9), troviamo che
o (x—TO%Y - (PO — oo - FE) ) = roo) ) =
$00) = £ (% = 2T = 30) = 1 (F55) = 06 - T2 130 = 109) - 10 =
cioe Y € W. Siccome
X =Y+ @X,
f(X)

vediamo che X ¢ somma di un vettore di W e un vettore di U. Questo dimostra (2.6.8).

Definizione 2.6.3. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato e W C V un sottospazio.
La codimensione di W in V e

cod(W,V) :=dimV — dim W.

Nell’Esempio 2.6.2 la codimensione di W in k" ¢0se 0 =a; = ... = a, ed & 1 altrimenti.

2.7 Costruzioni astratte di spazi vettoriali

Presenteremo due costruzioni che producono uno spazio vettoriale a partire da altri spazi
vettoriali.
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2.7.1 Somma diretta

Siano V' e W spazi vettoriali sul campo k. Definiamo la somma di elementi (vy, w1), (ve, w2) €
V x W cosi:
(v1,w1) + (v2,ws) := (v1 + v, w1 + W3). (2.7.1)

Dati A € k e (v,w) € V x W definiamo
Av,w) == (A, dw). (2.7.2)

Si verifica facilmente che con queste operazioni V' x W & uno spaziovettoriale (su k). L’elemento
neutro & (Oy, Oy ) dove Oy e Oy sono gli elementi neutri di V' e W rispettivamente, e 'opposto
di (v,w) & (—v, —w). Lo spazio vettoriale V' x W (con le operazioni appena definite) si denota
V & W e si chiama la somma diretta di V e W.

Proposizione 2.7.1. Siano V e W spazio vettoriali finitamente generati su k. Allora
dim(V e W) =dimV + dim W.

Dimostrazione. Siano {vi,...,vm} e {w1,...,w,} basi di V e W rispettivamente. Dimostre-
remo che

{(1}1, Ow), ey (’Um, Ow), (0\/, wl), ey (0\/, wn)} (2.7.3)

¢ una base di V @ W, e la proposizione seguira. I vettori di (2.7.3) generano V & W perché
dato (v,w) € V@ W esistono Ai,...,A\m € k e p1,...,p1, € k tali che v = > \v; e

w = 2?21 pjw; (perché {vi,..., vy} genera Ve {wi,...,w,} genera W), e quindi
m n m n
> Xivs, 0w) + > (O, wy) = O Nivi, Y pjwy) = (v, w). (2.7.4)
i=1 j=1 i=1 j=1
Per dimostrare che i vettori di (2.7.3) sono linearmente indipendenti supponiamo che
m n
D Xivi, 0w) + > i 0y, wy) = (Ov, Ow).
i=1 j=1
Guardando a (2.7.4) vediamo che necessariamente 0 = A1, ..., Ay, = [, ..., fin- O

2.7.2 Quoziente

Per la prossima costruzione assumiamo che V sia uno spazio vettoriale su k e che W C V sia
. . . . w N
un sottospazio vettoriale. Definiamo la relazione ~ su V cosi:

v1 X v se e solo se (v —v2) € W. (2.7.5)

. . . w . . . . W, . .
Si verifica facilmente che ~ ¢ una relazione di equivalenza: infatti ~ e riflessiva perché 0 € W,
e simmetrica perché se w € W allora 'opposto —w € W ed e transitiva perché W & chiuso
. w
per la somma. Chiamiamo ~ la congruenza modulo W.

Proposizione 2.7.2. Siano V uno spazio vettoriale su k e W C V un sottospazio vettoriale.
. W, W,
Supponiamo che v ~ v eu ~u'. Allora

(v+u) v (W' + ), Ao KN (2.7.6)
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Dimostrazione. Per ipotesi (v — v'), (u — ') € W; siccome W & un sottospazio & chiuso per
somma,

(wtu)— W +d)=@v—-0)+ (u—u)eW

Questo dimostra la prima congruenza di (2.7.6). La seconda si dimostra in modo analogo. [

La Proposizione 2.7.4 permette di definire una operazione di somma su V/ 2. Siano
[v], [u] € V/ . poniamo
[v] + [u] :== [v+ u]. (2.7.7)

Notate che la definizione & ben posta (cioe la somma di [v] e [u] non dipende dai rappresentanti
delle classi di equivalenza) grazie alla Proposizione 2.7.4. Analogamente definiamo una

moltiplicazione per scalari. Siano A € k e [v] € V/ % poniamo
Av] == [Av] (2.7.8)

Di nuovo: la definizione € ben posta grazie alla Proposizione 2.7.4. Si verifica facilmente
che con queste operazioni V/ & uno spazio vettoriale su k, con elemento neutro dato da [0]
(notate che [0] = W).

Definizione 2.7.3. Siano V uno spazio vettoriale su k, e W C V un sottospazio. Il quoziente
di V- modulo W & lo spazio vettoriale V/ % con le operazioni di somma e moltiplicazione per
scalari appena definiti; lo si denota V/W.

Proposizione 2.7.4. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su k e W C V un
sottospazio vettoriale. Allora V/W é finitamente generato e dim(V/W) =dimV — dim W.

Dimostrazione. Siano vy, ..., vy, generatori di V: allora [v1], ..., [vy] sono generatori di V/W e
quindi V/W ¢ finitamente generato. Sia {wi, ..., w,} una base di W: estendiamola a una base
{wi, ..., we,ur,...,up} di V. Allora (dim V —dim W) = b e quindi ¢ sufficiente dimostrare che
{[u1], ..., [up]} & una base di V/W. Prima dimostriamo che V/W & generato da [u1], ..., [up].
Sia [v] € V/W: siccome wy, ..., Wa, UL, ..., u, generano V esistono A1, ..., Aq, fi1,..., 14y € k
tali che

U:)\lwl+~~+)\awa+ﬂlul+-~+,U«bUbV'L/H1U1+---+HbUb-

Quindi [v] = pifui] + ... + wp[up]. Ora dimostriamo che [ug],...,[up] sono linearmente
indipendenti. Quindi supponiamo che esistano 1, ..., uy € k tali che

pafua] 4 .. 4 pp[we] = [0].
Siccome [0] = W cio significa che esistono Ai,..., A, € k tali che
Pl + .. ppupy = Atwy + ..+ AgWe.-
Siccome {wi, ..., wq,u1,...,up} € una base di V segue che

O=M=...=X =1 =...= Up.
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Esercizi del Capitolo 2
Esercizio 2.1. Siano X,Y,Z € R? definiti da
X :=(1,2,-3), Y = (3,-5,2), Z:=(1,1,-2).
Calcolate 2X —Y + Z. Trovate A\, i, v € R non tutti nulli tali che
AX +uY +vZ =0.

Esercizio 2.2. Determinate quali dei sequenti sottoinsiemi W; C k3 & un sottospazio.

1. k=R eW; :={(z,y,2) ER3 |2 +y+ 2 =0}.

2. k=R eWy:={(z,y,2) e R} |z +y+2<1}.

3. k=CeWs:={(z,y,2) € C3| 22 + y* + 22 = 0}.

4. k=Fy e Wy :={(x,y,2) € F3 | 2% +y? + 22 = 0}.
Esercizio 2.3. Sia V uno spazio vettoriale e u,v,w € V tali che

vV+u=v+w.
Dimostrate che u = w.
Esercizio 2.4. Nello spazio vettoriale R? siano dati i vettori
v = (1,2) vy = (4,2) vz = (6,3).

1. Dire se i vettori v1 e va generano R2.

2. Dire se i vettort vy e vs generano R2.
Esercizio 2.5. Nello spazio vettoriale R? siano dati i vettori

vy = (1,2,1) vy = (1,2,0) vy = (1,0,1).

Verificare che vy,vs,v3 generano R3.

Esercizio 2.6. 1. Dire per quali sottospazi W C R™ il complementare R \ W ¢é a sua volta un
sottospazio.

2. Dire per quali sottospazi W C R™ Uinsieme (R™\ W)U {0} é a sua volta un sottospazio.

Esercizio 2.7. Sia V uno spazio vettoriale e W1, Wy sottospazi vettoriali di V. Dimostrare che se
W1 U Wy é un sottospazio vettoriale di V' allora W, C Wy 0 Wy C W7

Esercizio 2.8. Siano vy, vs,vs3,vs € R* definiti da
U1 = (13170771% U2 = (13727372)3 U3 = (13717070)3 V4 = (0713071)

Stabilite quali tra {vy,ve,vs}, {va,vs,v4}, {vs,v4,v1} € {v4,v1,02} sono terne di vettori linearmente
dipendenti.

Esercizio 2.9. Siano vy, vs,u,w € R? definiti da
U1 :(1717)7 U22(172)7 U:(l,—l), U)Z(O, 1)

1. Verificate che B := {vi,v2} ¢ una base di R?.

2. Calcolate le coordinate di u e w nella base B.
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Esercizio 2.10. Osserviamo che linsieme k[r]<q (vedi Esempio 2.3.15) i cui elementi sono i
polinomi di grado al piu d oppure uguali a zero é un sottospazio vettoriale di k[z].

1. Dimostrate che B := {1,1+ z, (1 + x)%} & una base di k[z]<2.

2. Trovate le coordinate di 1 di = e di x2 bella base B.

Esercizio 2.11. Sia W C k[z]<q4 definito da

W= {p € k[z]<a | 0 = p(0) = p(—1) = p(1)}.

Dimostrate che W é un sottospazio vettoriale di k[z]q e calcolatene la dimensione. (Attenzione: il caso
in cui chark = 2 ¢ speciale.)

Esercizio 2.12. Sia V uno spazio vettoriale su k finitamente generato e sia B := {v1,...,v,} una
base di V. Supponiamo che v,w € V e che Xg(v) e Xp(w) siano le n-ple di coordinate di V e W
rispettivamente.

1. A cosa ¢ uguale Xg(v+w) ?

2. A cosa é uguale Xp(Iv) ?

Esercizio 2.13. Sia V uno spazio vettoriale e sia B := {v1,...,v,} una base di V. Sia
(RS <'U1,’l]27 ey Vi1, Vi1, e ,’Un>.
(Notate che v; “manca”.) Dimostrate che C := {vy,...,0;_1,0; + U, Vit1,...,0n} € una base di V.

Esercizio 2.14. Siano vy, vs,v3 € R? definiti da
U1 :(ahbhcl)a V2 = (a2>b2762)7 1}3:(07071)'
Stabilite sotto quali condizioni {vy,v2,v3} & una base di R3.

Esercizio 2.15. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato e siano W,..., W, C V sottospazi.
Si dimostri che
codWiN...NnW,, V) <cod(W1,V) + ...+ cod(W, V).

(Suggerimento: si proceda per induzione su p e si applichi la Formula di Grassmann.)

Esercizio 2.16. Sia W C k™ lo spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo (2.3.2). Si dimostri
che dimW > (n — m). (Invocate I’Esercizio 2.15 ¢ I’ Esempio 2.6.2.)

Esercizio 2.17. Sia k un campo e ag, a1, ..., a, € k distinti. Siano vy, vi,...,v, € k"1 definiti da
v, = (ag,a,...,a,), 0<i<n.
Dimostrate che {vg,v1,...,v,} ¢ una base di k™1,

Esercizio 2.18. Sia d € Q e poniamo
Q[Vd] := {a+ BVd | a,B € Q}.

1. Verificate che Q[V/d] ¢ un sottocampo di C.

2. La somma e la moltiplicazione per Q danno a Q[\/&} una struttura di spazio vettoriale su Q:
calcolatene la dimensione. (La risposta dipende dal numero d.)
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Capitolo 3

Geometria affine, 1

La nozione di base e relative coordinate di uno spazio vettoriale permette di introdurre coordi-
nate affini per i punti del piano o dello spazio: le coordinate cartesiane introdotte nella scuola
sono casi particolari (corrispondono a basi cosiddette ortonormali). Introdurremo le coordina-
te affini e daremo le equazioni di rette e piani in coordinate affini. Daremo anche la definizione
generale di spazio affine. A questo proposito € importante osservare che & conveniente definire
cosa ¢ uno spazio affine a partire dalla nozione di spazio vettoriale. In particolare da un punto
di vista formale la nozione di spazio vettoriale precede quella di spazio affine anche se viene
motivata con argomenti di geometria affine (classi di equipollenza di segmenti orientati nel
piano e nello spazio) che possiamo considerare di natura intuitiva oppure fondati sugli assiomi
di Hilbert (rielaborazione degli assiomi di Euclide) per punti, rette, piani dello spazio.

3.1 Coordinate affini nel piano

Sia A2 il piano della geometria euclidea. Scegliamo un punto O € A? e una base {i,j} di V2.
Dato P € A? esistono z,y € R (e sono unici) tali che

OP = i + yj. (3.1.1)

Associamo a P la coppia (z,y) e diciamo che x,y sono le coordinate di P nel riferimento
affine determinato dalla scelta di O e della base {i,j}, che indicheremo con RA(O;1i,j). La x
e l'ascissa di P elay & 'ordinata di P. Spesso scriveremo P(zg,yo) per dire “P & il punto con
coordinate (zg,o)”. Notate che le coordinate del punto O sono (0,0); il punto O & I’origine
del sistema RA(O;1,j). Si ottengono le coordinate cartesiane viste a scuola quando i vettori
i, j sono di uguale lunghezza e perpendicolari (si dice che la base {i,j} & ortonormale). Dati
Py, Py € A? di coordinate (z¢,y0) e (1,%1) rispettivamente le coordinate del vettore ]ﬁ
nella base {i,j} si ottengono cosi:

PyPy = OP, — OP; = z1i + y1j — (woi + yoj) = (1 — z0)i + (y1 — v0)J. (3.1.2)

Ora supponiamo che Py # P; e quindi esiste una unica retta PyP; contenente Py e P;. Un
punto P € A? appartiene a PyP; se e solo se il vettore Poﬁ ¢ un multiplo del vettore PyP;
ovvero esiste t € R tale che

—
PP = tB,P,. (3.1.3)
Siano (z,y) le coordinate di P: I’equazione (3.1.3) equivale alle due equazioni
r = x0-+ t(xl — x()),
y = wyo+ty— o)

45
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Queste sono equazioni parametriche della retta PyP; - il parametro ¢ t. Spesso si pone
l = (z1 — 70), m = (y1 — Yo)
e [, m sono chiamati coefficienti direttori. Quindi abbiamo

x = x+1t,

3.1.4
Yy = Yo+ mt. ( )

Notate che i coefficienti direttori sono definiti a meno di una costante moltiplicativa. Le
coordinate (z,y) dei punti di r soddisfano ’equazione

ar +by+c=0, (3.1.5)

dove a = m, b = —l e ¢c = —mxg + lyp. Questa & una equazione cartesiana della retta r.
Viceversa se (a,b) # (0,0) le soluzioni di (3.1.5) sono le coordinate dei punti di una retta.

3.2 Coordinate affini nello spazio

Sia A3 lo spazio della geometria euclidea. Scegliamo un punto O € A3 e una base {i,j, k} di
V3. Dato P € A3 esistono z, 7,z € R (e sono unici) tali che

OP = zi +yj + zk. (3.2.1)

Associamo a P la terna (z,y, z) e diciamo che z,y, z sono le coordinate di P nel riferimento
affine determinato dalla scelta di O e della base {i, j, k}, che indicheremo con RA(O;1i,j,k).
Il punto O & Vorigine del sistema RA(O;1,j, k). Datij, Py € A2 di coordinate (z9, 0, 20) €
(x1,y1, z1) rispettivamente le coordinate del vettore Py P nella base {i, j, k} si ottengono cosi:

PoPy = OP; —OPy = z1i+y1j+ 21k — (xoi + yoj + 20k) = (1 — 20)i+ (Y1 — y0)j + (21 — 20)k.

(3.2.2)
Ora supponiamo che Py # P;. Ragionando come per le rette nel piano vediamo che un punto
P appartiene alla retta PyPy se e solo se le sue coordinate (z,v, 2) sono date da

= x0+t(z1 — o),
Yy Yo +t(y1 — yo),
z = zo+t(z1 — 20)

per un qualche ¢t € R. Queste sono equazioni parametriche della retta PyP;. Spesso si pone
l=(x1—x0), m=(y1 —yo), n = (21 — 2zp). Quindi abbiamo

To + It
y = yo+ mt, (3.2.3)
z = zg-+nt.

Diciamo che [, m,n sono coefficienti direttori di r; sono definiti a meno di una costante
moltiplicativa.

Ora siano Py, P;, P, € A? tre punti non allineati. Esiste un’unico piano A contenente
Py, P1, P>. Scriviamo equazioni parametriche di A. Poniamo

— —
PoPy = lii +myj + nik, PPy = loi + maj + nak.

T T
Allora Py, P;, P, € A3 non sono allineati se e solo se PyP;, PyP, sono linearmente indipendenti.
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Osservazione 3.2.1. Sia V uno spazio vettoriale con base {v1, va,v3}. Siano

u = liv1 + mive + nyvs, w = lov1 + Mmovy + Navs.
Allora u,w sono linearmente dipendenti se e solo se

(ming — nima, —(ling — nila), lima — mile) = (0,0,0). (3.2.4)

Infatti u, w sono linearmente dipendenti se e solo se esitono z,y € k, non entrambi nulli, tali
che

0 = zu + yw = (xly + yl2)v1 + (xmy + ymao)va + (xng + yna)vs. (3.2.5)

Siccome {v1,va,v3} € una base di V, vale (3.2.5) se e solo se
0= (2l1 + ylo) = (xm1 + yma) = (zn1 + yna). (3.2.6)

Ora supponiamo che u,w siano linearmente dipendenti. Allora (lyv1 + myve), (lav1 + mavs)
sono linearmente dipendenti, e quindi (Iymg —m1l2) = 0 per 'Esempio 2.5.17, inoltre (I v1 +
n1v3), (lav1 + ngvs) sono linearmente dipendenti, e quindi (lyn2 — nily) = 0, e, analogamente
otteniamo che (mingy —nims) = 0. Questo dimostra che se u, w sono linearmente dipendenti,
allora vale (3.2.4). Ora supponiamo che valga (3.2.4), e dimostriamo che u, w sono linearmente
dipendenti. Se n1 = ny = 0, allora u = l1v1 + mive e w = lavy + Mav2, quindi in questo caso
u, w sono linearmente dipendenti per I’Esempio 2.5.17. Se invece n1, no non sono entrambi
nulli, notiamo che, per (3.2.4), si ha

not — njw = 0,

e quindi u, w sono linearmente dipendenti.

Siano (xq, Yo, 20) le coordinate di Py: allora P € A se e solo se PP e (PyP1, PyP2) ovvero

PyP = tPyP| + uPyP, per qualche ¢,u € R. In altre parole equazioni parametriche di A sono
= x9+ L1t + lhu,
Yy = Yo+ mil+mau, (3.2.7)
z = zg+nit + nou.
Ora siano (a, b, ¢) le entrate del vettore di R? a destra di (3.2.4). Un semplice calcolo da che
0 =aly + bmy + eny = aly + bms + cno
e quindi se P € A le sue coordinate (x,y, z) soddsfano I’equazione cartesiana
ar +by+cz+d=0. (3.2.8)
dove d = —axy — byy — czp. Viceversa se le coordinate (x,y,z) di P soddisfano 'equazio-

ne (3.2.8) allora P € A. D’altra parte se scegliamo a,b,c,d € R con (a,b,c) # (0,0,0) allora
le soluzioni di (3.2.8) sono le coordinate dei punti appartenenti a un piano.
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3.3 Giacitura e parallelismo

Siano r C A% e A C A3 una retta e un piano rispettivamente. Definiamo

G(r) = {PQ|P.Qer), (3.3.1)
G(A) = {PQ|P,QecA. (3.3.2)

Si verifica facilmente che G(r) e G(A) sono sottospazi vettoriali di V3, di dimensioni 1 e 2
rispettivamente: si chiamano le giaciture di r e A rispettivamente. Si definisce in modo
analogo la giacitura di una retta in A?.

Esempio 3.3.1. 1. Siar C A? laretta di equazione (3.1.4). La giacitura G(r) & il sottospazio
di V? generato dal vettore (li + mj).

2. Sia r C A% la retta di equazione (3.1.5). La giacitura G(r) ¢ il sottospazio di V? dato da
G(r) ={ai+yj|ax+ by = 0}. (3.3.3)

In altre parole le coordinate dei vettori di G(r) sono le soluzione dell’equazione lineare
omogenea associata all’equazione cartesiana di r.

3. La giacitura della retta r di equazioni parametriche (3.2.3) ¢ il sottospazio di V* generato
dal vettore (li +mj + nk).

4. La giacitura del piano A di equazioni parametriche (3.2.7) & il sottospazio di V* generato
dai vettori (I1i + m1j + nik) e (l2i + maj + nok).

5. Sia A C A3 il piano di equazione (3.2.8). La giacitura G(A) @ il sottospazio di V3 dato
da

G(A) = {zi+yj+ 2k | ax+ by + cz = 0}. (3.3.4)

In altre parole le coordinate dei vettori di G(A) sono le soluzione dell’equazione lineare
omogenea associata all’equazione cartesiana di A.

La seguente definizione & in accordo con la nozione intuitiva di parallelismo (attenzione:
e conveniente stabilire che una retta ¢ parallela a se stessa e parallela a ogni piano che la
contiene).

Definizione 3.3.2. Siano 7,7’ C A% e A,A’ C A3 due rette e due piani, rispettivamente.
Allora

1. 7 e r' sono parallele (in simboli r||r") se G(r) = G(r’),
2. r ¢ parallela a A (in simboli r||A) se G(r) C G(A),
3. A, A’ sono parallele se G(A) = G(A).

Esempio 3.3.3. La retta r di equazioni parametriche (3.2.3) & parallela al piano A di equazione
cartesiana (3.2.8) se e solo se

al +bm + cn = 0. (3.3.5)
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Osservazione 3.3.4. Siano r,r’ C A? rette non parallele: allora r, 7’ si intersecano in un punto.
E sufficiente dimostrare che r N7/ # () (se avessero almeno due punti in comune avrebbero la
stessa giacitura). Infatti siano 0 # v € G(r) e 0 # v’ € G(r'). Per l'ipotesi che 7, ' non sono
parallele i vettori v, v’ sono linearmente indipendenti e quindi {v,v’} & una base di V? giacche
dimV? = 2. Siano P € r e P’ € 7/: esistono A, X' € R tali che

—
PP =X+ \v. (3.3.6)

Siccome G(r) = (v) esiste ) € r tale che ]@ = M. Allora Q € 7’ (e quindi Q € rN7’). Infatti
_—_> _—+ . _—% . . _—% .

f@ + QP' = PP’ e I'equazione (3.3.6) danno che QP" = N'v' e quindi QP" € G(r'): siccome

P’ € ¢’ segue che Q € r’. Analogamente si dimostra che se 7 C A & una retta non parallela

al piano A C A? allora 7, A si intersecano in un punto. Non vale nulla di analogo per rette

non parallele in A3: in generale non avranno punti in comune (e si diranno sghembe).

3.4 Spazi affini

Abbiamo definito lo spazio vettoriale dei vettori geometrici a partire dal piano euclideo e dallo
spazio euclideo. In realta e pit conveniente da un punto di vista logico iniziare con la nozione
di spazio vettoriale, a partire da questa si definisce cosa € uno spazio affine su un dato spazio
vettoriale. Quindi si pud definire il piano euclideo come uno spazio affine su R2, e lo spazio
euclideo come uno spazio affine su R3.

Definizione 3.4.1. Sia V uno spazio vettoriale (su un campo k). Uno spazio affine con spazio
vettoriale associato V' & un insieme non vuoto A provvisto di una “azione” (di traslazione)

AxV — A
(Pv) — P+

(3.4.1)
che gode delle seguenti proprieta:

e P+ 0= P perogni PeA.

e P+(v+w)=(P+v)+wperogni PeAev,welV.

e dati P,(Q € A esiste un unico v € V tale che P +v = Q.

I punti di uno spazio affine sono i suoi elementi. Uno spazio affine su k € uno spazio affine
con spazio vettoriale associato che ha k come campo degli scalari.

Esempio 3.4.2. 11 piano euclideo A? con spazio vettoriale associato V2. Dato P € A? e v € V?
definiamo P + v come 'unico @ € A2 tale che il segmento orientato ]@ rappresenti il vettore
.

FEsempio 3.4.3. Sia k un campo e W C k™ I'insieme delle soluzioni dell’equazione lineare
a1T1 + asxo + ...+ apxy = b, (3.4.2)

dove a;,b € k. Sia V C k™ il sottospazio vettoriale delle soluzioni dell’equazione lineare
omogenea ottenuto da (3.4.2) sostituendo b con 0:

a1r1 +asxe + ... +apxy, = 0. (3.4.3)
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Notate che W & un sottospazio vettoriale di k™ se e solo se b = 0 cioe se ¢ uguale a V' (se b # 0
allora 0 ¢ W e quindi W non ¢ un sottospazio vettoriale di k™). Definiamo un’azione di V' su

W cosi
WxV — w

3.4.4
(X,)Y) = X+Y (344)
Si verifica facilmente che le proprieta (a), (b) e (c) della Definizione 3.4.1 sono soddisfatte.

Esempio 3.4.4. Uno spazio vettoriale V € uno spazio affine su se stesso: ’azione ¢ data dalla

somma di vettori

VxV — V

(u,v) = u+wv (345)
Lo spazio affine n-dimensionale standard su k &
n=k" (3.4.6)
con la struttura di spazio affine appena definita.
Sia A uno spazio affine sullo spazio vettoriale V. Dato v € V definiamo
Ty
ﬁ : Pﬁ v (3:4.7)
Osservazione 3.4.5. Le proprieta (a), (b), (¢) della Definizione 3.4.1 equivalgono ripettiva-
mente a
(a") Ty = Id,

(b”) Ty o Ty = Tyyqy per ogni v,w € V,
(¢’) dati P,@ € A esiste un unico v € V tale che T,,(P) = Q.

Lemma 3.4.6. Sia A uno spazio affine sullo spazio vettoriale V. Sia v € V.
(1) L’applicazione T, é biunivoca.

(2) Se esiste P € A tale che T,(P) = P allora v = 0. Equivalentemente: se v # 0
Uapplicazione T, non ha punti fissi.

Dimostrazione. Per la proprieta (b’) si ha T, o T, = T, o T_,, = T e per la proprieta (a’)
concludiamo che T, & biunivoca. Questo dimostra (1). Per dimostrare (2) supponiamo che
T,(P) = P. Per (a’) abbiamo Typ(P) = P e per (¢’) concludiamo che v = 0. O

Definizione 3.4.7. Sia A uno spazio affine sullo spazio vettoriale V. Dati P,(Q € A il vettore
]@ € V & l'unico vettore tale che P + PQ = Q.

Osserviamo che, fissato un punto P in A, 'applicazione

cp: A — V (3.4.8)
Q — PO
¢ biunivoca, con inversa
Vo — A
P 3.4.9
v — P+4w ( )

Dunque i punti dello spazio affine A possono essere messi in corrispondenza biunivoca con i
vettori dello spazio vettoriale V' ma tale corrispondenza non e “canonica”, ossia dipende dalla
scelta in un punto P in A.



3.5. COMBINAZIONI LINEARI DI PUNTI 51

Osservazione 3.4.8. Consideriamo I’ Esempio 3.4.3: dati X = (z;) e Z = (2;) in W abbiamo
ﬁ:(2’1—.’1}'1722—1}2,...72n—ZUn):Z—X. (3.4.10)
Lemma 3.4.9. Sia A uno spazio affine e P,Q, R € A. Allora

PP= o, (3.4.11)
PG+ QL= PR, (3.4.12)
PO= -QPD. (3.4.13)

Dimostrazione. Siccome P+0=Pe P+ ﬁ = P,siha 0= P-P> Abbiamo
P+ (PO+QR)=(P+PQ)+Qk=0Q+QR=R. (3.4.14)

D’altra parte per la proprieta (c) della Definizione 3.4.1 esiste un unico vettore v tale che
P + v = R e per definizione e P_})B; segue (3.4.12). Ora dimostriamo (3.4.13). Per (3.4.11)

e (3.4.12),
0= PP =PO+0D, (3.4.15)
e quindi ]@ = fQ?. O

Definizione 3.4.10. La dimensione di uno spazio affine A sullo spazio vettoriale V' & definita
come

dim A = dim V. (3.4.16)

La definizione di dimensione di uno spazio affine € sensata: basti pensare al caso di un
piano o dello spazio ordinario. Una retta ¢ uno spazio affine di dimensione 1, un piano € uno
spazio affine di dimensione 2.

3.5 Combinazioni lineari di punti

Sia A uno spazio affine. Non esiste un modo sensato di definire la combinazione lineare AP+ u@
di punti P, @ € A se A\, u € k sono arbitrari: pensate all’ Esempio 3.4.3 nel caso in cui b # 0:
se X, Z e WeA+pu+#1allora AX +uZ ¢ W. In generale si puo dare senso alle combinazioni
lineari AP + p@ nel caso in cui A + p = 1.

Lemma 3.5.1. Sia A uno spazio affine suk e Py,...,P;,Q,R € A. Siano Ay, ..., \g € k tali
che

d
da=1 (3.5.1)
=0

Allora

d d
Q+3 \QP = R+S ARP. (3.5.2)
=0 =0

Dimostrazione. Sottraendo il vettore Z?:o )\,-]?ﬁi ad ambo i membri di (3.5.2) vediamo che ¢
sufficiente verificare che

d
Q+3 MQP -RP) =R (3.5.3)
=1
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Applicando il Lemma 3.4.9 vediamo che (3.5.3) equivale a
d
Q+> NQR = R. (3.5.4)
i=0

L’equazione (3.5.4) vale perché per ipotesi vale (3.5.1). O
Il Lemma 3.5.1 ci permette di dare la seguente definizione.

Definizione 3.5.2. Sia A uno spazio affine su k e Py,...,P; € A. Siano Ag,...,Aq € k tali
che valga (3.5.1). La combinazione lineare di Py, ..., Py € A con pesi Ag,...,A\g €

d d
STANP = Q+ > AQP (3.5.5)
=0 =0

dove @ € A ¢ arbitrario. (La definizione ¢ sensata grazie al Lemma 3.5.1.)

Esempio 3.5.3. Sia W C k™ lo spazio affine dell’ Esempio 3.4.3. Siano X,Y € W. Dati
A p € k tali che A + p = 1, la combinazione lineare di X,Y con pesi A, u & uguale alla
combinazione lineare di vettori

AX + Y. (3.5.6)
Notate che (3.5.6) ha senso anche se A + u # 1, ma non apparterra a W se b # 0,.

Esempio 3.5.4. Consideriamo I’ Esempio 3.4.2. Siano P,Q € A. Se P # () le combinazioni
lineari di P e @ sono i punti sulla retta per P e Q. Se P = ) le combinazioni lineari di P e
() sono tutte uguali a P.

3.6 Sottospazi affini

Definizione 3.6.1. Sia A uno spazio affine su uno spazio vettoriale V. Un sottoinsieme non
vuoto B C A & un sottospazio affine se esistono P € A e un sottospazio vettoriale W C V tali
che

B=P+W:={p+w|weW}.

Osservazione 3.6.2. Siano A uno spazio affine su uno spazio vettoriale V, e B C A un sot-
tospazio affine. Supponiamo di avere B = P+ W = Q + U dove P,QQ € Ae WU C V
sono sottospazi vettoriali. Allora U = W; infatti, siccome @ € (P + W), esiste wy € W tale
che Q@ = P+ wp, e quindi P+ W = @ + U si traduce nell'uguaglianza W = wy + U (dove
wo+ U :={wy+u|uecU}), da cui segue W = U. Quindi ¢’¢ un unico sottospazio vettoriale
di V associato a B: & la giacitura di B, denotata G(B). Notiamo anche che B & in modo
naturale uno spazio affine con spazio vettoriale associato G(B).

E naturale estendere a spazii affini qualsiasi la definizione di parallelismo tra sottospazi
affine di A% o A3, nel seguente modo.

Definizione 3.6.3. Sia A uno spazio affine su uno spazio vettoriale V. Due sottospazi affini
B, B2 C A sono paralleli se G(B1) C G(B2), oppure G(B1) D G(Ba).

Proposizione 3.6.4. Sia A uno spazio affine e B; peri € I una collezione di sottospazi affini
di A. Se lintersezione [\;c; B; € non vuota allora é un sottospazio affine di A, con giacitura
Vintersezione delle giaciture G(B;) peri € I.
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Dimostrazione. Sia V lo spazio vettoriale associato ad A. Sia P € [),c;B; e sia W :=
Nic; 9(B;). Quindi W ¢ un sottospazio vettoriale di V. Abbiamo che (P + W) = (,c;B; e
quindi (;c; B; € un sottospazio affine di A. O

Esempio 3.6.5. Siano by,...,b, € k,ea;; € kperl <i<mel<j<n. Ilsottoinsieme
delle soluzioni del sistema di equazioni

a11x1 + a1222 + ... + a1pTy = b

a21x1 + a22x2 + ... + 2Ty = by

........................... = x (3.6.1)
;121 + a2 + ... + ajpTy = b

........................... = x

Am1T1 + Gmaxa + ...+ GpnTn = by

o € vuoto, oppure ¢ un sottospazio affine di k™, in quanto intersezione di sottospazio affini, e
la sua giacitura e il sottospazio di k™ delle soluzioni del sistema lineare omogeneo associato
a (3.6.1), cioe ottenuto sostituendo 0 a ciascun b;.

Dato un sottoinsieme Z C A esiste un minimo sottospazio affine (Z) C A contenente Z

per la Proposizione 3.6.4.

Definizione 3.6.6. Siano A uno spazio affine e Z C A. 1l sottospazio affine di A generato da
Z ¢ l'intersezione di tutti i sotospazi affini di A contenenti Z - lo denoteremo con (7).

Quindi (Z) & un sottospazio affine contenente Z e contenuto in ogni sottospazio affine che
contiene Z. Se Z & finito Z = { P, ..., Py} poniamo

<P0, o ,Pd> = <{P(), e ,Pd}>. (362)

Esplicitamente
<P0, ce ,Pd> =P+ <P0P1, ceey POPd>. (363)
Infatti il membro di destra di (3.6.3) ¢ un sottospazio affine di A contenente Py, ..., Py e quindi
e sufficiente dimostrare che ogni sottospazio affine B C A contenente Fj,..., P; contiene il

membro di destra di (3.6.3); questo e chiaro. Da (3.6.3) segue che abbiamo anche

d d
<P0,...,Pd>—{z>\iP,~ \i €k, Z)\Z-—l}. (3.6.4)

=0 i=0

Infatti

d
(Po,...,Py)) = {Pg +S " \RP
=1

)\1,...,/\d€/€}— (3.6.5)

d d
= {(1—2/\i)P0+Z/\iH
=1

Al,...,)\dek} (3.6.6)
=1

e la conclusione segue osservando che \g =1 — Z?Zl A

Sia B C A un sottospazio affine. Siccome B ¢ uno spazio affine ¢ ben definita la sua
dimensione dimB; questo fatto ci permette di dare la nozione di dipendenza/indipendenza
lineare di punti Py, ..., Py € A. Osserviamo che per (3.6.3) si ha che

dim(Py, ..., Py) < d. (3.6.7)
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Definizione 3.6.7. Sia A uno spazio affine. Una sequenza di punti Py,...,P; € A ¢ linear-
mente dipendente se dim(Py, ..., Py) < d, & linearmente indipendente se dim(Py, ..., Py) =
d.

Come per i vettori di uno spazio vettoriale useremo l’espressione “i punti Pp,...,P; €

A sono linearmente dipendenti/indipendenti”nonostante la dipendenza/indipendenza lineare
sia una proprieta delle sequenze di punti NON dei singoli punti della sequenza. La (facile)
dimostrazione del seguente lemma e lasciata al lettore.

Lemma 3.6.8. Sia A uno spazio affine. Una sequenza di punti Py, ..., Py € A é linearmente
indipendente se e solo se ¢ iniettiva l'applicazione

{(Ao,...,Ad)ede Zfzo/\izl} s (Py,..., P

(3.6.8)

(Xo»- -+, Ad) = S NP,
Esempio 3.6.9. Consideriamo 1’ Esempio 3.4.4. Siano vg,...,vqg € V = A. Allora i punti
vg, - .. ,Vq sono linearmente indipendenti nello spazio affine V' se e solo se i vettori (v; —
vg), - - -, (Vg —1p) sono linearmente indipendenti nello spazio vettoriale V. Segue che se i vettori
V9, - - - , Uq SONO linearmente indipendenti nello spazio vettoriale V' allora i punti vy, ..., v4 sono

linearmente indipendenti ma NON & vero il viceversa. Se v # 0 allora i punti 0,v sono
linearmente indipendenti ma ovviamente i vettori 0, v non lo sono.

Esercizi del Capitolo 3

Esercizio 3.1. Nel RA(O;1,j) siano Py(1,2) e Pi(—1,1). Scrivere equazioni parametriche e cartesiane
della retta r := PyP;.

Esercizio 3.2. Nel RA(O;1,j) siano r, 1’ le rette di equazioni parametriche

r = 143t

y = —2+4t.
e

r = s,

y = 1-—s.

rispettivamente. Determinate le coordinate del punto d’intersezione tra r e r’.

Esercizio 3.3. Sia {i,j} una base di V? ek :=i+2j, h:=i+j. Sia Q € A? il punto di coordinate
(1,-1) nel RA(O;1,j).

(1) Verificate che {k,h} ¢é una base di V2.
(2) Determinate le coordinate di O nel RA(Q;k,h).
Esercizio 3.4. Nel RA(O;1,j,k) siano Py(1,1,-1), P1(3,0,2) e Py(4,2,3).
1. Verificate che Py, Py, P» non sono allineati e quindi appartengono a un unico piano A.

2. Determinate equazioni parametriche e cartesiane di A.
Esercizio 3.5. Nel RA(O;1i,j,k) siano Ay e Ay i piani di equazioni cartesiane
A 3z +2y+2=1, Ao z—y—22=2.

Verificate che l'intersezione Ay N Ay € una retta r e determinate equazioni parametriche di r.
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Esercizio 3.6. Nel RA(O;1,j,k) siano r, r' le rette di equazioni parametriche

r = 1+2t,
Yy = _t7
z = 245t
e
= S,
y = 14 2s,
z = 3

rispettivamente. Determinate una equazione cartesiana del piano A contenente v e parallelo a r'.
Esercizio 3.7. Nel RA(O:;1,j,k) siano A, A’ i piani di equazioni cartesiane

r+2y—z+1=0

20+ 2—3=0.

rispettivamente. Determinate equazioni parametriche della retta v parallela a A e A’ e passante per il
punto P(1,1,1).

Esercizio 3.8. Nel RA(O;1,j) siano Py(1,1), P1(2,3), P2(3,5). Gli studenti Anna, Marco e Lucio mi-
surano le coordinate di Py, Py e Py in un nuovo sistema di riferimento RA(Q;k, h) e le loro misurazioni
sono discordanti:

(Anna) FPy(0,1), Pi(—1,0) e Po(—2,—1).
(Marco) Py(0,2), P1(1,2) e P2(0,3).
(Lucio) Py(0,0), Pi(1,1) e P2(3,3).
Due tra Anna, Marco e Lucio sicuramente ha sbagliato misurazioni: determinate chi.

Esercizio 3.9. Sia A uno spazio affine. Siano Py, ..., Py € A linearmente indipendenti. Il baricentro
di Py,...,P; é il punto

1 1
B(Po,...,Pd)‘ P0—|—7P1—|——|— Pd.

1
Td+1 d+1 d+1

Sia r la retta contenente Py e B(Py, ..., P;). Verificate che Uintersezione tra r e il sottospazio affine

(Po, P1,...,Py_1) ¢ il baricentro B(Py, ..., Pj_1).
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Capitolo 4

Applicazioni lineari e matrici

Siano V', W spazi vettoriali su uno stesso campo k: un’applicazione f: V — W ¢ lineare
se “commuta” con le operazioni di somma e di moltiplicazione per scalari. Gli oggetti fon-
damentali dell’algebra lineare sono gli spazi vettoriali e le applicazioni lineari tra di essi -
sono ’esempio piu semplice di morfismi di strutture algebriche. Sono nozioni fondamentali
perché in generale si cerca di ridurre qualsiasi problema matematico a un problema riguardan-
te un’applicazione lineare tra spazi vettoriali: un esempio ¢ il differenziale di una funzione in
un punto, & un’applicazione lineare che ci dice molto sul comportamento locale della funzione.

4.1 Applicazioni lineari: definizione e prime proprieta

4.1.1 La definizione

Definizione 4.1.1. Siano V, W spazi vettoriali su un campo k. Un’applicazione f: V — W
e lineare se dati vi,v2 € V e A, Ay € k vale

f()\lvl + )\2'02) = )\1f(1)1) + )\Qf(vg). (4.1.1)

Osservazione 4.1.2. Siano V, W spazi vettoriali su un campo k. Un’applicazione f: V — W &

lineare se e solo se:
(1) f(vr +v2) = f(v1) + f(v2) per vi,v2 € Ve
(2) f(A)=Af(v) perA€keveV.

Infatti supponiamo che f sia lineare. Ponendo A; = Ay = 1 nella (4.1.2) otteniamo che vale (1)
e ponendo A\; = 1, A2 = 0 otteniamo che vale (2). Viceversa supponiamo che valgano (1) e (2).
Dati v1,v2 € V e A1, A2 € k abbiamo che

FA1v1 4+ Aowv2) = f(Mv1) + fF(Aav2) = A1 f(v1) + Ao f (v2). (4.1.2)
Osservazione 4.1.3. Supponiamo che f: V — W sia lineare. Dalla (4.1.2) segue che:
(1) f(0) =0, basta porre 0 = A\; = Asg.
(2) Se v € V allora f(—v) = —f(v), basta porre v; = v vo =0, \; = —1.
(3) Se v1,v2,...,v, €V e A, A\a,..., A\ € k vale
FAv1 + Aovg + .o+ Apop) = A f(v1) + Aaf(v2) + ..o+ A f(vn). (4.1.3)

(Applicate (4.1.2) (n — 1) volte.)

57



58 CAPITOLO 4. APPLICAZIONI LINEARI E MATRICI

Esempio 4.1.4. Sia
f
n
k - k (4.1.4)
(1,...,@p) =  a1x1 + asxa + ... apTy.

La f e lineare. Infatti siano X,Y € k™ e A, u € k: si ha che

n

JOAX+pY) = Z ai(Azi+py;) = Z az’>\$i+z a;py; = A Z a; i+ Z aiy; = M (X)+pf(Y).
=1 =1 i—1 i—1 i—1

Viceversa supponiamo che f: k™ — k sia lineare. Sia a; := f(e;): dimostriamo che f ¢ data
da (4.1.4). Infatti per linearita (vedi (4.1.3)) abbiamo che

f(xie; +xoeo + ...+ xpne,) =x1f(er) +xaf(e2) + ...+ zpf(en) = arx1 + asxa + ... apTy.
FEsempio 4.1.5. Sia ¢ € k. L’applicazione

vale 1 k[z] — k&

(4.1.5)
p = pl)
e lineare. Analogamente, sia X un insieme e sia o € X. L’applicazione
l,: KX — &k
V&izo (4.1.6)

¢ = @(x0)

¢ lineare, dove ricordiamo che kX := {¢ : X — k}.

FEsempio 4.1.6. Siano V uno spazio vettoriale su k e sia U C V un sottospazio. L’applicazione
quoziente

Vv 5 VU

/ (4.1.7)

voo—= [y

¢ lineare.

Proposizione 4.1.7. Siano V,.W spazi vettoriali su uno stesso campo k e f: V. — W un’ap-
plicazione lineare. Se vy,...,v, € V sono linearmente dipendenti allora f(v1),..., f(v,) € W
sono linearmente dipendenti.

Dimostrazione. Per ipotesi esistono A1, ..., A, € k non tutti nulli tali che

AMvy+ ..o+ Ao, =0. (418)
Applicando f a entrambi i membri di (4.1.8) e sfruttando la linearita di f otteniamo che
AMf(or)+ ...+ A f(vn) =0 e quindi f(v1),..., f(v,) € W sono linearmente dipendenti. [
4.1.2 Immagine e nucleo di un’applicazione lineare

Proposizione 4.1.8. Siano V, W spazi vettoriali su un campo k e f: V. — W un’applicazione
lineare. Allora f=1(0) & un sottospazio vettoriale di V e im f ¢ un sottospazio vettoriale di

w.

Dimostrazione. Dimostriamo che f~1(0) & un sottospazio vettoriale di V.
Siccome f(0) = 0 abbiamo che f~!(0) non & vuoto e contiene 0 € V. Siano vy,v2 € f~1(0) e
A1, A9 € k. Per linearita di f abbiamo che

f(/\wl + )\2’02) = )\1f(’l)1) + )\Qf(’l)g) = A0+ X0 =0.
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Quindi (Ajv1 + A2v2) € f71(0): questo dimostra che f~1(0) & un sottospazio vettoriale di V.
Ora dimostriamo che im f & un sottospazio vettoriale di W.

Certamente im f contiene 0 € W, in quanto f(0) = 0. Ora, siano wy,ws € im f e A\, Ay € k.

Quindi esistono vy, vy € V tali che f(v;) = w;, da cui

A w1 + Agwy = )\1f(1}1) + )\Qf(UQ) = f()\l'l}l + )\21)2) € imf
per linearita di f. O

Definizione 4.1.9. Siano V, W spazi vettoriali su un campo k e f: V — W un’applicazione
lineare. Il nucleo di f ¢ il sottospazio f~1(0), lo si denota ker f.

Esempio 4.1.10. Siano ai1,a12,...,aj,...,0ny elementi di £, dove 1 <i<mel < j<n. Si
verifica facilmente che I’applicazione

f

k" — k™
anry + a2x2 + ...+ aipy
X
! (4.1.9)
— a;1T1 + a;2xo + ...+ ainTy
Ln

Am1T1 + Gm2Z2 + ... + AmnTn

¢ lineare. Il nucleo di f e il sottospazio delle soluzioni del sistema di equazioni lineari
omogenee (2.3.2).

Esempio 4.1.11. Sia ¢ € k, e sia val; :: k[z] — k 'applicazione lineare definita da val.(p) =
p(c), vedi 'Esempio 4.1.5. Il nucleo di val. ¢ il sottospazio {(z — ¢)q € k[z] | ¢ € k[z]} di
Esempio 4.1.12. Sia X un insieme e g € X un suo elemento. Sia val, : kX — k Dapplicazione
lineare definita da valy,(p) = ¢(z¢), vedi 'Esempio 4.1.5. Il nucleo di val,, & il sottospazio
{p € kX | p(zg) =0} di k¥,

Esempio 4.1.13. Siano V uno spazio vettoriale su k e sia U C V un sottospazio. L’applicazione
quoziente 7: V' — V/U ¢ lineare, vedi '’Esempio 4.1.6. Il nucleo di 7 ¢ U.

Proposizione 4.1.14. Siano V, W spazi vettoriali su un campo k e f: V — W un’applicazione
lineare. Allora f ¢ iniettiva se e solo se ker f = {0}.

Dimostrazione. Supponiamo che f sia iniettiva. Siccome f(0) = 0 segue che ker f = {0}. Ora
supponiamo che ker f = {0} e dimostriamo che f & iniettiva. Supponiamo che f(v) = f(w).
per linearita segue che f(v —w) = 0 cio¢ (v — w) € ker f. Siccome ker f = {0} segue che
(v —w) =0 cio¢ v = w. Abbiamo dimostrato che f ¢ iniettiva. O]

Lemma 4.1.15. Siano V, W spazi vettoriali sul campo k e sia S C V un insieme di generatori
per V. Allora limmagine im f dell’applicazione lineare f: V. — W ¢& generata dall’insieme

f(S)={f(v) e W |veS}

Dimostrazione. Chiaramente f(S) C im f e dunque (f(5)) C im f. Per dimostrare che im f C
(f(S)), consideriamo un vettore w € im f. Esiste v € V tale che f(v) = w. Poiché S genera
V', esistono vettori vi,...,v,, € S e ay,...,a, €k tali che v = aiv1 + -+ 4+ a;vm. Ne segue
che w = f(v) = fla1v1 + -+ + amom) = a1 f(v1) + - + am f(vm) € (f(5)). D
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Corollario 4.1.16. Sia f: V — W un’applicazione lineare di spazi vettoriali sul campo k e
supponiamo V' finitamente generato. Allora ker f e im f sono finitamente generati.

Dimostrazione. Essendo ker f un sottospazio di V', esso ¢ finitamente generato per il Corol-
lario 2.5.13. D’altra parte, se S = {v1,...,v,} € un insieme finito di generatori di V, allora
f(S)={f(v1),..., f(vn)} & un insieme finito di generatori di im f per il Lemma 4.1.15. O

Proposizione 4.1.17. Siano V, W spazi vettoriali su un campo k, con'V finitamente generato.
Sia f: V = W un’applicazione lineare. Allora

dimV = dim(ker f) + dim(im f). (4.1.10)

(L’ipotesi che V sia finitamente generato da che ker f e im f sono finitamente generati per
il Corollario 4.1.16 e quindi le loro dimensioni sono ben definite.)

Dimostrazione. Sia {v1,...,v,} una base di ker f e sia {vi,...,vq,u1,...,up} il suo comple-
tamento ad una base di V. Consideriamo i vettori w; := f(u;) € W per 1 < i < b. La tesi
segue se dimostriamo che {wy,...,wy} € una base di im f, da cui seguira che

dim(im f) =b = (a +b) — a = dim(V') — dim(ker f). (4.1.11)

Certamente {wi,...,wp} genera im f per il Lemma 4.1.15. Per dimostrare che wy,...,wy

sono linearmente indipendenti, consideriamo una relazione lineare
Awy + -+ Npwp =0 (4.1.12)
con Ai,..., A € k: vogliamo dimostrare che \; = --- = Ay = 0. Per la linearita di f abbiamo
Fqug + -+ Xpup) = AMqwy + -+ Apwp =0 (4.1.13)
e dunque il vettore v := Aju; + - -+ + A\pup appartiene a ker f. D’altra parte, v pud essere

scritto come v = pyvy + -+ + LV Per opportuni p,. .., e € k, in quanto {vy,...,v,} € una
base di ker f. Dalla relazione lineare

(Mur + -+ Mpup) — (v + -+ pave) =v —v =10 (4.1.14)
concludiamo che 1 = -+ = g = A1 = --- = Ay, = 0, in quanto {v1,...,vg, u1,...,up} sonO
una base di V. O

Il seguente risultato segue subito dalla Proposizione 4.1.17.

Corollario 4.1.18. Siano V, W spazi vettoriali su un campo k. Supponiamo che Ve W siano
finitamente generati. Sia f: V — W un’applicazione lineare. Allora

dim(ker f) > dim V' — dim W.

Sia f: k™ — k™ D’applicazione lineare data da (4.1.9). Applicando il Corollario 4.1.18 a
f otteniamo che dimker f > (n —m), vedi I’ Esempio 2.5.18 e I’Esercizio 2.16.
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4.1.3 Operazioni tra applicazioni lineari

Proposizione 4.1.19. Siano V,W spazi vettoriali su un campo k. Siano f,g: V — W
applicazioni lineari e X € k. Siano (f +¢9): V=W e \f: V = W date da

(f+9)(v) = flv) +g),  (Af)©):=Af(v). (4.1.15)
Allora sia (f + g) che \f sono applicazioni lineari.

Dimostrazione. Abbiamo che

(f + g9)(Mv1 + Aav2) = f(Avr + Aavz) + g(Av1 + Agwg) =
= A f(v1) + Aaf(v2) + Ag(v1) + Aag(v2) = Ai(f + g)(v1) + Ao (f + g)(v2). (4.1.16)

Questo dimostra che (f 4 g) ¢ lineare. Un conto simile da che Af ¢ lineare. O

Terminologia 4.1.20. Siano V, W spazi vettoriali su un campo k. L’insieme delle funzioni
lineari f: V' — W & denotato L(V, W).

Osservazione 4.1.21. Sia 0 € L(V,W) l'applicazione nulla definita da 0(v) = 0 per ogni
v € V. Allora L(V, W), provvisto dell’applicazione nulla, e della somma e prodotto per scalari
di (4.1.15) & uno spazio vettoriale su k - lasciamo la verifica al lettore.

Lemma 4.1.22. Siano U,V,W spazi vettoriali su un campo k. Se g: U =V e f: V - W
sono applicazioni lineari, allora f o g e un’applicazione lineare.

Dimostrazione. Abbiamo che

fo g(/\lvl + )\21)2) = f(g()\l’l)l + )\21)2)) =
= f(Mg(v1) + A2g(v2)) = A1 fog(vr) + Aaf o g(va). (4.1.17)

Questo dimostra che f o g e lineare. O

Definizione 4.1.23. Sia V uno spazio vettoriale su un campo k. Il duale di V ¢ lo spazio
vettoriale delle funzioni lineari f: V' — k (cioe L(V,k)), ed & denotato V*.

4.2 Isomorfismi

Definizione 4.2.1. Siano V, W spazi vettoriali su uno stesso campo k. Un isomorfismo tra
V e W & un’applicazione lineare f: V — W tale che esista una g: W — V lineare con

go f=1Idy, fog=Idw. (4.2.1)

Per sottolineare che f € un isomorfismo scriviamo f: V' — W. Diciamo che V ¢ isomorfo a
W se esiste un isomorfismo f: V — W.

Lemma 4.2.2. Siano V,W spazi vettoriali su uno stesso campo k. Un’applicazione lineare
f: V=W ¢&un isomorfismo se e solo se f é biunivoca.



62 CAPITOLO 4. APPLICAZIONI LINEARI E MATRICI

Dimostrazione. Se f & un isomorfismo allora & invertibile per definizione - vedi (4.2.1). Ora
supponiamo che esista un’inversa g di f, cioe che valga (4.2.1), senza supporre che g sia lineare,
e dimostriamo che g & lineare. Siano wi,ws € W e A1, Ao € k. Abbiamo che

Flg(Mwr + dows)) = Id(AMwr + Aews) = AMjwi + Aaws

fArg(wr) + Aag(we)) = A1 f(g(w1)) + Aaf(g9(we)) = AMwr + Agws.

Quindi f(g(Mwi + Xawa)) = f(Arg(w1) + Aag(w2)). Siccome f ¢ invertibile segue che
g(AMwi + Aws)) = Ai1g(wr) + A2g(we)
e questo dimostra che g € lineare. O

Esempio 4.2.3. Sia V uno spazio vettoriale su k, finitamente generato e sia B = {v1,...,v,}
una base di V. L’applicazione

f

n

& - v (4.2.2)
(X1, y@p) —> T1V1 + ToVa F ...+ Ty,

¢ biunivoca per il Corollario 2.5.8 e quindi f € un isomorfismo.
Osservazione 4.2.4. (1) Sia V uno spazio vettoriale: l'identita Idy : V' — V & (banalmente)

un isomorfismo.

(2) Sia f: V — W un isomorfismo tra spazi vettoriali su uno stesso campo k. Per definizione
anche f~! ¢ un isomorfismo.

(3) Siano U,V,W spazi vettoriali su uno stesso campo k. Supponiamo che f: U — V e
g: V. — W siano isomorfismi: allora go f: U — W & un isomorfismo (vedi Lemma
4.1.22).

Segue che la relazione di isomorfismo tra spazi vettoriali & di equivalenza.

Esempio 4.2.5. Sia V uno spazio vettoriale su k, finitamente generato e sia B = {v1,...,v,}
una base di V. Per 'Esempio 4.2.3 e il punto (2) dell’Osservazione 4.2.4, 'applicazione

v 25 g (4.2.3)

che associa a un vettore di V il vettore delle sue coordinate, ¢ un isomorfismo.

Supponiamo che f: V — W sia un isomorfismo tra spazi vettoriali sullo stesso campo k.
Per quanto concerne la struttura di spazio vettoriale possiamo identificare V' e W: il risultato
qui sotto da una versione precisa di questa affermazione.

Proposizione 4.2.6. Siano V,W spazi vettoriali su uno stesso campo k e supponiamo che
f:V =W sia un isomorfismo. Siano vy,...,v, € V.

(1) vi,...,v, sono linearmente dipendenti se e solo se f(vi),..., f(vn,) € W sono linear-
mente dipendenti.

(2) vi,...,v, generano V se e solo se f(vi),..., f(vn) generano W.
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Dimostrazione. Ricordiamo che f & biunivoca e f~! & lineare, e quindi im f = Weim f~! = V.

La (1) ¢ equivalente a dimostrare che vy, ..., v, sono linearmente dipendenti se e solo se
f(v1),..., f(vy) sono linearmente dipendenti.

Se v1,...,v, sono linearmente dipendenti allora f(v1),..., f(v,) € W sono linearmente
dipendenti per la Proposizione 4.1.7. Viceversa, se f(v1),..., f(v,) € W sono linearmente

dipendenti, allora v; = f~1(f(v1)),...,vn = f~1(f(vn)) € V sono linearmente dipendenti
sempre per la Proposizione 4.1.7 applicata a f~!.

Perla (2), se vy, ..., v, generano V, allora f(v1),..., f(v,) generano im f = W per il Lem-
ma 4.1.15. Viceversa, se f(v1),..., f(vs) generano W, allora v1 = f~1(f(v1)),...,0n =
f71(f(vn)) generano im f~ = V sempre per il Lemma 4.1.15 applicato a f~'. O

Il corollario qui sotto segue immediatamente dalla Proposizione 4.2.6.

Corollario 4.2.7. Siano V,W spazi vettoriali su uno stesso campo k e supponiamo che
f:V = W sia un isomorfismo. Assumiamo che V sia finitamente generato e sia B =
{v1,...,vn} una sua base. Allora W ¢ finitamente generato e C = {f(v1),..., f(vn)} € una
sua base. In particolare dimV = dim W.

Per il Corollario 4.2.7 due spazi vettoriali finitamente generati isomorfi hanno la stessa
dimensione. Vale il viceversa:

Proposizione 4.2.8. Siano V,W spazi vettoriali su uno stesso campo k. Supponiamo che
V., W siano finitamente generati della stessa dimensione. Allora V é isomorfo a W.

Dimostrazione. Sian := dimV = dim W. Siano B e C basi di V e W rispettivamente. Allora,
vedi 'Esempio 4.2.5, abbiamo isomorfismi

Xp: V= k™, Xe: W =5 k™,
e quindi X Lo Xg: V — W & un isomorfismo - vedi Osservazione 4.2.4. ]

Proposizione 4.2.9. Siano V,W spazi vettoriali finitamente generati su uno stesso campo
k e tali che dimV = dimW. Sia f: V — W lineare e supponiamo che almeno una delle
sequenti due ipotesi sia soddisfatta:

(1) ker f ={0};
(2) f é suriettiva.
Allora f € un isomorfismo.

Dimostrazione. (1): per la Proposizione 4.1.17 otteniamo che dim(im f) = dimV = dim W
e quindi f e suriettiva. D’altra parte parte f e iniettiva per la Proposizione 4.1.14. Per
il Lemma 4.2.2 segue che f ¢ un isomorfismo. (2): per la Proposizione 4.1.17 otteniamo
che dim(ker f) = dimV —dim W = 0 e quindi f ¢ iniettiva per la Proposizione 4.1.14. .
Per il Lemma 4.2.2 segue che f & un isomorfismo. O

Definizione 4.2.10. Sia V uno spazio vettoriale su un campo k.
1. Un automorfismo di V & un isomorfismo f: V —= V.

2. 1l gruppo lineare generale GL(V') & I'insieme degli automorfismi f: V —= V.
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3. Sia k un campo: si pone
GL, (k) := GL(k"). (4.2.4)

La definizione di GL(V') e I'Osservazione 4.2.4 danno che:

—_

. Idy € GL(V).

2. Se f,g € GL(V), allora fog e GL(V).

3. Se f € GL(V), allora f~ € GL(V).

4. Se f,g,h € GL(V), allora (fog)oh = fo(goh).

L’insieme GL(V) degli automorfismi di V' munito dell’operazione o di composizione si dice
gruppo perché valgono le 4 proprieta elencate sopra.

4.3 1l primo Teorema di isomorfismo

Siano V, W spazi vettoriali su k, e sia f: V — W un’applicazione lineare. Sia
w: V= V/ker f
I’applicazione quoziente.

Proposizione 4.3.1. Esiste una e una sola applicazione lineare f: V/ker f — W tale che
For=1.

Dimostrazione. Sia [v] € V/ker f. Definiamo f([v]) = f(v), ma dobbiamo verificare che la
definizione & ben posta, cioe che il valore di f su una classe di equivalenza non dipende dal
rappresentante scelto. Se [v'] = [v], allora (v — v) € ker f, e quindi

0= f(/ —v) = f(v') ~ f(o).

cioe f(v') = f(v). Vale for = f per definizione di f. Una f tale che fom = f & unica perché
'applicazione quoziente 7 & suriettiva. Rimane da dimostrare che f ¢ lineare. Se A1, A2 € k e
v, 2 €V,

FAa[m]+xe[va)=F ([Arvi+r2v2])=Ff (Arv1+A2v2)=A1 f(v1)+A2 f (v2)=A1 f([v1]) + A2 f([v2])-

O]

Ovviamente I'immagine di f & contenuta in im f, e quindi definisce un’applicazione lineare
V/ker f — im f che continueremo a denotare f (abusando della notazione).

Teorema 4.3.2 (Primo Teorema di Isomorfismo). Mantenendo le ipotesi e notazioni appena
introdotte, l’applicazione lineare f: V/ker f — im f & un isomorfismo.

Dimostrazione. L’'immagine di f ¢ uguale all'immagine di f, e quindi f & suriettiva (su im f!).
Per finire basta dimostrare che f & iniettiva, cioé che se f([v]) = 0, allora [v] = 0. Ma
f([v]) = f(v), e quindi v € ker f, cioe [v] = 0. O

Osservazione 4.3.3. Mantenendo le ipotesi e notazioni appena introdotte, supponiamo che V
sia finitamente generato. Allora dim(V/ker f) = dimim f per il Primo Teorema di Isomorfi-
smo, ma d’altra parte dim(V/ker f) = dim V' — dimker f per la Proposizione 2.7.4. Questo
dimostra di nuovo che dim V' = dimker f + dimim f, cio¢ la Proposizione 4.1.17.
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4.4 Matrici

Le matrici sono uno strumento indispensabile per fare conti con applicazioni lineari. Comin-
ceremo definendo le operazioni tra matrici, e poi inizieremo a stabilire la relazione tra matrici
e applicazioni lineari.

4.4.1 Calcolo matriciale

Una matrice m X n a valori in k ¢ un’applicazione {1,...,m} x {1,...,n} — k: quindi &
determinata dallinsieme dei valori a;; € k associati a (i,j) dove 1 <i<mel<j<n. E
conveniente scrivere la matrice come una tabella:

ail a2 ... Q1n

a21 a2 ... Qa2n

A= asy asy ... asn
L Oml1 Am2 ... Oamn |

Denotiamo la matrice A con (a;j). La riga i-esima di A &

A= (a1, ai, - . ., a;,) € k™ (4.4.1)
La colonna j-esima di A &
aij
A= Y L ewm (4.4.2)
i

Definizione 4.4.1. M,, (k) ¢ I'insieme delle matrici m x n a valori in k.
Esistono alcune operazioni fondamentali sulle matrici. La somma. ¢ definita da

Mpn(k) X My (k) —  Mp (k)
((aiz), (bij)) = (ai; + bij)

Possiamo identificare in modo ovvio My, (k) con k™" e con questa identificazione la som-

kmn

ma corrisponde alla somma in . La moltiplicazione di vettori di k™" per scalari (in k)

corrisponde alla moltiplicazione

kX Mpn(k) — My (k)
(A (aig) =

(Aaij)
Con queste operazioni M,, »(k) ¢ uno spazio vettoriale su k e abbiamo un isomorfismo
E™ 5 My, (k).

Terminologia 4.4.2. Indicheremo con 0,,, la matrice nulla m x n ovvero I’elemento neutro

di My ().

Esiste un’altra operazione fondamentale sulle matrici.
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Definizione 4.4.3. Siano A € M,, (k) e B € M,, ,(k). La moltiplicazione righe per colonne
di A- B ¢ la matrice m x p definita nel seguente modo. Siano A = (a;;) e B = (bj;,). L'entrata
cin (per1 <i<lmel<h<p)di A-Be¢datada

n
Cip ‘= E aijbjh.
j=1

Consideriamo il caso in cui m = 1 = p: quindi

Allora
A-B=a1by +asbs + ...+ ayb,.

In generale

At-B, A'-By, ... A'-B,
2- 2- 2-

A.p_| AB AB ... A%.B, (4.4.3)
A™.By A™-By ... A™-B,

Questo giustifica il nome “moltiplicazione righe per colonne”.

Esempio 4.4.4. Siano A, B,C € M 3(R) le matrici

ar O . B— 01 = c?sﬁ sin 6 . (4.4.4)
0 a9 00 sinf —cos6

Tutte le matrici di (4.4.4) sono 2 x 2, quindi ha senso moltiplicare due qualsiasi tali matrici.

A=

Calcolando otteniamo che

0&1
0 0

OCLQ
0 0

A-B:= , B-A:= , B-B:=

00 10
. 0], c-c::[o 1].(4.4.5)

Qundi vediamo che la moltiplicazione di matrici non ha le stesse proprieta algebriche della
moltiplicazione di numeri reali (o piu in genrale di elementi di un campo). I primi due prodotti
di (4.4.5) fanno vedere che in generale il prodotto non ¢ commutativo. Il terzo prodotto
di (4.4.5) da una matrice non nulla il cui quadrato & nullo, il quarto prodotto dimostra che
esistono infinite “radici quadrate” di una stessa matrice.

L’Esempio 4.4.4 dimostra che la moltiplicazione tra matrici non gode di tutte le proprieta
del prodotto tra numeri reali a cui siamo abituati. Non tutto & perduto pero: il prodotto tra
matrici gode di alcune delle proprieta del prodotto tra numeri reali. Prima di elencare tali
proprieta diamo un paio di definizioni. Siano ¢, j € N: il simbolo di Kronecker d;; &

1 sei=yjy,
5ij = { =/ (4.4.6)
0 sei# 7.

Definizione 4.4.5. (1) La matrice unita n x n ¢ la matrice 1,, := (8;;) (qui 1 <14,j5 <n).

(2) Una matrice A € M, (k) ¢ scalare se esiste X € k tale che M = A1,
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(3) Una matrice A € M, (k) ¢ diagonale se esistono \; € k per 1 < i < n tali che
A = (Xid;j). In altre parole A = (a;;) ¢ diagonale se a;; = 0 per ogni ¢,j con i # j.

Proposizione 4.4.6. Siano X\ € k, A € M, »,(k), B,B" € M, ,(k) e C € M, (k). Allora

(1) (A1) - A=XA=A-()\,),

(2) (A-B)-C=A-(B-C) (proprieta associativa),

(3) A-(B+B')=A-B+A-B e¢e(B+B')-C=B-C+ B -C(proprieta distributiva).
Dimostrazione. (1): dimostriamo che (Al,,) - A = AA. Sia A = (a;;) e poniamo (Al,,) - A =
(bin,). Per definizione di prodotto abbiamo

bin = i)\éijajh = Aa;p.
j=1

Questo dimostra che (A1,,)- A = AA. L’'uguaglianza A-(A1l,,) = AA si dimostra con un calcolo
simile. (2): sia A = (ai;), B = (bjn) e C' = (cp). Poniamo (A-B)-C = (s;) e A-(B-C) = (ta)
Per definizione di prodotto abbiamo

P n

si=> O aizbjp)em= Y aibincn
h=t g 1<j<n
1<h<p

n P
ti =3 ai;(O_bincw) = > aibjncu
=t 1<j<n
1<h<p
Quindi s;; = t;; e percio vale (2). Dimostriamo che vale la prima eguaglianza di (3): se
m =1 = p la (3) segue da un facile conto, il caso generale segue dal caso m = 1 = p per la
Formula (4.4.3). La seconda eguaglianza di (3) si verifica in modo simile. O

Osservazione 4.4.7. Sia A una matrice quadrata cioe A € M, (k) per un qualche n. Quindi
ogni prodotto che coinvolge solo fattori uguali ad A (per esmpio A - ((A- A) - A)) ha sen-
so. Se cambiamo la disposizione delle parentesi il prodotto non cambia perché il prodotto e
l'associativo. Si pone A° :=1,,. Quindi ha senso A" per un qualsiasi 7 € N. Vale

AT A5 = AT, r,s € N.

Definizione 4.4.8. Sia A una matrice quadrata cioe A € M, (k) per un qualche n. Una
matrice B € M, (k) € una inversa di A se

A-B=1,=B-A.

Esempio 4.4.9. Siano A, B,C' le matrici di (4.4.4). A ha un’inversa se e solo se a1 # 0 # ag,
B non ha inversa, C' ha inversa (uguale a C).

Lemma 4.4.10. Se A € M, (k) ha un’inversa allora ha un’unica inversa.
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Dimostrazione. Siano B, B inverse di A. Allora
B=B-1,=B"(A-B)=(B"-A)-B=1,-B=B
O
Definizione 4.4.11. Sia A € M,, ,,(k) invertibile. Denotiamo con A~! I'unica inversa di A.
Osservazione 4.4.12. Sia A € M, ,,(k) invertibile. Se r € Z & negativo poniamo
AT = (ATH
Quindi ha senso A" per ogni r € Z. Vale
AT A% = AT r,5 € 2.

Sara utile considerare la seguente operazione che produce una matrice n X m a partire da
una matrice m X n.

Definizione 4.4.13. Sia A € M,, (k). La trasposta di A ¢ la matrice A" € M, ,,(k) le cui
righe sono le colonne di A. Pil precisamente poniamo A = (a;;) e A" = (b;;). Allora bj; = aj;.

Osservazione 4.4.14. Siano A,B € My, »(k), e C € My, (k). Un calcolo da le seguenti
uguaglianze:
(A+ B)' = A" + BY, (B-C) =C"- B

4.4.2 Matrici e applicazioni lineari £" — k™.

Ora iniziamo a studiare la relazione tra matrici e applicazioni lineari. Sia A € My, »(k): da (1)
e (3) della Proposizione 4.4.6 segue che l'applicazione

n La m
=k (4.4.7)
X = A X

e lineare - qui I’elemento X € k™ & visto come matrice n x 1 cioé come vettore colonna. Sia
{e1,...,e,} la base standard di k. Allora

LA(ej) = Aj. (448)

Proposizione 4.4.15. Sia f: k" — kK™ un’applicazione lineare. Esiste una e una sola matrice

A € My, (k) tale che f = La.

Dimostrazione. La formula (4.4.8) da che A ¢ univocamente determinata (se esiste) da f:
infatti vediamo che f determina le colonne di A e quindi A stessa. Ora supponiamo che
f: k™ — k™ sia lineare. Definiamo A € M,, (k) imponendo che valga (4.4.8). Dimostriamo
che Ly = f. Sia v € k™: allora esistono x1,...,x, € k tali che v = z1e; + ... + x,e,. Per
linearita di f e L4 abbiamo che

f)=f(xie1+...+zpen) =x1f(€1) +... +zpf(ey) =141+ ... + 2,4, =
=x1La(er)+...+zpLla(en) = La(xie1 + ...+ zpen) = pa(v). (4.4.9)

Questo dimostra che Ly = f. O
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Per la Proposizione 4.4.15 abbiamo un’applicazione biunivoca
Mpyn(k) — LK™ k™)
A — L A

Sia My, (k) che L(k™, k™) sono k-spazi vettoriali. Si verifica facilmente che (4.4.10) & un’ap-
plicazione lineare: siccome e anche biunivoca segue che & un isomorfismo di spazi vettoriali

(4.4.10)

per il Lemma 4.2.2.
Proposizione 4.4.16. Se A € My, ,(k) e B € M, ,(k), allora
LAOLB :LA.B. (4411)

Dimostrazione. Sia X € kP (vettore colonna): per 'associativita del prodotto di matrici
abbiamo che

(LaoLp)(X)=La(Lp(X))=A-(B-X)=(A-B)-X =Lap(X).

Esempio 4.4.17. Sia
A=

11
1 0|

(fL'n» yn) = Lgn—1 (1’ 1)'

Allora la successione {z,} & la successione di Fibonacci'. Infatti

(Tn41,Ynt1) = Lan(1,1) = Lao Lyn-1(1,1) = La((Zn,Yn)) = (Tn + Yn, Tn)- (4.4.12)

Sostituendo (n — 1) a n nella (4.4.12) abbiamo che y, = x,—; e quindi (4.4.12) da che z,4; =

Definiamo x,,, y, € N cosi:

(xn + zp—1) cioe {z,} soddisfa la formula ricorsiva che definisce la successione di Fibonacci.
Siccome x1 =1 e x5 = 2 segue {x,} € la successione di Fibonacci. Per la (4.4.12) segue anche
che {yn+1} € la successione di Fibonacci.

Osservazione 4.4.18. Sia A € M,, ,,(k). Per (4.4.11) la matrice A ¢ invertibile se e solo se L4 ¢
invertibile cioe € un isomorfismo. Per la Proposizione 4.2.9 otteniamo il seguente risultato
(non banale): il sistema di equazioni lineari

ai1ry + apre + ... +apr, = by,

a1y + azers + ...+ agry, = b,

........................... — *7 (4413)

a;171 + a;2T2 + ... + GinTy = b,

........................... =

an1x1 + amaxa + ...+ apnTn = bp.
(notate che ci sono tante equazioni quante incognite) ha soluzione per ogni scelta di by, ..., by,
se e solo se il sistema omogeneo associato (ottenuto ponendo 0 = by = ... = b,) ha solo la
soluzione banale.

L’isomorfismo (4.4.10) da 'identificazione
GL, (k) = {A € My, (k) | A ¢ invertibile}.. (4.4.14)

(Ricordiamo che GL,, (k) & il gruppo degli isomorfismi di £™, vedi (4.2.4).) Inoltre 'uguaglian-
za (4.4.11) da che la composizione di elementi di GL, (k) ¢ identificata con il prodotto righe
per colonne di matrici.

'Per definizione 1 = 2o =1 € Ty, = Tp_1 + Tn_2 per n > 2.
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4.5 La matrice associata ad un’applicazione lineare

Siano V, W spazi vettoriali sullo stesso campo k e f: V — W un’applicazione lineare. Suppo-
niamo che V, W siano finitamente generati. Scegliamo una base B = {v1,...,v,} di V e una
base C = {w1,...,wy,} di W. Associamo a f la matrice A = (a;j) € My, n(k) definita cosi:

floj) =" ajw;. (4.5.1)
=1

In altre parole la colonna j-esima di A ¢ la colonna delle coordinate di f(v;) nella base C.
Definizione 4.5.1. La matrice M5 (f) ¢ la matrice data da (4.5.1).

Esempio 4.5.2. Siano k=R, V =W =Rz]<s e B=C = {1,z,2°}. Sia

R[r]<o L Rlr]<o
p = p+p

La f ¢ lineare e

Quindi

ME(f) =

S O =
O ==
= N O

Esempio 4.5.3. Siano k = R, V = W = V2 e sia B = C = {i,j} dove i,j sono vettori
di uguale lunghezza e ortogonali tra loro. Siano P € A? e § € R: sia Rg: A2 — A? la
rotazione di centro P e angolo 6 con verso di rotazione “da i a j”. Se P11 e P»Q)2 sono
segmenti orientati equipollenti anche Ry(P;)Rg(Q1) e Ro(P2)Ryg(Q2) sono equipollenti: quindi
Ry induce un’applicazione

rg: V2 — V2

La 7y ¢ lineare (verificatelo). Abbiamo

(4.5.2)

cosf) —sind
sinf  cosf |’

M (rg) = [
Esempio 4.54. Sia V. = k" e W = k™ (quindi il campo ¢ k). Siano B = {ej,...,e,} e
C ={e1,...,ey} le basi standard di k" e k™ rispettivamente. Sia A € M,, ,(k): allora
MEB(Ly) = A.

Proposizione 4.5.5. Siano V, W spazi vettoriali sullo stesso campo k. Supponiamo che V,W
siano finitamente generati. Siano B = {vi,..., v} una base di V e C = {w1,...,wn} una
base di W. Siano Xp(v) e Xc(f(v)) le matrici colonna delle coordinate di v e f(v) nelle basi
B e C rispettivamente. Abbiamo

Xe(f(v) = ME(f) - Xp(v). (4.5.3)

Sia M € My, ,, tale che valga (4.5.3) con ME(f) sostituita da M. Allora M = ME(f).
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Dimostrazione. Poniamo A := MB(f). Per linearita di f e per definizione di MZ(f) abbiamo

m n

FO mv) =Y wif(v) = > 2,00 agw) =Y (O aijz;)wi.
j=1 j=1 j=1  i=1 j=1

= =1

Segue che la coordinata i-esima di f(v) & il prodotto della riga i-esima di A per la matrice
colonna X5(v): questo dimostra che vale (4.5.3). Ora supponiamo che valga (4.5.3) con M5 (f)
sostituita da M. Allora (M — ME(f)) - Xs(ej) = 0 per 1 < j < n. Segue che la colonna
j-esima di (M — MZ(f)) & nulla per 1 < j < n, cioe (M — ME(f)) & la matrice nulla ovvero
M = ME()). 0

Poniamo A := MJ(f): ¢ conveniente sintetizzare la (4.5.3) con il seguente diagramma

(4.5.4)
1% ! W
o]
La v

e osservando che la (4.5.3) equivale ad affermare che partendo da v € V e arrivando a un
vettore di k™ seguendo le due strade possibili arriveremo comunque allo stesso vettore.

Proposizione 4.5.6. Siano V,W spazi vettoriali sullo stesso campo k. Supponiamo che V,W
siano finitamente generati. Siano B = {vi,...,vn} una base di V e C = {wy,...,wn} una

base di W. L’applicazione
LV,W) — My, (k)

P M) 4

¢ biunivoca.

Dimostrazione. L’iniettivita segue da (4.5.3). Per dimostrare la suriettivita consideriamo A €
M., (K). Poniamo f:= X;'oLaoXpg: V — W - guardate (7.2.1). La f & una composizione
di applicazioni lineari e quindi e lineare. Verifichiamo che M, g( f) = A. Abbiamo che

m m
flej) = Xgt o La(Xp(v)) = Xz o La(ey) = Xg 1Y ayel) = Y agjuwy.
=1 =1

Questo dimostra che M§(f) = A. O
Proposizione 4.5.7. (1) L’applicazione (4.5.5) é un isomorfismo di spazi vettoriali.

(2) Siano U,V,W spazi vettoriali su k e siano g: U =V, f: V. — W applicazioni lineari.
Siano B una base di U, C una base di V e D una base di W. Allora

ME(f o g) = ME(f) - ME(g). (4.5.6)

Dimostrazione. (1). Siano A1, \s € k e f1, fa € L(V,W). Per linearita di X¢ e per la Propo-
sizione 4.5.5 abbiamo

Xe((Afi+ A2 f2)(v) = Xe((Mf1(v) + A2 fa(v)) = MXe(f1(v) + A Xe(fa(v) =
= MME(f1)X5(0) + AeME(f2)X5(v) = (M ME(f1) + A ME(f2)) X5 (v)-
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Per la Proposizione 4.5.5 concludiamo che
MEMf1 + Aaf2) = (MME(f1) + A ME(f2))

cioe (4.5.5) ¢ lineare: siccome ¢ biunivoca ¢ un isomorfismo per il Lemma 4.2.2. (2). Abbiamo

Xp((f 0 9)(v)) = Xp((f(9(v)) = MB(f) - Xe(g(v)) =
= ME(f) - (ME(9) - X5(v)) = (MB(f) - ME(9)) - Xp(v).

Per la Proposizione 4.5.5 concludiamo che vale (2). O

Esempio 4.5.8. Siano «, 8 € R. Applichiamo la (2) della Proposizione 4.5.7 alla rotazione
ra+s dell’Esempio 4.5.3. La base B di V2 & come nel’Esempio 4.5.3. Siccome TatB = TaOTg
otteniamo che

[ cos(a+ B) —sin(a+ f)

sinfa+ )  cos(a+ ) = Mg (ra+s) = M§(ra) - Mg (rp) =

sin 3 cos 3 sinacos B+ cosasin S  —sinasin 8 + cos a cos 8

_ | cosa —sina cosff —sinf | | cosacosf —sinasinfl —cosasinf + sinacos 3
sin « cos o

In questo modo otteniamo le formule di addizione per sin e cos.

4.6 Operazioni elementari sulle matrici, I

4.6.1 1l problema

Siano V, W spagzi vettoriali su un campo k. Supponiamo che V, W siano finitamente generati.
Sia f: V — W un’applicazione lineare.

Problema 4.6.1. Dare algoritmi efficienti per

(1) trovare una base di im f,

(2) trovare una base di ker f.

Definizione 4.6.2. Sia f: V — W un’applicazione lineare tra spazi vettoriali finitamente
generati su un campo k. Il rango di f ¢ la dimensione dell’immagine di f - lo denotiamo rk f.
Se A € My, (k) il rango di A ¢ la dimensione dell’immagine di L4 - lo denotiamo rk A.

Quindi uno dei problemi che vogliamo risolvere & quello di calcolare il rango di un’applica-
zione lineare (tra spazi finitamente generati). Il primo passo consiste nello scegliere una base
B={v1,...,u,} di V, una base C = {wy,...,wy} di W e associare a f la matrice

A= ME(f) € My, (k). (4.6.1)

Un vettore w € W appartiene a im f se e solo se il vettore colonna X¢(w) € nel sottospazio di
k™ generato dalle colonne di A, e, analogamente, v € V' ¢ in ker f se e solo se A - Xg(v) = 0.
Ne segue che risolvere Problema 4.6.1 equivale a risolvere il seguente

Problema 4.6.3. Data una matrice A € My, ,(k), dare algoritmi efficienti per

(1) trovare una base del sottospazio di k" generato dalle colonne di A (cio¢ una base di
im L),

(2) trovare una base dello spazio delle soluzioni (in k™) del sistema di equazioni omogenee
A - X =0 associato ad A (cio¢ una base di ker Ly).
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4.6.2 Matrici a scala

Se la matrice A ha una forma particolare si risponde facilmente al primo punto del Problema
4.6.3, e, analogamente per il punto (2) del Problema 4.6.3. Definiamo quali sono le matrici
“particolari” in questione. Sia A € M, » (k). Per 1 < i < m definiamo

. min{l <j<n|a; #0} se A"#0
pa(i) ==

00 se A' = 0.

Per 1 < 57 < n definiamo

, min{l <i<m|a;; #0} se A; #0
qa(j) =
o0 se A; = 0.

Definizione 4.6.4. Sia A € M, (k).
(1) A e a scala per colonne se qa(l) < qa(2),... < ga(n) (per convenzione co < 00).
(2) A ¢ a scala per righe se pa(1) < pa(2),... < pa(m).

FEsempio 4.6.5. Le seguenti matrici sono a scala per colonne

2 0 1/3 0 0 0

T
0 5|, 0o 0|, [ ] , (4.6.2)
3 1 e 0 0 v2

e le seguenti sono a scala per righe

2 -1 1 —4 5 T 0
Eal ) ] o

D’altra parte, ciascuna delle seguenti matrici non € a scala per colonne, né a scala per righe.

01 3 ™ V2
S N 0 31|. (4.6.4)
1 5

2 -1
NG

Osservazione 4.6.6. Una matrice A ¢ a scala per righe se e solo se la sua trasposta A’ ¢ a scala
per colonne.

Ora osserviamo che, se A & a scala per colonne, si trova immediatamente una base di
im L4, e che se A & a scala per righe, si trova facilmente una base di ker L 4.

Osservazione 4.6.7. Sia S € My, »,(k), e supponiamo che S sia a scala per colonne. Il sot-
tospazio di k™ generato dalle colonne di S (cioé im Lg) ha per base I'insieme delle colonne
non nulle di S, in particolare la sua dimensione & uguale al numero di colonne non nulle di S.
Infatti im Lg delle colonne non nulle di S, e si vede facilmente che le colonne non nulle di S
sono linearmente indipendenti: se S1, 59, ....S, sono le colonne non nulle di S, e

AS1+.. NS, =0,

allora A\; = 0 perché gs(1) > gs(2) > ...qs(r) > 0, e, analogamente Ao = ... =\, = 0.
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Osservazione 4.6.8. Sia S € M, ,,(k), e supponiamo che S sia a scala per righe. L’insieme delle
soluzioni di S - X = 0 si ottiene facilmente cominciando a risolvere le equazioni cominciando
“dal basso”. Per esempio, se S & la seconda matrice di (4.6.3), dobbiamo risolvere il sistema
di equazioni lineari omogenee

1 —4x2+5x3 = 0
2132+3:E3 = 0.

L’ultima equazione da xy = —3z3/2, e sostituendo nella prima equazione, otteniamo x; =
—11z3. Quindi il sottospazio delle soluzioni &

{(22t,3t, —2t)}.
Questo procedimento da la seguente formula:
dim{X ck"|S-X=0}=n—|{1<i<m|S" #0}. (4.6.5)

Descriveremo un procedimento che permettera di ridurci sempre al caso di una matrice a
scala (per righe o per colonne) quando vogliamo risolvere il Problema 4.6.3.

4.6.3 Operazioni elementari su liste di vettori e sulle colonne di una matrice

Definizione 4.6.9. Sia V' uno spazio vettoriale su un campo k e vy, ...,v, € V. Le operazioni
elementari sulla lista vy, ...,v, € V sono le seguenti:
(1) Sostituire vy, ..., v, con la lista ottenuta scambiando v; con v; e lasciando invariati gli

altri vettori.

(2) Sostituire vy, ..., v, con la lista ottenuta sostituendo v; con v;+Avj dove 7 # j e lasciando
invariati gli altri vettori.

(3) Sostituire vy, ..., v, con la lista ottenuta moltiplicando v; per uno scalare non nullo e
lasciando invariati gli altri vettori.

Lemma 4.6.10. Sia V' uno spazio vettoriale su un campo k e vy, ...,v, € V. Sia wy, ..., wy
una lista di vettori di V' ottenuta da vy, ... ,vy, operando con (1), (2) o (3) della Definizione
4.6.9. Allora vy,...,v, é ottenuta da wy,...,w, operando rispettivamente con (1), (2) o (3)
della Definizione 4.6.9.

Dimostrazione. Se wr, ..., w, € ottenutada vy, ..., v, scambiando v; con v; allora (ri)scambiando
w; con wj; otteniamo v,...,v,. Ora supponiamo che wi,...,w, sia ottenuta da vi,...,v,
operando con (2) della Definizione 4.6.9. Allora

v; = (UZ‘ + /\'Uj) - Xl}j = w; — )\wj.

Siccome vy, = wy, per h # i segue che vy, ..., v, & ottenuta da wy,...,w, operando con (2)
della Definizione 4.6.9, dove A ¢ sostituito da —A. Se w1,...,w, ¢ ottenuta da vq,...,v,
moltiplicando v; per 0 # A (e lasciando invariati gli altri vettori) allora vy, ...,v, € ottenuta
da wy, ..., w, moltiplicando w; per A~! e lasciando invariati gli altri vettori. ]
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Proposizione 4.6.11. Sia V wuno spazio vettoriale su un campo k e vi,...,v, € V. Sia
Wi, ..., Wy, una lista di vettori di V' ottenuta da vy, ...,v, operando con una delle operazioni
della Definizione 4.6.9. Allora

(U1, 0n) = (W1, ..., wy). (4.6.6)

Dimostrazione. L’operazione (1) scambia l'ordine dei vettori senza cambiare I'insieme dei vet-
tori e quindi vale (4.6.6). Ora supponiamo che wy, ..., w, sia ottenuta da v1, ..., v, operando
con (2) della Definizione 4.6.9. Siccome ogni wy, ¢ combinazione lineare di vy, ...,v, ab-
biamo che (w1, ..., w,) C (v1,...,v,). D’altra parte per il Lemma 4.6.10 la lista v1,...,v,
e ottenuta da wi,...,w, operando con (2) della Definizione 4.6.9: per quanto abbiamo
appena osservato segue che (vy,...,v,) C (wi,...,wy). Quindi vale (4.6.6). Se wy,...,w, €
ottenuta da vy, ..., v, operando con (3) della Definizione 4.6.9 ¢ chiaro che vale (4.6.6). O

Sia A € My, n(k). Le colonne di A formano una lista di vettori di £. Se operiamo sulle
colonne di A con una delle operazioni dellaDefinizione 4.6.9 otteniamo altri n vettori di
k™ che sono le colonne di un’altra matrice m x n. Questa € una operazione elementare sulle
colonne di A.

Proposizione 4.6.12. Sia A € M,, (k). Esiste una serie di operazioni elementari di tipo (1)
e di tipo (2) sulle colonne di A il cui risultato finale é una matrice a scala per colonne S. Si
ha luguaglianza

<A17"'5An>:<517"'asn>‘

In particolare una base diim(L ) é data dalle colonne non nulle di S e il rango di A é uguale
al numero di colonne non nulle di S.

Dimostrazione. Per induzione su n, cio¢ il numero di colonne di A. Se A e la matrice nulla 0,, 5,
allora ¢ a scala e non c’¢ nulla da dimostrare. Supponiamo che A non sia nulla e quindi esiste
1 < j < n tale che ga(j) # oo. Sia 1 < jp < n tale che qa(jo) = min{ga(1),qa(2),...,qa(n)}.
Siccome A # 0,,, abbiamo che ga(jo) < co. Scambiando la prima colonna con la colonna
jo (operazione elementare sulle colonne - di tipo (1)) passiamo ad una matrice A; tale che
qa, (1) = min{qa,(1),q4,(2),...,q4,(n)}. Sia s = ga,(1): quindi as; # 0. Abbiamo che
g4, (1) < ga,(j) per 1 < j < n. Supponiamo che s = ga,(1) = ga,(jo) per 1 < jo < n.
Sostituiamo alla colonna Aj, la colonna A, — as_j, a;%Alz questa € una operazione elementare
sulle colonne (di tipo (2)). La matrice A2 che otteniamo ha la proprieta che s = ga,(1) <
g4, (jo) e siccome le colonne con indice diverso da jp non sono cambiate ga,(1) < ga,(j) per
1 < j < n. Procedendo in modo simile con operazioni elementari sulle colonne (di tipo (2))
arriviamo a una matrice B tale che s = ¢p(1) e ¢p(l) < ¢p(j) per ogni 1 < j < n. Sia
C' la matrice m x (n — 1) ottenuta eliminando la prima colonna di B. Per ipotesi induttiva
esiste una serie di operazioni elementari sulle colonne di C' il cui risultato & una matrice
(m x (n — 1) a scala per colonne: vedendole come operazioni elementari su B otteniamo la
desiderata matrice a scala per colonne. L’affermazione riguardante la base di im(L 4) e il rango
di A segue dall’Osservazione 4.6.7 e dalla Proposizione 4.6.11. O

Osservazione 4.6.13. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato (su un campo k) di
dimensione m. Siano vi,...,v, € V. Sia B una base di V e sia A la matrice m x n la cui
colonna j-esima ¢ la colonna delle coordinate di v; nella base B. Riduciamo A a scala per
colonne: sia S la matrice a scala ottenuta. Siano wi,...,w, € V i vettori le cui coordinate
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sono le colonne non nulle di A. Per la Proposizione 4.6.11 abbiamo che {wi,...,w,} &
una base di (vi,...,v,). In altre parole per trovare una base di (vi,...,v,) consideriamo
Papplicazione lineare k™ — V definita da f(X) := Z?:l xjvj e troviamo una base di im f con
la riduzione a scala per colonne di M g (f) dove S ¢ la base standard di £".

4.6.4 Operazioni elementari su liste di funzioni lineari e sulle righe di una
matrice

Sia V' uno spazio vettoriale su un campo. Ricordiamo che V* := L(V, k), vedi Definizione
4.1.23. Se V e finitamente generato, allora V* & finitamente generato, di dimensione uguale
a quella di V.

Proposizione 4.6.14. Sia V uno spazio vettoriale su un campo k e fi,..., fm € V*. Sup-
poniamo che gi,...,g9m € V* siano ottenuti da fi,..., fm operando con una delle operazioni
della Definizione 4.6.9. Allora
WEVI0=fit) = .= fu@)} = eV 0= g(1) = ... = gu(®)}.  (467)
Dimostrazione. Osserviamo che
{fveV|0=filv)=...= fm@)}={veV | flv)=0 VYfe(fi,...,fm)} (4.6.8)
Infatti, supponiamo che v appartenga al membro di sinistra di (4.6.8); se f € (f1,..., fm),

allora esistono A1, ..., A\, € k tali che f = A1 f1 + ... 4+ A\ fm, € quindi

f)=Mfilv)+ ...+ Anfm(v) =0.

Questo dimostra che il membro di sinistra di (4.6.8) & contenuto nel membro di destra di (4.6.8).
D’altra parte, il membro di destra di (4.6.8) € contenuto nel membro di sinistra di (4.6.8) perché
fi € (f1,--., fm) per ogni i € {1,...,m}. La proposizione segue dall’'uguaglianza (4.6.8), e
dalla Proposizione 4.6.11 applicata al sottospazio di V* generato da f1,..., fm. O

Sia A € M, (k). Le righe di A formano una lista di vettori di £”. Se operiamo sulle righe
di A con (1) o (2) della Definizione 4.6.9 otteniamo altri m vettori di £™ che sono le righe
di un’altra matrice m x n. Questa & una operazione elementare sulle righe di A.

Proposizione 4.6.15. Sia A € M, (k). Esiste una serie di operazioni elementari di tipo (1)
e di tipo (2) sulle righe di A il cui risultato finale é una matrice a scala per righe S. Si ha
l'uguaglianza

(Xek"|A- X =0} ={X€k"|S X =0}, (4.6.9)

e la dimensione del nucleo di La é uguale alla differenza tra n e il numero di righe non nulle

di S.

Dimostrazione. La prima parte segue dalla Proposizione 4.6.12 applicata alla trasposta A’.

Per dimostrare (4.6.9) definiamo, per i € {1,...,m}, le applicazioni f;, g; € k™ — k cosi:
X = A.X X = §-X,

dove A%, S sono le righe i-esime di A e S rispettivamente, e X € k" & visto come matrice
(colonna) n x 1. Per ipotesi, la lista ¢1,...,9, € V* & ottenuta da f,..., f,, operando con
una serie di operazioni della Definizione 4.6.9, e quindi (4.6.9) segue dalla Proposizione
4.6.14. L’ultima affermazione segue da (4.6.9) e da (4.6.5). O
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Terminologia 4.6.16. L’algoritmo descritto nella Proposizione 4.6.15 va sotto il nome di
procedimento di eliminazione di Gauss.

4.7 1l duale di uno spazio vettoriale

4.7.1 Duale e biduale

Ricordiamo che il duale di uno spazio vettoriale V' su k & lo spazio vettoriale £(V, k) delle
applicazioni lineari f: V — k. Supponiamo che V sia finitamente generato e sia n := dim V;
per la Proposizione 4.5.7 abbiamo un isomorfismo £(V, k) = M ,(k) e quindi dim V* =
n=dimV. Sia B := {v1,...,v,} una base di V. Possiamo definire una base di V* procedendo
come segue. Sia v; € V* la funzione lineare

v -k (4.7.1)
(z1v1 + oV + ... + TRU) @
In altre parole v} e 'unica applicazione lineare V' — k tale che
v; (vj) = 64, 1<i,j7<n (4.7.2)
dove 6;; ¢ il simbolo di Kronecker, vedi (4.4.6).

Proposizione 4.7.1. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato suk e B := {v1,...,v,}
una sua base. Allora B* := {v},...,v}} € una base di V*.

Dimostrazione. Per la Proposizione 4.5.7 abbiamo un isomorfismo

Ve 2 My (k)
foo= ME(S)

dove § = {1} ¢ la base standard di k. Sia {ej,...,e,} la base standard di k" = M ,,(k); si
ha che ®~1(e;) = v}. Per il Corollario 4.2.7 segue che {v},...,v}} ¢ una base di V*. O

(4.7.3)

Terminologia 4.7.2. La base B* := {v],...,v}} ¢ la base duale della base B.

Osservazione 4.7.3. La notazione per la base duale della base B & ingannevole, perché sug-
gerisce che abbia senso v; indipendentemente dalla scelta della base di cui v; fa parte. Una
notazione corretta sarebbe (viB )*; per non appesantire la notazione dimentichiamo B.

Se V' & uno spazio vettoriale finitamente generato su k, allora V' = V* (perché hanno
la stessa dimensione), ma non esiste un modo canonico di dare un isomorfismo tra V' e V*.
D’altra parte, se V** denota il biduale di V', cioe

V** e (V*)*,

esiste un isomorfismo canonico tra V e V**. Per vederlo, osserviamo che, se v € V, allora

ve 2y

I’applicazione

(4.7.4)
foo= fv)
¢ lineare. Quindi possiamo definire un’applicazione
P kk
vV.— Vv (4.7.5)

vo—= ®(v)
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Ricapitolando, se v € V, e f € V*,

(v)(f) = f(v). (4.7.6)

Proposizione 4.7.4. Se V' ¢ uno spazio vettoriale finitamente generato su k, allora ’appli-
cazione definita da (4.7.5) é un isomorfismo di spazi vettoriali.

Dimostrazione. Siano A1, Ay € k, e v1,vy € V. Allora (ricordate (4.7.6))

Q(A1v1 + Aov2)(f) = f(A1v1 + Aavz) = A1 f(v1) + Aaf (v2) = M@ (v1)(f) + A2 ®(v2)(f)-

Quindi ®(A\jv; + A2v) = A\ P(v1) + Ao®(v2), e percido @ ¢ lineare. Per dimostrare che ® ¢
un isomorfismo, e sufficiente dimostrare che ® ¢ iniettiva, giacche V' e V** hanno la stessa
dimensione. Sia 0 # v € V, e dimostriamo che ®(v) # 0, cio¢ che esiste f € V* tale che
f(v) # 0. Siccome v # 0, possiamo completare v = v1 a una base {v1,...,v,} di V. Allora
vi(v1) =1+#0. O

4.7.2 Applicazione duale di un’applicazione lineare

Definizione 4.7.5. Siano V, W spazi vettoriali su un campo k e ¢: V — W un’applicazione
lineare. Se f € W*, allora la composizione f o ¢ e lineare, e quindi ha senso porre

wr 2y
= fog

La ¢* & I'applicazione duale di ¢.

Proposizione 4.7.6. Siano V,W spazi vettoriali su un campo k e ¢: V. — W un’applicazione

lineare. L’applicazione duale ¢*: W* — V* ¢é lineare.
Dimostrazione. Supponiamo che A\, Ay € k e f1, fo € W*. Allora
¢* (A fitA2fo) (v)=(A fi+A2f2)(d(v)) =M1 f1(¢(v)+A2 f2(4(v) =210 (f1) (v)+A20™ (f2) (v)-
O]

FEsempio 4.7.7. Sia U C V un sottospazio vettoriale, e ¢: U < V l'inclusione. Ovviamente ¢
¢ lineare. La trasposta di ¢ € 'applicazione

ve Ut

(4.7.7)

[ flu
Verifichiamo che * & suriettiva. Infatti sia B := {uy,...,u,} una base di U, ed estendiamola
a una base C := {u1,...,Uqg, w1, ..., wp} di V. Sia C* := {u],...,u}, wj,...,w;} la base duale
di C. Le restrizioni uj|y,...,u}|ry danno la base duale B* di B, e quindi ¢* & suriettiva. In

particolare, se 0 # v € V, esiste f € V* tale che f(v) # 0: basta considerare U = (v).

Proposizione 4.7.8. L’applicazione duale dell’identita Idy : V — V' é lidentita Idy«: V* —
V*. Supponiamo che U,V,W siano spazi vettoriali su k, e che

U-Sv-Sw
siano applicazioni lineari. Allora

($o )" =" o ¢". (4.7.8)
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Dimostrazione. La prima affermazione ¢ banalmente vera. Ora dimostriamo (4.7.8). Sia
f € W*; allora

(o) (f) =foldot) =(fog)oth =4 (¢"(f)) = (¥ 0 d")(f)

O

Corollario 4.7.9. Siano V,W spazi vettoriali su un campo k e ¢: 'V — W un isomorfismo.
Allora lapplicazione duale ¢*: W* — V* ¢é un isomorfismo.

Dimostrazione. Dimostriamo che (¢~!)* & un’inversa di ¢*. Per la Proposizione 4.7.8,
$ o (¢7) = (¢ 0 g) =1d) =Tdy-,  (¢7) 0 ¢" = (d0¢™ )" = Idjy = Tdw-.
O

Proposizione 4.7.10. Siano V,W spazi vettoriali finitamente generati su un campo k e
¢: V. — W un’applicazione lineare.

1. La ¢ é iniettiva se e solo se ¢* ¢ suriettiva.
2. La ¢ ¢ suriettiva se e solo se ¢* ¢ iniettiva.

Dimostrazione. Sia U := im ¢. L’applicazione ¢ definisce un’applicazione lineare ¢: V — U
(data da 1(v) := ¢(v)). Sia ¢: U < W T'inclusione. Allora ¢ = ¢ 0, e quindi

¢* =1p* ot (4.7.9)

per la Proposizione 4.7.8. Ora supponiamo che ¢ sia iniettiva. Allora 1 € un isomorfismo,
e quindi anche ¥* & un isomorfismo per il Corollario 4.7.9. D’altra parte ¢* e suriettiva per
I’Esempio 4.7.7, e ne segue che ¢* € suriettiva. Ora supponiamo che ¢ non sia iniettiva, e
sia 0 # v € ker¢. Allora f(v) = 0 per ogni f € im ¢*. D’altra parte, per I’'Esempio 4.7.7,
esiste f € V* tale che f(v) # 0, e quindi ¢* non & suriettiva. Abbiamo dimostrato (1). La
dimostrazione di (2) & simile, lasciamo i dettagli al lettore. O

Il seguente risultato sull’applicazione duale di un’applicazione lineare dara una conseguenza
non banale sulle matrici (vedi Corollario 4.7.13).

Proposizione 4.7.11. Sia ¢: V — W un’applicazione lineare tra spazi vettoriali finitamente
generati su un campo k. Allora rk ¢ = rk ¢*.

Dimostrazione. Sia U := im ¢, e siano ¢: V — U e v: U — W come nella dimostrazione
della Proposizione 4.7.10, in particolare vale (4.7.9). Ora .* ¢ suriettiva per '’Esempio
4.7.7, e ne segue che im(¢*) = im(¢*). D’altra parte ¢* & iniettiva per la Proposizione
4.7.10, e quindi

rk ¢* = dimim(¢*) = dimim(¢*) = dimU* = dim U = rk ¢.
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4.7.3 Rango di una matrice e della sua trasposta

Supponiamo che V e W siano finitamente generati e siano
B={v1,...,vn}, C={wi,...,wn} (4.7.10)

basi di V e W rispettivamente. Sia ¢: V — W un’applicazione lineare: allora abbiamo la
matrice associata ME(¢) € M, (k). Abbiamo anche le basi C* di W* e B* di V* e quindi la
matrice associata M§. (¢*) € My, m (k).

Proposizione 4.7.12. Siano V,W spazi vettoriali finitamente generati su un campo k e
¢: V. — W un’applicazione lineare. Siano B e C basi di V' e W rispettivamente. Allora

Mg (9") = ME(9)',
cioé ME. (¢*) ¢ la trasposta di ME(¢).

Dimostrazione. Possiamo supporre che B e C siano dati da (4.7.10). Sia MF(¢) = A = (a;;).
Sia v € V di coordinate (z1, ..., xy) nella base B ciot v = > | x5v,. Notiamo che v}(v) = .
Abbiamo che

¢*(wi)(v) = wi((v)) = Y aisws = > aisv}(v).
s=1 s=1
Quindi
¢*(w)) = aisvl. (4.7.11)
s=1

D’altra parte la colonna i-esima di M§. (¢*) & data dalle coordinate di ¢*(w}) nella base B* e
percio la (4.7.11) da che colonna i-esima di M§. (¢*) ¢ la riga i-esima di M5 (). O

Corollario 4.7.13. Sia k un campo e A € My, (k). Il rango di A* ¢ uguale al rango di A.

Dimostrazione. Sia ¢ := Ly. Siano B e C le basi standard di k™ e k" rispettivamente. Per
la Proposizione 4.7.12 abbiamo che A® = M§.(L!)). Per la Proposizione 4.7.11 segue
che rk A* = rk A. O

I1 Corollario 4.7.13 equivale alla seguente affermazione: se A € M,, (k) allora il sotto-
spazio di k™ generato dalle righe di A ha la stessa dimensione del sottospazio di k™ generato
dalle colonne di A. Notiamo che l'affermazione non ¢ affatto banale. Possiamo anche dare
la seguente versione del Corollario 4.7.13: se, con una serie di operazioni elementari sulle
righe, riduciamo A a una matrice a scala per righe S e, con una serie di operazioni elementari
sulle colonne, riduciamo A a una matrice a scala per colonne T allora il numero di righe non
nulle di S ¢ uguale al numero di colonne non nulle di 7' (infatti il primo numero ¢ uguale al
rango di A?, il secondo & uguale al rango di A).

4.8 Operazioni elementari sulle matrici, 11
Siano V, W spazi vettoriali su un campo k. Supponiamo che V, W siano finitamente generati.
Sia f: V — W un’applicazione lineare.

Problema 4.8.1. Dare un algoritmo efficiente per descrivere la controimmagine di w € W, in
particolare descrivere esplicitamente f~! se f & un isomorfismo.
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Scegliamo una base B = {v1,...,v,} di V, una base C = {wy,...,wy} di W e associamo
a f la matrice
A= ME(f) € My, (k). (4.8.1)

Siano w € W e v € V: per (4.5.3) abbiamo che v € f~!(w) (ovvero f(v) = w) se e solo
A - Xp(v) = Xe(w).
Quindi il Problema 4.8.1 equivale a risolvere il sistema di equazione lineari
A-X=B8B (4.8.2)

dove X & una matrice colonna (di incognite) n x 1 e B ¢ una matrice colonna m x 1 (di
termini noti). Notate che se B = 0 il sistema (4.8.2) si risolve seguendo 1’algoritmo descritto
nella Proposizione 4.6.15; in generale si puo procedere come segue. Sia A = (a;;) e B = (b;).
Consideriamo la matrice m x (n + 1)

all alp ... A1n bl
a1 agy ... a9, b2
[A|B] = (4.8.3)
a;l a;o ... in bl
| @m1 Am2 ... Gmn bpm |

Con una serie di operazioni elementari sulle righe di [A|B] possiamo arrivare a una matrice
[S|C] dove S & una matrice a scala per righe m xn e C' & una matrice m x 1 cioé una colonna
di lunghezza m.

Proposizione 4.8.2. Siano [A|B] e [S|C] come sopra. Allora abbiamo 'uguaglianza di
sottospazi di k" (scriviamo i vettori di k™ come matricin x 1)

(Xek"|A-X=B}={Xek"|S-X =C}. (4.8.4)

Dimostrazione. Ragioniamo come nella dimostrazione della Proposizione 4.6.14. Suppo-
niamo che con una operazione elementare sulle righe di [A|B] abbiamo otteniamo [M|R] dove
M e una matrice m x n e R € una matrice m x 1: dimostreremo che

(Xek"|A-X=B}={Xek"|M- X =R}. (4.8.5)

La proposizione seguira da questo risultato. Il risultato ¢ del tutto ovvio se I'operazione ¢ di
tipo (1) o (3). Ora supponiamo che [M|R] sia ottenuta da [A|B] sostituendo la riga i-esima
(@1, ..., ain,b;) con la riga (a;1 + Aaji1,...,ain + Aajn, b + Abj) dove j # i. Dimostriamo
che il membro di sinistra di (4.8.5) & contenuto nel membro di destra di (4.8.5). Sia X nel
membro di sinistra. Le equazioni che definiscono il membro di destra sono le stesse equazioni
che definiscono il membro di sinistra eccetto quella sulla riga ¢ che e

(AT 4 AAT) - X = (b + \bj). (4.8.6)

Siccome X appartiene al membro di sinistra abbiamo che A" - X = b; e A7 - X = b;; segue
che vale (4.8.6). Questo dimostra che il membro di sinistra di (4.8.5) & contenuto nel membro
di destra di (4.8.5). Rimane da dimostrare che il membro di destra ¢ contenuto nel membro
di sinistra. Per il Lemma 4.6.10 sappiamo che sia [A|B] ¢ ottenuta da [M|R] con una
operazione elemntare di tipo (2) e quindi per quello che abbiamo dimostrato il membro di
destra € contenuto nel membro di sinistra. O
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Ora supponiamo che S sia una matrice a scala per righe m x n e C una matrice m x 1:
le soluzioni del sistema di equazioni lineari S - X = C si trovano facilmente cominciando a
risolvere le equazioni “dal basso”. In particolare abbiamo la seguente

Osservazione 4.8.3. Sia S sia una matrice a scala per righe m x n e C' una matrice m x 1:
il sistema di equazioni lineari S - X = C ha una soluzione se e solo se ¢; = 0 per ogni indice
1 < ¢ < m tale che la riga St sia nulla.

Terminologia 4.8.4. L’algoritmo appena descritto si chiama procedimento di eliminazione
di Gauss.

Avendo risolto il Problema 4.8.1 ci poniamo un altra domanda.

Problema 4.8.5. Data una matrice quadrata invertibile A € M, ,,(k) come possiamo calcolare
in modo efficiente I'inversa di A ?

Descriviamo un algoritmo che produce A~!, poi spiegheremo perché & corretto. Conside-
riamo la matrice n x 2n data da [A|1l,]. Con una serie di operazioni elementari sulle righe
di [A|1l,,] possiamo arrivare a una matrice [S|C] dove S ¢ n x n a scala per righe e C' ¢ una
matrice n X n. Per ipotesi Aeé invertibile quindi ker(Lg) = {0} ovvero tutte le righe di S
sono non nulle: segue che le entrate di S sulla diagonale principale di S sono tutte non nulle.
Quindi moltiplicando la riga i-esima di [S|C] per s;;" arriviamo a [S'|C’] dove S’ & n x n a
scala per righe con entrate sulla diagonale principale uguali a 1. Ora operiamo sulle righe di
[S’|C"] cominciando “dal basso”e arriveremo a una matrice [1,|D].

Proposizione 4.8.6. Sia A € M, ,,)(k) invertibile. Sia D € M, (k) la matrice ottenuta a
partire da A con il procedimento descritto sopra. Allora D = A™1.

Dimostrazione. Sia Y € k™ vista come matrice n x 1. Sia X = A~! .Y allora
A X=A-A1'Y)=A-AH.Y=1,Y=VY
Quindi X ¢ una soluzione del sistema di equazioni lineari
A-X=Y. (4.8.7)

Notiamo che (4.8.7) ha una unica soluzione perché L4 ¢ biunivoca. Applichiamo I’algoritmo
per risolvere un sistema di equazioni lineari a (4.8.7) con colonna Y. Allora avremo che la
soluzione di (4.8.7) ¢ la soluzione di S+ X = C-Y dove S e C sono le matrici descritte sopra
(pensate che la riga i-esima di 1, cioe I'i-esimo vettore della base standard rappresenti y;).
Con la moltiplicazione per gli inversi delle entrate sulla diagonal principale di S troviamo che
X ¢ la soluzione di S’ - X = C’-Y. Infine con le operazioni sulle righe “dal basso”troviamo

che X ¢ la soluzione di 1,- X =D Y cioe X =D -Y - quindi A~! = D. O
FEsempio 4.8.7. Sia
2 1 3
A=1] -1 0 1
3 28

Calcoliamo A~! seguendo 1’algoritmo appena descritto. Dunque partiamo dalla matrice 3 x 6

w b
N O =
o = W
o O =
S = O
— o O
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e operiamo sulle righe in modo da trasformare la matrice a sinistra dei tratti verticali in una
matrice a scala per righe. Come prima operazione moltiplichiamo la seconda riga per (—1) e
poi scambiamo tra di loro le prime due righe: otteniamo

10 -1]0 —-10
21 3|1 00
32 810 01

Ora moltiplichiamo la prima riga per (—2) e aggiungiamola alla seconda riga, poi moltipli-
chiamo la prima riga per (—3) e aggiungiamola alla terza riga: otteniamo cosi

10 -1 ] 0 —10
01 5|1 20
02 11 |0 31

10 -1] 0 -10
01 5| 1 20
00 1| -2 —-11

Ora la matrice a sinistra dei tratti verticali & a scala per righe, e in questo esempio le entrate
sulla diagonale principale sono gia uguali a 1. Rimane da operare sulle righe “dal basso”
per trasformare la matrice a sinistra dei tratti verticali nella matrice 13. Moltiplichiamo la
terza riga per (—2) e aggiungiamola alla terza riga, poi aggiungiamo la terza riga alla prima:

otteniamo
100 | -2 =2 1
01 0 | 11 7T =5
001 | -2 -1 1
Quindi
-2 =2 1
Alt=1 1 7 -5
-2 -1 1

(Provare per credere !)

4.9 Cambiamenti di base e coniugio

Sia V' uno spazio vettoriale su k, finitamente generato e di dimensione n. Siano
B:{ul,...,un}, C:{wl,...,wn}

basi di V. Ci interessa sapere quale relazione esiste tra le coordinate di un vettore nella base B
e nella base C. Abbiamo gli isomorfismi Xz: V —= k" e X¢: V 5 k™ che associano av € V
il vettore delle coordinate di v nelle basi B e C rispettivalmente. Componendo otteniamo
lisomorfismo X¢ o X5': k" = k™. Per la Proposizione 4.4.15 esiste A € GL, (k) tale che
Xco Xgl = L. Questa A ¢ la matrice del cambiamento di base da B a C; si ha che

Xe(v) =A- Xp(v) Yo e V. (4.9.1)
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Poniamo v = u; nella (4.9.1): otteniamo che la colonna delle delle coordinate di u; nella base
C & uguale alla colonna j-esima di A (cioe A;). In altre parole

la matrice del cambiamento di base da B a C & ME(Idy). (4.9.2)

Ora notiamo che A ¢ invertibile perché Ly = X¢ o X e XpoX B L& invertibile in quanto
composizione di isomorfismi. Moltiplicando ambo i membri di (4.9.1) per A~! vediamo che
Iinversa di A & la matrice del cambiamento di base da C a B:

ME(1dy) = ME(Idy) L. (4.9.3)

Osservazione 4.9.1. Sia V. = k" ¢ S = {e1,...,e,} la base standard. Se C = {C},...,Cp}
dove le € sono colonne allora la colonna j-esima di Mg(ldv) ¢ uguale a C;. Quindi

Mg (Idy) = [C,...,Cu] ",

Osservazione 4.9.2. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su k e B,C,D sue basi.
Allora

ME(1dy) = MS(1dy) - ME(1dy). (4.9.4)

Qundi possiamo esprimere la matrice del cambiamento di base tra basi arbitrarie come prodot-
to di matrici di cambiamento di base da una base arbitraria a una base fissata, per esempio
la base standard se V' = k™. In concreto: supponiamo che V' = k" e B = {By,...,B,} e
D = {Dx,...,Dy,} dove le Bj e D; sono matrici n x 1: abbiamo che

ME(1dy) = M5(1dy) - ME(Idy) = [D1,...,D,] "t - [By, ..., Byl (4.9.5)

L’equazione (4.9.3) dimostra che una matrice di cambiamento di base ¢ invertibile. Vale il
viceversa, cioe ogni matrice invertibile ¢ la matrice di un cambiamento di base.

Proposizione 4.9.3. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato e di dimensione n su
un campo k. Sia C = {u1,...,un} una base di Ve A € GLy (k). Esiste una (e una sola) base
B di V tale che M§(1dy) = A.

Dimostrazione. Sia w; € V il vettore con vettore delle coordinate uguale alla j-esima colonna
di A~!. Esplicitamente: se A~! = (e;;) abbiamo che

n
w]': E eijuj.
=1

Siccome le colonne di A~! sono linearmente indipendenti B := {w1,...,w,} & una base di V.
Abbiamo che
ME(Idy) = A1

Per I'equazione (4.9.3) segue che Mg(Idy) = A. O
Definizione 4.9.4. Sia V uno spazio vettoriale.
1. Un endomorfismo di V' & un’applicazione lineare f: V — V.

2. End(V) ¢ l'insieme degli endomorfismi di V' (cioe L(V,V)).
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Sia V uno spazio vettoriale su un campo k: supponiamo che V is finitamente generato e
di dimensione n. Sia f: V' — V un endomorfismo di V. Scelta una base C di V' possiamo
associare a f la matrice MS(f) € My (k). Notate che siccome dominio e codominio di f
coincidono abbiamo scelto la stessa base per V visto come dominio e visto come codominio:
in questo modo si leggono bene le proprieta di f, per esempio f e l'identita se e solo se
Mg( f) = 1,,. Ora chiediamoci come cambia la matrice associata a f se passiamo dall base C
a un’altra base B. Per la (4.5.6) abbiamo che

ME(f) = ME(Idy of oIdy) = Mg(Idy) - Mg (f) - ME(Idy). (4.9.6)

Definizione 4.9.5. La matrice M € M, ,(k) & coniugata a N € M, »(k) (in simboli M ~ N)
se esiste una A € GL,, (k) tale che

M=A"1 N.A (4.9.7)

Proposizione 4.9.6. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato e di dimensione n
su un campo k. Sia f:V — V un endomorfismo e C = {uy,...,u,} una base di V. Data
M € M, (k) esiste una base B di V tale che M = ME(f) se e solo se M ¢ coniugata a

ME(f)-
Dimostrazione. Se M = ME(f) allora M & coniugata a M (f) per equazione (4.9.6). Ora
supponiamo che M sia coniugata a MCC (f) e quindi esiste A € M, ,(k) invertibile tale che

M = A=Y ME(f)-A. Per la Proposizione 4.9.3 esiste una base B di V tale che M§(f) = A~1.
Per I'equazione (4.9.6) segue che M = ME(f). O

Proposizione 4.9.7. La relazione di coniugio ¢ di equivalenza.

Dimostrazione. M ~ M perché M = 1.1-N-1,. Supponiamo che M € M, (k) sia coniugata
a N e quindi che valga (4.9.7). Moltiplicando a sinistra ambo i membri di (4.9.7) per A e
successivamente a destra per A~! otteniamo che A- M - A~! = N. Siccome A = (A~1)~!
segue che N e coniugata a M. Infine supponiamo che M ~ N e N ~ P. Quindi esistono
A, B € M, (k) invertibili tali che

M=A"'1.N-A, N=B!'P.B (4.9.8)

La matrice B - A ¢ invertibile perché Lg.4 = Lg o L4 ¢ composizione di isomorfismi e quindi
¢ un isomorfismo. Sostituendo l'espressione di N nella prima equazione di (4.9.8) otteniamo
che

M=A"1"B"1'.P.B-A=(B-A)™'.P-(B-A).

Questo dimostra che M ¢ coniugata a P. O

Esercizi del Capitolo 4

Esercizio 4.1. Sia k un campo. Quali delle sequenti applicazioni tra spazi vettoriali su k é lineare ?

(1) Sia p € k[x] e ®: k[z] — k[z] definita da

(2) Sia V: klx] — k[x] definita da
U(p) = p*.

(Attenzione: la risposta dipende dal campo k.)
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(3) Sia ©: k[x] — k[x] definita cosi: dato p € k[x] poniamo

(4) Sia F: k[x] = k definita da
F(p) :==p(0) + p(1).

Esercizio 4.2. Il campo dei complessi C é sia uno spazio vettoriale su C che su R. Sia

c L
VA —

NN

la coniugazione complessa (vedi Definizione 1.8.2). Verificate che
(1) f & un’applicazione lineare di spazi vettoriali reali.

(2) f non ¢é un’applicazione lineare di spazi vettoriali complessi.
Esercizio 4.3. Sia k un campo e ag,...,q, € k distinti. Dimostrate che 'applicazione

]{i[l‘]gn — Entl
p = (p(QO)a"'vp(QTL))

€ un isomorfismo.

Esercizio 4.4. Calcolate A - B per le matrici
A[Q 3} ; 3[1_1}[123}
3 4]’ 9 ’ 1 1113 2 1]
Esercizio 4.5. Sia ) 1 .
A= { 10 -1 }

e La: R3 — R? applicazione lineare associata ad A. Calcolate una base di ker(Ly).

-1

B~ =

Esercizio 4.6. Sia

1 2 -1
B:=1] -1 1 -1
0 -3 2

e Lp: R® — R3 l"applicazione lineare associata a B. Calcolate una base di im(Lp).

o-[31]

e Lo R? — R? lapplicazione lineare associata a C. Sia B la base di R* data da B = {(1,1),(1,—1)}.
(1) Calcolate ME(Lc).

Esercizio 4.7. Sia

(2) Caleolate Lon((1,-1)).

Esercizio 4.8. Sia

2 0 3
D := 1 1 -2
-1 1 1

e Lp: R® — R? lapplicazione lineare associata a D. Sia V C R? il sottospazio definito da

V= {(1’1,1172,5133) | xr1 + X9 +£173 = O}
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(1) Dimostrate che Lp(V) C V' e quindi possiamo definire un’applicazione lineare
v Lov
X = LpX)

(2) Sia B la base di V data da B = {(1,-1,0),(0,1,—1)}. Calcolate ME(f).

Esercizio 4.9. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato di dimensione n. Sia B una base di
V.

(1) Dimostrate che ME(Idy) = 1,,.

(2) Sia f € L(V,V). Dimostrate che f ¢ un isomorfismo se e solo se ME(f) ¢ invertibile e che in
questo caso ME(f~1) = ME(f)~*.

Esercizio 4.10. Siano A € My, (k) e B € M, (k). Dimostrate che
(A-B)Y=DB" A"

Esercizio 4.11. Sia V uno spazio vettoriale su un campo k in cui 2 # 0 (e quindi esiste 271).
Supponiamo che V' sia finitamente generato di dimensione n. Sia f € L(V,V).

(1) Supponiamo che esista una base B = {v1,...,v,} di V tale che
ME(f) = (Ndiy), AP =1 (4.9.9)
Dimostrate che fo f =1Idy.

ra supponiamo che f o f =1dy. Dimostrate che esiste una base B di V tale che valga (4.9.9).
2) 0 }amo che fo f=1dy. Di he esi base B di V tale che valga (4.9.9
(Suggerimento: osservate che vale (4.9.9) se e solo se f(v;) = \v;. Dato v € V calcolate

flo£fv).)
Esercizio 4.12. Siano U,W C R* i sottospazi dati da
U:={((1,2,3,-1),(3,5,0,2)), W :=((-1,0,3,2),(1,—-1,1,-1),(1,-2,5,0)).
Date equazioni cartesiane di U e W.
Esercizio 4.13. Sia k un campo e V. C k™ il sottospazio
Vi=_{X|z1+...+z, =0}
Dare una base di V*.

Esercizio 4.14. Sia k un campo e ®,V: k[x] — k[z] le applicazioni lineari date da

Elz] -2 [ x] Ez] -5 k[a]
p = (@*+3)p plz)
Siano f,g: Rlz]* le funzioni definite da
Koz Lk Kz -% k&
q = q0) a = q(1)

Determinate
o f, @g, UTf, Uy

Esercizio 4.15. Siano V uno spazio vettoriale su un campo k, e W C V' un sottospazio. L’annullatore
di W ¢ il sottoinsieme Ann W C V* definito da

AnmnW = {p e V* | ¢|w = 0}. (4.9.10)
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1. Verificate che Ann W ¢é un sottospazio di V*.
2. Sia w: V — V/W Uapplicazione quoziente. Dimostrate che
(/W) =5 v
definisce un’isomorfismo tra (V/W)* e AnnW.

3. Supponiamo che V/W sia finitamente generato, e quindi anche (V/W)*. Siano @1,...,¢q
generatori di (V/W)*. Si dimostri che

W={veV|0=¢p(v)=...=pq(v)}. (4.9.11)

(Le 0 = p1(v) = ...

Esercizio 4.16. Sia A € M3 3(R) data da

wa(v) si dicono equazioni cartesiane di W.)

11
A=|1 2 3
4 9

1. Verificate che A ¢é invertibile.

2. Calcolate A~1.
Esercizio 4.17. Siat € R e A, € M3 3(R) data da

2 3 1
A=13 5 0
2 4 t

(1) Determinare per quali t la matrice Ay é invertibile.

(2) Determinare A;' per quei t tali che A; ¢ invertibile.
Esercizio 4.18. Siano B e C le basi di R® date da
B:={(3,1,5),(2,1,0),(1,-1,16)}, C:={(4,5,1),(3,4,3),(2,0,—20)}.
Determinate la matrice del cambiamento di base da B a C.

Esercizio 4.19. Sia M € M;2(R) la matrice definita da

vet 2

Sia B la base di R* data da B := {(5,1),(1,—1)}.
(1) Determinare Mg (Lyy).
(2) Calcolare (scrivere in “forma chiusa”) M?® per ogni s € N.

Esercizio 4.20. Siano A € M3 3(R) data da

0 10
A=10 0 1
6 —11 6

e B la base di R® data da
B:={(1,1,1),(1,2,4),(1,3,9)}.
Calcolate ME(LA).



Capitolo 5

Geometria affine, 11

5.1 Applicazioni affini

Sia k un campo e A, B spazi affini su k e siano rispettivamente V e W gli spazi vettoriali

associati.

Definizione 5.1.1. Un’applicazione F': A — B e affine se esiste un’applicazione lineare

f:V — W tale che
F(P)F(Q) = f(PQ) VP,Q € A. (5.1.1)

In altre parole F' manda segmenti orientati equipollenti in segemnti orientati equipollenti.
Dalla (5.1.1) segue che la f € univocamente determinata da F': € ’applicazione lineare associata
a F.

Proposizione 5.1.2. Sia F': A — B un’applicazione affine e f: V. — W applicazione lineare
associata. Sia P € A. Allora

F(P+v)=F(P)+ f(v), VYPeA, WoeV. (5.1.2)

Viceversa sia F': A — B un’applicazione e supponiamo che esistano un’applicazione lineare
f:V—=W eP €A tali che valga (5.1.2): allora F é affine con applicazione lineare associata
f:V-=w.

Dimostrazione. Supponiamo che F': A — B sia affine con applicazione lineare associata f: V —
W. Poniamo @ = P + v, cioe v = ]@: allora

F(Q) = F(P) + F(PYF(Q) = F(P) + f(PQ) = F(P) + f(v).

Ora supponiamo che valga (5.1.2) con f lineare. Siano Qo, Q1 € A ev; € V tali che Q; = P+v;.
Allora

F(Qo)F(Q1) = (F(P) + f(vo))(F(P) + f(v1)) =
= f(v1) = f(vo) = f(v1 —vo) = F((P +v0)(P +v1)) = F(QoQ1).

O

Sia F': A — B un’applicazione affine, con applicazione lineare associata f. La (5.1.2)
mostra che F' & univocamente determinata dal suo valore in un punto e dall’applicazione

89
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lineare associata f. Viceversa dati un’applicazione lineare f: V — W, P € Ae @ € B
I’applicazione
A — B

5.1.3
P+v — Q+ f(v) ( )
¢ affine.
Esempio 5.1.3. Staw € V e 7,0 A — A definita da
Tw(P) := P+ w. (5.1.4)

La 7, & affine con applicazione lineare associata Idy. La 7, € una traslazione.

Esempio 5.1.4. 1 k-spazi vettoriali k™ e k™ sono anche spazi affini (su k). Sia A € M, (k) e
B € M, 1: 'applicazione
k" — E™

1.
X —~ A-X+B (5.1.5)

¢ affine. L’applicazione lineare associata & L 4. Viceversa ogni applicazione affine F': k™ — k™
e di questo tipo. Infatti sia f: k™ — k™ D’applicazione lineare associata: per la Proposizione
4.4.15 esiste A € My, ,(k) tale che f = L4. Sia B := F(0). Dato X € k™ abbiamo che

F(X)=FO0+X)=F0)+f(X)=B+A-X. (5.1.6)

(Notate che nell’equazione (5.1.6) I’elemento neutro 0 ¢ visto come punto dello spazio affine
E™ mentre X ¢ visto come vetttore di k™.)

Esempio 5.1.5. Sia A uno spazio affine sul campo k. Una funzione affine F': A — k ¢ un’ap-
plicazione affine dove k € uno spazio affine in quanto spazio vettoriale (su k): quindi esistono
un’applicazione lineare f: V — k, P € A e b € k tali che

F(P+v)=0b+ f(v), YveV. (5.1.7)

Osservazione 5.1.6. Siano A e B spazi affini sul campo k e F': A — B un’applicazione affine.
Siano V' e W gli spazi vettoriali associati a A e B rispettivamente e f: V — W DP'applicazione
lineara associata a F'.

1. Sia D C A un sottospazio affine. Allora F(D) & un sottospazio affine. Infatti siano
P €D e G(D) la giacitura di D, vedi Osservazione 3.6.2. Per la Proposizione 5.1.2
abbiamo che

F(D) =F(P)+ f(G(D)) (5.1.8)

e siccome f(G(D)) & un sottospazio vettoriale di W (perché f ¢ lineare) segue che F/(D)
¢ un sottospazio affine di B.

2. Sia E C B un sottospazio affine. La controimmagine F~!(E) o & vuota o & un sottospazio
affine. Infatti supponiamo che F~!(E) non sia vuota e sia P € F~Y(E). Sia G(E) la
giacitura di E. Per la Proposizione 5.1.2 abbiamo che

F7Y(E)=P+ [ (G(E) (5.1.9)

e siccome f~1(G(E)) & un sottospazio vettoriale di V (perché f & lineare) segue che
F~YE) & un sottospazio affine di A.
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Proposizione 5.1.7. Siano A,B spazi affini su un campo k e F: A — B un’applicazione
affine. Siano Py,..., Py € A e Ag,...,A\g € k tali che Z‘LO Ai = 1. Allora

FOO XP) =Y MNF(P). (5.1.10)

Dimostrazione. Siano Q € A e f 'applicazione lineare associata a F. Abbiamo

d d d d d
FOONP) = FQ+YMOB) = FQ+ S ANF@QB) = FQ)+ S ANF@Q)F(P) = ST NF(P).
=0 1=0

=0 1=0 =0

d

5.2 Composizione di applicazioni affini

Proposizione 5.2.1. Siano F: A — B e G: B — C applicazioni affini, con applicazion:
lineari associate f: U =V g: V. — W. Allora GoF: A — C ¢ affine con applicazione lineare

associata g o f.

Dimostrazione. Siano P € A e u € U: allora
GoF(P+u) =G(F(P+u)) = GF(P)+ f(u) = GF(P))+9(f(uv) = G(F(P))+go f(u).
Quindi la proposizione segue dalla Proposizione 5.1.2. ]

Un’applicazione affine F': A — B & un isomorfismo se ha inversa affine g: B — A.

Proposizione 5.2.2. Un’applicazione affine F': A — B é un isomorfismo se e solo se 'appli-

cazione lineare associata & un isomorfismo di spazi vettoriali.

Dimostrazione. Supponiamo che F': A — B sia isomorfismo con inversa affine g: B — A.
Siano f: V. — W e g: W — V le applicazioni lineari associate. Allora go f: V — V e
fog: W — W sono associate a G o F' = Idy e F o G = Idp rispettivamente; segue che sono
entramebe l'identita e quindi f & un isomorfismo. Ora supponiamo che F': A — B sia affine
con applicazioni lineari associata f: V' — W che ¢ un isomorfismo. Sia F'(P) = (). Definiamo
G: W =V cosi:

G(Q +w):=P+ fH(w).

Si verifica subito che G ¢ inversa di F'. O

Definizione 5.2.3. Sia A uno spazio affine su un campo k. Il gruppo delle affinita di A &
I'insieme degli isomorfismi (affini) F': A — A.

Da quanto abbiamo gia osservato seguono i seguenti fatti:

1. L’identita Id: A — A & un’affinita di A.

2. Se F, G sono affinita di A anche la composizione F' o G loe.

3. Se F,G, H sono affinita di A allora Fo(GoH) = (FoG)oH.

4. Se F & un’affinita di A anche Uinversa F~1 loe.
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L’insieme degli isomorfismi (affini) F': A — A si chiama gruppo delle affinita perché valgono
1,2, 3 ¢4

Esempio 5.2.4. Per 'Esempio 5.1.4 ogni isomorfismo affine f: k™ — k™ si scrive come

oL e

(5.2.1)
X —~ A-X+B

dove A € M, (k) e B € M, ;. Inoltre A deve essere invertibile per la Proposizione 5.2.2.
Viceversa se A € invertibile la (5.2.1) definisce un isomorfismo affine. Quindi abbiamo descritto
il gruppo delle affinita di k™ (e percio anche di ogni spazio affine di dimensione finita).

5.3 Cambiamenti di coordinate affini

Sia A uno spazio affine con spazio vettoriale associato V', spazio vettoriale su k. Supponiamo
che V sia finitamente generato e che B = {v1,...,v,} sia una base di V. Scegliamo on’origine
O € A. Allora abbiamo il sistema di riferimento affine R = RA(O; B). Sia

Xr: A = k" (5.3.1)

I’applicazione che associa a P € A I'n-pla delle sue coordinate nel sistema R. Si verifica
facilmente che Xgr ¢ un isomorfismo di spazi affini. Ora sia R* = RA(O’; B’) un secondo
sistema di riferimento affine e Xr/: A — k™ l'applicazione che associa a P € A I'n-pla delle
sue coordinate nel sistema R’. Sia P € A: che relazione esiste tra Xg(P) e Xg/(P) ? La
composizione

Xpio Xgli k" — k" (5.3.2)

e un isomorfismo di spazi affini e quindi per ’Esempio 5.1.4 esistono A € M,, ,,(k) invertibile
e B € M, 1(k) tali che

XpoXg!(Y)=A-Y+B, VYeck" (5.3.3)
Sia P = Xz '(Y) ciot Y = Xg(P): possiamo riscrivere la (5.3.3) come

XR/(P) :A'XR(P)-I-B, VP e A. (534)

5.4 Equazioni cartesiane

Siano A uno spazio affine su k e B C A un sottospazio affine, vedi Definizione 3.6.1. Siano
Fi, ..., Fy: A = k funzioni affini: diciamo che 0 = F} = ... = Fjy sono equazioni cartesiane di
B se

B={PecA|0=F(P)=...=Fy4P)}. (5.4.1)

Proposizione 5.4.1. Sia A uno spazio affine su k con spazio vettoriale associato V' fini-
tamente generato. Se B C A ¢é un sottospazio affine allora esistono equazioni cartesiane di
B.

Dimostrazione. Per definizione esistono P € A e un sottospazio vettoriale W C V tali che

B={P+w|weW}. (5.4.2)
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Per I'’Esercizio 4.15, esistono applicazioni lineari g1,...,94: V — k tali che
W={veV]|0=g(v)=...=g4(v)}. (5.4.3)
Siano Fi,...,Fy: A — k definite cosi:

Fi(P +v) := gi(v). (5.4.4)

Osserviamo che la (5.4.4) si puo scrivere
Fi(Q) = 9:(PQ).

Esempio 5.4.2. Siano A =R* e B = P+ U dove P = (—2,-1,1,2) e U C R* (qui R* & 1o
spazio vettoriale R*) & dato da

U:= <(17—2737 _4)7(2a07371)>~ (545)
Sia f € (R*)* cioe
R = R (5.4.6)

(xl,xg,xg,x4) — )\1I‘1+...+)\4I‘4

Allora f|y =0 (cioé f € AnnU) se e solo se
0=f(1,-2,3,-4) = £(2,0,3,1)

cioe
0=MA1 — 29 +3X3 —4Xg = 2)\1 + 33 + \4. (5.4.7)

Risolvendo il sistema di equazioni lineari (5.4.7) troviamo che una base di AnnU ¢ data da
{2e] + 9e5 — 4ej, 6e] — 3e5 — 4es} e quindi

U={XeR|0=2z; + 9zy — day = 621 — 325 — da3}. (5.4.8)
Le equazioni cartesiane di U sono date da (5.4.8): segue che
B={XcR'|0=F(X)=FX)} (5.4.9)
dove
Fi(X) :=2(x14+2)+9(x2+1)—4(z4—2), Fy(X) :=6(x14+2)—3(z2+1)—4(x3—1). (5.4.10)
Quindi

B={XcR'|0=2x;+ 9y — 4x4 + 21 = 621 — 325 — 4x3 + 13}.

Esercizi del Capitolo 5

Esercizio 5.1. Dite se esiste/non esiste un’applicazione affine F: R? — R? tale che
(1) F(1,1) = (1,2), F(3,2) = (-1,-2) e F(2,3/2) = (0,1).
(2) F(0,0)=(1,1), F(1,1) =(2,1) e F(1,-1) = (1,2).

Nel caso esista dare una tale F'.
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Esercizio 5.2. Sia A C R* il sottospazio affine P+U dove P = (1,0,3,—1) e U C R* (qui R* ¢ spazio
vettoriale) ¢ il sottospazio vettoriale

U={(1,1,1,1),(3,2,—-1,5),(4,3,0,6)).
Date equazioni cartesiane di A.

Esercizio 5.3. Siano A wun piano affine (spazio affine di dimensione 2) e Li,Lo C A due rette
(sottospazi affini di dimensione 1). Sia L. C A una retta che non é paralella a Ly né a Lo.

1. Dimostrate che dato P € 1L, l'unica retta parallela a I contenente P incontra Lo in un unico
punto.

2. Per il punto 1 possiamo definire F: Ly — Lo associando a P € ILi l'intersezione di Lo con
l'unica retta parallela a I contenente P. Dimostrate che F' & un isomorfismo affine.

Esercizio 5.4. Siano A uno spazio affine e F: A — A un’affinita. Un punto fisso di F' ¢ un P € A
tale che F(P) = P. Il luogo dei punti fissi Fix(F') é linsieme dei punti fissi di F'.

1. Dimostrate che Fix(F) é un sottospazio affine di A.

2. Date esempi con dimA =n e dimFix(F) = m per ogni 0 < m < n.



Capitolo 6

Determinanti

Sia k un campo. Il determinante da una funzione polinomiale M, (k) — k che vale 0 su A se
e solo se A non e invertibile. Nel caso in cui Kk =R e n = 2 0 n = 3 possiamo interpretare il
determinante come un’area o, rispettivamente, un volume (con segno). Il determinante & uno

strumento teorico importante.

6.1 La definizione

Sia k un campo. Sia A € M, ,(k). Sia A;- la matrice (n — 1) x (n — 1) ottenuta eliminando
riga i-esima e colonna j-esima di A. Definiamo una funzione

Dety,: My n(k) — k
(1) Dety((a)) = a.

(2) Per n > 1 definiamo det,, ricorsivamente:

Det,(A) := zn:(—n"ﬂ’am- Det,,_1(A}). (6.1.1)
j=1

Spieghiamo il punto (2). Assumendo di aver definito Det,,_1, la funzione Det,, ¢ data da (6.1.1);
siccome Det; ¢ data da (1) segue che Dety & bene definita e quindi anche Dets etc. Diamo
alcuni esempi.

Det2

a1 a2
] = —a91a12 + A22a11 = A11022 — 412021 (6.1.2)

a21 Q22

cioe la formula imparata nelle scuole medie. Abbiamo anche

ail a2 a3
Dets | ag1 a2 a3 | =

az1 azz ass
= a31(a12a23 — a13a22) — asa(ar1a23 — a13az1) + ass(aiiage — a12a21) =
= a11022033 + 012023031 + Q13021032 — 413022031 — G12021433 — A11a23a32. (6.1.3)

La funzione determinante ha varie notevoli proprieta. Il Teorema che segue da una di queste
proprieta.

95
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Teorema 6.1.1. Una A € My, ,(k) ¢é invertibile se e solo se Det(A) # 0.

Il Teorema 6.1.1 verra dimostrato in seguito, vedi il Corollario 6.3.5.
Se non c’e pericolo di ambiguita scriviamo Det invece di Det,,. Si usa anche la notazione
|A| per Det A - in questo caso si omette di scrivere le parentesi che delimitano la matrice. Per

esempio
1 2 1 2
= Det = 2. 6.1.4
3 4 3 4 ] ( )
6.2 Applicazioni multilineari
Una matrice A € M, (k) ¢ univocamente determinata dalle sue colonne Ai,..., A, € k"
e viceversa n vettori colonna Aj,...,A, € k™ individuano un’unica matrice (di cui sono

rispettivamente prima, seconda,..., ultima colonna), quindi possiamo considerare Det,, come
una funzione di n vettori colonna. Prima di studiare le proprieta del determinante (visto come
funzione delle colonne) ci soffermeremo a studiare la seguente classe di funzioni. Sia V' uno
spazio vettoriale su k e sia

Vx..xV 2 k
~ (6.2.1)
(vV1,...,0) = D(vy,...,0p)

La funzione Det,, & un esempio di tale funzione; in questo caso V = k™ e percio dim V' = n, in
generale dim V' e n sono diversi (e V non ¢ necessariamente finitamente generato).

Definizione 6.2.1. Sia ®: V" — k.

(1) Sia 1 < j < n; ® & lineare nell’entrata j-esima se

D(v1, ..., Vj—1, AU+ pW, Vg1, ..., Up) =
= A0(v1,. .., V1, U, Vg1, - -, Un) + pP(v1, .. 01, W, V41, .., 0n)  (6.2.2)
per vi,...,Vj—1,U, W, Vjqi1,...,0p €V e A\, u € k.

(2) @ & multilineare (o n-lineare) se ¢ lineare in ciascun entrata.

Esempio 6.2.2. Consideriamo le applicazioni ¥;: k x k — k definite da
Uy (z,y) =322y, Wo(z,y):=1, Usz(z,y):=5zy.

La W, & lineare nella prima entrata ma non nella seconda (a meno che k = Fs), la U5 non &
lineare in alcuna entrata, la Wy & bilineare.

Definizione 6.2.3. Sia ®: V" — k.

(1) Siano 1 < j < h < n; ® ¢ alternante nelle entrate j, h se ®(vy,...,v,) = 0 ogni qualvolta
Vj = Up.

(2) @ ¢ alternante se ¢ alternante nelle entrate j, h per ogni 1 < j < h < n.
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FEsempio 6.2.4. Consideriamo le applicazioni ®;: k x k — k definite da

Py (z,y) == 3zy, ®o(z,y)=ay+1, O3(2,9) :=2°—ay’.

La ®; e bilineare ma non alternante, la ®3 e alternante ma non bilineare, la 5 non e né
bilineare né alternante.

Osservazione 6.2.5. Sia ®: V" — k.

(a) ® e lineare nell’entrata j-esima se e solo se per ogni vi,...,vj—1,Vj4+1,...,0p € V la
funzione
Vo= F (6.2.3)
u = q)(vl,...,vj_l,u,vj+1,...,Un)
¢ lineare.

(b) ® ¢ alternante nelle entrate j, h se e solo se la funzione

VxV — k

(6.2.4)
(u,w) = P(vr,..., Vi1, U, Vjg1, - Vh—1, W, Vht 1, - - -, Up,)

¢ alternante.

Lemma 6.2.6. Sia &: V™" — k. Supponiamo che ® sia multilineare e alternante. Siano
1 <5< h<n: allora

¢(U17 <oy Uj—1, Vs Uj41,y - -« y Uh—1,Uj, Uht1, - - - ,Un) =
= —q)(’l)l, <5 U5—1,V5,V5415 -+ - s Vh—1,Vhy Un4-15 - - - 7”71)7
ctoe scambiando due entrate il valore di ® cambia segno.

Dimostrazione. Supponiamo che n = 2 (se n = 1 non c’¢ nulla da dimostrare). Siccome ¢ ¢

alternante e multilineare abbiamo che
0=ou+w,u+w)=2(u,u)+ ®(w,w) + ®(u, w) + ¢(w,u) = ®(u, w) + (w, u).

Ora supponiamo che n > 2: la funzione (6.2.4) ¢ alternante per I’Osservazione 6.2.5 e quindi
la proposizione segue dal caso n = 2. O

Osservazione 6.2.7. Notate che entrambe le ipotesi del Lemma 6.2.6 sono necessarie perché
valga la tesi. Infatti siano ®1, ®3 le applicazioni dell’Esempio 6.2.4: ®; ¢ multilineare ma

non alternante, ®3 ¢ alternante ma non multilineare e abbiamo
<I>1(27 1) 7& _q)l(L 2)a <I>3(1a 0) 7& _(1)1(07 1)

Lemma 6.2.8. Sia ®: V™" — k. Supponiamo che ® sia multilineare e che sia alternante
nelle entrate j e 7+ 1 per ogni 1 < j < n (in altre parole per entrate adiacenti). Allora ® é
alternante.

Dimostrazione. Siano 1 < j < h < n. Dimostriamo che ® ¢ alternante nelle entrate j e h. Se
(h —j) =1 & vero per ipotesi. Quindi possiamo assumere che ® ¢ alternante nelle entrate j
e ho (con 1 < jo < hg < n) ogni qualvolta (hg — jo) < (h — j). Poniamo v; = v, = w; per
il Lemma 6.2.6 abbiamo che

P(V1, .o Vo1, Wy Uity o vy Upe 1, Wy Upds - - - Upy) =
=—®(v1,...,Vj1, W, Vj1s .o, Vh—2, W, Vh—1, Vht1,- - -, Up) (6.2.5)

e siccome ® ¢ alternante nelle entrate jo = j e hg = h — 1 segue che il membro di destra
di (6.2.5) & nullo. O
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6.3 Proprieta del determinante

Dimostreremo che la funzione Det,, gode di alcune proprieta algebriche che la rendono inte-
ressante. Queste proprieta danno un algoritmo efficiente per calcolare il determinante. Dati
A1, ..., A, € k™, visti come matrici colonna, denoteremo con Det,, (A41,. .., A;,) il determinante
della matrice n x n le cui colonne sono Aq,...,A,.

Proposizione 6.3.1. La funzione Det,, gode delle sequenti proprieta:
(1) Dety(e1,...,e,) = 1.
(2) E multilineare.
(3) E alternante.

Dimostrazione. Per induzione su n. Il caso n = 1 & banalmente vero. Dimostriamo il passo
induttivo. Il punto (1) segue immediatamente da (6.1.1). Verifichiamo il passo induttivo per
il punto (2). Dimostriamo che Det,, & lineare nella colonna jy-esima, cioé che

Detn(Al, e Ajo—la AB + uC, Aj0+1, - ,An) =
= )\Detn(Al, e A]’O_l, B, A]’(H_l, R ,An) + uDetn(Al, o 7Aj0—17 C, Aj0+1, RN An) (631)

dove vettori A; (per j # jo), B e C sono matrici colonna n x 1 - le loro entrate saranno
denotate a;j, b; e ¢; rispettivamente. Per j # jo sia X; € M,_11(k) la colonna ottenuta
eliminando I'ultima entrata di A;. Siano Y,Z € M, _11(k) le colonne ottenute eliminando
I'ultima entrata di B e C rispettivamente. Si ha che

Detn(Al, RN Ajofl, AB + uC, Aj0+1, - ,An) =
= Z(—l)”+janj Detnfl(Xl, - ,Xjfl,ji?,Xj+1, - ,onfl, Y + /,LZ, Xj0+1, - ,Xn)+
J#jo
+ (=1)" 90 (Aby, + pen) Dety—1 (X1, -+ oy Xjo—1, Xjot1s -+ Xn).  (6.3.2)

(La notazione 5(\] sta per “manca la colonna X;”.) Per 'ipotesi induttiva abbiamo che

Detnfl(Xl, ce ,Xjfl,Xj,qu,l, c.. ,onfl,)\Y—{—,uZ,XjO+1, - ,Xn) =
)\Detn_l(Xl,. . ~,Xj—l7Xj,Xj+17 ... ’on—laKon-i-lv - ,Xn)-f-

+ puDety 1 (X1, X1, X, Xt Xjoo1, Zy Xjo1s - - > Xn). (6.3.3)
Sostituendo nella (6.3.2) 'espressione della (6.3.3) otteniamo che vale (6.3.1). Ora dimostriamo
che vale il punto (3). Per il Lemma 6.2.8 ¢ sufficiente dimostrare che Det,, ¢ alternante nelle
colonne jy e (jo + 1) dove 1 < jo < n. Quindi supponiamo che A;; = Aj 1 e dimostriamo
che Det,(A) = 0. Per 1 < j < nsia X; € M,,_1,1(k) la colonna ottenuta eliminando 'ultima
entrata di A;. Si ha che

Detn(Al, ceey An) =

= Z (—1)”+janj Detnfl(Xl,...,Xjfl,Xj,Xj+1,...,Xn)+
Jo#j#jo+1
+ (—1)”+j0anyj0 Detn_l(Xl, e )on—la on, on-i-la ce Xn)-|-
+ (=1)" 0 g, o Dety 1 (X1 X1 X Xjyg1s - Xn). (6.3.4)
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Per I'ipotesi induttiva Det,,_1 ¢ alternante: per ipotesi X, = X, 41 e percio

Detn—l(le7Xj—175(\jan+17aXn):Oa 1§jéna ]07&]7&]0—’_1

— —

Le n—ple (Xl, ce ;on—b onvon-i-l? . ,Xn) € (Xl, ce 7Xj07Xj0+1> Xj0+2, e ,Xn) sono le stes-
se. Siccome ((—1)""oa,, ;o + (—=1)""Hq, ;+1) = 0 segue che & nulla anche la somma dei
restanti due termini nel membro di destra di (6.3.4). O

Consideriamo una funzione ®: (k)" — k, cioe come in (6.2.1) con V = k™. Identificando
una matrice n x n con la n-pla ordinata delle sue colonne possiamo pensare & come una
funzione ®: M, ,,(k) — k.

Proposizione 6.3.2. Sia ®: M, ,(k) — k. Supponiamo che ®, vista come funzione delle
colonne, sia multilineare e alternante.

(1) Se A € M, (k) é singolare allora ®(A) = 0.

(2) Siano A, B € M, (k) e supponiamo che B sia ottenuta da A con una serie di operazioni
elementari sulle colonne di tipo (1) e (2) (vedi la Definizione 4.6.9), e che il numero
di scambi di colonne sia s. Allora ®(A) = (—1)*®(B).

(8) Sia A a scala per colonne. Allora

P(A)=a11-a22 ...  ann®(1y). (6.3.5)

Dimostrazione. (1): Siccome A & singolare esiste una colonna di A, diciamo Aj,, che &

combinazione lineare delle rimanenti colonne:

Ay =D NA;.
J#jo

La linearita di ® nella colonna jg-esima insieme alla proprieta di essere alternante da che

O(A) = D(Ar,..., Ajp-1, D NAj, Ajoyr, .. Ay) =
J#jo
=D NO(Ar,. o Ajgo1, A Ajyr, - Ay) = 0,
J#jo
(2): Una operazione di tipo (1) cambia segno al determinante per il Lemma 6.2.6, d’altra
parte il calcolo appena fatto dimostra che una operazione di tipo (2) non cambia il valore
del determinante. Questo finisce la dimostrazione del punto (2). (3): Supponiamo che esista
1 <ip < n tale che a4, = 0. Siccome A & a scala per colonne segue che a; = 0 per ogni
i9 < i < n. In particolare I'ultima colonna di A & nulla, e quindi A & singolare. Per il punto (1)
segue che ®(A) = 0: siccome il membro di destra di (6.3.5) ¢ nullo abbiamo dimostrato che
se uno degli a;; ¢ nullo allora vale (6.3.5). Ora supponiamo che ciascun a;; sia diverso da 0.
Con questa ipotesi esiste una serie di operazioni elementari di tipo (2) che trasforma A in una
matrice diagonale con le stesse entrate sulla diagonale principale: per il punto (2) segue che

_(111 0 0
0 allr ... 0
B(A) = D 0 0 ... 0 =ai1-a22 ... Gnn®(ly).
| 0 0 ... app |

(La seconda uguaglianza segue dalla multilinearita di ®.) O
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Corollario 6.3.3. Sia ®: M, ,(k) — k. Supponiamo che ®, vista come funzione delle
colonne, sia multilineare e alternante.

(1) Se A € M, (k) allora
B(A) = B(1,,) Detn(A). (6.3.6)

(2) Supponiamo che ®(1,) # 0. Allora ®(A) =0 se e solo se A é singolare.

Dimostrazione. (1): Esiste una serie di operazioni elementari di tipo (1) e (2) sulle colonne di
A che trasformano A in una matrice a scala per colonne B - vedi Proposizione 4.6.12. Sia
s il numero di scambi di colonne. La Proposizione 6.3.2 applicata a ® e Det,, da che

®(A) = (-1)°®(B) = (=1)%b11 - baa ... bpn®(1,,), (6.3.7)
Detn(A) = (—1)8 Detn(B) = (—1)sb11 ~bog ... by o
Sostituendo nella prima equazione ’espressione per (—1)%by1 - bag - .. . - by, data dalla seconda

equazione otteniamo (6.3.6). (2): Se A & singolare allora ®(A) = 0 per il punto (1) del-
la Proposizione 6.3.2. Ora supponiamo che ®(A) # 0. Sia B come nella dimostrazione del
punto (1): si ha che by - bag - ... by, # 0 perché A non ¢ singolare. Per la prima equazione
di (6.3.7) e l'ipotesi ®(1,) # 0 vediamo che ®(A) # 0. O

Corollario 6.3.4. Sia ®: M, (k) — k. Supponiamo che ®, vista come funzione delle
colonne, sia multilineare e alternante, e che ®(1,) = 1. Allora ® = Det,,.

Dimostrazione. Segue immediatamente dal Corollario 6.3.3. O

Da ora in poi la notazione Det,, sara sostituita quasi sempre da Det. Il seguente corollario
dimostra che vale il Teorema 6.1.1.

Corollario 6.3.5. Una A € M, (k) é invertibile se e solo se Det(A) # 0.

Dimostrazione. Segue dal Corollario 6.3.3 e dal fatto che Det(1,) =1 # 0. O

Osservazione 6.3.6. La Proposizione 6.3.2 da un metodo efficiente per calcolare il deter-
minante di una matrice quadrata A di ordine grande. Con operazioni elementari di tipo (1)
e (2) trasformiamo A in una matrice B a scala per colonne: il determinante di A si calcola
applicando i punti (2) e (3) della Proposizione 6.3.2.

6.4 La Formula di Binet

Proposizione 6.4.1 (Formula di Binet). Siano A, B € M,, (k). Allora Det(A-B) = Det(A)-
Det(B).

Dimostrazione. Sia ®: My, ,(k) — k 'applicazione definita da ®(M) := Det(A-M). Si verifica
facilmente che ®, come funzione delle colonne ¢ multilineare e alternante. Per il Corollario
6.3.3 segue che

Det(A- B) = ®(B) = ®(1,,) Det(B) = Det(A) - Det(B).
O

Corollario 6.4.2. Sia A € M, (k) invertibile cioé con Det A # 0 per il Corollario 6.3.5.
Allora Det(A™!) = Det(A)~ .
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Dimostrazione. Per la formula di Binet abbiamo che

1 = Det(1,) = Det(A- A™!) = Det(A) - Det(A™1).

La formula di Binet ha la seguente importante conseguenza.

Corollario 6.4.3. Sia V uno spazio vettoriale su k finitamente generato. Sia f:V — V un
endomorfismo. Siano B e C basi di V. Allora

Det(Mg(f)) = Det(M¢ (f)).
Dimostrazione. Segue dalle equazioni (4.9.6) e (4.9.3) insieme al Corollario 6.4.2. O

Definizione 6.4.4. Siano V uno spazio vettoriale su k finitamente generato e f: V — V un
endomorfismo. Il determinante di f ¢

Det(f) := Det(Mg(f))
dove B ¢ un’arbitraria base di V - la definizione ha senso grazie al Corollario 6.4.3.
La Formula di Binet da che dat f,g € End(V') vale la seguente equazione:

Det(f o g) = Det(f) - Det(g). (6.4.1)

6.5 Sviluppo di Laplace

La seguente proposizione da quello che si chiama lo sviluppo del determinante secondo la Tiga
i-esima, nel caso della riga n-esima e la Formula (6.1.1) che definisce il determinante.

Proposizione 6.5.1. Siano A € M, »(k) e 1 <i <n. Abbiamo che
n
Det(A) := > (—1)"/a;; Det(A5). (6.5.1)
j=1
Dimostrazione. Sia ®': M, (k) — k la funzione definita ponendo ®(A) uguale al membrod di
destra di (6.5.1). Allora ®¢, vista come funzione delle (n) colonne, & multilineare e alternante:
per la dimostrazione nel caso i = n vedi la Proposizione 6.3.1, la dimostrazione per un %
qualsiasi ¢ del tutto analoga. Per il Corollario 6.3.3 segue che

D(A) = d'(1,) Det(A) VA€ M, (k).
Un facile calcolo da che ®¢(1,,) = 1. O

Proposizione 6.5.2. Sia A € M, (k). Allora Det(A) = Det(A?).

Dimostrazione. Sia ®: M, ,(k) — k definita da ®(A) := Det(A?). Consideriamo la ® come
funzione delle colonne. La Proposizione 6.5.1 da che Det,, ¢ lineare in ciascuna riga. Siccome
le colonne di A sono le righe di A? segue che ® ¢ lineare in ciascuna colonna, cio¢ ¢ multilineare
(come funzione delle colonne). Ora dimostriamo che ® ¢ alterna (come funzione delle colonne).
Supponiamo che due colonne di A siano uguali: allora le corrispondenti righe di A’ sono uguali.
Quindi le righe di A’ sono linearmente dipendenti e percio A? ¢ singolare. Per la Proposizione
6.3.2 segue che Det,,(AY) = 0. Questo dimostra che ® ¢ alternante. D’altra parte ®(1,) =
Det,(1%) = Det,(1,) = 1. Per il Corollario 6.3.4 segue che Det, (A') = ®(A) = Det,,(A).

O
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Osservazione 6.5.3. Sia A € M, (k) e supponiamo che B € M, ,(k) sia ottenuta da A con
una serie di operazioni elementari sulle righe di tipo (1) e (2), e che siano stati fatti s scambi
di righe. Allora B! ¢ ottenuta da A’ con una serie di operazioni elementari sulle colonne di
tipo (1) e (2), tra cui s scambi di colonne. Per la Proposizione 6.3.2 ¢ la Proposizione
6.5.2 abbiamo che

Det(A) = Det(A") = (—1)* Det(B") = (—1)* Det(B). (6.5.2)

Notiamo anche che se B ¢ a scala per righe allora il suo determinante ¢ uguale al prodotto
delle entrate sulla diagonale principale, questo segue (per esempio) dall’espansione di Det(B)
secondo 'ultima riga. Quindi per calcolare Det(A) possiamo ridurre A a scala per righe o per

colonne, a seconda della convenienza.

La formula seguente si chiama lo sviluppo del determinante secondo la colonna j-esima.

Corollario 6.5.4. Siano A € My n(k) e 1 < j <n. Abbiamo che

Det(A) := zn:(—l)i+jaij Det(Aé). (6.5.3)
=1

Dimostrazione. Per la Proposizione 6.5.2 abbiamo che Det(A4) = Det(A"). Espandendo
Det(A?) secondo la riga j (che & uguale alla colonna j-esima di A), vedi (6.5.1), ottenia-
mo (6.5.3). O

Le Formule (6.5.1) e (6.5.3) sono casi particolare dell’espansione di Laplace di un deter-
minante: sono vantaggiose se la matrice di cui vogliamo calcolare il determinante ha molte

entrate nulle.

6.6 Permutazioni e determinante

Definizione 6.6.1. Una permutazione di un insieme X e un’applicazione biunivoca o: X —
X. L’insieme delle permutazioni di {1,...,n} (o di uni insieme di cardinalita n) si denota S,,.

Osservazione 6.6.2. L’identita di X ¢ una permutazione, l'inversa di una permutazione di X

€ una permutazione, e la composizione di due permutazioni di X € una permutazione.
Definizione 6.6.3. Un elemnto ¢ € S, € una trasposizione se scambia tra di loro 1 <
a < b < n e lascia invariati gli altri elementi, cio¢ o(a) = b, o(b) = a e o(i) = i per
i€ ({1,...,n}\ {a,b}).

Definiremo un’applicazione (denominata segno)

Sp ——{1,-1} (6.6.1)

con le seguenti proprieta:

1. e(coT)=¢€(0)-€(T) per ogni 0,7 € S,

2. €(0) = —1 per ogni trasposizione o.
Definizione 6.6.4. Data o € S,, la matrice M, € M, ,(Q) ha entrate m;; definite cosi:

S 1 sei=o(j)
Y7 o se i # o(j)
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Siano {ey,...,e,} la base standard di Q" e 1 < j < n. Si verifica immediatamente che
L, (e5) = €5(5)- (6.6.2)

Applicando I’espansione del determinante secondo una riga si verifica facilmente che Det Ly, =
+1. Definiamo 'applicazione (6.6.1) cosi:

(o) := Det(Lyy, ). (6.6.3)
Siano o, 7 € Sy la Formula di Binet da che
e(coT)=¢€(0)e(T). (6.6.4)

Inoltre se o € S, & una trasposizione un calcolo diretto da che e(o) = —1. Abbiamo dimostrato
che la funzione segno ha le due proprieta promesse.

Osservazione 6.6.5. Sia 0 € S,,. Allora o si puo scrivere (non in modo unico) come com-
posizione di trasposizioni (esercizio). Supponiamo che 0 = 1 0...07, = 01 0...00s dove
Tly...yTry01,...,05 sono trasposizioni. Le proprieta della funzione segno danno che (r —s) €
pari.

Proposizione 6.6.6. Siano k un campo e A = (a;;) € My (k). Allora

Det A = Z 6(0’)@170(1)61270(2) O o(n)- (6.6.5)
O’GSn
Dimostrazione. Sia {ei1,...,e,} la base standard di £”. La funzione Det & multilineare e

alternante (come funzione delle righe), quindi
Det A:Det(zyzl alje]-,...,Z?ZI A5€5,..., Z?:l an]-ej):
ZO‘ESn Det(MO')al,o'(l)aZp'(Q) "'an,o'(n):zf;-gsn 6(o-)a’l,v:J'(l)a'2,0'(2) <lp o (n)- (666)

O

6.7 La formula di Cramer

Sia A € My, n(k). Siano 1 <i,j < n. Il cofattore (o complemento algebrico) di A di indici 4, j
e
A = (=1)"*7 Det(A%). (6.7.1)

La matrice dei cofattori di A (anche matrice aggiunta ma questo termine indica anche una
matrice del tutto diversa) ¢ la trasposta della matrice n x n con entrate A;;:

A€ = (Aﬂ)

Esempio 6.7.1. Sia

Allora
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Proposizione 6.7.2 (Formula di Cramer). Sia A € M, (k). Allora
A-A°= A°- A= (Det A)l,. (6.7.2)
Se A ¢ invertibile, cioé¢ Det A # 0, si ha che A1 = (Det A)~1A°.

Dimostrazione. Siano 1 < 14,5 <n. L’entrata al posto 4,5 di A- A€ & uguale a

n

> (1), Det(A). (6.7.3)

s=1
Sia ¢ = j: lo sviluppo di Det A secondo la riga i-sima da che Ientrata al posto 4,7 di A - A€
¢ uguale a Det A. Oraa supponiamo che i # j: la (6.7.3) & lo sviluppo secondo la riga j-
esima della matrice B ottenuta dalla A sostituendo alla riga j-esima la riga i-esima di A
stessa. Siccome B ha le righe i-esima e j-esima uguali e singolare e quindi Det B = 0. Questo
dimostra che le entrate di A - A° che non sono sulla diagonale principale sono nulle e finisce
di dimostrare (6.7.3). La formula A=! = (Det A) =1 A¢ segue dalla (6.7.3) moltiplicando ambo
i membri della prima (o della seconda) uguaglianza per (Det A)~1. O

Esempio 6.7.3. Sia A € M33(R) la matrice dell’Esempio 6.7.1. Applicando la formula di
Cramer otteniamo che
1 1/2 —1/2
ATl = 1/3 —-1/2  1/6
~1/3 0 1/3

6.8 Determinante e area

Sia V? lo spazio vettoriale dei vettori nel piano A2. Scegliamo una base B = {i,j} di V?
ortonormale cioe tale che i e j abbiano lunghezza 1 e siano ortogonali.

Proposizione 6.8.1. Siano v,w € V2 ¢ O € A%. Sia T il parallelogramma' di vertici
0,04v,0+w,0+v+w. (6.8.1)
Per 1 <i,j <2 siano a;; € R tali che
v = ani+ anj, w = agi+ agj,

cioé le coordinate di v e w nella base B. Sia A € M 2(R) la matrice con entrate a;j. Allora
Uarea di T ¢ uguale a | Det A|.

Dimostrazione. Supponiamo che as; = 0. Allora ’altezza del parallelogramma Q rispetto al
lato O, O + v & uguale ad |agz| e quindi I'area di Q & uguale a

|a11| . ‘agg‘ = ]Det A‘ (682)

Abbiamo dimostrato che I'area di Q & uguale a |Det A| se ag; = 0. In generale sia 0 € R tale
che
a118inf + asy cosf =0 (683)

1Se v e w sono linearmente dipendenti T & un parallelogramma degenere cioé contenuto in una retta.
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e poniamo

My := (6.8.4)

cos) —sind ]

sin 0 cos b

Siano (z1,x2) le coordinate affine del sistema di riferimento RA(O;1,j) e identifichiamo A2
per mezzo delle coordinate (z1,x2). Sia F: A% — A? la rotazione di angolo @ definita da

A2 — A2

6.8.5
X = M-X. (6.:8.5)

Siano P := F(O+v) e Q := F(O+W). La rotazione F porta T nel parallelogramma S di lati
(contingui) OP e OQ), quindi I'area di T € uguale all’area di S. Sia B € M»3(R) la matrice con
prima colonna le coordinate di P e seconda colonna le coordinate di (). Per (6.8.3) abbiamo
che by = 0. Per quanto visto sopra ’area di S ¢ uguale a Det B. D’altra parte la formula di
Binet da che

Det(A) = Det(Mpy - B) = Det(Mpy) - Det(B) = Det(B). (6.8.6)

Siccome l'area di T & uguale all’area di S questo dimostra che vale la proposizione. O

Un simile risultato vale per il volume di parallelopipedi nello spazio - verra dimostrato in
seguito.

Proposizione 6.8.2. Sia F: A2 — A% un’affinita e f: V? — V? Uapplicazione lineare as-
sociata. Sia T C A% un parallelogramma. Allora Uarea del parallelogramma F(T) ¢ uguale
all’area di T moltiplicata per | Det(f)].

Dimostrazione. Sia B = {i,j} una base ortonormale di V2. Sia f: V? — V2 I’applicazione
lineare associata a F'e M := M g (f). Supponiamo che T sia il parallelogramma di vertici dati
da (6.8.1). Sia A = (a4;) la matrice con colonne le coordinate di v e w, come nell’enunciato
della Proposizione 6.8.1, e quindi l’area di T ¢ uguale a | Det A|. 1l parallelogramma F(T)
ha vertici F(O), F(O)+ f(v), F(O)+ f(w), F(O)+ f(v)+ f(w), e quindi per la Proposizione
6.8.1, la sua area ¢ uguale a

| Det(M - A)| = | Det(f)| - | Det(A)]. (6.8.7)

d

Esercizi del Capitolo 6

Esercizio 6.1. Calcolate i determinanti delle sequenti matrici reali quadrate:

2 3 1 1 2 3
A=1|3 50|, B:=1|2 3 4]|.
2 4 2

3 45
Esercizio 6.2. Calcolate le matrici dei cofattori delle A e B dell’Esercizio 6.1.

Esercizio 6.3. Sia k un campo e x1,xs,...,x, € k. Calcolate i determinanti delle sequenti matrici
1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1 1 X1 To N In
r1 X2 T3 X4 2 2 2
) Ty T2 I3 ) 2 2 2 2 s n L2 T In
r1 T2 2 2 2 r{ x5 T3 T . . .
Ty Ty I3 3 .3 .3 .3

Ty Ty T3 Ty
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Esercizio 6.4. Sia A € M, ,(Q). Supponiamo che le entrate di A siano in Z (cioé sono numeri interi).
Dimostrate che esiste B € M, ,,(Q) con entrate in Z tale che A- B =1,, se e solo se Det A = +1.

Esercizio 6.5. Sia A € M, ,(Q) con entrate in Z. Sia p un numero primo e A € M, ,(Z/(p))
la matrice che si ottiene da A sostituendo all’entrata a;; la classe di equivalenza di a;; in Z/(p).
Dimostrate che se tk A = r allora Det(A) ¢ divisibile per p"~".

Esercizio 6.6. Pern >1 sia A, := (a;;) dove

2 set =7,
a;; =49 —1 se |Z —j| =1, (688)
0 altrimenti.
Quindi
2 -1
2 -1 0
A1=(2), A= e Az=| -1 2 -1 |,
0 -1 2
Dimostrate che Det(A,)) =n+ 1 per ogni n.
Esercizio 6.7. Sia k un campo e x1,...,2, € k. Sia A(x1,...,x,) € My n(k) definita cosi:
14z 1 1 .. 1
1 14z 1 ... 1
Az, ... @) = 1 1 1423 ... 1
1 1 1 R 7
Dimostrate che .
Det A(z1,...,2n) :a:lxg...a:n—l—Za:l-...-@w...-xn
i=1
dove x1 ... T;- ... xy &1l prodotto degli x5 con s # 1.

Esercizio 6.8. Sia V C R* il sottospazio
V={XeR |z +as+a3+xs=0}={X cR*| (e +e}+e}+e})(X)=0}

Sia M € My 4(R) definita cosi:

2 1 0 -1
1 -1 2
M= 0 -1 2 1
-1 1 0

(a) Verificate che
Li(e] +e; +e3+ey) =2(e] +e; +e3+¢€))

e quindi (perché ?) Ly (V) C V. Sia

;
vV.— v (6.8.9)
X = Ly(X)

(b) Calcolate Det f, dove [ ¢ data da (6.8.9), seqguendo la definizione di Det f.

(¢) Notate che Lp;(1,1,1,1) = (2,2,2,2). Calcolate Det M e usate questo calcolo per (ri)determinare
Det f. (Suggerimento: pensate di calcolare Det M scegliendo una base il cui primo vettore ¢é
(1,1,1,1) e gli altri formano una base di....).
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Esercizio 6.9. Sia k un campo. Siano A',..., A" 1 C k™ wvettori linearmente indipendenti, pensati
come vettori-riga. Siccome i vettori sono linearmente indipendenti il sottospazio

V= (A, .. A"h ckm

ha codimensione 1 in k™ e quindi dim Ann(V) = 1. Sia A € My, _1.,(k) la matrice le cui righe sono
Al A Datol < j < n sia M; € My,_1n-1(k) la matrice ottenuta eleiminando la colonna
j-esima da A. Sia c; := (—1)7 Det M;. Sia

oL k

X = Yl

Dimostrate che

AnnV = (f).

Esercizio 6.10. Sia k un campo e supponiamo che char k # 2.

(1) Sian dispari e supponiamo che A € M, (k) sia antisimmetrica cioé che A* = —A. . Dimostrate
che Det A = 0.

(2) per ogni n pari date un esempio di A € My, (k) antisimmetrica con Det A # 0.
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Capitolo 7

Forme quadratiche e bilineari
simmetriche

Le funzioni f: k™ — k piu semplici sono quelle polinomiali e tra le funzioni polinomiali quelle
di grado al piu 1 cioe data da f(X) = a1z; + ...anx, + b dove a1,...,a,,b € k. Se b =0
allora f e una funzione lineare, in generale ¢ una funzione affine - sono state studiate nei
capitoli precedenti e la loro importanza dovrebbe essere evidente. La f € una funzione poli-
nomiale di grado (al pin) 2 se ¢ data da f(X) = Zlgz‘gjgn a;jr;T; + bixy + ... bywy, + ¢ dove
aij,b1,...,by,c € k. Perche studiarle 7 Una motivazione geometrica: I'insieme dei punti del
piano le cui coordinate sono le soluzioni di f(z1,22) = 0 con f di grado 2 & una figura geo-
metrica ben nota: una conica (in generale, puo anche essere un oggetto “degenere”). Un’altra
motivazione (qui k& = R): come le funzioni di grado al piu 1 approssimano un’arbitraria fun-
zione f: R™ — R nelle vicinanze di un dato a € R™ cosi le funzioni di grado 2 (omogenee)
approssimano un’arbitraria funzione f: R™ — R nelle vicinanze di un dato a € R™ dove tutte
le derivate parziali di f si annullano (un punto critico di f).

Studieremo soprattutto le funzioni polinomiali di grado 2 omogenee. I polinomi omogenei
sono, a dispetto delle apparenze, degli oggetti lineari. Infatti associeremo a una tale funzione
polinomiale un’applicazione bilineare simmetrica cioe un oggetto “lineare”. L’esempio stan-
dard di una applicazione bilineare simmetrica e il prodotto scalare sullo spazio dei vettori del
piano o dello spazio - in questo caso il polinomio di grado 2 & la funzione che associa a un
vettore il quadrato della lunghezza.

In questo capitolo assumeremo sempre che il campo k ha caratteristica diversa da 2, e gli
spazi vettoriali saranno finitamente generati se non specifichiamo altrimenti.

7.1 Forme quadratiche su k"

Forma di grado d in n variabili ¢ sinonimo di polinomio omogeneo di grado d in n variabili.
Una forma quadratica € una forma di grado 2, cioé un polinomio

f(.’El,...,(L‘n) = Z bijximj, (711)

1<i<j<n

109



110 CAPITOLO 7. FORME QUADRATICHE E BILINEARI SIMMETRICHE

dove b;; € k per ogni coppia di indici 1 < ¢ < j < n. Siassocia a f la matrice n X n simmetrica
A = (a;5), dove
bij set = j,
a;j =4 bij/2 sei<j,
bjl'/Q se i > j.
Con questa definizione vale 'uguaglianza
f(X)=X'""A-X VX ek

Ora consideriamo 'applicazione bilineare

RN PN k
(X,Y) — X' AV

La F' da le derivate direzionali della funzione f (si puo dare senso alla derivata per un campo
qualsiasi, qui ci accontenteremo del caso k = R). Infatti, per s € k e X, Y € k" si ha

FX+sY)=(X+sY) A (X +5Y)=f(X)+ (X AV +Y - A-X)s+ f(YV)s?, (7.1.2)
e X! A.Y=Y" A.X perché
XA Y=(XAY)=Y".A X=Y"A X

(La prima uguaglianza vale perché X' - A .Y & una matrice 1 x 1, 'ultima vale perché per
costruzione A & una matrice simmetrica.) Quindi (7.1.2) si puo riscrivere

F(X+sY)=f(X)+2X" - A-YVs+ f(Y)s>
Segue che, se k =R,

df (X + sY)

=2F(X.Y).
ds <0 (X,Y)

Nelle prime due sezioni studieremo le nozioni di forma quadratica e forma bilineare simmetrica
su un arbitrario spazio vettoriale.
7.2 Funzioni polinomiali su uno spazio vettoriale

Sia V' uno spazio vettoriale su k. Daremo senso alla nozione di funzione polinomiale V — k.
Sia f: V — k una funzione. Siano vi,...,v, € V, e supponiamo che esista un polinomio
p € klz1,...,x,] tale che

flzrvr 4+ ...+ zpvpn) = p(a, ..., 2p) V(1o + ...+ xpv,) € V. (7.2.1)
Proposizione 7.2.1. Con notazione come sopra supponiamo che wi,...,w, € V e che
(Wi, .y W) = (V1, ..., Up). (7.2.2)
Allora esiste q € k[y1, ..., ym] tale che
flyrwr + ..o+ Ymwm) = (Y1, - -« s Ym) YV (yrw1 + ... + ymwn,) € V.

Inoltre se p e omogeneo di grado d anche q lo é.
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Dimostrazione. Infatti per (7.2.2) esiste una matrice A = (ai;) € Mmn(k) tale che valga
w; = 2?21 a;jvj per ogni 1 <4 < m. Sostituendo questa espressione nella (7.2.1) otteniamo
che

i+ tymwn)=F (71 a1jy; )vi++ (X721 anjys )vn ) =p(()=1 @1595) s (=1 anjys )vn ) €R[Y15--ynl;
e la proposizione segue immediatamente. ]
Per la Proposizione 7.2.1 ha senso porre la seguente definizione.

Definizione 7.2.2. Sia V uno spazio vettoriale su k. Una funzione f: V — k & polinomiale
se gode della seguente proprieta. Dati {v1,...,v,} di V vale (7.2.1) con p polinomio; se p &
omogeneo di grado d allora f ¢ una forma di grado d. Una forma quadratica (su V') ¢ una
forma di grado 2.

Esempio 7.2.3. Siano f, g, h: R? — R definite da

f(z1,x9) := w1 + 322 + 1, g(z1,22) := CC% — x1x0 + 1:%, h(z1,z2) := sinxy + sin xa.
Sia f che g sono funzioni polinomiali. La ¢g ¢ una forma quadratica. La h non € una funzione
polinomiale.

Esempio 7.2.4. Una forma di grado 1 su V non ¢ altro che una funzione lineare V' — k.

Osservazione 7.2.5. Siano V' uno spazio vettoriale e B = {vy,...,v,} una sua base. Supponia-
mo che valga (7.2.1). Allora f ¢ una funzione polinomiale (e se p ¢ omogenea di grado d allora f
¢ una forma di grado d). Infatti siano wy,...,w,, € V. Estendiamo wy, ..., w,, € V a genera-
tori wy, ..., Wp,U,...,u, di V. Per la Proposizione 7.2.1 esiste ¢ € k[y1, ..., Ym, 215 - - -, Za)
tale che

flyrwi+...4tymwmtziur+...+2aUa)=q(Y1,---sYm,215--s2a) YV (y1wit...FYmwm+tziui+...4zquq)EV

e quindi f(yrwy + ... + ymwm) = ¢(y1,- -+, Ym,0,...,0) per ogni (y1w1 + ... + YmWwy,): sic-
come q(Y1,---,Ym,0,...,0) & un polinomio questo dimostra che f & una funzione polinomiale
(omogenea di grado d se p & omogeneo di grado d).

Esempio 7.2.6. Sia V uno spazio vettoriale su k e B = {v1,...,v,} una sua base. Sia A €

My, (k). Definiamo ¢%: V — k cosi:

1
Ao+ ... Fzv,) =X A X X :=|: (7.2.3)

Tn

Siccome

qg(:plvl + ..t Tpu) = Z a;jT; T, (7.2.4)
1<i,5<n

qﬁ e una forma quadratica.
Definizione 7.2.7. Q(V) ¢ l'insieme delle forme quadratiche su V.

Proposizione 7.2.8. Q(V) é un sottospazio dello spazio vettoriale delle funzioni da 'V a k.



112 CAPITOLO 7. FORME QUADRATICHE E BILINEARI SIMMETRICHE

Dimostrazione. Si tratta di dimostrare che, date f,g € Q(V) e A, u € k, 'applicazione

YT L

(7.2.5)
v = Af(v) + pg(v)

e una forma quadratica. Questo segue dal fatto che I'insieme dei polinomi omogenei di grado
2 in n variabili (incluso il polinomio nullo) & un sossospazio vettoriale dello spazio vettoriale
dei polinomi. O

Un problema che affronteremo e il seguente.

Problema 7.2.9. Sia V uno spazio vettoriale su un campo k e f: V — k una forma quadratica.
Esiste una base {v1,...,v,} di V tale che f(z1v1+...4+z,v,) sia un polinomio particolarmente
semplice? per esempio del tipo

ari + e+ .. e, €k (7.2.6)

eventualmente con coefficienti ¢; che appartengono a un sottoinsieme assegnato di k (per
esempio {0, 1}, o {0,+1}).

7.3 Forme bilineari simmetriche e forme quadratiche

7.3.1 Forme bilineari

Definizione 7.3.1. Sia V uno spazio vettoriale su un campo k. Una forma bilineare su V &

una funzione bilineare
F
VxV — k

(v,w) +— F(v,w) (7:3.1)

La forma bilineare F' & simmetrica se F(v,w) = F(w,v) per ogni v,w € V.

Esempio 7.3.2. Scegliamo una unita di misura nel piano o nello spazio, cosicché sia ben definita
la lunghezza ||v|| di un vettore v € V? o v € V3, dove V2, V3 sono rispettivamente lo spazio
vettoriale reale dei vettori del piano, e lo spazio vettoriale reale dei vettori dello spazio. Su V?
e V3 si definisce il prodotto scalare ponendo

(v, w) = o[ - [|w]] - cos 0, (7.3.2)
dove 6 & ’angolo tra v e w. Si puo verificare con semplici argomenti geometrici che

V2xV? — R

(0, w) o (o) (7.3.3)

¢ una forma bilineare simmetrica, e analogamente per il prodotto scalare V3 x V3 — R.
FEsempio 7.3.3. L’applicazione

K x k2 k

(Al, Ag) —  Det [A1, AQ]

¢ una forma bilineare, ma non ¢ simmetrica. (Sidice che F' ¢ antisimmetrica perché Det [A1, As] =

— Det [AQ, Al])
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Definizione 7.3.4. Bil(V) & l'insieme delle forme bilineari su V, e Bily (V) C Bil(V) ¢ il
sottoinsieme delle forme bilineari simmetriche su V.

Proposizione 7.3.5. Sia Bil(V) che Bil (V) sono sottospazi dello spazio vettoriale delle
funzioni da V? a k.

Dimostrazione. Siano F,G € Bil(V) e A, u € k. L’applicazione

vy OO k

(7.3.4)
(v, w) — AF(v,w) + pG (v, w)

e lineare in ciascuna delle variabili perché V* ¢ un sottospazio dello spazio vettoriale delle
applicazioni da V in k. E evidente che se F e G sono simmetriche anche AF (v, w) + uG (v, w)
¢ simmetrica. O

Siano V' uno spazio vettoriale su k e F' € Bil(V'). Sia v € V: per bilinearita le applicazioni
da V in k definite da w — F(w,v) e da w — F(v,w) sono lineari. Quindi possiamo definire
due applicazioni da V a V*:

v 25 v v 5 v (7.3.5)
v = (w F(w,v)) v = (w F(v,w)). o

Proposizione 7.3.6. Siano V uno spazio vettoriale su k e F' € Bil(V'). Allora
1. sia Dp che Sp sono applicazioni lineari,
2. la duale di Dp é uguale a Sg e, viceversa, la duale di Sg é uguale a Dp,
3. la I’ ¢ simmetrica se e solo se Dp = Sp.

Dimostrazione. (1): Dp € un’applicazione lineare perché F' ¢ lineare a destra, e Sp ¢ un’appli-
cazione lineare perché F' ¢ lineare a sinistra. (2): Iniziamo spiegando il senso dell’affermazione
che la duale di D ¢ uguale a Sp. La duale D},: (V*)* — V* & identificata con un’applicazione
(lineare) V' — V* grazie all’isomorfismo naturale V 2 (V*)* e quindi ha senso affermare che
D3 = Sp. Analogamente possiamo identificare S}, con un’applicazione lineare V' — V*, e
quindi ha senso affermare che S} = Dp. Dimostriamo che D}, = Sp. Il valore di D}.(u) € V*
su z & uguale a F(u, z), e d’altra parte il valore di Sp(u) € V* su z & uguale a F(u, z), cioe
sono uguali. Analogoragionamento dimostra che Sj = Dp. (3): Ovvio. O

Definizione 7.3.7. Siano V' uno spazio vettoriale su k e F' € Bil; (V). Denotiamo Dp = Sp
con Lp: V= VY,
7.3.2 Forme bilineari e matrici
Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su k, e B = {v1,...,v,} una sua base. Sia
A € M, (k). L’applicazione
o4

(v,w) = Xp(v)'- A Xp(w)

¢ bilineare (facile verifica). Per referenza futura notiamo che

aij = @ﬁ(vi,vj). (7.3.7)
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Siano A,C € M, (k) e A € k. Un facile calcolo da che

O+ OF =Pl A =05,
In altre parole ’applicazione
B .
Mpn(k) — Bil(V) (7.3.8)
A - 08

e lineare.
Definizione 7.3.8. M,', (k) C M, (k) ¢ il sottospazio delle matrici simmetriche.

Proposizione 7.3.9. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su k e B una sua base.
L’applicazione

B .
My (k) — Bil(V) (7.3.9)
A - 08

& un isomorfismo di spazi vettoriali. L’immagine di M,f, (k) é il sottospazio Bil, (V) C Bil(V)

delle forme bilineari simmetriche.

Dimostrazione. Dimostriamo che ®5 & biunivoca. Supponiamo che ®5 = 0. Per la (7.3.10)
segue che a;; = 0 per ogni 1 <4,j < n e quindi A = 0. Questo dimostra che OB ¢ iniettiva.
Ora dimostriamo che ®F ¢ suriettiva. Sia ' € Bil(V). Per 1 <i,j < n sia a;; := F(v;,v;). Si
ha che

n n
P Ywe | = X ki) -
i=1 Jj=1

1<i,j<n

n n

§ : t B 2 :

= aijxiyj =X"A.Y= (I)A Z TiUg, ijj
1<4,5<n =1 J=1

Questo dimostra che F' = @ﬁ. Rimane da dimostrare che @g ¢ simmetrica se e solo se A &
simmetrica. Supponiamo che ®% sia simmetrica. Poniamo A = (aij). Allora

aij = 5 (v;,vj) = B8 (vj,v;) = ay; (7.3.10)

e quindi A = A. D’altra parte se A = A? allora
B (v,w)=Xp(v)!-A-Xp(w)=(Xp(v)" A-Xp(w) =X 5 (w)" AL X5 (v)=Xp(w) - A-X g (0) =P (w,v). (7.3.11)
O

Sia V' uno spazio vettoriale finitamente generato su k£ e B una sua base. Denoteremo con
Mp Vinversa di ®5:

Mpg: Bil(V) = M, (k). (7.3.12)

Osservazione 7.3.10. Sia V' uno spazio vettoriale finitamente generato su k£ e B una sua base.

Se F € Bil(V) allora A = Mp(F) ¢ data da

Qi5 = F(UZ‘, Uj). (7.3.13)
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Proposizione 7.3.11. Sia V' uno spazio vettoriale finitamente generato su k e F € Bil(V).
Siano B e C basi di V. Allora

Me(F) = (M§(1d))! - Mp(F) - M§(1d). (7.3.14)
Dimostrazione. Per ogni v,w € V abbiamo

Xc(v)h-Mc(F)-Xe(w)=F(v,w)=Xp(v)!-Mp(F)-Xp(w)=(Mg(1d)-Xc (v))"- Mg (F)-Mg (1d)- X¢ (w)=
Xe(v)t-(MS (1))t Mg (F)-ME(1d)-Xc (w)  (7.3.15)
e la proposizione segue. ]

La seguente definizione ¢ motivata dalla Proposizione 7.3.11.

Definizione 7.3.12. Matrici A, B € M, (k) sono congruenti se esiste G € GL, (k) tale che
A=G'-B-G.

Osservazione 7.3.13. Riferendoci alla Proposizione 7.3.9 e alla Proposizione 7.3.11, no-
tiamo che se A € Mrf (k) allora ogni matrice congruente ad A & simmetrica.

7.3.3 Polarizzazione

Associeremo a una F' € Bil; (V) una forma quadratica. Definiamo ¢qp: V' — k cosi:

qr(v) := ®(v,v). (7.3.16)
Osservazione 7.3.14. Siano vq,...,v, € V; la bilinearita e la simmetria di F' danno che
gr(z1v1 + ...+ zpop) = Z F(vi,v5)a? 42 Z F(vi,vj)zix;. (7.3.17)
1<i<n 1<i<j<n

Quindi gqF € una forma quadratica.

Definizione 7.3.15. Siano V' uno spazio vettoriale su k e F' € Bil(V): la forma quadratica

associata a F' & qp.
Proposizione 7.3.16. Sia V uno spazio vettoriale su k. L’applicazione

Bily (V) — Q(V)
H

A (7.3.18)

ar
e un isomorfismo di spazi vettoriali.

Dimostrazione. Segue dalla Proposizione 7.3.9 e dalla Sezione 7.1. Osserviamo che, data
f € Q(V), 'unica F € Bil (V) tale che gr = f & data dalla formula

F(v,w) =2"Yf(v+w) — f(v) — f(w)). (7.3.19)
Infatti per una tale F' vale
fv+w) = Flvt+w,v+w) = F(v,v)+2F (v,w)+ F(w,w) = f(v)+2F(v,w)+ f(w). (7.3.20)

O]
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In parole: se V & uno spazio vettoriale su k possiamo identificare forme bilineari simme-
triche su V con forme quadratiche su V.

Definizione 7.3.17. Sia V uno spazio vettoriale su k. Data una forma quadratica ¢ € Q(V') la
sua controimmagine per I’applicazione (7.3.18), chiamamola F', & la forma bilineare simmetrica
associata a q - diciamo anche che F' & la polarizzazione di q. Se V' & finitamente generato e B
¢ una sua base porremo Mpg(q) := Mp(F).

Esempio 7.3.18. Siano k un campo e B € M, ,(k) (non facciamo alcuna ipotesi su B). Sia
q € Q(k™) data da ¢(X) := X' B- X. La forma bilineare simmetrica associata a ¢ ¢ la F
definita da 1

F(X,Y) = §Xt - (B'"+B)-Y. (7.3.21)

Infatti F' & una forma bilineare simmetrica perché (B! + B)! = (B + B') e

F(X,X)=3X"(B'+B)-X=3(X"B"X)+1(X"B-X)=1(X* Bt X)"+ 1 (X" B-X)=X"B-X=¢(X). (7.3.22)
Osservazione 7.3.19. Applicando la Proposizione 7.3.16 a V = k™ otteniamo che se A €
M,f, (k) allora X*- A- X = 0 per ogni X € k™ se e solo se A = 0. Infatti sia S la base standard
di k" e F la polarizzazione della forma quadratica ¢ (data da g4(X) := X*- A- X). Allora
A = Ms(F) e quindi per la Proposizione 7.3.16 abbiamo che qg = 0 se e solo se A = 0.
Notate che se A € M, (k) non & simmetrica pud accadere che X+ A-X = 0 per ogni X € k"
senza che A sia nulla. Piu precisamente ’Esempio 7.3.18 e la Proposizione 7.3.16 danno
che X'+ A- X =0 per ogni X € k" se e solo se A & antisimmetrica.

Esempio 7.3.20. Scegliamo una unita di misura nel piano o nello spazio, cosicché sia ben
definita la lunghezza ||v|| di un vettore v € V2 o v € V3. Allora

2 4L R

(7.3.23)
v |l

¢ una forma quadratica. Infatti se {i1,iz} & una base ortonormale di V2, cio¢ tale che iy, is
hanno lunghezza 1 e sono perpendicolari, allora g(z1i1 + z2i2) = 22 4+ 22 per il Teorema di
Pitagora. Analogamente, ¢: V> — R definita da ¢(v) := ||v||? ¢ una forma quadratica. In
entrambi i casi la polarizzazione di ¢ € uguale al prodotto scalare richiamato nell’Esempio
7.3.2.

Osservazione 7.3.21. Sia f € Q(V) e sia F' € Bil (V) la forma bilineare simmetrica associata
a f. La F da le derivate direzionali di f. Infatti sia t € k: per la (7.3.20) abbiamo che

f(v+tw) — f(v) = 2tF(v,w) + t* f(w). (7.3.24)
Ora per semplicita supponiamo che £ = R. Allora la (7.3.24) da che la derivata di f nel punto
v e nella direzione w ¢ uguale a 2F (v, w).
7.3.4 Prodotti scalari

Definizione 7.3.22. Sia V uno spazio vettoriale su k. Una F € Bil(V) & non-degenere se
Dr:V =5 VVeSr:V — VY sono iniettive.

Osservazione 7.3.23. Sia V uno spazio vettoriale su k. Una F' € Bil(V) ¢ non-degenere se e
solo se Det(Mp(F')) # 0.
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Definizione 7.3.24. Sia V uno spazio vettoriale reale. Un prodotto scalare su V & una
F € Bil; (V) non-degenere. Siano v,w € V: si pone (v, w) := F(v,w).

Definizione 7.3.25. 1l prodotto scalare standard su R™ & quello definito da (7.3.21). Analo-
gamente il prodotto scalare standard su V? o V3 & quello dell’ Esempio 7.3.2 (¢ definito a
meno di uno scalare perché dobbiamo scegliere una unita di misura).

Definizione 7.3.26. Siano V uno spazio vettoriale reale e ¢: V — R una forma quadratica.
La q ¢ definita positiva se q(v) > 0 per ogni 0 # v € V, & definita negativa se q(v) < 0 per
ogni 0 # v € V (ovvero se —f ¢ definita positiva). In simboli: ¢ > 0 siginifica che ¢ ¢ definita
positiva e ¢ < 0 siginifica che ¢ ¢ definita negativa. Una F' € Bil (V) e definita positiva se
qr € definita positiva, e definita negativa se qr ¢ definita negativa. Diciamo che ¢ € Q(V) (o
F € Bil (V)) & definita se ¢ definita positiva o ¢ definita negativa.

Osservazione 7.3.27. Siano V uno spazio vettoriale reale e ¢: V' — R una forma quadratica

definita. Allora la polarizzazione F' di ¢ & una forma bilineare non-degenere, e come di consueto
si pone (v,w) = F(v,w). Se q & definita positiva la norma di v € V & definita da

]| := q(v)/? = (v, )% = F(v,w)"/?. (7.3.25)

Il prodotto scalare standard su R™ ¢ uno degli archetipi di prodotto scalare, ’altro ¢ quello
dell’Esempio 7.3.2.

Definizione 7.3.28. Una matrice A € M;LLH(]R) & definita positiva se q5 & definita positiva,
dove S ¢ la base standard di R", e definita negativa se qi ¢ definita negatival.

Osservazione 7.3.29. A € M.}, (R) & definita positiva se e solo se X*- A-X > 0 per ogni
vettore colonna X € M, ;(R) non nullo, analogamente A € M,f,, (R) ¢ definita negativa se e
solo se X'+ A-X <0 per ogni vettore colonna X € M, 1(R) non nullo.

7.4 Ortogonalita

Definizione 7.4.1. Sia V uno spazio vettoriale su k, . Sia F' € Bil. (V). I vettori v,w € V
sono perpendicolari se F(v,w) = 0 - in simboli v Lw. Se S C V lortogonale di S &

St ={weV|Fw =0 YveS}

Se S = {vp} (cioe consiste di un solo elemento) denotiamo {vg}*+ con vy

Per definizione vLw se F'(v,w) = 0, ma siccome per ipotesi F' & simmetrica questo equivale
a F(w,v) = 0. Se F fosse una forma bilineare arbitraria dovremmo considerare ’ortogonale
destro e l'ortogonale sinistro.
Osservazione 7.4.2. Consideriamo V? (o V3) con il prodotto scalare standard - vedi Defi-
nizione 7.3.25. Siano PQ,QR € V? vettori non nulli. Allora @Léﬁ se e solo se la
retta PQ ¢ perpendicolare a alla retta QR. Infatti sia {i;,i»} una base ortonormale di V? e
PQ = x1i1 +x0is, QR = y1i1 +y2io. Per il Teoremea di Pitagora la retta PQ € perpendicolare
a alla retta QR se e solo se il quadrato della lunghezza di PR € uguale alla somma dei quadrati
delle lunghezze di PQ) e QR ovvero se e solo se

2242y + 1y a4 20y +yE = (w1 +y1)P + (mo +y2)? = 2 4 22 + P+ o2

cioe se e solo se 0 = x1y1 + woys = (111 + wolo, Y111 + yola).

!Notate che se A € Mﬁfn(R) ¢ definita positiva allora ¢5 & definita positiva qualsiasi sia la base B, e
analogamente per A € M., (R) definita negativa.
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Esempio 7.4.3. Sia V uno spazio vettoriale su k e F € Bil, (V). Allora V+ = ker Lp: lo
denoteremo ker F'.

Lemma 7.4.4. Sia V wuno spazio vettoriale su k, e F € Bily (V). L’ortogonale di un
sottoinsieme S C V & un sottospazio di V.

Dimostrazione. Se vg € V abbiamo che vg = ker(Lr(vp)) e quindi v3- & un sottospazio lineare
di V. Siccome

St=[)v* (7.4.1)
veS
segue che S+ & intersezione di sottospazi lineari e percid e un sottospazio lineare. O

Lemma 7.4.5. Sia V uno spazio vettoriale su k e F' € Bily (V). Sia U C V un sottospazio

finitamente generato e siano uq, ..., u, generatori di U. Allora
m
Ut =(ui (7.4.2)

Dimostrazione. E ovvio che il membro di sinistra di (7.4.2) & contenuto nel membro di destra.
Resta da dimostrare che il membro di destra di (7.4.2) & contenuto nel membro di sinistra.
Supponiamo che v € uf- per 1 < i < m. Sia u € U: siccome U & generato da ui,...,uUn
esistono A1, \,,, € k tali che u = 221 Aju;. Per linearita di F' abbiamo che

F(v,u) = F(v, Z)\Zul) = Z NiF(v,u;) = 0.
i=1

i=1

O]

Osservazione 7.4.6. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su k e F' € Bily (V). Sia
B ={vi,...,v,} una base di V e A:= Mg(F). Siaw € V: allora

wt ={veV | Xpw)-A-Xp(v) =0} (7.4.3)

Proposizione 7.4.7. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su k e F € Bily (V)

non degenere. Sia U C V un sottospazio. Allora

dim U+ = dim V — dim U. (7.4.4)
Dimostrazione. Sia {uj,...,un} una base di U. Per il Lemma 7.4.5
m m
U+ =i =) ker Lr(u;). (7.4.5)
i=1 i=1
Siccome F ¢ non-degenere, Lr(u1),. .., Lr(um) sono elementi di V* lindamente indipendenti,

e quindi il membro di destra di (7.4.5) ha dimensione uguale a dim V' — m. O
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7.5 Diagonalizzazione

Data una forma quadratica f su uno spazio vettoriale V' ci chiediamo se esiste una base B di
V tale che valga (7.2.6).

Definizione 7.5.1. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su k e B = {vy,...,v,}
una sua base. Una forma quadratica f: V — k & diagonale nella base B se esistono ¢y, ..., ¢, €
k tali che .
flriv + ...+ zpv,) = Zczx? YV (z1v1 + ... + zp0pn) € V. (7.5.1)
i=1

Una forma bilineare F': V x V — k ¢ diagonale nella base B se la matrice Mp(F') & diagonale.
Nel primo caso diciamo che la base B diagonalizza f, nel secondo che che la base B diagonalizza
F.

Osservazione 7.5.2. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su k e B = {v1,...,v,}
una sua base. Sia F': V x V — k una forma bilineare simmetrica e qr la forma quadratica
associata. Allora F' ¢ diagonale nella base B se e solo se lo ¢ g, ¢ sufficiente guardare a (7.3.17)
e (77).

Osservazione 7.5.3. Se F': V x V — k & una forma bilineare arbitraria e definiamo f: V — k
come in (7.3.16) la f puo essere diagonale in una base B anche se la F' non lo €. Per esempio
sia F' anti-simmetrica cioe F(v,w) = —F(w,v) per ogni v,w € V: allora f(v) = 0 per ogni
v € V e quindi f e diagonale in qualsiasi base, mentre F' sara diagonale in una base solo se &
nulla.

Teorema 7.5.4. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su k. Sia F: V xV — k
una forma bilineare simmetrica. FEsiste una base B di V' che diagonalizza F. Se k = R
possiamo assumere che le entrate di Mp(F') appartengano a {—1,0,1}. Se k = C possiamo
assumere che le entrate di Mp(F') appartengano a {0,1}.

Dimostrazione. Per induzione sulla dimensione di V. Se dim V' = 0 non c¢’¢ nulla da dimostrare
(se volete potete cominciare 'induzione da dim V' = 1, anche in questo caso non c¢é nulla da
dimostrare). Dimostriamo il passo induttivo. Sia n = dimV. Se F = 0 qualsiasi base
diagonalizza F. Supponiamo che F' # 0. Allora gr # 0 e quindi esiste vg € V tale che
qr(vo) # 0. In particolare 0 # v e vy ¢ vt. Sia U := vg. La restrizione di F' a U x U, data
da
G
UxU — k

(ui,us) = F(ug, up) (7.5.2)

¢ bilineare simmetrica. Siccome dimU = (n — 1) (perché vy # 0) 'ipotesi induttiva da che
esiste una base {wi,...,w,—1} di U che diagonalizza G. Ora B := {w1,...,wp—1,00} € una
base di V' e I’ Osservazione 7.3.10 mostra che B diagonalizza F. Abbiamo dimostrato la
prima affermazione del teorema. Se &k = R o kK = C procediamo di nuovo per induzione
sun. Se dimV = 0 non c’e nulla da dimostrare. Per il passo induttivo procediamo come
sopra, in aggiunta notiamo che siccome ogni reale positivo ha una radice quadrata e ogni
numero complesso ha una radice quadrata possiamo riscalare vy nel caso reale in modo tale
che gr(vg) € {0,£1} e nel caso complesso in modo che gr(vg) € {0, 1}. O

Corollario 7.5.5. Sia A € M;{n(k) Allora A ¢é congruente a una matrice diagonale A. Se
k = C possiamo assumere che le entrate di A appartengano a {0,1}, k =R che appartengano
a {0,£1}.
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Dimostrazione. Segue dal Teorema 7.5.4 e dalla Proposizione 7.3.11. O

Corollario 7.5.6 (Lagrange). Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su k. Sia
f:V — k una forma quadratica. Esiste una base di V che diagonalizza f. Se k = R possiamo
assumere che i ¢; che appaiono in (7.5.1) appartengano a {—1,0,1}. Se k = C possiamo
assumere che i ¢; che appaiono in (7.5.1) appartengano a {0,1}.

Dimostrazione. Segue dal Teorema 7.5.4 e dall’Osservazione 7.5.2. O

Sia f: V — k una forma quadratica su uno spazio vettoriale finitamente generato su
k. Possiamo determinare una base che diagonalizza f senza passare per la forma bilineare
associata a f procedendo come segue. Se f = 0 non c¢’¢ nulla da fare, supponiamo che f # 0.
Quindi esiste u,, € V tale che f(uy) = ¢, #0. Sia C = {u1,...,uy,} una base di V' che estende
il vettore non-nullo u,. Sia A = M¢(f). Calcolando otteniamo che ¢, = f(up) = apy. Quindi
(ricordate che ¢, # 0)

n—1
f(ziug + ..o+ zpuy) = Z a;jrixy + cn(z,% + 207;1 Z AinZiZn) =
i<i,j<(n—1) i=1
n—1 2 n—1 2
= Z a;jT;T5 + Cp (zn + C;I Z amzi> — cgl (Z ainzZ-) . (7.5.3)
i<i,j<(n—1) i=1 i=1
Sia
n—1 2
= Z Qi T;Tj — C;Ll (Z amzi> .
i<i,j<(n—1) i=1
Notate che r € k[x1,...,2n—1] &€ un polinomio omogeneo di grado 2. La (7.5.3) si puo riscrivere
cosl:
n—1
fziug + .o+ zpup) =7(21, .- -y 2n—1) + cn(zn + c,_L1 Z amzi)Q. (7.5.4)
i=1
Esiste una base D = {wy,...,w,} con coordinate associate (y1,...,yn) legate alle coordinate
(z1,...,2n) dalle formule
n—1
yi=2z, 1<i<(n-—1), Un = 2n + ;! Zamzi. (7.5.5)
i=1

(Questo perché la matrice associata all’applicazione lineare definita da (7.5.5) & non-singolare).
Si ha f(y1wr + ... + Ynwn) = 7(Y1,- -, Yn_1) + cuy2. Sia U C V il sottospazio generato da
Wi, ..., Wp—1. La formula g(yiwi + ... 4+ yn—1wn—1) := r(y1,...,Yn—1) definisce una forma
quadratica su U. Ora iteriamo il procedimento con V sostituito da U: arriveremo a una base
che diagonalizza f. Ora supponiamo che k = R. Se ¢; # 0 sostituiamo a v; il vettore \cz-lfl/ 20;.

Se k = C sostituiamo a ogni v; tale che ¢; # 0 il vettore c;1/2vi.

FEsempio 7.5.7. Sia
R3 N R
(xl,:ﬂg,l‘g) = T1T2 + Tox3 + T3Tq

Si ha che f(0,1,1) =1 # 0. Siano

u; = (1,0,0), w2 =(0,1,0), wusz=(0,1,1).
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Si ha che

Fyur + yous + ysus) = f(y1,y2 + ys, Y3) = y1y2 + 201y3 + Yoys + y3 =

1 1 1 1
s + (s + v+ 5)" = (1 + 510)" = i — U3+ (st + 512)* (75.6)
Siano (z1, 22, 23) le coordinate su R? date da
21 = YN
22 = Y2
23 = Y1+ %3/2 + Y3
Quindi
n = 2
Y2 = 22
ys = —z1 - %22 + 23
Percio la base con coordinate (21, 22, 23) & {wy, wa, w3} dove
wy = (1,0,-1), wp=(0,1,-1/2), w3z =(0,0,1).
Si ha che
1 2 1o o
Flzrwy + z2ws + z3ws) = fyrur + youz + (=21 = 522 + 23)us) = —2i — 25 + 23

Siano (t1,ts,t3) le coordinate su R? date da

tl = 21
to = 22/2
tg = Z3

La base di R? che corrisponde a (t1,t2,t3) & {r1,79,73} dove 71 = w1, 12 = w2/2, r3 = ws.
Abbiamo che
f(tiry + targ +t3r3) = —t3 — t3 + t%.

7.6 Spazi vettoriali quadratici

Definizione 7.6.1. Uno spazio (vettoriale) quadratico su k ¢ una coppia (V, q) dove V' & uno
spazio vettoriale su k e ¢ € Q(V). Siano (V, q) e (W, r) spazi quadratici su k. Un isomorfismo
(V,q) — (W,r) & un isomorfismo ¢: V — W di spazi vettoriali tale che

r(¢(v)) =q(v) VveV. (7.6.1)

Un automorfismo di (V,q) & un isomorfismo (V, q) — (V, q). Diciamo che (V, q) & isomorfo a
(W, ) se esiste un isomorfismo (V, q) — (W,r).

Esempio 7.6.2. Siano f,g,h € Q(R?) date da

flxy) =2 =y glz,y) =2y, h(z,y) :=2>+y> (7.6.2)
Sia
R2 % R?

(,y) = (z+y,z—y)
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Allora ¢ & un isomorfismo (R? f) — (R? g). Siccome ¢ & un isomorfismo segue che g e h
sono congruenti. D’altra parte f e h non sono isomorfi. Infatti f(1,1) = 0. Se f e h fossero
congruenti esisterebbe un isoomorfismo ¢: R? — R? tale che h(¢(z,y)) = f(x,y) e quindi
h(¢(1,1)) = f(1,1) = 0. Siccome ¢ & un isomorfismo ¢(1,1) # (0,0) e quindi ~(¢p(1,1)) > 0:
contraddizione.

Esempio 7.6.3. Sia V? con la forma quadratica q dell’Esempio 7.3.20 (quadrato della lun-
ghezza di un vettore). Un isomorfismo ¢: V2 —— V? & un automorfismo di (V2, q) se e solo se
conserva le lunghezze dei vettori. Quindi una rotazione & un automorfismo di (V?, q).

Osservazione 7.6.4. Si verifica facilmente che la relazione di isomorfismo tra spazi quadratici

e di equivalenza.

Osservazione 7.6.5. Siano (V,q) e (W,r) spazi quadratici su k e siano F' € Bil; (V) e G €
Bily (W) le polarizzazioni di ¢ e r rispettivamente.

1. Supponiamo che ¢: V' — W sia un isomorfismo di spazi quadratici. Allora

G(p(v),p(w)) = F(v,w) Y(v,w) eV x V. (7.6.3)

2. Supponiamo che ¢: V' — W sia un isomorfismo di spazi vettoriali tale che valga (7.6.3).
Allora ¢ ¢ un isomorfismo di spazi quadratici.

Osservazione 7.6.6. Sia V uno spazio vettoriale e F' € Bil; (V). Denoteremo con (V, F) lo
spazio quadratico (V, gr). Siano W uno spazio vettoriale e G € Bil; (W). Per 'Osservazione
7.6.5 un isomorfismo ¢: V. — W definisce un isomorfismo di spazi vettoriali quadratici
(V,F) = (W, Q) se e solo se vale (7.6.3).

Proposizione 7.6.7. Siano V e W spazi vettoriale finitamente generati della stessa dimen-
sione n. Siano ¢ € Q(V) er € Q(W). Siano B e C basi di V e W rispettivamente. Sia
¢: V = W un isomorfismo di spazi vettoriali. Allora ¢ & un isomorfismo di spazi quadratici

se e solo se

Ms(q) = (ME(9))" - Me(r) - ME(9). (7.6.4)
Dimostrazione. Supponiamo che ¢ sia un isomorfismo di spazi quadratici. Allora
Xp(v)' - Mg(q) - Xp(v) = (ME(¢) - Xp(v))' - Mc(r) - ME(¢) - X5(v) (7.6.5)

e quindi
X' (Mp(q) = ME(9)" - Me(r) - ME(4)) - X =0 VX € k™. (7.6.6)

Per I’Osservazione 7.3.19 segue che vale (7.6.4). Lo stesso calcolo da che vale il viceversa. [
Esempio 7.6.8. Sia (V,q) uno spazio quadratico su k. Il gruppo ortogonale di (V,q) &
O(V,q) :={¢: V =V | ¢ & un automorfismo di (V,q)}. (7.6.7)

Supponiamo che V = R" e che q sia la forma quadratica ¢(X) := X' - X (con polarizzazione
il prodotto scalare standard, vedi Definizione 7.3.25) - in questo caso si pone O,(R) :=
O(R™, q). Per la Proposizione 7.6.7 abbiamo che

On(R) = {A € GL,(R) | A'- A =1,}. (7.6.8)

In altre parole A € O,(R) se e solo se le colonne di A formano una base ortonormale di R"
(rispetto al prodotto scalare standard), cioe (A;, Aj) = 6;; per 1 <i,j <n.
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Problema 7.6.9. Siano (V,q), (W,r) spazi quadratici. Come facciamo a decidere se (V,q) &
isomorfo a (W,r) 7 La difficolta del problema dipende dal campo k. Daremo una soluzione
nel caso in cui k sia R o C. Cominciamo con il definire un invariante delle forme quadratiche.

Definizione 7.6.10. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato. Sia ¢ € Q(V) e
F € Bil; (V) la forma bilineare simmetrica associata a ¢. Il rango di ¢ ¢ il rango di Lp: lo
denotiamo r(q).

Osservazione 7.6.11. Siano (V, f) e (W, g) spazi quadratici finitamente generati. Se (V, f) e
isomorfo a (W, g) allora r(f) = r(g). (Equivalentemente: se r(f) # r(g) allora (V, f) non ¢
isomorfo a (W, g).) Infatti siano B e C basi di V' e W rispettivamente. Allora r(f) = rk Mg(f)
e r(g) = rk Mc(g). D’altra parte Mp(f) e Mc(g) sono congruenti per la Proposizione 7.6.7
e si verifica facilmente che matricic congruenti hanno lo stesso rango.

Proposizione 7.6.12. Siano (V,f) e (W, g) spazio quadratici complessi. Allora (V, f) é
isomorfo a (W, g) se e solo se dimV = dimW e r(f) = r(g).

Dimostrazione. Se (V, f) € isomorfo a (W, g) allora dimV = dim W e r(f) = r(g) - vedi Os-
servazione 7.6.11. Ora supponiamo che dimV = dim W e r(f) = r(g). Dimostriamo che
(V, f) € isomorfo a (W, g). Per il Corollario 7.5.6 esistono basi B e C di V tali che Mg(f)
e Mc(g) sono matrici diagonali con entrate non nulle uguali a 1. Le matrici Mp(f), Mc(g)
hanno lo stesso numero di righe/colonne perché dimV = dimW e, siccome r(f) = r(g),
hanno lo stesso numero di entrate non nulle (il rango di una matrice diagonale ¢ uguale al
numero di entrate non nulle). Segue che, riordinando i vettori delle basi se necessario, si ha
Mp(f) = Mc(g) e quindi (V, f) & isomorfo a (W, g) per la Proposizione 7.6.7. O

Ora affrontiamo il Problema 7.6.9 nel caso in cui k£ = R. Non ¢ vero ’analogo della Pro-
posizione 7.6.12. Per esempio le forme quadratiche reali f, h su R? della (7.6.2) hanno rango
2 ma (R2, f) non ¢ isomorfo a (R?, h).

Definizione 7.6.13. Sia V uno spazio vettoriale reale . Denotiamo con s;(f) la massima
dimensione di un sottospazio U C V tale che f|y ¢ definita positiva, e con s_(f) la massima
dimensione di un sottospazio U C V tale che f|y ¢ definita negativa. La segnatura di f &

s(f) = s4(f) —s-(f).

Osservazione 7.6.14. Siano (V, f) e (W, g) uno spazi quadratici reali. Se (V, f) & isomorfo
a (W,g) allora sy (f) = si(g9), s_(f) = s_(g9) e s(f) = s(g). Infatti sia ¢: V — W un
isomorfismo di spazi quadratici. L’uguaglianza sy (f) = si(g) segue dall’osservazione che
abbiamo una corrispondenza biunivoca

{UCV|U & un sottospazio di V e (f|y) >0} — {PCW]|P & un sottospazio di W e (g|p) > 0}

; . o (7.6.9)

Si dimostra in modo analogo che s_(f) = s_(g). L'uguaglianza s(f) = s(g) segue immediata-
mente dalle uguaglianze s1 (f) = s4(g) e s_(f) = s_(9).

Proposizione 7.6.15 (Sylvester). Sia V uno spazio vettoriale reale e q: V- — R una forma
quadratica. Supponiamo che B = {v1,...,v,} sia una base di V tale che

q(x1v1+. . Fzp0,) = clx%—i—. . .+Ca$§—da+l$§+l—. . .—da+bx2+b. YV (x1v1+. . .Fxpv,) € V.

(7.6.10)
Supponiamo che ¢; > 0 per ogni 1 < i < a e ched; >0 per ogni a+1 <1i < a+b. Allora
sy(q) =a, s_(q) =b e quindi s(q) = a —b.
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Dimostrazione. Siano Vi := (v1,...,0a), V= = (Vat1,...,Vatb) € Vo := (Uatbils---,Un)-
Osserviamo che
dim(Vy + Vo) =n —b, dim(V_ 4+ Vp) =n —a. (7.6.11)

Siccome g|y, > 0 e q|y_ < 0 abbiamo

sy(q) > a, s—(q) > 0. (7.6.12)

Supponiamo che la prima diseguaglianza sia stretta cio¢ s;(q) > a; arriveremo a un assurdo.
Per definizione esiste un sottospazio U C V tale che dimU > a e ¢|y > 0. Per (7.6.11) la
formula di Grassmann da che

dim(U N (V- + Vp)) = dim U + dim(V_ + Vp) — dim(U + V_ + V) >
> dimU + dim(V_ + Vp) —n =dimU — a > 0.

Quindi esiste 0 # v € UN (V- + Vp). Siccome v € (V_+V}) le sue prime a coordinate rispetto
alla base B sono nulle; segue da (7.6.10) che ¢(v) < 0. D’altra parte v € U e per ipotesi
qlu > 0, quindi g(v) > 0. La contraddizione dimostra che non esiste un sottospazio U C V
tale che dimU > a e ¢|y > 0; per (7.6.12) segue che sy (g) = a. Si dimostra in modo analogo
che non pue essere s_(q) > b e quindi s_(q) = b. O

Corollario 7.6.16. Sia V uno spazio vettoriale reale e f € Q(V). Sia B una base di V' che
diagonalizza f, cioé vale (7.5.1), e supponiamo che ¢; € {+1,0} - vedi il Corollario 7.5.6.
Allora

Hilei=1=(r(g) +s(0))/2,  Wilej=—-1}=(r(g) —s(q))/2- (7.6.13)

Dimostrazione. Siano a := |{i | ¢; = 1}| e b := |{i | ¢; = —1}|. Allora r(¢g) = a + b e per
la Proposizione 7.6.15 s(q) = a — b. Sommando e sottraendo le due uguaglianze si ottiene
il corollario. O

Proposizione 7.6.17. Siano (V, f) e (W,g) spazi quadratici reali. Allora (V, f) & isomorfo
a (W, g) se e solo se dimV =dim W, r(f) =r(g) e s(f) = s(g).

Dimostrazione. Se (V, f) & isomorfo a (W, g) allora dim V' = dim W, r(f) = r(g) e s(f) = s(g) -
vedi I’ Osservazione 7.6.11 e’ Osservazione 7.6.14. Ora supponiamo che dim V' = dim W,
r(f) = r(g9) e s(f) = s(g). Dimostriamo che (V, f) & isomorfo a (W, g). Per il Corollario
7.5.6 esistono basi B e C di V tali che Mp(f) e Mc(g) sono matrici diagonali con entrate non
nulle uguali a £1. Le matrici Mg(f), Mc(g) hanno lo stesso numero di righe/colonne perché
dimV = dim W. Dall’ipotesi che 7(f) = r(g) e s(f) = s(g) e dal Corollario 7.6.16 segue che
il numero di entrate uguali a 1 di Mg(f) € uguale al numero di entrate uguali a 1 di M¢(g)
e che il numero di entrate uguali a —1 di Mg(f) ¢ uguale al numero di entrate uguali a —1
di M¢(g). Quindi, riordinando i vettori delle basi B e C, segue che Mp(f) = Mc(g) e per
la Proposizione 7.6.7 otteniamo che (V) f) & isomorfo a (W, g). O

7.7 Spazi vettoriali euclidei

Uno spazio vettoriale euclideo ¢ uno spazio quadratico reale (V, q) tale che ¢ ¢ definita positiva.

Denoteremo
VxV — R

ww) (o) (7.7.1)
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la polarizzazione di ¢. Quindi (,) & un prodotto scalare definito positivo. Spesso definiremo ¢
via (,), quindi denoteremo (V,¢q) con (V,(,)). Esempi da tenere in mente: il prodotto scalare
standard su R"™ - vedi (7.3.21) - e il prodotto scalare “classico” tra vettori geometrici - vedi
I’ Esempio 7.3.2. Un altro esempio interessante ¢ il seguente.

Esempio 7.7.1. L'Esempio ?? definisce un prodotto scalare definito positivo su CO([—m,7]).
Ricordiamo che in uno spazio vettoriale euclideo (V,(,)) la norma di v € V & definita da

[v]| = (v, v)1/2 - vedi (7.3.25).

Teorema 7.7.2 (Diseguaglianza di Cauchy-Schwarz). Sia (V,(,)) uno spazio vettoriale eucli-
deo. Siano v,w € V: si ha che
(v, w)? < [[vl|* - [Jwl]. (7.7.2)

Dimostrazione. Sia x € R: siccome (,) ¢ definito positivo abbiamo che
p(x) == ||v|]*2? + 2(v, w)z + ||w||* = (zv + w,zv + w) > 0.
Segue che il polinomio p ha al pitl una radice reale e percio
(2(v,w))* = 4f[v]|* - [Jw][* < 0.
Segue che vale la (7.7.2). O

Corollario 7.7.3 (Diseguaglianaza triangolare). Sia (V,(,)) uno spazio vettoriale euclideo.
Siano v,w € V: si ha che
[|v +wl| < {[o]] + [Jw]]. (7.7.3)

Dimostrazione. Per la diseguaglianza di Cauchy-Schwartz abbiamo che
o+ wl? = [[]|* + 2(v,w) + [[w][* < [[v|* +2[[v]| - [|w]| + [[w][* = ([o]| + [kl (7.7.4)
Segue il corollario. O

Mostreremo che si puo definire 'angolo tra vettori di un qualsiasi spazio vettoriale con
prodotto scalare definito positivo. La diseguaglianza di Cauchy-Schwarz da che se v # 0 # w
allora
< vy (7.7.5)

[[v]] - [[wl]
Definizione 7.7.4. Sia (V,(,)) uno spazio vettoriale euclideo. Siano v,w € V non nulli.
L’angolo tra v e w € 'unico 0 < 6 < 7 tale che

(v, w)

cosf = (7.7.6)

ol [Jwl|*
Notate che la definizione ha senso per la (7.7.5).

Notate che 'angolo tra v e w non cambia se riscaliamo v o w (quindi & definito 1’angolo
tra “semirette”) e che non dipende dall’ordine dei vettori. Se (,) ¢ il prodotto scalare su V2
o V3 del’Esempio 7.3.2 allora la definizione di angolo appena data coincide con la nozione
usuale di angolo - vedi (7.3.2).
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Esempio 7.7.5. Nello spazio vettoriale euclideo C°([—n,7]) - vedi I'Esempio 7.7.1 - siano f,,
e gn le funzioni definite da

fm(t) :== cosmt, gn(t) :=sinnt, m,n € N,. (7.7.7)
Un calcolo? da che
mab=J" . fa () fo(t)dt=(fa],[fo]), T0ab=J" . ga()gu(t)dt=([gal;[gs]), O=[" . fa(t)go(t)dt={[fal,lg]), a,beN,.
(7.7.8)

Quindi le funzioni definite da (7.7.7) sono a due a due ortogonali.

Terminologia 7.7.6. Siano V, W spazi vettoriali reali euclidei con prodotti scalari (,)y e

(,)w rispettivamente. Una isometria f: V — W & un isomorfismo (V, (,)v) — (W, (,)w) di
spazi quadratici, cioe un isomorfismo di spazi vettoriali tale che per ogni v1,v9 € V si ha

(v1,v2)v = (f(v1), f(v2))w (7.7.9)

Definizione 7.7.7. Sia (V, (,)) uno spazio vettoriale euclideo. Una lista di vettori {v1,...,v,}
di V' & ortonormale (abbreviamo scrivendo che ¢ ON) se per ogni 1 < 4,5 < n si ha che

<Ul', 'Uj) = (5”

Lemma 7.7.8. Sia (V,(,)) uno spazio vettoriale euclideo e {vi,...,vn} una lista di vettori
ON. Allora {v1,...,vn} sono linearmente indipendent.

Dimostrazione. Supponiamo che
AMvr+ ...+ A\, = 0. (7.7.10)

Sia 1 < i < n. Calcolando il prodotto scalare di v; con ambo i membri di (7.7.10) troviamo
che \; = 0. ]

Esempio 7.7.9. Sia C°([—, n]) lo spazio euclideo del’Esempio 7.7.1. Le funzioni

1 1 1
——, —=cosat, ——=sinat, 1<a<n (7.7.11)

Vor T e
formano una lista ON: questo segue dai calcoli dell’Esempio 7.7.9 e dalla formula

0= / cos atdt = / sin atdt, a € N,. (7.7.12)
Quindi le funzioni di (7.7.11) sono linearmente indipendenti.

Proposizione 7.7.10. Sia (V, (,)) uno spazio vettoriale euclideo finitamente generato. Esiste
una base ortonormale di V.

Dimostrazione. 1l Teorema 7.5.4 da che esiste una base B di V' tale che Mp((,)) & diagonale
con ciascuna entrata in {0,1}. Siccome (,) ¢ definita positiva ¢ non-degenere e quindi tutte le
entrate sulla diagonale principale di Mp((,)) sono uguali a 1. Quindi Mp((,)) = 1,, e percid
B ¢ una base ON. O

2Le uguaglianze cosmt = (e"™ + e~ ") /2 e sinmt = (e"™ — e~ ") /2i rendono semplice il calcolo degli

integrali.
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Una tipica costruzione che si fa in uno spazio spazio vettoriale euclideo ¢ la proiezione
(ortogonale) su un sottospazio: generalizza la proiezione ortogonale su una retta del piano o
dello spazio o su un piano dello spazio.

Proposizione 7.7.11. Sia (V,(,)) uno spazio vettoriale euclideo e U C V un sottospazio
finitamente generato. Esiste un’applicazione lineare w: V. — U tale che

(v—7m) eUt YweV (7.7.13)
ed é unica.
Dimostrazione. Per la Proposizione 7.7.10 esiste una base ON di U, sia B = {uy, ..., um}.
Poniamo
m
m(v) == Z(v, Ui ) U (7.7.14)
i=1

Allora w: V' — U ¢ lineare e vale (7.7.13) perché B ¢ ON. Sia v € V e supponiamo che w € U
& tale che (v —w) € U*: allora

() —w = ((v—w)— (v—n())) €U (7.7.15)

Siccome (m(v) —w) € U e la restrizione di (,) a U & non-degenere (lo & su tutto V' per ipotesi)

segue che (m(v) —w) = 0. Questo dimostra l'unicita di 7. O
Siano V', U e 7 come nella Proposizione 7.7.11. Quindi abbiamo 1'uguaglianza
v=n()+ (v—n)), ww) eU (v-n)ecU. (7.7.16)

In altre parole abbiamo decomposto v nella somma di un vettore in U e di un vettore perpen-
dicolare a U. La seguente proposizione da una caratterizzazione della proiezione ortogonale

7(v) in termini di distanza.
Proposizione 7.7.12. Siano V, U e w come nella Proposizione 7.7.11. Sia u € U: allora
llv = m()|| <|lv—u|] YueU (7.7.17)
e si ha eguaglianza solo se u = 7(v).
Dimostrazione. Abbiamo che
llv—ul|?=[[v—m(v) = (u=m ()| |*=|[v—m (V)] | —2{(v—7(v)), (u—7 () +[| (u—7 (v))||*=
=lfo-m(@)|[P+|(w=m()* (7.7.18)
(la seconda uguaglianza vale perché (u — 7(v)) € U™) e la proposizione segue. O

Esempio 7.7.13. Sia R(T) lo spazio euclideo dell’Esempio 7.7.1. Sia U,, C R(T) il sottospazio
generato dalle (classi di equivalenza delle) funzioni di (7.7.11). Sia ¢ € R(T) la (classi di
equivalenza della) funzione ¢ tale che

B(t) := (7.7.19)

t se —m<t<m,
0 setenZ.

La proiezione di [¢] sul sottospazio U,, ¢ la classe di equivalenza della funzione ¢, data da

Snlt) =2 (_2%1 sin at. (7.7.20)
a=1
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7.8 1l teorema spettrale

Supponiamo che (V,(,)) sia uno spazio vettoriale euclideo e che f € Q(V) sia una forma
quadratica. Sappiamo che esiste una base B in cui f & diagonale. Esiste una tale I3 ortonor-
male? La risposta ¢ affermativa e va sotto il nome di Teorema spettrale (spiegheremo piu in
la Dorigine del nome). Dimostreremo il Teorema spettrale, e discuteremo il problema di dare

un algoritmo per trovare una base ortonormale che diagonalizza f.

7.8.1 Dimostrazione del Teorema spettrale

Teorema 7.8.1 (Teorema spettrale, 1° enunciato). Sia (V,(,)) uno spazio vettoriale eu-
clideo di dimensione n e f: V — R una forma quadratica. Fsiste una base ortonormale
B={v1,...,u,} di V che diagonalizza f, cioé tale che

flxiovy + ...+ xpv,) = Z)\lazf (7.8.1)
i=1

Dimostrazione. Per motivare la dimostrazione, supponiamo che valga (7.8.1). Sia F' la forma
bilineare simmetrica associata a f. Allora

n
F(Z TiUg, Z ."L‘jUj) = Z )\11'1%
i=1 j=1 =1

Ne segue che, indicando con vf- lortogonale di v; per il prodotto euclideo,

v = (U1, V1, Vit -, U) C {w € V| F(w,v;) = 0}. (7.8.2)

(2

Piu precisamente, si ha eguaglianza se A; # 0, e inclusione stretta se A\; = 0. Viceversa,
supponiamo che esista v, € V tale che valga (7.8.2) (con ¢ = n), e poniamo A, := f(vy,). Siano
{u1,...,un_1} una base di v;-, (ortonormale o no, non ¢ rilevante), e C = {u1,...,Un_1,Vn}
la base di V' ottenuta aggiungendo v,. Allora la matrice M¢(f) ¢ del tipo

* ...« 0
Me(h)= | et
0 ... 0 M\,

A questo punto si puo iterare il procedimento, cioe cercare v,_1 € Uf{ tale che vf;_l c{weV|
F(w,v,—1) = 0}, e cosi via. Il risultato (ammettendo che esistano vy, v,_; etc.) sara una base
ortogonale che diagonalizza f. Per ottenere una base ortonormale bastera normalizzare la base
ortogonale (dividere ogni vettore della base ortogonale per la sua norma). Il ragionamento
appena fatto dimostra che ¢ sufficiente far vedere che esiste 0 # v, € V tale che valga

vi c {w eV | F(w,v,) = 0}. (7.8.3)

Infatti, se vale (7.8.3) per qualsiasi spazio vettoriale euclideo (V/ (,)) di dimensione n, e forma
4

» con prodotto

quadratica f € Q(V), allora vale anche per lo spazio vettoriale euclideo v
euclideo la restrizione di (,), e forma quadratica la restrizione di f. Quindi esiste v,_1 € v;-
tale che valga (7.8.3) con v, al posto di v, e F,1 1 al posto di F; iterando n — 1 volte si

arriva a una base ortogonale che diagonalizza f.
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Ora dimostriamo che esiste 0 # v, € V tale che valga (7.8.3). Consideriamo I’applicazione

v\{o} % R
v = f)/lv]]?

Dimostriamo che p ammettte massimo. Scegliendo una isometria di V' con R™ (con prodotto
euclideo standard) ci riduciamo al caso in cui V' & R™ con il prodotto euclideo standard. Sia
F,, C R"™ la frontiera dell’n cubo standard, cioe

F, :={X € R"| |z;| <1 per ogni i e |x;,| =1 per un ip (almeno)}.

Dimostriamo che la restrizione di p a F,, ha un massimo. Il caso n = 1 & banale perché
Fi & un insieme con due elementi. Ora consideriamo il caso n = 2. La F5 & unione di 4
segmenti chiusi e limitati, e siccome la funzione p(X) = f(X)/||X||? ¢ continua su R? \ {0}
segue per il Teorema di Bolzano-Weierstrass che la restrizione di p a F» ammette massimo.
Un analogo ragionamento da che la restrizione di p a F),, ammette massimo per ogni n - va
usato I'analogo di Bolzano-Weierstrass in dimensione arbitraria: se f ¢ una funzione continua
da [a1,b1] x [ag,b2] X ... X [an,b,] C R™ a R 3 allora esiste un massimo di f. Ora sia X € F),
tale che la restrizione di p a F,, ha un massimo in X; allora f(X) ¢ il massimo di p. Infatti sia
X € (R™\ {0}), e sia m il massimo tra |zi|, |x2|,...,|zs|. Notate che m > 0 perché X # 0,
e che m™'X € F, perché ogni coordinata di m~'X ha valore assoluto al piu 1, ed esiste
i € {1,...,n} tale che |z;| = m, e percio la i-esima coordinata di m !X & uguale a +1. Allora

p(X)=F(X)/||IX]P=m?f (m~' X)/m?||m~ X|[P=f (m =1 X)/[[m ™ X|[*=p(m~ ! X)<p(X).

Questo dimostra che p ammettte massimo. Ora torniamo a considerare V' (non ¢ necessario
identificarlo con R™ in quello che segue). Sia v, € V '\ {0} tale che f(v,) sia il massimo della
funzione p. Sia v € v;- dove l'ortogonalita & rispetto al prodotto euclideo. La funzione

R -5, R

7.8.4
s = plop + sv) ( )

e quoziente di funzioni differenziabili (e il quoziente non € mai nullo), e quindi ¢ differenziabile.
Siccome £ ha un massimo per s = 0, segue che
£(0) =0. (7.8.5)
Scriviamo £ = g/h, dove g, h: R — R sono le funzioni definite da
9(s) == f(vp + sv) = F(v, + sv,v, + sv), h(s) = ||vn + sv||> = (vn + 50,0, + s0).
Allora

g'(0)h(0) — g(0)'(0)
h(0)2

€(0) =
Ora h'(0) = 0 perche v, Lv, e quindi

L g0 0)  2P(un)
CO=50) = ol = Tioal

Dalla (7.8.5) segue che F'(v,,v) = 0. Siccome v & un arbitrario vettore ortogonale a vy, questo
dimostra che vale (7.8.3). O

3Una funzione da un sottoinsieme S C R™ a R & continua dati X € S e € > 0, esiste § > 0 tale che
[|£(X) — f(X)|| < € per ogni X € S tale che || X — X|| < 6.
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7.8.2 Polinomio caratteristico di una matrice quadrata

Dato uno spazio vettoriale euclideo (V/ (,)), e una forma quadratica f € Q(V'), come possiamo
procedere per trovare una base ON che diagonalizza f? Dobbiamo trovare un vettore 0 #
v, € V tale che valga (7.8.3). Per trovare v, scegliamo una qualsiasi base ortonormale B di
V. Sia A = Mg(f) la matrice simmetrica associata a f nella base B. Sia v = ) " | z;v; un
vettore di V. Allora

n
vt = {w:ZyivHYt-X:O},
i=1

{weV|F(wwv)=0} = {w—zn:yivHYt-A-X—O}

i=1
Segue che
vi c{we V| F(w,v) =0} (7.8.6)
se e solo se esiste A € R tale che
A-X =)X. (7.8.7)

Infatti vale il seguente risultato.

Proposizione 7.8.2. Sia V uno spazio vettoriale sul campo k, e siano f,g € V*. Allora
ker f C ker g se e solo se esiste A € k tale che g = \f.

Dimostrazione. Se esiste A € k tale che g = Af, chiaramente ker f C ker g. Ora supponiamo
che ker f C ker g. L’applicazione

¥ 2
L K (7.8.8)
v —

(f(v),9(v))
¢ lineare, e non ¢ suriettiva perché (0,1) non ¢ nella sua immagine. Quindi 'immagine di
¢ & un sottospazio proprio di k2, e percio esistono «, 3 € k, non entrambi nulli, tali che

af(v) + Bg(v) =0 per ogni v € V. Se § # 0, allora g = (—a/8)f. Se B =0 allora a # 0, e
quindi f = 0; ma allora ker f =V, e quindi ker g =V, cio¢ g = f. O

L’affermazione che v+ C {w € V | F(w,v) = 0} equivale all’esistenza di A € R tale che
valga (7.8.7) segue dalla Proposizione 7.8.2 per V =R" e f,g: R" — R le funzioni lineari
definite da f(Y) =YY" - X, g(Y) :=Y"'- A- X. Ora supponiamo che esista 0 # X € R" tale
che valga (7.8.7). Allora la matrice (A1,, — A) & singolare perché 0 # X ¢ nel suo nucleo, e
quindi

Det(Al, — A) = 0. (7.8.9)
Viceversa, se vale (7.8.9), allora esiste X tale che valga (7.8.7). Questo ci porta a studiare

la funzione di A\ definita dal membro di sinistra di (7.8.9). Tale funzione ha senso per una
qualsiasi matrice quadrata.

Proposizione 7.8.3. Siano k un campo e A € M, (k). Allora Det(A1, — A) é un polinomio
i A\ a coefficienti in k, monico di grado n.
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Dimostrazione.

)\—an —ail2 —Qa1in

—az A —a

Det(Al,, — A) = det : : : (7.8.10)

A— an—1,n—1 —0n—1n

—Qp1 —Qpn—1 A—Qnn |

Espandiamo il determinante secondo la Proposizione 6.6.6; ogni addendo a destra di (6.6.5)
¢ un prodotto di polinomi in A a coefficienti in k, di grado al piu 1, e questro dimostra che
Det(Al,, — A) & un polinomio in \ a coefficienti in k, di grado al pitt n. Inoltre 'unico addendo
che da il monomio \" & (A —a11) - ... (A — ann), e vediamo che il coefficiente di A" & 1, cioe
il polinomio ¢ monico. O

Definizione 7.8.4. Sia A € M,, (k). 1l polinomio caratteristico di A ¢
Py =det(Al,, — A). (7.8.11)

FEsempio 7.8.5. Siano

Un facile calcolo da che
Ps(A) =X —4X+5,  Pg(\) =M -4\ 1.
Esempio 7.8.6. Sia A € M, ,,(k) un matrice diagonale. Allora
Py(A)=A—a11)...-(A—ann),
e quindi le radici di P4 sono le entrate della diagonale principale di A.

Proposizione 7.8.7. Se A, B € M, ,,(k) sono matrice coniugate, allora P4 = Pp, cioé i loro
polinomi caratteristici sono uguali.

Dimostrazione. Esiste G € GLy, (k) tale che A= G~!- B -G, e quindi
P4(\)=Det(A\l,,—G~1.B-G)=Det(G~1-(Al,— B)-G)=Det(G)~!-Det(Al, —B)-Det(G)=Pg(\).
(]

Ora torniamo al problema di trovare una base ON di uno spazio vettoriale euclideo V' che
diagonalizza una f € Q(V'). Come abbiamo visto, dobbiamo trovare una radice di (7.8.9), cioe
una radice del polinomio caratteristico P4. Il Teorema fondamentale dell’algebra assicura che
esiste una soluzione complessa di (7.8.9). Il contenuto fondamentale del Teorema spettrale &
che tutte le radici di (7.8.9) sono reali. Notiamo che se A € M, ,(R) ¢ una matrice qualsiasi,
puo ben succedere che le radici di P4 non siano tutte reali, riandate all’Esempio 7.8.5.
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Proposizione 7.8.8. Se A € M, ,(R) ¢ una matrice simmetrica, allora tutte le radici del suo
polinomio caratteristico sono reali. Piu precisamente esistono aq,...,a, € R tali che

PaN) = (A —a1)..- (A —an).

Dimostrazione. Sia f € Q(R™) definita da f(X) = X'+ A- X. Sia (,) il prodotto euclideo
standard su R™. Per il Teorema spettrale, esiste una base ON (per il prodotto euclideo
standard) B che diagonalizza f. Quindi Mp(f) = A, dove A & una matrice diagonale. D’altra
parte Mp(f) = G'- A -G, dove G = ME(Idg~) & la matrice di cambiamento di coordinate
dalla base B alla base standard S. Siccome B ¢ una base ON, la G € O, (R), cio¢ G* -G = 1,,,
ovvero G' = G~!. Quindi A ¢ coniugata (oltre che congruente) a A, e per la Proposizione
7.8.7, segue che Py = Pn. Ma PA = (A—a3)-...- (A —aq), dove aq,...,a, € R sono le
entrate della diagonale principale di A. O

7.8.3 Versione “algoritmica” del Teorema spettrale

Proposizione 7.8.9. Siano (V,(,)) uno spazio vettoriale euclideo e f € Q(V). Sia B =
{v1,...,vn} una base ON che diagonalizza f. Sia v € V. Allora vale (7.8.6) se e solo se v é

combinazione lineare di v;,, ...,v;,, con la proprieta che

m

fluiy) = ... = f(vi,,)
Dimostrazione. Facile esercizio. O

Siano (V, (,)) uno spazio vettoriale euclideo e f € Q(V'). Dalla Proposizione 7.8.9, e dai
risultati della Sottosezione 7.8.2, segue che il seguente algoritmo produce una base ON che
diagonalizza f.

1. Si sceglie una qualsiasi base ON C di V, e si calcola A = Mc(f).

2. Si calcolano le radici del polinomio caratteristico P4 (per il Teorema spettrale sono tutte
reali).

3. Per ogni radice \; del polinomio caratteristico P4, si determina una base ON del sotto-
spazio di R"™ delle soluzioni X di (A\;1, — A) - X = 0. In questo modo si producono n
vettori X (1),...,X(n) di R™.

4. Siano vy,...,v, € V i vettori le cui coordinate sono date dai vettori X(1),...,X(n)
rispettivamente. Allora {v1,...,v,} € una base ON di V che diagonalizza f.

Esempio 7.8.10. Sia A € M3 3(R) la matrice simmetrica definita da

1 2
A=12 3
31

N = W

e sia f € Q(R?) la forma quadratica associata: f(X) = X'- A - X. Per trovare una base ON

che diagonalizza f, calcoliamo

Det(Alz — A) = A% — 602 — 3\ + 18. (7.8.12)
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Le radici di (7.8.12) sono 6, /3 e —/3. Con un clacolo semplice (ma noioso) troviamo che
{(XeR?|(6-13—-A)- X =0} = {(1,1,1)),
(XeR}| (V3-13—A4)- X =0} = ((T—3V3,-5—3,—-2+4V3)),
(X eR}| (—V3-13-A)- X =0} = ((T+3V3,-5+3,-2—4V3)).
Quindi una base ortogonale che diagonalizza f e

C={(1,1,1), (T—3V3,-5—3,-24+4V3), (T+3V3,-5+V3,-2 - 4V3)},

e una base ON che diagonalizza f si ottiene normalizzando ciascun vettore di C.

Esercizi del Capitolo 7
Esercizio 7.1. Sia ¢ € Q(R?) data da q(X) := X'+ A- X dove
111
1. Sia B la base di R? data da B := {(1,1),(1,—1)}. Calcolate Mg(q).
2. Verificate che q ¢ definita positiva.
Esercizio 7.2. Sia V C C°([0,1]) il sottospazio generato dalle funzioni

f=1, g = cos Tt h := sinrt.

e sia F € Bil(V) definita da
vxv & R
(0.0) = fyou

1. Verificate che f, g, h sono linearmente indipendenti.

2. Calcolate Mp(F) dove B:={f,g,h} (& una base di V per il punto 1).
Esercizio 7.3. Siano f,g € Q(R?) date da
flz1,xo, x3) = f7x§+2x1x276z1x3+5x§fx§, g(z1,22,23) = $%74I1$2*2$1$3+8$%+6$2$3+2’£§
Siano B e C le basi di R? date da

{(1,1,3),(2,-1,0),(0,0,1)},  {(0,1,2),(3,0,1), (1, —1,0)}

rispettivamente.

(1) Caleolate Mg(f) e Mc(g).

(2) Determinate se (R3, f) ¢ isomorfo a (R?,g).
Esercizio 7.4. Sia f € Q(R?") definita da

f(xlvl‘Qa"-axn7y1ay27"'7yn) =T1U1 +$2y2++$nyn

2 10
1 0 2
0 2 3

Trovate una base che diagonalizza q5 (S ¢ la base standard di R?).

Determinate la segnatura di f.

Esercizio 7.5. Sia A € M;;B(R) definita da

A=
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Esercizio 7.6. Siano (V, f) e (W, g) spazi vettoriali quadratici.

(a) Dimostrate che se (V, f) é isomorfo a (W, g) allora, scelte una base B di V' e una base C di W,
esiste m € k* (= (k\ {0})) tale che

Det Mp(f) = m? - Det Mc(g). (7.8.13)
(b) Siano A, B € M32(Q) date da
3 2 2 1
A:—[2 5}, B:—[1 4} (7.8.14)

e siano f,g € Q(R?) date da f(X) := X' A-X e g(X) := X' B- X rispettivamente. Dimostrate
che (Q?, f) non ¢ isomorfo a (Q2,g). (Suggerimento: invocate il punto (a).)

(c) Siano A,B € M35(R) date da (7.8.14) e siano ¢,v € Q(R?) date da $(X) == X' - A-X e
Y(X) = Xt B- X rispettivamente. Dimostrate che (R?, f) & isomorfo a (R?,).

Esercizio 7.7. Sia V uno spazio vettoriale e f € Q(V). Un sottospazio U C V ¢é isotropo per f se
flu é la forma quadratica nulla. Supponiamo che f sia non-degenere e che U C 'V sia isotropo per f.
Dimostrate che dimU < dim V/2.

Esercizio 7.8. Se a € C denotiamo con Re(a) e Im(a) la parte reale e immaginaria di a rispettiva-
mente. Siano f,g: C x C — R le applicazioni definite da

f(w, z) := Re(wz), g(w, z) == Im(wz).

Verificate che f e g sono forme bilineari su C considerato come spazio vettoriale su R. Verificate che
f e g sono non-degeneri. Quale tra f e g é simmetrica ?

Esercizio 7.9. Se A € M, ,,(k) la traccia di A ¢é data da

Tr A := Zn: Q.-
i=1
Sia ©: My 2(R) x Mz 2(R) — R definita da
®(A, B) := Tr(AB).
Verificate che ® ¢ bilineare e simmetrica. Determinate una base che diagonalizza P.

Esercizio 7.10. Sia q: M, ,(R) — R la forma quadratica definita da q(A) := Tr(A?). Determinate
rango e segnatura di q. (Suggerimento: esaminate la restrizione di q al sottospazio delle matrici
simmetriche/anti-simmetricha).

Esercizio 7.11. Sia
U:={X € R® |2y + 225 + 3z3 = O} (7.8.15)

Sia v := (1,1,1). Determinate la proiezione ortogonale div su U, se R® ha il prodotto scalare standard.

Esercizio 7.12. Sia (V,(,)) uno spazio vettoriale euclideo. Sia 0 # v € V. Definiamo

v oA 1%
W= w—Q?ml‘Qv

(1) Dimostrate che R, é una isometria di V.

(2) Interpretate geometricamente R, nel caso in cui V. =V% o V = V3.
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Esercizio 7.13. Sia f la forma quadratica suR? data da
f(z1,20) = 2% + 22129 + 323,
Trovate una base di R?, ortonormale per il prodotto euclideo standard, che diagonalizza f.

Esercizio 7.14. Sia A € M32(R) data da

=[5 3]

1. Si verifichi che (X,Y) := X'~ A-Y ¢ un prodotto euclideo su R?.
2. Sia f la forma quadratica su R? definita da f(x1,72) = 23 + 22172 — 323. Trovate una base di
R? che diagonalizza f e che ¢ ON per il prodotto euclideo del punto (1)
Esercizio 7.15. Siano V uno spazio vettoriale finitamente generato di dimensione n, e

UicUycCc...cU,=V

una catena di sottospazi vettoriali tali che dimU; = ¢ per i € {1,...,n}. Sia f € Q(V) una forma
quadratica tale che, per ogni 1 < i < mn, la restrizione di f a U; sia non degenere. Dimostrate che esiste
una base B ={v1,...,v,} di V che diagonalizza f, e tale che, per ogni 1 <i <n,

<Ula"'7vi> =U;.

Esercizio 7.16. Sia V uno spazio vettoriale reale finitamente generato, e f una forma quadratica su
V. Siano B e C basi di V. Si dimostri che Det Mp(f) e Det Mc(f) sono entrambi nulli, o hanno lo
stesso segno.

Esercizio 7.17. Sia A € M.}, (R) una matrice reale n x n simmetrica e f(X) = X*- A- X la forma
quadratica associata. Per p € {1,...,n} sia A(p) la matrice simmetrica p X p con entrate i,j uguale
all’entrata i,j di A. Per esempio

011 a1 ailr a2 a3
A() = (an), A(2) :—[ } AB) = | am oz azs

a1 a2
azy1 azz ass

Supponete che Det A(p) # 0 per ogni p. Dimostrate che s_(f) é uguale al numero di cambi di segno
nella sequenza
1, Det A(1), Det A(2),...,Det A(n), (7.8.16)

ovvero che, denotando con c il numero di cambi di segno nella sequenza (7.8.16), la segnatura di f é
uguale a n — 2¢. (Suggerimento: usate i risultati dell’Esercizio 7.15 e dell’Esercizio 7.16.)

Esercizio 7.18. Sia A € M, (k). Dimostrate che
Pa(A) = A" — (Tr ANt ...+ det A, (7.8.17)

dove la traccia Tt A =37, a;; ¢ come nell’Esercizio 7.9. In particolare, seque che Tr(G* - A-G) =
Tr A; deducte questo risultato dalll’Esercizio 7.9.
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Capitolo 8

Coniche e quadriche

8.1 Coniche e quadriche affini

Sia A uno spazio affine reale di dimensione 2 - per esempio A?. Una conica in A & I'insieme dei punti
le cui coordinate rispetto a un sistema di coordinate affini sono le soluzioni reali di un polinomio reale
f(z1,z2) di grado 2

C=A{p| f(z1(p),22(p)) = 0}. (8.1.1)

La f(z1,z2) = 0 si dice equazione cartesiana di C. La definizione ha senso perché se (yi,y2) € un
nuovo sistema di coordinate allora esistono una matrice invertibile A € Ms 5(R) e un vettore colonna
B € M3 1(R) tali che la relazione tra vecchie e nuove coordinate &

X=A-Y +B. (8.1.2)
Sostituendo I'espressione delle (z1,z2) data sopra nella f(x1,xs) abbiamo che

C = {p| flanyi(p) + a1292(p) + b1, az191(p) + azay2(p) + b2) = 0}. (8.1.3)

Siccome f(a11y1 + a12y2 + b1, a21y1 + az2ys 4+ b2) € un polinomio di grado 2 nelle (y1,y2) vediamo che la
definizione di conica ¢ ben posta. I risultati ottenuti sulle forme quadratiche daranno forme canoniche
affini per le coniche.

Proposizione 8.1.1. Sia C una conica nel piano. Esiste un sistema di riferimento affine RA(O, 1, x2)
tale che C abbia per equazione cartesiana una delle equazioni in forma canonica della Tabella (8.1).
L’equazione cartesiana canonica di C é (appunto) unica.

Dimostrazione. Siano (z1,z2) coordinate cartesiane nel piano. Supponiamo che C sia data da (8.1.1)
e scriviamo
f(x1,22) = q(z1,22) + pa1 +vas + 0 (8.1.4)

dove ¢ ¢ una forma quadratica non nulla. Quindi esiste una matrice simmetrica M € M;2(R) non
nulla tale che
q(xy,m0) = X' M- X. (8.1.5)

Ora siano (yi, y2) coordinate rispetto a un nuovo sistema di coordinate cartesiane; esistono una matrice
invertibile A € M, 2(R) e un vettore colonna B € Ms;(R) tali che la relazione tra vecchie e nuove
coordinate di uno stesso punto ¢ data da (8.1.2). Sia

9(1,y2) = flanyr + arayz + b1, az1y1 + aza2ye + ba).

Nel nuovo sistema di riferimento la conica C ha equazione cartesiana g(y1,y2) = 0. Scriviamo
91, y2) = d' (y1,y2) + 1y +v'y2 + 6 (8.1.6)
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Tabella 8.1: Equazione canonica delle coniche in Aﬁ

Equazione canonica Nome

22 +23—-1=0 ellisse

2?2 +224+1=0 ellisse complessa

coniche non-degeneri
3 —22—-1=0 iperbole

3 —x9=0 parabola

2?2+ 22 =0 coppia di rette complesse coniugate

x] — x5 =0 coppia di rette incidenti

coniche degeneneri
x% —1=0 coppia di rette parallele

x% =0 retta doppia

dove ¢’ ¢ una forma quadratica non nulla. Un facile conto da che
gy, ye) =Y - A M- A-Y. (8.1.7)
Per il Corollario 7.5.6 esiste A invertibile tale che A" - M - A sia diagonale con entrate in {0,+1}.
Quindi in un opportuno sistema di coordinate cartesiane (y1,y2) abbiamo che C ha equazione
ity VY + (8.1.8)
oppurre
Ty 4+ Wy + vy + 0. (8.1.9)

Se a € R & non nullo gli zeri di f(y;,y2) sono gli stessi zeri di af(y1,y2), quindi possiamo assumere
che nelle equzioni (8.1.8) e (8.1.9) il coefficient di y? sia 1. Supponiamo che C' abbia equazione y7 +
eys + pw'y1 + vy + 6 dove € = 1. Si ha

Vit e+ v+ 0= (1 /2)7 + e(ye + e /2 + 00— (1/2)7 — e(v/2)°.
Passando al sistema di coordinate (z1,23) tali che z1 = (y1 + 1///2) e z2 = (y2 + ev//2) 'equazione
cartesiana di C diventa 27 + €25 +d = 0 dove d := (¢ — (1/'/2)? — €(+'/2)?). Se d = 0 abbiamo

una forma canonica e C' & una coppia di rette complesse coniugate oppure una coppia di rette (reali)
incidenti. Se d < 0 una equazione cartesiana di C' &

() +<(G)

Passando a coordinate cartesiane (wq,ws) date da w; := z;/+/|d| otteniamo una equazione in forma
canonica e vediamo che C' o € una ellisse o una iperbole. Se d > 0 otteniamo in modo simile un’equazione
canonica di una iperbole oppure di una conica liscia complessa. Se C ha equazione 4y? + p/y; +v"y2 +6"
si procede in modo simile. Per dimostrare che I’equazione canonica € unica si dimostra per prima cosa
che se C1,C5 C A sono coniche non vuote,

Cr = {p| fi(z1(p), z2(p)) = 0}, Ca = {p| fa(z1(p), z2(p)) = 0},

allora esiste 0 # a € R tale che f; = afs. Da questo 'unicita della forma canonica segue subito. O



8.2. SPAZI AFFINI EUCLIDEI 139

Tabella 8.2: Equazione canonica delle quadriche non-degeneri in A%

Equazione canonica Nome Tipo

23 +a3+22—-1=0 ellissoide

72 — 23+ 224+ 1=0 ellissoide complesso

22 +23 —2%2—1=0 iperboloide iperbolico (o a una falda)

2?4+ 123 —234+1=0 iperboloide ellittico (o a due falde)

23+ 23 —x3 =0 paraboloide ellittico

23 — 23 — 23 =0 paraboloide iperbolico

Diamo una interpretazione alternativa della Proposizione 8.1.1. Sia f: A — A un automorfismo
(come spaio affine), si chiama anche affinita. Se X & il vettore colonna di coordinate affini su A esistono
A € M, o(R) invertibile e B € M 1(IR) vettore colonna tali che X (f(p)) = A- X (p)+ B per ogni p € A.
Le affinita includono i movimenti rigidi ma anche le dilatazioni e altre trasformazioni che modificano
gli angoli. Un esempio tipico di trasformazione affine f tra piani diversi II; e IIs nello spazio ¢ la
proiezione “da un punto all’infinito”cio¢ f(p) & lintersezione di IIy con 'unica retta R passante per
p e parallela a una retta fissata Ry (non parallela a II; né a II;). La Proposizione 8.1.1 afferma
che modulo le affinita tutte le ellissi sono equivalenti, e cosi le iperboli, le parabole, etc. In altre
parole se un’ellisse Cy & ottenuta da una curva C applicando una affinitd (per esempio una proiezione
dall’infinito) sappiamo che C; & anch’essa un’ellisse, ma nulla di piu.

Ora sia A uno spazio affine reale di dimensione 3. Una quadrica in A & Iinsieme dei punti le
cui coordinate rispetto a un sistema di coordinate affini sono le soluzioni reali di un polinomio reale
f(z1, 29, 23) di grado 2

Q=Ap| f(z1(p), z2(p), x3(p)) = 0}. (8.1.10)

La f(x1,x2,23) = 0 si dice equazione cartesiana di Q. Ragionando come nel caso delle coniche si vede
che la definizione ha senso, cioé se vale (8.1.10) in un sistema di coordinate allora in qualsiasi sistema
di coordinate affini ) € 'insieme dei punti le cui coordinate sono gli “zeri”di un polinomio di grado 2
(che dipende dal sistema di coordinate !). La dimostrazione della Proposizione 8.1.1 si pud adattare
per dare equazioni canoniche delle quadriche e per dimostrare che I’equazione canonica ¢ unica. Nella
Tabella (8.2) abbiamo elencato le equazioni canoniche delle quadriche cosidette non-degeneri, le altre
(quelle cosidette degeneri) sono coni, cilindri, coppie di piani, piani doppi, rette, punti o l'insieme
vuoto.

8.2 Spazi affini euclidei

Sia A uno spazio affine reale con spazio vettoriale associato V. Supponiamo che V sia uno spazio
vettoriale euclideo cioe che sia provvisto di un prodotto scalare definito positivo (,): diciamo che A &
uno spazio affine euclideo. Dati P,(Q € A definiamo la distanza tra P e () come

d(P,Q) = ||PQ|. (8.2.1)
La distanza ha le seguenti proprieta:

(1) d(P,Q) > 0 e si ha equaglianza solo se P = Q.
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(2) d(P,Q) =d(Q,P).

(3) Per il Corollario 7.7.3 vale la disequaglianza triangolare
d(P,Q) < d(P,R) + d(R, Q). (8.2.2)

Il primo esempio che viene in mente & lo spazio affine A% con la distanza determinata dalla scelta di
una unita di misura. In uno spazio affine euclideo A di dimensione n ha senso la nozione di sistema
di riferimento ortonormale: & un sistema di riferimento affine RA(O;iy,...,1i,) tale che la base di V' &
ortonormale. Denoteremo RA(O;iy,...,i,) con RC(O;iy,...,i,) per sottolineare che il riferimento &
ortonormale. Supponiamo che P, @ € A abbiano coordinate (z1,...,z,) e (y1,-..,Ys) nel riferimento
RC(Osiy, ... ,1y,): allora

d(P,Q) = (i — i) (8.2.3)
i=1
Siano X e Y le coordinate relative a due sistemi di riferimento ortonormali: la relazione che lega le
coordinate dello stesso punto nei due sistemi di coordinate ¢ X = A-Y + B dove A € M, ,(R) &
ortogonale e B € M, 1(R).

Definizione 8.2.1. Sia A uno spazio affine euclideo. Un’applicazione f: A — A & una isometria se
conserva le distanze cioé se per ogni P,Q € A si ha che d(P, Q) = d(f(P), f(Q)).

Proposizione 8.2.2. Sia A uno spazio affine euclideo con spazio vettoriale associato V. Sia f: A — A.
Allora f € una isometria se e solo se é un’affinita e l’applicazione lineare associata F:'V — V & una
isometria F € O(V).

Dimostrazione. Supponiamo che f sia una isometria. Siccome f preserva le distanze manda paral-
lelogrammi in parallelogrammi e quindi ¢ un’affinita. F: V — V & una isometria perché lo e f. 1l
viceversa (se f ¢ un’affinitd con applicazione lineare associata F' € O(V) allora f ¢ una isometria) &
immediato. O

8.3 Forma canonica euclidea di coniche e quadriche

Sia A uno spazio affine euclideo di dimensione 2, con spazio vettoriale associato V' e prodotto scalare
(,). Sia C C A una conica. Sappiamo (vedi la Sezione 8.1) che esiste un sistema di coordinate affini
nelle quali C' ¢ data da una delle equazioni cartesiane elencate in (8.1). Siccome A & uno spazio affine
euclideo ha senso considerare sistemi di riferimento cartesiani ortonormali RA(O;1,j) cie tali che {i, j}
sia una base ortonormale di V. Se X e Y sono coordinate relative a due tali riferimenti la relazione
tra le coordinate di uno stesso punto p ¢ data da

X(p)=A-Y(p)+B, Ac0yR). (8.3.1)

Il Teorema spettrale per operatori simmetrici, nella versione data dal Teorema 9.6.8, permette di
dimostrare che esiste un sistema di riferimento cartesiano ortonormale RA(O;1i,j) nel quale C' & data
da una delle equazioni cartesiane elencate in (8.1). La dimostrazione ¢ un semplice adattamento della
dimostrazione del Proposizione 8.1.1 - lasciamo i dettagli al lettore. Un risultato analogo si dimostra
per le quadriche in uno spazio affine euclideo di dimostrazione 3.

Osservazione 8.3.1. Sia A uno piano affine euclideo a L C A una retta. La riflessione nella retta L
¢ P'unica isometria pr: A — A tale che pp, ristretta a L ¢ lidentita, pp o pr = Idy e pr # Idy. Se
(1, x2) sono coordinate di un sistema di riferimento ortonormale e L & I'asse delle x; allora pj, porta
il punto di coordinate (z1,x2) nel punto di coordinate (z1, —x2). Sia F' C A; diciamo che L & un asse
di simmetria di F se pr(F) = F. Le forme canoniche euclidee delle coniche mostrano che una conica
ha almeno un asse di simmetria. Per esempio un ellisse ha due assi di simmetria (ortogonali tra loro),
una parabola ne ha uno.
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Tabella 8.3: Equazione canonica euclidea delle coniche in A%g

Equazione canonica Nome

2
+%—1:0,a12a2>0 ellisse

2
o + i—g +1=0a; > a2 >0 ellisse complessa

coniche non-degeneri

2 2
%—%—1:0a1>0,a2>0 iperbole
1 2
2
% —x9=0,a>0 parabola
2 2
% + % =0, a1 > ao >0 coppia di rette complesse coniugate
2 2
% - % =0, a1 > ao >0 coppia di rette incidenti

) coniche degeneneri
% —1=0,a>0 coppia di rette parallele

x% =0 retta doppia

Esercizi del Capitolo 8

Esercizio 8.1. Siano (z,y) coordinate affini su A%. Per ciascuna delle sequenti coniche determinate
se & degenere/non-degenere e se é non-degenere dite se é un’ellisse, un’iperbole...

Cr:22% —10oy —y? —20—4y =0, Cor:ay—3z+y—3=0, Cs5:92°>—6zy+y?’—Te+y—1=0.

Esercizio 8.2. Sia A un piano affine euclideo e (x1,x2) coordinate di un sistema di riferimento
ortonormale. Sia C C A Dellisse di equazione cartesiana

322 + 22120 + 222 + x5 = 0. (8.3.2)

Date equazioni cartesiane degli assi di simmetria di C.
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Capitolo 9

Endomorfismi

Il problema di cui ci occuperemo prevalentemente sara il seguente: dato un endomorfismo f di uno
spazio vettoriale finitamente generato dare una base tale che la matrice associata a f sia semplice, per
esempio diagonale.

9.1 DMotivazione

Sia V' uno spazio vettoriale finitamente generato su k e f: V — V un suo endomorfismo. Ci porremo
il problema di trovare una base B che renda facile analizzare f attraverso la matrice M5 (f). L'ideale &

trovare una B tale che ME(f) sia una matrice diagonale. Se la base B = {v1,...,v,} & tale che ME(f)
¢ diagonale si dice che diagonalizza f: equivale a richiedere che esistano Aq,...,\, (qui n := dimV)
tali che

f(’Ul) = )\ﬂ}i 1= 1,...,’”,. (9.1.1)

Attenzione: esistono f per cui non esiste una base che diagonalizza f, vedi 'Esempio 9.3.1 e
I’Esempio 9.3.2, se esiste una tale base diciamo che f & diagonalizzabile. Notate la somiglianza
con il problema di diagonalizzare una forma quadratica (o bilineare simmetrica). In questa sezione da-
remo qualche motivazione per questo problema. Sia A € M, (k). Per la Proposizione 4.9.6 trovare
una base che diagonalizza L4 equivale a trovare G € GL, (k) tale che A = G™! - A - G sia diagonale -
esplicitamente le colonne di G sono i vettori della base B che diagonalizza. Quindi se abbiamo trovato
un tale G abbiamo che A = G - A - G~!. Questa uguaglianza ci permette di calcolare facilmente tutte
le potenze A" perche

AT =G-A"-GT! (9.1.2)
e A" & una matrice diagonale con entrate le potenze r-esime delle entrate di A. Sia A a entrate reali; le

potenze di A intervengono nell’esponenziale di A, che si definisce come segue. Consideriamo la somma

1 1
§A3 o A (9.1.3)

Se |a;;| < S per ogni 1 < 4,5 < n allora il valore assoluto di ciascuna entrata di A" & al pill uguale

1
oy ::1n+A+§A2+

an"~1S": ne segue che le entrate di o, sono successioni convergenti (per r — 00): la matrice le cui
entrate sono i limiti delle rispettive successioni di entrate ¢ esponenziale di A, la denotiamo e4, e

scriviamo
o0

1 1 1 1
M=) AT =1, A AT A AT (9.1.4)
e d 2 3! d

L’esponenziale ¢ importante perché vale una relazione analoga all’'uguaglianza d(e!)/dt = e’

d

ae“‘ = At (9.1.5)
Quindi una soluzione del sistema di equazioni differenziali nelle funzioni ¥y, ...,y,: R — R dato da
Y(t)=A-Y(),,  Y(0)=B5B, (9.1.6)
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(Y:R — R"™ & la funzione con entrate yi,...,¥,, e B € R") & dato da Y (t) = e - B (si dimostra che
¢ l'unica soluzione).
Ora supponiamo che A sia diagonalizzabile e quindi che valga (9.1.2). Allora si ha che

[et™ 0 ... ... ... 0
0
=G (LA DA+ AP AT )G =G| ' ' o B Weht (9.1.7)
S
0 0 et

9.2 Autovalori, autospazi
Sia V' uno spazio vettoriale su k e f: V — V un endomorfismo. Sia A € k: poniamo
WA(f) :=ker(f — A1dy). (9.2.1)

Definizione 9.2.1. Un X € k ¢ un autovalore di f se Va(f) # {0} cioe se esiste 0 # v € V tale che
f(v) = M. Un tale v si chiama autovettore di f. L’autospazio associato all’autovalore A & Vy(f). Se
A € M, (k) gli autovalori, autovettori, autospazi di L4 si chiamano anche autovalori, autovettori,
autospazi di A.

La seguente osservazione € gia stata fatta informalmente, e giustifica la Definizione 9.2.1.

Osservazione 9.2.2. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su k. Un endomorfismo f: V — V
e diagonalizzabile se solo se esiste una base di V' i cui elementi sono autovettori di f.

o[

e L4: R? — R? I’applicazione lineare associata. Allora 2 e 3 sono autovalori di A e gli autospazi relativi

Esempio 9.2.3. Sia

sono

Va(La) = {(t,—t) | t € R}, Va(La) ={(t,—2t) | t € R}.

Esempio 9.2.4. Sia V := C®(R) e ®: C*(R) — C*(R) definita da ®(f) := f”. Sia k € R; allora le
funzioni fi,(z) = sinkx e gp(x) = cos kx sono autovettori di ®, con autovalore associato —k?.

Esempio 9.2.5. Sia A € Ms2(R) la matrice dell’Esempio 9.2.3. Allora B := {(1,—1),(1,—2)} ¢ una
base di R? i cui elementi sono autovettori di A, quindi A & diagonalizzabile. Esplicitamente

HEI Y

e percio

—1
R L s B | I I
Notiamo che da (9.2.2) segue che

1 1" [ 1 1 l2m o[ 2 1] gmtl _ gm om _ gm

2 4| | -1 =2 0 3m -1 -1 | | —omtljpg9.3m _om_o.3m |’

A 2¢? — €3 e? —¢3
—2¢2 4 2¢3  —e242¢3 |

e che
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Proposizione 9.2.6. Siano V uno spazio vettoriale finitamente generato di dimensionen, e f: V =V
un suo endomorfismo. Allora Det(A1dy —f) é un polinomio in \ a coefficienti in k, monico di grado
n (monico significa che il coefficiente di \™ ¢é uguale a 1).

Dimostrazione. Conseguenza immediata della Proposizione 7.8.3. O

Definizione 9.2.7. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su k e f: V — V un endomorfi-
smo. Il polinomio caratteristico di f e

Py :=Det(AIdy —f) € k[)]. (9.2.3)

Notiamo che, se A € M, ,(k), il polinomio caratteristico di L4 € uguale al polinomio caratteristico

di A:
Pr, = Py4. (9.2.4)
Osservazione 9.2.8. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generatosu ke f: V' — V un endomorfismo.
Un Mg € k & un autovalore di f se e solo se ¢ una radice di Py. Infatti Ao ¢ un autovalore di f se e
solo se ker(A\g Idy —f) # {0} ovvero se e solo se esiste 0 # v tale che f(v) = Agv. Vediamo anche che

se A\g € k e un autovalore di f allora gli autovettori con autovalore Ao sono gli elementi non-nulli di
ker()\o IdV —f)

Esempio 9.2.9. Sia A € M;»(R) data da
A= { 1 ] .
1 0

A—-1 -1
-1 A

Allora

PA:det[ }:)\2—)\—1.

Quindi gli autovalori di A sono

1+v5 1-+5
9 2

e si trova che
La(2,~1+V8)=(1+5,2)=(255)(2,~1+V5), La(2,~1-V5)=(1-v5,2)=(155)(2,-1-V5).

Percio la base B := {(2,—1 4 /5),(—2,1 + v/5)} diagonalizza A. Segue che

b MS (L) =MB(1dya ) ME (L a)-ME (10 )= 2 -2 || 2 ol 2 =]
1o | ST e R AT _1hvE 148 0 155 14VE 1+VE |

Un facile calcolo da che

-1

2 -2 1 145 2
-1 —
[ +V5 1+\/5} {1 V5 2]

=
Segue (con una serie di calcoli) che

[ L1 ]m o l (LLBym+1 _ (1= ym+1 B — (Ao )m ] (9.2.5)

2 ( 2
1 0 - ﬁ (1+\/5)m _ (1—\/5)m (1+2\/5)m—1 _ (1—\/5)771—1

2

Questa uguaglianza da una formula chiusa per i numeri di Fibonacci (vedi '’Esempio 4.4.17). Ri-
cordiamo che la successione di Fibonacci {x, }m>0 ¢ definita ricorsivamente, ponendo 1 = xy = x7 €
Tm = Tm—1 + Tm_o per m > 2. I numeri di Fibonacci sono i termini della successione di Fibonacci.

m+1 m—+1
- % (1 +2*/5> _ (1 _2‘/5> . (9.2.6)

Dimostriamo che
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Infatti, come visto nell’Esempio 4.4.17,

Tt 111"
— . 9.2.7
o=l ] 02
Applicando (9.2.5), si trova la formula (9.2.6), se si tiene conto dell’'uguaglianza A\?> = X\ + 1 per
A= (1++/5)/2.

Esempio 9.2.10. Se A € M, ,(R) ¢ simmetrica, allora A ¢ diagonalizzabile per il Teorema spettrale
(cio¢ il Teorema 7.8.1). Infatti, per il Teorema spettrale esiste una base ON B = {vy,...,v,} di R®
(con prodotto euclideo standard) tale che la forma quadratica f € Q(R") definita f(X):= Xt - A- X

¢ diagonale nella base B, cioe
f (Z l‘i’Ui> = Z)\Zl'?
i=1

Sia G := Mg (Idg~) la matrice del cambiamento di base, dalla base standard S = {ey,...,e,} alla base
B; allora
A=G"- A G, (9.2.8)

dove A ¢ la matrice diagonale cone entrata \;d;; su riga i e colonna j. D’altra parte G* - G = 1,, perché
la base B & ON per il prodotto euclideo standard, cioe G* = G~!. Quindi (9.2.8) da che A ¢ anche
coniugata a A, e percio ¢ diagonalizzabile.

9.3 Molteplicita algebrica e geometrica di autovalori

I seguenti esempi dimostrano che esistono endomorfismi che non sono diagonalizzabili.

Esempio 9.3.1. Sia k un campo e A € M 5(k) data da
A= 31 .
0 3

A—3 -1
P = = — 2_
A det[ 0 )\_3:| (/\ 3)

Allora

Quindi 3 & l'unico autovalore di A. Un facile calcolo da che gli autovettori sono i vettori (a,0) dove
a # 0. Segue che A non ¢ diagonalizzabile.

Esempio 9.3.2. Sia A € M32(R) data da

0 -1
ae]0 1.
Allora
Al
PA_det[l /\]_/\2+1.

Quindi A non ha autovalori e in particolare non & diagonalizzabile. Ora consideriamo A come elemento
di M5 2(C): allora P4 ha le due radici ¢ e —i e quindi A ha due autovalori. Un facile conto da che
(1,—14) e (1,4) sono autovettori di A:

La(l, =) = i(1,—),  La(1,d) = —i(1,4).

Percio la base B := {(1, —1), (1,4)} diagonalizza A.

Osservazione 9.3.3. L’Esempio 9.3.1 e 'Esempio 9.3.2 sono sostanzialmente diversi. Nel primo
esempio la matrice A non ¢ diagonalizzabile qualsiasi sia il campo che si considera (i numeri 1 e 3
hanno senso in qualsiasi campo). Nel secondo esempio A & diagonalizzabile se il campo contiene una
radice di —1, cioe ’eventuale non diagonalizzabilita & imputabile a inadeguatezza del campo.
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Lemma 9.3.4. Sia V' uno spazio vettoriale finitamente generato, di dimensione n. Se un endomorfismo
[V — V é diagonalizzabile, allora Py ha n radici (contate con molteplicita) in k, cioé esistono
A, ..oy A € k tali che Pp =TT (A= \).

Dimostrazione. Sia B una base di V che diagonalizzi f e quindi esistono Aq,...,\, € k tali che
Mg(f) = (Nidi;). Allora Py =TT (A = \). 5

L’Esempio 9.3.1 dimostra che non vale il viceversa del Lemma 9.3.4, cio¢ non & vero che se Py
e prodotto di fattori lineari allora f e diagonalizzabile. Vedremo quale altra ipotesi occorre fare per
garantire che un endomorfismo sia diagonalizzabile.

Proposizione 9.3.5. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su k. Siano f: V — V un
endomorfismo e A\g € k un autovalore di f. Allora

1 < dimVy,(f) < multy, Ps. (9.3.1)

Dimostrazione. La diseguaglianza di sinistra di (9.3.1) vale per ’Osservazione 9.2.8. Rimane da
dimostrare che vale la diseguaglianza di destra di (9.3.1). Sia {v1,...,vaimv,, } una base di Vi, (f) ed
estendiamola a una base B = {vy,...,v,} di V. Quindi f(v;) = Aov; per 1 <i < dim V), (f). Abbiamo
che

(A= Xo) 0 0 x L. %
0 (A= 2o) .
: 0 0 S
MENIdy —f) = : : oo (A=) P (9-3.2)
. .
0 0 .0 ko w

dove il numero di colonne in cui appare (A — Xg) ¢ uguale a dimV),. Sviluppando il determinante
secondo la prima colonna e iterando troviamo che Py = (A — Xg)" - ¢ dove r := dim Vi, (f) e ¢ € k[A].
Quindi multy, Py > r = dim V), (f). O

Corollario 9.3.6. Sia V uno spazio vettoriale su 'k e f: V — V un endomorfismo. Allora

> dimVy(f) < dim V. (9.3.3)
A€k

Dimostrazione. Per la Proposizione 9.3.5 ¢ la disequazione (1.6.6) abbiamo che

> dimVy(f) <> multy P < deg Py. (9.3.4)
AEk Ak
Siccome deg Py = dim V' - vedi il Lemma 9.3.4 - segue il risultato. O
Esempio 9.3.7. Sia
X 1 0 ... . . 0]
0 .
A= 1t (9.3.5)
0
o
| 0 0 Ao
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(Le entrate sulla diagonale principale sono uguali a A\, quelle immediatamente sopra sono uguali a 1,
le altre sono 0.) Abbiamo che
Py=(A—X)"

quindi 'unico autovalore di A ¢ Ag e multy, P4 = n. Inoltre dim Vy,(L4) = 1. Quindi in questo caso
la (9.3.3) ¢ una diseguaglianza stretta a meno che n = 1. Vediamo anche che se n > 1 allora A non ¢

diagonalizzabile.

Lemma 9.3.8. Sia V uno spazio vettoriale su k e f: V. — V un endomorfismo. Siano vi,...,vq €
V' autovettori con autovalori Ai,...,A\q a due a due distinti. Allora vy,...,vq sono linearmente
indipendenti.

Dimostrazione. Per induzione su d. Se d = 1 il risultato & vero perché per definizione un autovettore

¢ non nullo. Dimostriamo il passo induttivo. Sia d > 1. Supponiamo che v1,...,v4 siano linearmente
dipendenti. Quindi esistono ayq,...,aq € k non tutti nulli tali che
0=oqv1 + ...+ aqug. (9.3.6)
Di fatto
a; 70 V1 <i<d. (9.3.7)

Infatti se un «; si annullasse avremmo una relazione di dipendenza lineare tra una lista di autovet-
tori con autovalori associati distinti contenente meno di d elementi, contro l'ipotesi induttiva. Ora
applichiamo f:

0= f(0) = flanvy + ...+ aquq) = a1 1v1 + ... + @gAqva. (9.3.8)

Siccome d > 1 e gli autovalori sono distinti esiste un A; non nullo: riordinando possiamo assumere che
sia A¢. Moltiplicando (9.3.8) per A;' otteniamo che

0= a1 A; " A1 + ... + @g—1 A7  Aa—1va + aqug. (9.3.9)
Sottraendo (9.3.9) da (9.3.6) si ha che
a1 (T ="M+ .o+ ag1 (1= A Ago1)va—r = 0. (9.3.10)

Sia 1 <4 < (d—1). Per (9.3.7) sappiamo che «; # 0 e, siccome Ap,...,\q sono distinti abbiamo
anche che (1 — A\;')\;) # 0. Quindi a;(1 — A;'\;) # 0. Per (9.3.10) segue che vy, ...,v4—1 Sono
linearmente dipendenti, e questo contraddice l'ipotesi induttiva. Segue che vy, ..., vq sono linearmente
indipendenti. O

Proposizione 9.3.9. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato suk e f: V. — V un endomor-
fismo. Allora f é diagonalizzabile se e solo se il numero di radici di Py in k (contate con molteplicita)
¢ uguale al grado di Py, e per ogni autovalore A di f si ha che

dlmV)\(f) = multA(Pf). (9.3.11)

Dimostrazione. Supponiamo che esista una base B = {v1,...,v,} che diagonalizza f. Il numero di
radici di Py in k (contate con molteplicita) & uguale alla dimensione di V' per il Lemma 9.3.4. Per
I’Osservazione 9.2.2 ciascun v; ¢ un autovettore di f: sia A; l'autovalore associato. Sia A; un
autovalore di f; '’espressione di Py data nel Lemma 9.3.4 mostra che

Siccome ogni v; tale che A\; = \; appartiene a V), (f) vediamo anche che dim Vy,(f) = multy,(Py), e
quindi si ha equaglianza per la Proposizione 9.3.5. Ora supponiamo che il numero di radici di Py in
k (contate con molteplicitd) & uguale alla dimensione di V, e che valga (9.3.11) per ogni autovalore A
di f: dimostriamo che f & diagonalizzabile. Siano Aq,..., g gli autovalori distinti di f. Per 1 <1i <d
sia

{'Ui,la S Ui,n(i)}
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una base di Vy,(f) (quindi n(i) = dim Vy,(f)). Dimostriamo che

{UIJJ"'7vlnmlb'~-7”@1»"~aan(ﬂ7~-‘vdJ7~'~a”dde)} (9.3.13)

¢ una base di V. Applicando il Lemma 9.3.8 si vede che i vettori di (9.3.13) sono linearmente
indipendenti, d’altra parte il loro numero e

n(1) +n(2) + ...+ n(d) =>_ dimVA(f) = > _multy(Py) = deg Py = dim V.
A€k A€k

(La seconda uguaglianza segue da (9.3.11), la terza dall’ipotesi che il numero di radici di Py in k
(contate con molteplicita) & uguale al grado di Py.) Segue che (9.3.13) & una base di V. Siccome i
vettori della base (9.3.13) sono autovettori di f la f & diagonalizzabile - vedi I’Osservazione 9.2.2. [

Corollario 9.3.10. Sia V' uno spazio vettoriale su k di dimensionen Sia f: V — V un endomorfismo.
Se Py ha n radici distinte (in k) allora f ¢é diagonalizzabile.

9.4 Forme Hermitiane

9.4.1 Definizione di forma Hermitiana

Per spazi vettoriali reali esiste la nozione di prodotto scalare definito positivo e quindi di spazio vetto-
riale euclideo. Se V' & uno spazio vettoriale complesso la nozione di forma bilineare simmetrica definita
positiva non ha senso. Per poter definire I’analogo complesso di spazio vettoriale euclideo introduciamo
le forme hermitiane.

Definizione 9.4.1. Sia V uno spazio vettoriale complesso. Una forma hermitiana su V' ¢ una funzione

H
VxV — C (9.4.1)
(v,w) = H(v,w)
che gode delle seguenti proprieta.

1. Dato wy € V la funzione V' — C definita da v — H(v,w) & lineare. (Cioe H(,) & lineare a
sinistra.)

2. H(w,v) = H(v,w).
Esempio 9.4.2. Sia A € M,, ,(C) e definiamo H: C" x C™ — C ponendo
HX,)Y)=X'"-AY, XYecCn (9.4.2)
Allora H & un prodotto hermitiano su C™ se e solo se
Al = A (9.4.3)

Infatti H(,) & lineare a sinistra qualsiasi sia A, e inoltre

HY,X)=Y"- A X=(Yt-A-X)l =X -A. Y =Xx""4"7. (9.4.4)

Segue che H(Y, X) = H(X,Y) per ogni X,Y € C” se e solo se A= A, ovvero vale (9.4.3). Se H =1,
otteniamo la forma hermitiana standard su C"

(X,Y)=X"Y. (9.4.5)

(In questo caso denotiamo H(X,Y) con (X,Y), vedi la Sottosezione 9.4.2.)
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Esempio 9.4.3. Sia C°([—n,7])c linsieme delle funzioni f: [—m, 7] — C continue, cioe tali che f(z) =
u(z) + iv(z) dove u,v: [-m,m] — R sono continue. Si verifica facilmente che C°([—m,7])c ¢ un
sottospazio vettoriale (complesso) di CI=™7. Definiamo

H(fg) = [ f@ig@ide,  figeC-m e (9.4.)

L’integrale di Riemann ¢ definito calcolando la parte reale e immaginaria della funzione f(z)g(x).
Esplicitamente scriviamo f(x)g(z) = w(z) + iv(z) dove u,v: [—m, 7] — R sono continue fuori da un
sottoinsieme finito di [, 7]: allora

f(z)g(x)dx := / u(z)dz + z/ v(x)dz. (9.4.7)
Si verifica facilmente che H(,) ¢ un prodotto scalare hermitiano su C°([—m, 7])c.
Osservazione 9.4.4. Sia V uno spazio vettoriale complesso e H una forma hermitiana su V.

1. Siano v, wi,ws € V e A1, Ay € C. Si ha che

H(U, Awi + /\ng) = H()\lwl + Aowo, ’U) = XlH(U)l, ’U) + XQH('LU27 ’U). (948)

2. Sia v € V; siccome H(v,v) = H(v,v) vediamo che H(v,v) ¢ un numero reale.

3. Vettori v,w € V sono ortogonali se H(v,w) = 0, in simboli v L w. Notate che i v L w se e solo
se w L v. Sia S C V un sottoinsieme. L’ortogonale di S &

St={weV]vlw YveS}. (9.4.9)
Se S = {v} denotiamo S+ con v*. Notiamo che v* & il nucleo dell’applicazione lineare

V — C

w o How) (9.4.10)

e quindi & un sottospazio lineare di V. Siccome S+ ¢ I'intersezione dei sottospazi v per v € S
ne segue che S+ & un sottospazio di V.

9.4.2 Forme Hermitiane definite positive

Definizione 9.4.5. Sia V' uno spazio vettoriale complesso. Una forma hermitiana H su V e definita
positiva se per ogni 0 # v € V si ha che
H(v,v) > 0. (9.4.11)

Una forma hermitiana su V definita positiva verra denotata spesso con (,), cio¢ porremo (v, w) =
H(v,w).

Esempio 9.4.6. La forma hermitiana standard, vedi (9.4.5), & definita positiva perché
(X, X)=X""X=>|a|* (9.4.12)
j=1

La forma hermitiana dell’Esempio 9.4.3 & definita positiva.

Definizione 9.4.7. Sia V uno spazio vettoriale complesso e (, ) una forma hermitiana definita positiva
suV.

1. La norma di v € V & data da [|v]| := (v, v)'/2.

2. 11 gruppo unitario di (V,(,)) ¢ l'insieme U (V') delle applicazioni lineari invertibili f: V' — V tali
che
(f(v), f(w)) = (v,w) Yv,weV. (9.4.13)

(Chiamiamo f un operatore unitario.) Il gruppo unitario di C™ con il prodotto hermitiano
standard & denotato U(n).
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3. Supponiamo che V sia finitamente generato. Una base {v1,...,v,} di V & ortonormale (abbre-
viamo con ON) se

Osservazione 9.4.8. Supponiamo che V sia finitamente generato. Sia f: V' — V un’applicazione lineare
tale che vale (9.4.13). Allora f & invertibile e percid ¢ un operatore unitario. Infatti sia 0 # v € V:
allora

(f(v), f(v)) = (v,v) >0 (9.4.15)
e quindi f(v) # 0. Quindi f & iniettiva e siccome V & finitamente generato segue che f & invertibile.

Osservazione 9.4.9. Supponiamo che V sia finitamente generato. Allora esiste una base ON di V.
Infatti si puo ragionare per induzione sulla dimensione di V. Se dimV = 1sia 0 # v € V. Allora
[lv]| # 0 e {v/||v|| & una base ON di V. Per dimostrare il passo induttivo supponiamo che dimV =n
e sia 0 # v € V. Allora v ha dimensione (n — 1) e per lipotesi induttiva (applicata alla restrizione

di (,) a vt) esiste una base ON {v1,...,v,_1} di v*. Sia v, := v/||v||; allora {v1,...,v,} & una base
ON di V.
Osservazione 9.4.10. Supponiamo che V sia finitamente generato e che B = {vy,...,v,} sia una base

ON di V. Allora
(u,w) = Xg(u)' - Xg(w). (9.4.16)

Infatti siano X := Xp(u) e Y := Xp(w). Quindi u = Y7 zjv; e w = >} yxvg. Siccome B & una
base ON

() =(0; 205,300 Uk UR) =01 < TV YRR =D < o T Tk (05 0R) =30 < TR0 =300y 275 (9-4.17)

Osservazione 9.4.11. 11 gruppo unitario U(n) & descritto come segue. Sia A € M, ,,(C) allora L4 € U(n)

se e solo se
At A =1,,. (9.4.18)
Pit in generale supponiamo che V sia finitamente generato, con base ON B = {vy,...,v,}. Sia
f € End(V); allora f € U(V) se e solo se
ME ()" - ME(f) = La. (9.4.19)

Proposizione 9.4.12. Sia V uno spazio vettoriale complesso finitamente generato e (,) una forma
hermitiana definita positiva su V. Sia f € U(V). Gli autovalori di f hanno modulo 1 ed esiste una
base ON di V' che diagonalizza f.

Dimostrazione. Dimostriamo che gli autovalori di f hanno modulo 1. Sia A un autovalore di f e v un
autovettore associato. Allora

(v,v) = (f(v), f(v)) = Qw, ) = |A\]*(v,v). (9.4.20)

Siccome (v, v) # 0 (& strettamente positivo) segue che |[A| = 1. Ora dimostriamo per induzione sulla
dimensione di V' che esiste una base ON che diagonalizza f. Sia n = dim V. Se n = 1 non c’¢ nulla
da dimostrare. Dimostriamo il passo induttivo. Siccome il campo e quello dei complessi esiste un
autovalore \,, di V' con autovettore v,,. Sia

W =uvt :={weV|(wv,) =0} (9.4.21)
Allora f(W) C W: infatti se w € W allora
0= (w,vy) = (f(w), f(vn)) = (f(w), \nvn) = A (f(w), vy) = 0. (9.4.22)

Quindi la restrizione di f a W definisce un endomorfismo g: W — W che & un operatore unitario per
la forma hermitiana definita positiva su W data dalla restrizione di {,). Per ipotesi induttiva esiste
una base ON {vq,...,v,-1} di W che diagonalizza g. Allora {v1,...,vn—1,0,} & una base ON di V'
che diagonalizza f. O
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Osservazione 9.4.13. Supponiamo che V e f siano come nella Proposizione 9.4.12. Sia {v,...,v,}
una base ON che diagonalizza f. Gli autovalori A1,..., A, di f hanno modulo 1 e quindi esistono
01,...,0, € R tali che \; = €% per j =1,...,n. Quindi

foj) = e, 1<j<n (9.4.23)

9.4.3 Applicazioni ortogonali di uno spazio vettoriale euclideo

E naturale chiedersi se esiste un risultato analogo della Proposizione 9.4.12, quando sostituiamo
allo spazio vettoriale complesso con forma hermitiana definita positiva uno spazio vettoriale euclideo.
Se pensiamo a una rotazione del piano vediamo che in generale una isometria di uno spazio vettoriale
euclideo non ¢ diagonalizzabile; il seguente risultato da la generalizzazione corretta.

Proposizione 9.4.14. Sia (V, (,)) uno spazio vettoriale euclideo finitamente generato. Sia f € O(V).

Esistono una base ON {v1 ... 04,21, .., 2p, U1, W1, U, Wa, ..., Ue,We} di V e b1,...,0. € R tali che
fop) = vy 1<p<a,  flzg)=—2, 1<q<b (9.4.24)
e
flug) = cosbsus +sinfsw,,  f(ws) = —sinbsus + cosbws, 1<s<ec (9.4.25)
Dimostrazione. Scegliamo una base ON B = {v1,...,v,} di V. Allora
(v,w) = Xg(v)" - Xp(w) Yo, w e V. (9.4.26)

Ne segue che possiamo assumere che V sia R™ con il prodotto scalare standard. Quindi f = L4
dove A € O(n), cioe A' - A = 1,,. Denotiamo con F: C" — C" I'applicazione data da L, dove A &
pensata come elemento di M, ,,(C): quindi F(X) = f(X) per ogni X € R". Siccome A = A segue che
F € U(n). Per la Proposizione 9.4.12 sappiamo che F' & diagonalizzabile e quindi

> dimVy(F)=n,  dimVy(F)=multy(Pr) Y AeC. (9.4.27)
A

Siano A, p € C autovalori di F' e v,w € C™ autovettori con autovalori A e p rispettivamente. Allora

(v, w) = (F(v), F(w)) = (A, pw) = Ni(v, w). (9.4.28)

1. ne segue che se A # u allora

Per la Proposizione 9.4.12 sappiamo che 1 = |u| ciot T = p~
(v,w) = 0. In altre parole vettori appartenenti ad autospazi diversi sono ortogonali. Ora cominciamo
a costruire una base ON che diagonalizza f. Per ciascuno degli autovettori reali (che appartengono a
{1, —1}) esiste una base ON reale dell’autospazio corrispondente: siano {v; ..., v,} una base ON reale
di Vi(F) e {z1,...,2p} una base ON reale di V_;(F'). Ora sia A un autovalore non reale di F'. Siccome

A & una matrice reale anche A & un autovalore di f e
dim V5 (f) = multy(Py) = multy(Py) = dim V) (f). (9.4.29)

Inoltre se u € V)\(F) allora u € V5(F). Per ogni coppia di autovalori complessi coniugati WY
scegliamo uno dei due autovalori, sia A, e una base ON {¢1,...,tq} di Vi(F). Allora {{1,...,t4} € una
base ON di V5(F). Poniamo

Ug = (ts +1s), (9.4.30)
ws = —=(its — its). (9.4.31)
Un facile clacolo da che ug, ws € R™, che sono ortonormali e che

f(us) = cosbsus + sin G ws, f(ws) = —sinfsus + cos O ws. (9.4.32)
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Quindi se raccogliamo tutti i vettori vettori us; e wy ottenuti in tal modo e aggiungiamo i vettori

V] ..., Vq,21,---,2p abbiamo in tutto n vettori (per 'equazione (9.4.27)) e percio
Ul evey Vg Bl e vy 2y Uty W, U2, Wy -« vy Uey We (9.4.33)
¢ una base ON di V tale che valgono (9.4.24) e (9.4.25). O

Osservazione 9.4.15. Il contenuto della Proposizione 9.4.14 nel caso dello spazio V? dei vettori
geometrici del piano ¢ il seguente: se f € O(V?) allora f ¢ I'identita, o la riflessione in un sottospazio
di dimensione 1 (il caso di due autovalori reali, uno 1 e l’altro —1) o una rotazione. Analogamente il
contenuto della Proposizione 9.4.14 nel caso dello spazio V2 dei vettori geometrici dello spazio & il
seguente: se f € O(V?) allora f & I'identitd, o la riflessione in un sottospazio di dimensione 2 (il caso di
autovalori reali, 1 con molteplicita 2 e —1 con molteplicitd 1) o una rotazione o una rotazione seguita
dalla riflessione nel piano della rotazione.

9.5 Teorema spettrale per operatori autoaggiunti

Siano V' uno spazio vettoriale complesso e (, ) una forma hermitiana definita positiva su V. Dimostre-
remo che certi endomorfismi di V' sono diagonalizzabili. Cominciamo con i preliminari necessari per
definire la classe di endomorfismi che considereremo. Un operatore di V non e altro che un endomor-
fismo T: V. — V. Ci prenderemo la liberta di denotare T'(v) con Tw quando non cid non generera
equivoci.

Lemma 9.5.1. Siano V uno spazio vettoriale complesso e {,) una forma hermitiana definita positiva
suV. SiaT:V — V un operatore. Supponiamo che A, B: V — V siano operatori tali che

(Tv,w) = (v, Aw) = (v, Bw) Yo, w e V. (9.5.1)
Allora A = B.

Dimostrazione. Dalla (9.5.3) segue che (v, (A — B)w) = 0 per ogni v,w € V. Ponendo v = (A — B)w
otteniamo che
0={A—-Bw,(A-Bw)=||(A-Buwl||*> YwecV (9.5.2)

e quindi (A — B)w = 0 per ogni w € V. Percido Aw = Bw per ogni w € V, ovvero A = B. O

Definizione 9.5.2. Siano V uno spazio vettoriale complesso e (,) una forma hermitiana definita
positiva su V. Sia T: V — V un operatore. Se esiste un operatore A: V — V tale che

(Tv,w) = (v, Aw) Yo, w eV (9.5.3)
(unico per il Lemma 9.5.1) diciamo che A & l'aggiunto di T e lo denotiamo T*. Quindi si ha che

(Tv,w) = (v, T*w) Yo, w e V. (9.5.4)
Diciamo che T & autoaggiunto se T = T*.

Proposizione 9.5.3. Siano V' uno spazio vettoriale complesso finitamente generato e (,) una forma
hermitiana definita positiva su' V. Sia T:V — V un operatore. Esiste l'aggiunto di T'.

Dimostrazione. Sia B una base ON di V e A := ME(T). Siano v,w € V; per I'Osservazione 9.4.10
abbiamo che

(Tv,w) = (A Xg(v))' Xp(w) = Xg(v)' A" Xp(w) = Xp(v)* A Xp(w). (9.5.5)

uindi : — V ¢ 'unico operatore tale che = A vale (9.5.4).
Quindi T*: V V & 'uni 1 hMET* At le (9.5.4 O
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Definizione 9.5.4. L’aggiunta di una matrice A € M, ,(C) & la matrice A* € M, ,(C) tale che
L« = L%, dove C" & provvisto del prodotto hermitiano standard; esplicitamente A* = A'. Diciamo
che A € M, ,(C) ¢ autoaggiunta se A = A*, cioe se A= A’

Proposizione 9.5.5. Siano V uno spazio vettoriale complesso finitamente generato e (,) una forma
hermitiana definita positiva su 'V .

1. SiaT:V =V un operatore. Allora

F
VxV — C (9.5.6)
(v,w) +—  (Tv,w)
e una forma hermitiana su'V se e solo se T € autoaggiunto.

2. Data una forma hermitiana H su V esiste un unico operatore autoaggiunto T:V — V tale che
H(v,w) = (Tv,w) per ogni v,w € V.

Dimostrazione. (1): F & lineare a sinistra perché T' & lineare (sia che T sia autoggiunto, sia che non lo
sia). Rimane da dimostrare che F(v,w) = F(w,v) se e solo se T & autoaggiunto. Ora,

F(v,w) = (Tv,w), F(w,v) = (Tw,v) = (w, T*v) = (T"v,w).

Segue il punto (1). Dimostriamo (2): Sia B = {v1,...,v,} una base ON di V, e, in analogia con quanto
fatto per forme bilineari simmetriche, poniamo Mp(H) = A, dove

A5 = H(Ui,’l)j).

Allora A* = A, cioe A & autoaggiunta. Sia T:V — V loperatore tale che M§(T) = A; allora
H(v,w) = (Tw,w) per ogni v,w € V, e T & autoaggiunto perché A lo é. O

Teorema 9.5.6 (Teorema spettrale per operatori autoaggiunti). Siano V' uno spazio vettoriale com-
plesso finitamente generato, (,) una forma hermitiana definita positiva suV e T:V — V un opera-
tore autoaggiunto (per (,)). Gli autovalori di T sono reali ed esiste una base ortonormale di V' che
diagonalizza T.

Dimostrazione. La dimostrazione e per induzione sulla dimensione di V. Se dimV = 1 ogni endo-
morfismo di V' & la moltiplicazione per uno scalare e I'affermazione ¢ banalmente vera. Dimostriamo
il passo induttivo; poniamo n := dim V' > 1. Il polinomio caratteristico Pr ha almeno una radice A:
dimostriamo che A € reale. Sia v un autovettore con autovalore A; siccome T = T abbiamo che

Mv[2 = Mo, v) = Qw,v) = (Tv,v) = (v, Tv) = (v, W) = Mo, v) = N|v||* (9.5.7)

Ma ||v]|?> # 0 perché v # 0 e quindi A = X cioé A & reale. Abbiamo dimostrato che gli autovalori di T
sono reali. Sia v, € V un autovettore con autovalore associato A,, e poniamo

Wi=vt={weV|(wv,) =0} (9.5.8)
Allora W ¢ un sottospazio di dimensione (n — 1). Dimostriamo che T'(W) C W. Sia w € W: allora
(Tw,vy,) = (w, Tv,) = (w, \yvy) = Ap{w,v,) =0

e percid T'(w) € W. La restrizione di (,) a W ¢ un prodotto hermitiano definito positivo. Abbiamo
dimostrato che T(W) C W e quindi la restrizione di T'a W & un operatore autoaggiunto di W (relati-
vamente alla restrizione di (,) a W). Per I'ipotesi induttiva esiste una base ortonormale {v1,...,v,_1}
di W che diagonalizza la restrizione di T a W. La base {v1,...,v5-1,0,} di V & ortonormale e
diagonalizza T'. O
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Corollario 9.5.7. Siano V uno spazio vettoriale complesso finitamente generato, {,) una forma her-
mitiana definita positiva su'V e H una forma hermitian su V. FEsiset una base ON B = {v1,...,v,}
di 'V che diagonalizza H, cioé tale che

n n n
H E ;U5 E Y;v; | = E )\Lx@z
im1 i=1 i=1

Dimostrazione. Segue dal Teorema spettrale per operatori autoaggiunti, e dal punto (2) della Propo-
sizione 9.5.5. [

9.6 Il Teorema spettrale per operatori simmetrici

Come abbiamo visto un endomorfismo di uno spazio vettoriale (finitamente generato) non ¢ neces-
sariamente diagonalizzabile. In questa sezione dimostreremo che se un endomorfismo di uno spazio
vettoriale euclideo gode di una certa proprieta allora e diagonalizzabile. Faremo vedere che questo
risultato equivale ad affermare che, data una forma quadratica su uno spazio vettoriale euclideo, esiste
una base ortonormale che diagonalizza la forma quadratica.

9.6.1 Il Teorema spettrale

Definizione 9.6.1. Sia V uno spazio vettoriale euclideo, con prodotto scalare (,). Un operatore
T:V — V & simmetrico' se per ogni v,w € V

(Tv,w) = (v, Tw). (9.6.1)

Osservazione 9.6.2. Supponiamo che V sia finitamente generato. Sia B una base ortonormale di V
e quindi (v,w) = Xp(v)' - Xg(w) per ogni v,w € V. Allora T € End(V) & simmetrico se e solo se
A= ME(T) & una matrice simmetrica. Infatti T' € End(V) & simmetrico se e solo se per ogni v,w € V

(A- X)) Xp(w) = (Tv,w) = (v, Tw) = X(v)" - (A- Xg(w)) (9.6.2)
e questo vale se e solo se At = A.

Teorema 9.6.3 (Teorema spettrale per operatori simmetrici). Siano (V,(,)) uno spazio vettoriale
euclideo finitamente generato e T: V. — V un operatore simmetrico. Esiste una base ortonormale che
diagonalizza T.

Dimostrazione. Per induzione sulla dimensione di V. Se dim V' = 1 ogni endomorfismo di V ¢ la molti-
plicazione per uno scalare e I'affermazione ¢ banalmente vera. Dimostriamo il passo induttivo; poniamo
n :=dimV > 1. Il polinomio caratteristico Pr ha almeno una radice complessa A: dimostriamo che
A e reale. Sia B una base ortonormale di V: allora A := M g € una matrice simmetrica e A € un suo
autovalore quando A & vista come matrice complessa (perché radice del suo polinomio caratteristico),
cio¢ esiste 0 # X € C" tale che A- X = AX. Se M € M, 4(C) denotiamo con M la matrice con entrate
i coniugati delle entrate di M. Siccome A = A e A = A abbiamo che

AX'- X =(A4- X X=X (4-X)=X" (A X) = X - AX = AX" - X. (9.6.3)

Ora osserviamo che X' - X = " | |2;|* & un numero reale strettamente positivo perché X # 0.
Dalla (9.6.8) segue che A\ = X e quindi A & reale. Siccome A & un autovalore (reale) di T esiste una
autovettore v,, € V con autovalore associato A. Sia

Wi=vt={weV|(wuwv,) =0} (9.6.4)

1 termine simmetrico & giustificato dalla Proposizione 9.6.5.



156 CAPITOLO 9. ENDOMORFISMI

Siccome (,) & non-degenere W & un sottospazio di dimensione (n — 1). Dimostriamo che T' (W) C W.
Sia w € W: allora
(Tw, v,) = (w, Tv,) = (w, A,) = Mw,v,) =0

e percid T'(w) € W. La restrizione di (,) a W & un prodotto scalare definito positivo e quindi da a W
una struttura di spazio vettoriale euclideo di dimensione (n —1). Abbiamo dimostrato che T(W) C W
e quindi la restrizione di T" a W ¢ un operatore simmetrico su W. Per I'ipotesi induttiva esiste una base

ortonormale {vy,...,v,—1} di W che diagonalizza la restrizione di T' a W. La base {v1,...,vp—_1,0n}
di V & ortonormale e diagonalizza T O
Osservazione 9.6.4. 1. I Teorema spettrale da che se A € M,, ,(R)" & una matrice simmetrica il

suo polinomio caratterstico ha tutte le radici reali (cioé & prodotto di polinomi reali di grado 1).

2. Lo spettro di un operatore & I'insieme dei suoi autovalori. Il contenuto essenziale del Teorema
spettrale e che gli autovalori di un operatore simmetrico sono tutti reali, ovvero il suo spettro e
reale - questo spiega il nome del teorema.

9.6.2 Forme quadratiche su spazi vettoriali euclidei
Sia V' uno spazio vettoriale euclideo, con prodotto scalare (, ), e T: V — V un operatore. L’applicazione

VxV — R

(v,w) = (Tv,w) (9.6.5)

¢ bilineare.

Proposizione 9.6.5. L’applicazione bilineare (9.6.5) ¢ simmetrica se e solo se T é un operatore
simmetrico.

Dimostrazione. L’applicazione bilineare (9.6.5) ¢ simmetrica se e solo se
(Tv,w) = (Tw,v) (9.6.6)
per ogni v,w € V. La simmetria di {,) da che (T'w,v) = (v, Tw) e percid (9.6.6) equivale a (Tv,w) =

(v, Tw). O

Proposizione 9.6.6. Sia V uno spazio vettoriale euclideo finitamente generato, con prodotto scalare
(,). Sia F € Bily (V) una forma bilineare simmetrica. FEsiste uno e un solo operatore simmetrico
T:V =V tale che

F(v,w) = (Tv,w) Yo, w e V. (9.6.7)

Dimostrazione. Sia B una base ortonormale di V. La matrice Mg(F') & simmetrica. Sia T: V — V
'operatore tale che ME(T) = Mg(F). Allora T & simmetrico per 'Osservazione 9.6.2. Si ha che

Fo,w) = Xa(0)' - Ma(F) - Xs(w) = (ME(T) - Xs(0)' - Xa(w) = (Tv,w).  (9.68)
Questo conto dimostra anche che se vale (9.6.7) allora M§(T) = Mg(F) e quindi T' & unico. O

Definizione 9.6.7. Siano V, (,), F € Bil, (V) e T: V — V come nell’enuciato della Proposizione
9.6.6: gli autovalori di F sono gli autovalori di T'.

Teorema 9.6.8. Siano (V,(,)) uno spazio vettoriale euclideo finitamente generato e q una forma
quadratica su V. Esiste una base ortonormale che diagonalizza q.

Dimostrazione. Sia I la polarizzazione di ¢: dunque F & una forma bilineare simmetrica e basta trovare
una base ON che diagonalizza F'. Per la Proposizione 9.6.6 esiste un operatore simmetricoT: V — V
tale che valga (9.6.7). Per il teorema spettrale esiste una base ON {v1,...,v,} che diagonalizza T
quindi esistono Aq,..., A, € R tali che Tv; = \ju; . Si ha che

F(Ui, 'Uj) = <T’U7;,’Uj> = )\i<'l)i,’l)j> = )\1(5” (969)

e percio la base ON {vy,...,v,} diagonalizza F. O
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Osservazione 9.6.9. Sia f una forma quadratica su R", quindi esiste A € M,!, (R) tale che f(X) =
Xt.A-X. Consideriamo il prodotto scalare standard (,) su R", cio¢ (X,Y) = X*.Y. Gli autovalori di
f sono gli autovalori di A perché l'operatore simmetrico T tale che valga (9.6.7) ¢ La. Sia X =G - Z
un cambiamento di coordinate, quindi G € GL,(R). La matrice di f nel nuovo sistema di coordinate
¢ B:=G'-A-G. Se G € 0,(R) allora G = G~!, quindi B ¢ coniugata di A e percio i suoi autovalori
sono gli stessi di A - questo ¢ in accordo col fatto che la Definizione 9.6.7 ¢ sensata. Se G ¢ arbitraria
non c’e alcun motivo per cui gli autovalori di B debbano esser gli stessi di A, pero il Teorema 9.6.8
e la Proposizione 7.6.15 danno che il numero di autovalori positivi di A e di B sono eguali, e cosi
per il numero di autovalori negativi e nulli.

9.7 La forma canonica di Jordan

Esercizi del Capitolo 9

Esercizio 9.1. Siano A, B € M, (k).
1. Dimostrate che se A, B commutano (cio¢ A-B = B - A) allora eAtB =4 . eB.

2. Date esempi di A, B tali che eAtB #£ 4 . B,

Esercizio 9.2. Sia A € M3 3(R) data da

3 =2 1
A=10 1 1
4 -1 -1

1. Calcolate autovalori e autospazi di A.

2. Determinate se A ¢ diagonalizzabile.

S

Esprimete ¢4 come matrice con entrate combinazioni lineari di esponenziali.

Esercizio 9.3. Sia

Esercizio 9.4. Sia A € M3 3(R) data da

5 =3 -1
A= -3 2 2
-1 2 0

Trovate una base di R3, ortonormale per il prodotto euclideo standard, che diagonalizza A.

Esercizio 9.5. Sia A € M3 3(R) data da

0 3 -6
A= 3 1 4
-6 4 -5

Determinate una base ortogonale® che diagonalizza A.
Esercizio 9.6. Siano Hy, Hy, H3: C?> x C2 — C definite da

czxc? My C

9.7.1
(VV7 Z) — w129 + 3wszy ( )

2Non necessariamente ortonormale.



CAPITOLO 9. ENDOMORFISMI

158
c2xc? 2 C
(VV, Z) = wi1z1 + (1 + Z')’wgfl + (1 — i)wﬁg
c2xc? C

W, Z) = wiZ1 + w2Zs
Quali delle H; sono forme hermitiane ¢

Esercizio 9.7. Pera € R sia H,: C?> x C? — C la forma hermitiana definita da

H,
ctxcr = C
(I/V, Z) — w121 + w121 + aiwgzl — aiwﬁg

Determinate per quali valori di a la H, é definita positiva.

(9.7.2)

(9.7.3)

(9.7.4)
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