Geometria (LT Fisica)
Soluzioni della prova scritta del 7 Febbraio 2016

Esercizio 1. Siano U,V C R* i sottospazi vettoriali definiti da

1 1 1
1 0 -3
U = < -7 ’ —4 ’ 5 >’
5 3 -3
. 4| T1—T2+x3—24=0
Vo= {XGR 21+ 229 + 323 +424 =0 }

(a) Date basi di U e V.

(b) Determinate se U e V siano spazi vettoriali isomorfi.

Risoluzione: (a): Riducendo a scala per righe la matrice

1 1 -7 5
1 0 -4 3],
1 -3 5 -3

che ha per righe le entrate dei generatori di U, otteniamo la matrice a scale per righe

Quindi una base di U & data da

1 0
1 1
=71’ -3
5 2

2 5
) 2
0 ’ -3
3 0

(b): Per (a) la dimensione di U ¢ 2, e la dimensione di V' & 2. Siccome U e V hanno la stessa dimensione,
sono isomorfi.



Esercizio 2. Sia
a1l G2 G13
A= a1 Q929 0G93 S Mg’g(R),

azi1 asz ass

e supponiamo che Det A = 5. Sia B € M3 3(R) definita da

ail ayz + as a2
B := | a21 —3a11 a2 + a3 —3a12 —3a1z aze — 3aiz
as1 a3z + ass as32

Calcolate Det B.

Risoluzione: Con una serie di operazioni elementari su righe e colonne di B, si arriva alla matrice A.
Ricordiamo che sommare ad una colonna un multiplo di un’altra colonna (oppure sommare ad una riga
un multiplo di un’altra riga) non cambia il determinante, e che scambiare due colonne (oppure scambiare
due righe) cambia segno al determinante.

Esplicitamente, sottraendo alla 2 colonna di B la sua 3% colonna, si ottiene che

a1 a3 a12
Det B = Det a1 — 3&11 ags — 3&13 ag2 — 30,12
asi ass as2

Aggiungendo alla 2% riga della matrice sopra la sua 1 riga moltiplicata per 3, otteniamo che

a1l aiz a2
Det B = Det a21 Q23 a2
az1 assz as2

Scambiando le ultime due colonne della matrice sopra, vediamo che

Det B = —Det A = —5.



Esercizio 3. Sia A? il piano affine euclideo e siano datii punti P, = 1 ) , Po = ( -1 ) , P3 = (

0
ri=(5)n=(0)m=(3)

(a) Scrivete, nella forma f(X) = A- X + b, un’affinitd f: A2 — A? tale che f(P;) = P/ per i = 1,2,3.

(b) Dite se Paffinita f sia una isometria del piano euclideo (rispetto alla distanza euclidea standard).

Risoluzione: (a): Imponendo A - P; +b = P/ per i = 1,2, 3 si ottiene come unica soluzione

01 0
S ER TR Y
(b): Si, perché la matrice A ¢ una matrice ortogonale e dunque

AF(Q), S(R) = |[F@FE| = 17(R) ~ #@) = (A~ R+ 1)~ (4- @+ )] = |4 QR =
- o] .

per ogni Q, R € A2,



Esercizio 4. Sia A € M; 2(R) data da

e

Determinate P € M, o(R) invertibile e D € Ms »(R) diagonale tali che A = PDP~.

Risoluzione: Il polinomio caratteristico di A e
Pa(A) = A2 — X —6,
che ha radici Ay = 3 e Ay = —2. Una base che diagonalizza A & data da C = {v1,v2} dove vy, v2 sono

autovettori corrispondenti, cioe
_ 1 (2
v = 1 s Vg = 3 .

3 0
0 -2

Concludiamo che

D:Mg(LA):[ 13

] e P:Mg(LA):{ L 2]

forniscono una soluzione del problema, dove £ = {e1, ez} & la base canonica di R?.



Esercizio 5. Siano

18 0 -6
A= 0 12 6|,
-6 6 5
e ¢(X) := Xt. A. X lassociata forma quadratica su R?. Determinate una base ortonormale (per il

prodotto scalare euclideo standard su R?) che diagonalizzi q.

Risoluzione: La forma quadratica ¢ puo essere scritta come
q(X)=(X, 4-X)

dove (-, -) & il prodotto scalare standard su R? e la matrice A rappresenta un endomorfismo L 4 : R? — R?

autoaggiunto per (-,-). Per il teorema spettrale, esiste una base ortonormale rispetto a (-, ) composta di
autovettori di L 4.

Il polinomio caratteristico di L4 &
Pa()\) = M(A? — 35\ + 294),
e quindi gli autovalori di L4 sono
AN =0, A=14, \3=21,

ciascuno con molteplicita 1. Autovettori di L4 corrispondenti sono

2 3 6
v = -3 5 Vg = 6 5 V3 = —2
6 2 -3

Quindi {v, v2,v3} & una base ortogonale per (-, -) che diagonalizza ¢q. Normalizzando, otteniamo la base
ortonormale per (-, )

2 3 6

7 7 7

= _3 6 2

B 7 ’ 7 ’ 7
6 2 _3

7 7 7

che diagonalizza q.



