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Esercizi del 18 dicembre 2017

Esercizio 1. Al variare di t ∈ R, determinare equazioni parametriche e cartesiane del sottospazio
Vt = Span(v1, v2, v3, v4) ⊂ R4 generato da

v1 =


0
−1
0
2t

 , v2 =


1
0
0
t

 , v3 =


t
0
1
t

 , v4 =


2t
−1
0
0

 .

Esercizio 2. Siano U,W sottospazi vettoriali di R4 definiti come U = Span(u1, u2, u3) e W = {x ∈
R4 |x1 − x2 + x3 + 4x4 = 0}, dove

u1 =


1
0
1
0

 , u2 =


1
1
0
1

 , u3 =


1
−1
2
−1

 .

Trovare una base di U + W e una base di U ∩W .

Esercizio 3. Trovare i valori del parametro k ∈ R per i quali il sistema AX = b ha soluzione, dove

A =

 1 0 1
1 0 5
−1 0 1

 , b =

 1
k
2

 .

Dire se, per tali valori di k, la soluzione è unica.

Esercizio 4. Siano S, T : V →W applicazioni lineari.

(a) Dimostrare che rg(S) e rg(T ) sono entrambi ≤ min{dim(V ), dim(W )}.

(b) Dimostrare che rg(S + T ) ≤ min{dim(V ), rg(S) + rg(T )}.

Esercizio 5. Sia f : V → W una applicazione lineare e siano v1, . . . , vk ∈ V e wj = f(vj) ∈ W per
j = 1, . . . , k.

(a) Dimostrare che, se {v1, . . . , vk} genera V , allora {w1, . . . , wk} genera W .

(b) Dimostrare che, se w1, . . . , wk sono linearmente indipendenti in W , allora v1, . . . , vk sono linear-
mente indipendenti in V .

(c) Dimostrare che, se v1, . . . , vk sono linearmente indipendenti in V e f è iniettiva, allora w1, . . . , wk

sono linearmente indipendenti in W .

Esercizio 6. Sia f : V → W una applicazione lineare e siano V1 ⊆ V e W1 ⊆ W sottospazi vettoriali.
Dimostrare che

H1 := {f ∈ Hom(V,W ) | f(V1) ⊆W1}

è un sottospazio vettoriale di Hom(V,W ).
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Esercizio 7. In ciascuno dei tre casi seguenti, dire se sia possibile costruire un’applicazione lineare f
che soddisfi le condizioni indicate e, nel caso, dire se tale f sia unica.

(a) f : R4 → R3 suriettiva tale che ker(f) sia generato da


1
1
1
0

.

(b) f : R2 → R2 tale che ker(f) sia generato da

(
1
1

)
.

(c) f : R3 → R3 iniettiva tale che Im(f) sia generata da


 2

0
1

 ,

 −1
0
0

.

Esercizio 8. Sia f : V → V una applicazione lineare e sia IV : V → V l’applicazione identità di V .

(a) Supponiamo che f sia una proiezione, ossia soddisfi f ◦ f = f . Dimostrare che f(v) = v per ogni
v ∈ Im(f) e che

V = ker(f)⊕ Im(f), e Im(f) = ker(IV − f).

(b) Supponiamo che f sia una riflessione, ossia soddisfi f ◦ f = −IV . Dimostrare che f è invertibile
e che

V = A⊕R

dove A = ker(f − IV ) e R = ker(f + IV ). Dimostrare inoltre che f |A = IA e f |R = −IR.
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