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Esercizio 1. Sia RPn lo spazio proiettivo reale n-dimensionale e sia π : Sn → RPn la proiezione
standard. Sia inoltre τ : Sn → Sn la mappa antipodale e indichiamo con Ak(Sn)τ le k-forme
τ -invarianti (ossia le ω su Sn tali che τ∗ω = ω). Analogamente per Hk(Sn)τ .

(i) Dimostrare che π∗ : Ak(RPn) → Ak(Sn) induce un isomorfismo tra Hk(RPn) e il
sottospazio Hk(Sn)σ ⊂ Hk(Sn) delle classi [ω] tali che [τ∗ω] = [ω].

(ii) Calcolare H∗(RPn).
(iii) Sia π! : Ak(Sn)→ Ak(RPn) definita da π!(ω)[p] := (dπ)pωp+(dπ)(−p)ω(−p) per ogni [p] ∈

RPn. Dimostrare che π! induce un omomorfismo di complessi e calcolare l’applicazione
indotta in coomologia.

Esercizio 2. Sia P = {p1, . . . , pb} un sottoinsieme di b punti distinti di S2.
Calcolare H∗(S2 \ P ) e H∗c (S2 \ P ) per induzione su b ≥ 1.

Esercizio 3. Sia Ui = {[Z] ∈ CPn |Zi 6= 0} e consideriamo l’identificazione Ui ∼= Cn indotta
dalla carta affine. Se I ⊂ {0, 1, 2, . . . , n}, denotiamo con UI l’unione

⋃
i∈I Ui.

(i) Dimostrare che, se k /∈ I, allora Uk ∩UI può essere identificato con (C|I| \ {0})×Cn−|I|.
(ii) Calcolare la coomologia di (C|I| \ {0})× Cn−|I|.

(iii) Definire Xk := U0 ∪ · · · ∪ Uk per k = 0, . . . , n, cosicché Xn = CPn.
Calcolare H∗(Xk) per induzione su k ≥ 0.

Esercizio 4. Sia M una varietà orientata e compatta di dimensione m ottenuta come somma
connessa M1#M2 di varietà connesse M1,M2.

(i) Calcolare H∗(M).
(ii) Calcolare H∗(Σg) per induzione su g ≥ 1, dove Σg è una superficie compatta connessa

e orientata di genere g.
(iii) Calcolare H∗(Xm) per induzione su m ≥ 1, dove Xm è la superficie compatta orientata

ottenuta come somma connessa di m copie di RP2.


