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Introduzione

Questi appunti sono una raccolta di vari appunti, scritti durante vari anni di insegnamento di corsi universitari
sui processi aleatori. E questo spiega la ancora non completa coerenza della presentazione degli argomenti.
Nella preparazione delle lezioni ho utilizzato diversi testi e i principali sono il testo di P. Baldi [1] e quello di A.
N. Shiryaev [17]. Ma andrebbero citati anche altri testi, come ad esempio il testo di L. Breiman [6] e i testi di S.
Ross [14] e [15]. Inoltre, in particolare per le parti dedicate agli esempi in finanza, ho utilizzato, rimaneggiandole,
anche alcune parti delle tesi di laurea di due studentesse Valeria Belleudi e Stefania Latella, che ringrazio per
il lavoro svolto. Questo spiega la grande discontinuita di stile delle varie parti di questi appunti.

A partire dall’anno accademico 2003/04 il corso di Metodi Probabilistici per ’Economia e la Finanza &
divenuto un corso complementare della laurea triennale in Matematica, di conseguenza si € posto il problema
di riuscire a presentare argomenti come il valore atteso condizionato e le martingale in modo che uno studente
con un bagaglio minimo di conoscenze in probabilita possa ugualmente capire 1'utilita di questi concetti e le
sue applicazioni in finanza. Lo sforzo principale fatto consiste appunto in questo tentativo, ma per ora si tratta
solo di un tentativo preliminare.

Nonostante cio rimangono nel testo alcune note che erano state scritte per studenti con un bagaglio di
conoscenze piu elevato, quelle parti perd non sono state ancora riguardate.

Notazioni: I capitoli, o le sezioni, con il segno ® contengono richiami di nozioni di base di teoria delle
probabilita, mentre i capitoli, o le sezioni, con il segno | contengono argomenti di approfondimento.

Programma per ’anno accademico 2003/04: I capitoli, le sezioni, singoli teoremi o dimostrazioni con il
segno 1 non sono in programma per anno accademico 2003/04.

Si ricorda che per la preparazione all’esame si richiedono anche alcuni elementi di Matematica Finanziaria
(che corrispondono ai capitoli 4 e 5 del testo di Ross [15]), enunciato del teorema dell’arbitraggio, con
relative applicazioni e lo studio elementare del modello binomiale multiperiodale (Cox, Ross e Rubistein) (che
corrispondono alle sezioni 6.1 e 6.2 del testo di Ross [15] e ai capitoli 1 e 2 del testo di Bjork [4]). Infine si richiede
la trattazione elementare del moto browniano geometrico e la formula di Black e Scholes (che corrispondono al
capitolo 3 e alle sezioni 7.1 e 7.2 del testo di Ross [15]).

Programma per ’anno accademico 2004/05: Rispetto allo scorso anno manca la parte sui processi a
tempo continuo. Rimangono validi i richiami dei testi di Bjork [4] e di Ross [15], ma in queste note compaiono
anche alcuni dei temi che prima erano affrontati solo in quei testi.

Programma per ’anno accademico 2005/06 e 2006/07: Si tratta di studiare i capitoli 1-6, con I’esclusione
delle parti con il segno {. Si noti che e stata aggiunta la sezione 6.3 sugli alberi binomiali. Inoltre, oltre ad
alcune parti di elementi di matematica finanziaria (testo base il Ross) si richiede di studiare 1’approssimazione
del modello di Black e Scholes (le note di questa parte sono su un file a parte).

Programma di massima, per ’anno accademico 2007/08: Si tratta di studiare i capitoli 1-7, con
lesclusione delle parti con il segno 1 (il capitolo 7 contiene I'approssimazione del modello di Black e Scholes).
Inoltre, sono necessarie alcuni di elementi di base di matematica finanziaria (testo di riferimento il Ross).

Si noti che ’appendice sulle variabili Gaussiane multidimensionali ¢ stata spostata nel Capitolo 2, Sezione 2.5.

ATTENZIONE: I capitoli, le sezioni, singoli teoremi o dimostrazioni con il segno { non sono in programma.

Per una versione aggiornata dei capitoli 8, 9, si faccia riferimento agli appunti per il corso di Dottorato Metodi
probabilistici per le equazioni alle derivate parziali (A.A. 2007-08).



Capitolo 1

Cenni sul funzionamento e sulla storia
del mercati finanziari

Prima di tutto proviamo a definire di cosa si occupa quella che viene chiamata la teoria matematica della finanza
(o matematica finanziaria)®.

I quattro protagonisti sono

e gli individui, la cui attivita viene descritta in termini del dilemma consumo-investimento: consumare di
piu ora o investire per ottenere di piu dopo? L’ambivalenza del loro comportamento sia come consumatore
che come investitore porta a problemi di ottimizzazione formulati in termini di economia matematica come
problemi di consumo-risparmio e di decisione sulla composizione del portafoglio?. Nell’ambito della teoria
dell’utilita il primo problema & trattato in base al postulato del comportamento razionale (Von Neumann-
Morgestern) degli individui in stato di incertezza. Questa teoria porta a determinare strategie preferibili
in termini di analisi qualitativa, ad esempio con il valore atteso delle funzioni di utilita. Il problema della
composizione del portafoglio porta a problemi di miglior allocazione dei fondi, tenendo conto del rischio,
tra i diversi beni possibili, quali proprieta, oro, titoli (o securities: buoni, azioni, opzioni, future...).

e le corporazioni (compagnie, ditte,...) che posseggono beni di valore (terra, fabbriche, macchinari,
tecnologie,...) organizzano affari, mantengono relazioni commerciali. Per aumentare il loro capitale a
volte le corporazioni emettono azioni (stocks) o buoni (bonds). I buoni sono emessi anche dai governi. Lo
scopo delle corporazioni ¢ quello di andare incontro agli interessi dei possessori delle azioni (shareholders)
e dei buoni (bondholders).

e gli intermediari o meglio le strutture finanziare intermediatrici (banche, compagnie di investimenti,
fondi pensioni, compagnie di assicurazioni...). Tra queste si possono mettere anche i mercati finanziari,
che scambiano azioni opzioni, future, etc..., Tra i mercati finanziari, quelli degli Stati Uniti sono tra i piu
famosi:

— NYSE: New York Stock Exchange

— AMEX: American Stock Exchange

— NASDAQ: NASDAQ Stock Exchange
— NYFE: New York Future Exchange
— CBOT: Chicago Board of Trade

e i mercati finanziari (di denaro, di metalli preziosi, di strumenti finanziari). In particolare nei mercati
di strumenti finanziari, di solito si distingue tra

LQuesta prima parte & basata principalmente sul testo di Shiryaev [17].

211 termine portafoglio (portfolio) significa nei modelli base la suddivisione tra investimenti e risparmio, con eventuali altre
restrizioni, come ad esempio limiti superiori od inferiori delle quantita investite. In modelli pitt complessi puo riguardare anche le
quantita utilizzate in consumo.
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— strumenti sottostanti o primari come
% conti bancari
* buoni
* azioni
— strumenti derivati o secondari
opzioni
contratti future
warrants
swaps
combinazioni

I G

etc.

Notiamo che I'ingegneria finanziaria e spesso pensata come la manipolazione dei derivati per aumentare
il capitale e ridurre il rischio causato dall’incertezza della situazione del mercato nel futuro.

1.1 Mercati Finanziari

1 Denaro Si tratta di un meccanismo che permette di commerciare cose/beni che si hanno in modo da
ottenere poi cose/beni che si desiderano. Al momento attuale monete e banconote sono solo una piccola
parte del denaro esistente. La maggior parte dei pagamenti viene effettuata tramite assegni o per via
telematica (bancomat, carte di credito, web-banking, ...). Oltre alla funzione di mezzo di circolazione il
denaro ha un ruolo importante anche come mezzo di valutazione e come mezzo di risparmio.

2 Moneta, Cambio, Numerario Le riserve di moneta di altri paesi, i tassi di cambio, etc. sono
un’indicatore importante del benessere di una nazione, del suo sviluppo; inoltre ¢ spesso un mezzo di
pagamento per il commercio con l'estero.

Nell’ambito della storia dei cambi di valuta spesso si sono avuti accordi internazionali e unioni monetarie.
Ad esempio a Bretton-Woods (New Hampshire, USA) nel 1944 si svolse una famosa conferenza durante
la quale si decise il sistema di credito e di valuta del mondo occidentale, in particolare i tassi di cambio
delle valute coinvolte potevano variare solo del 1% rispetto a quelli ufficiali. In quella occasione fu istituito
la Fondazione Monetaria Internazionale (International Monetary Foundation, IMF). L’accordo rimase in
vigore fino alla crisi petrolifera e alla crisi monetaria del 1973, che coinvolse il dollaro statunitense, il marco
tedesco e lo yen giapponese. Nel 1979 furono poste le basi per "'Unione Monetaria Europea (il famoso
Serpentone: venne stipulato un patto secondo il quale le variazioni dei tassi di cambio potevano variare
in una fascia del +2.25%. Per ottenere questo risultato le banche centrali nazionali dovevano intervenire
per assicurare la stabilita dei tassi di cambio. Successivamente si e arrivati alla moneta unica: a partire
dalla fine del 2001, nei paesi dell’'Unione Europa circola ’euro.

3 Metalli Preziosi Si tratta di oro, argento, platino e altri (iridio, palladio, osmio, rodio, rutenio). Hanno
avuto un ruolo importante nel passato, specialmente nel 19 — simo secolo, ma hanno ancora un ruolo ai
nostri giorni nel sistema del credito internazionale e del cambio di valute.

Un po’ di storia: si puo considerare che I'eta dell’oro sia iniziata nel 1821, anno in cui il governo britannico
proclamo la convertibilita in oro della sterlina. Poco dopo anche gli Stati Uniti fecero lo stesso con il dollaro
(as good as gold). Lo standard dell’oro ebbe il suo apice tra il 1880 e il 1914, ma dopo la prima guerra
mondiale non recupero piu il suo status. Le sue tracce si persero definitivamente quando Nixon nell’agosto
del 1971 dichiard formalmente la fine della convertibilitd in oro del dollaro®.

31n realta dopo la crisi del 1929, e precisamente nel 1934, il governo degli USA dichiard che un’oncia, (28, 35 grammi) d’oro valeva
35 dollari. Cosi rimase formalmente fino al 1971, anche se gia da tempo era chiaro che i dollari in circolazione erano molti di piu
di quelli che si sarebbero potuti convertire in oro con le riserve di questo metallo prezioso in possesso degli USA. La dichiarazione
di Nixon, che va ricordato anche come il presidente che gesti la fine della guerra in Vietnam, ebbe forti ripercussioni su tutta
I’economia mondiale, e portd ad una svalutazione del dollaro e ad una conseguente impennata dei prezzi del petrolio, forse anche
maggiore di quella che stiamo vivendo in questo periodo (autunno 2004). La svalutazione del dollaro comporto la svalutazione delle
altre monete, in particolare della lira, legata al dollaro dopo che il piano Roosevelt aveva permesso all’Italia di riprendersi dopo la
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4 Conto bancario Un conto bancario (bank account) & un titolo (o una security) dello stesso tipo dei
buoni#, in quanto si riduce all’obbligo da parte della banca di pagare certi interessi sulla somma che &
stata messa sul conto. I conti in banca sono convenienti come misura dei prezzi di varie altre security. Si
distinguono vari tipi di interesse

e interesse semplice a tasso r significa che se oggi ho la cifra zg dopo n anni avro la stessa cifra piu
n-r-xg, cioe xo(l +n- T). Sostanzialmente ¢ quello che accade se ogni anno gli interessi vengono
ritirati e non rimessi sul conto in banca.

e interesse composto Se invece gli interessi venissero messi sul conto si avrebbe la seguente tabella

0 1 2 k n
ts) zlzxo(lJrr) zg:zl(l+r) xk::pk,l(lJrr) xn:azn,l(lJrr)
o xlzxo(l—i—r) x2:x0(1+r)2 wk:wo(l—i—r)k :cnzcco(l—l—r)n

dove z rappresenta il valore inizialmente (¢ = 0) depositato, (ovvero all’inizio del primo periodo
cio¢ per 0 < t < 1) x; rappresenta 'ammontare dalla fine del primo periodo all’inizio (escluso) del
secondo periodo (cioe per 1 < ¢ < 2), mentre x rappresenta 'ammontare dalla fine del k — simo
periodo alla sua fine (cioe per k <t < k+1).

e interesse composto (m volte in un anno) a tasso (nominale) r significa che gli interessi sono
versati sul conto alla fine di ogni periodo di durata I’m — sima parte di anno, ovvero alla fine del
primo periodo si avra xo(1 + r/m), alla fine del secondo periodo si avra xo(1 + r/m)?, e alla fine
dell’h — simo periodo si avra 2o(1 +r/m)". Se non vengono effettuati prelievi la quantita di denaro
al tempo t = N + k/m, ovvero dopo N anni e k periodi di un m — simo di anno, cio¢ dopo N -m+k
periodi, si avra sul conto la quantita

™ = wo(L+ r/m)N " = 2 (14 1 /m) VM) = (14 ¢ fm) ™ (1.1)

seconda guerra mondiale. Anche 'inflazione era impressionante: dell’ordine del 17% annuo. La crisi fu tale che furono inventate le
domeniche a piedi: ma non per motivi ecologici (la parola ecologia non era entrata ancora nell’'uso comune), bensi per cercare di
risparmiare sul consumo del petrolio e di conseguenza di diminuire nel bilancio dello stato la voce dei pagamenti all’estero. La fine
della convertibilita del dollaro ebbe come conseguenza una forte instabilita dei prezzi e fu uno dei motivi per cui nacque ’esigenza di
avere delle coperture finanziarie contro la grande variabilita dei prezzi. Per dare ancora un’idea delle fluttuazioni si tenga presente
che prima del 1971 il dollaro veniva scambiato a 600 lire, mentre nel giro di poco tempo (non so precisare al momento quanto
tempo) il cambio si aggirava attorno al doppio. Comunque per essere pill precisi si pud considerare che 'oro passd dai 35 dollari
per oncia del periodo 1934 — 1971 al massimo di 570 dollari per oncia del 1980. Successivamente precipito ai 308 dollari per oncia
del 1984, per poi continuare ad oscillare tra i 300 e i 400 dollari.

Puo essere interessante riportare i 10 punti con cui Nixon diede I’annuncio il 15 agosto 1971 (come riportato dai giornali italiani
dell’epoca):

1 Sospensione temporanea della convertibilita in oro del dollaro, eccezion fatta per le operazioni che saranno di interesse per gli
Stati Uniti.

2 GIli Stati Uniti chiederanno al Fondo Monetario Internazionale il varo di un nuovo sistema monetario internazionale e terranno
in sospeso la convertibilita in oro fino a quando non si saranno trovati adeguati accordi.

Sara introdotta una tassa temporanea del 10% su tutte le importazioni negli Stati Uniti.
Saranno congelati per tre mesi prezzi, stipendi, affitti e dividendi.
Sara abrogata la sovrattassa del 7% sull’acquisto di vetture nuove nazionali o straniere.

Saranno anticipate al gennaio 1972 le riduzioni fiscali gia previste per il gennaio 1973.

N o ovk @

Sara richiesto al Congresso di approvare un piano per l’estensione della mano d’opera, con la possibilita di riduzione delle tasse
per coloro che seguiranno questa idea.

8 Ricerche e sviluppo tecnologico e industriale saranno stimolati e incoraggiati.

B previsto un risparmio di 4 miliardi e 700 milioni nelle spese federali, comprese alcune limitazioni negli aumenti degli stipendi
degli impiegati.

10 E prevista una riduzione del 10% degli aiuti americani all’estero.

48i veda pit1 avanti una brevissima spiegazione sui buoni.
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\

E interessante notare che alla fine dell’anno, cio¢ dopo m periodi, si ha a disposizione la cifra di
zo(1+7/m)™. Si puo quindi definire (e calcolare) il tasso semplice effettivo r;;(m) equivalente
al tasso r composto su m periodi in un anno come quel valore Tirf (m) tale che:

Ltripp(m) = (1 +r/m)m S ripp(m) = (1 —l—r/m)m -1

e interesse composto a tempo continuo® Nel caso in cui il numero di periodi per anno tende ad
infinito, ovvero nel caso in cui gli interessi vengono pagati con scadenze cosi ravvicinate da poter
essere pensate in tempo continuo appare naturale che al tempo ¢ vada considerato il valore definito

da
T = lim acgm).
Tenendo conto che® 2{™ = m(LZ) +]/m dalla (1.1) si ottiene che
. m . m-([m-t]/m T
vo= i 2 = i (1) ()

Anche in questo caso si possono definire dei tassi equivalenti: ad esempio, dato il tasso nominale a
tempo continuo r. esiste un tasso (nominale) di interesse annuale r(m)(= r(m,r.) composto in m
periodi, equivalente al tasso nominale a tempo continuo r., ovvero tale che

zy = ag- € = ao(1+r(m)/m)" & r(m) =m(e™/™ ~1).

La formula inversa, cioé la formula che, dato il tasso di interesse r(m) composto in m periodi,
permette di ottenere il valore del tasso r = r.(r(m)) a tempo continuo corrispondente & ovviamente

r=mlog(1+r(m)/m).

Vale la pena di sottolineare il caso in cui m = 1, che corrisponde al tasso (effettivo) di interesse
semplice (1) = 7 (sempre su base annua), in cui le due formule diventano

F=e —1, rzlog(l—l—f),
Infine va ricordata anche la definizione di tasso di sconto § (su base annua), ovvero quella quantita
q che permette di calcolare la somma By che devo mettere in banca oggi, se voglio ottenere tra un
anno la somma B, attraverso la formula
By =B (1 — (j).

Tenendo conto che B; = By (1 + f) si ottiene che

(1-¢q) (1+7) =1, (1.2)

5In questo paragrafo consideriamo solo il caso in cui il tasso rimane costante per tutto il periodo al quale siamo interessati. Per
il caso in cui il tasso varia nel tempo, in modo deterministico, si veda ’appendice a questa sezione.

6Tnfatti il valore della funzione s :cgm) & costante sugli intervalli di tempo del tipo [k/m, (k+1)/m). Dato t si tratta di trovare
k = k(t) per il quale valga che ¢ € [k/m, (k + 1)/m), ovvero per il quale k/m <t < (k + 1)/m, chiaramente k(t) = [m - t|, la parte
intera inferiore di ¢t. Per quel che segue & poi utile notare che

ggt,tm.ﬂ/m:w

<1/m
e che quindi
t= lim |m-t]/m.

m— oo
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OVVGI'O7

P q

1+7 1—4

5 Buoni ***(DA RIVEDERE) I buoni (o bond) sono obbligazioni emesse da un governo, o da una
corporazione, da una banca, o da un’altro ente finanziario per aumentare il proprio capitale. I buoni sono
molto popolari in alcuni paesi, in particolare perché impegnano ’ente che li emette ad uno scadenzario
prefissato in modo deterministico: il compratore paga inizialmente il prezzo (iniziale) del buono, e
Pinteresse gli viene pagato dall’ente emittente con scadenze regolari (in cedole), mentre il pagamento
dell’intero prestito & garantito ad una scadenza prefissata (maturita). Esistono anche buoni senza cedole
(zero coupon bond), tipicamente con maturitd breve. Si considera quindi I'investimento in buoni un
investimento senza rischio®.

=

qA:

+

Per caratterizzare un buono servono delle caratteristiche numeriche (caso a tempo discreto, con cedole
costanti, emesso al tempo t = 0):

valore facciale (face value) P(T,T)
maturita (maturity date) T

breve termine (short term) da 3 mesi a 1 anno
medio termine (middle term) da 2 a 10 anni
lungo termine (long term) oltre 30 anni
tasso di interesse, o rendimento (nominale???) del buono (coupon yield) r. che permette di
calcolare il valore di ciascuna cedola®: Cj, =r.- P(T,T), per k =1,2,....,T
prezzo iniziale (original price) P(0,T), che ¢ il prezzo pagato al tempo t = 0
valore di mercato(market value) P(¢,T), che & il valore del contratto al tempo ¢ € (0,T) e che
puo variare in modo aleatorio (a causa di vari fattori economici: domanda/offerta e viene di solito
modellato come un processo aleatorio)
re- P(T,T)
P(t,T)
cedola rispetto al valore di mercato del buono al tempo ¢, e che & importante per comparare i valori
di buoni differenti.

rendimento corrente (current yield) r.(¢,7) = , che & il rapporto tra il valore di una

rendimento alla maturita (yield to maturity), su base percentuale p(T — t,T), che ¢ definito!®

B interessante notare che se il tasso di sconto viene aumentato di « allora il tasso di interesse corrispondente passa dal valore
7(q) = 134 al valore

U 4t a d q
Hate) = P —r@ra g (14

+o0(a) = 7(d) + @ ——— + o(a).
q=q (1-4)

Inoltre va sottolineato che la relazione (1.2) va pensata come una definizione del tasso di sconto. Inoltre in tutta la trattazione
precedente si e considerato che il tasso di credito e quello di prestito sono gli stessi, ovvero non abbiamo considerato il segno di zg.
Cid non & vero di solito nella realta: la banca prevede un tasso di interesse se depositate delle somme di denaro (cioe se zg > 0),
mentre prevede un tasso di interesse diverso (e pil elevato) se siete creditori di somme di denaro nei confronti della banca (cioe se
2o > 0). Comunque per semplicita di trattazione, di solito si ammette che i due tassi coincidano.

8Ovviamente c’¢ il rischio di insolvenza (o default risk), dovuto alla possibilita che I’ente che ha emesso il buono fallisca e non
ottemperi I'impegno preso. Ovviamente i buoni emessi dai governi sono in genere meno esposti al rischio di credito rispetto ai buoni
emessi da ditte, ma ovviamente ci sono controesempi clamorosi (si veda il caso dell’Argentina).

Questo tipo di rischio e di tipo diverso da quello dovuto alle fluttuazioni del mercato: si tratta di rischio di credito, dovuto
all’incertezza sulla solidita dell’ente emittente, e non di un rischio dovuto al fatto che il contratto stesso riguarda quantita aleatorie,
come invece accade nel caso delle azioni o delle opzioni. Il rischio di credito & presente quando vengono comperate delle azioni: €
possibile che la corporazione che le emette fallisca e, in questo caso, le azioni potrebbero perdere parzialmente o del tutto il loro
valore (si vedano il caso Cirio e Parmalat).

911 tasso 7. va inteso come tasso annuale se le cedole sono staccate alla fine di ogni anno, trimestrale, se vengono staccate alla
fine di ogni trimestre, o mensile se vengono staccate alla fine di ogni mese, e cosi via

1015 da ricordare che T — t va inteso come tempo di vita residuo del buono, o tempo residuo alla maturita e da osservare che nel
caso in cui fosse P(t,T) = P(T,T) allora p = r. & I'unica soluzione di

=t 1 1

—t
+ ‘
= (1+pk Q+pTt

1=
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come la soluzione (unica) di

T—t
P(t,T) =
k=1

re- P(T,T) P(T,T)
CEy e

In altre parole p(T — ¢,T) & definito come il tasso di rendimento interno del flusso dei pagamenti
residui.

Infine va sottolineato che poiché dato P(t,T) si ricava p(T —t, T) e viceversa'l, la descrizione aleatoria
(la modellizzazione) del valore di mercato di un buono pud essere fatta a partire dalla struttura
temporale di p(T — t,T) invece che di P(¢t,T). La descrizione attraverso il valore di mercato P &
detta diretta, mentre la descrizione attraverso p € detta indiretta.

6 Azioni (Stock o Share) Come gia detto le azioni, come i buoni, sono emesse da compagnie per aumentare
il capitale. Anche se esistono diversi tipi di azioni, i tipi principali sono due: azioni ordinarie (equity
e common stock) e azioni preferenziali (preferred stock). Le differenze sono nel tipo di rischio e nel
pagamento dei dividendi:

e chi possiede azioni ordinarie ottiene come dividendi la sua parte dei profitti della compagnia, e il
loro ammontare dipende dal suo successo finanziario, mentre se la ditta fallisce perde tutto il suo
investimento;

e chi possiede azioni preferenziali ha minor rischio di perdere tutto, i suoi dividendi sono garantiti, ma
non aumentato con i profitti della compagnia.

Di solito pero l'investitore, cioe colui che compra azioni, ma cio vale anche per i bond, ¢ attratto piu che
dai dividendi, dalla opportunita di fare soldi dalle fluttuazioni dei prezzi delle azioni, ovvero di comprare
a un prezzo basso (prima degli altri) e vendere ad un prezzo alto (sempre prima degli altril?)

7 Mercati dei derivati (DA RIVEDERE) Questi mercati ebbero grande espansione all’inizio degli anni
settanta del ventesimo secolo. Fino al decennio precedente i cambi erano stati stabili e la volatilita
del mercato era bassa. La situazione cambid radicalmente'® e questo causo I'interesse verso strumenti
finanziari' che permettevano di coprirsi contro i rischi di inflazione, i cambi sfavorevoli e la grande
volatilita dei mercati finanziari. Nel paragrafo 1.2 vedremo un esempio che illustra il tipo di problemi che
possono essere affrontati con questo tipo di strumenti.

HEsistono buoni con interessi composti, trimestralmente, mensilmente o anche a tempo continuo, di cui viene dato il tasso
nominale r. annuo. Ovviamente di questo fatto va tenuto conto nel momento in cui si definisce la relazione che lega P(t,T) e
p(T -1, T)

12Va tenuta presente la legge di mercato, che vale per ogni tipo di merce: se un prezzo & basso, la domanda (di comprare)
aumenta, e se la domanda aumenta allora il prezzo sale, mentre, viceversa, se il prezzo & alto, 'offerta aumenta, e se 'offerta
aumenta, allora il prezzo scende.

13Tra le motivazioni di questi cambiamenti vanno ricordate le seguenti:
i. il passaggio dal cambio fisso al cambio fluttuante, a seguito della crisi monetaria del 1973,
ii. la svalutazione del dollaro rispetto all’oro (1971), che invece dal 1934 era sempre stato scambiato a 35 dollari per oncia,
iii. la crisi mondiale del petrolio provocata dalla politica del’OPEC, la comunita economica dei paesi produttori di petrolio, che
divenne il principale price maker del petrolio,
iv. il declino dei mercati azionari (negli USA il declino era stato piu forte che durante la crisi degli anni trenta, la Grande
Depressione)

141 primi strumenti furono le opzioni (insieme anche ai futures) Tali titoli derivati erano presenti sui mercati non ufficiali (over
the counter), ma il primo mercato ufficiale specializzato in opzioni fu il Chicago Board Option Exchange (CBOE) aperto il 26 aprile
del 1973. Nel primo giorno di apertura furono trattati 911 contratti di opzioni, mentre appena un anno dopo il numero di opzioni
scambiate giornalmente era di 20000, tre anni pit tardi di 100000, e 700 000 nel 1987. Per capire le dimensioni del fenomeno va
ricordato che ogni contratto riguardava 100 azioni e quindi gli scambi giornalieri riguardavano opzioni su 70 milioni di azioni, cioé
poco pitt di un terzo dei 190 milioni di azioni scambiate giornalmente nel New York Stock Exchange (NYSE) nello stesso anno.

11 1973 va ricordato anche per essere I’anno in cui furono pubblicati due articoli fondamentali, uno di Black e Scholes [5] e I’altro
di Merton [11], che influenzarono notevolmente i metodi di prezzaggio.
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Appendice: tasso di interesse a tempo continuo

Si supponga che D(t) rappresenti il valore di un deposito in banca al tempo ¢. Il tasso di interesse istantaneo
(o spot rate) al tempo t sia denotato da r(t): per definizione questo significa che nell’intervallo di tempo [¢, t+h],
per ogni h > 0, ma abbastanza piccolo la cifra depositata passa dal valore D(t) al valore

D(t+h)=D(t)+D(t)-r(t)-h=D(t)(1+r(t)-h), (1.3)

ovvero'® (a meno di infinitesimi) il tasso nell'intervallo considerato & proporzionale all’ampiezza h dell’intervallo
considerato (t,t + h), esattamente come nel caso a tasso costante, ma dipende dall’istante iniziale ¢t. Come
conseguenza della precedente uguaglianza si ottiene che (sempre a meno di infinitesimi)

D(t+h) = D(t) = D(t) - 7(t) - h  ovvero w =D(#)-r(®)-

Con un semplice passaggio al limite per h che tendo a zero!® si ottiene che la condizione (1.3) equivale all’esistenza

della derivata di D(t) e al fatto che

d
ZD(t) = D(t) - (1)

equivale a dire che D(t) & soluzione di una equazione differenziale (lineare omogenea a coefficienti non costanti)
e pilu precisamente del problema di Cauchy

&(t) = a(t) x(t), pert>tg
{iﬂ(fo) = (14

con a(t) = r(t), e xg = D(to).

Essendo la soluzione!” del precedente problema (1.4) data da

a(t) = g exp {/t:a(s) ds} , (1.5)

si ottiene che, se to = 0 e Dy ¢ il valore di D(0),

D() = Dy { | r(s) s}

di conseguenza, ragionando come nel caso a tempo continuo'®, si ha che il valore attualizzato (al tempo t = 0)

di una cifra D che verra data al tempo ¢ si pu0 esprimere come

D exp {— /Otr(s) ds}

E interessante notare che nell’ottenere Pequazione differenziale per D(t) abbiamo ipotizzato implicitamente
che i soldi depositati non fossero prelevati per costi o consumi, e che inoltre abbiamo ipotizzato che non venissero

15La formulazione esatta sarebbe

D(t+h) = D(t) + D(t) - 7(t) - h + o(h) = D(t) (1 + () - h) + o(h).

16Sj tenga presente che in realt il limite si sta facendo per h — 01 e quindi si ottiene solo P’esistenza della derivata destra.
1711 fatto che (1.5) sia soluzione del problema di Cauchy (1.4), si pud verificare per calcolo diretto.
1811 valore attualizzato (al tempo 0) di una cifra D data al tempo t & definito come quella cifra D = D(t) tale che

D= Dexp{/ot r(s) ds},
D) = Dexp{—/{)tr(s)ds}.

da cui immediatamente
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effettuati neanche ulteriori depositi dovuti a entrate (o income) di alcun tipo. Se invece prelievi e ulteriori
depositi fossero ammessi, ovviamente bisognerebbe tenerne conto. E in tale caso, se I(t) rappresenta il totale
delle entrate fino al tempo t, e C(t) il totale dei consumi effettuati fino al tempo ¢, allora si ha che, sempre
nell’intervallo [t, ¢ 4 h] le entrate totali sono I(t+ h)— I(t), mentre le uscite sono C(t+ h) — C(t). Se le funzioni
I(t) e C(t) sono derivabili con derivata i(t) e c(t) rispettivamente, allora'?
D(t+h) =D(t) + D(t) - r(t) - h+ I(t + h) — I(t) — (C(t + h) — C(t))
~D(t)+ D(t) -r(t) - h+i(t) - h —c(t) - h.

Procedendo come nel caso precedente si ottiene che in questo caso D(t) soddisfa un’altra equazione differenziale
(lineare non omogenea a coefficienti non costanti)

D) =D(t) - r(t) +it) - c(t),

e piu precisamente D(t) & soluzione del problema di Cauchy

{a‘c(t) = a(t)x(t) + B(t), pert > to 0o

I(to) = Xo

con «a(t) =r(t), B(t) =i(t) — c(t), e xg = D(to).
La soluzione del precedente problema (1.6) vale?°

2(t) = exp {/tt a(s) ds} <x0 + /tt B(s) exp {— I a(w) du} ds) (1.7)

Appendice: Richiami sulle equazioni differenziali lineari

In questo paragrafo, ad uso degli studenti che non avessero ancora superato un’esame di equazioni differenziali,
ricordiamo il metodo per ottenere la soluzione dei problemi di Cauchy (1.4) e (1.6). Infatti pur essendo facile
verificare che le soluzioni (1.5) e (1.7) date precedentemente sono soluzioni dei rispettivi problemi (1.4) e (1.6),
¢ interessante sapere come si arriva a tali soluzioni.

1 Problema omogeneo Il problema

¢ equivalente a

9Nell’equazione per il calcolo di D(t + h) abbiamo trascurato I'apporto degli interessi maturati nell’intervallo [t,t + h] per via
delle ulteriori entrate e quelli dovuti alla banca per via delle spese effettuate. Del resto nelle ipotesi di regolarita per le funzioni
1(t) e C(t), si ha che
I(t+h)—I(t)=i(t)-h e C{t+h)—C(t)=c(t)-h,

da cui le corrispondenti somme di denaro a credito e a debito dovuti agli interessi maturati sono rispettivamente
(I(t+h)—1I@)) r(t)-h=(i(t) h-r({t)-h e (Ct+h)—C(t)-r(t)-hr (c(t) -h-r(t)-h.

Si tratta quindi di infinitesimi dell’ordine di h?, e quindi sono trascurabili nei passaggi successivi.
2071 fatto che (1.7) sia soluzione del problema di Cauchy (1.6), si puo verificare per calcolo diretto.
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Integrando tra tg e t, si ottiene

[,55 = [
T
/ " dlog (2(s)) = log (w(t)) — log ((to)) — / " a(s) ds

(tenendo conto che x(ty) = xo) |
log (z(t)) — log () = log (xsc(z)) = /t a(s)ds

)

0 o o (22)} = { [ a(0)as}
2(t) = 20 exp {/t:a(s) ds}

2 Problema non omogeneo - Metodo della variazione della costante

da cui

L’idea consiste nel cercare una soluzione del problema
{x(t) =a(t)z(t) + B(t), pert>ty
che si possa esprimere come

dove

2alt) = exp | /t:‘“s) s}

Si noti che z,(t) ¢ soluzione dell’equazione differenziale omogenea, infatti

e C(t) ¢ una funzione da determinare.

ralt) = exo { / as)ds b = Srult) = alt) 1)

Se z(t) = C(t) z,(t) allora, da una parte

8
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mentre dall’altra
d
pTd
Confrontando le ultime due espressioni si ottiene che, affinché la funzione x(t) = C(t) x,(t) sia soluzione
dell’equazione lineare non omogenea, e sufficiente che

() = B(t) + a(t) 2(D).

(icw) zo(t) = B(t), < %O(t) ) = B(t) exp{—/t:a(s) ds}

Zo(t)
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e che, affinché x(t) = C(t) z,(t) soddisfi la condizione iniziale,
C(to) xo(to) =x0 & C(to) = xo.

Di conseguenza, integrando tra tg e t si ottiene

Clt) - Clto) = t:ﬁ(s) exp{—/t:a(u)du} o C’(t):xo—k/tﬁ(s) exp{—/t:a(u)du},

to

e da cul infine si ottiene che

2(t) = O() 2o () = (xo +/t:ﬁ(s) exp{—/t: o(u) du}> exp{/t:oz(u) du},
2(t) = exp {/t o(u) du} 20+ t:ﬂ(s) exp {— /: a(u) du} ds.

Infine rimane da sottolineare che si puo parlare della soluzione in quanto valgono le condizioni di unicita. Si
rimanda ai corsi di Analisi Matematica sulle equazioni differenziali per i dettagli.

ovvero

1.2 Un esempio concreto di derivato finanziario

Si consideri una compagnia italiana, la GPR, che oggi (denotato come tempo ¢ = 0) ha firmato un contratto
con la controparte americana BCG. Il contratto stipulato prevede che esattamente fra sei mesi (denotato come
tempo ¢t = T') la BCG invii alla ditta italiana 1000 computer, il contratto prevede anche che la ditta italiana
GPR paghi 1000 dollari USA per ogni computer. Diamo anche come informazione?! che il cambio euro/dollaro
¢ 0,80 euro per un dollaro?2.

Il problema di questo contratto, dal punto di vista della ditta italiana, sta nel rischio dovuto al cambio:
nonostante si sappia che deve pagare 1000000$, non si sa quale sara il cambio tra sei mesi, di conseguenza
la GPR non sa esattamente quanto dovra pagare in euro per i computer. Ad esempio se dovesse pagare tutto
subito, cioe al tempo ¢ = 0, allora dovrebbe pagare

1000 x 1000 $ x 0,80 euro/$ = 800 000 euro.

Se invece tra sei mesi, cioe al tempo ¢t = T, il cambio fosse, sempre ad esempio, di 0,85 euro per un dollaro,
allora la ditta GPR dovrebbe pagare

1000 x 1000$ x 0,85 euro/$ = 850 000 euro.

Per questo motivo la GPR deve affrontare il problema di come coprirsi contro il rischio dovuto al cambio.
Di seguito diamo alcune strategie naturali:

1 Una strategia naive potrebbe essere quella di comprare oggi i 1000000 $ con 800 000 euro, e tenere questi
dollari bloccati. Il vantaggio di questo procedimento sta nel fatto che elimina completamente il rischio del
cambio, ma c’e¢ qualche grave controindicazione: prima di tutto si blocca una ingente somma di denaro
per un periodo abbastanza lungo, in secondo luogo potrebbe anche darsi il caso che al tempo t = 0, la
ditta italiana non possegga affatto il denaro necessario per effettuare questo tipo di operazione.

2 Una soluzione piu sofisticata, e che non richiede alcun esborso di denaro al tempo ¢ = 0, consiste nel
fatto che la GPR vada sul mercato dei contratti forward per 1000000 $, con scadenza a sei mesi. Un tale
contratto puo essere stipulato con una banca commerciale e prevede due punti

e La banca fornira alla ditta GPR 1000000 $, al tempo ¢t = T.

21Nel mese di ottobre 2004, data in cui scriviamo, il cambio & solo approssimativamente giusto, i dati sono stati modificati per
ottenere numeri piu semplici.
22Questo esempio & tratto dall’introduzione del libro di Bjork [4].
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e La ditta GPR paghera, al tempo t = T, al tasso di cambio K euro/$

11 tasso di cambio K viene detto prezzo in avanti (forward), o anche tasso di cambio forward, al tempo
t = 0 con tempo di consegna t = T. Nei contratti forward non ci sono costi di stipulazione??, ed il tasso
K deve essere determinato dalla domanda e dall’offerta del mercato forward.

Assumiamo che K = 0,81, allora la GPR sa che tra sei mesi dovra dare alla banca 810000 euro. Ed in
questo modo il rischio dovuto al cambio & completamente eliminato.

Tuttavia ci sono anche qui alcune controindicazioni, dovute al fatto che un contratto forward & un contratto
che deve essere onorato:

e Supponiamo che il tasso di cambio al tempo ¢ = T sia di 0, 82 euro/$.

In questo caso la ditta risparmia la differenza tra 820000 euro che avrebbe pagato senza il contratto
e gli 810000 euro che paga, cioé risparmia 10 000 euro.

e Supponiamo che il tasso di cambio al tempo ¢ = T sia di 0,79 euro/$.
Essendo la ditta costretta ad onorare il contratto, deve pagare il milione di dollari sempre 810 000 euro,

mentre se non avesse dovuto onorare il contratto avrebbe pagato solo 790 000 euro, con una perdita
di 20000 euro

3 A questo punto ¢ chiaro che I'ideale sarebbe un contratto che coprisse contro eventuali tassi di cambio alti
al tempo t = T', ma permettesse di usufruire del vantaggio di un eventuale tasso di cambio basso. Questo
tipo di contratto esiste e si chiama opzione call europea, e prevede la possibilita, ma non l’obbligo,
di comprare al tempo t = T (tempo di esercizio) un dollaro (o comunque un titolo sottostante) al
prezzo di K euro (prezzo di esercizio)

Ovviamente, mentre il contratto forward non prevede costi iniziali, un’opzione deve prevedere un prezzo
iniziale o premio (altrimenti non si troverebbe nessuna banca disponibile a vendere ’'opzione)?4.

Un problema importante ¢ proprio quello di come determinare tale prezzo (o problema del prezzaggio-
pricing), sotto opportune ipotesi sul mercato e sulla base del valore del cambio attuale. Questo sara la
motivazione principale del corso, ovviamente in contesti piu generali.

Una prima risposta potrebbe essere la seguente: siamo in condizioni di incertezza, sono possibili diverse
situazioni (o scenari) e per ciascuna situazione possiamo valutare la probabilita che si verifichi. Per valutare
il prezzo si potrebbe calcolare il valore atteso del futuro guadagno stocastico?®. Un problema che nasce
immediatamente risiede nel fatto che i fenomeni economici e finanziari, pur essendo aleatori, non sono ripetibili, e
quindi non esiste immediatamente una definizione oggettiva di probabilita, come nel caso dei fenomeni ripetibili,
in cui e ragionevole prendere la frequenza come probabilita.

Un altro problema importante, che si pone chi vende 'opzione call europea ¢ il seguente: il venditore
si & impegnato a fornire un bene ad un prezzo prefissato, e cid comporta un rischio finanziario; come fare a
proteggersi (o coprirsi) dal rischio finanziario che corre all’istante t = T'? Si tratta del problema della copertura-

hedging. E anche questo € un problema interessante da affrontare.
Introduciamo ora un po’ di notazioni e di gergo economico.
Il termine opzione si usa tutte le volte in cui si tratta di avere la possibilita, ma non ’obbligo di comprare

o vendere un titolo (o security). Il titolo da comprare o da vendere viene detto titolo sottostante o
primario, mentre I'opzione viene detto titolo derivato o secondario. 1l termine call si usa quando si

23Va detto che comunque un contratto forward pud richiedere delle spese durante 'intervallo [0,7], ma non entriamo qui nella
descrizione di questo tipo di contratti.

24Inoltre se non ci fosse un costo iniziale sarebbe possibile, con un capitale iniziale nullo e senza rischi, ottenere un guadagno
non negativo e che puo risultare addirittura strettamente positivo. La situazione vantaggiosa appena descritta & detta in termine
tecnico arbitraggio. Daremo comunque una definizione formale di arbitraggio nel seguito di queste note.

258i tratta di seguire la definizione soggettivista di probabilita, o meglio di valore atteso E(X) di una variabile aleatoria X, come
quel prezzo ¢ (certo) che si ¢ disposti a pagare per accettare una scommessa e in cui reputiamo equivalente prendere il ruolo di
scommettitore o di broker. A questo proposito si veda il paragrafo dedicato all’impostazione soggettiva delle probabilita, alla fine
del capitolo con i richiami di probabilita.
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tratta dell’opportunita di comprare qualcosa, se invece si tratta dell’opportunita di vendere qualcosa si parla
di opzione put. Il prezzo K concordato per I'acquisto o la vendita del bene viene detto prezzo di esercizio
(dell’opzione) o prezzo di strike. L’istante finale ¢ = T viene detto tempo di esercizio (dell’opzione) o
tempo di strike. L’aggettivo europea si riferisce al fatto che 1'opzione puo essere esercitata solo alla fine
del periodo [0, 7], si parlerebbe invece di opzione americana nel caso in cui P'opzione fosse esercitabile in un
istante qualunque dell’intervallo di tempo [0, T.

Il compratore del bene viene detto holder, mentre il venditore writer, inoltre si dice che I'holder assume
una posizione lunga (long position), mentre il writer assume la posizione corta (short position).

Pilt in generale si considerano quelli che sono detti pagamenti a scadenza (o terminal pay-off) che
corrispondono all’obbligo di corrispondere una quantita aleatoria fr, che dipende dal valore del bene sottostante
al tempo T (anche detti plain vanilla), oppure dai valori che il bene sottostante assume durante 'intervallo
di tempo [0,7]. Per questo motivo tali tipi di obbligazioni sono detti anche derivati (o in inglese anche
contingent claim, cioé affermazioni che dipendono dal valore contingente che assume appunto il sottostante).

1.3 Teorema dell’arbitraggio

Supponiamo di avere un mercato in cui si possano verificare solo un numero finito di casi possibili (detti anche
scenart). In altre parole supponiamo che l'evento certo sia finito: Q = {w;,ws,ws,...,ws;m . Supponiamo
inoltre che si possano fare d + 1 scommesse. Le scommesse sono caratterizzate?® da d + 1 variabili aleatorie

Ag, A1, Ag, ..., Ag nel seguente modo: se scommettiamo la quantita = sulla scommessa i, con i = 0,1,2, ..., d,
e si verifica w;, allora ricaveremo?” la somma z A;(w;).

Una strategia di scommessa ¢ un vettore x = (xg, x1, ..., 4), con x; che indica la quantitd (positiva o
negativa) relativa alla scommessa i — esima.

Supponiamo che le strategie di scommessa x = (xq, x1, ...., Z4), con xz; scommesse, godano della proprieta

di linearitd, ossia la strategia di scommessa x produce un guadagno?® pari a

d

D wi Ai(w;).

=0

Osservazione 1.1. In molti esempi la scommessa Ag corrisponde al titolo cosi detto non rischioso, come ad
esempio il deposito in banca o un titolo di tipo bond, e che viene poi usato come unita di misura per tutti gli
altri beni. In alcuni casi si distingue rispetto a scommesse fatte in tempi diversi, e quindi per poter confrontare
guadagni ottenuti in tempi diversi, tali guadagni vanno attualizzati, in molte applicazioni la scommessa Ao vale
identicamente 0 (si veda la parte relativa agli esempi)

Come definizione di arbitraggio si utilizza la seguente:

26Si noti che se si indica con 7;(j) il valore A;(w;), per i = 0,1,2,...,d, e j = 1,2,...,m, si ottengono m vettori (colonna) r(j)
d + 1-dimensionali

ro(1) ro(2) ro(m)
7'1(1) T1(2) 71 (m)
r)=| . r@)=| . o=,
ra(1) ra(2) ra(m)
o equivalentemente si ottengono d + 1 vettori (riga)
ro=( ro(1) 7r0(2) --- ro(m) ) rp=(r() @ - rm(m) ) - rg=(ral) ra(2) -+ ralm) ).

27In Aj vanno considerate incorporate sia la somma ottenuta alla fine del gioco che I’eventuale somma da intascare alla fine del
gioco.
28Con la notazione della nota precedente il guadagno & pari a la prodotto scalare

d
x-x(j) =Y wiri(j).
=0
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Definizione 1.1 (arbitraggio forte). Data una strategia x, si dice che quest’ultima permette un arbitraggio
forte se a partire da un capitale iniziale nullo (cioé se Z?:o x; = 0) si puo ottenere un guadagno (sempre)
strettamente positivo (ovvero Z?:o x; Ai(wj) > 0) per ogni j =1,2,...,m.

Tuttavia va detto che c’€ un’altra definizione di arbitraggio, che poi utilizzeremo in seguito, con una richiesta
leggermente piu debole:

Definizione 1.2 (arbitraggio debole). Data una strategia x, si dice che quest’ultima permette un arbitraggio
se a partire da un capitale iniziale nullo (cioé se Z?:o x; = 0) si puo ottenere un guadagno non negativo (ovvero
Zf:o x; Aj(wj) > 0) per ogni j = 1,2,...,m, ma non identicamente nullo (ovvero con almeno un j € {1,2,...,m}
per il quale ZLO x; Aj(w;) >0).

A questo punto possiamo enunciare il risultato principale di questo capitolo.

Teorema 1.1 (Teorema dell’arbitraggio). In un mercato con le condizioni precedenti puo verificarsi una delle
sequenti alternative®®:

(a) esiste una probabiliti P su Q, con pj = ]f”(wj) >0, per ogni j = 1,2, ..., m, ovvero caratterizzata dal vettore
di probabilita p := (p1, P2, ..., Pm), con pj >0, per ogni j = 1,2,...,m, e tale che

E(A;) =0, perognii=0,1,2,....d,

dove E indica il valore atteso rispetto alla probabilita P, ovvero

m
E(A;) = Zﬁin(wj) =0 perognii=0,1,2,...,d;
j=1
(b) esiste una strategia x = (xg, T1, ..., Tq) “***con 2;1:0 xz; =0 e tale che

d
Zmi Ai(wj) >0 perognij=1,2,...,m;
i=0

in altre parole ci sono opportunita di arbitraggio (forte).

Osservazione 1.2. Una (misura di) probabilitc P che soddisfi le condizioni dell’alternativa (a) ¢ detta
nell’ambito finanziario misura martingala equivalente. Il termine misura si riferisce al fatto che le
probabilita sono dette anche misure di probabilita. Il termine equivalente corrisponde al fatto che prevedono
che ogni scenario/evento elementare w; abbia probabilitd positiva, infine il termine martingala si riferisce al
fatto che le scommesse danno luogo a gquadagni nulli, ed in un certo senso, rispetto alla probabilita P si tratta
di scommesse eque. Una buona parte del sequito di questi appunti e dedicata alla precisazione del concetto di
martingala (si veda il capitolo 4 corrispondente).

Non diamo in queste note la dimostrazione del teorema dell’arbitraggio, perché nel seguito vedremo la
dimostrazione probabilistica nel caso del modello binomiale multiperiodale (capitoli 5 e 6). Segnaliamo tuttavia
che nelle note di Baldi e Caramellino [2] se ne puo trovare la dimostrazione analitico/geometrica.

Nella prossima sezione illustriamo 1'uso del teorema dell’arbitraggio in un esempio relativo alle scommesse
dei cavalli. Gli esempi relativi al modello di mercato piu semplice si trovano nelle sezioni successive.

29Sempre con le notazioni delle note precedenti le due alternative si possono scrivere come:
(a) esiste un vettore di probabilita p = (p1, p2, ...., Pm), con p; > 0, per ogni j = 1,2,...,m, e tale che

m
p-ri= ij ri(j) =0 perognii=0,1,2,..,d;
i—1
(b) esiste una strategia x = (x9, z1, ...., x4) tale che

d
x-r(j) = le ri(j) >0 perognij=1,2,..m.
i=0
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1.3.1 Applicazioni

Esempio 1.1. Come primo esempio di applicazione vediamo il caso delle scommesse sui cavalli?®. In una
gara ippica con n cavalli ci sono ovviamente n scommesse, ciascuna caratterizzata dal dare vincente un cavallo
diverso. Assumiamo per semplicita che questa sia la sola tipologia di scommesse ammissibili. Ovviamente si ha
Q = {w1,wa, ..., wn} dove w; corrisponde alla vincita da parte del cavallo j, e in questo caso si ha anche che il
numero delle scommesse vale n(= d + 1). Le scommesse vengono date in termini dei cosi detti odds, ovvero
si dice che sono date 1 a o; intendendo che se si scommette sul cavallo i si paga immediatamente la cifra 1,
mentre si riceve la cifra 0; + 1 se solo se vince il cavallo corrispondente. Per comodita di notazioni conviene
assumere che le scommesse siano indicizzate da 1 ad n tnvece che da 0 ad n — 1, in modo che nella scommessa
A; siriceva® 0; + 1 se e solo si verifica il caso w;. Con questa convenzione le scommesse si possano esprimere
come

oi(=0;,+1—1) sej=i

Ai(wj) = -,

-1 se j #i.
La condizione che esista una probabilita P per la quale valga E(Az) =0 per ogni i = 1,2, ...,n diviene

E(A;) =0ip; +(~1) (1 —p;) =0 per ognii=1,2,..,n;

n
Z}:l, conp; >0,Vj=1,2,...,n;
j=1
che equivale a
_ 1 1.9
; = ; er ogni i =1,2,...,m;
Di 1+ o, p g
n
1 1
> =1, >0,V =1,2,..,n.
= ]. + Oj ]. —+ Oj
La condizione che p; = H% sia strettamente positiva (e sia un numero reale) corrisponde alla ovvia condizione

che la quantita che si riceve in caso di vincita per la scommessa i, sta strettamente positiva, ovvero

0; +1>0.

Esempio 1.2. Continuando il precedente Esempio 1.1 ¢é interessante mostrare come, se la condizione

Z?:l ﬁ =1 di assenza di opportunita di arbitraggio non é soddisfatta, ovvero se accade che
1
O := ,
Z 1+ o0, 7
j=1

allora si puo trovare esplicitamente una strategia che permette un arbitraggio, e precisamente se si punta

1 1
T; = i
1-01+o0;

peri=1,2,...n,

si ottiene una vincita certa di 1. Cio é chiaramente equivalente a mostrare che se

1
1+01‘

T = , peri=1,2 ..n,

allora si vince un guadagno certo a (1 — O). Ouviamente per ottenere che il guadagno sia positivo, il segno di
a va scelto in dipendenza del segno di 1 — O.

30Questo esempio & tratto dal libro di Ross [15]. Si veda anche I’esempio I.5.1 del libro di Dall’Aglio [7].
310vvero in caso di vincita si riceve 1+ 0; e quindi, tenuto conto del pagamento iniziale di 1, il ricavo totale & di 0; = (1+0;) — 1.
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Infatti se si verifica la vincita del cavallo j, ovvero se si verifica wj, allora, tenendo presente che
Aj(w;) = (1 +0;) —1=o;, Aj(w;) =0—1= -1, peri#j,

st ottiene come guadagno complessivo

n 1,n
in Aj(wj) = x5 Aj(wy) + le Aj(wy)
i=1

i#j
1 1
:(EjOj—E Ty = 'Oj_g «
= 1405 oy 1+oy
1 1 1
Cafi- oy _a(l_z )
1+o0; #jl—&—o@ Zzll—&—oe
=a(l-0).

Osservazione 1.3. Nell’esempio precedente quindi accade che un capitale iniziale

"1
=a0
a;HOj a

permette di effettuare le n scommesse e, alla fine, permette di ottenere al botteghino sempre

1
=«
1"‘0]'

« (14 05),

qualungue sia il cavallo vincente. Il guadagno é quindi sempre a(l — O).

Per la linearita delle scommesse si tratta quindi di un arbitraggio considerando che, se inizialmente ho un
capitale nullo, devo prendere in prestito dalla banca la quantita di denaro O, che alla fine devo restituire
(corrisponde alla scommessa non rischiosa Ag = aO —a O =0) e quindi all’inizio ho « O — a O e alla fine dal
broker ricevo sempre o, qualunque sia il cavallo vincente, ma devo restituire il capitale a O inizialmente preso
dalla banca, e quindi alla fine ho in totale a(1 — O), che é strettamente positivo a seconda del segno di a(1—O).

In particolare se O > 1 allora per ottenere un guadagno sicuramente positivo si deve avere « negativo, il che
corrisponde a prendere la parte del broker, mentre se O < 1 allora o & positivo e quindi é lo scommettitore che
vince di sicuro con questa strategia.
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1.4 Il modello binomiale uniperiodale

In questa sezione vedremo il modello di mercato piu semplice possibile.

Definizione 1.3 (modello binomiale uniperiodale). DA RIVEDERE IN MODO PESANTE!!! Consideriamo
ora il modello binomiale uniperiodale ovvero il caso in cui si abbia solo due tipi di titoli B (titolo non
rischioso) ed S (titolo rischioso):

al tempo t=0 By >0 (si suppone spesso By =1 per semplicitd) So=50>0
al tempo t=1 B; = Bo(1+7) S1=80Z =502

dove Z ¢é una variabile aleatoria che pud assumere solo due valoriu (per UP) e d (per DOWN) (da cui il nome
binomiale)

Osservazione 1.4. La circostanza che Z possa assumere solo due wvalori, si puo tradurre nel fatto che
Q = {wo, w1}, € che Z(wy) = d e Z(w1) = u. Tuttavia questa interpretazione pud risultare riduttiva, e
conviene piu in generale non assumere che la cardinalita di ) sia due, ma conviene invece assumere che

Z(w) =dIa,(w)+ula, (w), dove Ay = Af,

o in altre parole che

Z(w):{d sew € Ag
u  sew € Ay,

e assumere come sigma-algebra
F = {0, AOa Al; Q}?

di modo che sia la sigma-algebra F ad essere un insieme con un numero finito di elementi e non 2.

Cominciamo con il caso in cui le uniche scommesse ammissibili3>? sono quelle del tipo

e comprare (o anche vendere a corto3®) il titolo rischioso al tempo t = 0 e rivenderlo (o comprare, se si
era venduto a corto, al tempo successivo t = 1.

o Mettere in banca (o chiedere in prestito) al tempo t = 0 e ritirare (o restituire) al tempo successivo t = 1.
Ovviamente le combinazioni lineari delle due precedenti danno luogo a tutte le scommesse ammissibili.

Il titolo non rischioso, come si usa solitamente, viene utilizzato per attualizzare i valori ai vari tempi. Quindi si
considera anche un mercato B, S con i valori attualizzati come segue

5 BO ~ S() So
al tempo 0= 3, =5~ B

5 B = S S Z
al tempo t=1 B L= - ! 50

B B Bo(l+r) DBo(l+r)

32Qvviamente i titoli sono due, e poi sono ammesse anche le combinazioni lineari delle due relative scommesse.
33Vendere a corto (o short selling) significa vendere anche senza possedere ’azione. La differenza tra comprare e vendere sara
nel segno della strategia.
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Allora la scommessa relativa al titolo non rischioso B
Ag=B,—By=1-1=0
non comporta alcun contributo, mentre l’altra scommessa, relativa al titolo S diviene

~ ~ So Z So
Ai=5-S%=———"-——.
! ! 0 Bo(l + T’) BO
Questo modello verra studiato prima come un’applicazione del teorema dell’arbitraggio (Esempio 1.3) e
successivamente si otterranno direttamente le condizioni necessarie e sufficienti per 'assenza di opportunita di
arbitraggio (Teorema 1.2)

Esempio 1.3 (il modello binomiale uniperiodale con il teorema dell’arbitraggio). Per il teorema dell’arbitraggio,
la condizione di assenza di opportunita di arbitraggio e equivalente alla condizione di esistenza_della misura
martingala equivalente, che in questo modello si riduce alla Tichiesta che esista una probabilita P su Q per la
quale valga
BA)=0 & BS)=s==2 o B(=2Z _5\_y & B@z)=1+
= = = — _—— = = T,
' ! *" By Bo(14+7r) By
e che dia probabilita positiva a tutt gli scenari o gli eventi possibili.

In altre parole, la condizione equivale all’esistenza di due numeri p > 0 e ¢ > 0, con p+q = 1, che
rappresentino p = P(Z = u) e ¢ = P(Z = d), rispettivamente, e per i quali si abbia

uP(Z =u)+dP(Z=d)=1+71r < ufP’(Z:u)—&—d(l—]fD(Z:u)):l—i—r & upt+d(l—-p)=1+r
da cui, immediatamente,

1+r—d u—(1+7)

= _ f=1—9%= 1.8
p=——0 iz — (1.8)
Infine, la condizione che i due numerip e § definiscano una probabiliti conp=P(Z =u) >0ei=P(Z =d) >0

e soddisfatta se e solo se

d<l4+r<u.

Osservazione 1.5. Nel caso in cui Q) sia composto solo di due eventi elementari, ovvero in cui Q = {wg, w1}
e Z(wg) = d mentre Z(w1) = u, ovviamente la precedente osservazione permette di individuare univocamente la
probabilita (misura martingala equivalente) sull’insieme delle parti. Nel caso in cui invece la cardinalita di Q2 sia
strettamente maggiore di due, allora la misura martingala equivalente P ¢ univocamente determinata solo sulla o-
algebra generata da Z, ovvero, con le notazione dell’Osservazione 1.4, su F, ma non su o-algebre pit grandi. Ad
esempio se ) = {wo, w1, wa, w3}, € Z(wy) = Z(we) =d e Z(w1) = Z(ws) = u, allora Ag = {Z = d} = {wp, w2}
e Ay ={Z = u} = {wy, ws}. Se invece si prendesse come o-algebra insieme delle parti, allora ogni misura di
probabilita Q sarebbe determinata da

3
Po, P1, P2, P3, Di 20, ZPZ: ]-7
=0

dove p; = Q({w;}). La condizione che Q sia una misura martingala equivalente, diventerebbe
pitps=p,  potpr=q=1-p,  0<pi,ps<p, 0<po,pa<1l-p,

e non si avrebbe piu 'unicita della misura martingala equivalente.
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Dimostriamo ora direttamente (senza far uso del teorema dell’arbitraggio) che la condizione precedente,
ovvero d < 1+ r < u, **¢& necessaria e sufficiente per non avere arbitraggi. ***

Teorema 1.2. Per il modello di mercato binomiale uniperiodale la condizione
d<l4r<u. (1.9)

¢ necessaria e sufficiente per non avere arbitraggi (in senso debole), ovvero affinché con un capitale iniziale
nullo, non sia possibile non avere (con certezza) perdite, ed avere un guadagno positivo con probabilita positiva.

Prima di iniziare la dimostrazione fissiamo le notazioni: indichiamo una strategia con

™= (8,7)

ovvero By ¢ la quantita di denaro investita nel titolo non rischioso (in banca, o in buoni del tesoro®*) mentre
vSp & la quantita di denaro investita nel titolo rischioso (I’azione), ovvero v & il numero di azioni comprate?®>.
Allora il capitale iniziale (o il valore della strategia al tempo t = 0) &

34)

X§=pBBo+7vSo(=B+7s0 seBy=1)
mentre al tempo ¢t = 1 vale
X[ =BB1+7yS1=0By(1+7r)+7vs0Z(=p(1+7)+7vs0Z seBy=1)

ed il suo valore attualizzato ¢

gr_ X _BBit+75

= SoZ
= = S =
1= g B, B+v51 ﬂ—&-“YBO

(I+7)

Dimostrazione.
La condizione (1.9) & necessaria®® affinché non ci siano opportunita di arbitraggio:

Mostreremo infatti che, se la condizione (1.9) non & soddisfatta, allora in ciascuno dei due casid <u <14re
1+ r < d < u esistono strategie (3,7) di arbitraggio.

Se fosse
d<u<l+rm,
allora, con capitale iniziale nullo
e al tempo ¢t = 0 si potrebbe vendere corto una azione (v = —1) al prezzo s, e mettere i soldi ottenuti in banca

S
0=X§ =BBo+1So=BBo—s0 (=F=+p)

e al tempo t = 1 si potrebbe comprare ’azione al prezzo so Z (e che risulta minore di so(1 + ), cioe il valore di
quanto depositato in banca); dopo aver ritirato i soldi in banca, si compra l’azione (che si era venduta a corto)
ricavando quindi

sol+r—u)>0 seZ=u,

Bi+7S8 =so(l+7)—s0Z =
BB1+751 = s0(l+7) = so(l+r—d)>0 seZ=d.

34Nel caso dei buoni 8 rappresenta il numero di buoni comprati. B importante capire che quando 3 & negativo significa che
stiamo prendendo in prestito i soldi dalla banca, oppure che stiamo vendendo (3 buoni.

351 anche importante capire che & ammessa la vendita a corto, cioé si pud vendere oggi un titolo, impegnandosi a fornirlo
domani, pur non avendolo ancora comprato oggi. Cido vale anche per i buoni, ovvero per i titoli non rischiosi e non solo per le
azioni, ovvero per i titoli rischiosi.

36La dimostrazione formale oscura leggermente il significato:

Se d < u < 1+ r, allora conviene vendere ’azione oggi e mettere in banca sp, domani in banca ci sara di sicuro una somma
sufficiente per comprare 'azione, e ¢’¢ anche la possibilita (se I’azione non cresce troppo) di un guadagno strettamente positivo.
Se 1 +r < d < wu, allora conviene comprare ’azione oggi, prendendo in prestito dalla banca la cifra sgp necessaria, domani
rivendendo l’azione di sicuro si otterra una somma sufficiente per restituire i soldi alla banca, e ¢’¢ anche la possibilita (se I’azione
cresce abbastanza) di un guadagno strettamente positivo.
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In termini del mercato attualizzato

so 7 1+r

S: _— p—
B+vS1 =50 s

80(1—1j_r)>0 se Z =d.

Se invece fosse
1+7r<d<u,

allora, con capitale iniziale nullo,
e al tempo ¢ = 0 si potrebbe comprare una azione (y = 1) al prezzo sg, prendendo i soldi in prestito dalla banca

0=XJ=pBo+7vSo=8Bo+s0 (=8=—=")

e al tempo ¢ = 1 si potrebbe vendere 'azione al prezzo sg Z (e che risulta strettamente maggiore di so(1 + ),
cioe il valore di quanto va restituito in banca); dopo aver venduto ’azione si restituiscono i soldi (che si erano
presi in prestito) alla banca, ricavando quindi

solu—(1+7)) >0 seZ=u,

Bi+78 = —so(1 Z=
B B1+ 75 so(1+7)+so {so(d(1+7"))20 se Z =d.

In termini del mercato attualizzato

50( Y —1)>0 se Z = u,

7 147

B478 = —so+ 22 =
147

d
—Q> 7 —d.
so(l—i—r >0 se

La condizione (1.9) & sufficiente affinché non ci siano strategie di arbitraggio:
Mostreremo infatti che, se la condizione (1.9) & soddisfatta, allora non esistono strategie (3,~) di arbitraggio.

Dobbiamo cioé mostrare che, se vale (1.9), allora per ogni (5, ~) tale che
X =BBo+7vs0=0 e X (w)=8Bo(1+7)+vys9Z(w) >0 per ogni w

si ha che
X7 (w) =0, per ogni w.

Infatti
X5 =08Bo+vs0=0, & BBy = —7 5o,

e di conseguenza
—750(1+r—u) se Z = u,

XT(w)=BBo(1+71)+vs0Z(w) = {750(1+7~d) se Z=d

Poiché 1 +7r —u < 0 mentre 1 +r —d > 0, € impossibile che —v sg (1 +7r— u) e —7v 8o (1 +r— d) siano entrambi

maggiori o uguali a zero, tranne nel caso in cui siano entrambi uguali a zero, ovvero se vsg = 0. Poiché sg > 0, cio

significa che deve essere v = 0. Lo stesso vale per 8 = —% e quindi X7 (w) =B8Bo(1+7)+7vs0Z(w)=0. O
0
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1.4.1 Modello binomiale uniperiodale con contingent claim

Siamo sempre nel mercato binomiale uniperiodale della definizione 1.3, ma ora sono ammesse anche scommesse
del tipo contingent claim?>”, ovvero il valore della scommessa dipende dal valore del titolo rischioso:

e oggi (al tempo t = 0) pago ¢ e domani (al tempo ¢ = 1) ricevo f1(S1) = fi(s0 Z) =: ®(Z).
Il valore attualizzato di questa scommessa ¢

Ay = f1(S1) c f1(S1) c ﬂ c

B, By Bo(l+r) Bo Bo(l+r) By

Il modello binomiale uniperiodale con derivati®® verra studiato prima come un’applicazione del teorema
dell’arbitraggio (Esempio 1.4) per determinare il prezzo del derivato in modo che non ci siano opportunita
di arbitraggio. Successivamente (si veda ’esempio 1.5) troveremo di nuovo tale prezzo con un procedimento
collegato con il concetto di strategia di copertura perfetta (si veda la definizione 1.4).

Esempio 1.4 (modello binomiale uniperiodale con contingent claim: il prezzo, sempre con il teorema
dell’arbitraggio). Rispetto all’Esempio 1.8, abbiamo un’altra scommessa, ma lo spazio Q) é rimasto lo stesso
di prima, e abbiamo anche la scommessa di prima, quindi la misura martingala equivalente o rimane la stessa
di prima o non esiste.

1l teorema dell’arbitraggio assicura l’assenza di opportunita di arbitraggio se e solo se la scommessa As ha
valore atteso nullo rispetto a tale misura (oltre alla scommessa A1). Quindi l'unico prezzo che non permette
arbitraggi é percio quel valore ¢ per il quale si abbia

E(AQ):E(fl(Sl)_C>:O - c:Bo1E<f1(51)>

By By By
0ssia
B(As) =0 < E(q’(@c)o o cfE(‘W)),
I+r 1+7r
da cui
1 1+r—d u—(1+r)
=17 {f1(80u)ud+f1(30d) ud} (1.10)

Quindi il teorema dell’arbitraggio®® ci permette di ottenere il prezzo del contingent claim f1(Sh).

Osservazione 1.6. Contingent claim ¢ uno dei possibili nomi che si puo dare ad un contratto che preveda
che la quantita di denaro (o di beni) che ci si impegna a dare dipenda (sia contingente) dalle circostanze future.
In questo esempio abbiamo supposto che la dipendenza sia stabilita in modo deterministico dall’andamento dei
prezzi di un altro bene, che é detto (bene) sottostante (in questo caso il sottostante, o titolo primario, ¢é
lazione).

37Per chiarire meglio il significato delle due parole
CONTINGENT: (aggettivo, formale) contingent on/upon something, depending on something else in the future in order to happen:
Qutdoor arrangements are, as ever, contingent on the weather and we have other plans in the event of rain.
Our success is contingent upon your support.
CLAIM: (fra gli altri significati) a right to have something or obtain something from someone:
She has no rightful claim to the title.
Our neighbours have no claim to (= cannot say that they own) that strip of land between our houses.
My ex-wife has no claims on me (= has no right to any of my money).
38Gi veda la successiva osservazione 1.6 per il motivo per cui si parla di derivati.

2(2)
T+r

391nfatti solo scegliendo come prezzo ¢ := & ( ), si ottiene che non ci sono opportunita di arbitraggio.
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Osservazione 1.7. Oltre a derivati che sono funzioni deterministiche del sottostante, sarebbe possibile
considerare anche scommesse (attualizzate) pit generali, ovvero del tipo

V(w) cog  Y(w) cy

A = —_——— = —_—
‘P(W) B1 BO B()(]. +’I") BO

Se lo spazio degli eventi mon contenesse solo due elementi, allora con il teorema dell’arbitraggio si
individuerebbe in modo unico la misura martingala equivalente solo sulla o-algebra generata da Z, cioé su
F = {V), {Z =d}, {Z = u}, Q}, ma non si individuerebbe in modo unico su tutte le possibili o-algebre.

Per capire meglio il significato di questa osservazione riprendiamo il caso esaminato nell’Osservazione 1.5
di Q = {wo, w1, wa, w3}, e la o-algebra sia Vinsieme delle parti di 2.

La richiesta che Q sia una misura martingala equivalente corrisponde a chiedere che

E%[A]
E%[A]
E%[Ay]

0
0
0

La prima condizione é ovvia, la seconda condizione (come abbiamo gia visto) corrisponde a

p1+p3:2§a p0+p2:(j:17ﬁa Oéplap?)éﬁ? 0§p07p2§1*15;

ovvero

ngogl_ﬁy ngl Sﬁa p2:1_ﬁ_p07 p3:ﬁ_p17 (111)

che come é chiaro ha due gradi di liberta (cioé le soluzioni dipendono da (po,p1) € [0,p] x [0,1 — p].
Infine la terza condizione diviene

Cy

=0
By

po ¥(wo) + p1 ¥(w1) + p2 ¥(wa) +p3 ¥(ws) — (1 +7)Bo

ovvero tenendo conto della (1.11)

Cy

po ¥(wo) +p1 ¥(w1) + (1 =P —po) ¥(w2) + (b — p1) ¥(ws) — (L +7)Bo By 0. (1.12)

Da questa relazione si ottiene quindi che cy non é univocamente determinato dalla richiesta che non ci siano
opportunita di arbitraggio, ossia, mentre nel caso in cui F = {0, Ao, A1, Q} il suo prezzo é univocamente

A\
determinato dalla (unica) misura di probabilita martingala equivalente dalla relazione cg = By E(§> , nel caso
1

in esame, i cui F = P(Q), il prezzo puo variare in un range che dipende, in non solo dai valori che puod
assumere W(w), ma anche da (po,p1), senza che ci siano opportunita di arbitraggio. Tuttavia se accade che

Y(wo) =V¥(wz) e Y(w)="V(w3), <&  VY(w)=2(Z(w)),
per una opportuna funzione ®(z), allora invece il suo prezzo ¢ univocamente determinato.

Vale la pena anche di osservare che potrebbe anche darsi la situazione in cui alcuni contingent claim ¥ ;(w),
Jj=1,--+,€ sono prezzati dal mercato e sia c; il corrispondente prezzo di mercato. In altre parole non abbiamo
il problema di fare il prezzo di questi contingent claim, ma prendiamo per buoni i prezzi di questi contingent
clatm. In questo caso le condizioni di assenza di opportunita di arbitraggio

EQ[AO] =0 (1.13)
EQ[A] =0 (1.14)
E9Ay,]=0 j=1,...¢ (1.15)
dove
Yiw) ¢ Y(w) ¢

Ay, = -2 - I
\I,j (W) Bl) BO Bo(l + T) BO
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divengono ulteriori condizioni sulla probabilita martingala equivalente. Ad esempio, se applicate sempre
all’esempio dell’Osservazione 1.5 con Q = {wo, w1, we, w3}, permetterebbero di ricavare relazioni analoghe alla
(1.12), ovvero

po ¥(wo) + p1 ‘I’(wl)+(1*ﬁ*po)‘l’(wz)Jr(ﬁ*Pl)‘I’(ws)*(1+7")BO%JO =0, Jj=1--L (1.16)
Queste relazioni si possono interpretare in questo caso invece come una condizione su (pg,p1). Non solo, esse
ci permettono altre considerazioni:

(i) se £ =1, allora ¢é possibile determinare py in funzione di py (o viceversa);

(ii) se £ =2, allora ¢ possibile che siano univocamente determinate sia py che pi;

(iii) se £ > 3, allora é possibile che nessuna coppia di valori (po,p1) soddisfi tutte le condizioni (1.16), ovvero
che il sistema (1.13) (1.14) (1.15) di assenza di opportunita di arbitraggio non abbia nessuna soluzione.

Ovviamente nessun problema sorge nella seguente situazione: esiste (ed & unica) una misura di probabilita
If”, rispetto alla quale le variabili aleatorie A; hanno valore atteso nullo, per ¢ = 0, 1, --- ;m, e il contingent
claim ¥ ¢ una variabile aleatoria che si puo scrivere come combinazione lineare delle precedenti, ovvero esiste
un vettore di numeri reali (3,~%,---,4™) per i quali

Ag(w) = Ay + Z’yiAi(w) per ogni w € ).

i=1

In questo caso infatti la condizione

E[Ag] =0
BE[A0] + > v E[A] =0

¢ automaticamente soddisfatta.

Questa banale osservazione ha delle interessanti interpretazioni in Finanza come si vede nel seguente esempio.
Il vettore (3,~%,---,~™) viene interpretato come una strategia di copertura perfetta, e contemporaneamente
permette, in alcuni casi la determinazione dei prezzi.

Esempio 1.5 (modello binomiale uniperiodale con contingent claim: la strategia di copertura perfetta). Il
prezzo del derivato con contingent claim f1(S1) (che brevemente chiameremo anche opzione) si pud ottenere
anche a partire dal concetto di copertura perfetta (si veda la successiva definizione 1.4).

Sia ¢ il prezzo (ancora da determinare) dell’opzione (cioé il prezzo del derivato con contingent claim
f1(S1) = f(s0 Z) =: ®(Z)). Si immagini di comprare o derivati caratterizzati dal precedente contingent claim
®(Z). Nel sequito considereremo solo il caso o = —1, che invece corrisponde a vendere l'opzione, e quindi
prenderemo il punto di vista del venditore, ma questo non lede la generalita®®. Siano inoltre 3 By la quantita di
denaro investita nel titolo non rischioso (B), e 7Sy la quantita di denaro investita nel titolo rischioso (S). La
coppia 7 = (3,7) viene detta strategia di investimento o portfolio*!.

Si suppone inoltre che la strategia sia autofinanziante, cioé che non ci siano costi di transazione, non ci
stano consumi, e neppure introiti ulteriori.

40F chiaro che supporre o = —1 non comporta nessuna perdita in generalitd in quanto basterebbe considerare 8/ = = €

analogamente 7/ = —L-.
41Secondo la terminologia del teorema dell’arbitraggio 1.1 la strategia sarebbe la terna (o, 3,7), ma come gia osservato si puo

considerare &« = —1, e quindi solo la parte relativa a (3,7) ¢ interessante.
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La condizione che il capitale iniziale sia nullo diviene

(X" =)ac+XJ =ac+By+vSy=0 (1.17)
nel caso in cui o« = —1 corrisponde a chiedere che
Xg ZﬂBo+’YSO = C. (118)

Questa formulazione corrisponde a chiedere che il prezzo di vendita ¢ sia il capitale iniziale che viene ripartito
nel mercato (B, S), ovvero investito in banca (o nel titolo non rischioso) e nelle azioni (o nel titolo rischioso).
Ovviamente alla fine del periodo, ovvero al tempo t = 1, il valore complessivo si esprime come

(X" =)afi($1) + X = a fi(S) + 6 B1 +75,

mentre il valore complessivo attualizzato st esprime come

fi(sou) SoU
_— 1 _— 7z =
- £1(S1) ~ aBo(1+T)+6 +7B0(1+7‘) % !
(X" :)a#+51+’751:
0( +T) am_i_ﬁl_i_ & se Z=d
Bo(1+7) T Bo(1+1) -

Definizione 1.4 (copertura perfetta nel modello binomiale uniperiodale). Una strategia di copertura
perfetta ¢ una strategia (8,7) per la quale il capitale finale

af1(51)+ﬂBo(1+T‘)+’)/Sl =0

o, il che e lo stesso, che il capitale finale attualizzato

f1(S1) =
—— 4+ 01495 =0
« Bo(1+7) B Y o1
sia nel caso Z = u che nel caso Z = d.
Nel caso o = —1 cio corrisponde a chiedere che il valore
X{ =BB1+v5 = f(5), (1.19)

ovvero che la strategia (8,7) permetta di onorare esattamente il contratto: vendendo l’opzione il venditore (cioé
chi ha la posizione corta) si ¢ impegnato a fornire al compratore (cioé chi ha la posizione lunga) la quantita
contingente f(S1), e questa strategia (3,7) gli permette di ottenere esattamente la quantita di denaro necessaria.

Affermazione: Si supponga che esista e siano unico un valore ¢ che assicura l’esistenza di una strategia di
copertura perfetta (58,7), a partire da un capitale iniziale nullo (ossia ¢ e (8,7) sono tali che valgono le relazioni
(1.18) e (1.19)).

Allora il valore ¢ é l'unico valore del prezzo che assicura che non ci siano opportunita di arbitraggio®?.

Dimostrazione dell’affermazione precedente: si distinguono due casi

e se il prezzo dell’opzione della strategia fosse €, con © > ¢, allora vendendo al tempo t = 0 lopzione al
prezzo ¢, si potrebbe utilizzare ¢ per mettere in atto la strategia (3,7y) (che permette di ottenere f(S1) al tempo
t =1) e mettere in banca la differenza ¢ —c > 0. Al tempo t = 1 il venditore potrebbe ottemperare al contratto,
dando, come dovuto, al compratore f(S1), e avere inoltre la quantita di denaro (1 +r)(¢ —c¢) > 0. Si ha cioé
un arbitraggio.

Riassumendo

42Tale valore ¢ prende anche il nome di prezzo di copertura. Il suo interesse sta nel seguente fatto: colui che vende 'opzione al
prezzo ¢ di copertura riceve la somma ¢ al tempo ¢ = 0 e la investe nel mercato (B, S) secondo la strategia di copertura perfetta
(8,7), ed ¢ sicuro in tale modo di ottemperare all’impegno preso, cio¢ di poter fornire al tempo ¢t = 1 il contingent claim f1(S1) al
compratore. Questo ¢ interessante anche per il compratore, in quanto sa che il venditore riuscira ad ottenere il contingent claim.
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opzione | strategia = azioni e bond/banca | bond/banca totale
t=20 +c —vSy — BBy = —c c—c¢ 0
t=1]| —f(S1) vS1 + BBy = f(S1) (I+r)ec—c) | Q+7)(c—c) >0

e se invece il prezzo dell’opzione della strategia fosse ¢, con ¢ < ¢, allora vendendo al tempo t = 0 il portfolio
(8,7) al prezzo ¢ = BBy + 7Sy > ¢ (impegnandosi a restituire al tempo t = 1 il corrispettivo valore, ossia
BBy 4+ v81), comprando al tempo t = 0 l'opzione al prezzo ¢, e infine, sempre al tempo t = 0, mettendo in
banca la differenza ¢ — ¢, al tempo t = 1 si ottempera all’impegno preso prendendo il valore f(S1) tramite
Uopzione: per tale valore infatti vale f(S1) = B B1+vS1. A questo punto al tempo t =1 in banca é rimasta la
quantita (14 r)(c — ¢) > 0 strettamente positiva. Si ha cioé un arbitraggio.

Riassumendo
opzione | strategia = azioni e bond/banca | bond/banca totale
t=20 —c vSo + 8By = ¢ c—c 0
t=1] f(S) 751 — BB = —f(51) (I+r)c—¢) | (L+7)(c=¢)>0

Rimane da vedere che il prezzo ¢ di copertura dell’affermazione esista e sia unico e che esso coincide con il
prezzo ottenuto precedentemente, attraverso la formula (1.10), ottenuta con il teorema dell’arbitraggio. L’idea
alla base del ragionamento sta mella sequente osservazione: affinché si trovi qualcuno disposto a comprare, il
prezzo deve essere tale che il venditore non possa fare un guadagno sicuro, ma anche non si troverebbe nessuno
disposto a vendere se il compratore avesse un guadagno sicuro.*3. Questo ¢ possibile solo se, sempre a partire
da capitale iniziale nullo X" = 0, c¢’¢ una strategia per la quale )N(f”r = 0, indipendentemente dal valore di Z.

In particolare deve valere X{*™ = 0, cioé la relazione (1.17), e la condizione di copertura, cioé X" = 0.
Quest’ultima si traduce nelle due condizioni sequenti:

f1(80 ) Souw
1 — =0 1.20
Boll+r) P T By (1.20)
J1(s0d) sod
+B814~y—2" 0 1.21
Boi+r) T T By (L2
o equivalentemente
fi(sow) SoU
- 1 — =0 1.22
Bt TP B (1.22)
fl(SO U) So U f1(80 d) So d
—— + (14 = +p014+y——— 1.23
aBo(1+T) ﬂ rYBo(l—i—’I“) aBo(l—f—T) 6 FYBo(l—i-’I“) ( )
ovvero, esplicitando (3 in funzione di a e di v tramite la (1.22)
fi(sou) Sou
_ — — 1.24
f1(80 u) Souw - fl(S() d) So d

Bo(1+7) VBO(1+T)_O[BO(1+7") 730(14—7’)' (1.25)

43Va inoltre ricordato che implicitamente abbiamo supposto che il mercato sia liguido, cioé che sia possibile trovare sempre
qualcuno disposto a comprare e qualcuno disposto a vendere: se ci fossero opportunita di arbitraggio per il venditore, allora tutti
vorrebbero vendere e non si troverebbe nessuno disposto a comprare, mentre accadrebbe il contrario se ci fossero opportunita di
arbitraggio per il compratore.
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La seconda condizione (1.25) permette di trovare v in funzione di «

1 fi(sou) — fi(s0d)
« )
So u—d

oc(fl(sou) — fl(sod)) = v(sod—sou) Sv=v(a)=—
ovvero** per a = —1 (By = 1, per semplicita)

_ fi(sou) — f1(80d)_

1.26
Sou — Sod ( )

Di conseguenza la prima condizione (1.24) permette di trovare*® 3, infatti si ha

- - 1 f1(80 d)u—f1(50 ’U,)d
che per a« = —1 diviene
1 d)u — d
8= Ji(sod)u— fi(sou) (1.27)
Bo(1+7) u—d

La condizione precedente (1.17) di capitale iniziale nullo, ossia X" = 0, diviene quindi*® per o = —1 (si

puod supporre anche By = 1, per semplicita)
BBo+vSo=8B+7vs0=c¢ (=B=c—7s0)

da cui si puo trovare (in modo nuovo) il valore che deve avere ¢ affinché non ci siano opportunita di arbitraggio:

44Gi osservi che il numero di azioni che permettono una copertura perfetta del titolo derivato, cioe il numero 7, si ottiene attraverso
una sorta di derivata discreta della funzione costo f(x), come funzione del prezzo dell’azione sottostante. Inoltre v(«) dipende
linearmente da a.

458i osservi che

_ — a fi(souw) N sou
p=pla@) = o g 0 T Bt
_g Jilsow) 1 fi(sow) — fi(sod)  sou
Bo(1+ 1) S0 u—d Bo(1+1)
_ 1 1 fi(sou) = fi(sod)
_O‘m[ﬁ(sou)—%T sou]
- 1 [fl(sou)(u—d) B f1(80u)“—f1(80d)u]
N Bo(1+ 1) u—d u—d
- 1 fi(sod)u— fi(sou)d
Bo(1+7) u—d

46Per o generico si ottiene lo stesso:
ac+ B(a) Bo+v(a) So = ac+ (—a) B(=1) Bo + (—a) v(=1) so = 0

che equivale a
BBo+vSo=pB+vs0=c
dove per semplicita 8 = 3(—1) e v = y(—1).
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infatti si ricava che®”
e b fled)u—(A+0)]+ filsow) [A +1) —d]
14 u—d

filsod)p+ fi(sow) (1=5)).

1
T 14 (
dove p ¢ definita in (1.8).

***Nella seguente Figura 1.1 riassumiamo il procedimento con un albero:

1 _

p=rtr—2  Gs_1_5 sou

w — d

S0

1

c=1xa. [Pf(sow) + Gf(sod)] sod
q F(sod)
— d
oY= F(sou) — f(sod) = B =2 (c—~s0)
sou — sod o

Figura 1.1: Albero binomiale per il calcolo del prezzo ¢ e della strategia di copertura perfetta: trovati c e =, il

valore [ & automaticamente determinato.

Osservazione 1.8. La condizione di copertura perfetta é stata definita attraverso le condizioni (1.18) ed (1.19),

08810
c= BBy + 50,
f(S1) =B B1+751.

Da queste relazioni é immediato verificare che allora, attualizzando i prezzi al tempo t =0,

C - Bo So
By B B, "By
EAPY SO
B By By
da cui tmmediatamente, facendo la differenza tra la seconda e la prima riga si ottiene
f(51) ¢ By By S1 0 So :
- = - = - - = Ay = (A Aq.
B Bo B, By +7 B, By 08514 2= 0380 +7A

Abbiamo quindi ritrovato il fatto che trovare la copertura perfetta equivale ad esprimere la scommessa Ao,
relativa al contingent claim, come una combinazione lineare delle scommesse Ag e Ay, **F

47TCon semplici passaggi si ottiene
1 f1 (80 d)yu— fi(sou)d 1 fi(so u) — f1(s0d) s

Bo + —
Bo(1+7) u—d S0 u—d
1 filsod)u— fi(sou)d | fi(sou) — fi(sod)
= +
1+ u—d u—d
1 fi(sod)u— fi(sou)d n fi(souw) (1 +7)— fi(sod)(1 +7)
147 u—d w—d
_ 1 fsod)[u—(1+r)]+ fi(sow) [(1+7r) —d]
T 14 u—d

c=pFBo+vs0=




Capitolo 2

Richiami su spazi di probabilita

2.1 Esempi di spazi di probabilita
Come dovrebbe essere noto uno spazio di probabilitd & una terna (2, F,P), dove

F & una o-algebra, ovvero F ¢ una famiglia di sottoinsiemi di 2, cioé F & un sottoinsieme di P(Q2), tale
che

Qe F, (2.1)
se A € F, allora A € F;
se A, € F,n €N, allora U,en A, € F; (2.3)

P e una misura di probabilita, ovvero
P:F—0,1; A~ P(A4)

con le proprieta che

P(Q) =1; (2.4)
se A, € F,n €N, con A, N A,, =0 per n # m, (2.5)
allora IP’( U An) = ZP(An).
neN neN

La o-algebra F rappresenta l'informazione disponibile, ovvero gli eventi appartenenti a F sono gli unici
eventi di cui abbiamo la possibilita di sapere se si sono verificati oppure no.

Oltre alla misura di probabilita P, per tutti gli eventi A € F con P(A) > 0, si possono definire le probabilita
condizionate' all’evento A, che rappresentano la valutazione della probabilita nel caso in cui si verificasse
Ievento A:

P(-|A) F : — [0, 1] (2.6)
P(EN A)

E— P(E|A) := B A

Vediamo ora alcuni esempi elementari di spazi di probabilita:

1E facile verificare che la funzione P(-|A) definita in (2.6) & una probabilita, cioé soddisfa gli assiomi delle probabilita. Per
mettere in evidenza tale fatto va detto che Kolmogorov aveva adottato la notazione P4 (+), ovvero P4 (F) invece di P(E|A), anche
per mettere meglio in evidenza questa proprieta.

27
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Esempio 2.1. Qualungue sia Q, la o-algebra banale F = {0,Q} é una o-algebra, e necessariamente P(Q) = 1
e P(0) = 0.

Esempio 2.2. Qualunque sia Q, preso un sottoinsieme proprio A di Q la o-algebra F = {0, A, A°,Q} é una
o-algebra, e necessariamente P(Q2) =1, P(0) =0, P(A) = p, P(A°) =1 —p, per un p € [0,1].

Esempio 2.3. Qualunque sia , sia {Hy,, m = 1,2,..., N} una partizione finita di Q, cioé se gli eventi
sono incompatibili:

H,NHy=0pern#m, nme{l,2,...,N}

ed esaustivi:

H, =9,
1

T C =

allora la famiglia M = {A =, ,c; Hm, al variare di I C {1,2,...,N}}, (con la convenzione che U H, =0)

mep
e una o-algebra. Inoltre se p1,ps,...,pN Sono numeri non negativi, a somma 1, ovvero

N
Pm >0, m=1,2,...,N, > pm=1,
m=1

allora P: M +—[0,1]; A— P(A), con
P(A) = me, per A = U H,,, (2.8)
mel mel

definisce una probabilita su (Q, M).

Esempio 2.4. Le proprieta dell’esempio precedente valgono anche nel caso di una partizione numerabile
{H,, m € N} con i dovuti cambiamenti: cioé, se

H,NH, =0 pern#m, nmeN,

U Hn =9,

allora la famiglia
F={A= U H,,, al variare di I C N},

mel

(con la convenzione che U H,, =10), ¢ una o-algebra®.

mep
Inoltre se p1,p2, .., Pm,--. SOMo numeri non negativi, somma 1, ovvero
Pm >0, meN, E Pm =1,
meN

2La verifica & banale:

Q= U H,,, ovvero [ =N

meN
se A = U H,,, allora A° = U Hp,
mel melc

oo
se An = |J Hm,n>1, allora | J An= | Hm, per I =02 1.
mely, n=1 mel
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allora P: F+—[0,1]; A P(A), con
P(A) = Z Dims per A = U H,, (2.9)
mel mel

definisce una probabilita su (2, F).
La verifica di quest’ultima proprietd é banale?.

Elenchiamo adesso alcune proprieta e notazioni relative alle o-algebre:

1 l’intersezione di o-algebre é una o-algebra
Sia {Gq4, @ € A} una famiglia di o-algebre, allora F := ﬂ G, ¢ una o-algebra?.
a€cA

2 l’'unione di o-algebre non é (in generale) una o-algebra
Basta mostrare con un controesempio che 'unione di due o-algebre non ¢ una c-algebra: ad esempio se
G ={0,A;, A%, Q}, con A1 N Ay # 0, Ay, Ag, allora Gy U Ga = {0, A1, As, A, AS,Q} non & una o-algebra.

3 la o-algebra generata da una collezione di eventi
Sia K un sottoinsieme di P(f2), 'insieme delle parti di 2, allora

¢ la o-algebra® generata da K.

In particolare quindi la o-algebra M, generata dalla partizione {H,,; m € N} come nell’Esempio 2.4,
coincide con o({H,,; m € N}), in quanto, come gia visto M & una o-algebra, e inoltre ogni o-algebra che
contenga {H,,; m € N}, deve necessariamente contenere tutte le unioni del tipo Uy, Hop,.

4 la o-algebra generata da una collezione di c-algebre
Nel caso in cui K = [J,ep Ga, dove G, sono o-algebre, allora si pone

\/ Ga ::0'( U ga).

acA acA
In particolare se M = o({H,,; m € N}) e N' = o({K; ¢ € N}), allora

MVN=c({HnNEK;meN, LeN}) ={E= (] HpnnKg;conJCNxN}

(m,0)eJ
3La funzione P : M s [0, 1] definita in (2.9) & una probabilita, infatti
P(Q) = Z Pm =1,
meN
se Ay = U Hp € M,n €N, con A, N A, =0 pern#n',
mel,

allora U Ap = U H,, con I = U In, econ I, NI, =0 per n #n’,
neN mel neN

e quindi P( [ J An) =P(A) = "pe= " > pm =D P(4n),

neN el neNmel, neN

4La verifica & banale:
Q e F, in quanto Q € G, per ogni o € A;
se A € F, cioe se A € Gy, per ogni a € A, allora A° € G, per ogni a € A, e quindi A® € F;

se An, € F,n € N cioe se A, € Go, per ogni a € A,n € N allora U Apn € Go, per ogni a € A, e quindi U A, € F;
neN neN

511 fatto che ﬂg;}ccg sia una o-algebra, deriva dalla proprieta che l'intersezione di o-algebre & una o-algebra.
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5 la o-algebra dei Boreliani Nel caso in cui K = A, la famiglia degli aperti di R¥, allora
B(R*) := o (A)

¢ detta o-algebra dei boreliani, o o-algebra di Borel, ed ogni elemento di Z di B(R*) ¢ detto boreliano.

2.2 Variabili aleatorie

Definizione 2.1. Dato uno spazio di probabilita (€, F,P)%, una variabile aleatoria reale X ¢ una funzione

F-misurabile, ovvero una funzione
X:0~R; wr X(w),

tale che la controimmagine di ogni aperto O € A sia un elemento di F7, cioé tale che

XH0O) := {w tali che X (w) € O} € F, per ogni aperto O € A.

Si dice anche che X e una variabile aleatoria F-misurabile.
Una definizione analoga vale nel caso di variabili aleatorie multidimensionali

X Q0-RY we X(w) = (X1 (w),..., Xk(w)),
basta infatti sostituire R con RF.
Vediamo alcuni esempi di variabili aleatorie F-misurabili, al variare della o-algebra F.

Esempio 2.5. Se F = {(),Q}, allora le uniche variabili aleatorie reali X F-misurabili sono le costanti:

Se X : Q—R; wr X(w) =c, allora X~Y(O) ¢ levento impossibile(=insieme vuoto 1), se ¢ ¢ O, oppure ¢
linsieme certo(=82), se ¢ € O.

Viceversa se X : Q2 — R; w— X (w) non é costante allora X assume almeno due valori ¢ e co distinti (cioé
esistono w; tale che X (w;) = ¢;, per i =1,2, con ¢1 # c2). Quindi se ¢y € O, ma c3 ¢ O, allora w; € X 1(0),
mentre wa ¢ X 1(0), ovwvero ) C X~1(O) C Q (dove le inclusioni sono in senso stretto), e quindi X non ¢é
F-misurabile.

Si noti che ’esempio precedente mostra anche che tutte le variabili aleatorie costanti sono misurabili rispetto
a qualunque c-algebra ({0, Q} C F, per ogni o-algebra F).

Esempio 2.6. Sia {H,,, m € N} una partizione numerabile, e sia M come nell’esempio 2.4. Allora
X : Q- R wr X(w) ¢ M-misurabile, se e solo se esiste una successione di costanti {c,, m € N}8,
tale che

X(w)=> emlu, (). (2.10)

meN

Se X ¢ definita come in (2.10) allora X ¢ M-misurabile, infatti per ogni aperto O,

X_l(o) = U Hip,

m:cm, €O

61In realta basta che ci sia uno spazio probabilizzabile, ovvero basta solo la coppia (£2, F), mentre non & necessario specificare la
misura di probabilita P.

7Si noti I’analogia con la definizione di funzione continua f : R¥ — R%, come una funzione tale che le controimmagini di aperti
sono aperti.

8Si noti che non si assume che i valori di {c,,} siano tutti distinti, ad esempio nel caso della successione costante, cioe ¢, = ¢
per ogni m € N, si trova una variabile aleatoria costante.
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ovvero X~ H0) = U,per Hm € M, per I ={m : ¢, € O}.
Viceversa se X ¢ M-misurabile, cioe, per ogni aperto O, esiste un I C N tale che

X10)= | Hn,

mel
allora qualunque sia ¢ € R, preso O™ intervallo aperto (¢ — 1/n,c+ 1/n) si ha che
X*ehH=x(o=Nx"0m= U Hn= | HmeM,
n n n meln me(,, I"

Esempio 2.7. Sia X : Q@ — R; w — X(w), una funzione discreta, ovvero tale che 'immagine X () =
{z € R, tali che esiste un w con X(w) = z} di X sia un insieme numerabile (finito o infinito), cioé X (Q) =
{Zm,m € N}, con x,, # xp, per n #m. Allora

X(w)=> zmlu, W), (2.11)

meN

dove

H,, = X '{zm}) = {w tali che X (w) =z, }.

Si noti che {H,,, m € N} forma una partizione numerabile.

Inoltre la funzione X é una variabile aleatoria F-misurabile, se e solo se
H,, =X '({zm}) € F, per ogni m € N,
come ¢ immediato da (2.11), osservando che, come nel caso precedente,
xo)y= |J Hn
m:x, €O

Infine la variabile aleatoria X si dice semplice o elementare, se l'insieme X () é un insieme finito.

Si puo dimostrare che

1 se X & una variabile aleatoria F-misurabile, allora la controimmagine X ~!(Z) € F, per ogni boreliano
7 € B(R),

2 la variabile aleatoria X & F-misurabile, se e solo se ciascuna componente X; & F-misurabile’, per ogni
i=1,...,k. In particolare X ~*({z}) € F, per ogni z € R, in quanto {z} =, (z — 1/n,z + 1/n).

Connessa con la precedente Definizione 2.1 ¢ la seguente definizione:

Definizione 2.2. Sia data una funzione X : Q— R*  wi— X(w) = (X1(w),..., Xp(w)). Si dice o-algebra
generata da X, la o-algebra

oX)= (16

GeRX

dove RX ¢ la famiglia delle o-algebre, per le quali X ¢ G-misurabile!®.
Si dimostra che

3 La c-algebra generata da X, si puo caratterizzare come:

o(X)={A=X"YT), per T € B(R")},

9Dimostriamo solo la necessita, che & immediata: basta prendere O =R X --- x RxO; X R x -+ x R.
N—— N——r

i—1 volte k—1 volte
10La famiglia RX non & vuota, in quanto contiene almeno G = P (), 'insieme delle parti di Q.
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4 la funzione X & F-misurabile, se e solo se o(X) C F,

5 le variabili aleatorie o(X )-misurabili a valori in R? sono tutte e sole le variabili aleatorie Z per le quali
esiste una funzione g boreliana'! tale che
Z =g(X).

Esempio 2.8. Sia X una funzione semplice, come in Esempio 2.7, allora

o(X) =0({Hpu, meN}) ={A= | ] Hn; I CN},

mel
dove H,, = X1 ({zn}).
Inoltre tutte e sole le variabili aleatorie (X )-misurabili sono le funzioni

Z: QR w— Z(w) ::ZcmﬂHm,

come discende immediatamente dall’Esempio 2.6. Di conseguenza se g : R — R tale che g(x,,) = ¢, per ogni
m € N, allora

Z(w) = ZcmHHm = Z(w) = Zg(xm)HXfl({xm})(w) = Zg(xm)]l{zm}(X(w)) = g(X(w))

Terminiamo questa sezione, ricordando che le operazioni di massimo, minimo, somma, prodotto, di due
funzioni misurabili, danno luogo a funzioni misurabili: quindi se X ed Y sono variabili aleatorie F-misurabili,
lo sono anche X VY = max(X,Y), X AY = min(X,Y), X +Y, XY. In particolare sono variabili aleatorie
Xt:=XV0eX :=(-X)VO0.

2.3 Distribuzioni di variabili aleatorie
Sia (2, F, P) uno spazio di probabilita e sia
X: QRN we X(w)

una variabile aleatoria a valori kin RF 4k Tramite X e possibile definire una misura di probabilita
P x sullo spazio misurabile (R¥, B(R¥)) nel seguente modo:

Py :B(R") —[0,1] I~ Px(I):=P(X €I).

E facile verificare che effettivamente Py definisce una probabilith sui boreliani B(R¥). La misura di
probabilita cosi definita & detta misura di probabilita indotta da X, o distribuzione di X.

A volte, per indicare la misura di probabilitd indotta, si usa il simbolo PX ™!, che nasce dall fatto che

Px(Z) == P(X € I) = P(X"'(Z)). Nel seguito, a volte useremo anche il simbolo px per indicare la
distribuzione di probabilita di X.

Esempio 2.9 (una variabile aleatoria binomiale). Sia

Q=1{0,1}" = {w= (w1, ws,...,wy), conw; €{0,1}, peri=1,2,... N},

11Una funzione g : RF — R4, si dice boreliana se & una funzione tale che le controimmagini di aperti sono boreliani.
Ovviamente le funzioni continue sono boreliane. Sono boreliane anche le funzioni continue a tratti, o meglio ancora costanti a
tratti.
Per chi non avesse familiarita con i concetti di misurabilita puo pensare a queste funzioni, o a funzioni che siano limite puntuale di
funzioni di uno dei due tipi precedenti.
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sia
F =P,

Uinsieme delle parti di Q, sia la probabilita definita attraverso ***la relazione ***
]P’(:J: * :1f{w}::: * :::) = pzzNzl Wi (1 _p)N_Zi\r:1 wi,

dove p € un numero fissato con la condizione che p € (0,1). Sia infine X la variabile aleatoria definita da

N
X(w):= Zwi.

Si vede facilmente che
o 1 la variabile aleatoria X assume solo i valori {0,1,... N},

2 perhe{0,1,...N} si ha'?

Pe(h) =X =) = ()" (1= 9"

e 3 per ogni boreliano T

Px(I)=P(X €I)= Z(]}\l[)ph (1 _p)N_h

h=0
hel
Definizione 2.3 (variabili aleatorie con distribuzione binomiale). Ogni variabile aleatoria X che ******per la
quale
~(n\ h
— n—
Px(I):=) <h>p (1-p)
h=0
heT

R viene detta una variabile aleatoria binomiale di parametrin e p e si scrive in breve X ~ Bin(n,p).

A volte, invece di definire lo spazio di probabilita e la variabile aleatoria X ed infine trovare la distribuzione
di X, si puo dare direttamente la distribuzione di X. Questo ¢ il caso delle variabili aleatorie che vengono
caratterizzate solo attraverso la densita discreta o con densita (di probabilita).

Definizione 2.4 (variabili aleatorie con densita discreta). Si dice che una variabile aleatoria elementare X ha
densita discreta

xl .’1/‘2 ... DR l‘m

I I )
dove x1, T2, - Tm sono elementi di R* e pi,pa,- - pm sono numeri reali tali che

m
pj =0 perognij=12--- m, ij:l’
Jj=1

121 evento Ay, := {X = h} & rappresentato dall’insieme, di cardinalita (J}Y), i cui elementi w = (w1, w2, ...,wy) hanno la proprieta

che Zivzl w; = h. La probabilita di ciascuno di questi w vale quindi
P(w) = pEimi @ (1 —p)N"EEa e = ph (1 - p)Nh

e la probabilita dell’insieme vale

N

BX =h)=BA)= Y P = > p"1-p" "=t -p)V "= ()

weA wEA

Jpht—pNh
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se, per ogni boreliano I, vale
m
Px(I):=P(X€I)= Y p;
j=1
ijI
In particolare quindi il significato di p; é chiaro, essendo
P(X = LL']‘) = pj.

La definizione ¢ analoga nel caso di variabili aleatorie discrete, la cui distribuzione viene caratterizzata attraverso

una densita discreta ***su un insieme numerabile {xy, k > 1} FFFF*

xl x2 e e mm :L’m+1 e
pr p2 - o Pm Pm+l
Definizione 2.5 (variabili con densitd). Si supponga di avere una funzione f : R — R con le proprieta:

f(x) >0 per ognix € R¥, / f(x)dx =1,
sxxRE

st dice che X ha distribuzione con densita (di probabilitd) f se accade che, per ogni boreliano Z,

Px (1) ::/If(x)dx.

Esempio 2.10 (distribuzione gaussiana). Come caso particolare si consideri il caso della variabile aleatoria

unidimensionale con densita
1 _(=z—p)?

e 202
V2mo

dove p € un numero reale e o & un numero (strettamente) positivo. Una wvariabile aleatoria con questa
distribuzione ¢ detta gaussiana o normale di valore atteso (o valore medio) ji e varianza 0. Brevemente si
indica X ~ N(p,0%). Se p=0 e o =1 si dice che X ¢ una variabile gaussiana o normale standard.

fz) =

2.4 Valori attesi

In questa sezione ricordiamo come si puo definire il valore atteso per variabili aleatorie generali, a partire dalla
sua definizione per variabili aleatorie semplici. Per maggiori approfondimenti si rimanda, ad esempio, al libro
di Billingsley [3] o a quello di Williams [19].

Definizione 2.6 (Valore atteso per variabili semplici). Sia X una variabile aleatoria in (Q, F,P), non negativa
e semplice, cioé come in Esempio 2.7,

X(w) = Z xmlm,, (W), con Hy, € F per ogni m € N,
meN

allora si definisce

E[X] = Z ZmP(H,p,).

meN

Osservazione 2.1. Ogni variabile aleatoria X in (2, F,P), non negativa, ammette una successione di variabili
aleatorie X,,, semplici e non negative, tali che

0<Xp(w) < Xpp1(w), etali che lim X,(w) = X(w).

n—oo
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Infatti'® basta prendere

n2"—1 n2"—1
m m
Xp(w) = E Q—nHH%L) (W) +nlym (W) = E 271[%’77;?:1)(}((0})) +n1p,00) (X (w)), (2.12)

n2m
m=0 m=0

dove si € posto

1
H,(,?)ZX_l([gz,mz—:))6]—‘per0§m§n2”—1, HflgzzZX_l([n,oo)),
e, per A€ F,

Iqw)=1 se wed e I4(w)=0 se w¢A,

ed infine, per a < b numeri reali,
lap(z)=1 se x€la,b) e loy(z) =0 se x¢[a,b).

E infine interessante notare che, posto |x| la parte intera inferiore'* di x, si puo riscrivere nel sequente
modo
_[2"X(w)]

on An.

X, (w)
Definizione 2.7 (Valore atteso per variabili nonnegative). Sia X una variabile aleatoria in (Q,F,P), non
negativa, si definisce

E[X] = lim E[X,],
n—oo

dove {Xp; n € N} ¢ la successione monotona definita come in (2.12) dell’Osservazione precedente. Il limite
esiste ed € monotono, per la proprieta di monotonia del valore atteso, sulle variabili aleatorie semplici. Si noti
bene che tale limite puo valere anche +00, nel qual caso si dice che la variabile X ha valore atteso infinito.

Arriviamo ora alla definizione generale del valore atteso:

Definizione 2.8 (Valore atteso per variabili generali). Sia X wuna variabile aleatoria in (0, F,P), Siano
XT:=XV0eX :=(=X)VO0, le variabili aleatorie non negative, definite alla fine della sezione precedente.
Si noti che X = X+ — X~ e che invece | X| = X+ + X~. Si definisce allora, se ha senso'®

E[X] = E[X*] - E[X].

13La monotonia della successione delle variabili aleatorie X, & evidente:
e se X, (w) =m/2", con m < n2™, allora i soli casi possibili sono

Xnt1(@) = (2m)/27FL = m/2" = X, (),
oppure
Xpi1(w) = 2m+1)/2" = m/2" +1/2" > X, (w);
e se X, (w) =n allora X, 41 (w) pud assumere un valore compreso tra n ed n + 1.
Per la convergenza basta osservare che, qualunque sia w, pur di prendere n sufficientemente grande e in modo che X (w) < n,

si ha che
0 < X(w) — Xn(w) <1/2™.

141,a parte intera inferiore |x] di x & quel numero intero k tale che k < x < k + 1.
153i considera che la somma E[Xt] — E[X ~] ha senso

1 se E[XT] < oo, E[X~] < o0, nel qual caso E[X] € R e inoltre si ha anche E[|X|] = E[X ] + E[X "] < oo;
2 se E[XT] < oo, E[X ] = o0, nel qual caso E[X] = —oo;
3 se E[XT] = oo, E[X ] < 00, nel qual caso E[X] = +o0;

11 caso che rimane escluso & quindi il caso in cui E[X ] = oo, E[X ] = oo, del resto si avrebbe la forma indeterminata co — co.
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Se invece di usare la probabilita P si usa la probabilita condizionata ad un evento A, ovvero P(-|A), allora
si parla di valore atteso di X condizionato all’evento A e si usa la notazione

E[X|A].
Cio significa che, nel caso di una variabile aleatoria semplice

X(w) = Z Tmlp, (W), con Hy, € F per ogni m € N,
meN
si ha
E[X|A] = ) 2pnP(Hpy|A).
meN
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2.5 Appendice: variabili Gaussiane multidimensionali
Cominciamo con il definire una variabile aleatoria gaussiana standard unidimensionale:

Definizione 2.9. Si dice che una variabile aleatoria reale Z & gaussiana di valore atteso [ e varianza o2, se

ammette densita
2
1 1 /(x—p
Z) = ——exp{ —— .
fz(2) om P{ B ( pn ) }

In questo caso si usa la notazione Z ~ N(u,02). Se p =0 e 0? =1 allora si dice che Z segque una legge
normale o gaussiana standard.

Caso n—dimensionale: iniziamo con il caso di un vettore (colonna) aleatorio

L Ie- Lo { 1, }
= Xp 4 — 5 S = o5 €XP{ — = .
Vamr P 2 & T e P Y

dove lapice indica l'operazione di trasposizione, ovvero y’ & il vettore riga (y1,y2, * , Yn)-

E immediato verificare che E(Y;) = 0, Var(Y;) = 1 e che Cov(Y;,Y;) =0, per i # j.

Sia ora A una matrice non singolare e sia m un vettore (colonna). Definiamo ora Z = AY +m e cerchiamo
la sua densita. Sappiamo dai risultati generali che se Y ammette densita e Z = ¢(Y) con ¢ invertibile e con
derivate continue, allora anche Z ammette densita:

1

, (880(;0 )’ - fy<so-1<z>>wwywz)

di conseguenza, poiché nel nostro caso p(y) = Ay +me p~1(z) = A~ (z —m)

f2(2) = fr(¢'(2)

*Lex 71 z—m) A (z=—m ;
Essendo
(A z=—m)) Az —m) = (z—m) (A A (z —m)
= (2= m)(A) AT (2 = m) = (2 — m)(AA) M (= — m)
si ottiene

1 1 1 R
fz(z) = (271')"/2|det(A)eXp{2(2m) (AA") (zm)}

La precedente espressione si basa sulle seguenti proprieta:
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in quanto

Az=wez=(A")"

e inoltre
Az=we (FA) =was/A=uw 2 =uwA!

2= (w'A_l)/ 2= (A_l),w.

(i) | (A4) =) A

in quanto
AAY z=w e r=AAw e A 2= Avw e (A’)f1 Aty = w.

E interessante notare che sia il vettore m che la matrice AA’ = A’A hanno una interpretazione probabilistica:

B(Zi) = B()_ ainYs) +mi = > ai gB(Yi) +mi =m;

k=1 k=1
Cov(Zi, Z;) = B[(Z; — my)(Z; — Z ai 1Y Z ajnVn) =Y aira; nE[YiYs)
h=1 k=1h=1
e quindi
n 1,n
CO’U(ZZ‘, Z Z A kQj, kE[YkYk + Z Z Qq kA3, nE Yth Z Q4 |0k = (AA/)i,j
k=1 k=1 h#k

Si osservi che se Z = (Z1, ..., Z,) & un vettore gaussiano allora (Z;...Zx) € (Zk+1, .., Zn) sono indipendenti,
se e solo se Cov(Z;,Zy) =0perognii=1,--- ,keh=k+1,--- ,n. In tale caso allora ¢ ovvio che il vettore
(Z1...Z)) & un vettore gaussiano'®

Terminiamo questo paragrafo con il ricordare quanto valgono i momenti di una variabile aleatoria
gaussiana. Sia Z una variabile aleatoria N'(0,02). Per quanto visto prima possiamo considerare Z = oY con
Y una variabile aleatoria N(0,1). Da questa osservazione segue subito che

E[Z*] = o*E[YF]

16Per ottenere lo stesso risultato nel caso generale, ovvero che se Z = (Z1, ..., Zn) & un vettore gaussiano allora (Zi...Zy) € un
vettore gaussiano, si puo procedere nel seguente modo. Innanzitutto basta considerare il caso in cui i valori attesi sono nulli senza
ledere in generalita. Inoltre si pud pensare che Z = AY. Se la matrice A’ = (a;j) & definita in modo che a;j = a;j; qualunque siano
i=1,..kej=1,...,n, e il vettore aleatorio Z’ & definito da

zZ =AY
allora, chiaramente,
Zl = (A'Y); = Z; = (AY);, peri=1,..k.

Se inoltre aﬁl. per h =k+1,..nej=1,..,n sono presi in modo che il vettore (Z7,---,Z;) = (Z1,-, Zy) sia indipendente dal

vettore (Z) , Z1,), ovvero in modo che

k+10""7

n
0= E[Z:Z,] = Cov(Zi, Z;) = > aiap

=1
peri=1,..k e h=k+ 1,...n, allora si ottiene il risultato voluto.
Nel caso in cui la matrice A sia non singolare cid & sempre possibile perché i vettori a(;) = (ai1, a2, ,ain) sono linearmente
indipendenti e quindi basta trovare n — k vettori a’(h> = (agl,a;ﬂ,--- ,a;m) ortogonali allo spazio vettoriale k-dimensionale

span(agy,i =1, k).
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E(|Z]"] = |o]*E[|Y]"].

Vale poi la pena di ricordare che
E[y2k+1] 0

E[Y?*] = 2k —1)!! = 2k —1)(2k — 3)---5-3 -1,

E[|Y|?k+1] = \/2(21@)!! = \/2(21@)(% —2).--4.2= \/22’%!.

Prima di dimostrare queste tre uguaglianze si osservi che le ultime due si possono scrivere in modo
sintetico come

mentrel” infine

" 2
E[|Y| ] = O((_l)n) (n - 1)” C(-H) =1 O(—l) = \/;

La prima relazione ¢ banale, per ragioni di simmetria, e permette di ricavare la seconda osservando che
oo o0
2 u? 1 u?h
uY = _ - — _ _
Efe 2—Zh2 —th'
h=0
e d’altra parte, essendo appunto ovviamente E[Y%“] =0,

E[euY] _ E[ kyk Z 2hE Y2h]
k= 0 h=0

si deve necessariamente avere che i coefficienti delle due serie devono coincidere:

11 1
. - __ FE Y2h
ht2h (2h)! Y=
OVVero
B[y — (2h)! 2h(2h —1)(2h —2)(2h —3)---3-2-1
hi2h h(h—1)---3-2-1-2"
C@rN2h =1 2Mpl.(2n— 1)1 "
- — - o = (2h — 1)L,
Infine la terza si ricava per integrazione per parti e calcolando a mano che E[|Y]] = \/g .

Concludiamo questo paragrafo con un lemma che riguarda il comportamento asintotico della funzione di
sopravvivenza di una gaussiana standard e del modulo di una gaussiana standard.

M)

Lemma 2.1. {Sia Y una gaussiana standard, allora, posto fy(y) = \/%e*y?, st ha, per x >0,
1! 1
(x + m) fr(z) <PY >2) < o fy(z), x>0, (2.13)
! 1
(442) fw@ <POYI>0) < La), o> (214)
w2
PY|>z)<e 7, x> 0. (2.15)

17Si noti che dalle ultime due relazioni sui momenti si ottiene che

2
E[Y[™] = (m — DIC(_1ym, con Cy1 =1,C-1 =4/ —.
™
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Dimostrazione. La disuguaglianza (2.14) discende immediatamente dalla prima disuguaglianza (2.13), la quale

equivale a

N1 e 11 .2
<x+> e <PY>uz)<— e 2
T x

e discende dalla seguente relazione

1\ ' .2 too 1 w2
w+ — e*Tg/ e 2dz< —e 7, w > 0.
w w

w

La disuguaglianza destra della (2.16) discende da

too 1 [T 22 1 w?
/ e 2dz < —/ ze 2dz=—¢e "2
d 1 _w? 14 1 _w?

—— e = - — ] e
dw w w2

1 w2 +oeo 1 22 1 too e
— e 'z :/ (1—1—2) e 2dz < (1+2>/ e 2dz
w w z w w

che prova l'altra disuguaglianza nella (2.16).

Inoltre

e quindi

Infine, per provare la disuguaglianza (2.15), basta osservare che,
te 1 Ly 2

2
P(lY| >x)=2 ——e 2dy=2e 2
(Y] > =) ’ or Y ) o

+o0 too
_z2 1 _ (ytx)(y—=) _ a2 1 _ (z+22)=
2e 2 / e 2 dy=2e 2 / e 2 dz
T 0

7 /
0

2 oo 1 _y%-a?
e

2 2

z x

e 2dz=e€e 2

-9
3

IA
[\
Ch‘

N

(2.16)

(essendo x > 0,)
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2.6 Appendice: Spazi di variabili aleatorie

Sia dato uno spazio di probabilita (2, F,P). L’insieme delle variabili aleatorie X, che sono F-misurabili ed
integrabili'®, cioe per le quali E[|X|] < oo, forma uno spazio vettoriale reale: se E[|X;|] < oo, per i = 1,2,
con X; F-misurabili, allora la variabile aleatoria a; X7 + a2X5 € ancora F-misurabile e inoltre

Ella1 X1 + aa Xa|] < Effa1|[X1] + |az||X2|] < |a1|E[[X1]] + |a2|E[|X2]] < oo.

L’insieme di tali variabili aleatorie ¢ indicato con £1(Q, F,P).

Questo spazio differisce dall’'usuale spazio L'(Q, F,P) dell’analisi, solo in quanto in quest™ultimo spazio si
considerano equivalenti due variabili aleatorie X ed Y se e solo se P(X = Y) = 1. Lo spazio L(Q, F,P) ¢ uno
spazio metrico completo e separabile rispetto alla distanza

dp (X,Y) = E[|X — Y]]

(cioe si passa alle classi di equivalenza modulo la relazione di equivalenzal®: X ~ Y se e solo se E[|X — Y]] = 0,
perché altrimenti d(X,Y) non gode della proprieta delle metriche che d(X,Y) =0 se e solo se X =Y).

Anche 'insieme delle variabili aleatorie X, che sono F-misurabili e quadrato integrabili, cio¢ per le quali
E[|X|?] < oo, forma uno spazio vettoriale reale che si indica con £2(£2, F,P). Come prima passando alle classi
di equivalenza?® si ottiene 1'usuale spazio L?(Q, F,P), che inoltre & uno spazio metrico completo e separabile
rispetto alla distanza

di-(X,Y) =E[X - Y]?]

(modulo passare a classi di equivalenza X ~ Y se e solo se E[|X — Y |?] = 0). Inoltre L*(Q, F,P) ¢ uno spazio
di Hilbert: questo significa che & possibile introdurre un prodotto scalare

< X1, X9 >:= ]E[XlXQ],
e definire*! d%,(X,Y) =< X —Y, X —Y >=E[|X — Y|?]. Si noti che, per la disuguaglianza di Cauchy,
E(X1X2)| < E(|X1X2]) < EV2(1X0)EY?(1 X2 ),

e quindi < X1, Xy > & finito se E[|X;|?] < oo, per i = 1,2.

Ovviamente si ha

L2(Q,F,P) C LYQ, F,P),

ed analogamente
L*(Q,F,P) C LY(, F,P),

Infatti se X e di quadrato integrabile allora se X & integrabile:
E[X?] < 00 = E[|X]] < oo,
come si vede immediatamente, ad esempio, con la disuguaglianza di Cauchy:

E[| X[ = E[11X]] < (E[1%)*(E[X?) " = (E[X?])"/?,

180vvero, in termini analitici,

EIX]) = | 1X(@)P(w) =< .

198e E[|X|] < 0o e E[|Y]] < 00, allora P(X =Y) =1 se e solo se E[|X — Y|] = 0.
208e E[| X]?] < 0o e E[|Y]?] < oo, allora P(X =Y) = 1 se e solo se E[|X — Y|?] = 0.

21Va ricordato che ¢ usuale indicare dig (X,Y) =< X-Y,X-Y >=E[ X -Y|?] con d2L2 (X,Y) = ||X—Y||%27 o equivalentemente

IXIl (= 1X || 2) := (E[X]])"2.
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oppure direttamente considerando che |z| < 1+ 22, e per la proprietd di monotonia del valore atteso

E[|X]] <1+ E[X?].

2.6.1 Sottospazi dello spazio delle v.a. di quadrato integrabilef

Sia G una sotto-o-algebra di F, ovvero G C F: se X & G-misurabile, allora X & anche F-misurabile?2.

Di conseguenza??
L2(9,6,P) € LX(Q, F,P),

ed analogamente?*
L*(Q,G,P) C L*(Q, F,P),

Nel Capitolo 3 sui valori attesi condizionali, per ogni variabile aleatoria X € L?(§, F,P) verra definita la
variabile aleatoria E[X|G], sostanzialmente come la proiezione di X sul sottospazio L?(Q,G,P), ovvero come
quella variabile aleatoria?® X € L2(£2,G,P) per la quale

E[(X - X))l= m

: 2
= o min BI(X =277, (2.17)

In particolare la proiezione sullo spazio generato dalla variabile aleatoria costante 1, w — 1(w) = 1, cioe
prendendo G = {), Q} si ottiene il valore atteso.

Nel caso in cui G = o(Y), tenendo presente che le variabili aleatorie o (Y")-misurabili sono le variabili aleatorie
Z = g(Y), con g boreliana, allora il valore atteso condizionato E[X|o(Y")], secondo la precedente definizione
(2.17) (si veda anche la successiva Definizione 3.2), & quella variabile aleatoria X = §(Y), tale che

E[(X —§(¥)*] = min E[(X—g(}))?],

g boreliane

dove il minimo va preso rispetto alle funzioni g per le quali E [| g(Y)|2] ¢ finito. In tale caso la media condizionata
viene indicata con E[X|Y] = §(Y), invece che con E[X|o(Y)].

2.6.2 Regressione lineare

Siano X ed Y due variabili aleatorie di quadrato integrabile. Il problema di trovare la retta di regressione lineare
di X rispetto ad Y corrisponde al problema di trovare il punto di minimo, tra tutte le funzioni affini a + b -y
del valore atteso del quadrato della differenza tra X, ovvero trovare a e 8 tali che

E[(X ~(a+8-Y))"] = minE[(X ~ (a+b-1))’].

22Infatti se la controimmagine di ogni aperto & un insieme (evento) di G, allora ovviamente la controimmagine di ogni aperto &
un insieme (evento) di F.

23Si noti che, per maggiore precisione, si dovrebbe scrivere £2(, g,ﬁs) oppure L2(Q, g,ﬁb) dove P = P|g, ciot la restrizione di P
ag.

24+ Bisogna perd fare una precisazione:
se lo spazio L2(§2, F,P) viene considerato come spazio di Hilbert, siamo passati alle classi di equivalenza delle variabili aleatorie
F-misurabili e tali che P(X # X’) = 0, ossia che differiscono su un insieme di N, la classe degli insiemi F-misurabili di P-
probabilita nulla. Invece lo spazio L?(Q,G,P), [o meglio L?(, g,ﬁs)7 dove P & la misura P ristretta a G,] & lo spazio delle classi di
equivalenza delle variabili aleatorie G-misurabili e tali che P(X # X’) = 0, ossia che differiscono su un insieme di Ng, la classe
degli insiemi G-misurabili di P-probabilita nulla. Quindi il passaggio agli spazi di Hilbert si puo fare soltanto se gli insiemi Nr e
Ng coincidono. Cid & sicuramente vero se Ny C G.***

25Sarebbe pill corretto dire quella classe di equivalenza di variabili aleatorie.
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Si noti che anche qui sia ha la proiezione su un sottospazio di L?(,F,P). Questa volta pero si tratta di
un sottospazio di dimensione 2:
V={Z=a+1Y; a,beR}

La soluzione ¢ data in analogia con il caso delle proiezioni sui sottospazi vettoriali in R%. Si denota con
X =a+ B-Y la variabile aleatoria che si cerca. Allora deve essere

X-EX) _ oy Y%E(Y) (2.18)

E(Y)

L’analogia sta nel fatto che Y_T rappresenta il vettore unitario con direzione parallela ad Y, e invece px y

rappresenta il coseno tra I’angolo formato tra due vettoriZS:

<X -E(X),Y -EY)>
P X CEGONY —EQY)]

Dalla (2.18) si possono ottenere i valori di « e di 3. In particolare

X = ”jj ox (Y —E(Y)) + E(X),

da cui immediatamente, tenendo conto della definizione di coefficiente di correlazione

PX,Y Cov(X,Y)
= O'X = 3
oy Oy

B

Vedremo nel capitolo sui valori attesi condizionali che, per variabili aleatorie (X,Y) congiuntamente
gaussiane il valore atteso condizionale E[X|Y] di X dato Y & una funzione affine di Y, e che quindi coincide
anche con la retta di regressione.

265i ricordi che se u e v sono due vettori non nulli, allora

. u-v
cos(@, ©) =

ull -]

e che con la notazione || X|| := (E[|X]2])"/? si ha Var(X) = [|X — E(X)||}/2.
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2.7 Appendice: Approccio soggettivista alla probabilita

In questo paragrafo vogliamo illustrare come con ’approccio soggettivista, si possa arrivare agli assiomi della
probabilitd (con la additivitd semplice) attraverso una opportuna definizione di valore atteso e di probabilita
come prezzo, e attraverso opportune regole di linearita e di coerenza.

Daremo due definizioni che sostanzialmente si equivalgono, una con un linguaggio piu neutrale e generale ed
un’altra con un linguaggio piu economico.

Definizione 2.10 (valore atteso). Il valore atteso E(X) di una variabile aleatoria X é quel valore certo ¢ che
sono disposto a scambiare con il valore aleatorio dato proprio da X, nel senso che per me & indifferente ricevere
¢ 0 X. La probabilita P(A) di un evento A ¢é definito come il valore atteso della variabile aleatoria indicatrice
di A, ovvero la variabile aleatoria X = I4 che vale 1 se si verifica A e vale 0 altrimenti.

La seconda definizione vede X come valore aleatorio che si ottiene come esito di una scommessa, mentre c
come prezzo da pagare per prendere parte alla scommessa (o al gioco).

Definizione 2.11 (valore atteso come prezzo). Il valore atteso di X ¢é quel valore certo ¢ che si ¢ disposti
a pagare per effettuare la scommessa in cui si ottiene il valore aleatorio X, con l'accordo che si é disposti
indifferentemente a prendere il ruolo sia dello scommettitore che del banco.

Regola di linearitd?”: Siano X ed Y due variabili aleatorie allora
i EX+Y)=EX)+EY)
ii E(aX +8Y)=aE(X)+ BE(Y), per ogni o e B costanti reali

La regola di coerenza seguente e basata sul fatto alla fine della scommessa ricevo X e pago ¢ e quindi alla
fine ho X — ¢, se ho il ruolo dello scommettitore, mentre ricevo ¢ e pago X se ho il ruolo del banco (broker).

Regola di coerenza: Non & possibile che X — ¢ sia certamente positivo o certamente negativo?S.

La giustificazione della precedente regola di coerenza sta nel fatto che se X — ¢ ha segno costante, non
si troverebbe nessuno disposto a prendere il ruolo dello scommettitore, se X — ¢ fosse certamente negativo, e
analogamente non si troverebbe nessuno disposto a prendere il ruolo del banco se invece X — ¢ fosse certamente
positivo.

A titolo di esempio mostriamo come dalla regola di coerenza si ottenga che se X & una funzione indicatrice di
un evento A, ovvero X assume solo i valori 0 ed 1 (e allora A = {X = 1}) e, posto per definizione P(A) = E(X),
allora necessariamente deve valere P(A4) € [0, 1].

La seguente tavola illustra i ricavi possibili se P(A) = p ¢ il prezzo da pagare per la scommessa in cui si vince
1 se si verifica A (e quindi si ottiene globalmente 1 — p), mentre se si verifica A non si vince nulla (e quindi si
ottiene —p)

27In realta, per ottenere regola di linearita [i], basterebbe la regola di coerenza (data immediatamente dopo la regola di linearita)
e aggiungere 'ipotesi che sia sempre possibile trovare qualcuno disposto a scommettere su ciascuna singola scommessa:
se il prezzo di due scommesse insieme fosse maggiore della somma dei prezzi delle due scommesse separatamente, allora converrebbe
accettare (comprare) due singole scommesse e prendere la posizione del banco (vendere) la scommessa relativa alla somma

se invece il prezzo della somma fosse minore della somma dei prezzi, allora converrebbe vendere le due scommesse separatamente
e invece accettare la scommessa. Per capire meglio si veda la seguente tabella: se non ci possono essere arbitraggi, allora
necessariamente deve accadere che ¢ —c¢1 —co =0

H tipo di scommessa H solo la 1 ‘ solo la 2 ‘ 1 e 2, ma con il ruolo opposto ‘ le precedenti insieme H
vincita X1 Xo - X =—(X1+ X2) X14+Xo—-X=0
pagamento —c —c2 +c cp—c2+c
H ricavo H X1 —c ‘ Xo — o ‘ c— X ‘ Xi—c+Xo—co+c—X=c—c1 —c2 H

Per la regola di linearita [ii] si pud invece pensare all’assenza di sconti, nel senso che se si scommette aX si paga esattamente o
volte il prezzo della scommessa X, nessun prendi tre paghi due!l!

28Interpretando X — ¢ come il guadagno di chi ha pagato ¢ per ottenere in cambio la cifra aleatoria X, e quindi ¢ — X come il
guadagno del venditore, la Regola di coerenza afferma che non pud esserci un arbitraggio (forte) ne’ per il compratore, ne’ per il
venditore.
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H evento H A \ Ac H
e T T ]

Per la regola di coerenza si ottiene che non puo essere

(1—p<0 e —p<0> oppure (1—p>0 e —p>0>,

Equivalentemente non puo essere

<1<p e O<p> oppure (1>p e O>p>7

cioé mon puo essere
1 <p oppure 0> p,

e quindi in altre parole deve essere necessariamente
0<p=P(A) <1,

che corrisponde alla richiesta degli assiomi che la probabilita sia a valori in [0, 1].
Nel caso particolare in cui A = ) & ’evento certo la tabella si precedente si riduce a

[ oo [ 0 ]
H 17|

Non potendo essere ne’ 1 — p < 0 ne’ 1 —p > 0, ovvero non potendo essere ne’ 1 < p ne’ 1 > p, deve
necessariamente essere p = P(Q) = 1, che & un altro degli assiomi delle probabilita.

Se inoltre ho n scommesse relative ad n eventi A, A, ..., A, incompatibili (cioe A; N A; = () per i # j)
allora la scommessa su A = [JI_, 4; equivale?” alla somma delle singole n scommesse su 4;, in quanto grazie
all’incompatibilita degli A; in entrambe le scommesse ricevo 1 se e solo se si verifica uno degli A;, mentre
altrimenti ottengo 0. Quindi la linearita dei prezzi, piu il fatto implicito che se due scommesse danno luogo alla
stessa vincita, allora devono avere lo stesso prezzo, si ottiene che

P (= B( Ut 41)) = (),

che corrisponde all’assioma dell’additivita finita.

Riassumendo abbiamo mostrato come si possano riottenere gli assiomi della probabilitd (con ’esclusione
della o—additivita) con la definizione di valore atteso come prezzo di scommesse aleatorie, con la regola di
coerenza che corrisponde all’assenza di opportunita di arbitraggio.

290vvero se A =J_; A; ese A; N A; = per i # j, allora

n
Ia=> Ia,;.
=1



46 MPEF 01-07-2009

Va notato che l'ipotesi di linearita corrisponde all’assenza di costi di transazione: quando ci sono costi
di transazione allora comprare all’ingrosso (ovvero fare un’unica scommessa su A = U, 4;) ¢ in genere piu
conveniente che comprare al dettaglio (ovvero fare n scommesse separate su ciascun A4;, per i = 1,...,n).

Terminiamo queste osservazioni sulle probabilita soggettive dando 1'interpretazione del valore atteso
condizionato®® ad un evento A di una variabile aleatoria X come il valore certo c4 che si & disposti a
scambiare con X, tenendo presente che lo scambio avviene solo se si verifica 'eventualita rappresentata
dall’evento A, ovvero con 'intesa che se ’evento A non si verifica, allora non viene effettuato alcuno scambio®!.

30Vale un’interpretazione analoga per le probabilita condizionate ad un evento A, prendendo X = Ip.
31Come a dire che il contratto o la scommessa non hanno validita se non si verifica la condizione A.



Capitolo 3

Valori attesi e probabilita condizionali

3.1 Definizioni

Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita e sia X una variabile aleatoria. Si supponga di avere una sotto o-
algebra G C F. Cerchiamo una variabile aleatoria X che sia G-misurabile e che “in qualche senso abbia
un comportamento simile a X. Vale la pena di ricordare che una o-algebra puo essere interpretata come
“informazione disponibile, e quindi cercare una variabile X che sia G-misurabile con un comportamento simile
ad X, significa cercare una variabile aleatoria che, sulla base dell'informazione disponibile G, sia simile. Un
altro modo di definire questa variabile X consiste, pitt banalmente, nel richiedere che sia una variabile aleatoria
G-misurabile “vicina ad X. Naturalmente e necessario definire il senso di vicinanza, cioé quale metrica mettere
sullo spazio delle variabili aleatorie.

Diamo ora due pre-definizioni, in cui perd mancano le ipotesi da fare su X e delle precisazioni, affinché
risultino definizioni ben poste.

pre-Definizione 1. Si cerca una variabile aleatoria )?, G-misurabile, per la quale valga

E[X|A] =E[X|4], VAeG, conP(A)>0. (3.1)
dove : |
_ E[XIs
E[X|A] = — )
Si noti che (3.1) equivale a
E[XI4) =E[XI4], VAe€G, conP(4)>0. (3.2)

e che quindi la richiesta che P(A) > 0 si pud omettere.

Si noti inoltre che la precedente (3.2) per A = Q), implica che, se una tale variabile aleatoria X esiste, allora
E[X] = E[X].

pre-Definizione 2. Si cerca una variabile aleatoria )~(, G-misurabile, per la quale valga

E[(X — Z2))] > E[(X — X)?],  VZ G — misurabile. (3.3)

Prima di tutto, dobbiamo trovare sotto quali condizioni le pre-definizioni siano ben poste, cioe¢, in questo
caso, che esista una variabile X per cui valga la (3.1) (o equivalentemente la (3.2)) oppure valga la (3.3), ed in
che senso ne viene individuata una sola. Notiamo che intanto ci sono delle condizioni necessarie da rispettare:

47
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chiaramente, per la pre-definizione 1, & necessario che X sia una variabile aleatoria integrabile!, cioe E[| X|] < oo,
mentre, per la pre-definizione 2, & necessario richiedere che X sia di quadrato integrabile 2, cioe E[| X |?] < oo, ed
inoltre anche la (3.3) va modificata, nel senso che & necessario richiedere che anche Z sia di quadrato integrabile,
oltre che G-misurabile3. Inoltre & chiaro che se X’ & una variabile aleatoria G-misurabile, che differisce da X a
meno di un insieme di misura nulla, anche X’ gode della proprieta (3.2) o (3.3) rispettivamente e quindi non
si individua una sola variabile aleatoria, ma una classe di variabili aleatorie. Queste modifiche in realta sono
sufficienti a garantire che le due pre-definizioni diventino due definizioni.

Definizione 3.1 (valore atteso condizionale 1). Sia X una variabile aleatoria integrabile, cioé¢ X € L'(Q, F,P).
Sia data una variabile aleatoria (integrabile) X, G-misurabile, per la quale valga
E[XI4] =E[XI4], VAeg. (3.4)

In questo modo si individua univocamente una classe di funzioni che si indica con E[X | G] e che si chiama
anche media condizionale (o condizionata) di X data G. Si dice inoltre che X ¢é una versione di E[X | G].

Definizione 3.2 (valore atteso condizionale 2). Sia X wuna variabile aleatoria di quadrato integrabile, cioé
X € L*(Q,F,P). Sia data una variabile aleatoria (di quadrato integrabile) X, G — misurabile, per la quale
valga*

E[(X — Z2))] > E[(X — X)?|,VZ G — misurabile, con E[Z?] < . (3.7)

In questo modo si indiwidua univocamente una classe di funzioni che si indica con E[X | G] e che si chiama
anche media condizionale (o condizionata) di X data G. Si dice inoltre che X ¢ una versione di E[X | G].

Rimandiamo la verifica che effettivamente la Definizione 3.1 e la Definizione 3.2 sono ben poste a dopo aver
trattato alcuni esempi, e anticipiamo che, se X & di quadrato integrabile®, allora le Definizioni 3.1 e 3.2 sono

'L’insieme delle variabili aleatorie X, che sono F-misurabili ed integrabili, cioe per le quali E[|X]|] < oo, forma uno spazio
vettoriale reale: se E[|X;|] < oo, per i = 1,2, con X; F-misurabili, allora la variabile aleatoria a1 X1 4+ a2 X2 & ancora F-misurabile
e inoltre

Ella1 X1 4 a2 X2|] < E[|la1||X1| + |az2||X2|] < |a1|[E[|X1]] + |a2|E[|X2]] < co.
L’insieme di tali variabili aleatorie & indicato con L'(£2, F,P) che & uno spazio metrico completo e separabile rispetto alla distanza
d(X,Y) = E[|X — Y]] (modulo passare a classi di equivalenza X ~ Y se e solo se E[|X — Y] = 0, perché altrimenti d(X,Y’) non
gode della proprieta delle metriche che d(X,Y) =0 se e solo se X =Y).

2Anche in questo caso linsieme delle variabili aleatorie X, che sono F-misurabili e quadrato integrabili, cio¢ per le quali
E[|X]?] < oo, forma uno spazio vettoriale reale che si indica con L?(Q2, F,P), che inoltre & uno spazio metrico completo e separabile
rispetto alla distanza d2L2 (X,Y) =E[|X —Y|?] (modulo passare a classi di equivalenza X ~ Y se e solo se E[|X —Y|?] = 0). Inoltre

L2%(Q, F,P) & uno spazio di Hilbert. Questo significa che & possibile introdurre un prodotto scalare
< X1,X9 >:i= ]E[XlXQ],
e definire d%z (X,Y)=< X -Y,X —Y >=E[X — Y|?]. Sinoti che, per la disuguaglianza di Cauchy,
[E(X1X2)| < E(|X1Xa|) <EY?(1X1[)EY?(|Xa),

e quindi < X1, X2 > & finito se E[|X;|?] < oo, per i = 1,2.

31 Si noti che quindi deve essere Z € L?(Q, g,f@) dove P = P|g, cioe la restrizione di PP a G.
4La proprieta (3.7) & equivalente alla proprieta

E[(X -X)?]= min _ (E[(X-2)?), (3.5)
ZeL?(2,6,P)
ovvero _
d2,(X,X)= min _ d2,(X,2). (3.6)
ZeL2(Q,6,P)

(vedere le note precedenti per la definizione di L2(Q2, G, P) e di d2,)
5Si ricordi che se X & di quadrato integrabile allora se X & integrabile:
E[X?] < 0o = E[|X]] < oo,
come si vede immediatamente, ad esempio, con la disuguaglianza di Cauchy:

E[|X[] = E[1|x|) < (E[1%)"/* (B[x?)'/? = (R[x?])"/?,
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equivalenti, e quindi non c’¢ ambiguita nello scegliere una definizione o l'altra e che in seguito, riferendoci a
E[X | G], intenderemo riferirci alla Definizione 3.1, che valendo per variabili aleatorie integrabili, & pili generale.
Non c’¢ quindi ambiguita nella seguente definizione che viene data in analogia con P(A) = E[l4].

Definizione 3.3 (probabilita condizionale di un evento). Sia A € F un evento e G una sotto o—algebra di F,
allora

P(A|G):=E[la | 7]
¢ detta probabilita condizionale di A data G.

Va inoltre sottolineato un abuso di notazione per cui si identifica la classe di equivalenza E[X | G] e la
variabile aleatoria X che ne € un rappresentante.

3.2 Esempi

Esempio 3.1. Caso in cui G = {Q,0}.
In questo caso E[X | G] si riduce al valore medio usuale, cioé

E[X | g] = E[X],
in quanto ovviamente E[XIq| = E[E[X]Iq] = E[X] - 1, mentre banalmente E[X Iy] = E[E[X]]y] = E[X] - 0.

Esempio 3.2. Caso in cui G = M = o{H,,, m € N} ed {H,,, m € N} ¢é una partizione.

Intanto ricordiamo che in questo caso le variabili aleatorie G-misurabili sono le funzioni del tipo

w) = Z cmln,, (W),

dove ¢, sono costanti reali, e gli insiemi G-misurabili sono le unioni di sottofamiglie numerabili di elementi
della partizione. Basta quindi calcolare i valori ¢, che caratterizzano X, imponendo la condizione® che

E[XIy, ]| =E[XIx | Z Gl I, ] = E[éulp, ] = ¢uP[H,] (3.8)
m=1
Quindi
-~ _ E[XIHWL]

* E[ X1y, ]
o R(H) P(Hy)

eP(Hn) >0 ¢ X=E[X|g =) B(H,) L

n>1

dove Y .., & la somma estesa agli indici n per cui P(H,) > 0.
Si noti labuso di notazione: in realtd

E[XIx, ]

E[X | G] = {£ v.a. G — misurabili, t.c. £ = Z S AR

n>1

Iy, + Z emlm,,, per ¢, € R}

m>1

oppure direttamente considerando che |z| < 1+ 22, e per la proprieta di monotonia del valore atteso

E[lX|] < 1+ E[X?].

61 chiaro che la condizione che E[X14] = E[XI4] per ogni A = Uner Hn, implica la condizione (3.8): basta prendere A = Hp,.
Tuttavia vale anche il viceversa, in quanto

E[XTA] =E[X Y 1pg,] =Y E[XIg,]
nel nel

=Y E[XIy,]| =E[X Y Ig,] = E[XL4].

nel nel
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dove Y7 | & la somma estesa agli indici m per cui P(H,,) = 0.

In particolare se X =1p, con B € F, e ponendo (come é usuale)
P(B | G)(w) = E[ls | G](w),
otteniamo che una versione’ di P(B | G)(w) ¢ data da

*%ﬁfh_zwﬁg?h‘Z%wmmm (3.9)

n>1

P(B|G) =

n>1 n>1

Ritroviamo quindi forse piu chiaramente 'idea che se si verifica H,, cambiamo la probabilita prendendo

P(B | Hy) al posto di P(B), che consideriamo se non abbiamo alcuna informazione (corrisponde al caso in cui
la o-algebra a nostra disposizione & quella banale).
Vale la pena di considerare il caso in cui B sia un evento della g-algebra G a nostra disposizione: B € G, o
equivalentemente B = U,crH,, per un insieme di indici I. A parole si tratta del caso in cui B & un evento
completamente osservabile, ovverosia il caso in cui B sia un evento che possiamo conoscere perfettamente. In
tale caso una versione di P(B | G)(w) & proprio la funzione indicatrice di B, ovvero Ig(w). Infatti P(B | H,) = 1
per n € I e P(Hy) > 0, mentre P(B | H,) =0 per n ¢ I e P(H,) > 0.

E interessante osservare che, se F & a sua volta generato da una partizione {K,, ¢ € N}, piu fine® di
{Hpn, m € N}, e nel caso in cui P(H,,) > 0 per ogni n € N, allora (3.9) definisce una probabilita su F:
per iniziare

P G)) = 3 Py, 3 Bl S, -
n>1 n n>1 n>1

inoltre, se B = (J,¢;, K¢, allora

P(B | G)(w) = Z*wﬂm - Zwﬂm - Zwﬂh’( )

n>1 P(Hn) n>1 P(Hn) n>1 P(Hx)
P(K mH P(K, ﬂH
ey X P PGy, )= 3 R0t P M, () = 3 P | 9)(w),
n>14€lp telpn>1 lelp

e da questa relazione immediatamente si ricava che, qualunque sia w, ’applicazione B +— P(B | G)(w) definisce
una probabilitd. Anche nel caso in cui non si faccia 'ipotesi che P(H,,) > 0 per ogni n € N, si pud trovare una
versione di P(B | G)(w) in modo che per ogni w la funzione

P(1G)(w): F—=10,1]; B—P(B|G)w)

sia una probabilita:
fissata a piacere una probabilitd P? su F?, si definisce

P(K, | §)(w) = Z*Wﬂm @)+ 3 PRI, (w) = (3.10)
= Z*WHH"(W) +PO(KZ)H{U7*L*21H”}(W)~ (3.11)

"La versione di P(B | G)(w) data in (3.9) non & in generale una probabilita per ogni w: ad esempio se w € Hy, ¢ P(Hy) = 0,
allora P(Q2 | G)(w) = 0 invece di 1.

8La partizione { Ky, £ € N} & pit fine della partizione {H,,, m € N} se e solo se per ogni m € N esiste un I,,, C N tale che

Hp= ] Ko
Lelm,

9Ad esempio fissando una successione {py; £ € N}, con pp, > 0, per ogni £ € N e > renPe =1, in modo che PO(Ky) = py.
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B(B|G)(w) = 3 B(K¢ | G)(w). (3.12)

telp

Si vede immediatamente che la parte a destra di (3.12) & effettivamente una versione di P(B | G), e si vede
facilmente che in questo modo, qualunque sia w, P(- | G)(w) definisce una probabilita!°
Inoltre questa probabilita gode della proprieta che se X e F-misurabile, cioe se

X => clg,,
£eN

allora

E[X | Gl(w) =Y eP(K, | §)(w /X )AP(dw' | G)(w).

LeN

Per o-algebre F piu generali del caso di o-algebre generate da una partizione, non e detto che queste proprieta
valgano (per approfondimenti vedere la Sezione 4).

Esempio 3.3. Ritorniamo nel caso dell’Esempio precedente, quando G = o(Y'), e Y & una variabile aleatoria
discreta, a valori in {ym,; m € N}. Infatti allora

G=0({Hn =Y ""({ym}); meN}),

e di conseguenza, se P(Y = y,,) > 0 per ogni m € N, si ha

EIX [o(Y)](w) = Y EX [ {Y =y liy=y, (@) = D EIX [{Y =y}, (Y (@),

meN meN

con il solito abuso di notazione (il secondo membro é un rappresentante della classe di equivalenza E[X | o(Y)]).

Quindi posto

G(y) =Y EIX [{Y = ym gy, (),

meN

e indicato con
E[X [{Y =y}] = ¥(y),

cioé la funzione, che vale E[X | {Y = y}|, se y € {ym; m € N}, e zero altrimenti, si ha:

EX [o(YV)l(w) = EX [{Y =y}]

y=Y(w)

Cio giustifica il fatto che si usa scrivere

E[X [o(Y)] =E[X | Y],

OTnfatti in questo caso & come se avessimo definito una successione {py(w); £ € N}, con > senPe(w) =1 per ogni w

pe(w) =P(K¢|Hm) sew € Hpm, con P(H,,) > 0,
pe(w) = PO(Ky) se w € Hp, con P(Hy) =0,

e poi avessimo definito, per B = |J,,

P(B|G)(w) = Y pe(w).
el
Cosi, ad esempio,
P(QHm) =1 sew € Hpy, con P(Hpm) >0,
P O)w) i= 3 P(Ke | )(w) = § o ) m con P(Hyp)
¢EN PY(Q) =1 se w € Hy,, con P(H,,) = 0.
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e ci fa ritrovare il concetto elementare di valore atteso condizionato di una variabile aleatoria discreta X rispetto
a una variabile aleatoria discreta'Y .

Analogamente a quanto fatto nell’esempio precedente si ottiene che in tale caso, cioé se anche X é una
variabile aleatoria discreta a valori in {x,; n € N}, allora

EX | Y)(w) =Y z.P(X =z, [ {Y = y})

neN

y=Y(w)

Infine notiamo che ¢ facile ripetere quanto sopra nel caso in cui al posto di X ci sia una variabile aleatoria
Z = h(X), integrabile, e ottenere che

E[h(X) | Y]w) = Y hlaa)P(X = o, [ {Y = y})

neN

y=Y (w)

Nel caso in cui non si abbia che P(Y = y,,) > 0 per ogni m € N, si ottiene, fissata una probabilita P°, come
nell’esempio precedente,

EX | o(V))w) = > EX [{Y =y liymyy @) + Y E°[X|Liyoy,y(w)
meN meN

= 3" EIX Y = g}l (V@) + > EU XL, (Y (@),
meN meN

con il solito abuso di notazione (il secondo membro é un rappresentante della classe di equivalenza E[X | o(Y)]).

Quindi posto

Y(y) = Z E[X [{Y = ym}iy,1 (¥ Z Xy, 3 (v),

meN meN

e indicato con
E[X [{Y = y}] = 4(y),

cioé la funzione, che vale E[X | {Y = y}], se y € {ym; m € N} e se P({Y = y}) > 0, e vale E°[X] altrimenti,
st ha:

EX |Y](w) = EX [{Y =y}] = (Y (w)).

y=Y (w)

Piv in generale si ha anche che posto

D) = Y ERX) LY = g}y )+ Y BRIy, (),

meN meN

st ottiene che

E[p(X) [ Y](w) = ¢n(Y(w)).

Esempio 3.4. Caso in cui G = o(Y), con' Y una variabile aleatoria a valori in R?, e (X,Y) ammette densita
di probabilita congiunta fx y(z,y). Allora, posto

fX|Y(x|y) = I{z:fy(z)>0}(y)w + I{z:fy(z):O}(y)fO(x)

dove fo(x) & una qualunque densita di probabilita prefissata, si ha

)?(w):E[X|Y](w)z/Rme|Y<x|y)yyzy(w) do
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11

Xw) = /RI <I{z:fy(z)>o}(y)W)

dove E[X | Y] é una abbreviazione per E[X | o(Y)].

08510,

dx'i_/xI{z:fy(z):O}(y)‘y:y(w) fo(.’l))dﬂ?,
Y (w) R

y:
Per la verifica ¢ intanto importante notare che o(Y) = {A = Y~™Y(B), per B € B(R)}, quindi 15(w) =
Ip(Y(w)) e

E[XI4] =E[XIp(Y)] = /R y zIpg(y)fxy(z,y) dz dy.

Cominciamo con il caso in cui fxy(x,y) > 0 per ogni (r,y) € R x R, cosi anche fy(y) > 0 per ogni
y € RY, e quindi

E[X (w)Ip(Y))

Ixy(z,y) )
/Rd ( T ) dz ) Ig(y)fy(y) d
ovvero, per il Teorema di Fubini'?
E[X(w)l4] = //R 2Ip(y f”i ) )fy( ) dz dy

// 15 (y)fxy(z,y) dv dy.
R JR4
D’altra parte, nel caso generale

E(X()la] = E[X()Is(Y)]
= /Rd (/R :Z?I{z:fy(z)>0}(y)w d$> IB(y)fy(y) dy

= [ ([ ot om0 ) I e o) d
ovvero, per il Teorema di Fubini,

/R/R “B(W{zrfv(z»m(y)wfy(y) d dy

+/R/Rd rIg(Y) iz fy (=0} (U) fo () fy (y) dx dy

/R/Rd xIB(y)I{z:fy(z)>O}(y)ny(y) dx dy

/R/Rd TIB(Y) (2 fy (2)>03 (V) fx v (2,y) do dy

E[X (w)I]

114 In realtd per poter scrivere la formula esplicita per X (w) & necessario prendere fo(z) in modo che Jg 2l fo(x)dz <

co. Inoltre un altro rappresentante per il valore atteso condizionato & [ = (I{z fy (2)>0} (¥) xf::((;)y)

dr in quanto

) ‘y:Y(w)
P( I{z:fy(Z)ZO}(y)‘y:y(w) = 0) = 1. Quest’ultima uguaglianza dipende dal fatto che I..py (2)=0} (y)‘yzy(w) =0« Y(w) ¢
{z: fy(2) = 0 e per il suo complementare si ha P(Y (w) € {z: fy(z) =0}) = f{z Sy (2)=0} fu(2) dz = f{z:fy(z):()} 0dz = 0.

12Una versione del Teorema di Fubini ¢ la seguente: se 1 : R™ x R"2 +— R; (x,y) € R™ x R™2 — t(x,y) € R & una funzione
boreliana, allora le seguenti condizioni sono equivalenti

Lo ([ wena) s <o o [ ([ weps)a<so s [ ol < .
R™1 om0 RM2 R™ R X2

Inoltre se vale una delle precedenti condizioni vale, allora tutti i valori dei precedenti integrali coincidono.
Il Teorema di Fubini ¢ quindi usato per scambiare I'ordine degli integrali.
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Si tratta quindi solo di controllare che, qualunque sia B € B(R?)

/R/Rd vIg(Y) iz py (2)>0y (W) fx,v (2, y) do dy = /]R/]Rd zlp(y) fxy(z,y) dv dy.

La verifica e immediata in quanto

//d Ip(Y) iz fy (2)=0y () fx v (2,y) do dy =0,
R JR

infatti, se I, (=03 (y) = 1, ovvero se fy(y) =0 (= [; fx,v(z,y) dz), allora Uinsieme {z : fxy(z,y) > 0}
ha misura di Lebesgue nulla, e quindi, per tali y

/Rd xIp(y)fxy(z,y) de =0.

Si osservi che anche in questo caso, se fxy(z,y) > 0 per ogni (z,y), allora fxf}‘:i((;)y) ¢ una densita di

probabilita in x, qualunque sia y, e che

P(X €C|Y)=E[lc(X)|o(Y)] = Fxv(@y)

c Iy

definisce una probabilita sui boreliani di R.

Esempio 3.5. Caso in cui G = o(Y) e (X,Y) & una variabile (congiuntamente) gaussiana bidimensionale, di
media nulla. Come caso particolare dell’esempio precedente si ottiene
EX |v]= 2%y,

2
Oy

A sua volta questo risultato si ottiene dal caso pit in generale: (Xi,---,X,,) € un vettore aleatorio gaussiano
di media nulla e densita congiunta

1,n n n
flay, -, xy) = cexp{— Zozw-:cia:j} = cexp{— ZZai,jximj} Ccon @ j = Qj g, Oy >0
(2]

i=1j=1
e
n—1 .
EX, | X1, -, Xn1]=— S X, (3.13)
— Onn
=1
soluzione'®: Si tratta del caso d =n—1con X = X, e Y = (X1, -+ ,X,_1) e con fxy(z,y) > 0. Per
calcolare B[ X, | X1, -+, Xn—1] dobbiamo innanzitutto
fX,Y(l'vy) _ fY,X(y,:L') _ fxl ,,,,, Xn—laXn(y7m) con y = (xl T 1)
= = = e Tp—1).
fr(y) fr(y) fxvoxaa ) ’
Abbiamo quindi
1,n—1 n—1 n—1
flxy, - Jxp_1,2,) = cexpq — Z 04 jT;T5 — T, Zan,jxj - (Z ai,nxi> Ty — Q2
0,J j=1 i=1
Tenendo presente che oy ; = 4, € che ap n >0 si ha che
n—1 s n—1 s
m(y) =m(x1,...,Tp_1) = Z ﬂxj = Z LAY
J=1 Qpon i—1 Qpon

13Pur essendo possibile utilizzare la tecnica dell’esempio precedente si consiglia lo svolgimento dei calcoli dopo I’introduzione
delle distribuzioni condizionali
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e quindi che

1,n—1
i i
f(xla"' axn—lamn) = f(y, xn) =CexXp§ —Qnn Z L Tixj —I—anm(xl,...,mn_l) —l—xi
i n,n
1,n—-1 @
= CeXpP§ —Qn.n Z “lairy + m*(y) + 2z,m(y) + a7, — m*(y)
g

= c(y) exp {—ann [M*(y) + 22,m(y) + 22] } = c(y) exp {fozn,n (20 + m(y)]Q}

Di consequenza

fxy(z,y) _ cly) { 2 [ = (=m(y)))*
: = exXp 1 —Qp p [Ty — (—m(y)) } =K(y)expy —————F——
Wy ) o [ ] p—
Come osservato nel caso generale dell’esempio precedente, qualunque sia y, fxfji((;”)y) deve essere una densita

di probabilita: ¢ quindi chiaro che deve coincidere con la densita di una variabile aleatoria gaussiana'*

N(—m(y), ﬁ), di media —m(y) e di varianza s——. Il valore atteso si calcola quindi come

2000 "
2
B [ X1 Xl = [ oR(esp 222 50 g,
R 20n,n y=(X1,...,.Xn-1)
= - m(y) )
y:(le"'aanl)

da cui si ottiene (3.13).

E infine interessante notare che essendo l’espressione del wvalore condizionato E[X, | Xi, -+, Xn-1],
una funzione lineare di X1, -+ ,X,_1, si ottiene che coincide con la retta di regressione’® di X, rispetto a
le"' 7Xn71'

Esempio 3.6. L’Esempio 3.4 si generalizza facilmente al caso in cui X € una variabile aleatoria a valori in
R¥, e si vuole calcolare il valore atteso condizionale E[h(X) | Y], dove h(-) é una funzione misurabile, a valori
reali, ripetendo tutti i passaggi con i dovuti cambiamenti:

F(X)(w) = E[A(X) | Y](w) = /R h@) Fx )y, d

1,a funzione K (y) di y deve inoltre necessariamente valere:

1
K(y) = —— =/ 222

Y — ™
2ap,n

I5Ricordiamo che il problema di trovare la retta di regressione lineare di X rispetto ad Y corrisponde al problema di trovare il
punto di minimo, tra tutte le funzioni affini a -y + b del valore atteso del quadrato della differenza tra X, ovvero trovare a e b tali
che

E[(X - (@Y +b)°] = minE[(X ~ (a-Y + b)?].
a,

Tenendo presente che le variabili aleatorie o(Y')-misurabili sono le variabili aleatorie Z = g(Y"), con g boreliana, allora il valore
atteso condizionato, secondo la Definizione 3.2, & quella variabile aleatoria E[X|Y] = X = g(Y") tale che

E[(X -§(Y))’] = min E[(X -g(Y))?],

g boreliane

di conseguenza si ha che se E[X|Y] = X = a-Y + b & una funzione affine, allora coincide anche con la retta di regressione.
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3.3 Proprieta del valore atteso condizionale

Enunciamo ora (senza dimostrarle, per il momento), le proprieta fondamentali della media condizionale (secondo
la Definizione 3.1).

Siano X e Y variabili aleatorie integrabili in (2, F,P) e siano G e H sotto o-algebre di F, allora valgono le
seguenti proprieta:
1. Linearita

E[aX +bY | G = aE[X | G] + bE[Y | G]

2. Monotonia

P(X <Y) =1 implica P(E[X | §] <E[Y | G] ) = 1
3. Formula dei condizionamenti successivi (caso particolare G = {Q, 0})

se G CH, allora E[X | G] = E[E[X | H] | G]

quindi, in particolare,
se G = {Q,0}, allora E[X] = E[E[X | H]]

4. Fattorizzazione
Se Z & G-misurabile e ZX ¢ integrabile allora

E[ZX | G) = ZE[X | G]

5. Condizionamento rispetto a o-algebre indipendenti

Se X e G sono indipendenti allora
E[X | g] = E[X]

6. Condizionamento ridondante, cioe rispetto ad allargamenti indipendenti di o-algebre

Se X e G sono indipendenti da H, ***nel senso che 0(X) V G ¢ indipendente da H, ***allora

E[X |GVH]|=E[X|G]
7. Disuguaglianza di Jensen per funzioni convesse (caso particolare ¢(x) = z2)

Se ¢ ¢ una funzione convessa, e ¢(X) ¢ integrabile, allora
P(E[X | G]) < E[¢(X) | ]

Osservazione In particolare per ¢(r) = 2% ed X in L?(Q, F,P), si ottiene che

(E[X | g])* <E[X*|d],

e quindi, passando al valore atteso, che

E[(E[X | 6])] < E[E[X? | §]] = E[X?].
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8. Convergenza sotto il segno di media condizionale, monotona e dominata

Se {X,, }n>1 € una successione di variabili aleatorie non negative ed integrabili, convergente con probabilita
1 ad X, monotonamente, cioe 0 < X,, < X,,1, allora

E[X, | G] T E[X | G], con probabilita 1,
Se invece la successione converge ad X dominatamente, cio¢ | X,, |[< Y, allora
E[X, |Gl — E[X | G], in L'

A questo punto passiamo ad osservare che la Definizione 3.1 & ben posta, in quanto esiste almeno una
variabile aleatoria che verifica la (3.4).

Dimostrazione. I Si definisca infatti la misura v(-) su G come v(A) := E[XI4], per A € G. La misura v(-)
risulta assolutamente continua'® rispetto a P = P4, in quanto se P(A)=P(A)=0, allora v(A) = 0. Esiste quindi
P dy

la derivata di Radon-Nikodym di v rispetto a P, cioé una funzione f(w) = %(w), G — misurabile, per la

dP
quale valga, qualunque sia A € G

V(A) = /A fw)dP(w) cio /A X(w)dP(w) = /A fw)dP(w)

ovvero

E[XI4] = E[fI4].

La derivata di Radon-Nikodym ¢ definita a meno di insiemi di P-misura nulla. Infatti se g(w) & un’altra
funzione G-misurabile per la quale valga E[X 4] = E[gla] per ogni A € G, allora E[fI4] = E[gl4] per ogni
A € G, ed in particolare per A = {w : f(w) > g(w)} eper A ={w: f(w) < g(w)}, per cui E[| f — g |] = 0. Basta
quindi prendere come X la derivata di Radon-Nikodym f o qualunque altra variabile aleatoria che differisca da
X al pill in un insieme (G-misurabile) di probabilita nulla.

O

Anche la Definizione 3.2 & ben posta, per convincersene basta considerare che lo spazio L?(Q, F,P), pensato
come classi di equivalenza, & uno spazio di Hilbert con la norma || X [|2= E[| X |?] ed L2(©,G,P) & un suo
sottospazio chiuso. Quindi la classe di equivalenza E[X | G] della Definizione 3.2 ¢ la proiezione di X su
L2(Q7g,@). A questo proposito va pero ricordato quanto gia detto in una nota della sezione 2.6.1: per
passare agli spazi di Hilbert bisogna assicurarsi che G contenga gli insiemi F-misurabili e di probabilita nulla.

Si noti la (3.4) potrebbe essere modificata come

E[XW] =E[XW], Vv.a. W G — misurabile e per cui XWe integrabile. (3.14)

Dimostrazione. I Attenzione: la dimostrazione si basa sulle proprieta di linearita e di monotonia dei valori
attesi condizionali, che dimostreremo pit in la, basandoci solo sulla Definizione 3.1 e quindi sulla (5.4)

Ovviamente (3.14) implica (3.4). Per mostrare il viceversa, basta considerare il caso in cui W > 0. In
tale caso esiste una successione W,, TW, con W, funzioni elementari, cioé combinazioni lineari di funzioni

164 Date due misure v e u su una o-algebra G, si dice che v & risulta assolutamente rispetto a u se e solo se per ogni A € G con
1(A) = 0 risulta v(A) = 0. Questa proprieta si pud anche esprimere dicendo che la famiglia NV = {A : v(A) = 0} degli insiemi di
v-misura nulla contiene la famiglia N* = {A : u(A) = 0} degli insiemi di p-misura nulla. La derivata di Radon-Nikodym Z—Z e

una funzione h, che sia G-misurabile, e per la quale valga

v(A) = /A h(w)p(dw) = /Q Iqh(w)pu(dw), per ogni A € G.
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indicatrici. D’altra parte & facile vedere (confronta le proprieta di linearitd e di monotonia, dimostrate nella
sezione successiva) che, posto

X=X"-X", con Xt =XV0, econ X~ =(-X)VO0,

siha X = X+ — 5(\:, per la proprieta di linearita, con XteX- > 0, per la proprieta di monotonia. Inoltre si
ha che

E[XW,] = E[XTW,] — E[X " W,] = E[XtW,] — E[X~W,].

Per la proprieta di convergenza monotona dei valori attesi, (se Z > 0 allora 0 < ZW,, < ZW, 11 1 ZW), si
ha

EX W] 1EXTW],  EX-W,]1EX" W],
E[XTW,| TEIXTW],  E[X-W,] T EX-W],
quindi EXW] = E[XW], in quanto
E[XW] — E[XW,] = E[XW,] — E[X*W] - E[X-W] = E[XW]
O

3.4 Equivalenza tra le definizioni di valore atteso condizionale per
variabili aleatorie di quadrato sommabile

Mostreremo ora che, se X ¢ di quadrato sommabile, allora ogni variabile aleatoria )N(g che soddisfa la Definizione

3.2, soddisfa anche la Definizione 3.1. Per l'implicazione inversa, sempre nel caso in cui X sia di quadrato

integrabile, abbiamo bisogno di alcune delle proprieta della media condizionale secondo la Definizione 3.1,
enunciate precedentemente e che dimostreremo in seguito.

1) Se )?2 ¢ la (o meglio un rappresentante della) media condizionale di X secondo la Definizione 3.2, allora
lo & anche secondo la Definizione 3.1. R
Se infatti X5 soddisfa la condizione (3.7) allora, qualunque sia Z € L?(£2, G, P) la funzione

Ga(t) = E[(X —{(1 = )Xy +tZ})?] = E[(X — X3)? — 26(X — X5)(Z — X,) + 12(Z — X>)?]
ammette un minimo in ¢ = 0, e quindi

Olimg = TEIX — (1= 0T 1121 = —2B[(X - K)(Z - %)) =0

=0
Quindi posto W = Z — X, deve valere, qualunque sia W € L?(Q2, G, @)
E[XW] = E[X,W].

Considerando che tutte le funzioni indicatrici del tipo 14, con A € G, sono in L?(Q, G, @), otteniamo che se
vale la (3.7) allora vale la (3.4).

2) Se X ¢ la media condizionale di X secondo la Definizione 3.1 (o meglio ne & un rappresentante), allora lo
¢ anche secondo la Definizione 3.2.

Infatti, allora X e di quadrato sommabile (confrontare I’osservazione alla disuguaglianza di Jensen, proprieta
7.) e quindi la seguente funzione & finita per ogni Z di quadrato sommabile

o(t) :=E[(X —{(1 = t)X +tZ})?] = E[(X — X)? = 26(X — X)(Z — X) + *(Z — X)?]
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Poiché si tratta di una parabola essa ammette un minimo nel punto ¢, in cui la derivata si annulla:

@) = —2B[(X — X)(Z — X)] +20E[(Z — X)) =0

Posto W =Z—-X e tenendo conto della (3.14), si ottiene ¢'(f) = 2T E[(Z—X)?] = 0, da cui, per Parbitrarieta
di Z, segue che t = 0. Quindi X gode della proprieta che per ogni Z di quadrato sommabile ¢(1) > ¢(0), ovvero
la (3.7).

Osservazione 3.1. Si noti I’analogial™ con il problema classico di geometria euclidea del trovare la proiezione
di un vettore * € R™ su un sottospazio vettoriale V.C R™ come quel vettore & € V' che gode della proprieta di
minimizzare la distanza da V', ovvero
|l — &) = min ||z — 2|,
z€eV

che & notoriamente equivalente alla condizione di ortogonalita
<x—x,z>=0perognizeV & <x,z>=<x,z> perognizcV.

Esercizio 3.1 (Formula di Pitagora). ***

Si verifichi che, per ogni variabile aleatoria X di quadrato integrabile, posto X un rappresentante di E[X|G],
vale la sequente uguaglianza:

Var(X) = Var(X) + E[Varg(X)],

dove

Varg(X) = E[(X — X)|g].

Il motivo della notazione diviene evidente se si identifica X con E[X|G] e si riscrive la precedente formula come
segue:

Varg(X) = E[(X — E[X|G])*|G].
3.5 Dimostrazioni delle proprieta del valore atteso condizionale

Daremo ora le dimostrazioni delle proprieta enunciate nella sezione precedente utilizzando solo la Definizione
3.1.

Si noti che cio permette di concludere che la dimostrazione dell’equivalenza delle Definizioni 3.1 e 3.2 &

autocontenuta: in realtd andrebbero prima dimostrate le proprieta 1,2, e 7; successivamente la (3.14) e infine
I’equivalenza delle Definizioni 3.1 e 3.2.

1. Linearita: E[aX +bY | G] = «E[X | G] + VE[Y | G]

La dimostrazione & ovvia, infatti se X e Y sono rappresentanti di E[X | G] e di E[Y | §], rispettivamente,
ovvero se E[XI4] = E[XI4] e E[YI4] = E[YI4] per ogni A € G, allora basta verificare che
E[(aX +bY)I4]) = E[(aX + bY)I4], e cid segue immediatamente da

E[(aX + bY)14] = aB[X14] 4+ bE[Y 4] = aE[X14] + bE[Y I4] = E[(aX 4 bY)14].
2. Monotonia: P(X <Y) =1 implica P(E[X |G] <E[Y |G] )=1

Se P(X <Y) =1, allora E[(Y — X)I4] = E[(Y — X)I4] > 0 per ogni A € G e quindi in particolare per
A = {X > Y}, siottiene che P(A) = 0, ossia che ***P(X <Y) =1, ovveroP(E[X | G] <E[Y | G]) = 1.

17’analogia si vede meglio se si sostituisce ||@ — 2|2 con d;2(X,Z) =E[|X — Z|?] e < &,z > con E[X Z].
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i Infatti se fosse P(A) = P()? > }7) > 0 allora avremmo la contraddizione che, da una parte, come gia
detto L
B[V — X)L = B[(Y — X)1,] > 0,

mentre dall’altra, si avrebbe

E[(Y — X)Ia] =E[(Y — X)Iz.5] < 0.

3. Formula dei condizionamenti successivi: se G C H, allora E[X | G] = E[E[X | H] | F]

Sia G C H e siano X e X tali che E[XI,] = E[XI4] per ogni A € G C H e E[XIp] = E[XI] per ogni
B € H, ed in particolare per ogni A € G. Allora

E[X14] = E[XI4)(=E[XI4]), perogni Aeg

e quindi X = E[X | G]. La seconda parte deriva dal fatto che per la o-algebra banale la media e la media
condizionale coincidono.

4. Fattorizzazione: e Z ¢ G-misurabile e ZX ¢ integrabile allora E[ZX | G] = ZE[X | G].

Infatti allora E[X ZI4] = E[X Z14], per ogni A € G e la funzione ZX & ovviamente G-misurabile.

5. Condizionamento rispetto a o-algebre indipendenti: se X e G sono indipendenti allora
E[X | ] = E[X].

Infatti allora, per ogni A € G

E[X ZI4) = E[X]|E[Z1,4] = E[ZE[X]]4]

e la funzione ZE[X] & ovviamente G-misurabile.
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6. Condizionamento ridondante: se X e G sono indipendenti da H allora, E[X | GV H] =E[X | G].

La dimostrazione segue da una leggera variante del Lemma di Dynkin!® E[X |GV H] = E[X | G].

***e si basa sul fatto la famiglia A di eventi del tipo C = AN B, con A € G e B € H, formano un sistema
chiuso rispetto all'intersezione e generano G V H,***per il lemma di Dynkin ***bastera quindi verificare
che le due misure 7(C) := E[X1¢] e @(C) := E[X I¢] coincidono per C = ANB, A€ Ge BeH **

]E[XIAQB] = ]E[XIAIB} (per lindipendenza di o(X) vV G da H) (3.15)
= E[XI4]E[Ip] = E[XIA|E[Ip) = E[X1alp] = E[XI4ng].

***e che A contiene  (essendo ovviamente 2 = QN Q).

Nella dimostrazione abbiamo utilizzato I'indipendenza della o-algebra o(X) V G, generata da o(X) e G da
'H, ossia: per ogni evento F' € o(X)V G e per ogni evento H € Hsiha P(FNH) =P(F)P(H). Attenzione,
la sola indipendenza di o(X) da ‘H e di G da ‘H non & sufficiente!® nel passaggio (3.15). ***

7. Disuguaglianza di Jensen?’: se ¢ ¢ una funzione convessa, e ¢(X) & integrabile, allora ¢(E[X | G]) <

E[p(X) | G].

Per risultati classici di analisi ¢ ¢ 'inviluppo delle sue tangenti (o sotto tangenti) ovvero esistono una
successione di rette ¢, () = @,z + B, per cui ¢(x) = sup,, {¢n(x)}, per ogni z in R. Per le proprieta 1.
di linearita e 2. di monotonia si ha allora che

On(E[X | G]) = anE[X | G] + Bn = E[¢n(X) | G] < E[o(X) | G];

kokok

18Ricordiamo l’enunciato del Lemma di Dynkin, che tra l’altro ¢ la base per molti risultati di unicita,***ed ¢ noto anche come

teorema dell’unicita della misura.
kK

***Lemma [Lemma di Dynkin, Billingsley 1984 [3]] Sia A una famiglia di eventi che genera la o-algebra G e che é chiusa
rispetto alla intersezione finita.
Se due misure di probabilita v e p coincidono su A, allora le due misure di probabilita coincidono su G.
Di conseguenza, se U e [t sono due misure non negative e finite che coincidono su AU {Q} (cioé con 7(?) = () ) allora le due
masure coincidono su G.
(la dimostrazione della affermazione sulle misure non negative riconduce subito al caso delle misure di probabilita, considerando le
misure di probabilita v(A) :=T(A)/T(Q) e v(A) == 1(A)/m(Q).)***

19:##+]] fatto che la sola indipendenza di o(X) da H e di G da H non & sufficiente si pud mostrare con il seguente controesempio:
X =1Ig, G ={0,GG*, Q}, H = {0, HH®, Q}, con E, G ed H tali che P(EN H) = P(E)P(H), P(GN H) = P(G)P(H), ma
P(ENGNH)#P(ENG)P(H) (ad esempio si prenda 2 = (0,1) x (0,1), E = (0, %) % (0,1), G = (0, i) x (0,1)U (%, %) x (0, %) e
H = (},%)x(0,1)).%%*

208i noti che nel caso particolare in cui G & la o-algebra banale la disuguaglianza di Jensen per i valori attesi condizionali diviene
I'usuale disuguaglianza di Jensen

#(E[X]) < E[¢(X)].
Infine va notato che la precedente disuguaglianza di Jensen, nel caso particolare di una variabile aleatoria X semplice, a valori in
{z1,...,zn}, con P({X = z;}) = \; si scrive come

BEX]) = o> Niwi) <D Nid(wi) =E[$(X)], ,con A >0, > Ni=1
=1 i=1

i=1
La disuguaglianza interna & equivalente alla definizione di funzione convessa. Lo & esattamente nel caso n = 2
d(Az1 + (1 = Nz2) < Ad(z1) + (1 = N)d(2)

Il caso generale si ottiene per induzione su n: Se

n n n
S(Y_ Niwi) <Y Xig(xi), per ogni A; >0, Y "X =1, e per ogni z;
i=1 i=1 i=1
allora
n+1 n+1 n+1

¢ miwi) <> pid(wi), per ogni p; >0, > p; = 1,e per ogni y;
=1 i=1 i=1
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passando all’estremo superiore su n si ottiene

sup{¢n (B[X | G])} = ¢(E[X | J]) < E[6(X) | g

Si noti che nella dimostrazione vengono utilizzate solo le proprieta di linearita e di monotonia del valore
atteso condizionato.

8. Convergenza sotto il segno di media condizionale, monotona e dominata
8i) Se {X,}n>1 ¢ una successione di variabili aleatorie non negative ed integrabili, convergente con
probabilita 1 ad X, monotonamente, cio¢ la successione {X,,},>1 ha la proprieta che 0 < X,, < X, 41,
allora E[X,, | G] /" E[X | G], con probabilita 1.

Dalla proprieta di monotonia si ottiene che se {X,},>1 ¢ una successione monotona allora anche la
successione delle medie condizionate X,, = E[X,, | G] & una successione monotona, ed & quindi convergente
ad una variabile aleatoria Z G-misurabile. (E importante notare che per ogni n esiste un insieme
A, € G di probabilita nulla nel cui complementare vale X’n < Xn+1, che queste disuguaglianze valgono
contemporaneamente nel complementare di A =J,,~; An, ed infine che A ha ancora misura nulla).

Per mostrare che la successione converge ad un rappresentante di E[X | G, basta notare che E[X,I4] =
E[X,Ia] T E[X14], per la convergenza monotona di {X,} a X (e quindi di {X,Ia} a XI4), e che
E[X,14] T E[Z14], per la convergenza monotona di {X,,} a Z (e quindi di {X,,J4} a ZI4). Di conseguenza
E[X1a] = E[ZI4],VA €G.

8ii) Se {X,}n>1 € una successione di variabili aleatorie integrabili, convergente con probabilita 1 ad
X, dominatamente, cioe | X, |< Y, per una variabile aleatoria Y integrabile, allora si ha che
E[X, | G] = E[X | G], in L.

La dimostrazione (i ) relativa alla convergenza dominata si basa sulla seguente osservazione: se X,, — X
g.c. e | X,, [<Y allora X,, — X in L! (infatti allora | X,, — X |[<|Y |+ | X | e quindi | X, — X |—= 0
dominatamente e percid E[| X, — X |] — 0). Di conseguenza per le proprietd di linearita e per la
disuguaglianza di Jensen applicata alla funzione ¢(z) =| x | e alla variabile aleatoria X,, — X,

| E[X,, | G] - E[X | G] |=| E[X\, — X | G] [ E[| X\, — X ]G]
Passando ai valori medi

E[| E[X, [ G] - E[X | G] [ = E[| E[X,, — X | G] [| <E[E[| X, — X || G]] = E[| X, = X [] = 0.

Osservazione. Dalla dimostrazione ¢ chiaro che basta la convergenza X,, — X in L', per ottenere la
convergenza delle rispettive medie condizionali in L!. In realta, nel caso di convergenza dominata, c’e
anche la convergenza puntuale delle medie condizionali. La dimostrazione di questo fatto € rimandata a
dopo aver mostrato I'esistenza di distribuzioni condizionali regolari.
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3.6 Probabilita condizionali regolari I

Il problema ¢ il seguente:

E possibile trovare una versione di P(A | G) in modo che I'applicazione
P(-[G)(w): F=[0,1; A= P(A]|G)(w)
sia una probabilita per ogni w?

Ad un primo sguardo superficiale sembrerebbe di si:
Ovviamente P(Q | G)(w)=1. Dalla proprietd di monotonia si ha che P(C | G) € [0,1], per ogni evento
C € F. Dalla proprieta di convergenza monotona, applicata alla successione X,, = Y /', Ia,, dove {A4,} ¢
una successione di eventi di F, oppure di una o-algebra A C F, si ottiene che, comunque scelta una successione
di eventi di A, disgiunti a due a due, vale

P(J An16) =) P4, 9)

n>1 n>1

nel senso che al piu differiscono per un insieme di misura nulla V.

Sembrerebbe quindi tutto funzionare. Il problema sta nel fatto che l'insieme N puo dipendere pero, in
generale, dalla particolare successione {A,,,n > 1} scelta e I'unione su tutte le successioni possibili & un’unione
non numerabile, quindi non ¢ detto che sia un evento e, anche se lo fosse, non & detto che sia di probabilita
nulla. E proprio questo che in generale impedisce di affermare che A — P(A | G)(w) & una probabilita.

Lo stesso tipo di problema si pone nel caso in cui invece si cerchi una versione di P(A | G)(w) per A € A C F,
mentre non ¢’¢ nessun problema del tipo precedente se A ¢ un’algebra finita (e quindi una o—algebra).
Comunque, nel caso in cui sia possibile trovare un nucleo di misure di probabilita, cioé una famiglia

Q1) s AxQ—10,1]; (4, w) — Q(4,w)
1) per ogni w € Q, Q(-,w) ¢ una misura di probabilita su (€2,.4)
2) per ogni C € A, Q(C, ) & G-misurabile ed ¢ una versione di P(C' | G)(w),
allora si dice che Q(-,w) & una versione regolare di P(- | G)(w), cio¢ delle probabilita condizionali.

L’interesse di tali versioni deriva dal fatto che allora, per ogni v.a. Z, A-misurabile e integrabile, vale

B(Z|9)w) = | 2/ ).
Q
3)
Per convincersene basta capire che cio e vero per Z = I¢, e quindi per ogni funzione elementare, cioe
combinazione lineare di funzioni indicatrici. Quindi (3) vale per ogni v.a. non negativa integrabile, in quanto
limite monotono di funzioni elementari, e quindi per ogni v.a. integrabile in quanto differenza di due v.a. non
negative ed integrabili.

L’interesse per l'esistenza di una versione regolare delle probabilita condizionali sta anche nel fatto che tutte
le dimostrazioni delle proprieta delle medie condizionali sarebbero immediate (in particolare la disuguaglianza di
Jensen e la convergenza monotona e dominata, anche nella versione dell’osservazione relativa, con la convergenza
puntuale).

Non sempre, purtroppo, si hanno versioni regolari delle probabilita condizionali. In generale dipende dalla
o-algebra A, qui di seguito viene dimostrato che cid & vero se A = o(X), dove X & una variabile aleatoria a
valori in R, cio¢ se C = {X € H}, H € B(R). In realta si puod vedere che cid & vero anche se X & una variabile
aleatoria d-dimensionale, oppure se X & una variabile aleatoria a valori in uno spazio metrico S, completo e
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separabile (ovvero uno spazio polacco). In questi casi si ottiene anche una probabilita sullo spazio S degli stati
di X e si parla di distribuzione condizionale invece che di probabilita condizionale, che invece ¢ una misura di
probabilita su .

Proposizione 3.1. Sia X wuna variabile aleatoria reale in (Q,F,P), sia G una sotto o-algebra di F, e sia
A=0X)={A={weQ teX(w) € H}Y, H € BR)}. Allora esiste una versione regolare Q(-,-) di
P(|G)(w)-

Dimostrazione. L’idea ¢ molto semplice:

1. Si costruisce una funzione F'(-,-) : R x Q — [0,1] che, per ogni w, F(-,w) : R — [0, 1] soddisfa tutte le
proprieta di una funzione di ripartizione, e che & una versione della probabilitd condizionale P(X < s | G)(w).
Indicheremo tale funzione con F(s | G)(w), per ricordare questa proprieta.

dimostrazione di 1. Si inizia considerando F(¢ | G)(w) := P(X <t | G)(w) per t razionale. Per la proprieta
della monotonia, possiamo prendere una versione per cui, per ogni t; < to razionali, F'(t; | G)(w) < F(t2 | G)(w),
in un evento 2 di probabilita 1: in questo caso I’evento in cui cid non si verifica &€ un’unione numerabile di eventi
di probabilita nulla. Per w € Qf si definisce F'(t | G)(w) = Fo(t), con Fy una fissata funzione di distribuzione,
ad esempio (sempre sui razionali). Su tale evento § esiste, per monotonia, il limite di F(¢ | §)(w) sia
per t — 400 che per t — —oo, sempre per t razionale. Tali limiti sono rispettivamente uguali ai limiti di
F(n|G)(w)edi F(—n | G)(w), e, di nuovo a parte un insieme di probabilita nulla, coincidono rispettivamente
conl=P(X <+o00|G) e0d=P(X < —o0|G).(Di nuovo su tale insieme si definisca F(¢ | G)(w) = Fy(t) )

Per ogni valore s reale, ma non razionale, si definisce una successione t, | s. Per la proprieta della
convergenza monotona (applicato a 1 — Ifx<; 1) si ottiene che il limite di F'(¢, | G)(w) esiste ed & una versione
di P(X < 5| G)(w). In questo modo si & ottenuta, per ogni w una funzione F(s | G)(w), definita su tutti i reali,
e che soddisfa tutte le proprieta di una funzione di ripartizione, come si puo vedere facilmente.

2. Ad ogni w ¢ associata una misura pux (- | G)(w) di probabilita, per cui px ((—o0,t] | G)(w) = F(t | G)(w),
per ogni t reale.
Come conseguenza del punto 2., per ogni “**H € B(R), la misura “*“ux (H | G)(w) & una versione di P(X € H),
oltre ad essere una misura.

La misura px (- | G)(w) & detta appunto la distribuzione condizionale di X data G.

3. Per A€ A, con A={X € H}, si definisce

QA w) = px(H | G)(w),

e risulta la versione regolare delle probabilita cercata. O

Si faccia attenzione: la distribuzione condizionale px (- | G)(w), definita nel punto 2. della dimostrazione
precedente, ¢ una probabilita su (R, B(R)), mentre Q(-,w) € una misura su (,0(X)). Comunque accade che
P{X € H} | §)(w) = px(H | G)(w). Inoltre poiché le v.a. o(X)—misurabili sono le variabili aleatorie del tipo
Z = f(X), con f boreliana, si ha che

E(f(X)]G)(w) = px(f]G)(w),
dove, in generale,

u(f) = / f(@)dp(z).

Per la verita esiste una generalizzazione a tutti gli spazi di Borel (S,S), cio¢ quegli spazi misurabili (S, S)
per cui esiste un insieme E € B(R) e una funzione biunivoca ¢ : S — E che sia (S,S) — (E, B(R)|;) misurabile,
e la cui inversa sia (E, B(R)|z) — (S, S) misurabile.
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In particolare quindi il risultato di esistenza della versione regolare & valido per (S,S) = (R B(R%)) o
(9,8) = (RN, RY), che sono spazi di Borel (vedere ad esempio P. Billingsley [3] “Convergence of Probability
measures“ pag. 218 e seguenti).

Prima della dimostrazione va notato che questo fatto permette di applicare il risultato anche al caso in cui
siano coinvolte le variabili aleatorie X,,, n > 1, ed X (confrontare di nuovo 'osservazione alla proprieta della
convergenza dominata per i valori attesi condizionali).

La dimostrazione & basata sull’osservazione che se Y & una variabile aleatoria a valori in S, allora X := ¢(Y)
¢ una variabile aleatoria reale,e quindi esiste una distribuzione condizionale px(- | G). La distribuzione
condizionale di Y su (5,S) si ottiene, per J € S, come

vy (J 1 9)(w) = px(o(J) | G)(w)

in quanto la seconda & una versione di
P{X € ¢(1)} | G)(w) =P({¢™"(X) € J} | §)(w) =P({Y € J} | G)(w).

Abbiamo gia usato il fatto che ogni funzione o(X)—misurabile si pud esprimere come f(X). Supponiamo
ora che G = o(Y') allora, necessariamente deve accadere che ux (H)(w) sia una funzione di Y (w), ovvero che,
per ogni boreliano H, esista una funzione f(H,y), misurabile in y, per cui

1) f(H,Y(w)) = px(H)(w)

2) f(,y) sia una misura di probabilitd per ogni y
(questo & sicuramente vero se y € Y (§2), mentre se y ¢ Y () basta definire f(H,y) = v(H) per una fissata
misura di probabilita v).

Indicheremo f(H,y) con la notazione pili evocativa di ux(H | Y =y) o anche pux|y(H | y). Analogamente
indicheremo con Fx (t | Y = y) o con Fx |y (t | y) la funzione di distribuzione condizionale di X data Y, “valutata
in Y = y. Ovviamente tale espressione non va confusa con P(X < t | {Y = y}), che tra l’altro potrebbe non
avere senso nel caso in cui P({Y =y}) =0.

3.7 Esempi I

Esempio 3.7 (caso dominato). Si tratta della generalizzazione dell’Esempio 3.4. Siano X ed Y due variabili
aleatorie con legge congiunta assolutamente continua rispetto ad una misura prodotto v1(dz) X vo(dy) cioé con
legge congiunta data da

px,y (dz,dy) = f(z,y)vi(dz) x va(dy).

Efacile vedere che la legge di X ¢é assolutamente continua rispetto a v1(dx) e la legge di'Y lo ¢ rispetto a vo(dy),
o meglio

x(de) = | [ fGogpatan)| (o) = fx(om(an)

) = | [ 1) va(a) = fr (wata).
In questo caso anche la legge condizionale di X data'Y é assolutamente continua rispetto a vi(dz) e risulta

f(z,y)
fy(y)

MX\Y(CMQ) = vi(dz),

per Ly —quasi ogni y.
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Infatti e facile verificare che, per ogni funzione g : R — R, misurabile,
E[lg(X)h(Y)] = E[¢p(Y)h(Y)], per ogni funzione h misurabile  (x)

dove

o) = [ s tasly) = [ g(xﬂ;f(’j))

(ovviamente g ed h devono soddisfare ipotesi che garantiscano lintegrabilita delle v.a. g(X) ed h(Y))

vy (dx);

Tutte le v.a. W che siano o(Y)—misurabili sono del tipo W = h(Y") per h boreliana, di consequenza

v1(dx)

Elg(X) | Y] = oY) = / g(x) uxw(dxly)ly:m) = / 9(x) fr () Y ()

Un risultato analogo vale ovviamente anche per la legge di Y data X .
Casi particolari sono i casi in cui v1(dz) = dzx, e va(dy) = dy, cioé torniamo al caso della misura di Lebesgue
esaminato nell’Esempio 3.4, oppure vy (dx) = > (0, (dx), e vo(dy) = > 0" 0y, (dy) e si trova allora che

Elg(X Zg Tn NX\Y({%HQ Y=Y (w Zg Tn) =z, |Y = y)|y:Y(w)'

Esempio 3.8 (caso non dominato). Siano X ed Y due variabili aleatorie con legge congiunta data da

px,y (de,dy) = p f1(x) dz S (dy) + q f2(2,y) dz dy,

dove p+q =1, fi(z) & una densita di probabilita su R, fo(x,y) & una densita di probabilita su R?, &,(dz) ¢ la
misura concentrata in z (ovvero 6,(A) =1 se z € A, mentre 6,(A) =0 se z ¢ A), a & una funzione invertibile,
C! e con | o/(z) | strettamente positiva.

Le distribuzioni marginali sono equivalenti alla misura di Lebesque, essendo

x(dz) = [pﬁ(x) +a | f2<x,y>dy} dr,

py (dy) = {Pﬁ(a_l(y)),_ll(ym + q/fz(:my)dx} dy.

|/ (a

/h Nfi(z dx+q/h dy/fgxy

—» | h(y)fl(a’l(y))mdyw [ vy [ feteiz = [ hw(a)

Come si procede per calcolare la media condizionata di g(X) data Y ?

L’ultima uguaglianza deriva da

Come nell’esempio precedente si deve trovare una v.a. o(Y)-misurabile, cioé una funzione ¢(Y') per cui valga
Elg(X)h(Y)] =E[¢(Y)h(Y)], per ogni funzione h misurabile (%)
Se poi troviamo che
o) = [ glawtdsiy)

per una misura di probabilita v(-;y), allora potremo affermare che v(-;y) é una versione regolare della
distribuzione condizionale di X data Y =y.
Ora, qualunque sia la funzione h
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BpCORY)] = » [ [ o@h)i(@dsdue(dn) + 4 [[ o@hio) fate)dady
p [ s@ha@)n@isra [( [ g(w)fz(%y)dw)h(y)dy
p [ ate @) 0 ) )+ [ ( [ @) ez by

[ [ptam onsieo sa( [ s natanie) | nwa

N
o/ (a1 (y))]

= [ S e @) o+ o [ owhds [ fen)da

= [ o [prta” )+l [ e as) |

Quindi affinché valga uguaglianza (*), qualunque sia h, é necessario e sufficiente che

mentre invece

ol A ) i +a( [ oo i) | =

= olo) [pf0™ ) ey ([ i)

ovvero che

pola W) f1(0~ W) by + a(J 9(@) folw, y)de)
PS(a W) et +Q<ff2 (2, 9) dm) .

o(y) =

Si noti ancora che
e @) = [ gl@)barry(do).

Per questo motivo, qualunque sia g, si puo riscrivere il numeratore come

ph(0™ W) gy [ 9@ o) +a( [ o) ata e

e quindi la legge px |y (dzly) di X, condizionata adY =y, é proporzionale a

1

pfi(a” (y))m

504*1(:1/) (dSU) + QfQ(xa y)dl’

67

Si noti che quindi la legge di X condizionata a' Y = y non é assolutamente continua rispetto alla distribuzione

iniziale di X, che ha invece una densita rispetto alla misura di Lebesgue.



Capitolo 4

Martingale

In questo capitolo introduciamo il concetto di martingala, che in un certo senso si puo considerare una
formalizzazione del concetto di gioco equo. Per definire una martingala abbiamo pero prima bisogno di dare la
seguente definizione.

Definizione 4.1 (Filtrazione). In uno spazio (2, F), la famiglia {F;,t > 0} si dice una filtrazione se é una
famiglia crescente di o-algebre di F, cioé Fs C Fy C F, per 0 < s <t. (La definizione ha senso anche nel caso
incuit=neN, enel caso in cuit € I CR, ad esempio t € [0,T1]).

La o—algebra F; rappresenta I'informazione disponibile fino al tempo ¢, e pili in generale la filtrazione {F;}
viene detta anche flusso di o-algebre, in quanto rappresenta il flusso di informazioni disponibili, al variare
del tempo.

Definizione 4.2 (Martingala). Un processo aleatorio* (X;), definito in uno spazio di probabilita (2, F,P), si
dice una martingala rispetto ad una filtrazione {F;}, con F; C F, se

0) X, ¢ Fi-misurabile per ogni t > 0. (o pit rapidamente il processo X; é adattato ad F;)
1) X, ¢ integrabile per ognit > 0, cioé E[| X; |] < +oo per ogni t > 0.
2) E[Xiys | Ft] = X¢, per ognit,s >0
Nel caso in cuit =n € N la 2) puo essere sostituita con la richiesta che
E[Xyt1 | Fu] = Xn, per ognin € N.

Si noti che la proprieta 0) & sovrabbondante in quanto la 2) implica che X; sia Fi-misurabile.
Cio non & vero nella seguente definizione di submartingala (supermartingala), che in un certo senso si puo
considerare una formalizzazione del concetto di gioco favorevole (sfavorevole).

Definizione 4.3 (Submartingala (Supermartingala)). Un processo aleatorio X si dice una submartingala
(supermartingala) rispetto ad una filtrazione {F;} se

0) X, ¢& Fi-misurabile per ogni t > 0. ( o pit rapidamente il processo X; ¢ adattato ad Fy)
1) X, é integrabile per ogni t > 0, cioé¢ E[| X; || < 400 per ogni t > 0.

2) E[Xiys | Ft] = Xe(B[Xiqs | Fi] < Xt), per ognit,s >0,

1] lettore per il momento pud pensare di considerare solo il caso tempo discreto, e sostituire la parola processo con la parola
successione {Xn }n di variabili aleatorie. Inoltre puo limitarsi a considerare il caso di una filtrazione {Fy,}» generata dal processo
stesso, ovvero il caso in cui Fj, ¢ o-algebra generata da {X1, X2, -+, Xp}. In altre parole

Fn ={A C Q, tali che esiste un boreliano H,, € B(R") per il quale A ={w € Q: (X1, X2, -+, Xp) € Hn}}.

Per la definizione formale di processo aleatorio si rimanda al Capitolo 8.

68
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Di nuovo, nel caso in cuit =n € N la 2) pud essere sostituita con la richiesta che

EXpt+1 | Fu] 2 Xn(E[Xpt1 | Fu] < X)), per ogni n € N.

Osservazione 4.1. Se X; ¢ una martingala (o submartingala) rispetto a una filtrazione {Fi} e se {G:} & una
filtrazione per cui o(X;) C Gy C Fy, per ogni t > 0, allora Xy lo é anche rispetto alla nuova filtrazione:

E[Xtts | Gt] = E[E[Xys | o] | Gi] = E[Xy | Gi] = Xo.

In particolare per ogni martingala (o submartingala) si puo prendere sempre la filtrazione minimale F;* =
o({Xu,u < t}) = 0(Ug<cu<; (X)), che per la proprieta 0) é sempre contenuta in Fy. Quindi, in genere 2, se
la filtrazione non e specificata, si deve intendere che si tratti della filtrazione naturale.

Se invece {H:} & una filtrazione per cui Hy é indipendente da F; (e quindi da X:), allora X; ¢é una
martingala (o submartingala) anche rispetto alla filtrazione Gy:=F; V H; (confrontare la proprietd 6. delle

medie condizionali: il condizionamento ridondante).

Osservazione 4.2. Ogni martingala ha media costante e ogni submartingala ha media crescente (in senso lato):
basta passare al valore medio nella proprieta 3. delle medie condizionali (condizionamenti successivi) e tenere
presente che il valore medio di Y coincide con il valore medio di E[Y | G].

Osservazione 4.3. Data una submartingala X; si ottiene una supermartingala considerando — X, e viceversa.

4.1 Esempi di martingale e di submartingale

Esempio 4.1. Sia data una variabile aleatoria Y integrabile ed una filtrazione {F;}. Si definisca X, := E[Y |
Fi). Si dimostra facilmente che X; é una martingala:

E[Xys | F] = EE[Y | Fiys] | Ft] = E[Y | 7]

(per def.) (condiz. successivi)

L’esempio precedente aiuta a capire il nome di submartingala: sia ora X; una submartingala, allora, fissato
v =1+ s, il processo
Zt = E[Xt+s ‘ ft] = ]E[Xv | ft],

¢ una martingala per ¢ € [0,v], quindi la proprieta 2) per le submartingale diviene
Zy = E[Xv | ft} > X, perte [O,U],

ovvero che X, sia sotto la martingala Z; := E[X, | F], per ¢t € [0, v].

% Tnoltre sempre in relazione all’Esempio 4.1, si pud osservare che se due martingale M} ed M? coincidono
al tempo T, ossia se M1 = M2, allora esse coincidono per ogni t < T, ossia M} = M? in [0,T], in quanto per
tali valori di ¢ si ha M} = E[M%L | Fp]. ***

Esempio 4.2. Sia data una successione di variabili aleatorie Y, indipendenti, identicamente distribuite3,
integrabili e a media nulla. Si definisca

So=0,  Su=) Vi, nxl,
k=1

o equivalentemente

Sn:iyk, 71207
k=1

2 Attenzione: ovviamente la filtrazione potrebbe anche essere specificata anche all’inizio di una sezione, o di un capitolo.

3Non & necessario che le variabili aleatorie Y;, abbiano la stessa distribuzione, basta che siano integrabili e abbiano valore atteso
nullo.
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(con la convenzione che S y_, ar = D i<k<0 @ =D peg @k =0).

Si ottiene facilmente che S, & una martingala, rispetto* a

£S5 _ {0,Q} sen =0,
" lo({Yi, -, YR)) sen>0.

Infatti
E[Sn+1 | Fu]l = E[Sn 4+ Yot1 | Fnl = S + E[Yoi1 | Fo] = Sn + E[Yat1] = Sh.

Se le variabili aleatorie Yi, non sono a media nulla, basta sostituire Yy, — u, se p = E[Y1], ed ottenere che

:Z(Yk—,u)=ZYk—n,u:Sn—
k=1 k=1

¢ una martingala®.
Infine si osservi che, nel caso in cui p > 0, si ottiene che S, é una submartingala, mentre, nel caso in cui
i < 0, si ottiene che S, & una supermartingala.

Esempio 4.3. Se siamo nelle stesse ipotesi del precedente Esempio 4.2 ed inoltre le variabili aleatorie Yy
ammettono momento secondo finito, e quindi varianza o2, allora M,, := S2 — no? ¢ una martingala:

My — M, = ’I2L+l —(n+ 1)02 - (ST2L - n‘72) = (SZ +2Y5 415, + Ynz+1) - S?L —0’ = 2Y5415n + Yn2+1 -0’
Passando alle medie condizionali si ottiene che

E[Myi1 — My | Fo] = E2Y5 415, +Y, +1*02|}—]
=28, E[Y,i1 | Fl +E[Y2, | Ful —0?=25,-04+0°—0>=0

in quanto Y, 41 ¢ indipendente da F, e quindi i valori medi condizionali E[Y,, 11 | F,] ed E[Y,2, | F,] coincidono
con 1 rispettivi valori medi.

Se le variabili aleatorie Y non sono a media nulla, allora
M, := (S, — nu)? — no?
¢ una martingala®.

Il seguente esempio permette di generare submartingale a partire da martingale e da submartingale.

4La successione {Y}} si ottiene immediatamente dalla successione {Sy }:
Yn =Sn — Sn—1, pern > 1,
di conseguenza .7-'3 .7-—};7 per n > 1.

5Sempre nel caso in cui le variabili aleatorie Y3 non abbiano la stessa legge si dovrla sostituire Yj, — py, dove puj = E[Yx]. In

questo caso
n n n
=Y Ye—m) =2 Ye— > mk
k=1 k=1 k=1

SDi nuovo la stessa dimostrazione funziona anche nel caso in cui le variabili aleatorie Y;, non hanno la stessa legge, purché
abbiano momento secondo finito e siano indipendenti. In tale caso

n

n
=S w)P=> o
k=1

€ una martingala. Si confronti questo risultato con il successivo Teorema di Decomposizione di Doob 4.1.
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Esempio 4.4. Sia X; una martingala con E[| X |*] < 400, per un o > 1. Allora il processo | X; |* é una
submartingala: basta applicare la disuguaglianza di Jensen alla funzione |x|*, che é convessa per o > 1

| X |%= | E[Xyys | Fe] |7< E[l Xeys [*] Fil-

(Xt & una MG) (dis. Jensen per |z|®)
Questo esempio si generalizza immediatamente al caso di ogni funzione convessa ¢, purché, ovviamente,

X)) = E[X;is < Elp( Xy .
¢( t) (Xt & una MG)¢( [ + | ftD " (dis. Jensen per ¢) [d)( s ) | ft]

Per ottenere un risultato analogo nel caso in cui X; sia una submartingala bisogna aggiungere l’ipotesi che
¢ sia una funzione crescente, in modo che, essendo

X; < E[X Fi
to= (X¢ & una subMG) [ t+s | t]’
I
X)) < EXiys | F]) < El¢(Xits) | Fil-
¢( t) T (¢ e crescente)¢( [ + | tD (dis. Jensen per ¢) [¢( i ) | t]

Esempio 4.5. Se le variabili aleatorie Wy, sono indipendenti identicamente distribuite”, con E[W1] = 1, allora
la successione di variabili aleatorie

Zo =1, Zn =[] Wr, n=>1,
k=1

o equivalentemente

L o= f[ Wi, n>0,
k=1

. 0 . . .
(con la convenzione che [[,_, ar = 1) definisce una martingala, rispetto 8 a

{0,Q} sen =0,

Fn =
o({Wh,--- ,Wy}) sen >0,

ovvero, dato che la condizione di misurabilita e ovvia, quella di integrabilita deriva dall’integrabilita di ciascuna
delle Wy, e dalla loro indipendenza, e infine

E[Zps1 | Fol = BlZ Wit | Ful = ZREWhi1 | Ful = ZoE[W,i1] = Z,.
Come caso particolare si consideri la situazione dell’Esempio 4.2 con ['ulteriore ipotesi che per un 6 € R valga
Elexp{6Y:}] = exp{:(6)} < +oc

(si noti che non é necessario supporre E[Y1] =0). Allora ovviamente

Elexp{0Y1} exp{—¢(0)}] = E[exp{0Y1 —(0)}] = 1.

Come conseguenza, posto Wy, = exp{0Yy, —1(0)}, si ha che
Zn = exp{0S, —ny(0)}

e una martingala strettamente positiva di media 1.

"L’ipotesi che abbiano la stessa legge & superflua, basta che le variabili aleatorie W}, abbiano valore atteso 1 e siano indipendenti.

8In questo caso .7-',% puo essere strettamente contenuta in Fy, = f,‘{v, infatti mentre Z, = gn(W1,..., Wy), e quindi ogni funzione
misurabile rispetto a Z1,...,Z, € funzione misurabile di W7y,..., Wy, il viceversa in genere non ¢ vero: se Z1,...,Z, sono tutti
positivi, allora Wy, = Zy/Zj,_1, ma se Z, = 0 allora Zn1, = 0 per ogni m > 0 e quindi & impossibile ricavare i valori di Wy4m
per m > 0. Se tuttavia le variabili aleatorie Wy (w), assumono valori strettamente positivi per ogni k e per ogni w, allora la
corrispondenza tra {Z;} e {W}} & biunivoca e FZ = FWV per ogni n > 1.
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Esempio 4.6 (*"“Integrale stocastico a tempo discreto™ ). Sia S, una martingala rispetto a F,, nello spazio
(Q,F,P), e sia v, predicibile rispetto a F,, ovvero sia vy, misurabile rispetto a F,_1 per ogni n > 1. Allora
l’integrale stocastico discreto

(V-9 = Ln(7) == > w(Sk = Sk1) (4.1)

k=1

definisce una Fp-martingala, sotto una delle due sequenti condizioni:
a) per ogni k esiste una costante c tale che P({w tali che yx(w) < ci}) =1
b) La martingala Sk e il processo v, sono di quadrato integrabile, ovvero

E[|Sk|?] < oo, per ogni k >0 E[|lvx|?] < oo, per ogni k > 1

Verifica. Per la misurabilita basta osservare che se k < n allora vy e Skx—1 sono Fi_1-misurabile e quindi
anche F,-misurabile, analogamente Sy € Fi-misurabile e quindi anche F,,-misurabile, di consequenza

n

L) = Sk — Sk-1)

k=1

e Fn-misurabile. Per l’integrabilita si osservi che

L (7)] < Z [kl (|| + 1Sk-1)
k=1

e che, se vale la condizione a), allora
Eflve]1Sel] < cE[ISkl] <00 Efll|Sk-1l] < exE[|Sk-1]] < o0,
mentre se vale la condizione b), allora per la disuguaglianza di Cauchy
Ellyel|Sel] < EV2 [y IEV2[Sk*) < 00 Ellyel|Se—1]] < BV [aPJEY2[|Sk-1]?] < 0.
Infine basta osservare che

INE[LHJ(’Y) - In(’Y) | fn} = IfE;Z['Yn%»l(S’rH»l - gn) | ]:n]
= Yn41 INE[(STLJrl - Sn) | fn]

(Ynt1 & Fn—mis.)

_ = Yr+10=10
(Sn & una Fp—MG)

Esempio 4.7. ? Dato uno spazio (0, F) e su di esso una filtrazione {F;} e due misure di probabilita P e Q, con
P assolutamente continua rispetto a Q (di consequenza lo sono anche rispetto ad F; per ogni t). Si definisca®

9Questo esempio richiede la conoscenza del Teorema di Radon Nikodym, e pud essere tralasciato in una prima lettura. In
alternativa il lettore pud considerare solo il caso a tempo discreto con t = k € {1,---n}, Q =R"™, F, = {A = Hy X R™= k., con Hy, €
B(Rk)}, ed infine P(dz1 ---dxn) = p(z1, - ,axn)dz1 -+ -dzn e Q(dzy ---dan) = q(x1, -+ ,zn)dz1 - dxy con p e g densita di
probabilita. La assoluta continuita di P rispetto a Q diviene allora la condizione

{(xlv"' 7$7L) : q(xlv"' 7:E"L) :O} c {(xh'" 7x’VL) :p($17“' 7””) = 0}7

dP Ty, ", T
(21, an) = M_
dQ q(z1,--  Tn)
10Nel caso a tempo discreto della nota precedente
Pr(T1, -, Tk
Lk((ﬁl, e 7x71) = M?
qr(T1, 0 Tg)
dove X
n—k
pr(T1, 0 Tk) :/ P(T1,  Thy Ykt 15 5 Yn)AYkt1, 7 5 AYn
R
¢ n—k
ak(T1,- -, xg) =/ (@1, Th, Ykt+1s s Yn)AYkt1s 0 5 dYn
R

sono le densita marginali su R¥ di p e ¢, rispettivamente.
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la derivata di Radon Nikodym di P rispetto a Q, entrambe ristrette a F;, cioé

dP

L= —
t Q| .

Il processo Ly € una Fy-martingala nello spazio (0, F,Q), anzi pit in generale risulta che se X; & un processo
adattato ad Fy, allora Xy é una Fy-martingala nello spazio (2, F,P) se e solo se X;L; ¢é una Fy-martingala
nello spazio (2, F,Q) (quindi il caso precedente deriva prendendo banalmente X; = 1).

Infatti X; é una martingala in (Q, F,P), se e solo é integrabile rispetto a P e se per ogni 0 < s <t e A € F;
EF[14X;) = EF (14 XS],
mentre XL, lo é in (Q,F,Q) se e solo se é integrabile rispetto a Q e se per ogni 0 < s <t e Ae F;
EQ[IA X L] = EQ[I4 X, L,].

Ovviamente, essendo 14X, una v.a. Fy-misurabile, si ha EF[I4X,] = EQ[I4X,L,] e, essendo [4X; una v.a.
Fi-misurabile, in quanto A € Fy C Fy, si ha E¥[[4X;] = EQ[I4X;L;]. La verifica dell’integrabilita ¢ banale.

Esempio 4.8. Sia X,, una catena di Markov omogenea'! con spazio degli stati finito e con matrice delle

probabilita di transizione (p; ;)i j. Sia inoltre h una funzione armonica rispetto alla matrice delle probabilita
di transizione P = (p; ;)i ;, cioé

h(i) = (Ph)(i) := Z‘pi,jh(j)7 per ogni 1

(si noti che cio corrisponde a chiedere che h sia la soluzione di (P —I)h =0).
11 processo

¢ una martingala (rispetto a FX = o{Xy, k=0,--- ,n}).
Questo risultato deriva da un caso piu generale: qualunque sia f

|
—

M = f(Xn) =Y (P—1)f(Xy)

x>
Il

¢ una martingala rispetto a F.X.
Cominciamo con il caso h armonica. Basta controllare che

E[Mh-i-l | fX} E[MT}LL-&-l | Xy Xn—1,-+ vXO] = M)

ovvero che
E[h(Xn+l) | X’ranfla e 7XO] = h(Xn)

Essendo (X,,,n > 0) una catena di Markov si ha'?

118 ricorda che la successione {Xn}n & una catena di Markov omogenea con matrice delle probabilitd di transizione (p;, J)
significa che vale la proprieta di Markov, ovvero: qualunque siano n, j, 4, in—1, - ,%0

P(Xnt1=j|Xn =1, Xn_1 =tn_1, -, X0 =1t0) = P(Xpnt1 = j|Xn = 1) = pij,
purché P(X,, =4, Xp—1 = in—1, -+, Xo =i0) > 0.

12Nel caso di variabili aleatorie discrete possiamo applicare i risultati sulle densitd condizionali (vedere I'Esempio 3.3): posto
X = (Xn,Xn-1, -, Xo), sappiamo che

E[f(Xnt1) | X](w) = Zf P(Xnt1 = j | {X =x})|x(w) -
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]E[f(Xn-i-l) ‘ KXy X1, 7X0] = (Pf)(Xn)

ed il caso f = h armonica ¢ immediato. Il caso generale deriva dall’osservare che

n n—1
M, =M= f(Xn) =Y (P = Df(X) = f(Xa) + D> (P = Df(X2)
k=0 k=0

My = M = f(Xni1) = (P = Df(Xn) = f(Xn) = [(Xn41) = (PF)(X),

e quindi

E[M],, — M] | FY] = E[f (Xor1) = (Pf)(Xn) | FX] = E[f(Xni1) | '] = (Pf)(Xn) = 0.

Per la proprieta di Markov P(Xn41 =7 | X =x) =P(Xpn11 =7 | Xn = xn) = ps,,,j, quindi

P(Xnt1 =7 | X) =P(Xnt1 =7 | Xn) =px,,,j

Zf(j)P(Xn+1 =j| X =x)=(Pf)(zn),
J

e percio
E[f(Xn+1) | Xny Xn—1,--,Xo0] = (Pf)(Xn).
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4.2 Decomposizione di Doob

Tenendo conto dell’Esempio 4.4, possiamo affermare che, se sono soddisfatte delle condizioni di integrabilita, il
quadrato della martingala S,, dell’ Esempio 4.2 & una submartingala. Nell’Esempio 4.3, si ottiene che S2 —npu &
una martingala, quindi si puo scrivere come la somma di due processi

S% = (82 —no?) +nu= M, + A,
dove M,, ¢ una martingala, ed A,, = no? ¢ un processo deterministico crescente.
Il seguente teorema generalizza tale esempio a tutte le submartingale.

Teorema 4.1 (Decomposizione di Doob). : Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita, e sia (Fp)n € N una
filtrazione con F,, C F. Data una F,-submartingala X, a tempo discreto, essa si puo sempre scrivere in modo
unico (a meno di insiemi di misura nulla) come

Xn :X0+Mn+Ana
dove M,, ¢é una martingala ed A, é un processo predicibile (cioe, per ogni n € N, A,, ¢ F,_1-misurabile)

crescente in senso lato, con Ag = 0.

Dimostrazione. Se una tale decomposizione esiste necessariamente deve accadere che My = 0, ed inoltre, essendo
A, =X, — Xo — M, deve accadere che

An+1 - An — An4+1 — XO - Mn+1 - (Xn - XO - Mn) - Xn+1 - Xn - (MnJrl - Mn)

Essendo A, 11 — A, una v.a. F,-misurabile, passando alla media condizionale rispetto ad F,,, essa non cambia,
per cui deve necessariamente accadere che

Any1 = Ap = E[Xp1 — X — (Mpy1 — M) | F
= E[XnJrl - X, | fn] - E[Mn+1 — M, | fn] =

(M,, & una F,-martingala)

=E[Xpni1 — X | Fu] = E[Xpp1 | Fu] — X

Quindi I'unico modo per definire!® A, 1, con Ay = 0, & il seguente

n n

Angri=Anr = Ag = Y (At — Ap) = > (E[Xppa | Fi] — Xp). (4.2)
k=0 k=0

E immediato verificare'* che con questa definizione il processo A, := Sovoi(E[X, | Feo1] — Xy—1) & integrabile,
predicibile e crescente, con Ay = 0.

Si tratta ora solo di verificare che con questa definizione di {4, },>¢ il processo M,, := X,, — Xo — A4,, ¢ una
martingala, con My = 0. Ma ovviamente

Mn+1 - Mn - Xn+1 - XO - An+1 - (Xn - XO - An) - Xn+1 - Xn - (An+1 - An)a

per cui, tenendo conto che per definizione A, ;1 — A, = E[X,11 | Fn] — Xy, e passando alla media
condizionale, si ottiene la tesi.

13Da cui segue l'unicitd della decomposizione, in quanto A, deve essere definito come in (4.2) e poi si dovra definire
necessariamente M, := X,, — Xg — Ap.
14Per I'integrabilita basta osservare che

n—1 n
[An| < Z (IE[X, | Fe—a]l+ | Xe—1l) < Z (B[ Xe| | Foor] + 1 Xe—1),
=1 (per dis. Jensen) —1

ed utilizzare il fatto che X, sono tutte integrabili.
Per la predicibilita, basta osservare che, per ogni ¢ < n, E[X, | Fy—1] ed Xy_1 sono Fy_j-misurabili e quindi F,,_1-misurabili.
Per la crescenza basta osservare che, per definizione

An+1 — A, = E[Xn+1 ‘ .7:77,] —Xn >0,

dove la disuguaglianza vale in quanto X, ¢ una submartingala.
Infine il fatto che Ag = 0, & vero per definizione.
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Osservazione 4.4. Ogni processo crescente, integrabile ed adattato € una submartingala, quindi si puo applicare
il Teorema di Doob e riscriverlo come la somma di un processo predicibile e di una martingala. Pit in generale,
la somma di un processo crescente, integrabile ed adattato e di una martingala é una submartingala, e quindsi,
per il Teorema di Doob, si puo riscrivere ancora come la somma di un’altra martingala e di un processo crescente
che inoltre é predicibile.

Osservazione 4.5. Si noti che nella dimostrazione del teorema di decomposizione di Doob, il fatto che X,, sia
una submartingala € servito solo nei sequenti punti:

(1) ha senso calcolare la media condizionata di E[X 41 — Xp | Fnl, in quanto Xy, é integrabile per ogni k,

(ii) il valore atteso condizionato E[X, 11 — X,, | F,] coincide con E[X,,+1 | Fn] — Xy in quanto X,, é adattato
alla filtrazione {F,},

(iii) 4 processo A,, risulta crescente (in senso lato), in quanto E[X,+1 | F,] — X, > 0.

Si vede quindi che il procedimento si applica a qualunque processo che sia integrabile ed F,-adattato, si
ottiene perd una decomposizione nella somma di una martingala e di un processo predicibile (che, in generale,
non € crescente).

Sarebbe interessante rivedere I’Esempio 4.8, sotto questa luce, in fondo applicando il procedimento della
decomposizione di Doob al processo F.X -adattato e integrabile f(X,,), si ottiene che

X = F(X0) = 3 (B (Xirn) | Bl = £0) + 3 (B (Xan) | Fil — F(X))
k=0 k=0
n—1 n—1
= [(X0) = Y (PFX) — F(XR) + Y (PF(XR) — f(XR))
k=0 k=0
= FX) = S (P DX S (P -1 FX) = MY+ S (P D) (X
k=0 k=0 k=0
n—1
= f(Xo) + [M] = f(Xo)] + >_ (P 1) f(Xy)
k=0
In effetti il processo
Al =) (P—1)f(Xy)
k=0

¢ un processo F.X -predicibile, in quanto chiaramente Af ¢ FX | -misurabile.

Esempio 4.9 (Variazione quadratica predicibile di una martingala). Se M,, é una martingala di quadrato
integrabile, allora M? ¢ una submartingala (come sappiamo dall’Esempio 4.4).
Se My = 0, allora la decomposizione di Doob in questo caso diviene:

ZE AM?)|Fra] + > (AM?) — E[AM?)i] Fi1]) ,
k=1

dove A(M?)y, := M? — MZ_,.
Cosi, detto variazione quadratica predicibile, o caratteristica quadratica, il processo predicibile
definito da

n

<M >p:= ZE MP)g|Fioa] = Y E[ME = Mi_y|Fia], (4.3)
k=1 k=1

e definita
My = (AM?)y — E[A(M?)|Fr—1]) ,

st ha la decomposizione di Doob
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Va menzionato il fatto che, essendo M, una martingala,

<M > — < M >p_1:=E[A(M?)|Fr_1] = E[(AM)? | Fr_1], (4.4)
“ossia E[ME — ME_||Fr—1] = E[(M}, — Myi_1)? | Fr_1], ***come si vede facilmente'®, e quindi
<M >p:= S E[AGM?))Fio] = Y E [(Mk — M) |f,€_1} . (4.5)
k=1 k=1

Va infine menzionato anche il fatto che il processo

n

(M, =Y (AM)* = (My — My)?

k=1 1

viene detto variazione quadratica (opzionale). “**Si noti inoltre che [M|,, essendo un processo adattato e
crescente & una submartingala e che [M],— < M >, é una martingala, ossia < M >, ¢é il processo crescente e
predicibile della decomposizione di Doob, relativo alla submartingala [M],. ***

Esempio 4.10 (Decomposizione dell’integrale stocastico a tempo discreto). “**Ci mettiamo nelle stesse ipotesi

e notazioni dell’Esempio 4.9 precedente: “**M, & una martingala di quadrato integrabile “**. Se ~, é un

processo predicibile, di quadrato integrabile, per I’Esempio 4.6, lintegrale stocastico a tempo discreto
n
In(v) ==Y (My — My_1)
k=1

e una martingala, con
Al(y) = v (Mg — Mg_1).

Si consideri ora il caso in cui vy € limitato, ovvero esiste un L € RT tale che |y, (w)| < L. Si osservi che

L) = (M — M 1) Y (My, — My_1)
k=1 h=1
n n—1 n
=D R (M= Me—1)? + 2y (M — My—1) >y (My, — My—a)
k=1 k=1 h=k+1
da cui
n n—1 n
E[L(] =B [ 9% (M= My 1)* +2> s (Mg — My1) Yy (My, — Mjy_1)
k=1 k=1 h=k+1
n n—1 n
=>E [713 (M}, — Mk—l)ﬂ +23 > Efyk (M — My—1) v (My — My )]
-1 k=1 h=k+1
15Tnfatti

AM?)y = M2 - M2 | = (Mp_1 + AM)2 — M2, = M?_| +2My_1 AMy 4+ (AM)? — M2,
=2 Mj,_1 AMy + (AMy,)?,
da cui, per la Fj_1-misurabilita di My_1,
E[A(M?)g| F—1] = E[2 Myg_1 AMyo| Fi_1] + E[(AM)? | Fi—1]
=2 M1 E[AMg|Fi—1] + E[(AMR)? | Fi—1),
e quindi, poiché E[AMy|Fr_1] = 0, in quanto M,, & una martingala,

E[A(M?)|Fr—1] = E[(AM)? | Fr_1].
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E chiaro che se |yp(w)| < L, allora E [I2(7)] risulta finita'®
Ora si puo vedere direttamente'” che

E[I3(7)] = Zn:]E [VR(< M > — < M >4_1)]

tuttavia si puo procedere anche in un altro modo.
Come visto, se vy ¢ limitato, allora I,(y) € una martingala di quadrato integrabile. Per le formule (4.3) e
(4.5) dell’Esempio precedente, applicate alla martingala I,(v), si ha

IEL(’Y) =< I('Y) >n + My,

con
n

= Y BUE) = B (I Fea] = DB [(Te() = Tea(0) 1Fia
k=1

k=1

ed M, una martingala a media nulla.

Ovviamente
(In(7) = Ii—1(7))* = V2 (My — Mi—1)?,
da cui
E[(Tx(v) = 1 (1)? [Faoa] = B[} (My, — Mg_1)| Fi—1]
=V E[(My — My_1)?|Fr_1] =72 (K M > — < M >5_1),
ovvero

n
n= ) (KM >, — <M > ).
k=1

In altre parole
My, = I2(y)— < I(7) >

=I2(y Zyk<M>k—<M>k 1)
k=1

16Se |yp(w)| < L, ed M, & quadrato integrabile, allora
E [’Yz (My, — Mkfl)z] <L’E [(Mk - Mk71)2] < oo
e, per la disuguaglianza di Cauchy,

) ,11/2 ,11/2
E vkl My — My—1| |yn| [Mp — Mp—1]] < L E[(Mk*MkA) ] ]E[(Mh*Mh—l) ] < oco.

17 S osservi che
2 2] _ 2 2 _ 2 2
E [M (M, — My_1) ] =E [E [Wk (My, — My_1) |-7:k—1]] =K [%E [(Mk — Myp_1) \fk—1]]
=E V(< M > — <M >,_1)],
mentre, per k < h,
E vk (Mg — Mg—1) vn (Mp — Mp—1)] = E[E [yx (M — Mg—1) vo (Mp, — Mp—1) |Fn—1]]
=By (M — Mp_1) VnE[(Mp — Mp_1) | Fn-1]] = E [y (M, — M_1) v, 0] = 0.

Quindi, tenendo conto dell’espressione trovata per E [12 ('y)] si ottiene

E[I2(y)] = ZIE YE< M > — < M >,_1)].
k=1
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e una martingala a media nulla. E cio implica che
ZIE (KM >, —<M>,4)].
Esercizio 4.1. ****5i supponga che, nel precedente Esempio 4.10, v, goda della proprieta che

n
E > (<M >, — <M > )| <oo,
k=1

senza assumere la condizione di limitatezza.
Si dimostri che allora il processo I,(y) € una martingala di quadrato integrabile, ossia che

e I,(y) & una martingala
o E[I2(y)] <o
e che

o < I2(y) >n=Y 1 V(<K M > — < M >j_1).

Si noti che di consequenza E [I2(v)] =E [0 72 (< M >, — < M >,_1)] < oc.

soluzione: Si definisca ’y,(CL) = (—=L) VA A L. Si cominci col dimostrare che

Elyi (M — My_1)*] = Lh/H;o E[(v")} (M), — My—1)?]

= J%E[E[(V(L))i (My, = My—1)*|Fra]] = Lli/H;oE[( YENEE[(My — My—1)?| Fie—1]]

— Lh/n;o]E[(y(L))i E[< M >p — <M >4_1 |[Fooi]] =E[R (K M > — < M >j_1)] < o0,
e di conseguenza anche E[|y, | My — My_1|] < 0o. Ricordando 'osservazione (i) dell’Esempio 4.6 sull’integrale
stocastico a tempo discreto possiamo allora affermare che I,(y) é una martingala.
Per la disuguaglianza di Cauchy, si deduce che anche i prodotti vy, (My — My _1) v; (M; —M;_1) sono integrabili,
e quindi che la martingala I, () ¢ di quadrato integrabile. La parte rimanente, ed in particolare l'equaglianza
E [y (M — Mg—1)vn (My, — Mp—1)] = 0, per k # h, si dimostra esattamente con lo stesso procedimento usato
nell’Esempio 4.10, nel caso in cui vy € limitato (si veda la nota 17).

4.2.1 Applicazioni: verso l’integrale stocastico a tempo continuo

Questa sezione richiede la conoscenza dei processi a tempo continuo. Se il lettore non e familiare con tali processi
puo tranquillamente saltare questa parte e rimandarne la lettura.

Esempio 4.11 (Primi passi verso I'integrale stocastico a tempo continuo). Sia (X¢)¢ecjo, 7] una Gi-martingala
di quadrato integrabile.

Sia inoltre (f(s))sejo,m) un processo elementare G;-predicibile, di quadrato integrabile, ovvero un processo
definito da

ZHk I[(tk 1 tk]( )

per una partizione {tp, k =0,--- N} di (0,T], con0=1tg <ty <--- <ty =T, dove Hy sono variabili aleatorie
Gt,._, -misurabili e di quadrato integrabile.
Si definiscano

5 N
/ f(s,w)dX (s,w) := Z Hy(w) (X,B/\tk\/a - Xﬂ/\tk,l\/a)v (4.6)
a k=1
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e,nelcasoa=0efB =t

N

L)) = [ Fs,dX (5:0) = D ) (Xens = Xu_on), (4.7)
0 k=1
= Z Hk(W) (th - thil) + Hn+1((U) (Xt - Xt") per tn S t < tn+1 (48)

E
I
—

che é indicato anche, pitu brevemente come

TN (f) = / £(5)dX (s).

Si ha che il processo (ItX(f))te[o’T] ¢ una martingala. Si osservi che, dalla (4.8), si deduce immediatamente
che T (f) ha traiettorie continue, se (X;); ha traiettorie continue). Se inoltre, se le variabili Hy, sono limitate,
allora il processo (Z;*(f))iepo,r] € di quadrato integrabile. ***Inoltre, il processo definito da

M= (ZX ()" - (Z H (@)EI(Xy, — Xy )*IGe ] + HZ 3 (WE[(X, - th>2|gtn]> o perta 1<t
k=1
(4.9)

e una Gg-martingala, ed in particolare si ha

E[(T¥())’] =E

Z HY(W)E [(Xy, = Xiy )Gt ] + Hi 1 (W)E[(X; — th)2|gtn]1 ; pert, <t <tpi1
=1
(4.10)

Le precedenti proprieta si dimostrano utilizzando i risultati dei precedenti Esempi 4.6 e 4.10, notando che
nella partizione {tx,k = 0,--- N} che definisce f(s) si puo sempre supporre!® **“che ci sia un indice h tale
che t = ty,. In realta nella dimostrazione della proprieta di martingala servono due tempi t' < t" e si deve
mostrare che E I3 (f)|Gv] = Z;X (f) e che E[Mf,,|gt/] = M{, Basta pensare che entrambi facciano parte della
partizione {tx,k=0,--- /N}.

A titolo di esempio si consideri la proprieta di martingala dell’integrale stocastico Z;<(f) (tralasciando le
proprieta di misurabilita e di integrabilita: si tratta di dimostrare che per ognit’ < t”

E (75 (0)I6r] = TX(f). (4.11)

BInfatti se t ¢ {t : k=0,---, N}, allora esiste un £ tale che ¢t € (t;_1,t¢) e quindi
Ho(w)lg, 4,4(8) = He()liy, | 4,1(8) + He(w)l(g ,1(5)-

Ovviamente Hy & Gi-misurabile, in quanto Sia {t},k = 0,--- , N + 1} la partizione ottenuta dalla partizione {tx,k = 0,---,N}
inserendo il punto ¢ al posto ¢ + 1 (ovvero t, = tp per k < £, ty,, = t, e t;, = tx—1 per i rimanenti valori di k) e sia
{H,k = 0,--- ,N + 1} la famiglia di variabili aleatorie ottenuta in modo analogo dalla famiglia {Hy,k = 0,---,N}
inserendo la variabile aleatoria Hy al posto £+ 1 (ovvero Hj, = Hy, per k < ¢, Hy,, = t, e H;, = H,_1 per i rimanenti
valori di k). Allora ovviamente

N N—+1
Fls,w) =Y Hi(w)liyy00(8) = Y Hi()ly | 1 (9)-
=1 k=1

Si noti che, in entrambe le rappresentazioni, si ha che Hy = f(t), con f(tx) che risulta Gy, , misurabile, e H;, = f(t},),
con f(t;,) che risulta Gy, misurabile.

Si noti infine che anche 'integrale stocastico relativo non cambia cambiando rappresentazione, ovvero se f elementare
e predicibile ammette due diverse rappresentazioni, l'integrale stocastico € sempre definito dallo stesso processo, che e
come dire che la definizione & ben posta.
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Se nella partizione {ty,k =0,--- N}, si hat' =t,, <t =t, (conm <n), posto
My =Xy, Fr=0G, ve=[f(tx)=Hp,
si ottiene che (My,), € una martingala rispetto alla filtrazione (Fp)n, €, con le notazione dell’Esempio 4.10, che
Iy (f) = In(v),  I(f) = In(v)

e quindi la (4.11) diviene
E [In(M)|Fm] = Ln(v),

che é esattamente la proprieta di martingala dell’integrale stocastico a tempo discreto dell’Esempio 4.6.
Infine si noti che, la (4.8), si pud riscrivere, per t € [tg,tg+1], come

() = TX(f) + Hegr (Xe — X4,

e che, entrambe queste espressioni hanno come conseguenza che, se la martingala (Xy); € una martingala a
traiettorie continue, allora anche (Z;X (f)): ¢ una martingala a traiettorie continue.

Supponiamo ora che esista un processo crescente e adattato’® < X >= (< X >¢)iejo,1), tale che

X2— < X >; & una martingala. In altre parole il processo < X > ¢ la variazione quadratica della martingala
X. Allora si puo dimostrare facilmente®® che, per ogni 0 < s <t < T,

E[(X: — X,)*|Gs] =E[ < X > — < X >, |G,], (4.12)

che a sua volta & la versione a tempo continuo della (4.4).
Allora le (4.9) e la (4.10) si possono riscrivere, come

¢
M= (¥ (f))2 - / fA(s)d < X >, ¢ una martingala, o media nulla (4.13)
0
¢
E[(I,;X(f)ﬂ —EU FAs)d < X >, (4.14)
0
tenendo conto del fatto che

HR(W)E [(Xy, — X1, )?|G, ] + H2 1 (W)E [(Xy — X4,)?1Ge, |

\E

=~
Il

1
n

H,%(w)]E [< X > — < X >tp_1 |Q't,c_1] + H3L+1(w)E [< X>-—<X >t

Gt

=
Il
—_

I
M3

HY(w) [« X >4, — <X >y |+ H2 (W) [ X > — < X > ]

e

=1
t
= [ fAs)d< X >,
0
Questa identita ¢ la base per poi definire l'integrale stocastico rispetto ad una martingala di quadrato integrabile,
che ammetta come variazione quadratica (predicibile) il processo < X >. Infine, si noti che, a sua volta,

19Per essere la variazione quadratica deve avere anche la proprieta di essere predicibile, ma la definizione di predicibilita viene
data dopo....7777
20Ta dimostrazione della (4.12), si basa sul fatto che

(Xt—Xs)?—[< X >t — < X > = X2 -X22X, (Xt—Xs)— < X >t + < X >o= XZ— < X >t —[X2— < X >4]-2 X, (Xt —X5).
Infatti, passando ai valori attesi condizionali si ha che, essendo X una variabile aleatoria Gs misurabile,
E[(Xt — Xo)? — [ X > — < X >4]|Gs] =E[X7— < X > —[X2— < X >,]|Gs] — 2 X E[(X: — X5)|Gs] =0,

dove 'ultima uguaglianza dipende dal fatto che Xff < X >4 e Xy sono martingale.
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la relazione (4.13) si puo esprimere dicendo che la variazione quadratica (predicibile) di I (f) coincide con
Uintegrale di f rispetto a d < X >4, ossia

t
<IX(f) >t:/ fAs)d< X >, .
0

Esercizio 4.2. Dare la dimostrazione diretta del fatto che I;X (f) e /\/ltf sono martingale.

soluzione: La misurabilita e Uintegrabilita di Z;X (f) (se le variabili Hy sono di quadrato integrabile) e di

M{ (se le variabili Hy, sono limitate) sono banali da verificare.
Per la proprieta di martingala di ;Y (f) si osservi che, se t' <t; <t; <t", postotly =t <t =1t; < - <
t—1 =t <t,, =t", e posto H ., = f(t},,), allora Hy ., & Gy, -misurabile, per k =0,--- ,m—1, e

m

Bl (f) = X () | Gv) = Y B[Hi (X — Xyy) | Gy] = ZE [H1(Xey,, — X)) | Gy ) | Gy ]
k=0 k=0

NE

BIHLA B, = Xa) 196l 190 (o 7g, gy 2 ElHks 0] =0
+ € una Gi— =0

(H,’H_1 ¢ Gy, —mis.)

=~
Il

0

Per quanto riguarda ./\/l{, con la stessa tecnica usata precedentemente, ci si convince subito che basta
dimostrare che E[M{,,|gt,] = Mtf, per due tempi t' e t'’, che sono due tempi consecutivi di una partizione,

0ssia, per cui
IX(f) =I5 (f) + H (Xon — Xy),  con H' = f(t"), che & Gy-misurabile.

A questo punto basta osservare che
f f_ (X / 2 >'e 2 ne 2
M, = Mb = (TF () + H (X = X)) = (ZF() = H) E[(Xer = Xu)* | G]

= (Z5D) "+ (' (Ko = X0)* 2T () B (X = Xo) — (TX()) " — (BB [(Xer — X0)* | Gu]
= (H,)Q (Xt” - Xt’)2 - 2I§(f) H' (Xt” - Xt’) - (H/)QE [(Xt“ - Xt')2 | gt’]

da cui, passando ai valori attesi condizionali, e sfruttando il fatto che H' e If,{ (f) sono Gy -misurabili, si ottiene

E[M], = M | G| =B [(H') (X = X = 2T5(f) H' (Xor = Xo) = (H)E [(Xer = X0)* | Gu] | G|
= (H'VE[(Xer — X)) | Go] = 2Z0 (f) HE[Xen — Xor | Go] — (H')’E [(Xor — Xu)? | Gu] =0

Esercizio 4.3. Si dimostri che non é necessario fare lulteriore ipotesi di limitatezza di f (ossia di Hy) per
avere l'integrabilita della martingala /\/ltf, ma basta supporre che

N
E ZH,f(w) [<X >, —<X >th1 < 0
k=1

T
2
E /0 fis)d < X >

soluzione: Posto t), =t perk <mn et, ,, =1 si ha

n 2 n+1 2
(Z Hi(w)(Xe, — X)) + Hgr (w) (X — ) (Z Hyp(w)(Xy, — Xy 1))
k=1

ntl n+ln+l
:Z(Hk(w Xt/ —Xt/ 1 ) +ZZHk Xt/ —th I)H](w)(Xt; _Xtéfl)
k=1 k=1 j=1

Ciascun termine del tipo
2
(Hi(w)” (Xy, — Xy_,)
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ammette valore atteso (finito o no, a priori) che & dato dal limite

lim E[(Hk(w)/\M)2 (Xyy — X )2} — lim E {(Hk(w)/\Mf E[(Xy —Xs_)’1Gy 1]]

M /oo k—1 M oo
= Jim E [(Hk(w) AMPE[<X >y — <X >y |gt;HH = Jlm E [(Hk(w) AMP (<X >y — <X >y )]

B[ (<X <X )]

Per Uintegrabilita dei termini del tipo Hk(w)(th - Xy

;- 1)Hj(w)(Xt;_ — Xt;'—l)7 basta poi usare la
disuguaglianza di Cauchy.

L’esempio che segue € in realta un’anticipazione, in quanto richiede la conoscenza del processo di Wiener,
che in queste note si trova nei capitoli successivi. La lettura di questo esempio va quindi rinviata e deve essere
effettuata dopo aver introdotto tale processo.

Esempio 4.12. Se nell’Esempio 4.11 si prende X; = Wy, il processo di Wiener standard, e Gy = F}¥ (oppure
G: = F, se si tratta di un processo di Wiener rispetto alla filtrazione (F;);) si ottiene®* che

EKth - th—1)2|gtk—1] = ]E[(Wtk - Wtk—l) | tr— 1] =1p —tk—1
e quindi che

M{::ZE(f)—ZH( Yt At —tp_1 At) = /f YdW (s /f (4.15)

k

e una martingala, ed infine che

E[Z2(f) [/f YdW (s 2]:E[/Otf2(s)ds]. (4.16)

Si noti che saremmo arrivati alla stessa conclusione anche nel caso di una martingala (X;)i>o0 di quadrato
integrabile, con variazione quadratica (predicibile) < X >;=t. Se inoltre la martingala ha traiettorie continue,
allora anche l'integrale stocastico I (f), sempre per processi elementari, ha traiettorie continue.

Conclusione In questa sezione abbiamo mostrato come si puo definire 'integrale stocastico di (f(s))sejo,1)
rispetto ad una Gi-martingala X, con (f(s))scpo,r] Processo elementare G;-predicibile, ovvero??

N
w) = Z Hy, (W)H(tk—l,tk] (8)7
k=1

218i ricordi che il processo di Wiener Wy & un processo ad incrementi indipendenti, e quindi Wi, — Wi, _, € una variabile aleatoria
gaussiana N (0, ¢y — t;_1) indipendente dalla o-algebra ft‘/,‘c/,l' Di conseguenza

E[(Wfk - Wtk-l)Q‘]——tVX_l] = E[(Wtk - Wtk—l)Q] =t —lp—1
in quanto E[(W;, — Wtk,l)Q] =Var(Wy, — Wy, ).

22 Attenzione: nella parte relativa all’integrale stocastico (Sezione 9.5), al posto di Hy, che & Ft,,_,-misurabile, si scrive Cj,_1,
che ¢ Fy, _,-misurabile, ossia si considerano i processi del tipo

ch 1( H(tk 1,tk] (5)

ponendo cioe Ck_1 = Hj. Cid puo ingenerare qualche confusione, ma confidiamo nell’intelligenza del lettore....
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per una partizione {t;,k=0,--- ,N} di (0,7],con 0 =ty < t; < --- <ty =T, dove Hy, sono variabili aleatorie
G:,_,-misurabili:

2

LX) = [ )X (s.0) = 30 HL) (Xeuns = Xiy ).

k=1

Se inoltre la martingala (X;);>0 € di quadrato integrabile, con variazione quadratica (predicibile) < X >; (ossia
con X?— < X >; una martingala), allora, nell'ipotesi che H}, siano variabili aleatorie limitate, oppure (si veda
I'Esercizio 4.3) nell’ipotesi che

T
2
E /0 fi(s)d < X >

N
_) [ZH,%(LU) (<X > — <X >y ]| <oo,
k=1

si ottiene che .
(ItX(f))2 — / fA(s)d < X >, ¢ una martingala, a media nulla,
0

ossia

t
<IX(f) >t:/ fA(s)d < X >,.
0

Infine se (X;)¢>0 € una martingala di quadrato integrabile, con variazione quadratica (predicibile) < X >;=t,
ed & a traiettorie continue, allora il processo Z;*(f) ¢ a traiettorie continue e

X *t255
<I(ﬂ%—Af(M,

per ogni funzione elementare con E [f(f 2(s) ds} < 0.
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4.3 Martingale, submartingale e tempi d’arresto

Definizione 4.4. . Sia {F;} una filtrazione e sia 7 : Q@ — R* U {oo}, una variabile aleatoria (la v.a. T deve
prendere valori negli indici del tempo preso in considerazione e quindi, ad esempio, in N se si tratta tempo
discreto, ma pud anche prendere il valore infinito). La v.a. T si dice tempo d’arresto (o stopping time)
rispetto ad {Fi}, se per ogni t

{’T S t} € ft

Si dice inoltre che T ¢ un tempo d’arresto finito se

P(r <4o00)=1

e che T ¢ un tempo d’arresto limitato se esiste un numero L< 400 per cui

Pir<L)=1

(Si noti che a volte la filtrazione in considerazione & ovvia, e quindi non viene specificata.)

Nel caso in cui I'insieme dei tempi sia N & equivalente chiedere che {7 = n} € F,, per ogni n, come si vede
facilmente?3.

Esempio 4.13. Con le stesse notazioni dell’Esempio 4.3, e per ogni a € R,

7(w) =1inf{n : S, > a}, (con la convenzione che nf{} = +o0)

¢ un tempo d’arresto rispetto ad F, in quanto per decidere se l'evento {r < k} si ¢ verificato, basta
esaminare le prime k v.a. Sy,---, Sk.

Invece o(w) = sup{n < 10 : S,, > a}, se un tale n esiste e 10 altrimenti, non é un tempo d’arresto, in
quanto, ad esempio, per decidere se l’evento {o < 3} si & verificato, bisogna esaminare tutte le v.a. Sy,- -+ ,S10
e non solo Sy, 89,53, percio {o < 3} non & misurabile rispetto a Fy .

Definizione 4.5.  Dato un tempo d’arresto T, si definisce la o-algebra degli eventi fino al tempo 7 come

Fr={A € Fu, per cui AN{r <t} € F; per ogni t}
dove Foo = \t/]:t.

Si tratta cioé degli eventi, per i quali stabilire il loro verificarsi insieme al verificarsi di {7 < ¢} dipende solo
dall’informazione disponibile fino al tempo t.
Nel caso in cui I'insieme dei tempi sia N & equivalente chiedere che AN {7 =n} € F, per ogni n, come si vede
facilmente??.

230vviamente
{r=n}={r<np\{r<n-1}
quindi, se {7 <n} € F,e{r <n—1} € F_1 C Fy, allora {7 =n} € F, per ogni n, mentre

{7 <n} =Ug_o{r =k}

e quindi se {7 = k} € F per ogni k, essendo Fj, C Fy per k < n, si ha che {r <n} € F, per ogni n.
24nfatti: se AN {7 =n} € F, per ogni n, allora

An{r <n}=Ul_gAn{r =k}, An{r=k} e Fr CFn, k<n,

e quindi AN{r <n} € Fy.
Se invece AN {7 < n} € F, per ogni n, allora

An{r=n}=An{r<nP\An{r<n—-1}, An{r<n-1} € Fn_1 C Fn,

e quindi AN{r =n} € Fp.
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Esercizio 4.4. 1 Controllare che F, ¢é una o-algebra.
(suggerimento: se A € Fr allora levento AN {r <t} ={r <tPN\{An{r<t}} € F)

Esempio 4.14. Se F,, = o{X1,---,X,} e 7 = inf{n t.c. X,, € I}, con I € B(R), allora 7 & un F,, tempo
d’arresto, infatti Uevento {T <n}={3k <n t.c. Xy €l} e F,.

4.3.1 Tempo continuol

Per i tempi di uscita, nel caso a tempo continuo, le cose non sono cosi semplici come nel caso a tempo
discreto, pero qualcosa si puo dire.

Definizione 4.6. { Sia

Ta =1inf{t >0 t.c. X; ¢ A},

con la convenzione che l’estremo inferiore dell’insieme vuoto é uguale a +00.

La v. a. T4 € detta tempo di prima uscita da A.

Lemma 4.2. { Se X; e un processo a traiettorie continue e A ¢ aperto, allora T4 € un tempo d’arresto.

Dimostrazione. Si tratta di notare che, essendo A€ chiuso la funzione z — dist(x, A°) & continua, e di
conseguenza, essendo X; a traiettorie continue, si ha che la funzione s — dist(Xs, A°) & continua. Percio

inf dist(Xs, A°) = min dist(X,, A°)
0<s<t 0<s<t

e quindi
e ¢ NIRRT ey s 1y
{Ta >t} = {nggtdlst(Xs,A ) >0} = U{ngétdISt(Xs’A ) > n} =

n

1 1
— : . c _ . c
- U{Og;fgtdlSt(Xs’A )2 )= U ) {dist(x,, A9 > ~yeF.
o seQ n 0<s<t
5eQ
Si noti che se il énf< dist(Xs, A°) non fosse un minimo, allora potrebbero verificarsi contemporaneamente
<s<t
gli eventi

{ra>1t}e {O%I;fgtdlst(Xs,A ) =0},

e la prima delle precedenti uguaglianze non sarebbe valida.
O

Nel caso in cui I'insieme A non sia aperto non e detto che 74 sia un tempo d’arresto. Se A € un insieme
chiuso allora 74 ¢ un tempo d’arresto in senso debole, ovvero

{Ta <t} € F; per ogni t > 0.

Osservazione 4.6. I Affermare che T ¢ un tempo d’arresto debole & equivalente ad affermare che é un tempo
di arresto rispetto alla filtrazione
‘Ft+ = N ]:s.
s>t

Infatti in generale, se {T < t} € F; per ogni t > 0, allora, qualunque sia m > 1
1
<t}=n t+ — F,
{r <t} an{T< +n}€ t+-Ls

e quindi {T <t} € Fy per ogni s > t, ovvero 25 {1 <t} € Fi+ per ogni t.

25 Alternativamente: per ogni s >t si ha {r <t} = gl{T <t+ S;t} € Fiq(s—t) = Fs
n>
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Lemma 4.3. 1 Se X; & un processo con traiettorie continue a destra con limiti a sinistra (cadlag acronimo dal
francese continue & droite limite & gauche), la filtrazione é continua a destra (cioé Fy = Fyt := r;tfs) ed F e
S

un chiuso allora T ¢ un tempo d’arresto.

Dimostrazione. Basta dimostrare che 7 ¢ un tempo d’arresto in senso debole, e difatti

{rr >t} = (] {X. € F},

0<s<t

ed essendo il processo X; a traiettorie cadlag ed F' chiuso si ha

(| {(X.eFl= () {X.€eF}leF.

0<s<t 0<s<t
seQ

(infatti se X5 € F per ogni s € QN [0,¢), allora Vr < ¢t X, =lim 4., X;€F)

seQn(r,t)

4.4 Alcune proprieta dei tempi d’arresto

1) Se 7 e o sono tempi d’arresto allora 7 Ao e 7V o sono tempi d’arresto.

Infatti, per ogni t,
{rvo<t}={r<t}n{o<tteF e {tho<t}={r<t}U{oc<t}eF

2 Se 7 ¢ un tempo d’arresto allora la successione 7,,= [7n] & una successione di tempi d’arresto per cui
n

Tn — T, cOn T, > 7 per ogni n. (qui [x| denota la parte intera superiore)

Infatti, V¢, posto t,, = L"—n”, risulta

[nt]

{mn <t} ={[mn] <nt}={r < T}Gftn C F,

in quanto, posto k = [rn], cioe k —1 < ™ < k, e k < nt, allora |nt| > k > mn, ovvero 7 < %, ed
ovviamente risulta ¢,, < t.
Per la convergenza di 7,, a 7, basta osservare che qualunque sia z € R si ha

(nz] 1 _ [na] -1 cx< fnnaﬂ

n n n

Si osservi che, se di prende 7, = Ton, allora 7, \, 7, cioeé 7,, € anche una successione monotona non
crescente, e che inoltre {7,,} C D, dove D ¢ l'insieme dei diadici. Infine va notato che tale risultato &
interessante solo nel caso di tempi d’arresto che assumono valori in un insieme non discreto.

3) i Lav.a. 7 ¢ F,-misurabile.

Infatti, per ogni s, {7 <s}€ F, in quanto, qualunque sia t,

{r<sin{r <t} ={r<sAtfe Fsne CF

4) 1 Se 7 e o sono tempi d’arresto e P{oc < 7} =1, ed Fy contiene tutti gli eventi trascurabili (cioe gli insiemi
contenuti in insiemi di probabilita nulla), allora F, C F.
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Infatti se A € Foo e AN {0 <t} € F; per ogni t, allora

An{r<t}=An{r<t3n{o<thUuAn{r<t}n{oc>t}) =

=(An{oc<t}hn{r<thUuC e F
in quanto C := (AN{7r <t}N{o > t}) € Fy C F, essendo un evento trascurabile, e {7 <t} e AN{o < ¢}
sono in JF; per ipotesi.
Si osservi che se invece o < T certamente, allora la condizione che Fy contenga tutti gli eventi trascurabili

non € necessaria.

$okx

Per terminare questa sezione, osserviamo che, se una filtrazione soddisfa le cosiddette™** condizioni

“abituali “ cioe
i) Fo contiene tutti gli eventi trascurabili,
ii) la filtrazione & continua a destra (cioe F; = Fy+ 1= Qtfs),
S

allora si possono applicare sia il Lemma 2, ed ottenere cosi dalla ii) che i tempi di uscita da un chiuso
sono tempi d’arresto (e non solo tempi d’arresto in senso debole), sia la proprieta 4, e ottenere cosi dalla i) che
Fs C F, ogni volta che P(oc < 7) = 1.

4.5 Caso a tempo discreto

Proposizione 4.4 (Martingale arrestate). Data una F,-martingala (o submartingala) X,, ed un tempo d’arresto
T, il processo

Yn = Xn/\'r
é una Fp-martingala (o submartingala).

Nota bene: si usa anche la notazione
T
X! = Xpnr,

e il processo (X)), & detto martingala arrestata al tempo 7.
Dimostrazione. Cominciamo con il dimostrare che Y,, & F,,-misurabile e che & integrabile. Si noti che

Y, = XTI{TSTL} + an{7'>n}7

e quindi

Y, = XQI{T:()} + le{.,.:l} + XQI{TZQ} + -+ XnI{T:n} + XnI{T>n}, (417)
Yo = Xolr—oy + Xilpr=1y + Xol oy + - + Xod {75y (4.18)

e che {r =k} € Fr C F,,{r > n} € F, e che Xy sono F,-misurabili per k < n, da cui la F,-misurabilita
di Y,,. Per ottenere l'integrabilita basta notare che dalla (4.18)

| Yo I<| Xo [+ | X [+ | Xo [+ + | Xn |

e sfruttare I'integrabilita delle Xj.
Per ottenere il resto dobbiamo notare che dalla (4.18), con n + 1 al posto di n, si ha
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Yi+1 = Xolgr=oy + X1l =1y + Xolrmoy + - + Xodfrmny + Xt 1l r5ny, (4.19)
e quindi, confrontando (4.17) e (4.19)

Yn+1 =Y, = (Xn+1 - Xn)I{r>n}

Di conseguenza, essendo Iy,,) una v.a. F,-misurabile, ed X, una martingala,

E[Yni1— Yo | Ful = E[Xnt1 — Xp | Full{rsny = 0.

Nel caso in cui X, sia una submartingala risulta ovviamente E[Y,,11 — Y, | F,] > 0.

Proposizione 4.5. Data una F,-submartingala (o martingala) X,, ed un tempo d’arresto T, limitato quasi
certamente, ovvero per cui esiste un n € N, tale che

P(1<7<n)=1
allora
E[X,] <E[X,] <E[X,].
(Nel caso di martingale E[X1] = E[X;] = E[X,,].)
Dimostrazione. Per la proposizione precedente si ha che {X; A }r € una submartingala, e quindi in particolare

il valore medio & crescente (in senso lato). Poiché X, 1 = X7, la prima disuguaglianza segue immediatamente.
Per la seconda disuguaglianza basta mostrare che E[X,, — X,;] > 0 e infatti

n n

Xn=X; =Y (Xn = X) oy = Y (Xn = Xi) (7

=1 i=1

e quindi
n n

E[X, — X, =Y El[(Xp — Xi)I(7—iy] = > _BE[(Xn — Xi)[(r—iy | Fi]]
i=1 i=1
La tesi segue in quanto

E[( Xy — Xi)l{r—iy | Fi] = Im=n E[(X,, — X5) | Fi] >0,

nel caso delle submartingale (= 0 nel caso delle martingale).
Questa sezione termina con una versione del famoso teorema del campionamento opzionale.

Teorema 4.6 (Optional Sampling Theorem o Teorema del campionamento opzionale). 1 Sia X, una
submartingala. Siano o e T due tempi d’arresto limitati, e tali che

o<,

allora
E[X,|Fs] > X,.

Dimostrazione. Sia n tale che o < 7 < n. Allora chiaramente

X7 = Xolpr—oy + Xilprm1y + Xolfrooy + -+ Xl (repy,
X, = XOI{O':O} + XII{UZI} + XQI{UZQ} +o 4+ XnI{U:n}-

Cio mostra che

[ X < | Xof + [Xa] 4+ [Xa + - - + [Xal,
[ Xo| < [Xo| +[Xa| +[Xa| + -+ + [ X
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e quindi in particolare che X & integrabile, per cui ha senso calcolare la sua media condizionale.

Inoltre X, & Fy-misurabile, infatti, qualunque sia z, 'evento {X, < z} € F,, in quanto per ogni h
{Xo <apn{o=h}={Xn<az}n{oc=h}eF.
Infine per mostrare che E[X,|F,] > X,, basta mostrare che
E[X, 14] > E[X,[4], VA€ F,,
o equivalentemente (essendo 7 =7 An e o = o An) che
E[ X anla] = E[Xonnla], VA€ F,.
Infatti

E[Xrnnlal = > EX]Talgopyl %+ = > B[X]Tan(omn}] 5 *

h<n h<n

Essendo A un evento F,-misurabile, si ha che AN{o = h} & un ***evento ***di Fj; ***inoltre, su tale insieme
T Ah = h, in quanto h = o e o < 7; infine, il processo (X7), € una submartingala. ***Di conseguenza,

E[X;Ian{o=n}] = E[X;1an{o=n}]
= E[XTAh]IAH{U:h}] = E[Xh]IA]I{U:h}].
Per ottenere la tesi basta osservare che, sommando su h < n, si ottiene

E[X,14].

4.6 Applicazione: la rovina del giocatore con le martingale
1) caso simmetrico

Sia Y} una successione di v.a. indipendenti, con

1
PY,=1)=PY,=-1) = >
e sia

oy
k=1

Sappiamo (vedi Esempio 4.2) che S,, & una martingala, in quanto se p = 1/2 allora E[Y;] = 0. Siano a e b
numeri naturali non nulli e sia

7 =171(a,b) :=inf{n t.c. S, ¢ (—a,b)} = inf{n t.c. S, =—a oS, =b}.

La variabile aleatoria 7 & finita 25 con probabilita 1, cioé P(7 < +oc0) = 1, e quindi il gioco finisce in un tempo
finito.
Per uno dei risultati precedenti sappiamo che S, € una martingala e che quindi

26Si pud dimostrare direttamente, anche nel caso generale, con P(Y}, = 1) = p, che
P(r = +o00) = nleoo P(t > n(a+b)) =0.
Infatti, si ha {7 = 400} = ngl{r > n(a+b)} e P(r > n(a+b)) < a™ per un a < 1. La prima uguaglianza & ovvia, mentre la
seconda si puo vedere facilmente osservando che

{w tali che esiste k < n per cui Yi(aqp)+1 = Yi(atb)+2 = = Yi(atb)+at+b = 1} S {7 <n(a+b)},
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E[Sn/\T] = ]E[Sl/\T] = E[Sl] =0
Inoltre Syar — S per n — 400, e |Suar| < max(a,b) e quindi per il teorema della convergenza dominata

E[S’ﬂ/\T] - E[S‘F]

Di conseguenza
E[S;] = —aP(S; = —a) + b(1 —P(S; = —a)) =0,

da cui immediatamente

2) caso generale
Come nell’applicazione 1) ma con P(Yy =1)=peP(Yy =-1)=qg=1—p.
Si procede?” in modo analogo al caso precedente, ma questa volta si prende come martingala

Z,, = exp{0S, —ny(0)}

dove
exp{¢(0)} = Elexp{0Y1}] = exp{0}p + exp{—0}q.

Si cerca, se esiste, § in modo che ¥(f) = 0 ovvero, posto exp{f} = «, si cerca ap + a~1q = 1, ovvero
o?p —a+ q =0. Cid & possibile solo per

1+VI—4dpqg 1++/1—4p+4p®> 1£/1—dp+4p*> 1+|1-2p] 14(1-2p)
o= = = = =

2p 2p 2p 2p 2p
ovvero per « = 1 o o = % (come del resto si pud vedere subito, anche direttamente). Il caso o = 1
corrisponderebbe a Z, = 1 e non porterebbe ad alcun risultato, mentre exp{f} = o = % corrisponde a

Sn
Zn=(1)".

Di nuovo, sempre per convergenza dominata,

_ — (DY "Bs, = —a) + ()11 - B(S, = —a)] =
1 = E[Zunr] — E[Z,] = (p) P(S, = —a) + (p) [1-P(S, = —a)] =1,
da cui di nuovo si puo ricavare, posto p = %

a

1— ,Db pa _ pb+a pb+a —p

I[D S = —Qa) = = = .
( T ) p—a _ pb 1— pb-i-a pb+a -1
e che quindi  P( | {Vi(at)+1 = Ye(atv)+2 = = Yi(atb)rats = 1}) < P(r < n(a+b))
k<n
ovvero, passando ai complementari, e utilizzando I'indipendenza delle v.a. Y},
P {Vitatb)+1 = Yicatv)+2 = = Yi(att)tats = 139) = [[ PUVk(a+s)+1 = -+ = Yi(atb)tats = 1}°)
k<n k<n
= H (1—patt) = (1 —p**t2)" = o™ > P(r > n(a +b)).
k<n

La dimostrazione & finita in quanto a™ tende a zero.
Si noti che in sostanza la precedente dimostrazione si riduce a dimostrare che 7 < T'(a+b), dove T ¢ la variabile aleatoria geometrica
di parametro 8 = p®t? = 1 — o, definita come

Tw)=k+1 <&

‘w € BN (mh<k B,CL)

dove By = {Yx(atb)+1 =+ = Yi(atb)+atb = 1}¢. Allora la v.a. 7 & finita, essendo la v.a. T finita.

27In questo caso E[Yx] = 2p—1 # 0. Se si prendesse la martingala a media nulla M,, := S,, — (2p — 1)n ci sarebbero due problemi:
il primo & che la corrispondente martingala arrestata Mya- non ¢ limitata, per cui pur convergendo a M, = Sr — (2p — 1)7, non
possiamo immediatamente dire che anche i valori attesi di M+ convergono al valore atteso di M.,
il secondo ¢ che, anche se avessimo dimostrato che i valori attesi convergono, e quindi si avesse che 0 = E[M;] = E[S; — (2p — 1)7],
non avremmo finito, in quanto dovremmo conoscere anche il valore atteso di 7.
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Si noti che

1

per p — 1, cioe per p — 3.

. . o . . x
Per concludere questa sezione proponiamo un esercizio: mostrare che, per p # %, la funzione h(zx) := (%)

¢ armonica rispetto alla matrice P delle probabilita di transizione della passeggiata aleatoria. Nel caso per p =
mostrare che lo stesso vale per la funzione h(z) = x.

1
2

4.7 Disuguaglianza di Kolmogorov per submartingale non negative
Proposizione 4.7 (Disuguaglianza di Kolmogorov). Sia X,, una submartingala non negativa allora

E[X,]
gl

(i) P(max(X71, Xo, -, Xp) >7) <

Sia X, una martingala con E[|X,,|*] < 400, > 1, allora

. ElX. |
(ii) P(max(| X1, | X2, -, | Xn]) > ) < H’yarM

Dimostrazione. Cominciamo con il primo caso. Si definisca

7:=inf{k tali che 1 <k <n, Xy >}, seun tale k esiste
T i=n, altrimenti.

Ovviamente 7 & un tempo d’arresto e {X, > v} = {max(Xy,---,X,) > v} e quindi per la disuguaglianza di

Markov

E[|X.| E[X
P(max(Xy, Xo, -, X)) >7) =P(X; >7) < “'y I _ [7 -l
Basta quindi mostrare che E[X,] < E[X,,], “*“precedente Proposizione 4.5, “**in quanto 7 ¢ a valori in
n.

1,2

s 2yt

Per il caso delle martingale, la tesi segue osservando che
P(maxﬂXll’ |X2|7' " |Xn|) > 7) = ]P(maXOXl'av |X2|a’ T |Xn|a) > 7a>7
la funzione |z|*, per @ > 1 & convessa e quindi |X,|® & una submartingala non negativa (confrontare proprieta
4) e infine applicando la disuguaglianza precedente.
4.8 Convergenza di martingale

Nell’esempio della rovina del giocatore abbiamo trovato che delle martingale limitate per le quali esisteva
e o . . : g\ Snnr
il limite per n che converge ad infinito: le martingale S, A, nel caso simmetrico e (;) , nel caso generale.
Questo fatto & un caso particolare di un risultato piu generale.

Proposizione 4.8. Sia X,, una martingala uniformemente limitata in L', cioé tale che
supE[| X, |] £ M < +o0.
n
Allora

P({w t.c. 3 finito nlgr;oX"(w)}) =1



MPEF 01-07-2009 93

Dimostrazione. I Daremo la dimostrazione solo nel caso in cui valga una ipotesi piu forte:

supE[| X,|?] £ M < +oo.
n

1/2
(si noti infatti che in tale caso E[|X,,|] < (E[|Xn|2]) <M)
Basta mostrare che la successione X,, ¢ una successione di Cauchy con probabilita 1. Cio significa che
{w t.c. Ve > 03m > 1 t.cVk > 1| Xy (w) — X (w)] < €}

ovvero

Nn U nilX - X, | <
e>0m21k21{| m+k m| <€}

€ un insieme misurabile di probabilita 1. La misurabilita segue osservando che € equivalente prendere € razionale
positivo. Per calcolare la probabilita, ricordiamo che in generale se B} sono eventi IP’(}I;W By) =1 se e solo se
h>1

P(By) = 1Vh > 1. B
Infatti se P(hngh) = 1 allora, poiché hngh C By, ne segue che P(By) = 1, comunque fissato h > 1. Se
viceversa P(By,) = 1Vh > 1, allora -
— 1 _ c c) « cy — (.
P( N By) =1 P(hngh),eIP(hngh) <> P(Bf)=0

h>1
h>1

Di conseguenza la tesi equivale a mostrare che, per ogni € > 0,

P( Y, 0 UXmr — X[ < }) =1,
ovvero che, per ogni € > 0,

P(Q, S, Xmik = X[ > €}) =0.
Si osservi che,Vm > 1,

mgl kgl {| X4k — Xm| > €} C kgl{‘Xmﬂc — X > €}
e che .
P(kglﬂka = Xl > €}) = lim P( U {[ Xk — Xm| > €}).

Di conseguenza

P Xk — X < 1im P( U {|Xomsp — Xom
(mgl kglﬂ m+k m| > €}) < nLH;O (kglﬂ Mtk 7 > €}),

e quindi

P(N U {|Xmik— Xm|>e€}) < lim lim P(kgl{|Xm+k — Xom| > €}).

m>1k>1 m—00 N—00

Non rimane che dimostrare che

lim lim P(kgl{|Xm+k — Xim| > €}) = 0.

m—00 N—00

Si osservi ora che X}, := X — Xa7, & una martingala rispetto alla filtrazione Gy := Fmyp e che

n _ _ _
Y Xk — Xon| > e} = {max(|Xq], | Xo], -, | Xa]) > €}
Basta quindi applicare la disuguaglianza di Kolmogorov per a = 2 per ottenere che

! E[| Xm4n — Xm]? E[XQ— ]—E[X%}
P(kgl{|Xm+k — Xm| > 6}) § [| +62 ‘ } _ m—+n > )

€
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Infatti
E[| Xmtn — Xml’] = E[X7

m+n

] + E[XQW] - QE[XernXW] =

=E[X2,,] + E[X2] — 2E[E[ Xt X | Fm] =
=E[X2,,] + E[X2] — 2E[XmE[Xmtn | Fm] = E[XZ,,] + E[X2] — 2E[X2]

A questo punto si noti che E[XZ] & una successione convergente ad un numero g < M, in quanto & una
successione limitata per ipotesi, e monotona non decrescente (X2. ¢ una submartingala). Quindi

o n o EXSL)-EIXG]
lim lim }P’(kL_Jl{|Xm+k — Xm| >€}) < lim lim = lim

m—00 N—00 m—00 N—00 €

4.9 Disuguaglianza di Doob

Proposizione 4.9 (Disuguaglianza di Doob). Sia data una submartingala non negativa X,,, con E[(X,)P] <
+o00, per un p > 1. Posto X = Il?<ax(Xk) vale la sequente disuguaglianza:
<n

B[] < (25) Bl

Nel caso di una martingala X,,, con E[|X,|P] < 400, e posto X = I’?<ax(|Xk\) vale la sequente disuguaglianza:
<n

B < (1) Bl

Dimostrazione. Si definisca

7, = inf{k tali che 1 <k <n,X; >~} seun tale k esiste,
Tyi=n+1 altrimenti.

n
Ovviamente 7, & un tempo d’arresto e l'evento { X, >~} coincide con kUI{T,y =k}

Quindi per ogni 8 > 0
(X)) = / By dy = / By  x s spdy = / BYP TN I —iydy
0 0 0 =1
Passando al valore medio, per 3 > 0,
B =Y [ 0P B mnldr < Y [ 597 B,y
k=170 1”0

in quanto yI¢, —ry < Xgl{r —gy. Inoltre, essendo X,, una submartingala X3 < E[X,, | Fi], non negativa, ed
essendo {7, = k} € Fj, si ha

E[XiIlir,=iy] S EE[Xn | Fill{r, =k} = E[E[X0n (7 =k} | Fi]] = E[Xnl(7 =}]

e quindi
n e’} [e%s} n
E[(X;)] < Z/ By PR X I, —iydy =/ BYPTPEIX, Y Iir =y )dy
k=10 0 k=1

(oo}
= E[/ By P X I x5y d],
0
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ovvero, se 3 —1 > 0,

BLX)) < BBLX, [ 272l 5ydh] = GBI (X))

Inoltre, prendendo 3 = p, e usando la disuguaglianza di Hélder 22 si ottiene la tesi osservando che

p/(p—1)] P~ /P
Bl < 2l [ (o)
p—
=P 1E[(Xn)p]1/pE[(X;)p](P‘1)/p.

=
Infatti questa disuguaglianza non & banale (ovvero non & del tipo +0o <+00), in quanto si ha che E[(X*)P] =
Elmaxg=1,... n(Xz)?]] < E[Dp_;(Xk)?] < oo (il caso banale in cui E[(X})P] = 0 si puo escludere, in questo
caso la tesi del teorema & banalmente vera, ed il caso ¢ poco interessante), e non rimane che dividere ambo i
membri della precedente disuguaglianza per E[(X*)P](P—1)/p,

O

Infine va menzionato il fatto che la disuguaglianza di Doob, cosi come quella di Kolmogorov, si estendono
al caso di submartingale X; a tempo continuo e con traiettorie continue, considerando che

max |X;| = lim max | X¢)-
te(0,T n—oo t=(i/2n)T,i<2"

Per maggiori dettagli si veda la seguente Sezione 4.10.

4.10 Estensioni alle martingale a tempo continuo (cenni)}

Quasi tutti i risultati delle sezioni precedenti si estendono al caso di martingale (o submartingale) continue o
cadlag (cioeé continue a destra con limite a sinistra).

Ad esempio, la disuguaglianza di Doob, cosi come quella di Kolmogorov, si estendono al caso di submartingale
X; a tempo continuo e con traiettorie continue, considerando che

max | X;| = lim max | X¢)-
te[0,7 n—oo t=(i/2n)T,i<2"

Per quanto riguarda le submartingale cadlag basta passare dal massimo all’estremo superiore:

sup |Xi| = lim max | X+
t€[0,T] n—o0 t=(3/2")T,i<2™
Per ottenere le disuguaglianze va anche osservato, che la successione X*" = max;—(;/on)7,i<on [X¢| ¢ una

successione monotona, e la monotonia permette di passare al limite sotto il segno di valore atteso (o di integrale
rispetto a P).

Un poco piu delicato e il problema dell’estensione dei risultati che coinvolgono X, quando 7 € un tempo
d’arresto, come ad esempio il fatto che X, ¢ una variabile aleatoria, e addirittura una variabile aleatoria
Fr-misurabile. A questo problema dedichiamo una sezione alla fine di questo capitolo (Sezione 4.11).

Ad esempio, vale il seguente risultato:

Lemma 4.10. Un processo stocastico X;, con traiettorie cadlag, e Fi-adattato é una martingala se e solo se

E[X,] = E[Xy], per ogni tempo d’arresto limitato T. (4.20)
288i ricordi che, per p > 1 si ha
1 1 p
i1 e g=-1
P q p—1

e che la disuguaglianza di Holder garantisce che per tutte le variabili aleatorie
1 1
E[XY]) <E[X[P]2E[]Y]?]4,

con la convenzione che se almeno uno dei due valori attesi E[|X|?] o E[|Y|¢] non ¢ finito, allora il secondo membro vale infinito, e
la disuguaglianza ¢ banale. Si tratta di una generalizzazione della disuguaglianza di Cauchy, che corrisponde al caso p = ¢ = 2.
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Dimostrazione. La parte piu semplice & quella relativa alla condizione sufficiente: se vale la (4.20), allora, prima
di tutto X; & una variabile aleatoria integrabile, per ogni ¢, dato che ¢ € un tempo d’arresto rispetto a qualunque
filtrazione. Inoltre per ogni s < t, e per ogni A € Fy, posto

T=1t14 4+ slge,
allora 7 ¢ un F;-tempo d’arresto e quindi
E[X,] = E[X;:14] + E[X 4] = E[X{]

Ovviamente anche
E[X] = E[X14] + E[X 4] = E[X{],

e quindi, per ogni s < t, e per ogni A € Fy, si ha
E[X.:14] = E[X, 4]

ovvero X; € una JFi-martingala.

Per quanto riguarda l’altra implicazione, spieghiamo solo I’idea: se 7 € un tempo d’arresto limitato da L,
allora anche 7, = % ¢ una successione di tempi d’arresto limitata e a valori in {0, %, e an—m} Il processo
a tempo discreto Yy = X}/, ¢ una martingala a tempo discreto rispetto alla filtrazione Gy = Fj/y,. Allora
sappiamo che

E[X‘rm] = E[Y]'mﬂ] = ED/O] = E[XO]

Inoltre, essendo X; a traiettorie continue a destra si ha che la successione X,  converge a X,. Per ottenere la
tesi basta osservare che

lim E[X,,] = E[X,],

m—0o0
in quanto la successione X, & una successione uniformemente integrabile. L’ultima affermazione segue
dall’optional sampling theorem, che assicura che X, = E[Xp;41]|F:, ], e dal fatto, per ogni variabile
aleatoria integrabile Z in uno spazio di probabilita (Q,F,P), la famiglia dei valori attesi condizionali
{E[Z|G], G sotto o-algebre di F} & una famiglia uniformemente integrabile.

O

L’optional sampling theorem si generalizza al caso di martingale a tempo continuo e cadlag. Puo essere
interessante pero sapere che esiste una generalizzazione, anche al caso di martingale uniformemente integrabili
e di tempi d’arresto generali: per tali martingale esiste X, = lim;_ .o, X; e si ha che per ogni coppia di tempo
d’arresto o < 7, non necessariamente finiti, si ha

X, = E[X,|F,] = E[Xoo|F,].

4.11 Processi misurabili e tempi d’arrestoi

Lo scopo principale di questa sezione e affrontare il seguente problema: sotto quali condizioni sul processo X;
possiamo affermare che, se 7 & un tempo d’arresto, allora X & una variabile aleatoria, e/o una variabile aleatoria
F-misurabile?

A questo scopo ricordiamo la seguente definizione

Definizione 4.7 (Processi (congiuntamente) misurabili). Sia X : [0,T] x Q 1= R, (t,w) — X (t,w)( = X;(w)).
Sia B([0,T]) x F la o-algebra prodotto su [0,T] x Q , ovvero la o-algebra generata da {J x A C[0,T] x Q; J €
B([0,T)),A € F}. Il processo (Xi): si dice congiuntamente misurabile, o pit semplicemente misurabile,
se la funzione X é B([0,T]) x F-misurabile. La definizione & analoga per i processi definiti per tutti i tempi
t > 0: basta sostituire [0,T] con [0,00).
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Cominciamo con 'osservare che se 7 & una variabile aleatoria a valori in [0, 7] (non necessariamente un tempo
d’arresto) e (X¢)e[o,r] € un processo misurabile, allora X, ¢ una variabile aleatoria. Infatti basta considerare
che la funzione

(2F) = (0.7 x LB0.T) x F)  wr (r(w),w)

& misurabile, e che w — X, (w) = X (7(w),w) & misurabile, in quanto composizione di due funzioni misurabili.

Nel caso in cui 7 sia un tempo d’arresto (rispetto alla filtrazione {F;}), cid dimostra solo che X, & una
variabile aleatoria F-misurabile, ma non ci assicura che sia una variabile aleatoria F,-misurabile. Per ottenere
cio dobbiamo assumere un’ulteriore proprieta sul processo X;.

Definizione 4.8 (Processi {F;}-progressivamente misurabili). Sia X : [0,7] x Q = R, (t,w) — X(t,w)( =
Xi(w)). Sia B([0,t]) x F; la o-algebra prodotto su [0,t] X Q , ovvero la o-algebra generata da {J x A C
[0,¢]xQ; J € B([0,t]), A € Fi}. Il processo (X¢): si dice progressivamente misurabile se, per ognit € [0,T],
la funzione X ristretta a [0,t] x Q & B([0,t]) x Fr-misurabile. La definizione é analoga per i processi definiti per
tutti i tempi t > 0: basta sostituire [0,T] con [0, 00).

Lemma 4.11. Se X; ¢é un processo {JF;}-progressivamente misurabile, e 7 é un {F;}-tempo d’arresto a valori
in [0,T), allora la variabile aleatoria X, & una variabile aleatoria F,-misurabile.

Dimostrazione. La dimostrazione & banale, infatti basta dimostrare che, per ogni ¢ € [0, T] la variabile aleatoria
X7 Ii7<4y ¢ Fi-misurabile. Ma cio & banalmente vero in quanto, posta X la funzione X ristretta a [0,t] x Q,
cioe Yt(s,w) = X(s,w), per s € [0,t] e w € Q, allora X, I;<y = Ytﬂt Ii7<¢ - La tesi segue osservando che

7 At & una variabile ;- misurabile e X' & un processo congiuntamente misurabile rispetto a B([0,¢]) x F;. O

Per finire basta osservare che ogni processo Fi-adattato e cadlag (oppure continuo a sinistra) e
progressivamente misurabile. Infatti si ha che, per ogni s < t X(s,w) = lim, .. X (s,w),dove, posto
sl(cn’t) = 2% t, si ha

on

X (s,w) = X(0,w ) 110y(s) + ZX () 1, ;Cn!;),s;n,t,)](s), s<t

che, chiaramente, sono processi B([0,t]) x Fi-misurabili. Cid mostra che il processo X ristretto all’intervallo
[0,¢] & anch’esso B([0,t]) x Fy-misurabile. Per l'arbitrarieta di ¢, si ottiene la progressiva misurabilita.
Il caso dei processi continui a sinistra si puo trattare in modo simile, prendendo pero la successione

XD (s,w) == X(0,w) Lo} (s +ZX sy w) 1o s (8); sst.

[lc—l’lc -

Tuttavia in questo caso ¢’& un metodo pit semplice: infatti X (¢, w) = lim,, o X ( 12" ¢] ,w), in quanto 127t <4

2’71/ 2’7L
. 2™ ¢t . 2" ¢ . . .
elim, o0 LQ,L L=t 1 processi X (™ : (t,w) — X( 127 ¢] ,w) sono chiaramente progressivamente misurabili, come

27L
si vede subito da:

X(”) t,w) = ZX t,(cn 1w [t<”) t(n))(t)
k>1

dove t,(cn) =k/2".
Per maggiori dettagli e ulteriori generalizzazioni si consiglia, ad esempio, il testo di P. Baldi [?].



Capitolo 5

Mercato (B,S): investimenti, proprieta
e caratteristiche

5.1 Struttura del mercato (B,S)

Si considera un mercato che opera sotto condizioni di incertezza, rappresentabili in termini probabilistici da
uno spazio di probabilita dotato di filtrazione

(Q,]:, (fn)HZO’P)'

Come al solito il flusso F = (F,)n>0 di o-algebre pud essere interpretato come il flusso di informazioni F,,
accessibile fino all’istante n, con n > 0.
Si definisce mercato-(B, S) la coppia di elementi formata da d + 1 operazioni finanziarie:

un conto bancario o bond B titolo non rischioso

d azioni o stocks S=(s',...,8% titoli rischiosi

in cul si assume che l’evoluzione del conto bancario sia descrivibile tramite una successione stocastica
(strettamente) positiva

B = (Bp)n>0, con B,, > 0 per ogni n,

dove le variabili B,, sono F,_ji-misurabili per ogni n > 1, e By ¢ F_; = Fp-misurabile, ovvero il processo
B = (By)n>0 & predicibile! rispetto alla filtrazione (F,,).
Anche la dinamica dei valori dell’i-esimo titolo S* puo essere descritta da una successione stocastica

5" = (S} )nz0

dove perd le S! sono variabili F,,-misurabili per ogni n > 0, ovvero i processi S* = (S%),>0 sono adattati?
rispetto alla filtrazione (F,).

Dalle definizioni date si vede che esiste una differenza sostanziale tra un conto bancario e un’azione; ovvero, la
Fn—1-misurabilita di B,, indica che lo stato del conto bancario al tempo n risulta gia conosciuto (si hanno tutte
le informazioni) al tempo n — 1: la successione di variabili aleatorie (B,,) ¢ detta predicibile appunto per questa
sua caratteristica. La situazione per i prezzi delle azioni ¢ differente: le variabili SY sono F,,-misurabili, cio
significa che i loro valori attuali si possono determinare solo dopo che risultano disponibili tutte le informazioni
F, arrivate fino al tempo n.

Tali considerazioni permettono di capire perché si dice che un conto bancario ¢ un’operazione non rischiosa
mentre le azioni sono dei titoli rischiosi.

1Come al solito il lettore pud pensare all’'esempio in cui F, = 0{&, k < n}, e allora cio significa che By = b,,%(go7 1,00y €n—1)-
2Come al solito il lettore pud pensare all’esempio in cui F,, = 0{&, k < n}, e allora cio significa che S% = s& (€0, &1, ,&n).

98
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Ponendo
Bn - anl ABn ..
Thn = = tasso diinteresse
Bn—l Bn—l
) Si _ i_ ASZ
Pp = L= — rendimento dell' azionei, peri=1,2,--- ,d,
Sn—'i n—1
si puo scrivere
AB :’I“an_l, (51)
AS! = pi St | peri=1,2,---,d, (5.2)

dove le r,, sono F,,_j-misurabili (ovvero predicibili) e le p, sono JF,-misurabili (ovvero adattati).
Allora per n > 1 si ha

=By [J(1+7) (5.3)
k=1

H (1+p})- (5.4)

Si noti che l'ipotesi (ragionevole) che B,, sia strettamente positivo si traduce nell’ipotesi che 1, > —1 per ogni
k. Inoltre spesso per comodita si assume che By = 1.

5.1.1 Strategia di investimento di un portfolio
Si consideri un investitore sul mercato (B, S) che puo:

1 depositare o prendere soldi dal conto bancario

2 vendere e comprare azioni.

Si assume che un trasferimento di denaro da un’operazione ad un’altra non richieda costi di transazione e che le
operazioni risultino infinitamente divisibili, cioe che 'investitore possa comprare, o vendere, qualunque porzione
di azione e prelevare, o depositare, qualsiasi ammontare dal conto bancario.

Si vogliono ora introdurre alcune definizioni in merito alle operazioni, alle posizioni e alle strategie finanziarie
possibili in tale mercato.

Definizione 5.1 (Portfolio o Strategia d’investimento). Una successione stocastica predicibile

™= (8,7)
dove B = (Bn(W))n>0 €7 = (’y}b(w),...,'yn(w))nm sono predicibili, ovvero tali che (Bn(w) e 7 (w) risultano
Fn—1-misurabili per ognin > 0 ei = 1,...,d é detta investimento di un portfolio (o pit semplicemente

portfolio) sul mercato (B, S).
Per enfatizzare il dinamismo al quale risulta sottoposto linvestimento di un portfolio viene spesso usato il
termine strategia di investimento. (o pit semplicemente strategia)

Si osservi che le variabili 3, (w) e 7% (w) possono essere positive, nulle e anche negative; questultimo caso
indica che l'investitore pud prendere un prestito dalla banca e vendere azioni che non possiede (vendita a
corto, o vendita allo scoperto, o short sale).

Un altro punto importante da sottolineare & che la JF,_j-misurabilita indica che le variabili 3, (w) e 7% (w), che
descrivono la posizione finanziaria dell’investitore al tempo n (ovvero Pammontare presente sul conto bancario
e le azioni in suo possesso), sono determinabili tramite le informazioni ottenibili fino al tempo n — 1 mentre
non dipendono da quelle relative al tempo n: (la posizione di domani é completamente definita dalla situazione
presente 0ggi).

Il tempo n = 0 gioca un ruolo importante; infatti la predicibilita in tale istante, formalmente equivalente alla
JF_1-misurabilita, corrisponde alla Fy-misurabilita, si assume cioe F_1 = Fg.
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Si & gia assunto n > 0 verra fatta anche I'ipotesi aggiuntiva di tempo limitato (orizzonte finito), ovveron < N
da cui segue che si considereranno solo gli istanti di tempo 0 < n < N.

Nell'indicare una generica successione (a,, )2_, si useranno, equivalentemente, le espressioni: (a,)n>0, (an)o<n<n
o addirittura (a,).

Definizione 5.2 (Valore di un portfolio). Il processo aleatorio valore associato a una strategia di
investimento 7 ¢ la successione stocastica:

X" = (X})n>o0

dove, all’istante n

d
X7 = BuBn+ Y 7Sk (5.5)

i=1

La definizione (5.5) significa solo che se al tempo n possediamo [, titoli bancari (o bond), il cui valore
unitario® ¢ B,, e 7% azioni del titolo i, che al tempo n vale? S¢, allora il valore totale del portfolio ¢ la somma
dei valori investiti nei singoli titoli.

Per evitare di appesantire le notazioni si indichera con +,,S,, il prodotto scalare dei vettori 7, = (v},...,7%)
e S, =(Sk...,8%) per cuila (5.5) diviene

X7 = BBy, + YnSn. (5.6)

Si assume inoltre che le uniche strategie ammissibili siano le strategie autofinanzianti, ovvero se non ci sono
consumi o costi di transazione, e neppure ulteriori investimenti esterni, ma ad ogni istante tutto (e solo) il valore

3 Allora il valore globale investito in banca (o nel_ bqnd) & BnBn
4Allora il valore globale investito nel titolo i & v2 S%.
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viene semplicemente reinvestito nel mercato®.

Definizione 5.3 (Strategia autofinanziante). Una strategia m = (8,7) si dice autofinanziante (o
self-financing), se per ogni n

Brn-1Bn—1+ Yn-1Sn-1 = BnBn-1+ ¥nSn-1, (5.7)
o equivalentemente
(Bn = Bn-1)Bn-1 + (Yn = Yn-1)Sn-1 = 0. (5.8)
Da questa definizione si ottiene immediatamente che

X:zr - :Lr—l = BnBn + 1S — (ﬂn—an—l + 'Yn—lSn—l)
= BnBn +Sn — (BnBn-1 + 1 Sn-1)
= 5n(Bn - anl) + ')’n(Sn - Snfl)
= BnAB, + 7 AS,,.

5Per capire il significato della (5.7) si pud ragionare cosi: inizialmente si ha un capitale xg, parte in titoli non rischiosi e
parte in titoli rischiosi, cioe zg = BBo + 70 - So. Sipone X§ = xo, e nell'intervallo (0, 1) (durante il quale i valori dei titoli, By e
S§ non cambiano) si cambia strategia e si investe tutto questo capitale, ridistribuendolo, nel senso che si compra la quantita 31 del
titolo non rischioso By e la quantita ~} del titolo rischioso Sj, i = 1,---,d. A questo punto il nostro portafoglio vale

81 Bo + 71 - So.

Avendo ipotizzato 'assenza di costi, di consumi e introiti, il valore di tale portafoglio deve essere uguale al valore iniziale, ossia a
X{, cioe deve valere

Xg =1 Bo+ 71 - So.
Quindi deve valere 'uguaglianza
X{§ = Bo Bo + 70 - So = 1 Bo + 71 - So.

Nell’istante 1 il valore dei titoli cambia in B; e Si‘, i=1,---,d, e quindi il valore del portafoglio diviene
X =p1B1+71-51.

Nell’intervallo (1,2) si cambia strategia, reinvestendo X{: si compra si compra la quantita Bo del titolo non rischioso By e la
quantita 4 del titolo rischioso S%, i = 1,---,d. Poiché nell’intervallo (1,2) il valore dei titoli rimane lo stesso, ossia Bi e S7,
i=1,---,d, il nostro portafoglio vale

B2 B1 + 2 - S1.

Avendo ipotizzato I'assenza di costi, di consumi e introiti, il valore di tale portafoglio deve essere uguale al valore XT, cioe deve
valere

X[ =0(2B1 + 2 51.
Quindi deve valere 'uguaglianza
XT=pB1B1+m 5 =pP2B1+72-51.
kokk
In generale, nell’istante n — 1 si ha che il valore del portfolio &
77;71 = fBn-1Bn-1 +’Yn—1sn—17

durante Uintervallo (n — 1, n) si cambia strategia e ci si ritrova con 3, titoli bancari, che perd valgono ancora By,—1, e con v titoli
i, che pero valgono ancora S _. Il fatto che la strategia sia autofinanziante si riflette nel fatto che per fare questa operazione non
ho bisogno di prendere altro denaro da fuori 'investimento (ad esempio comprando azioni con il ricavato di un lavoro) e neppure di

effettuare consumi (ad esempio per comprare beni, come case, automobili, etc.) o di pagare dei costi (si ipotizza che non ci siano
costi di transazione), ma tutto il denaro necessario per avere il nuovo portfolio, ovvero

BnBn—1 4+ YnSn—1

¢ esattamente il valore X7, del portfolio all’istante n — 1.
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Dalla precedente relazione si ottiene quindi che

I
M=

X7 = X5 = S (XF ~ X[_y)o v =

B
Il
—

I
NE

(BrABy 4+ 7 ASy)

>
Il

1

BrABy, + Z kA Sk.

1 k=1

I
NE

>
Il

Da quanto osservato si pud concludere che il capitale guadagnato (o capital gains) X7 — X7, tramite
I'investimento di un portfolio 7 autofinanziante, puo essere descritto da una successione G™ = (GT,),, >0, dove

n

6 =0 e Gr = Z(ﬂkABk + v ASE), (5.9)
k=1

quindi il valore del portfolio al tempo n & dato dall’espressione
X=X +Gy, (5.10)
si arriva cosi alla seguente definizione alternativa ed equivalente®:

Definizione 5.4 (Strategia autofinanziante bis). Un portfolio © ¢ autofinanziante se il suo valore X™ =
(X7 )n>0 puo essere rappresentato dalla somma:

n
X7 =X7+> (BeABr+AS)  n> 1L (5.13)
k=1
La classe delle strategie m autofinanzianti verra indicata con SF (da self-financing).
Osservazione 5.1. Le ipotesi fondamentali che caratterizzano il mercato finanziario considerato, ovvero:
> assenza di costi di transazione;
> titoli infinitamente divisibili: non ci sono limiti sulle quantita minime dei titoli trattati;

> possibilita di vendite allo scoperto (short sale): ¢ possibile vendere titoli che non si possiedono, cio
equivale a ipotizzare che é sempre consentito assumere la posizione di debitore;

6Si osservi inoltre che prese due successioni arbitrarie a = (an)n>0 € b = (bn)n>0 sussiste la regola di differenziazione discreta:

A(anbp) = anAby + bp—1Aan, (5.11)
dove si ¢ posto Aa, = ap — an—1. Applicando questo risultato alla parte destra della (5.6) si ottiene I’espressione:

Cid mostra che il cambiamento del valore del portfolio (AX] = X7 — X7 _,) dipende, in generale, da due fattori:

1 dalla variazione dovuta al conto bancario e ai prezzi delle azioni
BrnABp + ynASn;
2 dalla variazione della composizione del portfolio (cambio di strategia)
Bn—1ABn + Sn—1A7n.

Risulta, dunque, che in caso di autofinanziamento (una sorta di autarchia) il reale cambio di valore di X sia sempre dovuto alle
variazioni ABy, e AS, e non AB, e Av, (si assume, ciog, che le posizioni finanziarie prese dall’investitore non siano soggette a
cambiamenti). Si vede immediatamente che assumere 7 autofinanziante equivale al verificarsi della seguente condizione

Bp-1ABn + Sn—1Av, =0 n > 1.

Si osservi infine che con la definizione bis di strategia autofinanziante, non & importante conoscere il valore esplicito di (89, v0), ma
bastano i valori di (Bn,vn) pern=1,---,N.
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> assenza di rischio di insolvenza (default risk): si assume che i contratti di compravendita stipulati
vengano sicuramente onorati;

possono essere sintetizzate dicendo che il mercato & privo di frizionalita (per maggiori dettagli si consulti,
ad esempio, il testo di Moriconi [12]).

5.1.2 Mercato scontato

Si consideri un mercato (B, S) come descritto precedentemente. E interessante notare che partendo da questo
¢ sempre possibile” costruire un nuovo mercato (B, S) detto mercato scontato o attualizzato tale che

B = (Bp)n>0; con B, =1

- - - S,
S = (Sn)nZOa con Sn = E
Allora preso un portfolio 7 = (3,7) il suo valore scontato
~ ~ ~ X,
X7 = (X7 )n>o0, con X, = B,;
risulta dato dall’espressione
)?77; = ﬂngn + 'Yngn = Bn + 'Yngn (5.14)
in quanto
= X7 1
X5 = B, B, (BB + YnSn),

e nel caso in cui 7 ¢ autofinanziante nel mercato (B, S) si ha che questa proprieta si trasmette al mercato (E , g),
infatti la condizione (5.8) che caratterizza le strategie autofinanzianti ¢ equivalente® a

(571 - ﬁnfl)gnfl + (’Yn - anl)gnfl =0 (515)
In altre parole una strategia ¢ autofinanziante nel mercato (B,S) se e solo se ¢ autofinanziante nel mercato
attualizzato (B, S).

Pertanto vale la (5.13) attualizzata dove, ciog, al posto di X, B, S si considera )?, é, S ed essendo Aék =0
segue, inoltre, che per m € SF

X7 = X5+ ) mAS, (5.16)
k=1
quindi I'espressione esplicita del valore del portfolio &
Si

n d
XT = X7+ ’;;%As,@, Si = B (5.17)

Allora si conclude considerando la (5.14) e la (5.15) che il valore scontato X™ = ()?,7{) " (X;r') e

7 € SF soddisfa la relazione

s

~ ~ X
AXT =~,AS,, ovvero A <B"> =7,A <Sn> . (5.18)

n

7Si ricordi che per ipotesi By, > 0 per ogni n.
8Chiaramente la condizione (5.8), ovvero (8n — Bn—1)Bn-1 + (9 — Yn—1)Sn—1 = 0, rimane invariata se si divide per By_1,
ovvero

[(Bn - /anl)anl + ('}’n - 'Ynfl)snfl} =0.
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Da quanto illustrato risulta chiaro che nel caso si sappia a priori che B,, > 0 con n > 1 si puo semplificare la
struttura del mercato, senza ledere in generalita, assumendo B, = 1, invece di passare al mercato scontato.

Dopo aver dato le nozioni base di mercato (B,S) un punto fondamentale che si vuole sottolineare & che si
considerera sempre e soltanto un mercato che non prevede opportunita di arbitraggio (non esistono free-lunch,
cioé pasti gratis), ovvero:

Definizione 5.5. Un mercato ¢ detto privo di opportunita di arbitraggio (o arbitrage-free), o anche
razionale (o fair), se non permette di ottenere guadagni sicuri, cioé se non si possono ottenere dei profitti
senza sottoporsi a dei rischi

N.B. La relazione illustrata nella (5.18), nella sua semplicita, risultera assumere un ruolo chiave in molti
calcoli relativi al concetto di arbitrage-free, cio spiega il perché dell’introduzione del mercato scontato.

5.2 Nozione di copertura. Prezzo superiore e inferiore.

Sia fy = fn(w) una funzione non negativa Fy-misurabile detta obbligazione o pay-off (prezzo di
pagamento) terminale’, in questo paragrafo vengono illustrati alcuni concetti di copertura (o hedge) per
il pay-off terminale.

Definizione 5.6 (Copertura superiore, inferiore e perfetta). Un portfolio m = (8,7) con 8= (8n), v = (Vn),
pern=0,1,...,N ¢ detto copertura superiore per (z, fn), con x > 0, se il valore iniziale del portfolio é x
e se X3 > fn, P g.c., ovvero se

Xp=r ¢  PBXFzfy)=1L

Un portfolio m = (B,v) é invece detto copertura inferiore per (x, fx),con x > 0, se il valore iniziale del
portfolio é x e se X3 < fn, P g.c., ovvero

Xjf==z e P(XY < fn)=1.

Infine un portfolio m = (B3,7) & invece detto copertura perfetta per (z, fy), con x > 0, se é sia una copertura
inferiore che una copertura superiore, una copertura, cioé se il valore iniziale del portfolio é x e se X} = fn,
P q.c., ovvero

Xj=¢ € P(X} = fn)=1.

Il concetto di copertura gioca un ruolo di fondamentale importanza in ambito finanziario in quanto
rappresenta uno strumento di protezione che permette di ottenere un livello di garanzia relativamente a un
certo investimento.

Tramite le successive definizioni si potranno formalizzare le azioni che si devono compiere per assicurarsi un
livello di garanzia. Si indichi con

H*(z, fn;P) = {mammissibili : X[ =z, Xy > fnv, Paqc.}
= {mwammissibili : X[ =z, P(X§ > fn)=1}

la classe delle coperture superiori per (x, fn) e con

H.(z, fn;P) = {mammissibili : X[ =z, X§ < fn,Pq.c.}
= {mammissibili : X[ =z, PX} < fy)=1}

la classe delle coperture inferiori per (x, fn).

9Esempio tipico, nel caso d = 1, ¢ il caso della opzione call con prezzo di esercizio K, per cui fy = (Sy — K)t. Altri esempi
sono dati dal prezzo massimo dell’azione fy = max{Sp;n =1,..., N}, o ancora dal suo prezzo medio fy = (S1 +---+ Sn)/N.



MPEF 01-07-2009 105

Definizione 5.7 (Prezzo superiore e prezzo inferiore). Sia fn una funzione di pay-off, allora la quantita

C*=C*(fn;P) =inf{x > 0: H*(z, fn;P) # 0}
=inf{z > 0: 3 mammissibile : X§ =z, P(X{ > fn) =1}

¢ detta prezzo superiore (di copertura per fn) e

Cy =Cu(fn;P) =sup{z > 0: H.(z, fn;P) # 0}
=sup{z > 0 :: I wammissibile : X[ =z, PXy < fy)=1}

¢ detta prezzo inferiore (di copertura per fy ).

N.B. Per convenzione si pone C*(fn;P) = oo se H*(z, fn;P) = 0 per tutti gli z > 0 e Ci(fn;P) = o0 se
H,(z, fn;P) = () per tutti gli z > 0.

Osservazione 5.2. Le definizioni date precedentemente assumono, implicitamente, che le strategie ™
considerate sequono le costrizioni imposte sulla dinamica del valore del portfolio; ad esempio se, come si fa
in questo capitolo, ci si limita alle strategie autofinanzianti, allora piv esplicitamente

H (z, fn;P)={neSF: X[ =2, Xy>fnv (Pgc)},
H. (z, fn;P)={reSF: X[ =z, Xy<fn (Pgc)}.

Inoltre va osservato che nel mercato attualizzato (E, §), si ha
H*(z, fniP) = H*(Z, fxiB), e Hi(x, fyiP) = H.(T, f:P),
dove, T =x/By e

f[*(%, fN;P) ={r e SF: )?g =17, )?]7{, > fn (P g.c.)},
H,(Z, fy;P):={reSF: XJ =%, Xi<fn (Pqc)}

Dopo aver visto formalmente i concetti di copertura, risulta interessante darne una visione pratica, cioe
spiegare il loro utilizzo in ambito finanziario e il loro legame con la condizione di assenza di opportunita di
arbitraggio.

Va osservato che nel seguito si dovrebbe considerare un mercato scontato (E, §) e il valore scontato X7
relativo ad una strategia 7. Tuttavia, per semplicita di notazione tale mercato viene denotato come (B, S) e
il valore con X7, che ¢ come dire che si suppone direttamente che sia B, = 1, ci0 permette di considerare i
guadagni ad esse relativi nell’istante iniziale senza dover attualizzare i valori.

Si immagini di vendere a un prezzo x un generico contratto al quale corrisponde, all’istante N, il pagamento
di un pay-off fy. Naturalmente lo scopo € venderlo a un prezzo elevato, pero si deve tener conto che il compratore
lo vuole acquistare a un prezzo basso, ma vuole anche essere certo che il venditore sia in grado di fornire al
tempo N lobbligazione promessa fy, cioé che non ci sia rischio di insolvenza (o default risk). Considerando
queste posizioni opposte si pone il problema di determinare il pitt piccolo prezzo accettabile, ovvero quel
prezzo che permette al venditore di rispettare i termini del contratto (cio¢ di pagare 'ammontare fy al tempo
N) senza pero dare al venditore un’opportunita di ottenere un arbitraggio altrimenti il compratore non avrebbe
ragione di accettare la vendita.

D’altra parte acquistando un contratto lo si vuole comprare a buon mercato, ma non si puo pretendere di
ottenere un guadagno sicuro, senza rischi (ovvero un’opportunita di arbitraggio per il compratore), altrimenti
il venditore non avrebbe interesse a cederlo.

Da quanto richiesto si ottiene, come si spieghera tra poco, che i prezzi superiore e inferiore, C* = C*(fn; P)
e Cy = Cu(fn;P), definiti precedentemente, soddisfano la seguente proprieta:
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Gli intervalli [0,C,) e (C*,00) sono insiemi dei valori dei prezzi che danno, rispettivamente,
al compratore e al venditore opportunita di arbitraggio.

Verifica della proprieta (C*,00) é un intervallo dei prezzi con opportunita di arbitraggio per il venditore:

Si assuma che il contratto venga pagato un prezzo xz maggiore di C* allora il venditore puo ottenere un
free-lunch agendo in questo modo: egli preleva dalla somma totale z una quota y in modo tale che

C*<y<wzeH'(y, fn;P) #0

(un tale y esiste per la definizione di estremo inferiore) e la usa per costruire un portfolio 7*(y) che assume i
seguenti valori

X 2y e BXEY 2 f) =1
(un tale portfolio esiste perché H*(y, fn;P) # 0).

Si puo descrivere la stessa azione dicendo che il venditore investe la quota y nel mercato (B, S) in accordo
con la strategia 7 (y) = (35(y), 74(y))o<nen-

Il valore!® di 7*(y) al tempo N & XJT\r,*(y), il guadagno totale delle due transazioni (vendere il contratto e
comprare il portfolio 7*(y)) risulta’! quindi

@)+ XY =y =@—y) +(XF Y~ fn) =z -y >0.
Allora, ¢’® un guadagno netto senza rischio (arbitraggio) del venditore di almeno x —y > 0 .
Verifica della proprieta [0,Cy) € un intervallo dei prezzi con opportunita di arbitraggio per il compratore:

Si consideri ora 'opportunita di arbitraggio per il compratore. Se il compratore acquista, per un prezzo
x < Cy, un contratto che preveda all’istante IV il pagamento di un ammontare f, allora egli puo ottenere un
free-lunch, come segue: prima di tutto il compratore sceglie y tale che

r<y<CieHdy, [n;P) #0

(un tale y esiste per definizione di estremo superiore). Sia ora 7. (y) un portfolio che appartiene a H,(y, fn;P),
ovvero il cui valore iniziale € y e il cui valore al tempo N risulti X;*(y) < fn, in formule

XgW=yeP(Xy™ < fy) =1

Il compratore agisce come segue: al tempo n = 0 investe la quota —y in accordo con la strategia T(—y) = —m.(y),
dove

Te(y) = (ﬁ*n(y),’y*n(y))OSnSN~
Allora
ﬁ(_y) = (_ﬁ*n(y)7 _’Y*n(y))OSHSN7

in modo tale che
=y = —Bx0(y)Bo — 7x0(¥)So

e il valore di 7(—y) sia
Xf](*y) _ X];W*(y) _ _X;\r;(y)

)

108i ricordi che abbiamo assunto per semplicita che B,, = 1 per ogni n =0, ..., N: altrimenti si dovrebbero cambiare le quantita
X;{, @) con 55]7{, (y):X;:, <y)/BN,ed fN con ]?N:fN/BN .
11 Al tempo 0 il venditore riceve x dal compratore e al tempo N gli deve restituire fy, inoltre tiene per sé il guadagno X;\T] W) _ Y,

ottenuto investendo y con la strategia 7*(y).
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si ottiene, quindi, che il guadagno totale dato dalle due transazioni (ossia comprare il contratto e investire —y,

con la strategia 7(—y))'2 &

(fv—2)+ (X0 —(—y) = (fn =Xy )+ (y—2) >y —a > 0.

Si vede, infine, che essendo questo il guadagno netto strettamente positivo del compratore relativo all’acquisto
di un contratto di prezzo x < C* implica un arbitraggio.

Osservazione 5.3. Nella discussione precedente € stato considerato un investimento con un ammontare
negativo —y, praticamente cio significa che esiste la possibilita di trovare uno speculatore che mette a disposizione
la quota y al tempo n = 0 al patto di ricevere X;\T,*(y) al tempo n = N ; si noti che quest’ultimo valore puo essere
superiore o inferiore a y data l’aleatorieta dei prezzi.

Dalla serie di considerazioni fatte si evince che I'unica possibilita per non avere opportunita di arbitraggio e
porsi nell’ipotesi che C,, < C* e prendere come prezzo del contratto un valore x € [C., C*]; per questo motivo
si da a [Cy,C*] il nome di intervallo dei prezzi accettabili ( o razionali).

In altre parole: se non ci sono opportunitd di arbitraggio (ne’ per il compratore, ne’ per il venditore) deve
necessariamente valere

C.=C.(fn,P) < C*(fn,P)=C" (5.19)
La trattazione precedente dei prezzi razionali puo essere schematizzata come segue
arbitraggio compratore arbitraggio venditore

0 C. c*
arbitrage-free

Si osservi, infine, che operare con prezzi appartenenti al range di quelli accettabili esclude soltanto il caso
di profitti sicuri, ma non la possibilita di profitti, e che un profitto sicuro € una situazione logicamente e
economicamente assurda anche perché un guadagno puo essere visto come una compensazione per il rischio.

5.2.1 Mercato completo e incompleto

Si consideri ora il caso particolare in cui esista, per un fissato valore x e una funzione di pay-off fy, una copertura
perfetta 7 per (z, fn), cioé una strategia tale che

Xr=zeP(X%=fy) =1

Assumere che X} = fn, P q.c., significa prendere una copertura 7 in grado di replicare la fy richiesta.
Per molte ragioni risulta auspicabile che ogni obbligazione si possa replicare per qualche valore di x = T; il motivo
principale & che se questo accade l'intersezione tra le classi H*(z, fn;P) e Hi(z, fn;P) & diversa dall’insieme
vuoto in quanto contiene la strategia 7 che da la replicabilita. Dalla definizione dei prezzi di copertura segue
allora

C*(fniP) <7 < Culfni P)

ovvero, in questo caso, se inoltre non ci sono opportunita di arbitraggio e quindi deve valere (5.19), allora
Iintervallo dei prezzi accettabili si riduce a un unico prezzo

C(fn;P) = C*(fn;P) = Cu(fn; P) = T,

12Per il contratto, al tempo zero deve pagare x e al tempo N riceve fx, mentre per I'investimento al tempo 0 deve pagare (—v)
_xm )
N

e al tempo N riceve Xﬁ(fy) =
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detto prezzo razionale (o fair price) per la richiesta fy (& il prezzo che risulta accettabile sia per il venditore
che per il compratore: ogni deviazione da questo comporterebbe la possibilita di ottenere guadagni senza rischi).
Il caso trattato, vista la sua importanza, presenta una terminologia specifica.

Definizione 5.8 (Replicabilita). Una obbligazione fxn si dice replicabile, se esiste un x, per il quale esiste
una copertura perfetta m di (x, fn), ovvero esiste un portfolio w tale che

X§ ==z, eP(Xy=fn)=1

Definizione 5.9 (Mercato N-perfetto). Un mercato (B,S) é detto N-perfetto o perfetto rispetto il tempo N,
se ogni funzione fn Fn-misurabile puo essere replicata, cioé, per un qualche x esiste una copertura perfetta m
di (x, fn), altrimenti il mercato viene detto N-imperfetto.

La condizione che un mercato (B, S) sia perfetto € molto forte e impone delle costrizioni severe sulla struttura
del mercato. Fortunatamente, non e necessario, in molti casi, che la copertura perfetta esista per tutte le funzioni
fn Fn-misurabili a volte e sufficiente considerare solo funzioni limitate oppure funzioni con opportune condizioni
di integrabilita o di misurabilita: & questo il caso di un mercato completo.

Definizione 5.10 (Mercato N-completo). Un mercato (B, S) si dice N-completo o completo rispetto il
tempo N, se ogni funzione fn di pay-off limitata e Fy-misurabile & replicabile.

Osservazione 5.4. Si noti che nel caso in cui Fy é una o-algebra finita, allora tutte le variabili aleatorie Fy -
misurabili sono variabili aleatorie discrete e che assumono un numero finito di valori, e quindi tutte le variabili
aleatorie Fn-misurabili sono anche limitate. In questo caso mon c’é differenza tra le due condizioni di mercato
N -perfetto e mercato N-completo.

Inoltre conviene osservare in questo caso, tutte le variabili aleatorie Fy-misurabili sono anche ovviamente
integrabili, essendo limitate. Quest’ultima proprieta sara utile nel sequito per semplificare alcune dimostrazioni.

Determinare se e quando un mercato € perfetto o completo € uno dei punti di maggiore interesse per
la matematica finanziaria rispondere a queste domande risulta estremamente difficile nel caso generale, ma,
considerando delle ipotesi aggiuntive sulla struttura del mercato, si puo arrivare a una soluzione esaustiva del
problema. E questo il caso di un mercato arbitrage-free dove la completezza risulta strettamente connessa
all’esistenza e all’'unicita di una misura di probabilita: la misura martingala equivalente, che viene trattata
nelle sezioni successive e che e l'oggetto principale dei cosi detti teoremi dell’Asset Pricing APT1 e APT2
(vedere le sezioni successive).

5.3 Mercato senza opportunita di arbitraggio

In poche parole, come preannunciato, dire che un mercato & senza opportunita di arbitraggio (o arbitrage-
free) significa che il mercato ¢ razionale: non si ottengono profitti senza rischiare. La Definizione 5.5 di
arbitrage-free € piuttosto intuitiva la si vuole formalizzare illustrandone i legami con gli elementi finanziari
introdotti.

Si fissi un NV > 1 si € interessati al valore X}, di una strategia m € SF all’istante terminale.

Definizione 5.11 (Opportunitd di arbitraggio). Si dice che una strategia autofinanziante m permette
un’opportunita di arbitraggio (al tempo N) se, per un capitale iniziale

Xi=0
si ha
e X% > 0 con probabilita P positiva, cioé
P(Xy >0)>0

o, equivalentementel?’
E(Xy)>0.

13Tn generale una variabile aleatoria Z con P(Z > 0) = 1 si ha:
se P(Z > 0) > 0 allora E[Z] > 0;
se E[Z] > 0 allora necessariamente deve essere P(Z > 0) > 0 (se fosse P(Z > 0) = 0 allora sarebbe P(Z =0) =1 e E[Z] = 0)
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Si indichi con SFy,; la classe delle strategie autofinanzianti con opportunita di arbitraggio. Se m € SF,,; e
X§ =0, allora
P(Xy>0=1 = PX§>0)>0.

Definizione 5.12 (Assenza di opportunita di arbitraggio). Si dice che non esiste opportunita di arbitraggio su
un mercato (B,S) o che il mercato é arbitrage-free se SFyp, = 0. In altre parole, se il capitale iniziale X§ di
una strategia ™ € zero e al tempo N il guadagno é non negativo P q.c., allora il guadagno é nullo P g.c., ovvero
in formule, per ogni strategia autofinanziante

XI=0eP(X5>0=1 = PX5=0)=1.

Si noti che nelle definizioni date sopra si considerano eventi del tipo {XF > 0} {X% >0}, 0 {XF =0}, che

sono, rispettivamente, gli stessi'* di {X7, > 0}, {X% > 0}, o {XF = 0} dove X% = );—N Una considerazione
analoga vale per gli eventi del tipo {X% > fn}, {X% < fn} e {X% = fn}, che sono uguali agli eventi
{)A(:}{, > fN} {)?]{, < fN} {)Z'}\T, = fN}, come gia osservato in precedenza. Cio spiega perché la discussione
relativa all’assenza o, alla presenza, di arbitraggio su un mercato (B, S), pud essere ristretta al mercato (B, S)
con Bn =1le Sn = ﬁ. Nel seguito quindi si deve intendere che le ipotesi sono riferite al mercato scontato.
Tuttavia, per semphﬁcare le notazioni (sempre nell’ipotesi che valga B,, > 0 per ogni n = 0,...,N) le ipotesi
saranno scritte per il mercato (B, S)1°.

5.4 Primo e Secondo Teorema Fondamentale

In questo paragrafo si vogliono illustrare i legami esistenti tra le proprieta di assenza di arbitraggio e di
completezza in un mercato finanziario e la nozione di misura martingala'® equivalente!”. Si consideri ora
un mercato (B,S) strutturato come descritto nel primo paragrafo, in quest’ambito viene data la seguente
definizione

Definizione 5.13. Una misura di probabilita P ¢ una misura martingala equivalente alla misura P se
AP ¢ equivalente a P e se ****la successione d-dimensionale scontata

e u ( Fn)-martingala, cioe, esplicitamente, presa E come la media rispetto alla P si ha che per ogni
i= ,d
s la | _g|s
]E‘Sn —E|2] < o0 (5.20)
B,
conn=0,1,...,N e
E (§Z > =3 ovvero B % F = ﬁ (P q.c.) (5.21)
n|Sn—1] = On_1 B, ") T B, _, q.c. .

pern=1,...,N.

148i ricordi che si ipotizza che By > 0, e quindi {w € Q: X%, (w) > 0} = {w € Q: ggé:j; > 0}

15Scrivere le assunzioni per il mercato (B, S), invece che per il mercato (E, 5), si puo esprimere anche dicendo che si puo assumere
senza ledere la generalita che By, = 1, per ognin =0,...,N.

16Ricordiamo la definizione di martingala a tempo discreto per comodita del lettore Un processo X = (Xn)n>0 definito su uno

spazio di probabilita filtrato (2, F, (Frn),P) & una martingala rispetto (Fy) sotto P, (P, Fy)-martingala, se:
0) X, & F,-misurabile V n (Xn & Fp-adattato);
1) X, ¢ integrabile (E|Xn| < oo Vn)

2) E(Xn|Fn-1)=Xpn-1 (condizione martingala).

17:##4%] .3 nozione di equivalenza tra due misure di probabilita P e P significa che 'insieme degli eventi di probabilita 0 rispetto a
P e l'insieme degli eventi di probabilita 0 rispetto a P coincidono, ossia se, per A € F, vale la proprieta che P(A) = 0 se e solo se
P(A) = 0 (si veda la Definizione 5.14).
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Introdotti questi elementi si puo enunciare il seguente teorema che data la sua importanza e chiamato Primo
Teorema fondamentale del’Asset Pricing (o First Fundamental Asset Pricing Theorem ), e verra
richiamato nel seguito come APT1.

Teorema 5.1 (APT1). Un mercato finanziario (B,S) con N < 0o e d < oo definito su uno spazio di probabilita

filtrato in cui Fo = {0,Q} e Fn = F & arbitrage-free se e solo se esiste almeno una misura martingala P
equivalente a P.

Si e gia detto che I’assunzione di assenza di arbitraggio ha un chiaro significato economico: questa proprieta

rende il mercato razionale; € interessante osservare come tale caratteristica puramente finanziaria sia in realta
strettamente connessa a modelli probabilistici quali risultano essere le martingale, considerando cio appare
chiara I'importanza del teorema e il perché dell’attributo fondamentale!
Pur avendo elogiato il valore del teorema APT1 bisogna sottolineare che le ipotesi su cui poggia risultano
abbastanza restrittive, infatti si sta immaginando di operare su un mercato con orizzonte finito (N < o0) e
numero di azioni limitato (d < 0o0). Queste assunzioni pur limitando notevolmente ’applicazione del teorema
risultano, purtroppo, indispensabili: si possono, infatti, fornire dei controesempi che mostrano la non validita
del teorema nel caso di d =00 0o N = oo.

Esempio 5.1. Questo esempio, dovuto a W. Schachermayer [16], mostra che se d = oo (e N = 1) allora esiste
un mercato arbitrage-free senza misura martingala equivalente, cosi che la parte necessaria del teorema risulta
non verificata per un numero infinito di azioni.

Sia Q = {1,2,...}, sia Fo = {0,Q}, sia F = Fy1 la o-algebra generata dall’insieme delle parti di Q e sia
P=>"2,27%6, cioe, P{k} =27".

Si definisca la successione dei prezzi S = (S%) peri=1,2,... en=0,1 come seque:
_ _ _ _ 1, w=1
Splw)y=1 Vi,w mentre ASi(w) (=81 =55 =< -1, w=i+1

0 altrimenti

e si consideri il mercato (B, S) corrispondente alla successione S = (S¢), pern=0,1, e con By = By = 1.
Si inizi con il vedere che ¢ arbitrage-free.

1l valore al tempo 0 €
Xg =co+ Z Cis
i=1

ovvero co(= o) rappresenta la quantita di denaro investita nel conto in banca (o nel bond) e le c;(= ) con
i=1,2,... sono le quantita iniziali delle azioni (si assume che Y |c;| < 00), che inizialmente valgono S§ = 1.

Il valore XT (w) del generico portfolio m puod essere allora rappresentato con la somma
o0 o0 o0
T=cot+ Y aSi=XJ+co+ Y aSi— X5 =X7+> aAs].
i=1 i=1 i=1
Se XJ =0 (cioé co+ Y oy ¢; = 0) allora dalla condizione P(XT > 0) =1 si ottiene'
XT(1)=c —co >0, XT(2)=co—12>20; ... ;X7 (k)=cxr —cr_1>0; ...

ovvero si ottiene che la {c;} & una successione crescente in senso lato. D’altra parte la successione {c;} é
assolutamente convergente, e quindi si devono avere tutte le ¢; uguali a zero. Da cio seque che XT = 0(Pg.c.)
e, quindi, ricordando la Definizione 5.12 si ottiene l'assenza di opportunita di arbitraggio.

18Se w =1 allora AST(w)AS] (1) = 1, mentre ASY(1) = 0 per ogni altro valore di i > 1, da cui XT (1) = ¢1.
Se w =k > 2, allora AS}(w) = AS}(k) =1e AS} | (w) = AS} (k) = —1, mentre AS}(w) = ASi(k) = 0 per ogni altro valore
di i, da cui X7 (k) = ¢, — cp—1-
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Tuttavia non esiste nessuna misura martingala equivalente: se esistesse una misura P ~ P tale che
S ¢ una martingala rispetto a P si dovrebbe avere (si veda la (5.21)) che per ognii =1,2,...

E[AS]|Fo] = E[ASI] = 0.

Esplicitando tale condizione si ottiene

D AS(W)Pw) = > AS}(w)P(w)
w=1

weN
= ASiL(i)P(i) + ASL(i + )P(i + 1) = P(i) — P(i + 1) = 0,

cioe I@(z) = IAP;(Z +1), peri=1,2,...; cio é chiaramente impossibile per una misura di probabilita o-additiva (si
avrebbe, infatti, Y ., P(w) = oo oppure =0).

w=1
Esempio 5.2. Questo controesempio, che é il classico Paradosso di S. Pietroburgo, mostra che nel caso
N = oo [l’esistenza di una misura martingala non assicura l’assenza di opportunita di arbitraggio, ovvero la
parte sufficiente del teorema risulta non verificata nel caso di orizzonte infinito.
Sia & = (§n)n>0 una successione di variabili aleatorie i.i.d. su uno spazio di probabilita (Q,F,P) tali che
P&, =1) =P, =-1) = % Se si considera il mercato (B, S) tale che Sy =0, S, =& +...+&, e B, =1, st
vede subito che P & essa stessa una misura martingala equivalente in quanto §n =S, & una martingala
(confrontare I’Esempio 4.2) Tuttavia se si considera la strategia 7 autofinanziante, con

_ 2k_1 Se 51 = ...= gk—l = —1,
k=N 0 altrimenti,

e con capitale iniziale X nullo, si ottiene che il guadagno é

Xi= > wASk= Y wée

1<k<n 1<k<n

Questa strategia permette arbitraggio, anzi per la precisione, questa strategia assicura una vincita sicura
di 1. Prima di dimostrare questa proprieta, che permette di affermare che il Paradosso di S. Pietroburgo fornisce
un controesempio al Teorema APT1, risulta interessante osservare che X puo essere visto come il guadagno
associato a un giocatore d’azzardo che sta giocando contro un avversario di pari livello (da qui la simmetria),
che Uesito del gioco é descritto dalle variabili aleatorie & (egli vince se & = 1 e perde se & = —1) e infine
che la strategia del giocatore consiste nel raddoppiare la puntata dopo una perdita e smettere di giocare dopo la
prima vincita.

Chiaramente se & = ... = & = —1 1l giocatore & in netta perdita e il guadagno in questo caso assume il valore
k
XT=— ZQH =—(2F - 1),
i=1

tuttavia se all’istante successivo k + 1 si ha una vincita, cioé se {x+1 =1, il guadagno diventa
Xia=Xg+2"=-(2"-1+2"=14

quindi la strategia scelta ammette un tempo di arresto (aleatorio) T, cui é associato un guadagno positivo.
Si puo definire T come
T=inf{k: X =1}

e poiché P(t = k) = (%)k, risulta P(1 < 00) = 1, e quindi essendo P(XT = 1) =1 si ha (essendo N = 00)

Xp=XI=> wé&= > w&k=X7=1
k>1 1<k<r

(e quindi anche EXT = 1) sebbene il capitale iniziale X[ sia nullo.
Allora nel mercato (B, S) considerato esiste un’opportunita di arbitraggio: esiste un portfolio w tale che XJ =0
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e EXT =1 > 0 per un qualche istante 7.

N.B. Ipotizzare una strategia che raddoppi la posta dopo ogni perdita significa considerare, implicitamente,
che egli possa prendere dei prestiti senza alcun limite (oppure che il giocatore sia immensamente ricco)'; la
possibilita di prendere in prestito una cifra di qualunque entita (cosi come l'eventualita che il giocatore sia
immensamente ricco) risulta altamente improbabile, nel mondo reale. Per questo motivo si capisce che tra le
considerazioni da fare, in relazione a un mercato, vi & anche quella di considerare, fra le strategie ammissibili,
solo quelle economicamente ragionevoli.

Tornando al caso generale si denoti con P(P) l'insieme delle misure martingale equivalenti a P
PP)={P~P: S¢&una (P,F,) — martingala},

ossia l'insieme di tutte le misure martingala P equivalenti a IP e per le quali la successione dei prezzi scontati
S = (Sn = S") N ¢ una (P, F,)-martingala.
n>0

By,

A questo proposito va ricordato che

Definizione 5.14 (misure equivalenti). Due misure p e v sullo spazio misurabile (Q, F) sono equivalenti se e

solo se
{AeF: u(A)=0}={AeF: v(4) =0}

% Inoltre si usa il simbolo p ~ v, per indicare che i e v sono misure equivalent.

Di conseguenza, una misura di probabilita Pe equivalente alla misura di probabilita P su (2, F) se e solo se
{AcF:P(A)=0}={AecF: PA) =0}
Trattandosi di misure di probabilita la precedente condizione equivale a
{(BeF:PB)=1}={Be F: P(B) =1},

come si vede subito passando ai complementari.

Definito I'insieme P(PP) si pud introdurre il seguente risultato che per la sua importanza viene detto Secondo
teorema fondamentale dell’Asset Pricing (o Second Fundamental Asset Pricing Theorem) e
denotato in seguito con APT2.

Teorema 5.2 (APT2). Un mercato finanziario (B,S) arbitrage-free con N < oo e d < oo definito su uno
spazio di probabilita filtrato in cui Fo = {0,Q} e Fy = F & completo se e solo se linsieme P(P) delle misure
martingala equivalenti contiene un singolo elemento.

Allora si puo osservare che mentre l’assenza di opportunita di arbitraggio implica
PP)#0
la completezza di un mercato arbitrage-free puo essere scritta come

PE) =1.

195411 prestito (o la perdita, prima della vincita) vale , in valore assoluto L, = ;;(1) 2k = 27 — 1. 1l suo valore atteso vale

dunque

NE

E[L:]=> (2" -1)P(r=n) =

n=1 n

1

(2" —1) — = 0.
271

1
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5.4.1 Sufficienza del Teorema APT1

In questa sezione si dimostra che I'esistenza di una misura di probabilita P equivalente a P tale che il valore

5 (5 _ 5)
Bn 0<n<N

sia una (]I~”, F.)-martingala implica I’assenza di opportunita di arbitraggio per il mercato (B, S).
Si ricorda che siamo nell’ipotesi B,, > 0 per n > 0 per cui si pud assumere, senza ledere in generalita, che
B,, =1, quindi, usando la formula (5.18) relativa al mercato scontato, si ha

XI=X7+Gr e Gr=Y mAS, (5.22)
k=1

dove S = (S,) ¢ una (P, F,,)-martingala.
Per provare quanto richiesto si deve mostrare che, presa una qualunque strategia autofinanziante = € SF tale
che X[ =0e X > 0, P q.c. o, equivalentemente, P q.c., cioe

N N
P(X5 =GR =) mAS,>0)=1ePX, =G =) wAS,>0) =1 (5.23)
k=1 k=1
si ha X§ = G% = 0 P q.c. o, equivalentemente, P q.C.. OVVero

PX5E=G%=0)=1=PX5=G%=0)=1

Dimostrazione della sufficienza del teorema APTI1.
Si comincia qui la dimostrazione nel caso in cui Fny = F sia una famiglia finita, cio evita tutti i problemi di
integrabilita, in quanto in uno spazio di probabilita con un numero finito di eventi, tutte le variabili aleatorie
sono limitate e quindi integrabili (ovvero ammettono valore atteso finito).

Dall’espressione del guadagno (GT)N_ risulta chiaro che questa successione & un integrale stocastico a tempo
discreto?’ e quindi (vedere I'Esempio 4.6) ¢ una (P, F,)-martingala, purché siano soddisfatte le condizioni di
integrabilitd?!. Inoltre, poiché si assume X§ = 0, si ha X = GT, per ogni n, e quindi si ha che (X7),, ¢ una
martingala. Quindi, ricordando che dalla condizione di martingala discende che la successione considerata ha
media costante, si ottiene la seguente serie di implicazioni

XF=0 = EXJ]=0 = E[X5]=0

ed avendo assunto per ipotesi P(XT > 0) = 1 ovvero P(XT, > 0) = 1 si deve avere X% = 0(= G%,) P q.c. e
quindi anche P q.c., ovvero la tesi.

In cio che segue viene accennato a come si puo ottenere la dimostrazione anche nel caso generale, ovvero
senza 'ipotesi che F sia una famiglia finita.

Per poter arrivare a dimostrare che, sotto le ipotesi fatte, G, = 0, occorre introdurre delle definizioni e dei
teoremi su nuovi elementi probabilistici: le martingale locali.

\

Definizione 5.15. { Una successione stocastica X = (X,) é una (P, F,)-martingala locale se esiste una
successione di tempi di Markov (Ty)k>1 (cioé, di variabili aleatorie che soddisfano la condizione {w : 7, < n} €
Fr, n>1)tali che P(ty; < 1p1) =1, P 1 00, per k — 00) =1 e per ogni k il processo arrestato al tempo
Tk

X = (XTk/\n)nZO

é una (P, F,)-martingala.

20In alcuni testi viene denotato come una trasformazione di martingala rispetto a P
21Come si & gia chiarito si sono fatte le ipotesi che garantiscano I'integrabilitd di qualsiasi variabile aleatoria
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Teorema 5.3. { Sia il processo (My)pn>0 una (P,F,)-martingala e Y, un processo predicibile, allora la
trasformazione di martingala X =Y - M, cioée la successione stocastica definita come integrale stocastico a
tempo discreto

X, =YoMy+ ZYk(Mk - Mkfl) (524)
k=1

e una martingala locale.

N.B. Per approfondimenti del concetto di integrale stocastico e dei legami tra questo e le martingale si
rimanda alla lettura del libro di P. Baldi [1].

Lemma 5.4. { 1) Se il processo (X, )n>0 € una (P, F,)-martingala locale tale che EXy < oo e risulta verificata

una fra le due condizioni sequenti
EX, < oo, n>0

EX}' <oo, n>0

allora X = (X,)n>0 € una (P, F,)-martingala.

2) Sia X = (Xn)o<n<n una (P, F,)-martingala locale e si assuma che N < oo, EXy < 0o e sia EXy < oo
oppure IEXJJ\? < o0. Allora le ipotesi del punto 1) sono verificate per ogni n < N e X = (X,,)o<n<n € una
(P, F,)-martingala.

Introdotte queste nozioni si pud procedere nella dimostrazione della sufficienza del teorema APT1I.
Dall’espressione del guadagno (GT)N_ risulta chiaro che questa successione ¢ una trasformazione di martingala
rispetto a Pe quindi per Teorema 5.3 ¢ una martingala locale. Inoltre, poiché si assume G§ = 0e P(G3, > 0) =1,
risultano verificate le ipotesi di integrabilita della parte 2) del Lemma 5.4 da cui (GT) ¢ una (P, F,)-martingala.
Infine ricordando che dalla condizione di martingala discende che la successione considerata ha media costante

si ottiene la seguente serie di implicazioni
Gi=0 = EGj=0 = EGy=0

ed avendo assunto per ipotesi P(G%, > 0) = 1 si deve avere G, = 0 = X% (P q.c. e P g.c.) ovvero quanto
desiderato.

Osservazione 5.5. { Come illustrato, la sufficienza del teorema APT1 risulta banalmente dimostrata se GI, é
una (P, F,)-martingala. Tale proprieta é strettamente connessa all’integrabilita della successione (v, Sy, ); infatti,

dall’ipotesi che (S,,) é una (P, Fy,)-martingala e data la F,,—1-misurabilita delle (), si ottiene la condizione di
martingala (si veda il punto 2 della Definizione 4.2) per il guadagno, risulta cioé:

E(Gz - G271|-7:n71) = E('Yn(sn - Snfl)lj:nfl) = ’ynE(S’I’L - Sn71|-7:n71) =0.
Quindi per avere verificate tutte le condizions di martingala serve Uintegrabilita della successione (v, Sy ) rispetto
a ﬁ’, questo ¢, ad esempio, il caso in cui le (y,) sono uniformemente limitate.

Assumere la successione (v,Sy) integrabile, pur semplificando notevolmente la dimostrazione del teorema,
lederebbe la sua generalita, e per tale motivo che si preferisce ricorrere al concetto di martingala locale che
permette di apprezzare lefficacia dell’ APT1.

5.4.2 Necessita del Teorema APT1: trasformazione condizionale di Esscher | I

Si deve dimostrare che ’assenza di opportunita di arbitraggio significa ’esistenza di una misura di probabilita
P~ Pin (Q,F) tale che la successione scontata S = (S, )o<n<n € una (P, F,)-martingala.

Esistono diverse dimostrazioni rigorose di questo risultato le quali sfruttano, in un modo o in un altro, dei
risultati relativi all’analisi funzionale. Nessuna di queste suggerisce, pero, la costruzione esplicita_delle misure
martingala equivalenti: non compare mai 'esplicita descrizione di tutte le misure martingala P equivalenti
all’originale misura P.

Per questo motivo si e cercata una dimostrazione alternativa che potesse portare a una costruzione della
misura martingala equivalente: idea da utilizzare, come ha illustrato per primo L.C.G. Rogers nel 1994 [13],
e quella di sfruttare la trasformazione condizionale di Esscher, si veda il Lemma 5.6, tale trasformazione € una
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generalizzazione della (5.35).

Per spiegare 'idea base si considera inizialmente un modello a un singolo passo (N = 1) dove, per semplicita,
siassume: d =1, By= By =1eFy={0,Q}. Siipotizza inoltre che P(S; # Sp) > 0 altrimenti si avrebbe un
mercato banale in cui si puo prendere come misura martingala equivalente la misura originale P.
Considerato che ogni portfolio 7 & una coppia di numeri (3, ), se X§ = 0 allora le sole coppie ammissibili sono
quelle per cui si ha g+ 7Sy = 0.
Assumere che il mercato sia arbitrage-free significa dire che devono verificarsi (sotto l'ipotesi di mercato non
banale) le condizioni :

P(AS; >0) >0 e P(AS; < 0) > 0. (5.25)

Si vuole dedurre dalla (5.25) che esiste una misura P ~ P tale che

1) E|AS;| < oo;

2) EAS; = 0;

per poter giungere a questa conclusione si applicano i risultati ottenuti dal seguente lemma.

Lemma 5.5. Sia X una variabile aleatoria reale con distribuzione di probabilita su (R, B(R)) tale che

P(X >0)>0 e P(X <0)>0. (5.26)
Allora esiste una misura P ~ P tale che N
Ee*X < oo (5.27)
per ogni a € R; in particolare, B
E|X| < oo. (5.28)
Inoltre, P ha la sequente proprieta: B
EX =0. (5.29)

Dimostrazione. Data la misura P, si costruisce a partire da questa la misura di probabilita equivalente
Q(dz) = ce *'P(dz), =z €R,
dove ¢ ¢ la costante di normalizzazione, cioe
= Ee_XQ.
Considerando la funzione ,
E(eaXefX )
E(e—X*)

dalla costruzione di Q segue che 0 < ¢(a) < oo per ogni a € R (si verifichera cid nelle Osservazione 5.6); quindi
ponendo

o(a) = Ege™ = a €R, (5.30)

—, (5.31)
si ha Z,(x) > 0 e EgZ,(X) = 1. Risulta possibile, dunque, definire per ogni a € R la misura di probabilita
Po(dz) = Zo(2)Q(dx) (5.32)

tale cheIF’GNQN]P’.N o
Dalla definizione di P, segue che, per ogni scelta di a, assumendo P = PP, vale la (5.27), infatti

e2a~><) _ ¢(2a)

_eaX _, (L
B, EQ(w(a) 2(a)

< 0. (5.33)
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Si pud notare, inoltre, che la funzione ¢ = ¢(a) definita V a € R & strettamente convessa poiché

. E(xQeaXe—XZ)

¥ (a) = E(e,XQ) > 0;

per cui se si pone

v« = inf{p(a) : a € R}
vi sono solo due casi possibili
1) esiste a, tale che p(a.) = @x;

2) non esiste a, tale che p(a.) = ..

. . . / .
Nel primo caso risulta, come ovvio, ¢ (a.) = 0 da cui

)4

Es X =Fq ( =0; (5.34)

allora in virth della (5.33) e della (5.34) si ha che prendendo P = P,- il lemma & dimostrato.
Il secondo caso & irrealizzabile data l'ipotesi (5.26). Infatti, se un tale a, non esiste, si pud prendere una
successione {a, } per cui valgano le relazioni

v <plan) e plan) \ Ps,

inoltre la successione {a,} deve tendere a 4+00 o a —oo poiché, altrimenti, si potrebbe scegliere una
sottosuccessione convergente in modo tale che il valore di minimo venga assunto in un punto finito e cio
contraddice I’assunzione 2).
Sia u,, = ﬁ e sia u = limu,, ne segue u = +1. Allora considerando l'ipotesi (5.26) e l’equivalenza tra le
misure P e Q si ha

Q(uX >0) >0,

per cui esiste § > 0 tale che
Q(uX > 9d) > 0;

definendo € := Q(uX > ¢) e scegliendo ¢ in modo tale che risulti un punto di continuita per Q, cioé
QuX =9)=0

si ottiene
Q(anX > |an|0) = Q(upX >0) — ¢ per n — 0o.

Quindi per n sufficientemente grande

‘P(an) = EQ(B%X) > E@(eanxﬂ(anX>6|an\))
> Ol By (I, x>a.)) = €1 Q(u, X > )
da cui definitivamente
L Slan
olan) > 566 nl— 0.
Si € giunti a un assurdo poiché, come visto, (a,) \, Ysx € P, < 0. O

Si osservi che la dimostrazione di tale lemma porta a una costruzione della misura P, basata sulla
trasformazione

(5.35)

detta trasformazione di Esscher.
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Osservazione 5.6. Nella precedente dimostrazione si € tralasciato di verificare Uasserzione 0 < p(a) < 0o per
ogni a € R; la prima disuguaglianza é ovvia, la seconda é diretta consequenza della semplice relazione algebrica:

e T e = e_(w_%)QeaT

infatti applicandola alla definizione di (a) si ottiene

E(e=X" o X) %Ee_(x_%f e
=e

PO = T B ) < Ee )

< +o0.
Dalla limitatezza delle p(a) = Eg(e®X) sequono alcune considerazioni che sono state adoperate nel corso della
dimostrazione:

e v, <00 (pi & lestremo inferiore di funzioni limitate)

o Eg(Xe™™) = Eq (£(e*)) = f2Eo(e™) = fo(a).

Dimostrato il lemma ¢ facile vederne la generalizzazione al caso vettoriale quando, ciog, si considera al posto
di X una successione di variabili aleatorie (X, X1,...,Xx) tali che X,, & F,-misurabile per 0 < n < N con
.7:0 = {@,Q} e .7:1\1 =F.
Per procedere nella trattazione del caso generale si deve tener presente il concetto di differenza di martingala.

Definizione 5.16. Un processo X = (X,)n>1 con E|X,,| < 0o é una (P, F,)-differenza di martingala se
E(X,|Fn-1)=0 (P g.c.), n > 1.
Lemma 5.6. Si ipotizzi che
P(X, >0Fu 1) >0 e P(X,<O0lFn1)>0 (5.36)

per 1 < n < N. Allora esiste una misura di probabilita P ~ P nello spazio (2, F) tale che la successione
(Xo,X1,...,Xn) éuna (P, F,)-differenza di martingala.

Dimostrazione. La dimostrazione di questo lemma ripercorre pari passo quella del precedente. Data P si
considera la misura di probabilita Q tale che

Q(dw) = cexp {— Z X2 (w)} P(dw) (5.37)

N N . . = . . oo
e Egexp {— Yico aiXi} e finito. Per costruire la misura P richiesta si considerano le funzioni

on(a;w) = Eg(e**n

Fn-1)(w)

che fissato w risultano strettamente convesse in a. Si pud mostrare procedendo come fatto per il Lemma 5.5 che
esiste un unico punto (finito) a’ (w) tale che il pitt piccolo valore inf, ¢, (a;w) viene assunto in questo punto,
oVVero:

3 . —_— * .

H;f @n(a7 UJ) = ¥n (an(w)v w)'
La funzione inf, ¢, (a;w) & F,_1-misurabile da cido segue che anche a} (w) & F,_i-misurabile.
Ora si definisce ricorsivamente una successione Zg, Z1(w), ..., Zn(w) ponendo

expiay (@) Xn(w)}
Eq(exp{aj, Xn}Fn-1)(w)

Zo=1 e Zy(w)=2Zp1(w)

per n > 1. Chiaramente, le variabili Z,,(w) sono F,-misurabili e formano una (Q, F,,)-martingala

Eo(Zn|Fr-1) = Zn-1 (Qq.c. e Pqg.c.).
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Quanto mostrato permette di definire la P richiesta come:

P(dw) = Zn(w)P(dw),
ricordando la dimostrazione del Lemma 5.5 si vede che IE|Xn| <00,0<n<N,
E(Xn|Fno1) =0 1<n<N

e inoltre ]EXO:O. Quindi la successione (Xg, X1,...,Xn) ¢ una differenza di martingala rispetto la P cid prova
il lemma. O

Si evince immediatamente che nel caso d = 1, la necessitd dell’esistenza di una misura martingala P ~ P (in
un mercato arbitrage-free) & conseguenza del Lemma 5.6: basta prendere come successione di variabili aleatorie
XO = So,Xl = ASl,... ,XN = ASN
Considerando un mercato privo di opportunita di arbitraggio si puo assumere senza ledere la generalita che

P(AS, >0/F,—1) >0 e P(AS,<0/F,_1)>0 (5.38)

per ogni n = 1,..., N; infatti se esiste un istante n per cui P(AS,, = 0) = 1 questo pud essere trascurato in
quanto, preso un generico portfolio m autofinanziante, I'istante n non apporta contributi al valore X7%,. Allora
la (5.38) risulta vera per tutti gli n < N da cui si conclude, come annunciato, che applicando il Lemma 5.6 a
Xo=S50e X, =AS, per 1 <n < N esiste una misura martingala equivalente (si veda la Definizione 5.13).

Per il caso generale, d > 1, la dimostrazione della necessita ¢ concettualmente la stessa del caso d = 1, si
deve pero tener conto della generalizzazione del Lemma 5.6 al caso di valori vettoriali.

Lemma 5.7. Sia (X0, X1,...,XN) una successione di d-vettori F,,-misurabili
Xl
X, = , 0<n<N
yd

definita su uno spazio di probabilita filtrato (Q, F, (Frn)o<n<n,P) con Fo = {0,0Q} e Fy = F. Si assuma inoltre

che )
Tn

Tn =
d
ry'fl
¢ un vettore di variabili vettoriali, diverse da zero, F,,_1-misurabili avente componenti limitate ( |7 (w)| < ¢ <
00, w € Q) tale che

P((vn, Xp) > 0|Fp—1) >0 e P((vn, Xp) > 0| Fp—1) >0 (P g.c.)

dove (vyn, Xp) € il prodotto scalare.

Allora esiste una misura di probabilita P equivalente a P su (Q, F) tale che la successione (Xo, X1,..., XN
¢ una differenza di martingala d-dimensionale rispetto a P, cioé: E|X,| < oo, EXg =0 e E(X,|F,-1) =
0 1<n<N.

Risulta interessante notare che la costruzione della misura martingala basata sulla trasformazione
condizionale di Esscher da solo una misura particolare, sebbene la classe di misure martingala equivalente
all’originale possa contenerne altre. A titolo informativo si osservi che esiste un procedimento rigoroso basato
sulle trasformazioni di Girsanov che puo essere usato nella costruzione di una famiglia di misure P (per un
maggior approfondimento di questo argomento si veda il capitolo V dello Shiryaev [17]).
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5.5 Completezza e rappresentabilita

In questo paragrafo si vuole illustrare ’equivalenza tra la completezza e la proprieta di S-rappresentabilita
di martingale locali.

Definizione 5.17. Sia (Q,F,(F,), Q) uno spazio di probabilita filtrato con

una (Q, F,)-martingala  d dimensionale S = (Sy,)

una (Q, Fy)-martingala locale unidimensionale M = (M,,).

Allora diciamo che la (Q,F,)-martingala locale M ammette una S-rappresentazione rispetto a Q, o una
rappresentazione in termini della (Q, 7, )-martingala S, se esiste una successione predicibile v = (vn),
dove v, = (7}, ..., %), tale che

n n d
M, = Mo+ wASk=Mo+ > [ D A8 - Si_] @ ¢.c.) (5.39)

k=1 k=1 \j=1

per ognin > 1, cioe M é l'integrale stocastico di una successione predicibile vy, , ovvero M é una trasformazione
di martingala ottenuta dalla (Q, F,)-martingala S attraverso Uintegrazione di una successione predicibile 7y, .

Lemma 5.8. Sia (B,S) un mercato arbitrage-free con orizzonte finito N e B, =1 per n < N. Allora questo
mercato € completo se e solo se esiste una misura P € P(P) tale che ogni (P, F,)-martingala limitata M = (M,,)
(con |M,(w)| <C n<N we§) ammelte una S-rappresentazione rispetto a P.

Dimostrazione. (=: la completezza implica la S-rappresentabilita) Si assuma che il mercato (arbitrage-
free) sia completo. Presa una misura arbitraria P appartenente a P(PP) si consideri una (P, F,)-martingala
M = (M,) con M, (w)] < C per n < N ew € Q. Sipud scegliere come funzione di pay-off

In = Mn,
dall’ipotesi di completezza segue l’esistenza di un portfolio 7 autofinanziante e di un capitale iniziale x tale che
X =x+ Z Y ASY,
k=1
e XL =fnv=My (Pqc.e P q.C.), OVVero
P(XE = fn=My) =1 P(X5 = fxn = My) = 1.

Dalla limitatezza dell'obbligazione | fx| = [My| < C segue 22 che X™ = (X7 )<y ¢ una (P, F,,)-martingala.
Le martingale X™ ed M presentano la stessa funzione terminale, il pay-off fxn, e quindi la condizione di
martingala porta alle seguenti uguaglianze

X7 =E(XF|F,) =E(My|F) =M, Paqc

e da cio si puo concludere che

P(XT =M,)=1&P(XT=M,) =1

per ogni 0 <n < N. La (]I~D, Frn)-martingala M ammette, quindi, una S-rappresentazione.

(<=: la S-rappresentabilita implica la completezza) Si ipotizzi che esista una misura Pe P(P), tale
che ogni (P, F,,)-martingala limitata ammette un S-rappresentazione e sia fy = fy(w) una funzione limitata

22Nel caso in cui F sia una famiglia finita, non ci sono problemi di integrabilita e risulta immediatamente che (X)n<nN € una
martingala. _ a
Nel caso generale si ha che EXY, < oo ed essendo X = z risultano verificate le ipotesi del Lemma 5.4, quindi si ottiene ugualmente
che(X])n<n € una martingala.
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Fy-misurabile (|fx]| < C < oo P q.c.) si vuole ottenere che esiste una strategia = autofinanziante e un capitale
iniziale = tale che X%, = fn (P q.c.).
Si consideri la (P, F,)-martingala

M = (Mn)ngN, definita da M, := ]E[fN|Fn];

essendo |fy| < C si ha che M & una martingala limitata e per ipotesi ammette una S-rappresentazione (5.39).
Inoltre, ricordando che, nelle stesse ipotesi dei teoremi dell’Asset Pricing, si ha Fo = {0, Q}, risulta

My = E[fn|Fo] = E[fn]-

Esiste dunque una successione di variabili aleatorie predicibili fy,z, j=1,...,d, k< N tale che

n n d
M, :MoJrZ’YkASk :M0+ZZ’%[S£*S£—1] )
k=1 k=1 j=1

attraverso queste variabili si costruisce un portfolio 7* = (5*,7*) dove
Yn = Tns (5.40)
Br = Br-1— (n — Yn—1)Sn-1, (5.41)

in quanto si cerca una strategia autofinanziante, e basta allora ricordare la condizione (5.8)23.
Si osserva che le ) risultano predicibili data la F,,_;-misurabilita delle «,. Inoltre 7* & un portfolio
autofinanziante di valore?*

d
X7 =B+ 7Sn | =85+ 28] | = M,.

Jj=1

In particolare si vede che per I'istante terminale IV si ha X" = My = fn (]I~D e P g.c.) da cui segue la completezza
del mercato (B, S).
Da quest’ultima uguaglianza si ottiene anche la definizione alternativa

Br = M, — YnSn. (5.42)
[

N.B. Se non si assume che B, = 1,n < N, allora tutti i risultati ottenuti risultano, comunque, validi se si

considera al posto della (P, F, )-martingala S = (Sp)n<n la (P, F,,)-martingala S = (gn = g—:) ' © al posto

2381 noti che sarebbe necessario anche che B+ S0 = Mo, con 5} e 7§ v.a. F—1 = Fo = {0, Q}-misurabili, ovvero numeri certi.
Si noti inoltre che per n = 1 si ha 87 = 85 — (vf —75) S0 = 85 +75S0 — 75 So = Mo —~7So e che quest’ultima espressione permette
di definire 31 anche senza conoscere (3§,7§)-

In realta, noto (yn)n,<n si potrebbe definire 8 := My — vnSn, andrebbe mostrato che @y risulta una v.a. F,_1-misurabile,
e infine si potrebbe procede cominciando dal “fondo: By = My — YyvSn = fn — YnvSN e poi, usando la (5.41) si ottiene
:71 = B': + (’Yn - 'Ynfl)snfl-
24 ’uguaglianza si vede subito considerando che, per la definizione di 3} si ha
M, — Mn—l = 'Yn(Sn - n—l) = "/nSn - 'YnSn—l “F’Yn—lsn—l - 'Yn—lSn—l + (ﬁ:z - B:‘zfl) - (ﬁ:z - 52—1)
= 'Ynsn — Yn—-18n—1 + (BZ - 5:171)7

da cui

My, — Mo = vn.Sn — Y050 + (8, — 65)
=vSn + By — (7050 + B5) = YnSn + B, — Mo.

Si noti infine che quest’ultima uguaglianza permette di dare la definizione alternativa di 3}, come
ﬁ:; = Mp — ynSn,

che ¢ quella originariamente usata da Shiryaev in [17].
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di f si considera il valore attualizzato fN = 1’;—’;. In particolare si noti che allora serve la §-rappresentabilité,
cioe la rappresentabilita nel mercato scontato, e che allora

v

Mo = E(fx|Fo) = B(5

);

essendo Fy la o-algebra banale.
Allora My = g—z, dove xq si puo interpretare come il capitale iniziale che permette, attraverso la strategia
7%, descritta nella dimostrazione della parte sufficiente del lemma, di ottenere una copertura perfetta per fy.
RIASSUMENDO - per ottenere quindi il prezzo si puo procedere nel seguente modo:

1 si mostra 'esistenza di una misura martingala equivalente ﬁ; da cui per ****I’APT1 si ottiene che non ci
sono opportunita di arbitraggio e quindi si ha

C. <07
2 si mostra che vale la §—rappresentabilité, e quindi che il mercato (En, gn) e completo, da cui deve valere
che, se x € il capitale iniziale che permette una copertura perfetta per fy, allora

3 dai punti precedenti si ottiene che allora I'unico prezzo che non permette arbitraggi ¢ proprio zg

4 dalla dimostrazione del Lemma 5.8, si ha inoltre che
2o = BoMy = ByE[£>]
e la strategia di copertura si ottiene prendendo
Vi = Yk
della rappresentazione della martingala E[fy|F,] e che
By = Mo — 7050, Brn = Brn-1— (¥n — Yn—-1)Sn-1,

Il precedente programma verra realizzato nel seguente capitolo in cui si tratta il modello binomiale
multiperiodale.

Si noti comunque che procedendo come nella dimostrazione del Lemma 5.8 (parte: la completezza
implica la S-rappresentabilita) si puo ottenere la dimostrazione che la completezza implica I'unicita della misura
martingala equivalente, se si € in presenza di un mercato senza opportunita di arbitraggio.

Dimostrazione della sufficienza dell’APT2: se il mercato ¢ completo, allora, qualunque sia A € Fy =
F, per fy =14 sipuo trovare un capitale iniziale Z 4 e una strategia 77, che permettono una copertura perfetta

di fy. Allora necessariamente deve essere
T4 =E(,) =P(A). (5.43)
Ragionando come nei punti 1, 2 e 3, e tenendo presente che per ipotesi il mercato e privo di opportunita di
arbitraggio, si ottiene che
Ta=Ci(Ia,P)=C*(14,P), (5.44)

da cui l'unicitd della misura martingala equivalente??.

25Da (5.44) si ottiene che il capitale iniziale che permette una copertura perfetta & univocamente definito come Cy(I4,P) =
C*(I4,P).
Se esistesse una seconda misura martingala equivalente P’ allora per (5.43), applicata a questa nuova misura, si avrebbe che
¥y =E'(Ia) =P'(4),
e contemporaneamente &'y = Cy(I4,P) = C*(I4,P) = T4, da cui
P'(A) = P(A),

ovvero 'unicita.



Capitolo 6

Il modello di Cox Ross Rubinstein
(CRR-model)

In questo capitolo si vuole illustrare 'applicazione di alcuni risultati teorici trattati, ovvero considerando un
modello del quale si conoscono le caratteristiche peculiari si vogliono trarre delle conclusioni in merito al mercato
su cui esso opera (arbitrage-free, completo, incompleto) e ai prezzi di copertura per opzioni Europee.

6.1 Caratteristiche del modello

Il modello che si andra a considerare ¢ il Cox Ross Rubinstein (CRR-model) detto anche modello
binomiale multiperiodale: si prende un mercato (B,S) che risulta formato da due operazioni finanziarie:

1 un conto bancario B = (B,,)
2 un’azione S = (S,,)
per le quali si ha (ricordando le formule (5.1) e (5.2))
ABy, =r,B,_1;
NS, = ppSn-1-

Si ipotizza che il tasso di interesse sia costante r, = r e che la successione di variabili aleatorie indipendenti
p = (pn) possa prendere solo due valori? a e b tali che

1

-l<a<r<b. (6.1)

Inoltre si assume che la successione p = (p,) definita sullo spazio di probabilita (Q,F,(Fy)ns0,P) sia
Fn-misurabile per ogni n e abbia la proprieta:

Plpn=0b)=p e Plpn=0a)=g¢ (6.2)

conp+g=1leO<p<l.
Si puo osservare che tutta l’aleatorietaa del modello risulta data dalle variabili p,,, quindi si puo assumere come

spazio dei risultati elementari lo spazio Q = Q,, = {a,b}"V di successioni finite z = (z,x2,...,7y) talichez, = a
oz, =bconn < N. Allora p,(x) = z,, e la misura di probabilita Py sui corrispondenti insiemi di Borel risulta
completamente definita dalle distribuzioni finito dimensionali P,, dove n < N: se vp(x1,...,2,) = Z?:l Iy ()

¢ il numero di componenti x; = b per 7 < n allora

]P)n(xla o ’xn) — pyb(ml7~~-»$n)qn_yb(m17~--7-'En). (6.3)

INel testo di T. Bjork [4] si pone R = r, mentre nel testo di S. Ross [15] si usa la stessa notazione.
2Nei testi di S. Ross [15] e di T. Bjork [4] si pone w = 1+ b e d =1+ a, o equivalentemente si haquib=u—1ea=d— 1.
Inoltre la condizione (6.1) seguente corrisponde alla condizione 0 < d < 1+r <wue0<d<1+ R < u, rispettivamente.

122
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Da tale considerazione segue che P,, & uguale® a un prodotto diretto di n misure di tipo @ dove con @ si indica
la misura caratterizzata da Q({b}) =p e Q({a}) = ¢q.

Nei prossimi paragrafi si mostrera che il modello CRR & arbitrage-free e Completo Per i Teoremi APT1
e APT?2 (si vedano i Teoremi 5.1 e 5.2) cio significa, rlspettlvamente che per ogni n > 1 esiste ed & unica la
misura martingala ]P’ equivalente a IP,,, si otterra che ]P’ presenta la seguente struttura:

Py (z1,. .. &n) = ﬁ”b(xlv 7xn) n—vp(T1,...,Tn) (6.4)
dove b
. r—a ~ —r
= p— . 6~5
P=y—0r ¢ 4=, (6.5)

Si puo osservare che dalla (6.4) segue che anche ﬁn, cosi come PP,,, presenta la struttura di un prodotto diretto

di misure Q dove Q({b}) =p e Q({a}) = 7.

6.1.1 Il modello CRR é& arbitrage-free e completo

Definita la struttura del modello si vuole dimostrare che il mercato su cui opera & senza opportunita di
arbitraggio. Per realizzare tale scopo, come ricordato sopra, basta dimostrare l'esistenza di una misura di
probabilita equivalente alla misura di probabilita definita dalla (6.3) rispetto alla quale la successione S,, = g’:
¢ una martingala.

Si cerca quindi di individuare quali sono le condizioni che le misure P martingala equivalenti (a P) devono
soddisfare. Si ricorda che §n € una (}TD, F.)-martingala se risulta F,,-adattato, integrabile e gode della proprieta
E(Sn|fn—1) =Sn_1. N

L’integrabilita in questo caso non comporta alcun problema poiché S,, = g—” assume un numero finito di valori
e in particolare risulta uniformemente limitata 4. Inoltre essendo in generale:

Sn _ Sn—l 1+pn

Bn B anl 1 + 7

(6.6)

e considerata la F,,_1-misurabilita di §n_1 e di 1 + 7, risulta chiaro® che la proprietd di martingala rispetto a
P diviene

Elpl] =52 o Bl
~ E [pn] Fr1] = 10 (4)
\
Elpn] = Efra]. (id)
311 punto importante qui & che Py, (x1,...,25) > 0 per ogni (x1,...,Tn)

4In questo caso possiamo anche trovare una maggiorazione superiore esplicita: infatti

Sn _ So 1 L+pe _ So <1+b>"
Bn Bo k:11+rk BO 1+7r

5o .
°Si osservi che

. , e 1
B, Bn_1 B 1\l 47y

:S'n71<1+pn* (1+7mn) ) Sp-1 1

n — Tn
Bn_1 147y Bpo11+mry [P ]
e quindi
_r o~ S Sn—1,1
E [ASa|Fei] 415{ " } 71@{ ( + on —1)‘fn_1}
Bn Bn-1 '1+7m,

Sn_1 1 =
St 15l
B, 11+, Pn — Tn|Sn—1

n— ~ 1 n_l n
S 1E{( +p (+r

" Bp_1 147, )‘fnfl] -
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Quindi, nel caso del modello CRR considerato, in cui r,, & costante e uguale a r, e p, puo assumere solo i due
valori a e b, si ottengono le seguenti identita®

E (pn|Frn-1)=r, < bP (pn =b|Fn_1) + aP (pn =alFpn_1) =r, (6.7)
E(py) =r, & bP(p,=0b) +aP (p, = a) =r, (6.8)
ovVvero,
bP (pn = b|Fn_1) +a (1 —P(pn = b|fn,1)) =r (6.9)
bP (p,, = b) ta (1 —P(p, = b)) =, (6.10)

Si osservi che la (6.9) e la (6.10) implicano

ED(PH =0b|Fp-1) = @(Pn =b) =p == (6.11)
ﬁb(ﬁn =a|Fp-1) = HND(pn =a) =q = 2:2' (6.12)
Da questa osservazione, e dal fatto che F,,—1 = o{p1,-+- ,pn_1} si ottiene facilmente che le variabili aleatorie
p1,- -+, pN sono, rispetto a P, indipendenti ed identicamente distribuite”. Segue che il modello CRR ¢ un

6Si noti che la condizione (i) caratterizza le misure martingala equivalenti mentre la condizione (ii) & solo una condizione
necessaria affinché P sia una misura martingala equivalente. Inoltre, grazie al fatto che p, assume solo due valori, la (i) permette
di individuare la distribuzione condizionata di p, data F, 1, in funzione di r,, = 7n(w). Per lo stesso motivo la (ii) permette di
individuare la distribuzione di p, (entrambe rispetto a IP). Infine, il fatto che ry(w) sia una costante r implica che r,, = r e quindi
che la distribuzione condizionata di p coincida con la distribuzione stessa.

7f Un modo piul elegante per pervenire a questo stesso risultato e verificare I'indipendenza delle p,, si ottiene illustrando la
costruzione di P. _
Dalle premesse fatte si evince che si puo costruire la misura P ~ P attraverso dei passi ben precisi: si prende P, = Pn|£,,, dove

Fn =0(p1,...,pn), si considera una (P, Fp,)-martingala Z, di media 1 e si definiscono Py1,Ps,...,Py tramite la formula
@n(rl, cos®n) = Zn(x1, ... x0)Pp(x1, ..., x0),

quindi, dalla formula di Bayes segue che la condizione (6.7) pud essere espressa come

Z
E, (pn " ’]—'n_1> =r (6.13)
Zn—l
Per n = 1, tenendo conto che Fy = {0,Q}, che Zy = 1 e considerando la relazione (6.13) risulta
pbZ1(b) + qaZi(a) =, (6.14)
tale equazione unita alla condizione di normalizzazione
pZ1(b) + qZ1(a) = 1, (6.15)
permette di ottenere
r—al b—rl
Z1(b) = - e Z1(a) = —.
b—ap b—agq
Ponendo
~ Tr—a - b—r
= e =
P b—a 1 b—a

si arriva all’identita
Py (b) = Z1(b)P1(b) =P
P1(a) = Z1(a)P1(a) =

=

Si osservi che p+ ¢ =1 e che, per la (6.1), p,¢ > 0 da cui segue P; & una probabilita equivalente a P1. Per determinare P, si usa
nuovamente la (6.13) e I'indipendenza tra pi e pa rispetto a Py arrivando al seguente risultato
Za (b7 b) Z2(b7 a)
pb +qa =, 6.16
Z1(b) Z1(b) ( )
una condizione ulteriore sui valori di Za(b,b) e Z2(b,a) ¢ dovuta alla proprieta di martingala di Z,

E2(Z2(p1, p2)|p1 = b) = Z1(b),

che conduce all'uguaglianza

Z>(b,b) Zs(b,a) _

S ACIAAT

1, (6.17)
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mercato privo di opportunita di arbitraggio; analizzando i passi che conducono alla costruzione di P si evince
che quest’ultima ¢ I'unica misura martingala equivalente da cid discende la completezza, per il Teorema APT2.
Tuttavia la dimostrazione che I'unicita della misura martingala equivalente implica la completezza non ¢ stata
data in queste note, mentre & stata data la dimostrazione che la S-rappresentabilita implica la completezza.
Si procedera quindi ora alla dimostrazione della S-rappresentabilita per il modello CRR, in modo che la
dimostrazione della completezza per questo modello sia autocontenuta in queste note.

6.1.2 *“**Rappresentabilitd nel mercato scontato, per il modello CRR

Nel Lemma 5.8 viene stabilita lequivalenza tra la proprieta di completezza del mercato (B,S) e la
S-rappresentabilita, sotto lipotesi che B, = 1, ovvero l'equivalenza della proprieta di completezza del
mercato (B,S) e della S-rappresentabilitd. E interessante osservare che in questo caso & proprio I'unicita

della misura martingala a permettere la S-rappresentazione delle martingale limitate e quindi la completezza.
N.B. Si giunge cosi, per il modello in questione, a una dimostrazione diretta della necessita del teorema APT2.

Sia M = (M,,)n>0 una (]INJ’7 Fn)-martingala e siano le g, = g,(x1,...,x,) funzioni tali che

OVVQI."O8

M (w) =1, (@)=619n(p1(W), -+, pn—1(w), b) + L1y (w)=a}gn(p1(W), ..., pn-1(w), a).
La condizione ]E(M,J]—'n,l) = M, diviene quindi

P(pn = b Fu-1) gn(p1 (@), -+, pu—1(w),b) + Bl = alFu1) gu(pr(w); -+, p1 (@), @)
= gn-1(p1(@); s pn1(W))-

Tenendo conto? delle (6.11) e (6.12) segue che la condizione che M & una (P, F,)-martingala diviene

ﬁgn(pl(w)v s 7pn71(w)7 b) + agn(pl(w)v s apnfl(w)v a)

= gn—l(Pl(W), cee 7pn—1(w))

=Pgn-1(p1(W), .., pn1(w)) + G gn-1(p1(w), ..., pn-1(w))
0 equivalentemente

gn(pl(w)7 cee 7Pn71(w)7 b) - gnfl(pl(w% s 7pnfl(w)>

q
_ gnfl(pl(w)a K ,pnfl(w)) _ gn(pl(w)a ce 7pn71(w)a a)
p

confrontando la (6.16) e la (6.17) rispettivamente con la (6.14) e la (6.15) si vede che

Za(b,b) r—al p Zay(bya)  b—rl @
Zi(b)  b—ap p Zi(b)  b—aq g
In modo del tutto simile si pud ottenere
Z3(a,b) _ P . Z3(a,a) _ q,
Zi(a) p Zi(a) ¢

quindi
Py (a,a) = Z2(a,a)q® = zl(a>§ =7

e analogamente _ _ -
Pa(a,b) =7 P, Pa(b,a) =7 7, Pa(b,b) =5 2.
Le variabili aleatorie py, po risultano, dunque, i.i.d. rispetto la misura Py; inoltre Pa(p; = b) = 5 e Po(p; = a) = Gper i = 1,2.
L'ultimo passo per costruire una misura martingala P~P consiste nell’iterare il procedimento descritto per le misure ﬁg, .. ,ﬁN
ottenendo cosi le P, definite dalla formula (6.4) e infine ponendo P = Py.
8Si osservi che l’espressione di M, come

M, (w) = H{pn(w):b}g’ﬂ(pl (w)v s 7/)”/—1(‘-”)7 b) + H{pn(w):a}g’ﬂ(pl (w)v ceey Pn—l(w), a)'
corrisponde alla possibilita di rappresentare i valori che M,, assume su di un albero.
9Si ricordi che le condizioni (6.11) e (6.12) implicano che, rispetto a P le p;,, sono indipendenti ed identicamente distribuite.
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In virtt dell’espressione(6.5) di p e ¢ si definisce

/ L gn(pl(w)v c o pnfl(w)v b) — gnfl(pl(w)v s 7pn*1(w))
Vn(w) T b—r

gnfl(pl(w)’ t 7pnfl(w)) — gn(p1<w)> ) pnfl(w)’ a)

T—a

da cui segue

AM,(w) = My(w)— M,_1(w)
= Ity @)=t gn(p1(w), . s pn1(w),0) — gn1(p1(w), -, pr_1(w))] +
+ L wy=a [9n(p1(W); - - s pr—1(w), @) = gn—1(p1(w), - - -, pr-1(w))]
= H{pn(w )=b} (b )'7 ( ) + H{pn(w):a} (a’ - T)’Yn( )
= Z H{pn(w):az (.Z' - T)V;L(w)

z={a,b}

= (pn(w) =) (W)

a (@, Fn)-martingala M = (M,,), >0 ammette, dunque, la rappresentazione

My (w) (@) + > (or(w) = r)7i(w).
k=1

Infine, considerando la (6.6) si ha 1'uguaglianza!®

anl

AS,,
Sn—l S

pn(w) =7 =(1+7)

da cui deriva la §-rappresentabilité della martingala considerata, cioe

My (w) = Mo(w) + i%(wmi, (6.19)

dove si & assunto -
Tul) = )1+ 1) (6:20)
R ) YR P 1 61

Si osservi che poiché le +, (w) risultano F;,_j-misurabili (questa proprieta ¢ diretta conseguenza della loro
definizione) la successione 7, (w) & predicibile .

6.2 Prezzi di copertura per opzioni Europee

Si considerino le opzioni Europee di maturita N < oo con pay-off fy dipendenti in generale da tutte le variabili
So0,51, - - -, 9N 0, equivalentemente, da Sy e p1,...,pn. Tenendo conto del fatto che Sy € una costante nota, in
realta il pay-off fy e funzione solo di p1,...,pnN-

10La (6.6) implica, nel caso generale
1
A&iﬁ_&1751(+m_9
By, Bn-1 Bp1\141p
_Sn— (]_ernf ].Jr?”n) 71 1
Bn-1 1+7rn Bp-1 1+7'n

[Pn - Tn} b

da cui

By — —~
lon = ral = (14 7n) g LAS,.

n—1
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Come visto nel capitolo IT se il mercato considerato ¢ senza opportunita di arbitraggio e completo (come
risulta essere il mercato binomiale (B,S) del modello CRR ) il prezzo di copertura (o premio) per lacquisto
dell’opzione, cioe

C(fn,P)=inf{zx >0: 37 tc. Xf=2 e Xy=fnv Pqc} (6.22)

dove con X™ = (X7 )ogngn si indica il valore della strategia autofinanziante m = (3, y), puo essere determinato
dalla identita:

C(fn,P) = ByE (g) . (6.23)
Per il modello in oggetto essendo By = Bo(1 + 1) si ottiene:
=( In

C(fn.P)=E <(1+T)N ) (6.24)

tale risultato permette di rispondere completamente al problema di determinare un prezzo razionale per il
contratto di un’opzione con pay-off fy. Siricorda che il venditore prendendo il premio C'(fy,P) dal compratore
pud dotarsi di un portfolio 7 = (,7) che replica il pay-off fy all’istante N, cioe

X% = fn.

Come menzionato nella dimostrazione del Lemma 5.8 il modo standard per determinare il portfolio 7 consiste
nel considerare, inizialmente, la (P, F,, )-martingala M = (M,,),<n definita da

M, =& [g};‘fﬂ]

Si noti che la martingala si pud costruire a “ritroso partendo da N in quanto My = fx = gn(p1, -+, pN) € POl
utilizzando il fatto che

Mnfl = IE [Mn|fn71] = 5gn(p1a T Pn—1, b) + Ejgn(plv e ,pnflaa)v

come visto nel paragrafo precedente'!.

118i noti I’analogia con la costruzione ad albero binomiale (vedere Bjork [4] capitolo 2 paragrafo 2) per le opzioni europee con
fn = ®(Sn), ed in particolare la Proposizione 2.24: si tenga presente che se Hp(w), ¢ la v.a. che conta il numero delle volte in cui
il prezzo sale tra il passo 1 e il passo n, in [4] la funzione valore Vi, (k) coincide con X7 (w) quando H, = k, mentre M, coincide
con il valore attualizzato X7 (w).
Vale la pena di notare che se nella Proposizione 2.24 si mette r al posto di R, 1 + a al posto di d, 1 4+ b al posto di u, p al posto di

qu, G al posto di g4, n al posto di t, N al posto di T, ed infine si divide per (1 + )" (o (14 7)) si ottiene:

Vi(k) _ =~ Vny1(k+1) +§ n+1(k)
(l+r)” - <1+7.>n+1 q (1+r)”+1
Vi (k _
TS = @(So(1+ )" (1 +a)N—h).
Si definisca gn(p1,--+ ,pn) = ‘(/;‘_f_lj;;), di modo che, notando che se p,+1 = b allora H,,11 = Hp + 1, mentre se p,4+1 = a allora
Hp4+1 = Hp, si ha
(p1,- - b)_w (p1,- - )_M
In+1(pP1, »Pn,0) = (14 ryn+t ) gn(p1, y Pn, Q) = (1+T,)n+1'

Di conseguenza, sostituendo a k la v.a. Hy, (o Hy), si ottiene che il precedente sistema diviene
{ gn(p1; s pn) =D gnt1(p1,  + ,pn,b) + dgnt1(p1, -, pn,a)

gn(p1,- - pn) = B(So(1+0)IN (1 + @)V ~HN) = d(Sy),

che corrisponde, se nostro modello si considera fy = ®(Sy), ala rappresentazione cercata di M, = gn(p1, - *,pn), O
equivalentemente corrisponde al sistema
{ My = B [Mys1F0)
My = fnN.
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Essendo M S-rappresentabile esiste una successione predicibile 7 = (Fn)n<n, si vedano'? le (6.20) e (6.21),
tale che la martingala risulta data da:

n _ Sk
= —_— < . .
M, = My + k§:17kA (Bk> n< N (6.25)

Si puo riassumere quanto detto in questa sezione, tenendo conto anche dei risultati ottenuti nella Sezione
6.1.2, enunciando il seguente teorema:

Teorema 6.1. Dato il modello CRR

1 per ogni N e per ogni pay-off fn Fn-misurabile il prezzo ****puo essere descritto dalla formula

C(fn,P) = BoE [gﬂ =E {(1—{]1)4 . (6.26)

2 esiste una copertura perfetta e autofinanziante © = (3,7) dal valore X* = (XT)n<n tale che

X§ =C(fn:P) X5 = fn

3 le componenti 5 = (/gn)ngN ey = (Yn)n<n della copertura @ soddisfano la relazione'®

~ . Sh
= e —_— .2
Bn = M, —7n, B, (6.27)

dove ¥, con n < N é determinata attraverso la %-mppresentazione (6.25) della (ﬁ’, Fn)-martingala
M = (M,)ng<n definita come

= | [n
M, =E —’]—"n .
[BN
L’espressione di ¥, si ottiene attraverso la formula (6.21).

*** Per la costruzione esplicita della strategia @ e per le connessioni con gli alberi binomiali si veda
I’Appendice 6.3, alla fine di questo capitolo. ***

Concludiamo questa sezione dando una seconda rappresentazione per la martingala M. Prendendo (come
in (5.42))
~ S,

n:Mn_~n7
p g,

1214 formula (6.21), assicura che, se la martingala M,, = & (}é—z;’v ‘fn) si pud scrivere attraverso una funzione g, come in (6.18),

allora il processo 7, definito da

W)y, pn—1(w),b) — gn— W),y pn—1(w B,

’yn(w)=gn(p1( )i Pr—1(w), ) = gn—1(p1(w); - -, pn—1( ))(1+r) no1

b—r Sn—l

¢ quello che permette di rappresentare M, come integrale stocastico discreto come in (6.19). Sarebbe interessante controllare se

questa strategia corrisponde a quella proposta nella Proposizione 2.24 di Bjork, tenendo presente quanto detto nella nota precedente.
13Se si interpreta M, come il valore attualizzato del portafoglio al tempo n allora la relazione (6.27) diviene ovvia se riscritta

come

Su
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si ottiene una copertura autofinanziante 7 = (B, ) di valore
T 2 ~ " fN
X; = BnBn + YnSn = BLE Fn
By
tale che inizialmente

X5 =C(fn,P)

e alllistante N goda della proprieta di copertura perfetta.

Considerando inoltre la relazione

Sn _ Snfl(pn - T)
N (Bn) B,

e sostituendo questo risultato nella (6.25) si ottiene:
Mn:Mo—l—i:’ykk(pk—r):Mo—i—iak(pk—r) (628)
o D k=1

avendo definito oy in modo che valga la condizione J; = ay sf b

Prendendo, infine, la successione § = (J,,) delle variabili aleatorie

Pn —a
5 =
" b—a
risulta immediato che
10 = Op = 1
Pn = a n — 0
per cui §, = 1 se e solo se il prezzo sale al passo n e inoltre F,, = o(p1,...,0n) = (d1,-..,0n)-
Dalla relazione:
S, —p = Pn T
" b—a

appare evidente che oltre alla (6.25) e alla (6.28) si ha anche una rappresentazione di M in funzione della
successione di variabili aleatorie 6 = {d,,}, ovvero:

M, = Mo+ > arAm” (6.29)
k=1
dove la successione m(%) = (mgf)) di variabili m$)) = Sn_1(6k —p) = Hp, —np ¢ una (P, F,,)-martingala e

& = (b— a)an.

Si osservi che la scelta di esprimere M in termini della successione J risulta utile nel calcolo esplicito del valore
del premio, in quanto la variabile aleatoria H,, = >_;_, dj, che conta il numero delle volte in cui il prezzo sale
tra il passo 1 e il passo n, ha legge binomiale Bin(n,p) rispetto alla misura martingala equivalente.

6.2.1 Calcolo del prezzo di copertura per ’opzione call
Per un’opzione call standard (si veda la premessa del capitolo II) la funzione di pay-off fx risulta pari a:
fn = (Sy — K)* (6.30)

dove N indica il tempo di maturitd e K il prezzo di esercizio. Applicando i risultati generali (descritti nel
paragrafo precedente) al caso considerato si ha che la (6.24) diviene:

C(fn.P)=E (W) . (6.31)
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Per sottolineare la dipendenza del prezzo di copertura dell’opzione call dal prezzo di strike viene introdotta la
notazione Ceq(K,P) = C(fn,P).

Prendendo H = Hy pari al numero di volte in cui I'azione ¢ aumentata del fattore (1 + b) nel periodo di
tempo che va da 1 a N, cioe, richiamando le notazioni del precedente paragrafo, H = Zszl 0 segue che la sua
distribuzione ¢ una binomiale di parametri N e p, ovvero:

H ~ B(N,p) sotto  P.
Si puo assumere, dunque, che all’istante N ’azione presenti il seguente valore
Sy = So(1+a)N " H(14+b)" (6.32)

andandolo a sostituire nella (6.31) e esplicitando il valore della media per la distribuzione in esame segue che il
prezzo di acquisto risulta

N
Coant(K,P) = ﬁ 3 (1}\;) G- pyNh
h=0

(So(1+a)N"(1+b)" —K)", (6.33)

se si prende hg come il pitl piccolo intero per cui ¢ soddisfatta la disuguaglianza So(1 + a)N~"(1 +b)" > K si
puo riscrivere la (6.33) in funzione di questo

N N—h h
N\ - N_n [1+a 1+5b
Conticr) =032 ()50 (15) (757)

h=hg

N

-3 (3

h=hg

Si osserva che presa la funzione di sopravvivenza'® di una binomiale calcolata nel punto 2 ovvero

N

- N _
BN = < h>ph<1 pNh (6.35)
h>x
si ottiene i
Ceat(K,P) = SoB(N,p*)(wo) — mB(N,ﬁ)(xo) (6.36)
dove si & posto!®
R
pt=q e D. (6.37)

14Si ricordi che la funzione di sopravvivenza di una variabile aleatoria X, con funzione di distribuzione F(z) = P(X < z) &
definita da F'(z) =1 — F(z) = P(X > z). Nel caso di una variabile aleatoria binomiale di parametri n e 6, se si indica con
L] "
— _ hi1 _ pyn—1i
B(n,0)(z) =P(X <) = Z (z) 0"(1—-0)

i=0
si ha che la funzione di sopravvivenza vale

B(n,0)(x) =P(X >2)= > (?) oh(1—g)nt

i=1+|z]

r—a (_ 1+r=d) g ottiene che
b—a u—d

158i noti che ricordando che il valore di p =
« 1+b_ 1+br—a

B l+7°p_1+r b—a
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Osservazione 6.1. Il valore xy deve soddisfare la condizione

K 1+4+a
N—x T
So(1+a)" (1 +b)"™ -K=0 & zoln(50(1+a)N>ln<1+b****)

In termini di hg é equivalente richiedere che

ho = min{j eN: So(1+a)V (1 +b) — K > 0}
per cui risolvendo si arriva a
I (g )

ho =1+
m (32)

(6.38)

I risultati ottenuti portano ad enunciare il seguente teorema.

Teorema 6.2. Il prezzo razionale per l'opzione Europea standard di tipo call con obbligazione (pay-off) terminale
In=(Sy — K)* & pari a

K BN.5) (o)

Ccall(K, IP) = SQW(;EO) — m

dove B(N,p) é definita tramite la (6.35), p* attraverso la (6.87) e si € assunto hy come nella (6.38).

Osservazione 6.2. Si osservi che i risultati ottenuti nel caso delle opzioni call sono facilmente estendibili a
quelle put (dove fn = (K — Sn)T1), infatti dall’identita

(K-—Sy)T=(Sy—-K)T-Sy+ K

seque che il prezzo razionale di un’opzione put puo essere definito dalla formula
~ (K —Sn)*
Cou(K,P) = E|l——+
1) ( (14N

~ S K
= Cean(K,P) —E ((1 +J\;)N) TR

ed essendo E <(1JSFJTV)N) =Sy si ottiene la sequente relazione

K
Cout (K, P) = Coqu(K,P) — So + —.
put( ) ) call( ) ) 0 (1+7")N
che viene detta formula di parita per le opzioni call-put.
Da questa espressione e facile vedere che
1 . +a( ~)71+ab—r
P=Ty P b—a
Infatti
1+0b _ 1+br—a
1—-p"=1- =1-
b 1+rp 1+rb—a
_(I+r)b-a)—(1+b)(r—a) b—a+br—ar—r+a—>br+ba
(1+7)(b—a) (1+7)(b—a)

_ b—r+ba—ar _ b—7r)(1+a)
(14+7r)(b—a) (14+7r)(b—a)




132 MPEF 01-07-2009

Osservazione 6.3. Sia f = f(x), con x > 0, una funzione non negativa, sia fy = f(Sn) il pay-off e sia, come
al solito, C(fn,P) = By Iﬁfgfj) il prezzo razionale corrispondente. E possibile determinare il valore del prezzo
di un’opzione generica di questo tipo usando il prezzo razionale di un’opzione call.

Si assuma f derivabile con derivata f'(x) = f'(0) + f(o,x] wu(dy), dove u = u(dy) & una misura finita'S,
non necessariamente positiva, su (Ry,B(Ry)). Si noti che se f é derivabile due volte si ha la precedente
rappresentazione con pu(dy) = [ (y)dy .

Allora é chiaro che

(@) = 10 +21'0) + [

(07x]

(— ) uldy) = £(0) +=(0) + /( G (6.39)

quindi ponendo x = Sy e cambiando notazione nell’integrale
i = 1SN =[O+ S F O + [ (Sx—wu(dy) @ ge)
0,00
Se ora si attualizzano i valori

= _J(Sy) _ f0)  Sn (Sv—y)*
fn = B;VV —BN+BZf(0)+/(0m) NBN udy) (P g.c).

e si considera la media rispetto alla misura ]IND, essendo ]Eg—x = E% = g—‘;, e tenendo conto che By = Bo(1+7)N

e deterministico, si ottiene

=fn _ f(0)  So. = (SN—y)+)
B = By Bof(0)+/(0,oo)E(BN n(dy),

da cui seque, per la (6.31), che

ctn®) = 1O s+ / Coant(y, P)uldy). (6.40)

(1+7) (0,00)

Si osservi che se fx = f(Sy) = (Sy — K.)%, K. > 0, allora u(dy) ¢ concentrata nel punto K., cioé
p(dy) = 15,3 (dy), e cio implica, come deve essere, C(fn,P) = Cequ (K, P).

168e il lettore trova difficolta a comprendere questa espressione pud limitarsi al caso di funzioni derivabili due volte, con derivate

seconde continue, e sostituire a pu(dy) 1’espressione f”(y)dy.
Per ottenere poi la formula (6.39) basta considerare che allora

Fz) = £/0) + /0 " )y,

e quindi
@) = 10)+ [ = o)+ [ (f’(O) +f ) f"(y>dy) d: = 10) +ar O+ [ ( / ’ f"(y)dy) dz

e scambiando 'ordine integrali per cui0 < z2 <z e 0 <y < zdiviene 0<y<zey<z<zx

—so+ero+ [ / W) =10+ O+ [ / sy

— F(O) +2f'(0) + /0 ") @ - ) dy

Tuttavia, ad esempio, rientrano nella categoria sopra citata anche funzioni del tipo
flx)=(z— Kt —(z — K2)T, 0< K; < Ka.

Ovviamente per tale funzione non c¢’¢ bisogno di trovare quale sia la misura p per ottenere il prezzo (basta usare la linearita del
valore atteso per capire che basta fare la differenza tra il prezzo della call con prezzo di strike K e quello della call con prezzo
di strike K. Comunque, posto g;(z) = (z — K;)T si ha g/(z) = 0 per z < K1 e g/(z) = 1 per z > K1, ossia g/(x) coincide
con la funzione di Heaviside H(xz — K;), che a sua volta corrisponde all’integrale della misura di Dirac g, (dz), che €’ una misura
concentrata in K; con peso 1 in K;.
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6.3 Appendice: Alberi binomiali e modello CRR***

In questa Appendice vogliamo discutere la relazione tra i risultati ottenuti in questo capitolo, e la costruzione
degli alberi binomiali, cosi come si trova nei testi standard come il testo di Hull [8] o di Luenberger [10], ad
esempio, ma anche nel testo di Bjork [4]. Il metodo si applica nel caso in cui 'opzione sia di tipo europeo e
plain vanilla, cioe il caso in cui il terminal pay-off fy = f(Sn), con f funzione deterministica.

Per iniziare 'albero permette di scrivere ’evoluzione del prezzo dell’azione in modo che 'albero rappresenta,
lo spazio dei possibili eventi (si veda la Figura 6.1).

La martingala M, & data dal valore atteso condizionato, sotto la misura martingala equivalente IF’, del
terminal pay-off attualizzato

;_ f(SN)

In By
rispetto a F,,, ossia da

f(Sn)

M:
N By

e M,—FE [MN‘]-'R} .

Quindi, nel caso delle opzioni plain vanilla, il valore di My si ottiene semplicemente calcolando la funzione f
negli N + 1 valori possibili per Sy e dividendo per By = By(1 + )Y (si veda la Figura 6.3). Essendo By un
valore deterministico, si ha che

My = gn(Sn),

f(s)

kg gn(s) = W). Sempre nel caso delle opzioni plain vanilla,

****(

dove gn € una funzione deterministica

anche M, gode di una proprieta analoga, ovvero della proprieta che

per un’opportuna funzione deterministica §,. Questa proprieta si dimostra facilmente per induzione: per
n = N — 1 si ottiene immediatamente

My, =E {MN’}—NA} —E [fg_;iv)’le}

_E{ B lov=w + g 1{zN:d}’fN—1
F(Sxo1-u) = f(Sn-1-d) 5
= B[ Fna |+ S B [Lea P
Sy - ~ Sno1-d) -~
= M) G HE D) G )

Analogamente se M,, = §,(Sy,), allora

M,

el
(St - 1{Zn:u}+gn(sn_1~d)~1{Zn:d}‘fn_1}
w(Sn-1 ) B (17,2 |[Faca] + Gu(Sno1 - ) - B [Lz, | Faca
n(Sp—1-1w) D+ Gn(Sn-1-d) ¢ = Gn—1(Sn-1)-

=
B [on

I
Na)¥

Il
Na)Y

Riassumendo abbiamo visto che quindi, nel caso delle opzioni plain vanilla, per ottenere la martingala M,
basta

1) calcolare My alla fine dell’albero binomiale,
2) calcolare My,_1 = Ggn—1(Sn—1) = gn(Sn—1-u) - P+ Gn(Sn—-1-4d) - q.
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Ovviamente queste operazioni corrispondono alle operazioni deterministiche
calcolare la funzione g, (s,), per = 0,1,...,n, (con n = N,N —1,...,1,0), e dove s, sono i possibili valori
che puod assumere la variabile aleatoria S,,, ossia per s, € {squ®d"~*, con k = 0,1, ...,n}, attraverso i seguenti
passi:

1) porre

f(sn)
By’

gn(sn) ==
per tutti i valori che puod assumere Sy, ossia per sy € {sou*d¥ =% conk =0,1,...,N};
2) calcolare §,—1(s,—1), attraverso la formula ricorsiva
Gn-1(5n-1) = Gn(8n-1-1) D+ gn(sn—1-d) - q,
per tutti i valori che puo assumere S,,_1, ossia per s, _1 € {sou*d"~'=% conk =0,1,...,n —1};

*** ATTENZIONE INIZIO CAMBIAMENTQ *####k
Come gia sappiamo, U'interesse della rappresentazione della martingala M,, & dovuto ai seguenti fatti:

(I) Calcolo del prezzo dell’opzione: Vedremo come si possa arrivare ad una formula ricorsiva per il calcolo
del prezzo, non attualizzato. Anche in questo caso c¢’® una formula ricorsiva (all’indietro) per la funzione

17Queste operazioni corrispondono anche a calcolare la funzione gn(so uk d"’k) per k=0,1,...,n, (conn=N,N—1,...,1,0)
attraverso i passi

(1) calcolare g (so uF dVN=F) = f(souF dN=F)/By, per k=0,1,...N,
(2) calcolare, per n < N,
gn—l(SO uk dnflfk) _ §n(80 uk dnflfk ) u) ﬁ_i_ ﬁn(so uk dnflfk . d) . a«

_ én(So uk+1 dn—k‘+1) 'ﬁ‘i‘ Qn(SO uk dn—k) ) EZV

Si osservi che se si indica con

Vi (k) 1= gn(so u® d"™F),

allora la precedente formula ricorsiva diviene

(1) calcolare \:/N(k) = f(souP dN~*)/By, per k =0,1,...N,
(2) calcolare V;,(k), per k =0, 1,...N, attraverso la formula ricorsiva

anl(k) - Vn(k‘f' 1) ij"!‘ ‘ZL(k) Zj

Inoltre, tenendo conto del fatto che

S, = sgulln g Hn

si ottiene che N
My, = gn(so u™r d"~Hn) =V, (Hy).

La funzione _
Vin(k) = Bn Vi (k) = Bn gn(sou” d" %) = Bo (1 + 7)™ gn(so u® d" ),
anche ammette una formula ricorsiva, che risulta
1 ~
Vio1(k) = -—— (Va(k+ 1) - p+ Va(k) - @),
1+7r
come si vede subito tenendo conto del fatto che

_ 1 .
Vno1(k) =Bo (147"t V,_1(k) = I—HBO A 4+7)" Vp_1(k)

= 17;80 14" (Vn(kJr -+ Vn(k) ) 5)

— s (et 1) P4 ValR) ).

Abbiamo quindi ottenuto la formula ricorsiva che viene presentata nel libro di Bjork [4].
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e(n,z) = Bpgn(x), che permette di calcolare il valore del portafoglio al tempo n come ¢(n, S, ), ed il prezzo al
tempo zero come ¢(0, sg).

(IT) Calcolo della strategia di copertura perfetta: si ottiene l'espressione esplicita della strategia
autofinanziante di copertura perfetta data dal cosidetto Delta-hedging ossia

e(n, Sp—1(w)u) —e(n, Sp—1(w) d)
Sn—1(w)u — Sp—1(w)d ’

&n(w) =
(si ricordi che (3, si ottiene immediatamente dalla condizione che la strategia sia autofianziante).
Il nome di Delta-hedging, viene dal fatto che la strategia (o portafoglio) si puo riscrivere

. _ Ac(n)
@) = X5

dove Ac(n) ¢ la differenza tra i due possibili valori del portafoglio al tempo n, e AS(n) ¢ la differenza tra i due
possibili prezzi del titolo rischioso al tempo n, entrambe le differenze sono calcolate al tempo n — 1, quando
sappiamo che il prezzo del titolo rischioso vale S, _1.

***fine cambiamento***

(I) Calcolo del prezzo dell’opzione
Se 7 = (Bn,fyn)n ¢ una strategia di copertura perfetta, allora, sotto la misura martingala equivalente P, il
processo valore attualizzato Xf{ = X7 /B, gode delle proprieta che

f(Sn)
By

n
, ~,7;r = Z:}/k (Sk - S’k—1)7 1<n<N. x % xcambiamentox x x
k=1

Xy =

per cui ¢ una martingala (sempre sotto ﬁ) Poiché entrambe My e )~(}~{, coincidono con il terminal pay-off
attualizzato, ovvero
or _ J(SN)
M = X7T = B
N N B
necessariamente deve essere (si rammentino le osservazioni all’Esempio 4.1: ****se due martingale coincidono,
con probabilita 1, nell’istante IV, allora coincidono, con probabilita 1, in tutti i tempi precedenti n < N)

Mn:Xf{, perogni n=0,1,...,N.

kokkk kokokoky

Da cio discende anche che si puo ottenere una rappresentanzione per il valore della strategia di

copertura, non attualizzato, cioe

X*=B,X

n

IS

= BnMn = BnIE |:fN’~7:n:| = Bng7l(p17"' ;Pn)~
By

Nel caso delle opzioni plain vanilla, quindi, la funzione valore diviene
X7 = By gn(Sn) = c(n, Sp), (6.41)
dove
c(n,z) =cy(n,z) == By (1 +7)"gn(x). (6.42)

Nella precedente definizione abbiamo messo in evidenza la dipendenza dal tempo di esercizio N, in quanto anche
la funzione g, (r) dipende da tale valore!®.

18 Abbiamo indicato tale funzione con c(n,z), ma ovviamente il valore del portafoglio di copertura perfetta dipende anche dai
parametri r, a e b (o se si preferisce da r, u e d).
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Ovviamente anche cy(n,z) si pud ottenere con una formula ricorsiva:

1) porre

ex(tos) i= flow) (= B T3,

per tutti i valori che pud assumere Sy, ossia per sy € {sou*d¥ =% conk=0,1,...N};

2) calcolare cy(n — 1, s,—1), attraverso la formula ricorsiva

1

CN(TL — 1, Snfl) = m

(CN(TL,Sn,1 : u) ﬁ"_ CN(TL,Sn,1 : d) ! a)a

per tutti i valori che puo assumere S,,_1, ossia per s, _1 € {sou*d"~'=% conk =0,1,...n —1};

Questa osservazione ha anche I'importante conseguenza che il prezzo dell’opzione si ottiene come'®

To — BO Xgr = CN(O,S()).

(II) Calcolo della strategia di copertura perfetta
La strategia di copertura perfetta si ottiene immediatamente dalla S—rappresentazione di M,, = E[ fN|.7-'n},
ossia nel momento in cui si abbia che

My =" 4 (Sk — Sk-1),
k=1

in quanto, appunto il valore attualizzato Xf{ coincide con M, se appunto la strategia scelta ¢ data dall’investire
in ~y; azioni nell'intervallo (k — 1, k) e nel mettere in banca il rimanente, ossia la differenza tra X ;| — 9, Sk—1,

infatti X}?ﬂ = Br_1 + Fr_1 Sk_1 per definizione, ma deve essere anche X,’;Ll = Br + Ak Sk_1, se la strategia
7 = (Bn, ¥n)n & autofinanziante.

Ricordiamo brevemente come si ottiene il numero 7; di azioni da comprare nel caso generale: una volta data
la funzione g, (p1,- -, pn), che individua?°M,,, allora la condizione che M, sia una martingala, ossia

Mnfl = E[Mn‘fnfl]
diviene la condizione?!

gn71<p1(w)7 t vp’nfl(w)) = ﬁgn(pl(w)7 T 7pn71(w)7 b) + an(l)l(w)» te apnfl(w)a a)~

Inoltre, come abbiamo visto, la condizione che M,, sia una martingala equivale ad affermare che

(W) == In(p1(w), -~ ,Pn—l(w)abz:in—l(m(w%"' s Pn—1(w)) (6.43)

coincide con I'analoga espressione con a al posto di b, ovvero che vale anche 'uguaglianza

7&(‘”) — gn(pl(w)a e ’pn_l(W),ai:LZn_l(pl(W), e apn—l(w)) ) (644)

19Nelle notazioni del Bjork [4] cid corrisponde a

xo = Bo X§ = Bo V(Ho) = Bo V(0) = V(0).

20Come abbiamo gia visto prima, nel caso delle opzioni plain vanilla sappiamo che la funzione gn(p1,--- ,pn) risulta essere
funzione deterministica di Sy, ossia My = §n(Sn).
21Ricordiamo che i punti chiave sono scrivere M,, = 1ip,=a} gn(p1,+ , pn—1,0a) + 1i,,=b} gn(p1,- -+, pn—1,b), la linearita del

valore atteso condizionato, ed il fatto che E[l{pn:w} |Fn] = ﬁ”({pn =a}|Fn) = @({pn ==x}) vale per z =a e p per T =b.
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Inoltre, come abbiamo gia visto, nel caso generale abbiamo
My, (W) = M1 (w) =1, a3 (@) [gn(p1(w), -+ s pn—1(w), @) = gn1(p1(w), -+, pn—1(w))]
+ 1=} (@) [gn(p1(w), -, pr—1(w),b) = Gn—1(p1 (W), -+ s pu-1(w))]
=11p,=a} (W) 10 (W) (@ = 1) + L, p} (W) 1 (W) (b—7)
=7 (@) (pn —7)

(1+pn)Sn71 Sn—1 Sn—1 |:1+Pn _ 1] — Sn_1 Pn—T __ Sn_1 (Pn—T)

ed infine, tenendo conto che S, —Sw—1 = FTE S — 5, = B, L Tar yEmuedls el - meey ¢ e P
ha
B,_1(1+7) = ~ ! (w ~ ~
Mn(w) - Mn—l(w) _’Y’:L( ) g’nl—(l (w) ) (Sn( ) Sn—l(w)) = Bn S:Ll(zj) (Sn(w) - Sn—l(w))a
da cui
Su(w) = By 22 (6.45)
Snfl(w)

Nel caso delle opzioni plain vanilla, tenendo conto che g, (p1(w), -+, pn—1(w), pn(w)) = §n(Sn(w)), la condizione
che M,, sia una martingala sotto P diviene, come abbiamo visto all’inizio del paragrafo in modo diretto,

Gn-1(Sn-1) = P gn(Sn-11) + Ggn(Sn—14d), (6.46)

mentre la condizione che (6.43) coincide con (6.44) diviene

_ ?]n(Snfl(w) 'I_l,) B gnfl(Snfl(w)) _ gn(Snfl(w) d) B ?]nfl(snfl(w)) )

/
Tn (W) b, a_r

(6.47)

Inserendo in quest’ultima relazione (6.47) la precedente espressione (6.46) per §,—1(Sn—1), e tenendo conto che
G=1-p=2Cecheb—a=1+b—(1+4a)=u—d, siottiene
’ L gn(snfl(w) u) - [ﬁgn(snfl(w) u) + ‘jgn(snfl(w) d)]
lyn (w) T b —r
gn(sn—l(w) u) - ﬁgn(sn—l(w) u) - (jgn(sn—l(w) d)
b—r
4 9n(Sn—1(w) u) = qGn(Sn—1(w) d)
b—r

= [gn(Sn,l(w) ) — §n(Sp—1(w) d)]

—T

= bb:ar (90 (Sn-1(w) u) — Gn(Sn—1(w)d)]

_ 9n(Sn—1(w) u) = gn(Sn-1(w) d)
B b—a
Gn(Sn—1(w) u) — gn(Sn-1(w) d)
u—d '
Per ottenere 4, non rimane che utilizzare questa uguaglianza in (6.45) e osservare che, sempre per le opzioni
plain vanilla, la strategia di copertura perfetta si ottiene da una derivata discreta, ossia

o) =, ST (S (@) )~ n(Saa () d)
Sn—1(w) Sn—1(w)u — Sp_1(w)d
By gn(Sn-1(w) u) = B gn(Sn-1(w) d)
Sp—1(w)u — Sp_1(w)d
Ricordando la (6.41) e la definizione (6.42) della funzione ¢(n,x), si ha dunque che in questo caso la strategia
di copertura perfetta diviene una sorta di derivata discreta rispetto al parametro = della funzione ¢(n,z), in
quanto

e}

o

c(n, Sp—1(w)u) —e(n, Sp—1(w) d)
Sp—1(w)u — Sp—1(w)d

:Yn(w) =
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FIGURA 1:
come si trovano i valori di S,, pern=0,1,...., N

Figura 6.1: Albero binomiale per il calcolo di S,, per n = 0,1,..., N. Lo spazio ) viene rappresentato come
I’insieme dei cammini possibili.

Figura 6.2: Albero binomiale per il calcolo di S,, per n = 0,1, ..., N. Esempio di cammino: in grassetto si vede
il cammino relativo all’evento {Z; = u, Za = wu,Z3 =d, Zy = d, Z5 = u, Zg = d}



f(sn-1u)/BN
gN—l(SN—l) = SN—1

= pf (snyppip By 54 (sv—-1d)/ BN -1

f(sn—1d)/Bn

FIGURA 2:
come si trovano i valori di M,, = §,(S,) pern=20,1,...,N.

S0 dN

JAVAVAVAN

Figura 6.3: Albero binomiale per il calcolo di gy_1 e della strategia di copertura perfetta 4y

In particolare la strategia di copertura perfetta per n = N ed Sy_1 = sy—_1

. _ By f(sn—1u)/By — By f(sn—1d)/Bn _ f(sn—1u) — f(sny-1d)
w SN—1u — Sn—1d SN—1U — SN—1d

b

k dnflfk

mentre per n generico ed S,_1 = $,_1, in un nodo generico s, 1 = Sgu , si ha

. Bpgn(sn—1u) = Bpgn(sn—1d) _ c(n,sp_1u) —c(n,s,_1d)
" Sn—1U — Sp_1d Sp_1U — Sp_1d '

Sp—1U
Gn(Sn—1u)

Grn—1(Sn—1) = Sno1

= PIn(sSn—1u) + @gn(sn_1d) Sp—1d
Gn(sn—1d)

Figura 6.4: Albero binomiale per il calcolo della strategia di copertura perfetta 7,,.



Capitolo 7

Il modello di Black e Scholes come
limite del modello binomiale
multiperiodale

7.1 Il Modello Binomiale Multiperiodale

Ricordiamo brevemente il Modello Binomiale Multiperiodale (o Cox-Ross-Rubinstein)

7.1.1 Ipotesi e notazioni

Il tasso di interesse & costante e vale r, mentre il prezzo dell’azione ¢ dato da
So =59 > 0, Snt+1 = (1 + pnt1)n = Zn1+15n
o in altre parole
So = 59 > 0, S1=104p1)So=215 ... Su=04pn) - (L+p2)L+p1)So=2Zp- - Z2Z150
dove le variabili aleatorie p; possono assumere solo il valori a e b, con la condizione
a<r<hb,
o equivalentemente le variabili aleatorie Z; = 1 + p; possono assumere solo i valori
u=1+Db, d=1+a,

con la condizione
d<l+4+r<u.

Si definisca
§i = Lyp—by = L{z,—u}

ovvero la variabile aleatoria che vale 1 se il prezzo dell’azione sale e zero altrimenti, in modo che!

Zi = ’U,&’ dl_fi.

1 fatto che Z; = u% d'~%i si verifica per ispezione:
Zimuof=1loubidG=yld=l=y
Zi=de & =0 ubid "¢ =403 0 =¢

140
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Sia H,(w) la v.a. che conta il numero delle volte in cui il prezzo sale tra il passo 1 e il passo n, ossia

k k k
= Z l{Pi:b} = Z 1{21‘:”} = Z&
i=1 i=1 =1

in modo che

Hy,
SN = Sguf* @ Hr = g, (%) "k

H
=Sy (146"~ (1 k=Hy — g 1+b k1 k
=So(1+0)"N (1+a) =%\ 1T (1+a)

per ogni k = 0,1,..., N e per ogni pay-off terminale? fy (che deve essere Fy-misurabile) il prezzo di esercizio
puo essere descritto dalla formula

C(fx,P) = Cr(fn, P) = BOE[Q; ]:E[(lf\l)z\r} (7.1)

dove E ¢ il valore atteso rispetto alla probabilita P rispetto alla quale gli eventi {Z; = u} sono indipendenti e
tutti con probabilita
. 1+r—d 1+r—(1+a) r—a

P="0—d “a+b0-(0+a) b-a

Allora, per 'opzione call europea con prezzo di esercizio K e tempo di esercizio N,

M] (7.2)

— Ccall (K7 IP)) = CCG”,N (K’ ]P))IE |: B
N

e quindi, tenendo conto che Hy ha distribuzione binomiale Bin(N, p) rispetto a P

N\ ~ny o~ ven (1HDY (1+a\V "
Cean(K,P) = Sy ) <h>ph(1—p)N h<1+T> (1+r)

m0<h<N

=50go<f:><11¢ G
()

(7.4)

dove
K
In (Sg(1+a)N )

Ty = %b* * Kok
In <1ia>
0 equivalentemente
ho = min{jeN: So(1 +a)N (1 +b)/ — K > 0}

2Si ricorda che stiamo trattando obbligazioni derivate di tipo europeo, che possono essere esercitate solo al tempo finale N, o
tempo si esercizio, al contrario di quelle di tipo americano, che invece possono essere esercitate in un qualunque istante tra ’inizio
del contratto e il tempo di esercizio.
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7.2 Approssimazione del Modello Binomiale Multiperiodale

7.2.1 1l modello approssimato, a tempo continuo

Consideriamo ora il caso in cui gli scambi avvengono sempre piu vicini nel tempo ovvero ai tempi t,(cn) =k/n.
Consideriamo il tempo continuo, ma, per n fissato, i processi che ci interessano sono costanti negli intervalli
tra un tempo té") = k/n e laltro. Inoltre i parametri del modello, ossia r, u e d, dipenderanno da n, in modo
da specificare e da tenere conto del fatto che si tratta di intervalli di ampiezza 1/n.
Continuiamo ad indicare con By ed Sy il prezzo del titolo non rischioso (conto in banca) e del titolo
rischioso (l’azione) rispettivamente, anche se, per mettere in evidenza la dipendenza dal parametro n sarebbe

piu opportuno denotarli con B,[Cn] e S,[f].

Supponiamo
Bt(n) = B(LZL = Bty = Bo (1 + 7"(”))LntJ (7.5)
(n) HLntj \_’fbtj
U
S,Sn) = S(LZZJ = S\nt) = S0 <d(n)) d(n)) (7.6)

dove il primo segno di uguaglianza sia in (7.5) che in (7.6), garantisce il fatto che i due processi Bgn) ed St(n)
sono costanti sugli intervalli di ampiezza 1/n, mentre nell’ultima uguaglianza in (7.5) si sceglie

=, (7.7)

e dove infine nell’'ultima uguaglianza® in (7.6) si sceglie

u(™ = eo/vVn d™ = e=o/Vn (7.8)

per una costante o > 0.
Infine anche il valore del tempo di esercizio dipende da n in modo che

dove N,,(T') ¢ il numero di intervalli di ampiezza 1/n contenuti in [0, 7], ovvero N, (T) = [nT].

Il risultato principale di questa sezione ¢ riassunto nel seguente teorema, che corrisponde ad ottenere la
formula di Black e Scholes come limite.

Teorema 7.1. Posto CéZI)I(K, P) il prezzo della call europea nel modello binomiale dato da (7.5) e (7.6), con i
parametri definiti come in (7.7) e (7.8), prezzo di esercizio K e tempo di esercizio Ny (T), si ottiene che

Tim U (K,P) = s0® (¢ + 0VT) = Ke " Ta(—(), (7.10)

dove ® ¢ la funzione di ripartizione della legge N'(0,1),

1 I
o) = g [ (= g [ e e e

e ¢ dipende da K, T, r e o nel sequente modo:

~sin - (-5)7),

[n]

3Si noti che di nuovo, per non appesantire la notazione, non abbiamo utilizzato la notazione HLntJ , che sarebbe stata piu precisa.
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Osservazione 7.1. Tenendo conto che —rT = log(e™ 1) = —log(e™), con semplici passaggi si ottiene
C:-(ﬁlog(%)—#)****, —C—i—a\/»——log( 7') ”f****

da cui, poiché, come gia ricordato ®(x) =1 — ®(—x)x*, il limite in (7.10) si riscrive come

S0P (\—FIOg (906 ) + #) Ke ™ To( flog( T) — #) (7.11)
=5 [<I> ( flog (Soe ) + ”\Q/T) - QOI:TT @(\—FIOg( TT) - ‘7‘2/?)} (7.12)

La forma (7.12), mette in evidenza come il prezzo si scriva come il prezzo iniziale sy della opzione, moltiplicato
per un fattore che dipende solo dal rapporto* 50%’ fra prezzo di esercizio K e prezzo forward della opzione

stessa, (cioe sge™T, il valore di so attualizzato al tempo T ).

Prima di tutto commentiamo la scelta del riscalamento, ossia la scelta dei due processi (7.5) e (7.6).

Ovviamente la scelta di (™) in (7.7) corrisponde alla necessita che il tasso di interesse sia proporzionale

(n) t(”)) [k k+1

all’'ampiezza degli intervalli [t ;") o ), ossia si abbia

7’" k
B = 5= 5 = 5y (14)

(
by

e che rimanga costante in tutto I'intervallo st341), ovvero che

) [ k+1)

n’ n

B{™ = Bt(ig")) = By (1 + ﬁ) per t € [ty "]

o in altre parole che, se, analogamente a N, (7)),
N, (t) = [nt] (7.13)

¢ il numero di intervalli di ampiezza 1/n che si trovano nell’intervallo [0, ¢], allora
N (t)
B =B (1+1)
n

o meglio
LntJ
B™ — B({:gJ Bo( n) (7.14)

Inoltre e ragionevole pensare che i cambiamenti del prezzo si discostino di poco in un intervallo di tempo
cosi piccolo, ed in effetti si suppone che

St((rg = 27" St((rg = (1 + Plin)) St(ffl
k k—1 k—1

dove i valori ammissibili per Zlin) sono solo u(™ = e?/Vn ¢ () = ¢=9/V_od in effetti le successioni u(™ e d(™
convergono entrambe ad 1, ovvero, piu precisamente,

w™ N1 dm™ 1,

n—oo n—oo

Si noti inoltre che, tenendo conto che

1
1:1+x+§x2+0(z2),

4Ricordiamo che I’opzione si dice alla pari o at the money se K = sge” rT

invece K > sge"!

, out of the money se K < sge”", e in the money se
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la definizione (7.8) corrisponde a

u™ = 1+(0/\/ﬁ)+%(02/n)+0(1/n) dm :1—(0/\/ﬁ)+%(02/n)+0(1/n), (7.15)
e quindi la condizione di completezza e di assenza di arbitraggio, ossia
d™W <147 <o o o™ <) <p™
diviene
—(o/v/n) + % (0?/n) +o(1/n) < r/n < (0/y/n) + % (02 /n) + o(1/n), (7.16)

che e chiaramente soddisfatta per n sufficientemente grande.
In altri termini si suppone che

W™ =1 p™ g =1 4.,

dove ) )
p) — 7 19 1 m)__ %9 19 1
n+2n+0(n) a n+2n+0(n)
e che
StV =80, perte [V = [£, )

ovvero, se come prima, N, (t) = |nt] & il numero di intervalli di ampiezza 1/n che si trovano nell’intervallo [0, ¢],
allora, tenendo presente che
NORIN

w _ 20/
A~ e=oivm € ’

si puo anche scrivere

n u(”) A n LNa (9]
St( ):S%(_S[Lm) So <d(n)> (d( )>

- (i) )"

1 1
=S, eQUﬁHLntJ e—UﬁL"U

—~

— Sy e’ VR (2= Lnt)) (7.17)

Passiamo ora alla dimostrazione del Teorema 7.1, ossia della formula di Black e Scholes.

7.2.2 Dimostrazione della formula di Black e Scholes

Grazie al fatto che (almeno per n sufficientemente grande) il modello di mercato considerato ¢ completo e privo
di opportunita di arbitraggio, sappiamo che la misura martingala equivalente P(™ esiste ed & unica, e che,
rispetto alla misura martingala equivalente P(™ | gli eventi {Zi(n) = u} sono indipendenti e con probabilita

sy _ LH g —d® 5 —a® R (3T o)
W= = = - 3 i 7
um) — qn) p(n) — q(n) ﬁ+%%+o(%)f(77+%%+o(%))

o meglio

o2 o2 o 1
2= +5% - 5% +o(3) 2 75 o)
1 1 r—3o? L 1 1

=3 = 7)) = 79717
RN A R s R W
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dove 0, = (r — 3 0%)/o + o(1) converge a (r — 3 02)/c per n che tende all’infinito.*
Equivalentemente le variabili aleatorie &; sono indipendenti e di valore atteso
1 1 r—3o?

Eg)=pm == 4~ 1739 4 01y
[&] =P SN +o()

Di conseguenza il prezzo di un derivato con maturitd (tempo di esercizio) T e con pay-off terminale
(contingent claim)

F(S57)

dovra necessariamente avere come prezzo

. S(n)
C™(f,P) = ByE™ it o) ) (7.18)
By
in particolare per ’opzione call
(n) + _ K\t
(n) =) | O7 — K) =) | BN, — K)
Ceait(F.B) = By B | = =E® o\ N (T) (7.19)
By (1+7)

Abbiamo quindi un’espressione del prezzo, ma il problema a questo punto diviene complesso dal punto di vista
numerico, almeno per n grande: il denominatore non comporta problemi in quanto si pu¢ approssimare con
e’ mentre lo stesso non si pud dire del numeratore.

Per risolvere questo problema ci viene in aiuto il Teorema Centrale del Limite. Si noti infatti che, qualunque

siat>0

() Na®) (n)
n u n u n
log St( ) = log So + Hy;, (1) log (d(")) + N, (t) log (d( )> = log So + E & log (d(”)) + N, (t) log (d( )) 7
i=1

e che Hy, (1), rispetto alla misura martingala equivalente IF’("), ¢ la somma di variabili aleatorie indipendenti
tutte con la stessa distribuzione, che per ¢ > 0 il numero N,,(t) = [nt| converge all'infinito. Grazie al Teorema
Centrale del Limite si ha che quindi Hy,, ;) ha una distribuzione approssimativamente gaussiana, di valore
atteso ~
E™ [Hy, 1] = Nu(t) ﬁ(n)

e varianza (n)

— (n

Var  (Hy, @) = Na(t) 5™ (1 - p™).
Per lo stesso motivo®, sempre rispetto alla misura martingala equivalente ]IN”("), anche il logaritmo di St(n) e
approssimata da una variabile aleatoria gaussiana di valore atteso

B [l (5)] =108 5o+ 300)5 1o () + Vatt) o (4

Var™ (log (5)) = Nu®) 57 (1 = 5) (log ( Zf:i ))

W) o/VE
A~ e=o/vn

™ o o
um\ _, 0 ) __ o
log<d(")> 2, loe () NG

5Si ricordi che se Z ha distribuzione N(«, 3%), ovvero distribuzione gaussiana di valore atteso a e varianza (2, allora anche
W = a + bZ ha distribuzione gaussiana, ma di valore atteso E[W] = E[a + bZ] = a + ba, e varianza Var(W) = Var(a + bZ) =
Var(bZ) = b*Var(Z) = b*52.

e varianza )

Ricordando che
— 620/\/5, d™ — efcr/\/ﬁ7

si ha
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si ottiene che il valore atteso del logaritmo di St(n), vale

E™ [log (St(”)ﬂ =log Sy + |nt]

= log Sp + |nt]
ln tJ

(
= log Sy + |nt] (
(
(

=log Sy + —

Analogamente la varianza vale

Var” (1og (54)) = M0 571~ 5 (1o (Zii))
— |t (;+2\1/ﬁ7“_j02+0(1n)> (1 <;+2\1/ﬁ7”—0§02+0(\/15) ) <x2/gﬁ>2
2

11 11 402 1 1)\ 4

1 402 9
=~ t|l-—~=t
[nt] ; ——=to

Di conseguenza, se W, ¢ una variabile aleatoria gaussiana di valore atteso 0 e varianza ¢

log(S{™) ™" log S + ¢ (r—1o0%) +oW,. (7.20)

Osservazione 7.2. Va notato che il precedente risultato si potrebbe ottenere anche direttamente, dimostrando

che la funzione caratteristica della variabile aleatoria log St(n) converge alla funzione caratteristica di log(so) +
rt— %O’Qt-l-O'Wt, ossia che

lim E™ [exp{zulog (S(”))}} u(log(so e™) =% o t)— L o tu? .
In modo ancora pit semplice si noti che dalla (7.17), si ottiene

VInt]
Sgn) = SO ea Vnt \/ﬁ(2 HL”tJ L"”)

7”\%? *#+4converge ad \/t, e per ottenere la convergenza basterebbe dimostrare direttamente che la
funzione caratteristica della variabile aleatoria

Owviamente

\/'E\/L%J@Htmj — [nt])

converge alla funzione caratteristica di + (rt = a t+ O’Wt) = Tﬁg T t+ Wy, ***Fossia che

lim E( [exp{zulog (S( ))}} giu(rt= o’ t)—3 0% tu?

n—oo

La dimostrazione sarebbe sostanzialmente la stessa di quella del teorema centrale del limite, in quanto possiamo
scrivere

k k
2Hk—k:Z(2§j—l)(:2H =Y (e - )

j=1 j=1
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come somma di variabili aleatorie indipendenti ed identicamente distribuite. L’unica differenza risiede nel fatto
che le variabili aleatorie 2&; — 1( = 25][.n] — 1), hanno distribuzione che dipende da n: esattamente 253[-"] -1

assumono i valori +1 e —1 con probabilita p\™) e 1 — p™) | rispettivamente®. Il calcolo del limite della funzione
caratteristica in questo caso richiede quindi un minimo di attenzione in pi.

Va infine notato che, nel caso in cui invece si avesse pit semplicemente il caso di variabili aleatorie
X; = 2& — 1, indipendenti e che assumono i valori +1 e —1 con probabilita 1/2 (e quindi a valore atteso
nullo), il teorema centrale del limite ci darebbe direttamente che

Lnt)
[nt] ,/Lme Z 2¢-1)

converge in distribuzione ad una variabile aleatoria gaussiana standard e quindi

1 [nt]

@ Hiy — nt]) = \/15;(253- —1)

(2 Hl_ntJ — Lntj)

converge ad una variabile aleatoria gaussiana di valore atteso nullo e varianza t.

Alternativamente, nel caso in cui invece la probabilita che 2&; —1 = +1 fosse ancora ]5(")(75 1/2) si potrebbe
sottrarre ed aggiungere il valore atteso di 2&§; — 1, ossia 25" — 1 nella somma, ottenendo

[nt] Lnt] [nt]
\/~22£J \/>Z 28 —1- (Qp()—l ZQp(”)—l

La prima somma converge allora ad una variabile aleatoria gaussiana a valore medio nullo, mentre si potrebbe
dimostrare che la seconda somma converge a rt — 20 t. Questa osservazione é alla base dell’idea che permette
di costruire il moto browniano standard. Ad esso e’ dedicata la sezione successiva.

Prima di proseguire nella dimostrazione del Teorema 7.1, dobbiamo ricordare che il simbolo X, dﬁyn_)oo X

significa che la successione di variabili aleatorie X,, converge in distribuzione (o in legge) alla variabile aleatoria
X. Non & necessario che le variabili aleatorie X,, ed X vivano sullo stesso spazio di probabilita, ma si puo
supporre che, per ogni n, la variabile aleatoria X,, sia definita nello spazio di probabilita (", F*, P") e X
sia definita nello spazio di probabilita (2, F,P). La convergenza in distribuzione significa la convergenza di
F,(z) :=P™"X, <z)a F(zx) = P(X <) per ogni x tale che F(x) = F(x™), e che cid & equivalente al fatto
che” per ogni funzione continua e limitata f
nlggo E"[f(X,)] = E[f(X)].

In altre parole che si puo approssimare E*[f(X,,)] con E[f(X)]. Dopo questo richiamo possiamo tornare alla
nostra dimostrazione.

A questo punto il prezzo di una opzione europea si puo calcolare come

(n) 1
n)(f7 IP) —_ m(n) [f(ST ) E |: ].T f(Soe(T7§ 0-2)T+0'WT):| (721)
B(”) er
T
ed in particolare per 'opzione call
n o | (ST — Ky 1eg
Cc(al)l(K ]P)> E( ) (1 n )Nn(T) ~E (Soe( TroWr _ K)+ ’ (722)

6Siosserviche 2z —1=2-1—-1=1sex=+leche2x—-1=2-0—1=—1sex=0.
"Di solito nei corsi di base di probabilita si usa I'equivalenza con la convergenza per f(x) = expitx = cos(tz) + i sin(tx), e che
corrisponde alla scelta di f(x) = cos(tx) o f(x) = sin(tx).
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****7 in

dove l'unica variabile aleatoria & Wy (che sotto P ha distribuzione gaussiana di media 0 e varianza T')
quanto Sy = sq ¢ il valore iniziale del prezzo dell’azione.

Abbiamo quindi visto come il prezzo di una opzione call europea si possa ottenere dalla formula

1
Ceant = C(s0, K, T,r,0) = E e T (soe(T_i o*)T+o Wr _ K)*

dove si € messo in evidenza la dipendenza dai parametri del modello: Sy prezzo iniziale della azione, K prezzo
di esercizio i di strike dell’opzione, T' tempo di maturita o di strike dell’opzione, r tasso nominale di interesse
composto in modo continuo, ed infine il parametro o, che & detto volatilita.

E importante sottolineare che, al contrario di tutti gli altri parametri, che sono noti e direttamente osservabili,
il valore della volatilita non ¢ direttamente osservabile, ma deve essere stimato. Un problema interessante
riguarda proprio la stima statistica della volatilita.

Si osservi che fino ad ora abbiamo addirittura trovato una formula che permette di calcolare in modo
approssimato tutti i tipi di opzioni plain vanilla di tipo europeo, con la condizione che la funzione f sia continua®

Per terminare la dimostrazione rimane solamente da calcolare esplicitamente il valore limite del prezzo della
call europea.

A questo proposito notiamo che, per ogni t, la legge della variabile aleatoria St(n) rispetto a P &
approssimativamente la stessa® della variabile aleatoria sgexp{(r — 0%/2)t + ov/tZ}, dove Z & una variabile
aleatoria gaussiana standard N(0,1).

Quindi, per sg = z, si tratta di calcolare

Co(z) = e "TE [(Sr — K)*]

— TR |:<xe(r—“;)T+U\/TZ _ K) q .

La speranza matematica a destra vale

_ 1 Hoe
e rT

V2T J o

L’integrando si annulla per z < (, dove

c= L (ow(®) - (r- 5 ) 7).

e—rT 400

B V2 J¢

Ricordando che per la funzione di distribuzione di una gaussiana standard si ha ****®(z) = 1 — ®(—x), si
ottiene allora

o2 + 2
(xe“iT)TﬂfﬁZ — K) e % 24z

e quindi

Co(z) (xe(r_é)ﬂ'”ﬁz - K) e %2z,

Ke T +o0

V2m o J¢

+o0 L2
Co(ﬁ) = \/% L e~ T 6<T_T)T+Uﬁze_Z2/2dZ B 6_22/2dz

X Foo 1 2
_ —1(z—oVT) dr — Ke " T®(—
= e z e

. /< (=)
= /+°° e 2z — Ke "T®(—()
V 27 {—U\/T
= z0 (—C + U\/T) — Ke "To(—0),

8In realtd la condizione che f sia una funzione continua & superflua.
91’uguaglianza in legge si vede dall’espressione approssimata del logaritmo del prezzo (7.20), e tenendo conto del fatto che

la legge della variabile aleatoria W; & N(0, t) e che anche la variabile aleatoria v/#Z ha legge N(0,t), se Z ha legge N(0,1). E
importante sottolineare che ovviamente cio vale solo come variabili aleatorie e non vale come processi (ossia il processo (Wt);>o non
coincide affatto con il processo (v/t Z)¢>0: infatti le traiettorie tipiche del processo (W);>0 non sono molto regolari ne’ prevedibili,
e sono quindi molto diverse dalle traiettorie di (v/t Z)¢>0, che invece sono molto regolari e prevedibili.
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la cosi detta formula di Black-Scholes (7.10).

Mediante la formula di Black-Scholes, possiamo quindi ricavare il prezzo equo di un’opzione call europea.
ol modello di Black-Scholes ha il pregio di essere semplice e di dipendere da tre parametri: r, p e o.
L’unico parametro difficile da stimare & o2, cioe la volatilitd'®. Inoltre la formula di Black-Scholes ha il pregio
di dipendere solo dai parametri r e o, per ogni K e T fissati. ***

Va inoltre notato che poiché a tempo discreto vale U'interpretazione di cy(n, f) = en—n(0, f), analogamente
si ottiene che, se entrassimo nel mercato al tempo ¢, e se il prezzo della azione sottostante al tempo t fosse noto
ed uguale ad S, allora il prezzo della opzione, che indichiamo con C}, sarebbe calcolato approssimativamente
con la formula (7.10) in cui, pero, al posto di sg andrebbe messo S; e al posto di T' andrebbe messo T' — ¢:

C, =S, [@( M}f’”)+“m)— K g

r(T—t) —
] — 5 Te )_ o T t):|

1
ambg( K 2

U\/;ft log ( Z:St.

Grazie alla formula di parita (si veda ad esempio il libro di S. Ross [15]), si ricava immediatamente anche il
prezzo equo di una put europea P; e dato da

Pt = Ot — St + KB_T(T_t),
sempre se si vuole comprare 'opzione al tempo ¢ ed il prezzo della azione vale S;.

Per ulteriori approfondimenti sai consiglia di consultare il libro di P. Baldi [1], o quello di D. Lamberton e
B. Lapeyre [9], oppure di J.M. Steele [18] .

10La volatilithd & un parametro che gioca un ruolo importante nelle applicazioni. Per questo motivo, negli ultimi anni, & stato
molto studiato, in statistica, il problema di stimare il coefficiente di diffusione, a partire dall’osservazione di una traiettoria.
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7.2.3 Dimostrazione alternativa della formula di Black e Scholes

La dimostrazione della formula di Black e Scholes potrebbe tuttavia essere ottenuta direttamente dalla formula
del prezzo della call per il modello binomiale multiperiodale: Infatti sappiamo che

(n) _ = K
Ccall(K7 ]P) =50 FN (T, 5™ u(”) (Cn) - WFN (T),p(™ (Cn)

dove F,, p() ¢ la funzione di sopravvivenza di una variabile aleatoria binomiale di parametri m e p, e dove

K

; :ln(so(d("))Nn(T)) :@1 K +@LL TJ:@In K n [nT |

n 1 (um)) So 20 So 2
g

20 /n
Tenendo conto che il teorema centrale del limite assicura che, per m grande (e p non troppo piccolo) si ha

Frn(e) 2 (et

si ottiene che il prezzo della call puo essere approssimato con

n) u(™
- LnTJ ]3( ) += K — Cn — I_nTJ 7(n)
u(n) (1

CL. ) = 50 e
VInT ) 5 (1= p) 1452 + )T InT [P (1 =) )

O,

Per ottenere la formula di Black e Scholes basta poi osservare che (1+ ) nT] converge a '™, che p(™) = %Jr 5>

9

2
. r—2- . .
con lim, 6, = —*2, e quindi che

Cn — |nT| i:)'(n) - fln (So) + LnQTJ — |nT| (% + 2%)
VIO =5\ fInT) (5 + 52) (L= (34 55%))
—In (K> % _ [nT] 2%
S 2 2
o) (- By i) (- )
_ 1.2
QIH(K> 1—\/Tlim9n—ln() L—\/TT 27
So) ovT n So ) o T -
—m(f) L n(sr)  oyT
- So) ovVT oVT 2 VT 2 7
e infine che
n) w™
LnTJ ﬂ 1+T ~ Cn — LnTJ ﬁ(n) U(n) - Cn - |_TLTJ (% ) (1 + f + 0(%))
V“”TJ WO (1 — ) 2 VT w1 = p)ul Vvﬂwﬂm — ) uln)

quindi definendo 6,, in modo che (3 +2\F) (1+f+0(f)) 7+2f siha che 6, := 0,4+2v/n(u™ —1)+0(1) ~

0, + o, in modo che lim,, §,, = T_UQ to= T+02

del tutto analoghi ai precedenti che

, e tenendo conto che u(™ converge ad uno, si ottiene, con conti

GobT Gran) 1 () oT

T VT (1 —p®) Vu®m  ovT 2
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7.3 Il moto Browniano

7.3.1 Approssimazione del moto browniano per ¢ fissato

Nella derivazione precedente del prezzo abbiamo incontrato il processo del logaritmo dei prezzi, che a parte il
contributo dovuto al prezzo iniziale, si esprime come

Ny (t) ™ 1 Ny (t) 1
) el n)) — 95— - i
; ¢ log (d(n)> + N, (t) log (d ) 207 ; &~ Nalt)o 7
e che si puo ulteriormente riscrivere come
1 N (t) 1 [nt]
— 2 -1 | =0 | =26 -1
o \/ﬁ;(f )| =0 ﬁ;u )
Si definisca
1 Ll _
W = NG 326 - 1) —E™(2g; — 1]] (7.23)
i=1
di modo che
Lnt]
log (S™) = log (So) + oW, ™ + & NG STEM[2g; — 1] (7.24)
i=1

Con calcoli analoghi a quelli della sezione precedente, si puo vedere che il valore atteso

1 1 1 1 r—15? L2
7 > EM2g —1] = 7 Int] (2™ —1) = 7 |nt] (1 + 7 02 +o() - 1> oo ——2— £,
i=1

Ovviamente il processo Wt(n), vale zero all’istante iniziale, ovvero
wi =o,

ed inoltre B
E™ [wM] = 0.

Per t > 0, con gli stessi calcoli della sezione precedente, si puo vedere che il processo Wt(n)

tende all’infinito) alla legge gaussiana di valore atteso nullo e varianza che tende a t.

converge (per n che

Osservazione 7.3. * Se si vuole ottenere una dimostrazione pit precisa della convergenza in distribuzione di

Wt(n) a Wy, si puo ripetere lo stesso tipo di dimostrazione che si usa per il Teorema Centrale del Limite: tenendo
conto del fatto che, definite le variabili aleatorie

L x, - B0(x;]),

X; =241 ed )~(](n) ::—n

st pud riscrivere (7.23) come
2
(n) _ _Em)x.
R MRS

nt]

[t

1 ~ n

=X BVl = X
J=1

Jj=1
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e quindi, dato che
[nt]

exp{ith(n)} = H exp{iu)?](-n)}
e che le variabili aleatorie )A(:]("), 7 > 1 sono indipendenti, si ottiene che

Lt
E™ [exp{iu W ™M}] = 11 E™ [exp{iu )?](.") - (7.25)
j=1

2226 —<1n2> A1 - )
o) (e

dove 0, = (r — 3 0?)/o + o(1), di modo che

Le variabili aleatorie Xj(- ) hanno media nulla e varianza

Var " [X] = Var ™[

1

Var( )[ ](n)] — +o(n

)-

Per ottenere la convergenza in distribuzione non rimane che utilizzare tale fatto per ottenere l’espressione

approssimata della funzione caratteristica di )?](.n), sostituire tale espressione in (7.25), e procedere esattamente
come nella dimostrazione del teorema centrale del limite.

*

AGGIUNTA DIMOSTRAZIONE della convergenza alla legge Gaussiana

Dimostrazione della convergenza

Iniziamo con il calcolare la funzione caratteristica di X ]( ), ossia

P ) 1= B [explin X)) = B [exp (i 7 [, ~ B[]

Tenendo presente che X; assume solo i valori +1 e —1 con probabilita P = % + 2% el—pm = % T 2vn’

On

rispettivamente, e quindi E(™ (X;] = /= si ottiene

~ 0, L 0, 0, . n
) = (5+ o) esp {iJ= (1= S} 4 (5 - g exn {i = [~ 1 22}

exp{iﬁ}—&—exp{—i%} giexp{i%}—exp{—iﬁ} exp{—i%}

- 2 eXp{_iuzn}_'_\/ﬁ 9
u 1 i u? 2 i u? 2
—exp (=i} |G+ ) - o) +1- ) — o)
0, 1 i u? 2 iu u2 I
+7n§(1+%)—%+0(?) 1+ﬁ)+%+0(7))
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Di conseguenza, da (7.25), la funzione caratteristica di W( m) , vale

(o (g [ o))

R [exp{i U Wt(n)}]

e converge, per n che tende ad infinito

n—oo 2n

() . cwb u2 iu@n 2 \_ntj
lim E™ [exp{qu H :nlLrI;O (exp{z“n"} {1+ " Jro(’;)])

. uit
exp{ — zu@t} exp{ -5 +zu0t}
u?t

b

che e appunto la funzione caratteristica di una variabile gaussiana di media nulla e varianza t.
FINE DIMOSTRAZIONE

:exp{—

7.3.2 Indipendenza ed omogeneita degli incrementi

Ancora, se si considerano i tempi 0 < ¢; < 5, allora l'incremento Wt(2 ") W(”) ha la stessa legge di W( )tv i

quanto Wt(zn) — Wt(ln) ¢ funzione deterministica delle variabili aleatorie &;, per j tale che t§- " = J/k € (t1,t2],

e la stessa funzione determina nello stesso modo Wt(zn_)t1 a partire dalle variabili aleatorie &;, per i tale che

tl(n) = i/n € (0,t2 — t1], e di conseguenza la distribuzione dell’incremento Wt:)

distribuzione gaussiana di valore atteso 0 e varianza t; — t;, * come si vede facilmente!!
Se invece si considerano i tempi 0 < ¢ < tg9 < ... < ty_1 < t,, allora gli incrementi

W( ") converge ad una

tm—1

sono funzioni deterministiche delle variabili aleatorie

{6 ey, {&: Felntll .o {§,: 22 € tmatm]}
che sono indipendenti, e di conseguenza anche gli incrementi di W sono indipendenti. Come ulteriore

conseguenza questa proprieta si mantiene al tendere di n all’infinito.

7.3.3 Definizione del moto browniano e del modello di Black e Scholes

Le osservazioni precedenti portano naturalmente alla seguente definizione del processo di Wiener standard o
moto browniano.

11 Infatti, utilizzando le stesse notazioni dell’Osservazione 7.3, si ha

[nt2]
Wf(:> _ Wf<1n) — Z )(7(774)7

j=Int1]+1

come si vede subito osservando

[nt2] [nty] [nt2]

wil= 3 XM= X 3 X =w s vl - w),

j=1 j=1 j=|nty|+1
Questa scomposizione, insieme al fatto che Wém = 0 permette anche di vedere che Wt(ln) (= Wt(ln) —Wém = Wt(ln) —0)e ng) —Wt(ln)
sono indipendenti. L’indipendenza di questi incrementi permette di affermare che, oltre alla convergenza in distribuzione di Wt(ln)
ad una variabile aleatoria gaussiana di valore medio nullo e varianza t1 e la convergenza di Wt(;L> - VVt(ln> ad una variabile aleatoria

gaussiana di valore medio nullo e varianza t2 — t1, si ha anche la convergenza congiunta di (Wt(ln), Wz(:) — Wt(ln)) ad una variabile
aleatoria bidimensionale gaussiana di valori medi nulli, indipendenti e di varianza rispettivamente t1 e ta —t1. Questo fatto implica

anche la convergenza della distribuzione congiunta di (Wt(i'b), Wt(;)). Questa osservazione si estende facilmente al caso in cui si

considerino le variabili aleatorie (W(n) I/Vt(:)7 Wt(:;)), con0<t1 <ta<...<tmo1<tm. *
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Definizione 7.1 (moto browniano). Si chiama moto browniano un processo Wy per t € R un processo tale
che

1 Wy=0,
2s5e0<t) <te<...<tpmo1 <ty allora gli incrementi

Wy, —Wo, Wi, —Wi, ... W,

m — Vimoa
sono indipendenti,

3 se 0 <t <ts eds >0 allora gli incrementi
Wi, =Wy e Wigs = Wips ~ N(0, 2 — 1),

ovvero hanno la stessa distribuzione gaussiana di valore atteso O e varianza to —t1. In altre parole si dice
anche che gli incrementi sono omogenei.

Di solito oltre alle tre precedenti proprieta si aggiunge anche la proprietd che le traiettorie sono continue, ossia
che per ogni w la funzione t — Wi(w) & una funzione continua.

Inoltre quanto abbiamo visto nella sezione precedente permette di dare una definizione di un processo Sy,
che, alla luce di (7.24), si puo interpretare come il limite, rispetto alle misure martingala equivalenti, dei processi

Lnt)
8" = exp {log (5{™)} = Sp exp { oW + 0 —— ZEW 26 1] ¢

da cui si definisce )

2
r— 50
S; = Sp exp {th +o—2 t} = Sy exp {G‘Wt (r— %UQ) t} ,
o
in un opportuno spazio di probabilita (2, F, ﬁ), rispetto al quale il processo attualizzato dei prezzi, ossia

g = Sy Sy

So 1 o
E: Byert :B—Oexp{chtJrf?f t},

risulta una martingala. *

Osservazione 7.4 (Il modello di Black e Scholes). In realta il modello di Black e Scholes viene di solito
presentato nel sequente modo. Si assume che nel mercato ci siano due titoli, uno non rischioso

B, := Bye™
ed uno rischioso
Sy = Sy exp {,ut +oW; — %02 t} ,

dove il processo stocastico Wy & un moto browniano standard in uno spazio di probabilita (2, F,P). Si dimostra
che esiste una misura P, equivalente a P, e sotto la quale il processo attualizzato si scrive come

gt _ St St

So 1.2
B, Boc? By exp {oW; — 207t} (7.26)

e dove il processo Wy é un moto browniano nello spazio di probabilita (Q, F, IE’) Non dimostriamo questo fatto,
ma osserviamo solo che, essendo

~ 5 St So
St:E:Boert:B—exp{ —Tt-l—UWt—*O' t} (7.27)

il processo Wy deve necessariamente soddisfare

oWy =(u—r)t+ oWy,
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ovvero il processo Wy deve essere mecessariamente definito come

Wt Z:Wt—u_rt,
o

e quindi la misura di probabilita P deve essere mecessariamente definita come la misura che rende il processo
W; — E=t un moto browniano.

*



Capitolo 8

Processi aleatori a tempo continuo

8.1 Processi aleatori, definizioni ed esempi

Esistono diversi modi di definire un processo stocastico. Il primo consiste nel considerare semplicemente una
famiglia di variabili aleatorie.

Definizione 8.1 (Processo stocastico come famiglia di v.a.). Dato uno spazio (Q,F,P) ed un insieme I di
indici*, allora una famiglia di variabili aleatorie {X; : Q — R(oR%), pert € I} ¢ detta processo stocastico,
eR (0o R?) ¢ detto lo spazio degli stati del processo.

In alcuni casi si vuole mettere in evidenza 1’evoluzione rispetto al tempo e si preferisce dare una definizione
di processo stocastico come funzione aleatoria.

Definizione 8.2 (Processo stocastico come funzione aleatoria). Dato uno spazio (2, F,P) ed un insieme I di
indici, si definisce processo stocastico (come funzione aleatoria) la funzione (misurabile)?

X Q- Rhwe (t— X(tw)).

Una definizione analoga vale nel caso di processi con spazio degli stati RY.

Altre volte si ¢ interessati anche ad alcune proprieta delle traiettorie ¢ — X(¢,w), quali ad esempio la
continuita. Viene allora naturale dare la definizione di processo a traiettorie continue.

Definizione 8.3 (Processo stocastico come funzione aleatoria continua). Dato uno spazio (2, F,P) ed un
insieme I di indici, si definisce processo stocastico (come funzione aleatoria continua) la funzione

! Tipicamente 'insieme degli indici & I = [0,00), o I = [0,7], o ancora I = N (e in questo caso si parla pilt propriamente di
successioni aleatorie), ma & possibile anche che I'insieme degli indici sia multidimensionale, ad esempio I = R? (e in questo caso si
parla pitt propriamente di campi aleatori).

2Per rendere la definizione completa andrebbe precisata la o-algebra che si mette sullo spazio di tutte le funzioni R?. Di solito
si tratta in realta di richiedere almeno che tutte le funzioni

Q— Rjwr— X(t,w)

siano variabili aleatorie F-misurabili. La o-algebra considerata su R’ ¢ di solito R', la g-algebra del Teorema di Kolmogorov 8.1
e la nota 8.1 corrispondente, per maggiori dettagli si veda I’Appendice 8.8 .
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(misurabile )
X: Q0 CLR)jw— (t— X(tw)),

dove C(I;R) ¢ lo spazio metrico delle traiettorie continue. Una definizione analoga vale nel caso di processi con
spazio degli stati RY.

Dato un processo si definiscono le funzioni di distribuzione finito-dimensionali.

Definizione 8.4 (Famiglia delle funzioni di distribuzione finito-dimensionali). Dato un processo stocastico
(secondo una delle precedenti definizioni) la famiglia delle funzioni di distribuzione Fy, ... 4, , definite per n > 1,
ety, - tn, cont; €I, come le funzioni di distribuzione congiunte delle variabili (Xy,,--- , Xy, ), ovvero

Fy (@, xn) =P(Xy, <aq,---, Xy, < xp),

¢ detta famiglia delle funzioni di distribuzione finito-dimensionali del processo X = (X)ier-

Va detto che, cosi come una variabile aleatoria viene spesso individuata attraverso la sua distribuzione,
senza specificare quale sia lo spazio di probabilita (2, F,P) sul quale & definita, spesso anche un processo
viene individuato attraverso le sue distribuzioni finito-dimensionali. Si pone quindi il problema di individuare
quali sono le famiglie di distribuzioni che sono effettivamente famiglie di distribuzioni finito-dimensionali di un
processo.

Si individuano facilmente due condizioni necessarie ((C1) e (C2)), dette condizioni di consistenza:

(C1) Sia k > 1, sia m una permutazione di {1,--- , k}, si ponga
O RY S RY (21, 2p) — Onlwy, -, xp) i= (Tgy, -, T, )
Si richiede che per ogni k > 1, 7, t1,- - ,tx e (21, -+ ,x) valga
Fyy (@, o) = Fy oy (Pr(z1, - 28)) = Fip oo oy (Trys o 3 Tmy)- (8.1)

La precedente condizione (C1) & chiaramente necessaria, infatti

Ftlf"ytk(xl?'.' 7:Ek') = P{(Xt1 S $17"' 7th S xk)}

= P{thl S Ty 7Xt7rk < xﬂk} = th,'“ st ('xmv' o >x7rk)'
(C2) Si richiede che per ogni k > 1, t1,- -+ ,tg, tpt1 € (21, -+ ,xp) valga
Hm Byt (B0, @k Ty 1) = Fy oy (T1, 0+, 0). (8.2)
L4170

La precedente condizione (C1) & chiaramente necessaria, infatti

hm Ft1,~--,tk,tk+1(xl7“' 7xk7xk+l)

Tht1—00

= hHl ]P(th S L1, ,th S Ik,th+1 S Ik+1)
Tg41—00

=P(Xy, <a1,---, Xy, <) = Fyy g (201,00, T

E interessante notare che la prima condizione potrebbe essere automaticamente soddisfatta dando le funzioni
di distribuzione solo per t; < tg < ---,< t (e definendole negli altri casi in modo che la condizione (C1) sia
soddisfatta). Allora, pero, la condizione (C2), va modificata:

3Nel caso I = [0, 7] lo spazio C(I;R) & uno spazio metrico con la metrica uniforme:

d(z(-),y()) = tes[upT] lz(t) — y(®)l,

e la o-algebra su C(I;R) & quella generata dagli aperti. Se invece I = [0, 00) si pud, ad esempio, usare la metrica

oo

A0 = 3 5 s 20 ~uOI AL

N=1 te[0,N

e di nuovo la o-algebra su C([0,00); R) & quella generata dagli aperti.
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(C2') Sia k > 1, siano t1 <ty < -+ <t} < tg4+1, allora

aclggo Fyy 1tk7tk+1(x17 T Tk 13) =Lyt (xh e v‘rk)’ (8'3)
lim Ftl,“' i1t tigr, stk (xla L Ti—1, T T, ;$k+l)

Tr— 00

:Ftl""7ti—17ti+17”',tk+1($17'.' y Li—15 Li41y " 7xk+1)a per 1 = 1,"' 7k~ (84)

Il seguente teorema garantisce che le precedenti condizioni necessarie, sono anche sufficienti.

Teorema 8.1 (di Kolmogorov). Sia data una famiglia Fy, ... 1, di funzioni di distribuzione finito-dimensionali
consistente, cioé che verifica le condizioni di consistenza (C1) e (C2) (ovvero (8.1) e (8.2) ), allora esiste
uno spazio di probabilita ed un processo aleatorio che ammette Fy, ...+, come funzioni di distribuzione finito-
dimensionali.*

k

La tesi rimane valida se valgono le condizioni equivalenti (C1) e (C2') (ovvero (8.1), (8.3) e (8.3).

Vediamo subito delle applicazioni del precedente teorema, mentre per la dimostrazione rimandiamo
all’Appendice 8.8.

Esempio 8.1 (Processi a coordinate indipendenti). Data una famiglia di funzioni di distribuzione {Fy,t € I}
ad un tempo, si consideri la famiglia delle funzioni di distribuzione finito-dimensionali Fy, ... 1, (x1, -+ , %) :=
Fy, (z1) X -+ X Fy, (z). Tale famiglia é chiaramente una famiglia consistente e quindi esiste un processo con
tali funzioni di distribuzione finito-dimensionali.

Si noti che non si richiede che I sia numerabile, e che questo esempio, nel caso numerabile, garantisce l’esistenza
di successioni di v.a. indipendents® .

Esempio 8.2 (Processi gaussiani). Siano date una funzione m : I — R, t — m(t) e una funzione, detta
funzione di correlazione, K : I x I — R, (t,s) — K(t,s) definita non negativa, cioé tale che comunque
sceltin > 1, t1,-+- ;tp €I, m1,-+ ,nn € C valga

1,n

D K (thstx) > 0.

h.k
Si noti che quindi necessariamente K(t,s) = K(s,t) e K(t,t) > 0 e che la condizione che la funzione di
correlazione sia definita non negativa corrisponde alla richiesta che la matrice I' = (I'; j = K(ti,t5))i j=1,- n
sia definita non negativa (ovvero positiva in senso lato) qualunque siano t;, per j =1,--- ,n.

Sia Fy, ... 1, la funzione di distribuzione congiunta gaussiana di media (m(t1),---,m(ty)) e matrice di

covarianza I' definita da T; ; = K(t;,t;) peri,j=1,---,k, e sia fi, ... 1, la sua densita.

Per convincersi dell’esistenza di un processo con tali distribuzions finito-dimensionali si consideri il caso in
cui K (t, s) sia strettamente definita positiva e si noti che se (Y1,---,Yy) € un vettore aleatorio con componenti
indipendenti e ciascuna con distribuzione normale N(0,1), allora il vettore definito da Z = (Z1,--+ ,Zk) =
A(Y1, -, ) + (m(tr),--- ,m(ty)) = AY +m, dove A = T2 (cioe T = A*'A = AA?), ¢ un vettore con la
distribuzione cercata®.

4Inoltre & sempre possibile prendere come spazio di probabilita lo spazio canonico R, come o-algebra la o-algebra generata dai
cilindri, ovvero dagli insiemi del tipo

C={z() e R | (z(t1),z(t2), - ,z(ty)) € H}, dove H € B(RF)
ed infine come processo X; il processo canonico Xy (x(+)) = z(t).
5L’esistenza di successioni indipendenti & di solito sottintesa nei teoremi fondamentali del Calcolo delle Probabilita, come ad

esempio la Legge dei grandi numeri, o il Teorema centrale del limite.
6Si veda I’Appendice 2.5
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Per la consistenza della famiglia Fy, ..., cosi definita, si noti che l'operatore ®, di (8.1) ¢ una
trasformazione lineare e che trasformazioni lineari di vettori gaussiani sono ancora gaussiani. Inoltre, indicando
ancora con @, la matrice associata all’operatore di (8.1), allora ®,7Z = ®,AY +P,m, seque una legge gaussiana
di media ®,m = (m(tx,), - ,m(tz,)) e con matrice di covarianza (P,A)(P,A)" = &, AA'®!. = &, P! =
(meﬂj)i,jilwwk'

Da queste osservazioni si deduce immediatamente che per la densita vale

Jtr oo (@1, k) = ftﬂlw t

st (Pr(m1, )5 e = ftﬂl,'“,tﬂk (Tyso e )‘Tﬂk)’

ovvero la (8.1). Per quanto riguarda la (8.2), basta ricordare che ogni sottovettore di un vettore gaussiano é
ancora un vettore gaussiano.

Esempio 8.3 (Processo di Wiener standard). Come caso particolare dell’Esempio precedente possiamo stabilire
lesistenza del processo di Wiener standard, detto anche moto browniano, cioé del processo gaussiano
conm(t) =0 e K(t,s) =tAs.

Bisogna ovviamente controllare che la funzione K(-,-) sia definita non negativa. Cid pud essere fatto
direttamente, ma con una certa fatica’ .
Un metodo decisamente pit. probabilistico® ¢ il sequente: consiste nell’osservare che la funzione di
correlazione
K(t,s) := Cov(Ny, Ns)
di un processo Ny di Poisson standard (cioé con A = 1) ¢ proprio t A s, cio ¢ sufficiente? a garantire la sua non
negativita. Infatti
Cov(Ng, Ng) = Cov(Nias, Nivs)
= IE[A]Vt/\s(JVt/\s + Npvs — Nt/\s)] - IE[]Vt/\s]IE[A]Vt/\S + Npvs — Nt/\s}
= IEU\/vt/\szvt/\s] + IE’[]\/vt/\s(]VtVs - Nt/\s)] - E[Nt/\s](]E[Nt/\s] + IE[]\ft\/s - Nt/\s])
= VCW(Nt/\s) + E[Nt/\s(NtVs - Nt/\s)] - E[Nt/\S]E[NtVS - Nt/\s] = V(M‘(Nt/\s)

=tAs
"Dati t; < ta < --- < t, la matrice (t; Atj)i,; si pud scrivere come
ti1 t1 - t1 t1
tp to - to to
t1 2 © k-1 tg—1
1 2 c tk— 127

Si pud dimostrare che il determinante di questa matrice & t1(t2 — t1)(t3 — t2) - (tg — tg—1) > 0, e cid dimostra subito il fatto che
K(t,s) =t A s & definita positiva. Il primo passo per dimostrare tale identita ¢ osservare che

tp t1 - t1 t1 t1 0 0 0

t1 to - to to t1 to—t1 - to —t1 to — 11
det | : = det

t1 2 : te—1  Tk—1 t1 ta—t1 g1 =tttk —

t1 t2 : tk—1 123 t1 ta—t1 g1~ tp —t1

da cui

t1 t1 - t1 t1

t1 to - to to to —t1 to —t1 to —t1
det | . : =t det . s

) ' : to —t C tpoy—t1 tp_g—t
ot e e P A
t1 t2 : tk—1 tk B

poi basta procedere per induzione, notando che t; — t1 — (t2 — t1) = t; — ta.

8Tuttavia questo metodo presuppone la conoscenza del processo di Poisson, che in queste note viene definito come processo ad
incrementi indipendenti in Sezione 8.5.

9La matrice di covarianza di un vettore aleatorio & sempre definita non negativa, e di conseguenza la funzione di correlazione
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Si noti che la proprieta del processo di Wiener di avere la stessa funzione di correlazione del processo di
Poisson standard, implica che gli incrementi sono non correlati. Poiché gli incrementi del processo di Wiener
(Wi)i>0 hanno distribuzione gaussiana, sono quindi anche indipendenti. Inoltre per ogni s < t, l'incremento
Wy — Wy deve essere una variabile aleatoria gaussiana (in quanto differenza di due v.a. congiuntamente
gaussiane), deve avere media nulla e varianza'® uguale alla varianza di Ny — Ny, ovvero uguale a t — s. Infine
deve essere P(Wy = 0) = 1, in quanto la media deve essere nulla e la varianza deve essere uguale a K(0,0) = 0.

Questa proprieta di indipendenza degli incrementi & fondamentale per ottenere la densita congiunta di
Wiy, -+, Wh,)). Infatti si puo pensare che il vettore (Wy,,--- , Wy, ) si ottiene dal vettore degli incrementi

(AthvAWt27 T 7Ath) = (th - W07 th - th e 7th - thfl)
con la sequente trasformazione lineare

h h
Wth = Wth - Wy = Z(Wtz - Wti—l) = ZAWti’
i=1 i=1
(dove si ¢ posto tg = 0) che corrisponde ad una matrice B la cui inversa B! ¢ la matrice la cui diagonale ha

tutti gli elementi uguali ad 1, la cui sottodiagonale ha gli elementi tutti uguali a —1 e tutti i rimanenti elementi
uguali a 0, in quanto banalmente

AWy, =Wy, — Wi, _,.

Da questa osservazione, dalla formula di trasformazione della densita e dall’osservazione che gli incrementi
sono indipendenti, ovvero che

n
fAth,m AW, (ylv e ;yn) = fAth (yl) e fAWt” (yn) = H Gty —tn_1 (Z/h)7
h=1

dove )
1 y
95(0) = 5= pi-5;}
st ottiene la densita congiunta di (Wy,,--+ ,Wy,)
thl,"' Wi, (:L'17 T, ;xn) = fAWt17--- AW, (xly Ty — Ty ,Tp — -'L'n—l) (85)
n
= H Gtn—tn_1 (Th — Th—1) (8.6)
h=1
2 2y —1)? (en—wn_1)?
= ! e_ﬁ ! e (2(%241'1)) . ; e 2(tn—tn—11) (8.7)

V2t \2a(ts — 1) 21 (ty — tn1)

K(s,t) = Cov(Xs, X¢) di un processo X; qualsiasi & sempre definita non negativa:

1,n 1,n
ZnhﬁkK(thvtk) = ZﬂhﬁkE [(Xth - IEI[Xth])(th - E[th])]
h,k h,k

1,n
=E Znhﬁk(Xth —E[X,, DXy, —E[X,,])
L b,k

=E Z ’V]h,(Xth - E[Xth]) Z ﬁk(th - E[th]):|
k=1

Lh=1

- )
=E || m(X,, —E[X,,]) ]20.
LIh=1

1071 lettore che non conosce il processo di Poisson, pud procedere anche nel seguente semplicissimo modo
Var(Wy — W) = Cov(Wy — W, Wy — Ws) = Cov(Wy, W) — Cov(Wy, Ws) — Cov(Ws, W) + Cov(Ws, W)
= K(t,t) —2K(s,t) + K(s,s) =t —2sAt+s=t—s.

Si noti che il procedimento permette di calcolare la varianza degli incrementi per un qualunque processo, purché sia nota la funzione
di covarianza K (s,t).
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8.2 Osservazione sulla definizione di un processo solo attraverso le
sue distribuzioni finito dimensionali

La descrizione di un processo attraverso la famiglia delle distribuzioni finito dimensionali non & sufficiente
a stabilire le proprieta delle sue traiettorie. In questa sezione e nella successiva ci si pone il problema di
spiegare meglio questa affermazione, senza alcuna pretesa di essere esaurienti. Il primo concetto che ci serve
¢ 'equivalenza stocastica per due processi aleatori, che, come si vedra immediatamente dopo la definizione,
implica che i due processi hanno le stesse distribuzioni finito dimensionali.

Definizione 8.5 (Equivalenza stocastica). Due processi aleatori (X, t € I) e (Y, t € I) sullo stesso spazio di
probabilita (Q, F,P) si dicono stocasticamente equivalenti se

P(Xi(w) =Yy (w)) =1 per ogni t € I.
(Si dice anche che (Yi,t € I) é una versione di (X;,t € 1))
Lemma 8.2. Due processi stocasticamente equivalenti hanno le stesse distribuzioni finito-dimensionali.

Dimostrazione. Basta osservare che

P({(X1,, .y Xy,) € HY)

=P({(Xe,s Xi,) € H} N (f]{xti =Yu}) +P({(Xu, ., Xi,) € HIN (é{Xti )
= F({(¥i, V) € HYD ﬁ]{Xti =%, }) = P({(%,, Vi) € HY)
in quanto
k . E k:
P((()0x = 103)) = (U = Ya) < SP(X, = Yi)7) =0

Esempio 8.4. Come primo esempio di processo si definisca, in uno spazio di probabilita (Q, F,P),

=0 seT(w) >t

=
=1 seT(w)<t

Nt(w) = ]I{Tgt}(w) = H[T(w),oo)<t) {

dove T ¢ una variabile aleatoria a valori in (0, 00).
Si noti che, qualunque sia w € Q) le traiettorie di questo processo, cioé le funzioni

t— H{Tgt} (w)
sono funzioni crescenti (in senso lato) rispetto a t.

Se T ammette densita di probabilita, ad esempio se é una variabile aleatoria esponenziale, allora il processo

definito da
dove
fls)=1 perseQ
=0 perseR\Q,

e stocasticamente equivalente ad Ny, e quindi ha le stesse distribuzioni finito-dimensionali di Ny, ma
evidentemente non ha traiettorie crescenti (in senso lato).
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Per controllare che Mi(w) ed Ni(w) sono stocasticamente equivalenti, si osservi che, Mi(w) # Ni(w) se e
solo se f(t+T(w)) =1 ovvero se e solo set+ T(w) € Q ed inoltre

P(t+T(w) €Q) =) P(T(w)=r—1t)=0
reQ

per ogni t, in quanto T é una variabile aleatoria continua e si ha quindi che

P(M;(w) = N¢(w)) = 1 per ogni t > 0.

8.3 Esistenza di una versione continua: criterio di Chensov-
Kolmogorov.

Il seguente criterio sufficiente fornisce condizioni che assicurano ’esistenza di una versione holderiana, non solo
continua. Ricordiamo che una funzione f(z) ¢ hélderiana di esponente + se per ogni z esistono un §(x) > 0 e
un L, (x) tali che, per ogni y per il quale |y — z| < d(x), si abbia

|f(@) = f(y)] < Ly(z)|lz —y[".

Nel caso in cui 6(z) e L(x) possano essere presi in modo indipendente da z, per « € I, si dice che f &
uniformemente hélderiana nell’insieme .

Proposizione 8.3 (Criterio di Chensov-Kolmogorov). Sia X; un processo per cui esistono «, 3 e C strettamente
positivi, per cui
E[|X; — X.|°] < C|t — s|*T.

Allora esiste una versione )~(t di Xy, a traiettorie continue. Inoltre le traiettorie sono uniformemente hélderiane
di esponente vy, per ogni v < %, in ogni intervallo limitato.

Esempio 8.5 (Applicazione al processo di Wiener).

Il processo W; di Wiener standard, o moto Browniano, ammette sempre una versione continua, anzi
holderiana per ogni v < % Infatti, per s < t,

E[|W: — Wi|*] = E[[W—|*] = C(R)[t — 5|/

11 criterio di Chensov-Kolmogorov si puo quindi applicare per k > 3 (cosi @ = (k/2) — 1 > 0) e ci garantisce
che esiste una versione di W; le cui traiettorie sono holderiane di esponente vy per v < % = % — %, e quindi
per ogni v < % E possibile dimostrare che, a parte un eventuale insieme di misura nulla, le traiettorie non sono

holderiane di esponente %, e tantomeno di esponente maggiore di %

8.4 Le traiettorie del processo di Wiener non sono a variazione
limitata

In questa sezione si dimostra una proprietad che non permette di definire nel modo usuale (Lebesgue-Stieltjes)
I'integrale rispetto al processo di Wiener. Nonostante si abbia che le traiettorie della versione continua del
processo di Wiener siano holderiane, tuttavia esse non possono essere molto regolari, in quanto ad esempio sono
anche a variazione non limitata con probabilita 1 su ogni intervallo [s,#]. Infatti, per ogni versione continua'!

11Se il processo Wy, ha le traiettorie continue, allora su ogni intervallo chiuso e limitato (s, t], esse sono uniformemente continue,
e quindi, per ogni w
sup [Wy(w) — Wy(w)| — 0 per § — 0.
u,v€[s,t], [u—v[<8
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di W, se esistesse un intervallo [s,?] ed un insieme A con P(A) > 0, su cui la variazione'? di W,, cioe se

V(w) = V(s t,W;w)

= { Z Wit (W) = Wy, (w)|, al variare delle partizioni 7:tg =s <t; <--- <t, = t}
fosse finita per ogni w € A, allora si avrebbe che, se || := mgx|tk+1 —tr| — 0,

n—1 n—1
Sp = Z |Wtk+l - Wtk|2 < Z (sup|Wth+1 - Wthl) ‘Wtk+1 - Wtk'

k=0 k=0 \ P

n—1
- (sup|Wth+1 - Wth|) S Wiy, = Wi | < sup Wy — W,| | V(w) — 0.
h =0 w,vE[s,t],|lu—v|<|m|

Questo fatto ¢ in contraddizione con la seguente proprieta del moto browniano (valida anche per versioni non
continue):

Lemma 8.4. Si definisca

n—1
Spi= Y Wiy, = W%,
k=0
2
allora Sy converge in media quadratica a t — s, ovvero Sy (t —s), al tendere a zero di |w| := m}gx\tkﬂ — tgl.
Dimostrazione. Si tratta di mostrare che E[(S; — (t — 5))?] — 0 al tendere a zero di |r| := m§x|tk+1 —til, e

infatti

E[(Sx — (t = 5))°] = E[S7 + (t — 5))* — 25x(t — 5)]

(nzl Wi, — Wt,c|2)2 T (t—s)?— 2(nz1 Wi, — Wtk|2>(t - 5)1

k=0 k=0

n—1 n—1 n—1
=E Z IWtk+1 Wtk' Z |Wth+1 Wi, |2 t B 8 (Z |Wtk+1 W, |2) (t - 5)‘|
k=0 h=0
n—1 n—1n—-1
= E [|Wtk+1 - Wtk|4] + Z ZE “Wtk-H - Wtk|2|Wth+1 - Wth,|2] +
k=0 k=0 h=0
h#k
n—1
+(t—s)? =2t —5) Y E[[Wy,, — W, [*]
k=0
n—1ln—1 n—1
= Z Bltrsr — thl> + D Y Itksr — talltngr —tul + (= 5)> =2t — 8) Y [try1 — il
k=0 f}z#? k=0

2Ricordiamo che se f & una funzione definita su un intervallo [a, b] la variazione di f su [a,b] & appunto definita come

sup{ D _ |f(@k+1) = flax)l},

k=0

dove l’estremo superiore & preso su tutte le partizioni {zo, 1, -+ ,xn} di [a,b] taliche zp =a <z < -+ <y =b.
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Di conseguenza si ottiene che

E [(Sx = (t - )]

n—1 n—1ln—1
= " 2tigr —thl?+ DY ka1 — talltngr — tul + (£ — 5)* = 2(t — s)(t — 5)
k=0 k=0 h=0
n—1
<23 |trgr — | (maxltn iy — ta]) + (t - $)2 4 (t—s)2 = 2(t — s)(t — s)
k=0
n—1
= 2(max|thi1 — ) ];) lth1 — te| = 2(|7|(t — s) — 0.

La conseguenza di questo risultato & che le traiettorie di un processo di Wiener non sono a variazione
limitata'?, o meglio,

n—1
P (V(s,t, Wiw) := supz Wior — Wi | = oo) =1.
T k=0

Questo fatto in particolare pone dei problemi nel tentare di definire fot f(s,w)dWs(w), in quanto non si pud
adottare la classica definizione di integrale di Lebesgue-Stieltjes, che avrebbe senso solo se W avesse traiettorie
a variazione finita. La definizione che si da € quindi diversa e si parla in questo caso di integrale stocastico,
inoltre per ottenerla si ha bisogno del concetto di martingala (vedere la Sezione 9.5).

131n realta con la stessa tecnica del lemma si dimostra anche che il processo di Wiener non ha traiettorie di Holder con esponente
7 > 1/2: se cosi fosse allora necessariamente si avrebbe

n—1 n—1
Se() < 37 L2W)[trs1 — tel? < D L2(@)|tegr — t:[62771 = L2 ()62 "L (t — 5) — 0, q.c.
k=0 k=0
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8.5 Processi ad incrementi indipendenti ed omogenei

Il procedimento usato per ottenere le distribuzioni finito dimensionali del processo di Wiener, si puo estendere
ad una classe piu generale:

Definizione 8.6 (Processi ad incrementi indipendenti ed omogenei). Un processo (Xi)i>o s¢ dice ad
incrementi indipendenti ed omogenei se

(0) Xo=0;

(1) per0=ty <ty <---t, gli incrementi AX;, = Xy, — Xy, , sono variabili aleatorie indipendenti;

(2) gli incrementi AXy, = Xi, — Xt,_, sono variabili aleatorie la cui distribuzione dipende solo dall’ampiezza
dell’intervallo (t; —t;—1);

Per fissare le idee e capire meglio la condizione (2), si consideri la famiglia (F), ), >0 di funzioni di distribuzione
dipendente da un parametro, per cui X1, — X; ~ Fy, qualunque siano ¢ ed « in [0, 00).
La famiglia (F,),>0 non pud essere presa a piacere, ma deve soddisfare la seguente condizione necessaria'

4.
F,xF,=F,.,, perogniu,v>0, (8.8)

dove * corrisponde alla convoluzione.

Infatti cio corrisponde alla condizione che
Xy =Xy —Xo~ Fy, Xu+'u_XuNFv; Xu+v ~ Lutv,
e d’altra parte
Xyt = (Xuao — Xu) + (Xy — Xo) ~ Fy x Fy.

In realta questa condizione risulta anche sufficiente, come si puo verificare facilmente. Infatti le funzioni
Fiy oty (21, -+ ,2g) di distribuzione finito dimensionale risultano definite'®, per 0 < t; < --- < t, come, la
funzione di distribuzione ottenuta da quella degli incrementi, cioe

P(Xy, — Xo <21, Xpy — Xy, <29, Xpp — Xy S 2) = Fyy (21)Frymty (22) -+ Fyp—ty 1 (21),

attraverso la trasformazione'® z1 = 2y, 29 = 21 + 29,--- , o1 = 21 + -+ + 2zx. La condizione (8.8) implica

immediatamente che la condizione di consistenza di Kolmogorov (C2') sia soddisfatta.
Per rendere pit concreta la verifica, si consideri, ad esempio, il caso con densita, ovvero il caso in cui

Fy(z) = /x qu(y)dy.

—00

Procedendo come per il processo di Wiener, si ottiene che, per 0 < t; < --- < tg

1 Tk
Fyy oo (T, 2g) =/ / a6, (1) - Qtp—trs (Y — Yu—1)dyr - - - dyp.
— 00 — 00

MTnoltre & necessario che Fy(z) = 0 per z < 0 ed Fy(x) = 1 per = > 0, ovvero che I'incremento X; — X¢ sia concentrato nello 0.
15Nel caso 0 =tg < t1 < --- < t}, si ottiene immediatamente che

Fthtlv"'atk($07xl7"' 71:]6):0) per zg < 0,

Fio b1, b, (o, w1, -+, 2k) = Fiq oo gy (21, -+, T8),s per zg > 0.

168 tratta solo di notare che se Z; := Xi; — X,y allora (Xyy, Xy, -, Xty,) = (21, 21+ Zo, -+, Z1 + -+ Zy)
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Per controllare la condizione di consistenza (C2'), si prendano k > 1 e t; <ty < -+ <t < tgs1, allora la 8.3)
¢ verificatas:

hm Ftl, x)

hotht1 xlv y Tky T

ZxILrI;o/ / / @t (1) -+ Q=i Wk = Yk=1) Gt 1 (Y — Yy -+ - dye dy
x

= lim g () dyr - / Gt —tics (Y = Yk-1) dyk/ -0 (Y — Uk dy
—0o0 —0oQ

— 00
1 Tk T—Yk
= lim Gty (yl)dyl"'/ Gty —tr_ (Uk _yk—l)dyk/ Gt (Y)Y
Tr—00 — 0 — 0 — 0

T Tk
:/ qe, (y1) dys - / Gtr—tr Uk — Yo—1) dyx, = Fyy o 4 (X1, 28),

o0 — 00

e la (8.4) anche:

$11—>m Ftl, stio1stistidt, s teg1 .’I;]_,"' Li—1,L5Tit15" " xk+1)

i+1 Th41
= lim/ / / / / G (Y1) Qi —tio (Yim1 — Yi—2)
Tr—00

Gtimte s (Yi = Yim1)qtir—t; Yit1 — Yi) - Qs —tn U1 — Y)dy1 -+ - dyi—1 dy; dyigq - - - Ay

Ty LTi—1

= lim qe, (y1) dyr - - / Qtiy—ti o (Yic1 — Yi—2) dyi—1

—0oQ — 00

Ti41 xr
/ </ Qtimtoy Y = Yie1) Qe —t, (i1 — ')dyz) dyiy1 -+
— 00 o0

Tk4+1
/ th+1—tk(yk+1 - yk)dyk+1

— 00

T1 Ti1
:/ qr, (y1) dys - / Gty 1 —ts o (Yic1 — Yi—2) dYi—1

oo — 00

Tit1 Lk+1
/ Qtir—t: Yir1 — Vi) dyigr - / Qtrosr—tr Y1 — Y&) Ay
— 00

— 00

= Ftl’.,. tio1,tigp1, ,tk+1(m17 iy Ti—1, L1yttt 7‘rk+1)7 per i= 17 T 7k'
Nella penultima uguaglianza si ¢ tenuto conto del fatto che la condizione F, x F,, = Fy, 4, implica che, posto
Y = Yi — Yi—1, in modo che ;41 — yi = (Yir1 — ¥i—1) — Y, si abbia
x
lim Qti—ti (Ui = Yim1) Qtepr—t; Wir1 — vi) Ay
z—oo | o
T—Yi—1
= JLIEO qti—t; 1 (y)thl*ti (yiJrl —Yi — y) dy

—0o0
o0
= / Qti—tioy (W)@t —t,Wivr — yi — y) dy
—o00
= Gty —ts ¥ Qti—tey (Yir1 = Yie1) = Gty —ti (Yit1 — Yi1)-
Nel caso in cui F, sia discreta il discorso si ripete identico, mettendo le densita discrete al posto delle densita
di probabilita e le somme al posto degli integrali.

Come esempi di famiglie ad un parametro di funzioni di distribuzione, oltre al caso della famiglia gaussiana
F, ~ N(0,u), che da luogo al processo di Wiener standard, si possono considerare
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1 il processo di Wiener con drift (o deriva) i e coefficiente di diffusione o2, ovvero
b

F, ~ N(uu, 0%u);

2 il processo di Cauchy, ovvero il caso in cui

U 1
F, ~ Cauchy(u), ovvero q,(x) = P Bk
3 il processo di Poisson di parametro A, ovvero il caso in cui

k
F,, ~ Poisson(Au), ovvero p,(k) = F,(k) — Fu(k—1) = ()\]Z) exp(—Au), keN;

4 11 processi di Poisson composti, ovvero i processi (X;);>0 ottenuti per mezzo di un processo di Poisson
(N¢)i>0 ed una successione di variabili aleatorie indipendenti ed identicamente distribuite {£, }nen, (tutte
indipendenti dal processo di Poisson) tramite la seguente regola

n

X; =0, se N; = 0; Xy =Y &, se Ny=n.
k=1

Terminiamo questa sezione ricordando anche la definizione di processi ad incrementi indipendenti rispetto
ad una filtrazione (F;);>o.

Definizione 8.7 (Processi ad incrementi indipendenti ed omogenei rispetto ad una filtrazione). Un processo
(X1)i>0 st dice ad incrementi indipendenti ed omogenei rispetto alla filtrazione (F;);>0, con
(Fi)iso 2 FX = o{Xu; u € [0,t]} se

(0) XO = O,‘
(1) per s,t >0 gli incrementi Xy s — X; sono variabili aleatorie indipendenti da Fy;
(2) gli incrementi X5 — Xy sono variabili aleatorie la cui distribuzione dipende solo da s.

Si vede facilmente che questa definizione implica l’altra considerando che X; — X; , ¢ indipendente da
Fi,_, 20{Xy, — Xy, ,;i=1,--- ,n—1}. Si pud anche vedere che la prima definizione implica la seconda con
Fi= ‘7:tX = J{Xu§ u e [Oat]} = J{Xu — Xy; u,v € [Ovt]}

8.6 Esempi di martingale a tempo continuo

In modo molto simile a quanto fatto a tempo discreto per le somme di v.a. indipendenti, si pud mostrare!” che
se X, ¢ un processo ad incrementi indipendenti e omogenei, rispetto ad una filtrazione (F;)¢>o , con Xo =0, e
con media nulla allora X; ¢ una martingala, purché sia integrabile.

Inoltre & facile mostrare che se X; ¢ un processo ad incrementi indipendenti (e omogenei), integrabile e con
Xo =0, allora E[X;] = ut per ¢ nei razionali:

E[X:] = ZE[Xk/n — X(k—1)/n] = nE[X1 ]
k=1

da cui E[X;,,] = LE[X1] e analogamente E[X,,/,] = >3 E[Xy/n — X(k—1)/n] = ZE[X1].
Per ottenere che cid valga anche per ogni ¢ reale, si deve notare che comunque E[X; ;] = E[X,] + E[X{] e

17La condizione di misurabilita dipende dal fatto che F; D .7-'tX. La condizione di integrabilita e verificata per ipotesi. Infine
E[Xt+5 — Xt‘Ft} = E[Xt+5 — Xt} = E[Xt+s] — ]E[Xt] =0—-0= 0,

dove nella prima uguaglianza si usa 'indipendenza di X;+s — X¢ da F, e nell’ultima si usa il fatto che la media di X, € nulla. Si
noti che 'omogeneita degli incrementi qui non € necessaria.
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aggiungere una piccola ulteriore ipotesi di regolarita: la E[X;] ¢ una funzione continua in ¢ (o continua a
destra). Con questa ipotesi si ottiene immediatamente la tesi per continuita.

I processo X; — E[X;] = X; — pt & allora un processo ad incrementi indipendenti (ed omogenei), a media
nulla e quindi ¢ una martingala.

Se ancora X; ammette momento secondo finito, allora, con una dimostrazione simile!® si ha che Var(X;) =
o%t, purché si possa affermare a priori che Var(X;) & una funzione continua. Di nuovo similmente al caso a
tempo discreto, accade che (X; — E[X;])? — Var(X,) = (X; — ut)? — 0%t ¢ una martingala (a media nulla) .

Infine & possibile mostrare! che, sotto opportune ipotesi di regolaritd (continuitd in probabilitd), se
Elexp{0 X;}] < +oo **** allora

Elexp{0 X;}| = exp{K(0)t}, dove Elexp{6 X1 }] = exp{K ()} x* *x
e che quindi
Zy = exp{0 X; — K(0)t} (8.9)

¢ una martingala?’ a media 1.
Tutte le proprieta precedenti valgono anche per i processi Y; = Yy + X;, con dato iniziale Y indipendente
da {X;} (tranne per i valori medi). Bisogna perd che Y; sia Fo-misurabile?!, e soddisfi alcuni requisiti di

188 tratta di osservare che la varianza della somma degli incrementi & la somma delle varianze degli incrementi e quindi si procede
come nel caso del valore atteso, sostituendo Var a E.

19In questo caso si sfrutta il fatto che

exp{0X1} = [ exp{0 (Xi/n — X(e—1y/n) }»
k=1

da cui, passando al valore atteso, per I'indipendenza degli incrementi e per I’omogeneita

Elexp{6X1}] = [] Elexp{6 (Xy/n — X(k—1)/n) Y] = (Elexp{8 (X1, — X0)}])" .
k=1

Posto exp{K(0)} := E[exp{0X1}] si ottiene dunque che
Elexp{0 (Xi/n — X(k—1)/n) }] = Elexp{0 (X1,,,)}] = exp{K(0)(1/n)},

da cui ancora la tesi per ogni ¢ razionale.

20Di nuovo misurabilita e integrabilitd sono banali. Osservando che
Zivs = expl0 Xows — K(O)(t+5)}
— exp{0 X; — K(0)t} exp{0(Xss — X1) — K (0)5}
= Zyexp{0(Xi4+s — Xt) — K(0)s}
si ottiene subito
E[Ztys — Zi|Fi] = E[Zi (exp{0(Xits — Xi) — K(0)s} — 1) | F4]
(per la misurabilita di Z;)
= ZiE [(exp{0(Xt1s — Xt) — K(0)s} — 1) | 7]
(per I'indipendenza degli incrementi da F)
= ZiB [(exp{0(X¢4s — Xt) — K(0)s} — 1)]
(per 'omogeneita degli incrementi)
= ZiE[(exp{0 Xs — K(0)s} —1)]|=Z;(1-1)=0

214 In realta la richiesta che Yy sia Fp-misurabile non & strettamente necessaria, se vale la condizione di indipendenza di tra il
processo (X¢) e la variabile aleatoria Yp: nel caso in cui Fy = ]—'tX si potrebbe, in alternativa, cambiare la filtrazione e prendere
la filtrazione definita da F; V o{Yp}. In questo caso infatti il processo Yp + X; viene automaticamente adattato alla nuova
filtrazione. Inoltre {X:} & ancora una martingala rispetto alla nuova filtrazione, come si pud vedere facilmente usando la proprieta
dei condizionamenti ridondanti: infatti la o-algebra H = o{Y(} ¢ indipendente da X = X4 e da G = F;.

IE[X\Q \Y H] = IE[X|Q’} < ]E[Xt+3|.7:t \Y O’{Y()H = E[Xt+s|-7:t] = Xt;

lo stesso discorso vale nel caso in cui si assuma Y indipendente da F; D F;X per ogni ¢ (e quindi anche dal processo {X;}.
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integrabilita. Ad esempio

Z, = Elexp{0(¥; — pt) — K(0)t}] (3.10)
¢ ancora una martingala a media costante uguale a E[Zy] = E[exp{0Y;}], purché ovviamente il valore medio di
exp{0Yy} sia finito.

Esempio 8.6 (Decomposizione di Doob e martingala esponenziale per il processo di Wiener). Come applicazione
si consideri che il processo di Wiener standard o moto browniano W; é una martingala, anche My = W2 —t e
infine, per ogni 0 reale

1
7Y = exp{OW; — 50’%} (8.11)
¢ una martingala®® a media 1, che viene detta martingala esponenziale.

Si noti che W2 & una submartingala (in quanto quadrato di una martingala) e che quindi si puo decomporre
nella somma di una martingala (la martingala My) e di un processo crescente (il processo deterministico t),
cio¢ W2 = My +t. Si tratta di un caso particolare della decomposizione di Doob a tempo continuo.

Esempio 8.7 (Decomposizione di Doob e martingala esponenziale per il processo di Poisson). Anche il processo
di Poisson Ni di parametro X\, essendo un processo crescente € una submartingala, e si puo decomporre nella
somma di una martingala M; := Ny — Xt e di un processo crescente Ay = At. Si tratta anche qui di un caso
particolare della decomposizione di Doob a tempo continuo.

Si osservi che in generale data una v.a. Z non negativa e a media 1 in uno spazio (Q, F,P),
Q(0) :=EF[I7], C e F, (8.12)
definisce una nuova misura di probabilita.?® Q su (Q, F).

Esercizio 8.1 (Un caso particolare del Teorema di Girsanov). Posto
0 Lo
Z = ZT( = exp{0Wr — 0 T})

dove Z¢ ¢ la martingala esponenziale (8.11) relativa al processo di Wiener, e F = Fr nell’espressione precedente
(8.12), si trovi

1) la derivata di Radon-Nikodym

_ @

h: =
t dP]_—t,

ovvero®* quella variabile aleatoria hy(w), Fy-misurabile, tale che
Q(A) = / hi(w)P(dw), per ogni A € Fy;
A

suggerimento: si veda l’esempio riguardante le martingale e le derivate di Radon-Nikodym.

22Basta ricordare che K () & definito dal fatto che exp{K(0)} = E[exp{0(X1 — p1)}]. In questo caso quindi exp{K(0)} =
Elexp{6W1}] = exp{%92}, da cui K(0) = %92.

231 ovvio che Q(C) > 0, essendo Z non negativa, e che Q(Q) = 1, in quanto Q(Q) = EF[IqZ] = E¥Z] = 1. La o-additivita segue
dalle proprieta di o-additivita di P e dal fatto che

I, a,y = Z Ia,,, se gli insiemi A, sono disgiunti a due a due.
n

248;j ricordi la nota 3.3.
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soluzione: %|E =27z
2) la legge di W, rispetto a Q,
suggerimento: basta capire che EQ[g(W,)] si calcola equivalentemente come
1
E%[g(Wy)] = E'[g(W) Z{] = B [g(We) exp{0W; — S0°t}]
1 1 1
= / g(w) exp{w — ~6*t} exp{——w?}dw = / g(w) exp{—— (w? — 2wot + 6*t*) }dw
. 2 2 . 2
1
= / g(w) exp{—— (w — 6t)*}dw
. 2
soluzione: la legge di Wy é N(6t,t)
3) le distribuzioni finito dimensionali di (W;,t > 0) rispetto a Q.

suggerimento: si tratta di capire che EQ[gy (W, )goa(Wy, — Wi,) -+ - gn(Ws, — Wi, _1)] si calcola come

EF (g1 (W) g2 (Wi, = We,) -+ gu(Wh,, — Wo, —1) Z0 ]

=E (g1 (Wi, )g2(Wey = Wiy) -+ gu(We,, — Wi, 1) H ]
k=1 Ztkfl
- 1

= B¥ g1 (W, ) g2 (Wh, — Wi,) -+ gn (Wi, = Wi, ) [ exp{0(W3, — W3, ) — 592(% — ti-1)}]
k=1

P - 1 2
=E [H gk(Wtk, - Wtk—l) eXp{e(Wtk - Wtk,—l) - 59 (tk - tkfl)}]
k=1

- 1
H Ep[gk(Wtk - Wtk—l) exp{g(Wtk - Wtk—l) - 502@’6 - tkfl)}]
k=1

(wi —Wij—1 — G(tl —
2(t; —ti—1)

ti_l))z }d’LUZ

I

/Rg(wz' —wj—1) exp{—

1=1

dove per convenzione si ¢ posto tg =0 e wg = 0.

soluzione: il processo {W;} diviene sotto Q un processo di Wiener con drift 0 e coefficiente di diffusione 1.

8.7 Processi di Markov regolari
I processi di Markov regolari sono processi costruiti attraverso una famiglia di probabilita di transizione
regolari P(s,t,z, A), e attraverso una misura di probabilita ug, detta (misura delle) probabilita iniziali.
Definizione 8.8 (Probabilita di transizione regolari). Una famiglia P(s,t,z, A)

P:(RT xRT), xR x B(R) — [0,1], (s, t,z, A) — P(s,t,z, A),

dove
RT xRT);y ={(s,t) e R" x R, tali che s < t},

che soddisfa le sequenti proprieta:
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(i) per ogni 0 < s <t edx €R,
P(s,t,z,-): BR) — [0,1],A — P(s,t,x, A)

e una misura di probabilita,

(ii) per ogni 0 < s <t ed A € B(R),
P(s,t,-,A) : R —[0,1],2 — P(s,t,z, A)
e una funzione misurabile,

(iii) la famiglia P(-,-,-,-) soddisfa ’equazione di Chapman-Kolmogorov, cioé per ogni 0 < r < s <t, per
ogni x € R e per ogni A € B(R) vale

P(T7t7$7A) :/P(T,S,.’L‘,dy)P(S,t,y,A),
R

viene detta famiglia di probabilita di transizione regolari.
Si noti che quindi necessariamente P(t,t,x, A) = §,(A), cioé vale 1 se x € A e vale 0 altrimenti e che le
proprieta (i) e (ii) permettono di dare senso all’integrale in (iii).

Osservazione 8.1. E’ interessante notare che ’equazione di Chapman-Kolmogorov, nel caso in cui P(s,t,z,-)
ammette densita, ovvero

P(syt,x,A)=/p(s7t,m,y) dy,
A

/p@mxwwz:/p@&xwwy/pﬁt%ddﬁj/(/p@&wa@t%dﬁad%
A R A A R

pmuxazjhm&awMHw¢My
R

Attraverso le probabilita di transizioni regolari e la probabilita iniziale, si puo definire una famiglia di

diviene

ovvero

funzioni di distribuzione finito dimensionale nel seguente modo: si definiscano, per 0 < t; < .-+ < t, e per
(ZO7 21y azk) S Rk+1)
Foty, (20,21, 5 2 / / / po(dxo) P(0,t1, zo, dy1) P(t1,t2, y1, dyz) - -
P(te—2,tr—1,Yx—2, dyr—1) P(t—1, tr, Yo —1, dys),
ed
Fy (71,00 21) = lm Fogy o0 (2,21, 5 21)s
Z— 00
Se invece non vale 0 < t; < --- < tg, si definiscono attraverso un’opportuna permutazione 7 per la quale

0<tr, <--- <t edin modo che valga la condizione di consistenza (C1).

La proprieta (iii), ovvero ’equazione di Chapman-Kolmogorov, permette di verificare immediatamente la
condizione di consistenza (C2')?°. La famiglia di distribuzioni finito-dimensionali cosi ottenute soddisfa quindi
le proprieta di consistenza del teorema di Kolmogorov, e pertanto esiste un processo con queste distribuzioni
finito-dimensionali. Un processo le cui distribuzioni finito-dimensionali si possono ottenere attraverso una
famiglia di probabilita di transizione regolare e una probabilita iniziale come sopra, viene detto processo di
Markov (o processo markoviano) regolare.

25Nel caso con densitd la verifica & simile a quella del caso dei processi ad incrementi indipendenti ed omogenei: si prendano
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Esempio 8.8. Il processo di Wiener ed il processo di Poisson sono processi markoviani regolari in questo senso
con po=0{0y per entrambi i processi e

Plostady) = o R

per il processo di Wiener, mentre

(At =)™

P(s,t,n,{m}) = (= m)]

exp{—-At—9)}, 0<m<n

per il processo di Poisson.

Esempio 8.9 (Processi di Markov regolari omogenei e processi a incrementi indipendenti e omogenei). In
entrambi i casi dell’esempio precedente P(s,t,x, A) dipende solo dalla differenza t — s. Piu in generale ogni
volta che P(s,t,x,A) = P(s+ h,t + h,z,A) = P(0,t — s,x, A) per ogni s,t,h,x, A, si parla di processo di
Markov omogeneo (nel tempo). Inoltre se per ogni s,t, h,x, z,y,

P(s,t,x,(—00,2]) = P(s+ h,t + h,z +y, (—00, 2 + y]), (8.13)

allora in realta si tratta di esempi di processi a incrementi indipendenti ed omogenei (nello spazio) (con
Xo =0, se up & la misura concentrata in 0). Nel caso generale la famiglia delle distribuzioni finito-dimensionali
cost ottenuta coincide con la famiglia delle distribuzioni finito-dimensionali di un processo (X{)i>0, con

X, =Yy + Xy,

k>1le0<ty <tp<---,<tp <tgyq, allora

I Foy ettty g (TO 1y i1, T T 1, Tt 1)

i+1 Tr41
—zleoo/ / / / / / ro(dyo)p(0,t1,y0,y1) - p(ti—2,ti—1,Yi—2,Yi—1)

P(tio1,ti, Yio1, Ya)P(Lis tin1, Yis Yit1) - - P(bks bk 1 Yk Y1)dY1 - - - dyi—1 dy; dyiyr - - - dypgy
LTj—1

zq 1
= lim ,uo(dyo)/ P(O,tl,ymyl)dyl"-/ p(tiz2,tim1,Yi—2,Yi—1) dyi—1

—
T ) o —o0 —o0

i1 z T4l
/ (/ p(tiflytiyyiflyyi)p(ti7t1+17yi’yi+1)dyi) dyi+1"'/ Pyt 15 Yhs Y1) AYr1 =

e’} —oo —o0

xq T Ti—1
:/ ,uo(dyo)/ p(07t17y07y1)dy1"'/ p(ti—2,ti—1,Yi—2,Yi—1) dyi—1
—o0 —oco

—0o0

it oo Tl
/ (/ p(ti—lativyi—lyyi)p(tiyti-ﬁ-lvyivyi-t—l)dyi) dyit1 - / P(ths tht15 Yk> Y1) dYkt1

[ee] —o0 —o0

o 1 Ti—1
=/ uo(dyo)/ p(07t17y0,yl)dy1~~/ P(ti—2,ti—1,Yi—2,Yi—1)dyi—1

—oo —o0 —oo
i1 T4l
/ p(ti—l,ti+1ayi—lvyH—l)dyi-&-l"'/ D(ti, Lt 15 Yoo Yht1) Y1
— oo —o0
= F0,ty 0 ity tig 1 sty (B0, T,y Tim1, Tk 1,0+, Tpt1), Peri=1,--- k.

Nella penultima uguaglianza si & tenuto conto dell’equazione di Chapman-Kolmogorov. Il caso i = 0 & verificato per definizione.
Infine

Jm Foty ety ity (R0, @150 T, @)
e
—zhjolo/ / / / #0(dyo)p(0,t1,y0,y1) - P(te—15 Lk Y—1, Y& )P(ks tht 15 Yk» ¥) Yo dyn - - - dyp dy
xT
= hm/ uo(dyo)/ p(0,t1,y0,y1) dy1 - - / p(tr— 1,tk7yk_17yk)dyk/ c (et Yi, y) dy
— 00 — o0

o z1 T oo
/ #O(dyo)/ p(07t17y0,y1)dy1“'/ P(tk—lytkyyk—lvyk)dyk/ <Dty teg, Yks ) dy
— oo —oco

— o0 — 00

T z1 Ty
/ Mo(dyo)/ p(0,t1,%0,y1) dy1 - / P(—1:ths Yo—1,Yk) Ay = Foty .-, (®0, 1, -+, Tk),
oo —o0 —oo
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dove (X;)1>0 € un processo ad incrementi indipendenti ed omogenei con Xo =0, ed Yy ¢ una variabile aleatoria
con funzione di distribuzione Fy(y) = po((—00,y]), indipendente dal processo (X;)i>o-
Per verificare le precedenti affermazioni si osservi che, prendendo h = —s ed y = —x nella formula (8.13)
st ottiene
P(s,t,x,(—00,z2]) = P(0,t — 5,0, (—00,z — z]),

allora basta porre
F,.(z) = P(0,u,0, (—o0, z]).

Sempre nel caso con densita, ovvero nel caso in cui Fy,(z) = ffoo qu(y)dy, Uequazione di Chapman-Kolmogorov
diviene

Qt—r(z - IE) = /Rqs—r(y - fU)(Jt—s(Z - y) dy

ovvero, ponendo s —r=u,t—s=v,(=z—x edn=y —x,

Quiv(C) = /R (M aqu(¢ —n)dn, ovvero Guiv = qu * qu,

che ¢é esattamente la condizione di compatibilita gia incontrata per i processi ad incrementi indipendenti ed
omogenei, e cio dimostra che la famiglia markoviana di distribuzioni finito-dimensionali definita con py = do,
e quella definita per i processi ad incrementi indipendenti ed omogenei, sono le stesse, ovvero che (Xi)i>0 € un
processo di quest’ultimo tipo.

Infine per mostrare che le distribuzioni finito-dimensionali del processo (X})i>o0 sono quelle della famiglia
markoviana, osserviamo che, nel caso in cui uo(dy) = po(y)dy, si ottiene

20
= / P(Yy € dzo)P(Xy, < 21 — @0, , Xp, < 21 — 0|Yo = 20)
(per Uindipendenza di (X;)i>0 ed Yo)

z0
=/ P(Yo € dao)P(Xs, < 21 — 20, , Xp, < 2 — o)

— 00
zZ0 zZ1—Xo Zk—T0

=/ PYo(x(J)dwt)/ / Pxey X, W u) Ay dyg
— 00 — 00 — 00

(posto y; =y, + )

20 Z1 2k
:/ pyo(xo)dxo/ / DXy X, (Y1 — o, Yk — o) dy1 -+, dyg
— 00 — 00

— 00

z0 z1 Zk
= / / / Po(x0) dxo qr, (Y1 — o) dY1 Gro—t, (Y2 — Y1) dy2 - - -

Qoo (Yk—1 = Yk—2) dYk—1 Qu—ti_, (Yr — Yr—1) dyi,
=: FO,tl,--- e (Zo, 21,0 ,Zk)-

8.7.1 Processo di Orstein-Ulhenbeck

Si consideri la famiglia delle probabilita di transizione con densita, definita da

(y _ e—)\(t—s)x)2

1
9 l—e2(i—») }dy.
g X

1

P(s,t,x,dy) = exp{—=

( y) e xp{—3
2

Si pud dimostrare che P(s,t,x,dy) definisce una famiglia di probabilitd di transizione regolare (gaussiana).
Inoltre si potrebbe dimostrare che, se Yy € una variabile aleatoria con distribuzione g, indipendente da un
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processo di Wiener standard (W;);>o, allora la famiglia di distribuzioni finito dimensionali ottenute tramite
P(s,t,z,dy) e la distribuzione iniziale pg, ha le stesse distribuzioni finito dimensionali del processo

t
X i=e MYy + oW, — / e MW ds.
0

Si noti che l'integrale ha senso purché si prenda la versione a traiettorie continue del processo di Wiener
standard?6.

E inoltre interessante notare che, se Yy = =z, cioé se Yy e una variabile aleatoria degenere, allora
X, i=e Mz 4 oW, — f(f oxe M=), ds & un processo gaussiano?”, di valore atteso m(t) = e~z e funzione di

covarianza .
S
K(s,t)=E [(UWt - / o)\e_’\(t_“)Wudu> (oWS — / o)\e_’\(s_“)Wuduﬂ .
0 0

Con un po’ di calcoli?® si pud controllare che

0.2
K(S,t) _ ﬁ(e—)\lt—sl _ e—)\(ii+s))7

ed in particolare quindi
2
Var(X,) = K(t,t) = %(1 !

26Vale la pena ricordare che di solito questo processo viene introdotto dopo aver parlato dell’integrale stocastico rispetto al
processo di Wiener. Riscrivendo

t t
oWy f/ e MW ds = ge™ M (eAtWt 7/ )\eASWSdS) ,
0 0
e interpretando la formula tra parentesi come un’integrazione per parti

t t
MV, —/ Wede s =: / eASdWS,
0 0

t
X i=e M (Yo +J/ e)‘SdWs> ,
0

dX: = —AX¢dt + odWy.

Per poter dare un senso piu preciso a questa espressione, tuttavia andrebbe prima visto il significato dell’integrale stocastico.
In effetti la prima definizione di integrale stocastico data da Wiener ¢ stata la seguente: per ogni funzione deterministica
h(t) € C1, ovvero con derivata prima continua, Wiener definiva

si puo riscrivere

o in forma differenziale (stocastica)

B B
/ h(s)dW,s = Wgh(ﬁ)—Wah(a)—/ Wk (s)ds.

a

Questa variabile aleatoria risulta gaussiana (vedere la nota successiva) di valore medio nullo e di varianza ff h2(s)ds. Se h(t) ¢ C1,

ma € misurabile e con ff h2(s)ds finito, allora Wiener definiva

B8 Ié]
/ h(s)dWs := lim / hn(8)dWs,
[e3

—
n—oo [,

dove il limite ¢ inteso in media quadratica, e dove {hy }, & una successione di funzioni C' con la proprieta che
s 2
/ (hn(s) — h(s))*ds — 0.
«@

271] fatto che sia gaussiano dipende dal fatto che I'integrale fg e A=) Wods = e~ M f[f e*Wds si pud ottenere come limite delle
somme di Riemann

n
e M Z eASk’Wsk (Sk — Sk—l)v
k=1

che sono variabili aleatorie gaussiane, e tenendo conto del fatto che il limite (in distribuzione) di variabili aleatorie gaussiane &
ancora una variabile aleatoria gaussiana, purché valore atteso e varianza convergano.
28Questo conto risulta pii1 agevole dopo aver introdotto 'integrale stocastico di Ito (vedere la Sezione 9.5.
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2At

Nel caso in cui A > 0, quando t va all’infinito, allora chiaramente E[X;] = m(t) = e ?*z converge a zero e

la varianza Var(X;) = K(t,t) converge a % Di conseguenza la legge unidimensionale del processo (X¢)i>o0
converge in distribuzione ad una legge gaussiana N (0, gA)
Questa legge gode di una interessante proprieta se la legge iniziale uy € appunto una legge gaussiana

N(0, g), cioe po(dx) = \/76 xp{— 2} = \/ 25 exp{—2%2?}, allora la legge di X, & ancora una legge
27 g

gaussiana N (0, gA) OvVero:

P(X, € A) = / 1o (dz) / (0,4, 2,)dy

1(y —e Ma)?

1

[ A 2

x dr —_—  exp{—————"——"—1}d
/ o? ) /A /szkefw p{ 2 g2l by

—At )
(/ \ 702 © p{ \/ 7o2(1 — e 2N _ e—2>\t) }dx) dy
/ Vg2 p{— 5y} dy, .
per ogni A boreliano

Questo esempio porta a dare la definizione di distribuzione stazionaria.

29

Definizione 8.9 (Distribuzione stazionaria). Sia g una distribuzione tale che

/u(daz)P(s,t,m,A) = u(A)

R

allora 11 viene detta distribuzione stazionaria o invariante del processo di Markov regolare determinato
dalle probabilita di transizione P(s,t,x, A).

Si puo dimostrare che se pp = p € una distribuzione stazionaria, allora le distribuzioni finito-dimensionali
godono della proprieta di stazionarieta

Definizione 8.10 (Processi stazionari). Se per ogni h > 0, k, (t1,---,tx) e (21, ,2) la famiglia di
distribuzioni finito-dimensionali Fy, ... 1, (21, , 2k) gode della proprietd che
Ft1,~~~ RN (ZO7 21yt 7216) = Ft1+h,-~~ ,tk-‘rh(’zO; 21, 7Z]€)

allora Fyy,,... 1, € detta una famiglia di distribuzioni finito-dimensionali stazionarie, e il processo con tale
famiglia di distribuzionsi finito-dimensionali ¢ detto un processo stazionario.

291 ultima uguaglianza deriva dal fatto che, la densita di X; ¢ data dall’espressione tra parentesi, ovvero da

)\(y _ e_M:E)Q (1 _ e—2)\t)

sz/ \/m e 02(176—%)}‘“

\/X A At \2 2 2At
~ Vo2 a —e - d
\/;/ To2(1 — e~ 271) exp{ o2(1 — e—2N) ((y—e M) +2°(1 - )) Ydz
\/7/ 2N )\(y2 — 2ye Nz 4 e~ 2Mg? 4 4% — g2 M) y
X
no? \/W 02(1 — e—2At)
VA Mz2 — 2zye— At 2
N RS
o mo2(1 — e—2A) 02(1 — e—2M)
VA M2 — 2zye— M 4 y2e—27t —2Nt 4,2
\/72/ exp(- M2 ATy M}dm
i mo?(1 —e=2X) 02(1 —e=2Mt) 2(1 — e—2M)

A 9 v )\(:t—ye*M)2 Y A,
= mr el 50 [ Jrorn oo P e ey e = g el v
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8.7.2 Moto browniano geometrico e modello di Black-Scholes

Il prossimo esempio e di fondamentale importanza nell’ambito dei modelli finanziari. I1 modello proposto da
Black e Scholes ¢ un modello a tempo continuo con una azione rischiosa (una azione di prezzo S; all’istante t) e
una azione non rischiosa (di prezzo By all’istante t). Si suppone che levoluzione di B; sia descritta dall’equazione
differenziale seguente

dBt = ’I“_Btdt7

dove r & una costante positiva. Questo significa che il tasso di interesse & costante e uguale a r. Se By = 1,
allora ovviamente B; = e"?, per t > 0.
Si suppone che il prezzo dell’azione sia descritto®® dal processo

2
o
Sy = Spexp {ut — ?t + aWt} .
dove p e o sono due costanti e (W), ¢ un moto browniano standard, ed Sp ¢ una variabile aleatoria indipendente

da (Wt)t'

Tale processo ¢ detto moto browniano geometrico.’!

Il modello & studiato sull’intervallo [0, T'], dove T ¢ la data di scadenza dell’opzione da studiare. In particolare,
risulta che la legge di S; & una legge log-normale, vale a dire che il suo logaritmo segue una legge normale.
Il processo (S¢): € una trasformazione biunivoca di un processo di Markov, infatti

2
o
Y;: = log(S;) = log(So) + oWy + (1 — 7)1&
€ un processo ad incrementi indipendenti ed omogenei, con
YO = IOg(S()),

€ con

g
Xt = O'Wt + (/,L— E)t

. . . . . 2 . . . .
un processo di Wiener, non standard, con coefficiente di drift p’ = pu— % e coefficiente di diffusione o2. Tenendo

conto di questo fatto si puo affermare immediatamente che il processo (S;); verifica le seguenti proprieta:
- continuita delle traiettorie;
- seu <t,S;/S, ¢indipendente da F5 = o(S,,v < u);
- se u < t, lalegge di (St — S,)/Su & identica a quella di (S;—,, — Sp)/So.

La prima proprieta ¢ banale. Per verificare le altre due proprieta basta osservare che

2

St/ Su = exp{¥i = Y} = exp{o(We = Wo) + (u = )t —w)},

30D solito si introduce il processo del prezzo S; come la soluzione dell’equazione differenziale stocastica
dX; = X¢(pdt + odWy),  Xo = So,
che si risolve esplicitamente:
Xt = Soexp {ut — %zt + O'Wt} .

Di nuovo per capire bene il senso dell’equazione differenziale stocastica precedente andrebbe prima chiarito il significato dell’integrale
stocastico di Ito e del differenziale stocastico (vedere la Sezione 9.5.

31Questo processo si pud ottenere anche come limite del processo dei prezzi per il modello di Cox, Ross e Rubistein. Per un
approccio elementare si veda il testo di S. Ross [15].
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che F, = F2 = FV v o(Sy) e che (W, — W,) & indipendente da F}V e da o(S;) ed ha la stessa legge di
(Wt—u - WO) =W _w.
Inoltre il processo (S¢); risulta esso stesso un processo di Markov regolare: per x; > 0,i=0,1,--- , k

FSQ,Sl,~~,Sk(wO7x17 e ;xk) = P(SO S .’1707St1 S T, 7Stk S (Ek:)

= ]P)(YO < log(mg), Ytl < log(xl)’ e 7Y;5k < 1og(a:k))

log(zo) log(wl) log(wk)
:/ / / meYtla'“,Ytk(yO,yl,"' 7yk)dy0dy1"'dyk
—o0 —o0

—0o0
log(zo) plog(z1) log(zk) k 1 _ (yrw—r#'(trf;—l))z
= aE Py, (Yo) e Himtizne dyo dyz - - - dyp,
/700 /;oo /700 ° 11;[1 27T(t7, - ti—l)o-2
di conseguenza la densita congiunta di (Sp, St,, -+ ,St,) si ottiene derivando rispetto a zg, x1, -+, =) la

precedente espressione:

an
DS0,Sty . 1Sty (X0, X1, Tg) = D200z, Orn Fsy,81, 50 (X0, @1, -+, )
11 1

= PYo,Yi, Yy, (log(mo), IOg(xl)v e 710g(zk)).%'70.’l}71 e ;k

_ (10s(zy)—log(w; 1) =w' (t;=t;_1))?
2(tj—t;_1)o?

_ Py, (log(xo))

1
e
Zo 11;[1 i/ 2m(t; — ti—1)0?

La densita risulta evidentemente nulla se una delle x; non e strettamente positiva.
Da cio risulta evidente che le probabilita di transizione ammettono la seguente densita

1 exp{ _ (log(y) — log(z) — p/(t — S))Q }

p S7t"r, =T
( v) yy/2m(t — s)o? 2(t — s)o?

E infine facile vedere che queste densita di probabilita di transizione verificano I’equazione di Chapman-
Kolmogorov in quanto ci si riporta immediatamente attraverso un cambio di variable al caso delle densita
di probabilita di transizione del processo Y;.

La formula di Black-Scholes permette di calcolare in modo esplicito il prezzo di un’opzione call europea. Si
indichi con Cy(z) il prezzo dell’opzione emessa al tempo 0 con la condizione Sy = z. Si ponga

1
Z? = exp {—292t + GWt}

che & la martingala esponenziale (gia definita in (8.11))con E[Zf] = 1.

Se si prende § = =* per il Teorema di Girsanov (vedere I'Esercizio 8.1) il processo scontato dei prezzi

(S; = %‘t = e "tS}); & una martingala3? rispetto alla misura

Q(4) = Q(4) =E°[l4Z7), A€ Fr,

32Posto
~ —r
W= 2" 4w,

g

il processo
~ 0'2
St =zexp{(p—1r— 7)15 + oW}
si puo riscrivere anche come
2
- o —
St =z exp{—7t + oW}
Rispetto alla misura di probabilita Q il processo W; risulta un processo di Wiener con coefficiente di drift 8, cioe equivalentemente

Wt:(Wt—Gt)+6t:Bz+6t,
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ovvero con dQ = Z&dP. Estendendo la definizione data nel caso a tempo discreto, si ha quindi che la misura Q
€ una misura martingala equivalente a P. _
Inoltre si ha che, per ogni ¢, la legge della variabile aleatoria S; = e"*S; rispetto a Q & la stessa®® della
variabile aleatoria z exp{(r — 02/2)t + 0/tZ}, dove Z & una variabile aleatoria gaussiana standard N (0, 1).
Quindi

Co(z) = e "TEQ [(ST — K)+]

— o "TRQ [(l,e(r";)TJrcr\/TZ B K) +] .
La speranza matematica a destra vale

+
e—rT\/%/ > (me(r—"—;)T-‘roﬁz _ K)+6_22/2d2.
iy

L’integrando si annulla per z < (, dove

1 K o?
= sy (- (- %) 7).

—rT —+o00
Co(z) = e\/T (xe(r—%““ﬁz - K) =12,
T Je

Se si indica con @ la funzione di ripartizione della legge A(0, 1),

O(x) = L /I e 2y = L /+°° e 22,
B V2T ) oo N V2T ) s ’

—00

e quindi

allora
Co(x) = L /+0° e~V g, Ke "T®(—()
0 V2 J¢

+oo
i —2%/2 _ —rT&(_
m/{_aﬁe dz — Ke ™ ®(—()
P (—C + a\/T) — Ke "o ().

In conclusione si ottiene la formula di Black-Scholes

Co(z) = 2® (fg + a\/T) — Ke " To(—).

con B un processo di Wiener standard rispetto a Q = QY. Di conseguenza

We=L""r i w, =L "t o+ B,
g

oa

Prendendo quindi

—r r—
QZ_L:J’

g g

si ottiene che Wt = By & un processo di Wiener standard rispetto a Q = QY.
A questo punto si osserva che, proprio per questo motivo,

~ 0—2 —
S ==z exp{—?t + oW}
é rispetto alla misura Q una martingala esponenziale ovvero
~ ~ 0'2 o~
St =azZ] ==z exp{—;t + oW}, (8.14)

si tratta di applicare il risultato dell’Esercizio 8.1 con Q al posto di P, W al posto di Wy ed infine o al posto di 6.

331 uguaglianza in legge si vede dall’espressione del prezzo scontato (8.14), e tenendo conto del fatto che la legge della variabile
aleatoria W, rispetto a Q & N(0,t) e che anche la legge di vtZ ha legge N(0,t), se Z ha legge N(0,1). B importante sottolineare
che ovviamente cio vale solo come variabili aleatorie e non vale come processi.
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Per ulteriori approfondimenti consultare il libro di P. Baldi [1], quello di D. Lamberton e B. Lapeyre [9], oppure
di J.M. Steele [18] .

Mediante la formula di Black-Scholes, possiamo ricavare il prezzo equo di un’opzione call europea. Tuttavia,
grazie alla formula di parita (si veda ad esempio il libro di S. Ross [15]), si ricava immediatamente anche il
prezzo equo di una put europea P, dato da

Po=Cy— S+ Ke T,

La formula di Black-Scholes ha il pregio di essere semplice e di dipendere da tre parametri: r, ;4 e . L’unico
parametro difficile da stimare & la volatilita, o234

Infine va notata I’analogia della formula di Black e Scholes con il corrispondente risultato per il modello di
Cox, Ross e Rubistein (CRR). A tale proposito si veda, sempre nel testo di S. Ross®® [15], come sia possibile
ottenere tale formula in modo elementare come limite del prezzo del modello CRR, mandando il numero di passi
all’infinito, con opportuni riscalamenti nel modello stesso.

8.8 Appendice: dimostrazione del Teorema di esistenza di
Kolmogorov f{i

Un problema noto nel caso unidimensionale ¢ il seguente: data una distribuzione di probabilita p su R, esiste
uno spazio di probabilita (Q,F,P) ed una variabile aleatoria X che ammette come distribuzione pu?

Ci sono due possibili risposte “classiche“ a tale quesito: la prima consiste nel prendere lo spazio canonico
Q =R, F = B(R), X uguale allidentita, ciot X (z) = x, e infine P = y; la seconda (Teorema di rappresentazione
di Skorohod) consiste nel prendere Q = (0,1), F = B(0,1), P la misura di Lebesgue ristretta a (0,1) ed
X(u) = F7'(u) := inf{z tali che u < F(z)}, dove F(z) := p((—o0,z]) ¢ la funzione di distribuzione ed F~! &
la funzione inversa generalizzata 3¢ della funzione di distribuzione F.

Anche nel caso dei processi ¢’¢ qualcosa di simile. Il problema si esprime nel seguente modo: data una
famiglia di distribuzioni finito-dimensionali fi, ... ¢, , al variare di K > 1 e di ¢1,--- ,t; in I, esiste uno spazio di
probabilita (Q, F,P) ed un processo aleatorio (X, ¢ > 0) che ammette tali distribuzioni finito-dimensionali?

Lo spazio canonico, analogo ad R, ¢ RY = {x(-) : I — R}, ed il processo canonico & il processo coordinata per
il quale X;(x(+)) := z(t). La scelta della o-algebra viene fatta in modo che il processo canonico sia misurabile.
Quindi necessariamente deve contenere gli insiemi del tipo

{z(-) e RT | z(t) € A}, per A € B(R),
e delle intersezioni finite di insiemi di questo tipo, i rettangoli di base finita
{z(:) eRY | x(t1) € Ay, ,z(t) € Ag, }, per A, e BR) eh=1,--- k.

Necessariamente, quindi, deve contenere anche i cilindri (o insiemi finito-dimensionali), ovvero degli insiemi del
tipo
C={z(-) e RT | (z(t1),z(t), - ,z(ty)) € H}, dove H € B(R) (8.15)
Si sceglie quindi la o-algebra R! generata dall’algebra R{ dei cilindri, al variare di k > 1, degli indici ¢y, - - - ,
in I edi H in B(R¥)37.
Infine come misura di probabilitd P, chiaramente, si vuole prendere una misura di probabilita su R! per la
quale valga

34La volatilita & un parametro che gioca un ruolo importante nelle applicazioni. Per questo motivo, negli ultimi anni, & stato
molto studiato, in statistica, il problema di stimare il coefficiente di diffusione, a partire dall’osservazione di una traiettoria.

3571 Ross del modello CRR e P'autore di [15] sono due persone diverse.

36Se non si ¢ familiari con il teorema di Skorohod basta considerare solo il caso in cui la funzione di distribuzione F(-) sia
strettamente crescente e continua e quindi invertibile.

37Per la dimostrazione del fatto che R(I) sia un’algebra vedere la dimostrazione del seguente teorema.
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P(C) = Mty ity (H)a
per ogni cilindro C di RY, definito come in (8.15).
A questo punto si pone il problema: esiste una tale probabilita P ? e piu precisamente

(i) la definizione di P & ben posta su RE? (i) P si puo estendere a tutto RI?

La risposta ¢ affermativa sotto alcune semplici condizioni di consistenza ed e il contenuto del Teorema di
esistenza di Kolmogorov. Come si intuisce dal discorso precedente I'ingrediente essenziale della dimostrazione di
tale teorema e il procedimento di estensione di una misura definita su un’algebra alla o-algebra da essa generata
(Teorema di Caratheodory).

Le condizioni di consistenza sono le seguenti:

Sia k > 1 e sia 7 una permutazione di {1,--- ,k} e sia
(I)Tr : Rk - ]Rkv(xh'“ 7I'k) - q)ﬂ(xlv"' 7:1716) = (1’7‘-17"‘ 71‘7’%)'
Chiaramente, essendo ®, biunivoca, (zy,--- ,7x) € H se e solo se ®,(x1,--- ,x1) € ®,(H), per H € B(R¥), e
quindi
frty oot (H) = pg oot (O (H)), (8.16)
infatti

/J’tlf'wtk(H) = P{(th"' 7th) € H} = P{(I)W(thﬁ"' ’th) € CI)W<H)} =
=P{( Xt Xi, ) € Pr(H)} = ity oo, (P (H)),

inoltre
Kty o stie tgn (H X R) = Mty oty (H) (817)
E immediato constatare che le condizioni di consistenza (8.16) e (8.17) si possono riscrivere nel seguente modo:
Siano k > h > 1, sia m una permutazione di {1,---,k} e sia U, : RF — R (29, 25) —

Vo1, 2k) = (Tmy, -+ , T, ), allora, per ogni (t1,--- ,tx) € I* e H € B(R")

-1

frty et (W (H)) = ot (H), (8.18)
infatti, nel caso in cui H sia un rettangolo cioe H = A; x --- x Ay, posto 7! la permutazione inversa di ,
pensata quindi come funzione biunivoca di {1,--- ,k} in sé, e posto A,, =R per m=h+1,--- ,k, la relazione

(8.18) diviene

P(( Xy,  Xe,, ) € H) =P(Xy, € Ay,--, Xy, € Ap) =
=P(X¢,, € A1, Xy, € Ap, X, € Apgryoo, Xy, € Ag) =
= IP’()Q7r1 c A‘n'*l(ﬂ-l)a - 7Xt7rh c Aﬂfl(ﬂh),XtWHl c Aﬂfl(ﬂ'h+1)’ - 7Xt7rk c Aﬂ71(ﬂk)) =

(riordinando opportunamente le condizioni richieste)
= ]P)(Xh € A’n'*l(l)v e 7Xth € A’frfl(h)7Xth+1 € A7r*1(h+1)a e 7th € Aﬂ'*l(k)) =
= P((Xtu T ’th) € \I/;,lh(H))v

e se vale per i rettangoli, poi vale per ogni cilindro.

Prima di enunciare e dimostrare il teorema di Kolmogorov, menzioniamo il fatto che esiste un’altra possibilita,
piu simile a quanto fatto nel teorema di rappresentazione di Skorohod, nel caso in cui I ¢ numerabile, cioe
I =N, ed illustreremo questo caso in seguito. In tale caso lo spazio canonico & di nuovo (0,1) con la o — algebra
dei boreliani B(0,1) e la misura di Lebesgue ristretta a (0,1), e quindi, a partire dalle distribuzioni finito-
dimensionali non deve essere definita la misura di probabilita, bensi il processo stesso. Ingrediente essenziale
per la dimostrazione ¢ il teorema di esistenza delle versioni regolari delle distribuzioni condizionali di una
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variabile aleatoria, dato una variabile aleatoria multidimensionale.

Cominciamo con I’enunciare il Teorema di Kolmogorov3®

Teorema 8.5 (di Kolmogorov). Sia data una famiglia pi, ... 1, di distribuzioni finito-dimensionali consistente,
cioé che verifica le condizioni di consistenza (8.16) e (8.17), allora esiste uno spazio di probabilita ed un processo
aleatorio che ammette pu, ... 1, come distribuzioni finito-dimensionali. Inoltre é sempre possibile prendere come
spazio di probabilita lo spazio canonico RT e come processo il processo canonico X¢(x(-)) = x(t).

Dimostrazione: Cominciamo con l'ultima parte del teorema. Sia (Q,F,Q) uno spazio di probabilita ed
(Y, t € I) un processo su tale spazio che ammette come distribuzioni finito-dimensionali g, ... ¢, . Si definisca
la funzione £ : Q@ — RY,w — ¢(w)(-) = Y (+,w), cioe £(w) @ la funzione t — &(w)(t) = Yi(w).

Risulta che ¢ & una funzione F/R! misurabile: infatti per ogni cilindro C come in (8.15), I'insieme

€7HC) = {w tali che (Y;,,---,Y;,) € H} € F,

e cio e sufficiente a dimostrare la misurabilita di &.
A questo punto ponendo

P(A4) = Q€' (A)), per A€ R,

si ottiene la rappresentazione canonica.

Continuiamo dando lo schema della dimostrazione
punto 1) R} & un’algebra.

punto 2) La definizione P su R come P(C) := pu,.... +, (H), dove C ¢ il cilindro definito in (8.15), & ben posta
e risulta P una misura di probabilita finitamente additiva su RY.

punto 3) La misura P ¢ numerabilmente additiva su R}, e quindi si pud estendere in modo univoco ad una
misura alla o-algebra R generata da R{.

Sia il punto 1) che il punto 2) sono basati sulla osservazione che un cilindro C puo avere piu di una
rappresentazione:

C={z(-) eRI | (x(t1),z(t2), - ,2(ty)) € H}, con H € B(R"),

oppure
C={z(-) eRY | (x(s1),2(s2), -+ ,2(sm)) € J}, con J € B(R™).
Notazione: per k e ti,---,t, prefissati, indicheremo con Rt -t} la famiglia dei cilindri del tipo
precedente al variare di H € B(RF).
Supponiamo che k < m, e che {t1, - ,tx} C {81, - Sm }, allora esiste una permutazione o di {1,--- ,m} per

cul t; = So,, 9 =1,--- ,k, per cui ¥, (J) = H e per cui J = \I/;lh(H) o, equivalentemente ®,(J) = H x R™~k,
Si noti allora che dalla (8.18) si ottiene che

s o s () = sy o (Vo 3 (H)) = g o g, (H) = iy, (H). (8.19)

38Le condizioni di questa formulazione del Teorema di Kolmogorov leggermente pitt forti di quelle richieste nell’enunciato del
Teorema 8.1, ma sono equivalenti.
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Inoltre, due cilindri C e C’, con indici di tempo {¢1,--- ,tx} e {t],--- , ¢}, } rispettivamente, si possono sempre
rappresentare come cilindri con indici comuni {s1,--- s} = {t1,- -, tx U {t], - .t} }-
Pit precisamente se

C={z() e R | (x(tr),z(ta), - ,x(tx)) € H} € RIt -t}

C'={a() eR | (a(t), (ts), - ,a(ty,) € H'} € RU Mk,
allora, posto
{817"' 7sm} = {tlv"' 7tk} U {t/lﬂ 7t;<:’}7
si pud supporre, senza ledere in generalita (si tratta eventualmente di ricorrere a permutazioni opportune), che
{317"' yShy Sh41," " ask} = {tlv"' 7tk}a{8h+1a"' ask} = {tlv"' 7tk}m{t/17 7t//}

ed infine che
{5h+17 te 75m} = {t/h t ,t%/}.

Infatti, per due opportune permutazioni 7 di {1,--- ,k} e n’ di {1,---, &'}, si pud riscrivere (tn,, -+ ,tz, ) =
(517 e 75k) € (t;-rla T 7tfn-k/) = (Sh+17 e 75m) € qulndl
C = {x() eR| (x(s1),x(s2),- -, x(sk)) € Pr(H)}
= {z() eRY | (2(s1), -, &(sm)) € Br(H) x R™F} € RIS oom) (8.20)
e
C' = {x() R | (@(sn41), (snt2), -, 2(5m)) € Par(H')}
= (o) €RT [ (a(s1), »#(5m)) € RY x B (H')} € RU o) (s.21)
Dimostrazione in dettaglio dei punti 1), 2) e 3).
punto 1)
E immediato capire che, fissato k > 1 e {t1,--- ,tx}, la famiglia Rt} dei cilindri del tipo

C={z() eRT | (x(tr), a(ta), -, x(tr)) € H},

con H € B(RF), forma un’algebra (anche se in realtd si tratta di una o — algebra):
Per ottenere R, basta prendere H = R¥.
Per ottenere C¢, basta prendere H®.

Per ottenere CUC’ , con C' = {x(-) € R | (z(t1), z(t2), -+ ,x(t)) € H'}, basta prendere H U H'.

Dalle osservazioni precedenti sappiamo che comunque presi due cilindri essi si possono esprimere come
cilindri con indici comuni. Si ottiene che quindi R{ ¢ un’algebra.

punto 2)

Le osservazioni iniziali e le proprieta di consistenza permettono di ottenere immediatamente che la
definizione ¢ ben posta. Infatti se i cilindri C e C" di (8.20) e (8.21) sono uguali allora necessariamente
O (H) x R"* =R" x &,/(H') = J, e allora per la (8.19) 5

Hsy, ism (J) = Mty gty (H) = Mt et (H/)

kl/
La finita additivita dipende dal fatto che ciascuna py, ... +, ¢ una misura di probabilita su RIf1 -t} e

che, dato un numero finito di cilindri di R, si pud sempre pensare che tutti i cilindri siano appartenenti
ad un’algebra del tipo R{t1 " tk},
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punto 3)

Per provare la o-additivita e sufficiente mostrare la continuita, e per questo, a sua volta, & sufficiente
mostrare che se A,, € R} ed A, | 0 allora P(A,,) | 0. La prova procede per assurdo. Esista, per assurdo,
un € > 0 tale che P(A,,) > € per ogni n. Se mostriamo che allora [, A,, non puo essere 'insieme vuoto la
dimostrazione ¢ completa.

Poiché per rappresentare un cilindro si pud sempre aumentare il numero degli indici, cioe degli istanti
di tempo coinvolti nella sua definizione, possiamo supporre che esista una successione {t,,n > 1} e una
successione di boreliani H,, € B(R™) per cui

A, ={z e Rl (2(t1), -, z(t,)) € H,}

(eventualmente ripetendo qualche A,,3°)

40

Ovviamente P(A,) = fuy,... ¢+, (Hp), ed essendo py, ...+, una misura internamente regolare *° &

possibile trovare un compatto K, C H,, per cui

n

€
Kty st (Hn\Kn) < on+1’

di modo che se B,, = {x € R, (x(t1),--- ,2(t,)) € K,,} allora

€
P(A\B,) < STESE
Posto C,, = (,_; Bm, di modo che
Cn={z e R (x(t1), -~ ,x(t,)) €T}, con T, = ﬂ (K x R*™™) C K, compatto,
m=1
allora c
Cn CB, C A, eP(A,\C,) < 7
Infatti N N
P(ANC) = B(A 11 () Bm)c) —P(|J ANBS) <
m=1 m=1
n . n n € €
<> PAnNBE) =Y P(An\BR) < Y T < 3¢
m=1 m=1 m=1

Di conseguenza P(C,) > § > 0 (essendo P(A,,)
vale per I'), C K,,.

%

e e P(A,\Cpn) < §). Quindi C,, non ¢ vuoto e lo stesso

Si scelga per ogni n un punto appartenente al cilindro C,, ovvero una funzione, (™) (1) € Cy. Sen > k allora
x(”)(-) € C, CC C By e quindi il punto (x(") (t1),- - 7:L“(")(tk)) € Ky, C Jg X Ji x -+ x Jg (k volte, con Ji

39In generale ciascun A, coinvolgera gli istanti t1,-- ,tm,,; in tale caso si dovra ripetere R! per my — 1 volte, con H,, = R,, per
n=1,---,m; — 1, A1 per mga — mj volte e cosi via.

40Ricordiamo che, se S & uno spazio metrico, si dice che una misura g sui boreliani di S & internamente regolare se per ogni
insieme misurabile B si ha che p(B) = sup{u(J), J C B, J compatto}, e quindi esiste una successione di compatti Jj contenuti in
B per cui la misura di B ¢ il limite delle misure di Jj.

Comunque in R™ cio significa che per ogni boreliano H ¢ possibile trovare una successione monotona di iper-rettangoli chiusi e
limitati {Km }m>1 e convergente ad H. Per la proprieta di continuita delle probabilita vale allora pu(Km) T u(H).

Questo & un punto cruciale nella dimostrazione e che vale per tutte le misure di probabilitd su uno spazio metrico localmente
compatto. Anzi cio vale addirittura per spazi di Hausdorff sempre localmente compatto (confrontare, ad esempio, il Teorema di
rappresentazione di Riesz). Questa osservazione permette di estendere il teorema di Kolmogorov non solo al caso di processi a
valori reali, ma anche al caso di processi a valori in spazi metrici localmente compatti, ed in particolare a R?.
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un intervallo limitato). Di conseguenza, ciascuna successione del tipo {2z (t3), 2 (), -, 2™ (tg),-- -}
e contenuta in Ji, e quindi e limitata.

In realta la successione {x(V(ty), 2 (ty),---, 2™ (t},),---} & contenuta in Jj solo definitivamente, anzi
x(")(tk) € Jr per n > k, comunque € una successione che ammette almeno una sottosuccessione
convergente. Anche questo € un punto da tenere presente nel caso in cui si voglia fare una generalizzazione
a processi a valori in spazi pitt generali di R o R%.

Con il metodo diagonale si puo scegliere una successione ny, crescente in modo che, qualunque sia k > 1,
la successione {2("")(t;)}n>1 sia convergente ad un punto yx. Si noti che per ogni & > 1 il punto
(y1,-- ,yr) € K, in quanto definitivamente (z(™ (t),--- , 2 (t;,)) € K}.

Richiamo sul metodo diagonale:
Sia data una successione a due indici

x1,1, T1,2,
T21, 2,2,

Tnly, Tn,?2,

per cui, qualunque sia n, la successione {x, p }n>1 € limitata (o relativamente compatta). Allora
esiste una successione {h, }m>1 di interi per cui, qualunque sia n, la successione {x, p,, }m>1 €
convergente.

Si considera la sottosuccessione convergente {1 p, ., }m>1 ad y1. Poi si considera la successione
{®2,n, . Ym>1, che essendo limitata ammette una sottosuccessione convergente {Tap, ., tm>1
ad yo. Si noti che quindi anche {xlyhgvm }m>1 € ancora una successione convergente ad y; e che
anche ogni sua sottosuccessione é convergente ad y1. Si continua in questo modo fino ad ottenere
che {xnp, ,, tm>1 € una successione convergente ad yn € {hnm}m>1 ¢ una sottosuccessione di
{hn—1,m}m>1, ed anche ogni sottosuccessione di {xp p,, ,, }m>1 converge ad y,. A questo punto
abbiamo una nuova configurazione

T1,hi15 Tlhios 7 —Y1
.1:2,}12’1, x?,hzyg? e — Y2
Tnhn1s  Tnhnns 70 7 lYn
Basta prendere h,, = hgy, n, infatti, qualunque sia n, la successione {xn,hm,m}mzl é

(definitivamente) una sottosuccessione di {xy p, ,,}m>1 € quindi converge ad y,, per m che
tende ad infinito.

Percio, ogni funzione x(-) di R’ tale che x(t;,) = yp,, per ogni h > 1, appartiene ad ogni By, k > 1, e
quindi ad ogni Ay, k > 1, e quindi ), A;, risulta un insieme non vuoto.

O

Si noti che 'argomento della dimostrazione e lo stesso della dimostrazione del teorema di Tikhonov: il
prodotto infinito di compatti & un compatto. Una dimostrazione simile appare anche nella dimostrazione che
I’intersezione di una successione di compatti non vuoti € non vuota.
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8.8.1 Caso a tempo discreto: metodo diretto

Passiamo ora ad illustrare il preannunciato metodo costruttivo di dimostrazione del teorema di Kolmogorov,
ma prima di tutto, proviamo ad ottenere una variabile aleatoria bidimensionale con funzione di distribuzione
F(z,y) data. Notiamo che si puo riscrivere

x
Fle) = [ Foxty] 2dFx (o)
— 00
dove Fy|x(y | 2)|p=x(w) © una versione regolare delle probabilita P(Y" < y|o(X)).
Daremo per il momento per scontato che tale scomposizione (o meglio disintegrazione) sia sempre possibile.
Si possono inoltre definire le inverse generalizzate I'x (-) di Fx(-) e T'yx (- | ) di Fy|x(- | z), qualunque sia

Siano ora U e V' due v.a. uniformi in (0,1) ed indipendenti, si definiscano
X(w) =Tx(U(w))

ed
Y(w) =Ty x(V(@) | X(w)) = Tyx(V(w) | Tx (Uw))).

E facile verificare che

P(X(w) <z,Y(w) <y) = F(z,y).

Infatti

P(X(w) < 2,Y(w) <y) = P(Cx(Uw)) < 2, Ty x (V(w) | Tx(U(w)) < y) =
=P{U(w) < Fx(2),V(w) < Fyix(y | Tx(U(w))} =

_ / Fyx(y | D (u))du =
(0,Fx ()]

(applicando il cambio di variabile z = I'x (u))

(e considerando che u < Fx(x) & I'x(u) =z < x)

x
— [ Frixlo| 9dFx () = Flop).
— 00
E facile generalizzare al caso in dimensione n e costruire una variabile aleatoria n-dimensionale (X1, ,X,)
con funzione di distribuzione data, a partire da n variabili aleatorie uniformi in (0,1) ed indipendenti.

A questo punto ¢ chiaro come estendere il procedimento al caso di una successione di v.a. {X,},>1 con
distribuzioni finito-dimensionali y1.... ,, assegnate (e relativa funzione di ripartizione F(x1, 2, - ,2,)) in modo
che

Pt (H X R) = g o (H),
pur di avere a disposizione una successione di v.a. uniformi in (0,1) ed indipendenti.

Infine, va notato che sostanzialmente le condizioni di compatibilitd, servono solo a garantire che le
distribuzioni finito-dimensionali della successione aleatoria cosi ottenuta, e relative a tempi non consecutivi
siano quelle volute.

L’affermazione che una successione di variabili aleatorie {X,,, n € N} & una successione di v.a. indipendenti
con [x, = fin, ¢ un’affermazione che riguarda le distribuzioni finito dimensionali del processo {X,,, n € N}.
L’esistenza di una tale successione si potrebbe quindi dedurre dal teorema di rappresentazione di Kolmogorov,
o magari da un risultato ad hoc la cui prova fosse la semplificazione del procedimento usato nel dimostrare
tale teorema. Tuttavia ’esistenza di una tale successione tuttavia si puo dedurre direttamente, pur di dare per
scontato che esiste la misura di Lebesgue su (0,1). Infatti su (0,1) si possono definire delle variabili aleatorie
indipendenti ed identicamente distribuite, a valori nell’insieme {0, 1}, e che assumono il valore 0 con probabilita
1/2 (lo stesso vale per il valore 1). A partire da questa successione di variabili aleatorie si pud costruire una
successione di variabili aleatorie {U;, j € N} indipendenti ed uniformi in (0, 1), come descritto qui di seguito.
Infine, posto F,,(x) = p, ((—00, 7]), la successione cercata ¢ data dalla successione delle v.a. F; 1(U,).
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Lemma 8.6 (Successioni di v.a. indipendenti uniformi in (0,1): esistenza). Nello spazio Q@ = (0,1) con la
misura di Lebesgue sui boreliani, ¢ possibile avere una successione di v.a. uniformi in (0,1) ed indipendenti.

Per costruire tale successione si ricordi che scrivendo w € (0,1) in forma diadica w = Y°1° W;(w) 35, le v.a.
W; risultano indipendenti e P(W; = 0) = P(W; = 1) = 3. La successione U, di v.a. uniformi ed indipendenti
si puod costruire, a partire dalle v.a. {W;}, riordinandole in modo che formino una sequenza a doppio indice

{WM} cosi da poter definire

Un(w) = 3 Win(@) 5
=0

Ad esempio si pud prendere ***Wi’n* % = Wai-1(2,41), che corrisponde a riordinare la successione {W;}
in questo modo:
Wy Wy Wy W, Wy
Wy We Wip Wi
Wy Wia Wiy Wag
W Way Wy -

ottenendo da {W;} infinite sottosuccessioni (corrispondenti alle colonne di questa matrice) in modo tale che
nessuna W, venga tralasciata né ripetuta.

Ribadiamo che questa costruzione & riportata affinché sia chiaro che 'affermazione che esiste una
successione di v.a. indipendenti ed uniformi in (0,1), non dipende dal Teorema di Kolmogorov dimostrato
precedentemente.

8.8.2 Osservazione su R’ }

La o-algebra R! coincide con la famiglia degli insiemi del tipo
A= {z() [{z(tr)}r € N}, (8.22)
al variare delle successioni S = {ty}x C I ed N' € RY.

Anzi, piu in generale, dato un processo, cioé una famiglia di variabili aleatorie (Y;,¢ € I) in uno spazio
(Q, F,P), e posto Fs = o{Y5, per s € S}, valgono le seguenti affermazioni:

(i) Se Ae Fr,we AeYi(w) =Yy (w') per ogni t € I, allora w’ € A.

(ii) Se A € Fi, allora esiste un S CI e numerabile per cui A € Fg, ovvero F; = [Jg Fs, dove 'unione ¢ fatta
su tutti i sottoinsiemi S numerabili di 7.

Entrambe le due proprieta si basano sul fatto che, posto £ : @ — RY w — £(w)(+), dove &(w)(t) = Y (w) per
ogni t € I, allora
Fr={'(M), MeR'}).

Infatti allora Y;(w) = Y;(w’) per ogni t € I equivale a &(w) = £(w') e quindi w € A = £71(M), cioe {(w) € M
implica £(w’') € M e quindi w’ € A. Infatti ogni o — algebra rispetto alla quale £ ¢ misurabile deve contenere le
controimmagini dei cilindri e quindi deve contenere anche {¢~1 (M), M € R} per ogni S numerabile, ed inoltre
la famiglia (Jg Fs € una o-algebra, come ¢ facile verificare.
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L’unico punto in cui & necessaria un po’ di attenzione ¢ il caso di unioni numerabili di eventi E,, € | J4 Fg. Sia
Sy, tale che E,, € Fg, . Poiché Fs, C Fu,,s,, ed Fu,,s,, € una oc—algebra, ovviamente |J,, E, € Fu,.s,. € Ug Fs-

m

In particolare R!=(J g RS, dove l'unione ¢ fatta su tutti i sottoinsiemi S numerabili di I.

8.8.3 Problemi con lo spazio canonico

Come visto nella precedente sezione R'=J g RS, dove l'unione & fatta su tutti i sottoinsiemi S numerabili di I.
Consideriamo il caso in cui I & un insieme continuo e per fissare le idee I = [0, 7] oppure [0, 00). Allora non ha
senso considerare la probabilita che le traiettorie abbiano particolari proprieta tipo siano crescenti, o continue,
in quanto tali insiemi non sono misurabili nello spazio canonico non essendo esprimibili come in (8.22): non &
possibile trovare una successione di tempi (ovvero un sottoinsieme numerabile di tempi) e condizioni relative
solo a tali istanti per determinare se una funzione & continua oppure no. In altre parole: comunque sia data una
successione di tempi esistono funzioni crescenti (o continue) su tale successione di tempi, ma non su tutto I.

Tipicamente, al massimo si puo sperare di ottenere un processo (Xj,t € I'), che abbia le proprieta richieste,
e che sia stocasticamente equivalente a (X;,t € I), ovvero una versione del processo (X;,t € I)*! ed ha
quindi le stesse distribuzioni finito-dimensionali di (Xy,t € I)

Per proprieta tipo la continuita si pud al massimo sperare di procedere nel seguente modo: si dimostra
che, se ristretto ad un opportuno insieme numerabile di tempi .S, il processo X; risulta a traiettorie continue,
tranne a parte un eventuale insieme di probabilita nulla. Si definisce poi un nuovo processo X definito come
limite delle traiettorie ristrette ad S. Si spera poi di dimostrare che il processo cosi ottenuto abbia le stesse
distribuzioni finito-dimensionali del processo X;.

Problemi di questo tipo sono connessi al problema della separabilita.Gli interessati possono consultare il
libro di Billingsley, Probability and measures [3].

A titolo di esempio vediamo come si pud procedere con il processo di Poisson, con I = [0,1]. 1l Teorema di
Kolmogorov assicura che esiste una misura di probabilita P su (Rf,R!), in modo che il processo X;(z(-)) = x(t)
abbia le distribuzioni finito-dimensionali uguali a quelle del processo di Poisson. Ovviamente non possiamo
dire nulla sulle traiettorie, ad esempio non possiamo affermare che siano non decrescenti, costanti a tratti e con
salti unitari. Proviamo a mostrare come procedere per ottenere una versione X, con traiettorie non decrescenti.
Consideriamo l'insieme D dei diadici. La condizione che X;|,, sia a traiettorie non decrescenti e a valori in N
diviene X|, € Z, dove

. 1 ) t+1
7= ﬂ ﬂ {z(-) tali che m(2—n) eNe x(Q—n) < a( o )}
n 0<i<2n
Inoltre
. 1 1 1+ 1 .
P( ﬂ {z(-) tali che :E(Q—n) eNe x(Q—n) < a( on )}) =1 per ogni n,

0<i<2n

e quindi vale anche che (X¢,t € D) ¢ a traiettorie non decrescenti con probabilita 1.
Si noti inoltre che

)
Jhim o (s)

esiste per ogni x(-) appartenente a Z.

418i ricordi che , dato un processo (X¢,t € I). Un processo (X/,t € I) si dice stocasticamente equivalente a (X¢,t € I) se
P(X[ # X¢) = 0 per ogni t > 0.

In tale caso si dice anche Xé ¢ una versione di X;.
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Si definisca ora

X{(z(+)) := Xe(z(4)) sex(-)eZeteD
Xi(a() 1= Jim X,(@() = lim 2(s), sex()eTetd D
X{(z(-)):=0 se z(-) ¢ 7 e per ogni t € (0,1)

Inoltre ovviamente {X; = X;} ¢ tutto RY, per t € D, ed &, se t ¢ D,

N U ) {=0) taliche [z(s) —x(t) |< ¢}

e€eQt JeQt t<s<t+s
seD

e, se intersecato con Z, coincide con

U ) {=0) tali che |a(s) —x(t) |=0}.

5€Q+ t<s<t+6
seD

Infine 42

P( ﬂ {z(") tali che | z(s) —xz(t) |=0}) > exp{—-Ad} — 1
e’

Di conseguenza P(X] # X;) = 0 per ogni ¢t > 0, ovvero il processo X, & una versione del processo X;, ed ha
quindi le stesse distribuzioni finito-dimensionali di X; e gode della proprieta di monotonia, continuita a destra
delle traiettorie e di essere a valori in N.

8.9 Appendice: dimostrazione del criterio di Chensov-Kolmogorov
T

Per comodita del lettore riportiamo in appendice sia la definizione di funzione holderiana che I'enunciato del
criterio (Proposizione 8.3).

Una funzione f(z) ¢ holderiana di esponente «y se per ogni z esistono un 6(z) > 0 e un L, (z) tali che, per
ogni y per il quale |y — x| < §(z), si abbia

|f(z) = f(y)] < Ly(x)]z —y|.
Nel caso in cui 6(z) e L(z) possano essere presi in modo indipendente da z, per x € I, si dice che f ¢

uniformemente hoélderiana nell’insieme 1.

Proposizione 8.3 (Criterio di Chensov-Kolmogorov) Sia X; un processo per cui esistono «, 3 e C
strettamente positivi, per cusi
E[|X; — X.|°] < C|t — s|*T.

Allora esiste una versione )Z't di Xy, a traiettorie continue. Inoltre le traiettorie sono uniformemente héolderiane
di esponente vy, per ogni vy < %, in ogni intervallo limitato.

428 osservi che

P( ﬂ {z(-) tali che |z(s) —x(¢t) |=0}) = 711LmDOIP( ﬂ {z(-) tali che | z(s) —z(t) |=0})
et e’

e che

ok xP( ﬂ {z(-) tali che |z(s)—z(t) |=0}) > x* «P(x(t) = z(i/2™) = x(t+7), per ogni i tale che t <i/2" < t44) = exp{—AJ}.

t<s<t46
s€Dp



MPEF 01-07-2009 189

Dimostrazione. Per semplicita consideriamo il caso dell’intervallo [0, 1]. Sia come al solito D ’insieme dei diadici
eD,={s= 2%, per 0 < k < 2"}. Si definisca T',,

I, ={wt.c. X om — X n| >2717
{w t.c kégﬁ?jl’ k/2 (k+1)/2 ’> }

Se mostriamo che

Y B(I,) < +oc,
n=1
allora, per il Lemma di Borel-Cantelli,
]P)(ﬂle Unzm Fn) =0

ovvero
P(Um21 MNn>m QF%) =1.

Cio significa che esiste un evento N, con P(N) = 0, e che per ogni w € N¢ esiste un m = m(w) tale che per
ogni n > m = m(w)
| Xojon = X(pgry/on| <2777,

Mostreremo ora che per w € N le traiettorie sono uniformemente holderiane su D con

6 = 8lw) = 1/2") ed L, = (5 2

:
7_1+1)2,

e quindi sono holderiane su D per quasi ogni w.
Sia quindi w € N©.

Cominciamo con 'osservare che se

relj/2™, (G+1)/2™), con m > m(w), edr € D,

allora
m-+1 1
r=j/2™+ Z O o
h=m-+1
per un i > 0, con ay, € {0,1}. Posto
m-+s 1
ro=j/2"edrs=3/2"+ Z g
h=m+1
si ha che r = r; e che
i m+i i 1
| Xjjom = Xo| DX = X[ ) 272y ol < 27—
s=1 h=m+1 =1

Se invece |r —u| < 1/2™ con r,u € D, allora sono possibili due casi:
(i) esiste j per cui r,u € [j/2™,(j+1)/2™) , e allora

2
27 -1

‘Xu - Xr| < ’Xj/Qm - Xu‘ + |)(j/2m - Xr‘ < 27

(ii) esiste j per cuir e [j/2™, (j+1)/2™) ed ue[(j+1)/2™, (7 +2)/2™) , e allora

| X = Xo| <[ X(ig1ysam — Xu| + [Xjjam — Xy om| + X m — Xo| < < + 1) 27

27 —1
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Quindi, per quasi ogni w, si ha definitivamente, per ogni r,u € D, con |r —u| < 1/2™,

X, — X,| < M,27™7,
con M, + 1. In particolare se |r — u| < 1/2™(w),ed m > m(w) & tale che 1/2m+! < |r —u| < 1/2™,

allora

_271

|Xy — X, | < L2~ MDY < [ jr — .
Avremo quindi, come preannunciato, che le traiettorie sono uniformemente hélderiane su D con § = §(w) =
1/2m«) ed L,= (ﬁ + 1)2’Y7 per quasi ogni w. !
Si definisce, sempre per w € N¢, )Z't( ) come il limite di X, (w) per una successione r,, di diadici convergente
at, e per w € N si puod definire, ad esempio, Xt = 0. E facile vedere che la proprieta di holderianita si conserva.

11 fatto che si tratta di una versione di X;, deriva dal fatto che per I'ipotesi fatta X, & continuo in L? e quindi
¢ continuo in probabilita e quindi contemporaneamente si ha

X, B X, e X,, 55X,
da cui subito P(X; = X;) = 1.

A questo punto rimane solo da controllare che Y °  P(T,) < 400, e infatti:

[ee} o0 "_1 0o 2™—1
DB 3 D P Xuyor = Xpayjon| > 277) Z > Bl Xayon = Xy o] )27 <
n=1 n=1 k=0 n=1 k=0
oo 2"—1 00 oo
< Z (1/2n 1+a2n"/ﬁ Z 1/2n 1+a2n»y[j Z —n(a—vyB) < 400
n=1 k=0 n=1 n=1

purché o — v > 0, e cid & vero per come abbiamo preso 7. (Si noti che & fondamentale nella prova che
1+ « > 1, in quanto altrimenti non ci sarebbe speranza di ottenere nessun tipo di convergenza ovvero la

maggiorazione di P(T';,) non avrebbe nessun significato in quanto risulterebbe un numero maggiore di 1)
O

1Si noti che questa parte della dimostrazione & puramente deterministica: nel senso che se una funzione z(-) definita sui diadici
di [0, 1], gode della proprieta che esiste un m tale che per ogni n > m e per k < 2™ si ha |z(k/2") — z((k + 1)/2™)| < 27"7, allora
z(+) & holderiana sui diadici di [0, 1]



Capitolo 9

Proprieta del moto browniano

Abbiamo visto che il moto browniano & un particolare processo gaussiano a incrementi indipendenti e omogenei
con media nulla e varianza t. Abbiamo anche visto che per la proprieta delle v.a. gaussiane per cui non
correlazione ed indipendenza sono equivalenti, un modo alternativo di definire e attraverso la funzione di
correlazione Cov(Wy, W) = t A s. Inoltre sappiamo che W; & una martingala rispetto alla filtrazione naturale
.

9.1 Trasformazioni del moto browniano I

Nei seguenti casi, dato un moto browniano Wj, si costruisce un altro processo che risulta ancora un moto
browniano:

1) Per ogni s > O,AW/t = Wsyt — Wy € un moto browniano ed e una martingala rispetto alla filtrazione
gt = fz_v,’_t

2) Per ogni ¢ € R, Wt(c) := ¢W,2; & un moto browniano ed & una martingala rispetto alla filtrazione
gt(c) := F% (in particolare per ¢ = —1 si ha che —W, & ancora un moto browniano rispetto a 7).

3) 1l processo definito da Wt == tWy, per t >0, e Zp := 0, ¢ ancora un moto browniano, rispetto alla sua
filtrazione naturale.

Si supponga ora di prendere una versione continua di W;.

4) Per ogni tempo d’arresto limitato 7 il processo Wt(T) := W44 — W, & ancora un moto Browniano rispetto
alla filtrazione F)V,.

Le proprieta 1), 2) e 3) sono di immediata verifica. La proprieta 4), invece, non & immediata, e corrisponde
a quella proprieta che, nei processi di Markov, viene detta Proprieta di Markov Forte.

9.2 Proprieta di Markov forte per il processo di Wieneri

In questa sezione si suppone di prendere una versione continua di W;.

Proposizione 9.1. Sia 7 un tempo d’arresto finito con probabilita 1. Allora il processo Yy := Wy — W, € un
processo di Wiener standard ed é indipendente da F.

Come conseguenza, per ogni funzionale ®, che sia RI0:2)_misurabile delle traiettorie

191
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E[@(Ws,s > 1) | Fr] = E[@(Ws,s > 7) | W] = E[®(w + Yy, u > 0)] |w=w, -

In questo senso la proprieta 4), ovvero la Proposizione 9.1, & una generalizzazione della proprieta di Markov,
che invece di valere solo per tempi deterministici ¢ vale anche per tempi d’arresto 7.
Piu precisamente

Definizione 9.1 (Proprieta di Markov). La proprietd di Markov (rispetto ad una filtrazione F; O F/X)
per un generico processo Xy ¢ la sequente:

PXiyys € A|Fr) =P(Xegs € A Xy) per ogni s,t > 0.
Si osservi che, nel caso dei processi di Markov regolari
P(Xiys € A| Xe) =pt,t+ 8,2, A) |z=x,,
dove P(u,v,z,-) sono le probabilita di transizione regolari.

Definizione 9.2 (Proprieta di Markov forte). La proprieta di Markov forte! rispetto ad una filtrazione
Fi 2 FX) ¢ invece

P(X, s €A|Fr)=P(X,4s € A| X))  per ogni tempo d’arresto finito 7 ed s > 0.

Si noti che e necessario che 7 sia finito affinché abbia senso X, ed ¢ necessario che X, sia una variabile
aleatoria, e che sia F.-misurabile.

Questa proprieta di misurabilita & sempre verificata per processi X; cadlag, in realtd potrebbe bastare un
poco meno e precisamente la progressiva misurabilita)
Dimostrazione. (della Proposizione 9.1, ovvero della proprieta di Markov forte per il processo di Wiener

standard)

La tesi equivale a richiedere che per ogni k¥ > 1,0 < t; < -+ < tg, Ay, -+, Ag boreliani di R, e per ogni
CeF;

]P(Yrtl S A17"' 7}/tk S Ak:aC) :]P)(th S Alv"' )Wtk S Ak})P(C)

I CASO: 7 assume al pilt un’infinita di valori {s;}r>1.

o0
P()/tl EAI;"' aYtk EAIWC):ZP(nl eAly"' ?}/tk eAk‘vC7T:Sh)
h=1

o

P(th+5h - Wsh € A17 e ;Wtk+sh - Wsh € Ak; CaT = Sh)

>
Il
—

(CN{r =sn} € Fs,, poiché C € F. e W; ha incrementi indipendenti)

M

P(th"ﬂ'sh - Wsh € Alv T 3Wtk+5h - Wsh € Ak)P(Oa T = sh)

i
L

(W ha incrementi omogenei)

P(th S A17 cee ,Wtk S AkﬂP(C,T = Sh) = P(th S A17 cee ,Wtk S Ak,)]p(C)

o

>
Il
—

1Si faccia attenzione che la proprieta di Markov forte non & sempre verificata per un generico processo di Markov.
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II CASO: 7 generico.

Per individuare la distribuzione congiunta in realta basta verificare che per ogni k > 1, per ogni funzione
continua e limitata ®(y1,--- ,yg) € per ogni C € F,

E[(D(}/tlv T 7)/%)]0} = E[@(th, e aWtk)]HD(C)

in quanto le funzioni continue determinano univocamente la legge di una variabile aleatoria. Per il Caso
I, presa {7, } una successione? di tempi d’arresto, tale che 7,, > 7 € Ty — T

Blo(Witrp = Was o s Wi,y = W, )] = E[®(Wry -+, W )IP(C)

Essendo le traiettorie di Wy continue (ma basterebbe che fossero continue a destra), possiamo affermare
che Wy, —W..)— (W, —W:)=Y;, equindi

(I)(Wt1+‘rm - W'rma T thk+Tm - W‘rm) - (I)(Ytu"' aY;fk)

Essendo ® limitata si puo passare al limite sotto il segno di media.

Osservazione 9.1. E evidente che questa dimostrazione (e quindi la proprieta di Markov forte) rimane valida
se al posto del moto browniano si mette un qualsiasi processo ad incrementi indipendenti ed omogenei, con
traiettorie cadlag.

9.3 Principio di riflessione i
Sotto questo nome vanno diverse proprieta ma la pitt nota e la seguente. Per a > 0, sia
T, = inf{t > 0 t.c. W, > a},

cioe il tempo di prima uscita da (—o0,a), che ¢ un tempo d’arresto se come al solito prendiamo la versione
continua di W;. Allora

P(r, < t) = 2P(W; > a). (9.1)

Dalla precedente eguaglianza si puo ricavare che allora

2 b x? 2 [
PTagtzmwza:—/ ex —dx:\/7/ exp{—y?/2}dy.
( ) ( t ) \/%a p{ Qt} 71-@/\/{ p{y/}y
Per a < 0 si definisce 7, = inf{t > 0 t.c. W} <a}.

Notando che 7, = inf{t > 0 t.c. —W; > —a} e che —W; & ancora un moto browniano si ottiene che per
ogni a € R

2 o x? \/5 ° 9
< = > = — —_—— = —_ — .
P(r, <t) = 2P(W; > |al) \/ﬁ/m exp{ 57 tdx - /a/\/zexp{ y°/2}dy

e quindi la sua densita e
/1 |a| 2
gTa, (t) - %tg/g exp{ia /2t}

2Per la proprieta 2) dei tempi di arresto (Sezione 4.4), per ogni tempo d’arresto esiste sempre una successione con tali proprieta.
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e il suo valore atteso ¢ infinito:

RPENLC * 1 la|
E[,] :/0 t I 1372 exp{—a?/2t} dt = ; I 1172 exp{—a?/2t} dt =

/ \/7t1/2 exp{—a”/2t} dt = / \/7t1/2 exp{—a’/2t} dt
/ \/7t1/2 exp{—a?/2} dt = 0o

Inoltre questa proprieta permette di calcolare la distribuzione del massimo di un moto browniano (per
a>0):

P(sup(Ws) > a) = P(7, < t) = 2P(W; > a).

Dimostrazione intuitiva del principio di riflessione (9.1)

PW; > a) =P(W, > a| 7, <t)P(1a <t) +P(Wy > a | 70 > t)P(14 > 1)
1
=PW,>a|7, <t)P(r, <t) = 5[@(7& <t),

in quanto ovviamente

1
P(Wtza|Ta>t)=Oe]P’(Wt2a|TaSt):P(Wt§a|Ta§t)=§.
Nell’ultima uguaglianza & implicito 'uso del fatto che l'informazione contenuta nell’evento {7, < t} &
riassumibile nel fatto che {W,, = a} e che W, 4, — W, & ancora un moto browniano. In realtd formalmente

¢’e qualche problema in quanto pur essendo {7, <t} € F;, e quindi

PW:>al|1, <t)=PW, >W, |7, <t)=PW;—W,, >0|7, <t)=
= IP>()/t—'ra Z 0 | Ta S t) - P(Y;—TQ Z O)

essendoci di mezzo 7, non & chiarissimo, anche se intuitivo che P(Y;_,, > 0) = %

Dimostrazione formale del principio di riflessione (9.1) Faremo vedere che le trasformate di Laplace rispetto
at, di P(W; > a) e di 3P(r, < t) sono uguali, utilizzando il fatto che W, = a, per la continuita delle traiettorie
di Wy, e che W, s — W, ¢ indipendente da F, e quindi da 7: qualunque sia « > 0,

o0
/ e"MP(W; > a)dt (€ necessario usare la congiunta misurabilita
0

in (t,w) di Wy, per scambiare gli integrali)

_E| / ¢ g oy (W)d]
0

(tenendo conto che Wy < a per t < 7q)
o0

e}
= ]E[/ e_atl[a7+oo)(Wt)dt] = ]E[/ e_aT“e_O‘(t_T“)I[O’+OO)(Wt — W, )dt]

a a

(Wy — W-, =Yi_;, e cambio di variabile)
o0
=E[e™™ / e **Io, 4 o0) (Ys)ds]
0
({Y%,t > 0} e 7, sono indipendenti)

— Bl B[ e g (Vo)ds] = Ble ] [ e (Y, 2 0)as
0 0

1
— —E[e ™).
S Ele ]
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In modo analogo

o0

o0 o0 1
/ e~B(r, < t)dt — E / T, cndi] = E| / o] = TE[e).
0 0 T

a

O

In alcuni testi viene dato come principio di riflessione la seguente proprieta (la cui dimostrazione ¢ simile
alla dimostrazione della proprieta di Markov forte):

Principio di riflessione: seconda formulazione
Per ogni tempo d’arresto 7 finito, il processo “riflesso

Y. =W, pert <7,
Y,-Y,=—-(W,—W,) pert>r,

¢ ancora un moto browniano.

9.4 Tempi di uscita da una striscia §
Anche nel caso del moto Browniano si possono ottenere delle applicazioni simili a quelle della rovina del giocatore.

Piu in generale si puo considerare il processo di Wiener con coefficiente di drift p e coefficiente di diffusione

o2, cioe

Xy = oWy + ut,

e il tempo 7 di prima uscita da una striscia
T=7(—a,b) :=inf{t >0: X; ¢ (—a,b)},a,b >0,

e cercare di calcolare la probabilita p = p(x, a,b) := P, (X, = —a), e la trasformata di Laplace E,[exp{—aT}],
per x € (—a,b).

Sappiamo che, essendo W; = (X; — ut)/o, il processo
Z = exp{0(X, — ut)/o — 6%t/2}

¢ una martingala con

E. (2] = exp{ L)

Anche Zip,, € una martingala che inoltre converge a Z.. La convergenza ¢ limitata:

Op 62
Zinr < exp{|f| max(a,b)/c}, se — + 5 >0
o

e quindi anche
0 0 0
Eqlexp {—X-}exp { - 5(25 +0)r}] = exp {~a}.

Scegliendo 6 in modo che 22 + 6 = 0, ovvero §=—2% la precedente uguaglianza diviene
0 0 0 0
E.lexp{—X,}] = P.[X,; = —a]exp{——a} + P, [X,; = b]exp{—b} = exp{—z},
o o o o
da cui subito, tenendo conto del valore di 6,

[ [ [
pexp{2-5a} + (1= p) exp{-23b} = exp{-25a},
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e quindi
exp(~2.50) — exp(~225b)
exp{2t5a{—exp{— 2“b}

Per ogni @ > 0, si pongano ora 6% e 0 i due valori per cui a := £(2£ + ), cio¢ le due soluzioni di
0 + 2460 — 2o = 0, ovvero

2
04,0, =2 1/ (£) 420,
o o
Come prima si ottiene che
78 78 0, 6,
E.[exp{—= X} exp{—at}] = exp{—*z}, E,[exp{—=X,}exp{—ar}] = exp{—*z}.
o o o o

Considerando che per 8 = 67,6

(e e%

E, [exp{gXT} exp{—ar}] = exp{fga}Em [I{XT:—a} exp{—at}] + exp{gb}Er [I{XT:b} exp{—art}]

si ottiene immediatamente il seguente sistema lineare nelle incognite

Yoo = Eu[lix -4y exp{—ar}]

v = Eull{x_—pexp{—ar}]
exp{—taly_o +exp{Zbly, = exp{Zia}
exp{—"a}y_o +exp{bly, = exp{’eax}

di cui si ricava la soluzione, ovvero

exp{vTz} exp{v; b} —exp{vib}exp{v; =}

Y=o = exp{—vd a} exp{ra b} —exp{rd b} exp{—vg a}
_ exp{— ua Ta} exp{vy a}—exp{vIz}exp{—va}
Yo T exp{—vda}exp{rs b} —exp{rd b} exp{—vga}’
avendo posto
6+ W «
+ [e]
i=e=me () 2

Basta poi considerare la somma

Eulexp{-ar}] =y +y =
_exp{rfa}exp{ry b} —exp{rb}exp{ry z} + exp{—vla}exp{v;ax} — exp{vlz}exp{—r a}
B exp{—vd a} exp{va b} — exp{vd b} exp{—va a}

Esercizio 9.1. Nel caso z =0, p > 0 mandare a ad infinito in modo da ottenere la trasformata di Laplace di
T :=71(—00,b)
soluzione:

Si noti che, essendo o, u > 0, si ha vt > 0e v, < 0. Di conseguenza exp{—v, a} — oo, mentre exp{—vta} — 0,
e dalla precedente espressione per EO [exp{— aT( a,b)}] si ricava, per a — oo

exp{vdb} o?

Eolexp{—ar(—a,b)}] — Eolexp{—ar(—c0,b)}] = ———— = pr 5 - (“) +2)b].

Esercizio 9.2. Si consideri il caso del moto browniano o Wiener standard, cioé con u=0 e oc=1, e con x =0
ed a="0.
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soluzione: B N N B
EO [exp{—aT(—m CL)}] _ exp{Va a} —: exp{ua Ci} + exp{—uia} — eXp{__Voz a}
exp{—vaa}exp{vq a} — exp{vq a} exp{—vq a}
e quindi, poiché in questo caso v, = —v}F = —/2q,

exp{—v2aa} — exp{v2aa} + exp{—v2aa} — exp{v2aa}

Eolexp{=ar(=a.a)}] = exp{—v2aa} exp{—v2aa} — exp{v2aa} exp{v2aa}

) exp{v2aa} — exp{—v2aa}
exp{2v2aa} — exp{—2v2aa}

5 sinh(v2aa) 5 sinh(v2aa)
sinh(2v2aa) 2sinh(v/2aa) cosh(v2aa)
1

cosh(v2aa)

197
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9.5 Integrale stocastico: cenni

Sia W = (W;); un moto browniano continuo standard. L’obiettivo ¢ di dare un significato ad espressioni del
tipo
T

; Xs(w)dWs(w) (9.2)

dove l'integrando (X;)o<s<7 € un processo che gode di proprieta da precisare. Ricordiamo che se una funzione
g € a variazione finita, allora & possibile definire 'integrale

/ h(t)dg(t)
0

per ogni funzione A misurabile e limitata®.

Come abbiamo visto precedentemente nella sezione 8.4 le traiettorie del moto browniano non sono a
variazione finita, quindi ’operazione (9.2) non si puod definire traiettoria per traiettoria.
La (9.2) si chiamera integrale stocastico. Questo tipo di calcolo & fondamentale per la costruzione e lo studio di
nuovi processi.

In questa sezione (F;) denota una filtrazione rispetto alla quale il processo di Wiener ¢ una martingala. In
particolare si puo considerare F; = FV

9.5.1 Processi elementari
Consideriamo le due seguenti classi di processi
Definizione 9.3 (Processi elementari predicibili). I processi del tipo

n—1

Xt(w) = Z Ci(w)I(ti,ti+1](t)7 (93)

=0

dove oo =tg < t1 < ... < tp, = [, e le C; sono variabili aleatorie reali F,-misurabili vengono detti processi
elementari predicibili.

Nel seguito la famiglia dei processi elementari predicibili viene denotata con &([a, £]).
Definizione 9.4. I processi del tipo

n—1

Xt(w) = Z Ci(w)l[ti7ti+1)(t)7 (94)

i=0

dove v = tp < t1 < ... < tp, = f3, e le C; sono variabili aleatorie reali Fi,-misurabili vengono chiamati processi
elementari opzionali.

31 Se g ¢ a variazione finita continua a destra, allora si puo scrivere g = g7 — g~ con gt ed g~ funzioni crescenti in senso lato,
non negative continue a destra e limitate. Allora I'integrale di Lebesgue-Stieltjes ¢ definito da

T T
h(t)dg(t) = /( h(E)pg (dt),

0

dove
g = Kot — Hg—
e py+ sono le misure su [0, 7] univocamente definite da

pg+ ((a,b]) = = (b) — g% (a).

Nel caso in cui g sia continua, e anche h lo sia allora, I'integrale di Lebesgue-Stieltjes coincide con l'integrale di Riemann-Stieltjes,
ovvero con
. *
Jim ; h(ti)lg(tr) — g(tk-1)],

dove {ti}, & una partizione di [0,T] e t} € [tr—1,tx].
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Nel seguito la famiglia dei processi elementari opzionali viene denotata con &, ([ev, 4]).

Si noti che i processi considerati negli Esempi 4.11 e 4.12, per &« = 0 e § = T, nel definire l'integrale
stocastico, sono esempi di processi elementari predicibili. Ricordiamo che l'integrale stocastico rispetto al
processo di Wiener per tali processi viene definito come

Ig/V(X) == Zcifl(w)(wti - Wtifl)* * kx (Z i Ci(w)(Wti+1 - Wtz)) Kk koK
i=1 =0

Inoltre i processi elementari predicibili (e anche quelli opzionali) sono esempi di processi (congiuntamente)
misurabili:

Definizione 9.5 (Processi (congiuntamente) misurabili). § Sia X : [o, 8] x Q = R, (t,w) — X(t,w)( =
Xi(w)). Sia B([a,B]) x F la o-algebra prodotto su [, B] x Q , ovvero la o-algebra generata da {J x A C
[, B] x Q; J € B([o, 8]), A € F}. 1l processo (Xy); si dice (congiuntamente) misurabile se la funzione X
¢ B([o, 8]) x F-misurabile.

Negli Esempi 4.11 e 4.12 veniva anche richiesto che le variabili aleatorie coinvolte nella definizione del processo
predicibile elementare fossero di quadrato sommabile (o addirittura limitati). Con questa richiesta (ovvero se
C; sono anche di quadrato integrabile) il processo elementare predicibile (o opzionale) X & un elemento del
seguente spazio di processi, che & anche uno spazio vettoriale, metrico e completo.

Definizione 9.6. Lo spazio ]LQ([oz,ﬁ] X Q) = ]LQ([a,ﬁ] x Q,B([a, 8]) x F, A x IP’) ¢ lo spazio delle classt di
equivalenza dei processi (congiuntamente) misurabili per i quali

E

B

/ | Xs2ds| < oo. (9.5)
«

Parlando di classi di equivalenza si intende che identifichiamo due processi X e X' se

g
/ | X —X;st] =0.

E

Si puo definire quindi la chiusura di
E%([a, B]) = {X € &, con C; di quadrato sommabile}

in tale spazio metrico, rispetto alla metrica

5 3
/ | X — X|*ds .
«

&2([a, ).

E importante identificare lo spazio E2([a, A]), perché & quello su cui (come vedremo) sappiamo definire I'integrale
stocastico. E possibile mostrare che se X ha traiettorie continue, ed & un processo in L2 ([a, B8] Q), ovvero se vale

d(X,X') = (IE

Denoteremo tale chiusura come

41 11 fatto che L2 ([oa, B] x Q) sia uno spazio vettoriale & ovvio, in quanto se (9.5) vale per due processi X1 e X2, allora vale anche
per la sua combinazione lineare Y = a1 X1 + as Xs.
Inoltre L2 ([, 8] x ©2) & uno spazio metrico completo con la metrica

d(X,X') := (IE [/j |Xs — X;|2dsD :

In realta si tratta di uno spazio di Hilbert.
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(9.5), allora X appartiene a £2([a, §]): infatti se {t?}i—o.... m, ©una partizione di [o, 3] con max; [t? —t7 | — 0,
allora la successione di processi {X™} definiti da

XPMw) = X (), o (D),
i=1
¢ una successione di processi in JLQ([a, O] x Q) che converge ad X nella metrica d, ovvero che
B
lim E / | X — X['|?dt| = 0.
n—oo a

Se X € &2([a,f]) allora esiste una successione di processi che soddisfa la precedente relazione. Di
conseguenza la successione X,, & una successione di Cauchy in L2 ([a, O] x Q), ovvero

lim E

n,m— o0

8
/ | X" — X7 2dt| = 0.

Sappiamo inoltre che, per ogni per « = 0 e 3 =T, e t € [0,T], il processo Z (X") = (Z}V (X™))ie(o,7]
definisce una martingala. Ovviamente anche la differenza Z)V (X™) — Z}V(X™) & una martingala. Inoltre,
chiaramente, per 'integrale stocastico dei processi elementari valgono le proprieta di linearita,e quindi

V(X" =LV (X™) =LY (X" - X™).

Dall’Esempio 4.12 sappiamo che, per ogni t € [0, 7],
t
E [’ZtW(X” - Xm)ﬂ —E U XM — Xt”|2dt} . (9.6)
0

Inoltre applicando la disuguaglianza di Doob per p = 2, estesa alle martingale continue, alla martingala continua
IW(X™ — X™), sappiamo che

ELQ%]]I}V(X —x™)] } < 4E “I:‘ﬁV(X —x™)] ] (9.7)

D’altra parte, ovviamente, si ha anche che

|77 (X" = X™)] Stggg]\fy(X —X™)|".

Passando ai valori attesi, nella precedente disuguaglianza, e tenendo conto della (9.7), si ha

E[[I%V(X e )”<1EL§&§]\IXV(X e )|}<4E[[I¥V(X e )\}.

Utilizzato la relazione (9.6) per t = T, si ottiene che

T
E / | X7 — X[ |2dt
0

<E { max_ |7}V (X" — Xm)ﬂ <4E
t€[0,T]

T
/ | X" — Xt"|2dt] (9.8)
0

In altre parole, se i processi elementari X™ sono una successione di Cauchy in L2 ( [0, T] x Q), allora la successione
di martingale a traiettorie continue Z (X™) = (Z}V (X™))¢[0,77, risulta una successione di Cauchy rispetto alla
metrica

d(M, M) = (E [ max | M, — Mt’|2D ;
t€[0,T]

in quanto la (9.8) si puo riscrivere come

(X" X™) < 2TV (X™), TV (X™)) < 4d*(X", X™)
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Viceversa se i processi elementari X" in IL? ([0, 7] x2) sono tali che la successione ZW (X") = (Z}¥ (X™))se(0,1]

¢ una successione di Cauchy rispetto alla metrica d allora la successione di processi X" risulta di Cauchy in
L%([0, T] x Q) rispetto alla metrica d.

Da questa relazione si puo dedurre l’esistenza di un processo limite, in questa metrica d, della successione
di processi ZW (X,,). Il processo limite® viene chiamato integrale stocastico di X e denotato anche esso con

t
V(X)) = /0 X dWs.

Ribadiamo che la definizione viene (in queste note) data quindi solo per i processi X € £2([a, 3]).

I chiaro che I’integrale stocastico fg X dW, e lineare in X. Inoltre fg X dW € una martingala a traiettorie
continue. Nel caso dei processi elementari cio discende dal risultato esaminato nell’Esempio 4.12:

Lemma 9.2. Se X ¢ un processo elementare predicibile, come nella (9.4), con C; di quadrato integrabile, allora
B
E / XedWi|Fo ] =0
s 2 5
E / X, dW, ‘fa —E / X2 7.

In particolare, lintegrale stocastico di un processo elementare di £? ¢ una variabile aleatoria centrata di quadrato

integrabile e
s 2 3
E /Xtth =E / X, 2dt| .

Le proprieta di linearita, di martingala, di continuita e le proprieta precedenti sui valori medi si ottengono
per i processi piu generali, con un passaggio al limite.

Procediamo con qualche esempio di calcolo di integrale stocastico Se f € L?*([0,7],A) ¢ una funzione
deterministica, allora f € £2([0,7]). e quindi ha senso I'integrale stocastico di Ito, che in questo caso coincide
con l'integrale stocastico di Wiener, e gode allora di una importante proprieta.

Proposizione 9.3. Se f ¢ una funzione deterministica, con f € L%([0,TY), allora il processo

/0 ()W,

) . . . . t
é gaussiano, di media zero e varianza [ f?(s)ds.

Osservazione 9.2. La proposizione precedente implica in particolare che

E [exp ( / t f(S)dWs)] — exp (; Ot f2(s>ds> .

Infatti si riconosce a sinistra la media dell’esponenziale di una variabile aleatoria gaussiana centrata Z, cioe
la sua trasformata di Laplace £(0) := Elexp(0Z)] calcolata in 0 = 1, che é uguale all’esponenziale della sua
varianza divisa per 2 (ovvero L(0) = exp{020%(Z)/2}.

Diamo ora un esempio di calcolo di un integrale stocastico.

5Si pud mostrare che il limite non dipende dalla particolare successione { X"} di processi elementari, scelta per approssimare il
processo X.
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Esempio 9.1 (integrale stocastico di X; = W%). In questo esempio proviamo a calcolare

B
/ 2WodWs.

Essendo Xy = 2Wy un processo a traiettorie continue, con

B B B
/ |2W,|2ds :/ E [|2W,]?] ds:/ 4sds < o0
(e} (e (03

possiamo utilizzare come processo approssimante

th - ZWtﬂ 1 I(t ’t?]<t)7

cost 5 .
/a 2WdW, = 115112 Wi (Win — Wi ).
Considerando che

2> br(brsr — bi) = Z[Zbk+1bk —253] = [2bgyrbe — 267 — by + b7 4]

k 2
Z (2brs1br = b = bisr) + b — 0R] = = > [bksr = 0u)* + Y [Bgs — b7
k k k
== bk — 0+ B, — bR
k
ponendo by, = thl st ottiene
- 2 2 2
/ 2W,dW, = lim = (Wi = Wip,)* + W5 — W,
@ =1
da cui, ricordando il Lemma 8.4, si ottiene che
g 2
/ AW AW, = — (5 — a) + W3 — W2, (9.9)
[0

Introduciamo ora il sottospazio M?([e, 8]) di L?([e, 8] x Q)

Definizione 9.7. Sia M?([a, 3]) lo spazio delle classi d’equivalenza dei processi F}V-progressivamente

misurabili® tali che
B
/ |Xs|2ds] < 00.

Osservazione 9.3. 1 Si puo definire ’integrale stocastico anche per il processi elementari opzionali e si puo
dimostrare che Uintegrale stocastico é una isometria tra M>*([0,T]) (il sottospazio di L*([0,T] x Q) dei processi
progressivamente misurabili) e lo spazio delle v.a. 1L2(Q), Fr,P), ci si puo chiedere se tutte le variabili aleatorie
di L2(2, F,P) si possono ottenere come integrale stocastico di un processo di M>([0,T]). Cio non puo essere dal
momento che ogni integrale stocastico in M?([0,T]) ha media nulla. Tuttavia si puo vedere che, se la filtrazione
F = (Fi)i>0 ¢ quella naturale completata del moto browniano W, allora ogni variabile aleatoria Z € L2(Q, F,P),
con F = Frp, si puo rappresentare nella forma

E

T
7= c+/ X, dW,,
0

61 Pitt in generale, data una filtrazione (F;), i processi Fi-progressivamente misurabili sono i processi X : Q x [0,00) +— R tali
che qualunque sia ¢ la restrizione di X a funzione Q x [0,¢] & misurabile rispetto alla o-algebra prodotto F; x B([0,t]).
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con X € M?*([0,T]) e c € R. Naturalmente E(Z) = c.
Prendendo Z = My, questa proprietd é equivalente alla proprietd che ogni martingala” (Mt)iepo,m di
quadrato integrabile si possa rappresentare tramite un’integrale stocastico, come

t
M, = E[My|F] = ¢ +/ X dW,
0

La seguente proposizione afferma che 'integrale stocastico puo essere definito anche per una classe pitt ampia
di processi, ed in particolare, se 'integrando & continuo, allora I'integrale ¢ il limite di particolari® somme di
Riemann, in analogia con l'integrale di Lebesgue.

Proposizione 9.4. Se X ¢ un processo dello spazio A*[a, 3], ovvero ¢ progressivamente misurabile per il quale

B
]P(/ det<oo>—1

allora si puo dare un senso all’integrale stocastico ff X dWy, come limite in probabilita di integrali di processi
elementari opzionali. Se inoltre X & un processo continuo, allora per ogni successione (), di partizioni
a=1ty <tP <..<ty =P con|r,| — 0 siha

mn B
ZX(tZ_l)(th ~Wip ) —n—too / X (t)dWy in probabilita.
k=1 «

Osservazione 9.4. I Sappiamo che, per ogni a e b € R
B B s
/ [aXt + b}/t]th = a/ Xtth + b/ Kth,

se X e Y sono processi per cui ha senso lintegrale stocastico, ad esempio se X,Y € E%([a,f]), o se
XY € A%([o, 8]). Ma se A = A(w) ¢ una variabile aleatoria (per semplicita prendiamo b = 0), non possiamo

dire altrettanto, o meglio dipende dalle proprieta di misurabilita di A. Infatti, mentre A ff X dWy si puo scrivere

sempre, sappiamo dare un significato a ff A(w) X dWy solo se AX € 32([04,5]) (o se AX € A*([a,3])). In
particolare AX, deve essere progressivamente misurabile, di consequenza é necessario che AXy sia Fo-misurabile.
Affinché cio si verifichi é sufficiente che A sia F,-misurabile. Per le condizioni di integrabilita é sufficiente che
A sia una v.a. limitata.

Dunque possiamo enunciare il seguente teorema.

Teorema 9.5. {1 Sia A una variabile aleatoria F.-misurabile limitata; allora per X € ?%[a,ﬁ]) (o per

X € A%([a. 0])
AAX )dW, = /X (t)dWy.

9.6 Calcolo stocastico e formula di Ito

Sia X un processo tale che per ogni 0 <ty <to <T

t2 tg
Xt2 - th = / Ftdt + thWt,

t1 t1

7Si tratta sempre del caso in cui la filtrazione ‘e la filtrazione generata da W, completata e resa continua a destra.
8Una somma di Riemann & una somma del tipo

My

2 X)Wy = W)

con tp*, € [tp_,,t}] La differenza nel caso dell’integrale stocastico di Ito, sta nel fatto che va sempre scelto t}*; =t7_.
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dove F; e Gy soddisfano opportune condizioni.”

Diremo allora che X ammette il differenziale stocastico
dX; = Fydt + GidWs.
Un processo che ammette differenziale stocastico si chiama anche un processo di Ité.
Come primo esempio banale, prendiamo X; = W; allora ovviamente dW; = dW; e quindi F; = FtW =0
e GG}V = 1. Lo stesso vale anche per X; = x + W}, con z costante reale, visto che nella definizione del
differenziale, la costante x scompare.

Come secondo esempio consideriamo X; = W2 (o anche X; = = + W?). Ricordiamo che per la (9.9) si ha
che qualunque siano 0 <t; <ty < T, si ha

to
Xy — Xoy = W2 - W2 :/ 2WdWs + (ta — t1),
t1

ovvero in forma differenziale
dX, = dW? = 2W,dW, + dt,

che ¢ come dire che F; = FtWQ =1leGyGY * = 2W,. Si noti la differenza con il calcolo del differenziale usuale.!?

Osservazione 9.5. Il differenziale stocastico, se esiste, & wunico, nel senso che se X ammette una
rappresentazione del tipo precedente, allora F e G sono determinati univocamente'!.

Definiamo .

<X >t=/0 G ds.
Il processo < X > non & altro che il processo crescente associato alla martingala fot G¢dWj che compare nella
sua definizione. In maniera simile, se Y € un altro processo di It0, avente differenziale stocastico

dY, = Hydt + K dWy,
porremo

< XY >= /t G Kds.
Proposizione 9.6 (Differenziale del prodotto). Se X;, 4 0: 1,2, sono due processi aventi differenziale stocastico
dX;(t) = F;(t)dt + G;(t)dWr,
allora
d(X1(t)X2(t)) = X1(t)dXa(t) + Xa2(t)dX1(t) + G1(t)Ga(t)dt
= X;(t)dXs(t) + Xo(t)dX1(t) + d < X1, Xo > .

Ovvero, se ty < to,

X1(t2)Xo(t2) — X1(t1) Xa(t1) = /t2 [(X1() Fa(t) + Xo(t) F1(t)]dt

ty

- [ " X6 (0) + Xa ()G ()W,
+ 7 e

t1

9Per quanto riguarda le proprieta di misurabilita, si richiede che sia Fp che Gy siano ]—'t‘/v—progressivamente misurabili. Inoltre
si richiede che abbiano le opportune proprieta di integrabilita per cui abbia senso fare gli integrali.
1011 motivo sta nel fatto che il processo di Wiener non ha traiettorie a variazione limitata o meglio possiamo interpretare il Lemma
8.4 come (W5 — Wy)2 = O(6).

1A meno di identificazione di processi. (DA CHIARIRE MEGLIO)
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Siano f una funzione regolare di (¢, z) e X un processo di It6, con differenziale stocastico (9.6). Ci chiediamo
quale sia il differenziale stocastico del processo (Y; = f(¢, X;)):. La risposta ¢ fornita dalla formula di Tto.

Teorema 9.7 (Formula di It6). Sia
dXt = Ftdt + thWt,

e sia f(t,x) una funzione continua, con derivate parziali prime f; ed f, continue, e con la derivata parziale
seconda fr. continua, allora
dYy = df (t, X;) = fo(t, Xo)dt + fo(t, X;)dX; + %fm(t,Xt)Gfdt
= fult, Xo)dt + fot, Xo) Fydt + fo(t, Xo)GedWy + % foa(t, Xi)Gdt.
In particolare per Xy = Wy (ovvero per F; =0 e Gy =1 si ha
df (t, Wy) = fu(t, Wy)dt + fo(t, Wy)dWy + %fww(tv W,)dt.

In realta il teorema sopra enunciato non & completo in quanto mancano le ipotesi che permettono di assicurare
che abbia senso, ad esempio, I'integrale stocastico di f,.(t, X¢)G; rispetto a dW;. Un’ipotesi sufficiente & che le
derivate siano limitate, tuttavia non ¢ un’ipotesi necessaria. Lo schema della dimostrazione si ottiene scrivendo
per ogni partizione di [/, t"]

F@ X)) = F(E, X)) =D [Fth, Xu) = o1, Xy )]

k

e utilizzando la formula di Taylor!?

f(t,x) = f(to, xo) + fe(to, xo)(t — to) + fa(to, xo)(x — wo) + %fm(to7$o)(ﬂf — x0)* + o(t — to) + o (x — m0)?)
e tenendo conto del fatto che

2
(th - th—l)z = (Ftk 1 (tk - tk—l) + Gtk—l(Wtk - Wtk—l))
Ftk 1(tk - tk—l)z + 2Ftk—1Gtk—1(tk7 — tg— 1)(Wtk Wtk 1) + Gtk 1(Wtk - Wtk—1)2
=O((tr — ti—1)?) + o((tk — te—1)) + G1,_, (W, — Wi ,)?
con (Wy, — Wy, _,)? che si comporta come (¢, — t;_1) (si riveda la sezione in cui si dimostra che il processo di

Wiener non ha traiettorie a variazione limitata)
Il precedente teorema ammette diverse generalizzazioni, come ad esempio la seguente.

Teorema 9.8 (Formula di Itd multidimensionale). 1 Siano X;, i = 1, ..., m, processi che ammettono differenziale

stocastico

e sia f: RY x R™ — R una funzione continua in (t,z), derivabile con continuita una volta in t e due volte in
x. Allora posto Xy = (X1(t), ..., Xon(t)), il processo (f(t,X;)): ammette differenziale stocastico

df(t, X¢) = | fe(t, Xo) +Zf:v (t, Xy)F, memJtXt J(t)G;(t) | dt
=1 4,j=1
+ ) fa (8 X0 Gi(t)dW,
i=1

= % % **Zle(t’Xt)Xm(t) + ft t, Xt Z fz; 1:] t Xt ( )G ( ) dt.

i=1 1,j=1

12Veramente mancano i termini di ordine O((t —to)(x — mo)). Tuttavia successivamente, se si prende t = ty, to = t—1, v = Wy,
e xg = Wy, _,, si ha che |(t —to)(x — x0)| = |tx — tg—1] - |[W¢, — Wi, _, |, che un infinitesimo di ordine superiore a [t;, — tj_1].
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¥4 In presenza di un processo di Wiener a dimensione d, ossia in presenza di d processi di Wiener indipendenti

1 A - . . . o . . . .
Wt( ), ,Wt( ) si puo considerare anche il caso in cui i processi X;, i = 1,....,m ammettono differenziale
stocastico definito come seque

d
dX;(t) = Fi(t)dt + Y G (dw  i=1,..m
k=1
Allora il processo (f(t, X¢)): ammette differenziale stocastico

m

df(t, Xy) = | fult, X0) +Zf1 (t, X\)F, Z Faiw; (£, X2) Zagm(t)c:;“(t) dt
1] 1 k=1

+ Zfz t, X)) G () aw 9.10)
=1

— zm:fIi(t7Xt)dXi(t) + | fult, X)) + Z Foiw; (8 X2) zd:G Gy | at  (9.11)
i=1 i,5=1 k=1
Zm: (t, X)dXi () + | fult, X)) + Z Foa, (8, X2) (G()G (1)) | dt. (9.12)
P it

dove abbiamo indicato con G(t) la matrice trasposta della matrice che al posto di indice (k,i) ha il valore
k

G ).

Osservazione 9.6. Se indichiamo con f/ il gradiente di f rispetto a x. La formula di Ité (9.10) si puo scrivere

in maniera pit compatta:

df (t, X)) = fo(t, Xy)dt + f (¢, X;)dX (1) Z foiw, (6, X)d < Xiy, Xj >
,j=1

1l differenziale stocastico si comporta, dunque, in maniera diversa da quello ordinario per la presenza dell’ultimo
termine a destra.
9.6.1 Moto browniano geometrico e il suo differenziale stocastico

Ricordiamo che un moto browniano geometrico ¢ un processo (S;); definito da

1
St = sgexp {aWt + (,u - 202> t}

dove p e o sono costanti, con o # 0.

Definiamo
1
f(t, ) = spexp {aaj + (u - 202> t}
cosl
St = f(t; Wt)~
Allora
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Per la formula di It6, applicata a X; = W; (cosi Fy = FV =0e G;G)Y =1)
1
dS; = df (t, W) = fi(t, Wy)dt + f.(t, Wy)dW; + §facx(t7 Wy)dt

= <u — ;ﬁ) ft,Wy)dt + o f(t, Wy)dW; + %sz(t, W,)dt
= uSidt + 0.SidWs.
Cosi il moto browniano geometrico in forma differenziale ¢ dato da
dS; = pSedt + oS dWy
e nella sua forma integrale
Sy = 8o+ /Ot wSydu + /Ot oS, dW,.

In particolare quindi
t t
E[S;] = s0 + E[/ wSydu] + E[/ S, dW,]
0 0

¢
= 89 —l—/ pE[S,]du,
0
da cui
E[S;] = so exp{ut}.
Riutilizzando ancora la formula di Ito per X; = S; (cosi Fy = F° = uS; e Gy GY = 0S;) per f(t,x) = 2 (per
cui fy =0, fr =2z ed fu, = 2) si ottiene 2
1
dS? = 28;dS; + 52025’3dt
= 2uS2dt 4 20S2dW; + o> S2dt
= (2u + o) SEdt + 20S2dW;.

Integrando quest’ultima espressione, e prendendo i valori attesi (tralasciando il problema di mostrare che
I'integrale stocastico ¢ effettivamente una martingala a media nulla) si ottiene che

t t
E[SE]=53+1E[/ (2,u+o2)SZdu]+2aE[/ S2dW,]
0 0

t
N / (2u + 02)E[S2]du,
0

da cui

E[S7] = s§ exp{(2p + o)t}
e quindi si puod ricavare facilmente la varianza.'* II moto browniano geometrico & un processo da prendere
in considerazione per modellizzare ’evoluzione di quantitd che devono sempre rimanere positive. Anche per
questo motivo, ¢ un modello usato per descrivere 1’evoluzione dei prezzi nei mercati finanziari. Nel modello di
Black-Scholes, come gia visto, il titolo rischioso segue un moto browniano geometrico.

13Per ottenere il differenziale di S? si pud considerare che
df(t,St) = fult, Se)dt + fu(t, Se)dSe + %fm(t, S1)(G)7dt
=28, (uSidt + oSy dWy) + 02 S2dt
oppure si pud considerare che S? = f(t, W) con
f(t,ac) = s% exp {20:5 + (2u — 02) t}
e applicare la formula di Ito al processo X; = W4. Si consiglia il lettore di controllare che si ottiene lo stesso risultato con questo
metodo.

MOvviamente la Var(St) si pud ricavare anche a direttamente, si consiglia il lettore di eseguire questo calcolo e controllare che i
due metodi portano allo stesso risultato, come deve essere.
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9.7 Equazioni differenziali stocastiche

Introduciamo in questa sezione la nozione di equazione differenziale stocastica.
Siano b(z,t) = (bi(z,t))1<i<m € o(z,t) = (04(x,t))1<i<m,1<j<d funzioni misurabili definite su R™ x [0,7] a
valori in R™ e in M (m, d) rispettivamente, dove M (m,d) indica l'insieme delle matrici m x d.

Definizione 9.8. Diremo che il processo (&)icju,r) € soluzione dell’equazione differenziale stocastica

{ dé-t = b(§t7 t)dt + U(§t7 t)th

e e Rm (9.13)

se (W) € un moto browniano d-dimensionale standard; per ognit € [u,T] si ha

t t
& :x+/ b(fs,s)ds—i—/ o(&s, s)dWs.

Osservazione 9.7. Nella definizione precedente, si richiede implicitamente che s — b(&s,s) e s — 0(&s, s)
siano processi per cui abbia senso fare i rispettivi integrali, deterministico e stocastico, insieme alle condizioni
di misurabilita progressiva.

Infine, ricordiamo che 2 viene chiamato coefficiente di diffusione e b viene chiamato drift (o deriva).

Definizione 9.9. Si dice che il sistema (9.13) ha soluzione forte se per ogni (0, F,F;,P) e per ogni moto
browniano standard W = (Wy)y, esiste un processo & tale che (&)t sia soluzione di (9.13).

Con questa definizione possiamo dire che il moto browniano geometrico e soluzione dell’equazione differenziale

d§y = pé&pdt + 0§ dWy, & = so.

-+ Per le equazioni differenziali stocastiche vale il seguente teorema di esistenza e unicita:

Teorema 9.9. Supponiamo che i coefficienti b(t,x) e o(t,x), oltre alla condizione di congiunta misurabilita,
soddisfino la sequente condizione di Lipschitz globale:

|b(x,t) — b(Z,t)]* + |o(z,t) — o(z,1)|* < K|z — Z|?, (9.14)
e la sequente condizione di crescita
b(z,t)]* + |o(z, t)]> < K (1 + |z]?), (9.15)

per una costante K > 0.
Allora 'equazione differenziale stocastica

dXt = b(Xt,t)dt + O'(Xt,t)th, t Z S, Xs =x (916)

. \ . , ) T .
ammette una soluzione che é un processo progressivamente misurabile, con E[fs |Xu|2du] < 00, per ogni
T > s. Inoltre esiste una sola soluzione con queste caratteristiche, nel senso che, se Xy & un’altra soluzione,
allora ]P’(Xt = Xy, per ogni t) =1.

2311

Non diamo la dimostrazione generale di questo risultato, ma, a titolo di esempio vediamo come si puo
dimostrare che il processo di Orstein-Ulhenbeck e soluzione dell’equazione differenziale

dé; = —\&dt + odWy, & = z.

L’idea & quella di ripetere il metodo della variazione delle costanti per le equazioni differenziali ordinarie®®

I5Ricordiamo che per risolvere I'equazione differenziale ordinaria

Yt = =AYt + vt
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Si cerca quindi la soluzione del tipo X; = n: exp{—At}, dove 7; & un processo da determinare che ammetta
differenziale stocastico

t t
dny = Fydt + Gy dWy,  ovvero mny =x+ / F.ds + / GdWs.
0 0

11 processo exp{—At} ¢ deterministico, di conseguenza,
d(exp{—At}) = —Aexp{—At}dt
per la formula del prodotto dei differenziali stocastici'® si ottiene che

dX; = d(exp{—At}n;) = exp{—At}dn; + nd(exp{—At})
= exp{—At}(Fidt + G dWy) — Aexp{—At}n.dt
= exp{f/\t}Ftdt + exp{f)\t}thWt - )\Xtdt

Da cio si ricava immediatamente che deve essere F; = 0 ed exp{—Mt}G; = o, ovvero
G = oexp{At}.

Da quest’ultima espressione si ricava immediatamente che

t
= +/ o exp{As}dWs,
0

e quindi
t
X; = exp{—At}n = exp{—Xt} (x +/ aexp{/\s}dWs> )
0
ovvero il processo di Orstein-Ulhenbeck.

Una volta ottenuta la soluzione ¢ facile verificare che ¢ effettivamente una soluzione, riapplicando la formula
del differenziale stocastico del prodotto.!”

si puo considerare prima l’equazione
Yt = —Ayt,
la cui soluzione ¢ data da
y) = Cexp{—\t}.
Poi si cerca la soluzione y; del tipo y¢ = C¢ exp{—At}, da cui, essendo
d d . .
2V = (Ct exp{f)\t}) = —dexp{—At}Ci + Ct exp{—At} = —Ays + Ct exp{—At},
si ottiene che deve essere necessariamente )
Crexp{—At} = vs.
ovvero .
Cy=Co +/ exp{As}vs ds.
0
In conclusione la soluzione ¢ data da

¢
yr = exp{—Xt} (Co +/ exp{As}vs ds)
0

1671 motivo per cui la tecnica della variazone delle costanti funziona anche nel caso stocastico sta nel fatto che, essendo la funzione
e~ ! deterministica, che ha come differenziale de=** = —Ae~** dt + 0dW4, la formula del differenziale stocastico del prodotto &
la stessa che nel caso dei differenziali usuali

dinee M) =nede ™t + e M dn, + Gy - 0dt.

17Qvvero si tratta di ripercorrere i passi precedenti al contrario:

d(exp{—At}) = —XNexp{—At}dt,

t
d (:c + / Jexp{/\s}dW5> =0-dt + oexp{At}dW;.
0
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Come applicazione delle proprieta dell'integrale stocastico si vede quindi subito come si possono calcolare
valore medio e varianza del processo X; di Orstein-Ulhenbeck. Infatti

E[X:] = exp{—At}z + exp{—Nt}E [/0 Uexp{/\s}dVVS} = exp{—\t}z,

dove 'ultima uguaglianza vale in quanto l'integrale stocastico ha valore atteso nullo.
Da cio si puo ricavare anche la varianza, in quanto

2

(X; — E[X{])? = (X; — exp{—Mt}z)® = exp{—2\t} ( /O aexp{)\s}dWs> :

e quindi, passando ai valori attesi,

Var(X,) = exp{—2Xt}E

( /O t aexp{)\s}dWS> T

¢ o2
=E [exp{Q)\t}/O o? exp{2)\3}ds] =5 (1 — exp{—2Xt}).

Anche la covarianza si puo ricavare facilmente osservando che
(X: — E[X4]) (Xv — E[Xy])
= exp{—\t} </Ot Uexp{)\s}dWS> exp{—At'} (/Otl Uexp{)\s}dWs>
=exp{—A(t +t)} MMy,
dove M; = fot o exp{As}dW, . Poiché, per ogni G;-martingala di quadrato integrabile, se t < ¢, si ha
E[M; M| = E[M,E[M/|G]] = E[M,M,] = E[M?].

si ottiene che, per t < ¢/,

Cov(Xy, Xp) = exp{—\(t +t')}E { /0 t o? exp{QAs}ds] .

quindi se
t
X¢ = exp{—A\t} (:): +/ O'exp{)\s}dWS) ,
0

allora
t
dX: = (1’ + / Uexp{)\s}dWS> (=Xexp{—At}dt) + exp{—At}o exp{At}dW; = —AX; + odW;.
0
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