Capitolo 5

Determinanti

Il determinante di una matrice quadrata n x n & una funzione polinomiale omogenea di grado n nelle
entrate della matrice che gode di notevoli proprieta. In particolare per una matrice con entrate in un
campo il determinante & non nullo se e solo se la matrice e invertibile. Se il campo & quello dei reali
possiamo interpretare il determinante come un’area o volume (con segno).

5.1 La definizione

Sia R un anello (commutativo con unita). Sia A € My, »,(R). Sia A’ la matrice (n—1) x (n—1) ottenuta
eliminando riga i-esima e colonna j-esima di A. Definiamo la funzione

Det,,: My, »(R) — R
ricorsivamente come segue:
(1) Deti((a)) = a.

(2) Per n > 1 definiamo Det,, a partire da Det,,_1 per mezzo della formula

Det, (A) := i(—l)"+janj Detn,l(A?). (5.1.1)

Spieghiamo il punto (2). Assumendo di aver definito Det,,_1, la funzione Det,, ¢ data da (5.1.7); siccome
Det; & data da (1) segue che Dety & bene definita e quindi anche Dets etc. Diamo alcuni esempi. Se
n = 2 abbiamo

a1 a2
Det, = —a21012 + Q22011 = A11022 — G12021, (5.1.2)
a21 Aa22

cioe la formula della Definizione 2.5.6. Per n = 3 abbiamo
a1 ai2 a3
Dets | a21 a2 a3 | =
az1 agz ass
= a31(a12a23 - a13a22) - asz(anazg - a13a21) + a33(a11a22 - a12a21) =
= 11022033 + Q12023031 + 113021032 — G13022031 — G12021033 — A11023032. (5.1.3)
Il determinante di A € M, ,(R) ¢ Det,(A). Se non c¢’¢ pericolo di ambiguita scriviamo Det invece di

Det,,. Si usa anche la notazione |A| per Det A - in questo caso si omette di scrivere le parentesi che
delimitano la matrice. Per esempio

3 4

1 2
3 4

‘: Det[ L2 ] - 2. (5.1.4)

La definizione iterativa del determinante si presta a dimostrazioni per induzione. Diamo alcuni esempi.
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5. DETERMINANTI

Esempio 5.1.1. Se A € M, ,,(R) ha una colonna nulla, allora Det(A) = 0. L’affermazione ¢ evidente-
mente vera se n = 1. Sia n > 2, e assumiamo che l’affermazione sia vera per matrici (n — 1) x (n — 1).

Sia A € M, »(R) con Aj, = 0. Per definizione abbiamo

Det(A) = (—1)”+j0anj0 Detn_l(A?O) + Z (—1)"+janj Detn_l(A?). (515)

J=+jo
Il primo addendo & nullo perche a,;, = 0, e i rimanenti addendi sono nulli per ipotesi induttiva, perche
ciascuna delle matrici A7 ha una colonna nulla (quella di indice (jo — 1) se j < jo, e di indice jy se

Jo <17)-

Esempio 5.1.2. Se B € M, »,(R) una matrice a scala per colonne, cio¢

biun O 0 0
* 0 0
B:i=| by ... by
* 0 ... 0
bnl * * bnn
Allora
Det(B) = b11 . b22 et bnn, (516)

cioe Det(B) ¢ il prodotto delle entrate sulla diagonale principale. L’affermazione & evidentemente vera
se n = 1. Sia n > 2, e assumiamo che l'affermazione sia vera per matrici (n — 1) x (n — 1). Sia
B e M, »(R) a scala per colonne. Per definizione abbiamo

Det(B) := i(—n"ﬂbnj Det,,_1(B}). (5.1.7)

Se j < nlamatrice B} hal'ultima colonna nulla, e quindi il suo determinante ¢ nullo per I'Esempio 5.1.1.
Dr’altra parte la matrice B, ¢ a scala per colonne, con entrate byq - baa - ... by_1 -1 sulla diagonale
principale, e percid Det(B) = b1y -baz ... by_1,—1 Per ipotesi induttiva. Segue che vale 'uguaglianza
in (5.1.6).

5.2 Proprieta algebriche del determinante

Studieremo il determinante di matrici con entrate in un campo K. Per capire la funzione determinante
Det,, la vedremo come funzione delle n colonne di una matrice n x n, cioe la vedremo come applicazione

K" x ... x K 2% K
— (5.2.1)

(A1,...,A4,) +—  Det([41,...,4,])
Proposizione 5.2.1. La funzione Det,, é lineare in ciascuna colonna, cioé fissate colonne
A, oo Ayt Ao, o A, (5.2.2)
Uapplicazione ¢: K™ — K definita da
¢(D) :=Det([A1,..., Ajp—1, D, Ajy41, An]) (5.2.3)
e lineare.

Dimostrazione. Per induzione su n. Il caso n = 1 & banalmente vero. Dimostriamo il passo induttivo.
Per j + jo sia X; € M,_1,1(K) la colonna ottenuta eliminando l'ultima entrata di A;, e sia D €
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5.2. Proprieta algebriche del determinante

M,,—11(K) la colonna ottenuta eliminando 'ultima entrata di D. Si ha che

Detn(Al7 s 7Aj0—17D7Aj0+17 s 7An) =
= 2 (—=1)"an; Detn—1(X1, ..., Xjo1, X5, Xjp1, -, Xjoo1, D, X1, -, X))+
J+jo
+ (—1)n+j0dn Detn_l(Xl, . ,on_l, Xj0+1, . 7Xn) (524)

Qui la notazione )?\] sta per “manca la colonna X;”, e d,, ¢ I'ultima entrata di D.
Per l'ipotesi induttiva ’applicazione K™ — K che manda D in

(—=1)"ap,; Detr_1 (X1, ..., Xjo1, X5, Xjh1s s Xjoo1, Dy Xjos1s - Xn) (5.2.5)

¢ lineare, e l'applicazione K" — K che manda D in (—1)"*d,, Det,,—1 (X1, ..., Xjo—1, Xjo+1s---» Xn)
& visibilmente lineare. Quindi 'uguaglianza in (5.2.4) mostra che ¢ & somma di n applicazioni lineari
da K™ a K, e quindi ¢ lineare. O

Proposizione 5.2.2. Sia A € M, ,(K). Se esistono 1 < jo < ji < n tali che A;; = Aj,, allora
Det(A) = 0.

Dimostrazione. La dimostrazione e per induzione su n. Il caso n = 1 & banalmente vero, non c’¢ nulla
da dimostrare. Dimostriamo il passo induttivo. Quindi supponiamo che se una matrice (n—1) x (n—1)
ha due colonne uguali, allora ha determinante nullo.

Iniziamo dimostrando che, se A € M, ,(K) e per un certo jo € {1,...,n — 1} si ha A;, = Aj 11,
allora Det(A) = 0. Per 1 < j < n sia X; € M,,_1 1(K) la colonna ottenuta eliminando 'ultima entrata
di A;. Si ha che

Detn(Al, ey An) =

= Z (_1)n+janjDetn—1(X17'"7Xj—17)/(\jan+1;"'aXn)+
Jo+j+jo+1
+ (_1)n+j0an,jo Detn—l(X17 s 7on—1a X]oaX jo+15- -+ X7l)+
+ (—1)"+j°+1an7j0+1 Detn_l(Xl, .. X X70+1, Xj0+2, N 7Xn) (526)

Jo»

Siccome X, = X, +1, per ipotesi induttiva
Dety 1 (X1, X5 1, X5, Xji1, 0, Xp) = 0 (5.2.7)
per j ¢ {jo,jo + 1}. Quindi

Det,, (A, ..., Ap) =

= (~1)"*iog, . (Detn,l(xl, e Xty X Xjosts oo X)) = Dt (X1, oy Xjor Xgorts Xjosos- - 7Xn)) .

Siccome le n-ple (X7, ... ,on_l,XjO,X iot1s - Xn) € (X1, s X Xjo+1, Xjo+25 - - - » X ) s0n0 le stes-
se, segue che Det(A) = 0.

Prima di finire la dimostrazione facciamo vedere che se scambiamo due colonne adiacenti di una
matrice quadrata, il suo determinante cambia segno. Piu formalmente, se 1 < jy < n, allora

Det(Al, ‘e 7Aj0—17 Aj0+1, AJO? A Jo4+25 s An) = — Det(A) (528)
Per quello che abbiamo appena dimostrato
Det(Al,...,AjD,hA +A]0+17A +Ajo+17Ajo+2a-~-7An) = 0.
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5. DETERMINANTI

D’altra parte, siccome il determinante e lineare in ciascuna colonna il determinante a sinistra dell’u-
guaglianza che appare sopra ¢ la somma di quattro determinanti in cui le colonne di indici diversi da jg
e jo + 1 sono le corrispondenti colonne di A, e quelle ai posti jo e jo + 1 sono (Ajy, Aj,)s (Ajy, Ajo+1),
(Ajo+1,A45,) € (Ajo+1, Ajo+1)- Il primo e I'ultimo determinante sono nulli per quello che abbiamo appena
dimostrato, e quindi otteniamo che

Det(Al, ey Aj0—17 AjoaAjo-f-la Aj0+27 - 7An) + Det(Al, - 7Aj0—1a Aj0+1, Aj07 Aj0+2, . 7An) = 0

Questo dimostra che vale 'uguaglianza in (5.2.8).

Ora dimostriamo che, se A € M,, ,(K) e 4;, = A;, per 1 < jo < j1 < n, allora Det(A4) = 0. Poniamo
k := j1 — jo. Abbiamo appena dimostrato che 'affermazione & vera se k = 1. Assumiamo che sia vera
per k = p, e dimostriamo che & vera per k = p + 1. E chiaro che questo finira la dimostrazione. Per
l'uguaglianza in (5.2.8) abbiamo che

Det(A) = —Det(Al, e aAj1—27Aj1aAj1—17Ajo+1a .. ,An)

La matrice con colonne Ai,...,Aj 2, Aj, Aj,—1,Ajo+1, - .., An hale colonne ai posti jo e j; —1 uguali,
e siccome (j; — 1) — jo = p, segue che il suo determinante & nullo. Per 'uguaglianza sopra segue che
Det(A) = 0. O

Corollario 5.2.3. Sia A € M, ,(K). Il determinante della matrice ottenuta scambiando due colonne
di A di indici diversi é uguale a — Det(A).

Dimostrazione. Segue dalla Proposizione 5.2.2 ragionando come nella dimostrazione dell’'uguaglianza
in (5.2.8). O

Corollario 5.2.4. Sia A€ M, ,(K). Il determinante della matrice ottenuta aggiungendo a una colonna
di A un multiplo di una colonna di indici diverso é uguale a Det(A).

Dimostrazione. Siano jo, j1 € {1,...,n} diversi. Siccome il determinate ¢ lineare nelle colonne, abbiamo

Det(Al, ey Ajo + )\Ajl,AjOJrl, . ;An) = Det(A) + )\Det(Al, . 7Aj0717 Aj17Aj0+17 ey An)
L’ultimo determinante che appare nell’equazione sopra € nullo perche e il determinante di una matrice
le cui colonne di indici jy e j1 sono uguali. O

Osservazione 5.2.5. 1 corollari 5.2.3 e 5.2.4 ci dicono che la matrice ottenuta da A con una operazione
elementare di tipo (1) sulle colonne ha determinante uguale a — Det(A), e che la matrice ottenuta da
A con una operazione elementare di tipo (2) sulle colonne ha determinante uguale a Det(A). Tenendo
conto dell’Esempio

refexpl:detscala otteniamo il seguente algoritmo per il calcolo del determinante di una matrice A €
M, (K). Con una serie di operazioni elementari tipo (1) e (2) sulle colonne passiamo da A a una
matrice a scala per colonne B. Se s ¢ il numero di scambi di colonne, allora

Det(A) = (—1)%b11 ... bypn. (5.2.9)
Proposizione 5.2.6. Una matrice quadrata A ¢ singolare se e solo se Det(A) = 0.

Dimostrazione. Con una serie di operazioni elementari tipo (1) e (2) sulle colonne passiamo da A a
una matrice a scala per colonne B. Il rango di A & uguale al rango di B e, per I’Osservazione 5.2.5
Det(A) = 0 se e solo se Det(B) = 0. Supponiamo che A sia singolare. Allora B & singolare, cio¢ la sua
ultima colonna & nulla, e perciod b, , = 0. Per 'Osservazione 5.2.5 Det(B) = 0, ¢ quindi Det(A) = 0.

Ora supponiamo che Det(A) = 0. Per I’Osservazione 5.2.5 segue che esiste ¢ € {1,...,n} tale che
b;; = 0. Siccome B & a scala per colonne segue che b, , = 0, e percio l'ultima colonna di B e nulla.
Quindi B ha rango minore di n, e percio anche A, cioe A & singolare. O
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5.3. Determinanti e rango di una matrice

5.3 Determinanti e rango di una matrice

Per la Proposizione 5.2.6 una matrice quadrata n x n ha rango massimo, cioe n, se e solo se il suo
determinante & non nullo. Piu generalmente il rango di una matrice ¢ determinato dai determinanti
delle sue sottomatrici.

Definizione 5.3.1. Sia Ae M, ,(K), esiano 1 < i1 <ia < ... <ip<m, 1 <ji1 <ia <...<js < n.
La sottomatrice di A corrispondente alle righe 1 <3 <iy < ... <1, < m e alle colonne 1 < j; < jo <
... < Jq <nelamatrice B e M, 4(K) con entrata a;, j, suriga p e colonna ¢. Una sottomatrice C' di A
contiene la sottomatrice B se corrisponde a insiemi di righe e colonne che contengono rispettivamente

{il,ig,...7ip} (§] {jl,ig,...,jq}.

Teorema 5.3.2 (degli orlati). Una matrice A € M,, ,(K) ha rango r se e solo se esiste una sua
sottomatrice B di dimensione r X v con le sequenti proprieta: il determinante di B é non nullo, e ogni
sottomatrice di A di dimensione (r + 1) x (r + 1) contenente B ha determinante nullo.

Mostriamo come puo essere usato il Teorema degli orlati per calcolare il rango di una matrice, poi
passeremo alla dimostrazione.

Esempio 5.3.3. Calcoliamo il rango di A € M3 4(Q) data da

2 1 3 5
A= 3 0 3
0o -1 -1 -1

La sottomatrice delle entrate su righe 2,3 e colonne 1,2 e

3 0
sl o

e ha determinante non nullo. Esistono due sottomatrici 3 x 3 contenenti B, sono

2 1 3 2 1 5
3 0 3|, 3 0 6
0 -1 -1 0 -1 -1

Siccome entrambe hanno determinante nullo segue che A ha rango 2.

Prima di dimostrare il Teorema 5.3.2, diamo un risultato intermedio.
Proposizione 5.3.4. Sia A € M,, ,(K), e sia B la sua sottomatrice r x r corrispondente alle righe
1< <ig<...<i. <m ealle colonne 1 < j; < jo < ... < jr, <n. Se il determinante di B & non
nullo, allora le colonne di A di indici j1 < ja < ... < j, sono linearmente indipendenti, e analogamente

le righe di A di indici i1 < i < ... < i, sono linearmente indipendenti. In particolare il rango di A ¢
almeno r.

Dimostrazione. Supponiamo che
/\1Aj1 + )\QAJ‘Q + ...+ )\rAjT =0.

Questo implica che
)\1le + )\2Bj2 + ...+ )\rBs,. =0.

Siccome B & una matrice quadrata con determinante non nullo le sue colonne sono linearmente indipen-
denti, e quindi Ay = ... = A\, = 0. Questo dimostra che A; , A;,,..., A; sono linearmente indipendenti.
Analogamente si dimostra che A", A2 ... A’ sono linearmente indipendenti. O
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5. DETERMINANTI

Dimostrazione del Teorema 5.3.2. Supponiamo che A abbia rango r. Allora esistono colonne di A di
indici j; < j2 < ... < ji che sono linearmente indipendenti, e tali che ogni colonna di A di indice diverso
da j1,j2 < ..., jr sia combinazione lineare di A;,,A;,,...,A;, . Sia M la matrice m x r formata dalle
colonne Aj,, Aj,, ..., Aj . Siccome il rango della trasposta M* & uguale al rango di M, cioé r, esistono
r righe di M, con indici 1,45 ..., ., che sono linearmente indipendenti. Sia B la matrice  x r che ha
come righe le r righe di M di indici 41,43 ...,%.. Allora B ha determinante non nullo. Quindi esiste
una sottomatrice r x r di A con determinante non nullo. D’altra parte se esistesse una sottomatrice
(r+1)x (r+1)di A con determinante non nullo, allora il rango di A sarebbe almeno r + 1 per la
Proposizione 5.3.4, contraddizione.

Ora dimostriamo il viceversa, cioe che se esiste una sottomatrice B di A con le proprieta enunciate,
allora il rango di A ¢ r. Per il ragionamento appena fatto il rango di A ¢ almeno r. Per finire la
dimostrazione basta dimostrare che ogni colonna di A; di indice diverso da ji, j2,. .., jr ¢ combinazio-
ne lineare delle colonne A;,,A4;,,...,A;, , e siccome queste colonne sono linearmente indipendenti cio
equivale a dimostrare che la matrice M con colonne A;,, A;,,..., A; , A; ha rango minore di 7 + 1. Le
righe di M con indici 41,5 . .., %, sono linearmente indipendenti perche Det B % 0, e quindi basta dimo-
strare che ogni altra riga di M e una combinazione lineare di queste righe, ovvero che ogni sottomatrice
(r+1) x (r+1) di M che contiene le righe con indici i1,4s3...,%, ha determinante nullo. Ma questo
vale per ipotesi. O

Una conseguenza immediata del Teorema 5.3.2 € la seguente.
Corollario 5.3.5. Una matrice A € My, »(K) ha rango r se e solo se esiste una sua sottomatrice r x r

di determinante non nullo e ogni sua sottomatrice (r + 1) x (r + 1) ha determinante nullo.

5.4 Applicazioni multilineari

Per capire piu a fondo le proprieta del determinante conviene introdurre le applicazioni multilineari
alternanti. Partiamo dalle le applicazioni multilineari.

Definizione 5.4.1. Siano Vi,...,V,, e W spazi vettoriali su K e sia ¢ un’applicazione
o
(U1, .y0n) = D(ug,...,vp)

(1) La @ ¢ lineare nell’entrata j-esima (dove 1 < j < n) se
D(V1, .., Vi1, MU+ W, Vji1, .., Vp) =
= AD(V1,. ., V1, Uy Vg1, oo, Un) + P(V1, o V1, W, Vg1, -, V) (5.4.2)
per vi,...,Vj—1,U,W,Vj41,...,0p € Ve A, ue K.
(2) @ & multilineare se ¢ lineare in ciascun entrata. (Se n = 2 diciamo che @ ¢& bilineare.)
Esempio 5.4.2. Consideriamo le applicazioni ¥;: K x K — K definite da
Uy (0,y) = 29? + 7, Ua(w,y) =1, Us(z,y) = Say.

La W, ¢ lineare nella prima entrata ma non nella seconda, la W5 non ¢ lineare in alcuna entrata, la Wy
¢ bilineare.

Esempio 5.4.3. Sia V uno spazio vettoriale su K. L’applicazione

VxVy — K

0. f) - f) (5.4.3)

¢ bilineare.
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Esempio 5.4.4. Scelta un’unita di misura, € ben definito il prodotto vettoriale di due vettori geometrici
dello spazio euclideo, e quindi abbiamo 'applicazione bilineare

V(E3) x V(E3) — V(E3)

(v, w) - VAW

(5.4.4)

Ricordiamo che, se {i,j,k} ¢ una base ortonormale di V(E?®) (ortonormale significa che ogni vettore
della base ha lunghezza 1 e che coppie di vettori diversi della base sono ortogonali), allora

(ali + b1j + Clk) A (agi + bgj + Cgk) = (blcg — Clbg)i — (alcg — Clag)j + (a1b2 — blag)k. (545)
Segue da questa espressione che il prodotto vettoriale & bilineare.
Terminologia 5.4.5. Un’applicazione multilineare @: V1 x ... x V,, — K si dice forma multilineare.

Definizione 5.4.6. Se Vi,...,V, e W sono spazi vettoriali su K, MultLin(V; x ... x V,,, W) & l'insieme
delle applicazioni multilineari @: V; x ... x V,, — W.

Se @1, Py € MultLin(Vq x ... x V,,, W) definiamo

Py +P
Vix...xV, 157 w

(’Ul,...,’l}n) — @1(’01,...,’0”)+@2(’U1,...,’Un)
Analogamente, se ¢ € MultLin(V; x ... x V,,, W) e A € K definiamo

Vix...xV, 22, w

(Ulw"vvn) — )@(’ul,...,vn)

Proposizione 5.4.7. Siano Vi, ..., V,, e W spazi vettoriali su K. Se &1, Py € MultLin(Vy x...x V,, W)
allora (91 + P2) € MultLin(Vy x ... x V,,,W). Se & € MultLin(V; x ... x V,,, W) e XA € K, allora
AP € MultLin(Vy x ... x V,,, W). Con queste operazioni MultLin(Vj x ... x V,, W) ¢é uno spazio
vettoriale su K.

Dimostrazione. La somma (@1 + ®2) ¢ multilineare perche la somma di applicazioni lineari ¢ lineare,
e Ad & multilineare perche il prodotto di uno scalare per un’applicazione lineare & lineare. La facile

verifica dell’ultima affermazione & lasciata al lettore. O
FEsempio 5.4.8. Siano V1,...,V, spazi vettoriali su K, e siano 7y, ...,v, € V. L’applicazione
MultLin(V; x ... x V,,K) —> K
® > @(@1,...,571)

e lineare. Infatti la linearita segue subito dalla definizione di somma di applicazioni multilineari e
moltiplicazione di uno scalare per un’applicazione multilineare.

5.5 Applicazioni multilineari alternanti

Da ora in poi ci concentriamo sul caso Vi = ... =V, cioé consideremo applicazioni ®: V" — W, dove
V e W sono spazi vettoriali su K.

Definizione 5.5.1. Sia @: V" — W.
(1) Siano 1 < j < h < n; & ¢ alternante nelle entrate j, h se $(v1,...,v,) = 0 ogni qualvolta v; = vy,
(2) @ & alternante se & alternante nelle entrate j, h per ogni 1 < j < h < n.

Esempio 5.5.2. 11 prodotto vettoriale V(E?) x V(E?) — V(E?) (vedi 'Esempio 5.4.4) & alternante (e
bilineare).
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5. DETERMINANTI

Esempio 5.5.3. Consideriamo le applicazioni @;: K x K — K definite da

Di(x,y) :=3ry, Po(r,y):i=xy+1, Pa(z,y) =2’ —ay’.

La &, ¢ bilineare ma non alternante, la @3 ¢ alternante ma non bilineare, la @5 non & ne bilineare ne
alternante.

Esempio 5.5.4. Sia A € M, ,,(K). L’applicazione

K® x K" — K
0.1
(X,Y) +— XAV (5:5.1)
e bilineare. Siccome .
(X, X) = Y ayw,
1<igsn
1<j<sn
@ ¢ alternante se solo se A = —A e in aggiunta a;; = 0 per ogni i € {1,...,n}. Notate che se char K = 2
I'ultima condizione segue dalla prima.
Proposizione 5.5.5. Sia @: V" — W. Supponiamo che @ sia multilineare e alternante.
1. Sewq,...,v, €V sono linearmente dipendenti, allora ®(vy,...,v,) = 0.
2. Siano 1 < j < h < n: allora
Q(Ulv ce 3 Vj—1,Vh, Vj41, .- - 3 Uh—1,U5, Uh4-15 - - - 7’Un) =
= _é(vla <5 U5—1,V5, V541, - -y Vh—1,Vh, Uh+1, - - - ,’Un),
cioe scambiando due entrate il valore di ® cambia segno.
Dimostrazione. Dimostriamo che vale (1). Per la Proposizione 2.5.10 esiste j € {1,...,n} tale che
n
’Uj = Z A%
1<i<n
i+
Per la multilinearita di ¢ abbiamo che
n
@(’Ul, N ,’Ujfl, 'Uj, 'Uj+1, P ,’Un) = Z ,U/i@(l)l, e 71)j,1,1)i,’l)j+1, N ,’l}n).
1<i<n
i+]

D’altra parte ogni addendo della sommatoria ¢ nullo perche @ & alternante.
Ora dimostriamo che vale (2). Supponiamo che n = 2 (se n = 1 non c¢’¢ nulla da dimostrare).
Siccome @ ¢ alternante e multilineare abbiamo che

0=d(u+w,u+w)=>(u,u)+ d(w,w) + P(u, w) + P(w,u) = P(u,w) + P(w, u).

Ora supponiamo che n > 2. Siccome la funzione

VxV — w (5.5.2)
(U,U}) e ds(vlw"7/Ujflvu7vj+17""Uhflvwvvh+17"'7vn) e
¢ chiaramente multilineare alternante, la (2) segue dal caso n = 2. O

Terminologia 5.5.6. Un’applicazione multilineare e alternante @: V" — K si dice forma multilineare
alternante (o antisimmetrica) .
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5.5.  Applicazioni multilineari alternanti

Per capire le proprieta del determinante studieremo I’insieme di tutte le forme multilineari alternanti
V™ — K nel caso in cui dimV = n.

Definizione 5.5.7. Se V & uno spazio vettoriale su K, Alt(V",K) & l'insieme delle forme multilineari
alternanti @: V" — K.

Chiaramente Alt(V",K) ¢ un sottoinsieme di MultLin(V",K). Un attimo di riflessione mostra che
vale il seguente risultato.

Proposizione 5.5.8. Alt(V",K) ¢ un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale (suK) MultLin(V", K).
Il risultato principale di questa sezione ¢ il seguente.

Proposizione 5.5.9. Sia V' uno spazio vettoriale su K di dimensione n, e sia B := {01,...,0,} una
base di V. L’applicazione lineare (vedi I’Esempio 5.4.8)

Alt(Vr K) &8 K
P —  O(Ty,...,0,)

e un isomorfismo.

Dimostrazione. Iniziamo dimostrando che evg € iniettiva, cioe che il nucleo di evg ¢ banale. Sia @ € evp,

e dimostriamo che @ = 0, cio¢ che @(vq,...,v,) = 0 per ogni vy,...,v, € V. Siccome {U1,...,T,} &
una base di V, esistono a;; € K per 4,5 € {1,...,n} tali che
n
V; = Z QiU (553)
j=1
per ogni i € {1,...,n}. Per la multilinearitad di ¢ abbiamo
@(1}1, ey Un) = Z ay,5;a2 55 - - amjn@(ijl, ce ,5]‘”) (554)
Jiy--dn
dove la sommatoria ¢ su tutte le n-ple (ji,...,Jn). Finiamo la dimostrazione che evp ¢ iniettiva
mostrando che
&(vj,,...,7;5,) =0 (5.5.5)
per ogni n-pla (j1,...,j,). Se tra gli indici ¢’ una ripetizione, allora 'uguaglianza in (5.5.5) vale
perche & é alternante. Se non ci sono ripetizioni tra gli indici, allora ji,...,j, € una permutazione di

1,2,...,n. Sia k€ {1,2,...,n} tale che j = 1. Abbiamo che
@(5j17""§jn,) = ids(@l?'"’Ejk—176jl7ﬁjk+1’""@jn)'

Pit precisamente, se £k = 1 i due membri sono uguali, se kK > 1 uno e 'opposto dell’altro perche @ ¢
alternante (per la Proposizione 5.5.5). Iterando questo ragionamento, troviamo che

D(vj,,...,0;,) = £P(V1,T2,...,Tp).

Siccome il membro di destra e nullo per ipotesi, segue che vale 'uguaglianza in (5.5.5).

Rimane da dimostrare che evg ¢ suriettiva. Siccome 'applicazione Xz: V — K" & un isomorfismo
e Xp(v;) = e; (dove eq,...,e, € K" sono i vettori della base standard), ¢ sufficiente dimostrare che
I’applicazione

ALt (KM, K) =8, K
P = @(61,...,6n>
non ¢ nulla. Ma questo e chiaro perche Det,, ¢ multilineare alternante ma non nulla. O
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5. DETERMINANTI

5.6 Binet, Laplace e Cramer

La formula di Binet

Proposizione 5.6.1 (Formula di Binet). Siano A, B € M, ,,(K). Allora Det(A-B) = Det(A) -Det(B).

Dimostrazione. Sia &: M, ,(K) — K I'applicazione definita da #(M) := Det(A- M). Dimostriamo che
& ¢ multilineare e alternante nelle colonne. Sia i € {1,...,n}, siano A, u € K e siano X;,Y, Z € M,, 1 (K)
matrici colonna, dove i € {1,...,i— 1,9+ 1,...,n}. Allora

@([Xh PN ;Xz'—l, )\Y-F,LLZ, Xi-&-l, e 7Xn]) = Det([AXl, ce ,AXz_hA(AY-F/JZ), A'Xi+1, SN ,A'Xn]) =
= )\Det([AXl, L AX,AY A'Xi+1, . ,AXn])+uDet([AX1, L AX 1, AZ, A-Xi+1, Ceey AXn]) =
=AP([X1,..., Xio1, Y, Xiqq, .., X0 ) + p®([ X, X1, Z, Xigay -, X)),

(La seconda uguaglianza segue dalla multilinearita della funzione determinante.) Abbiamo dimostrato
che @ ¢ multilineare nelle colonne. Si dimostra che @ ¢ alternante nelle colonne notando che se le colonne
di indici j e k£ di M sono uguali, allora le colonne di indici j e k di A - M sono uguali.
D’altra parte anche l'applicazione ¥: M, ,(K) — K definita da U(M) := Det(A) - Det(M) &
multilineare e alternante nelle colonne di M perche lo ¢ la funzione determinante. Siccome
&(1,,) = Det(A - 1,,) = Det(A) = Det(A) - Det(1,,) = ¥(1,,),
segue dalla Proposizione 5.5.9 (con V = K" e B la base standard) che & = . O

Corollario 5.6.2. Sia A € M, ,(K) invertibile cioé con Det A & 0 per I’Osservazione 5.2.5. Allora
Det(A™!) = Det(A4)7!.

Dimostrazione. Per la formula di Binet abbiamo che

1 = Det(1,) = Det(A- A™') = Det(A) - Det(A™!).

Osservazione 5.6.3. La formula di Binet da che I'applicazione

GL,(K) —  K*
A —  Det(A)

& un omomorfismo di gruppi (ricordiamo che l'operazione in K* & la moltiplicazione).

La formula di Binet ha la seguente importante conseguenza.

Corollario 5.6.4. Sia V uno spazio vettoriale su K finitamente generato. Sia f: V — V un endomor-
fismo. Siano B e C basi di V. Allora

Det(Mg (f)) = Det(ME (f)).

Dimostrazione. Le equazioni (3.11.1) e (3.10.2), insieme alla formula di Binet e al Corrollario 5.6.2,
danno che

Det(ME(f)) = Det (ME(1dy) ™ - ME(f) - ME(1dy)) =
— Det(ME(Idy)) " - Det(ME(f)) - Det(ME(Idy)) = Det(ME(f)).

O
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5.6. Binet, Laplace e Cramer

Definizione 5.6.5. Siano V uno spazio vettoriale su K finitamente generato e f: V — V un endomor-
fismo. Il determinante di f e

Det(f) := Det(Mg(f))
dove B ¢ un’arbitraria base di V - la definizione ha senso grazie al Corollario 5.6.4.

Proposizione 5.6.6. Sia V uno spazio vettoriale su K finitamente generato e sia f: V — V un
endomorfismo. Allora Det(f o g) = Det(f) - Det(g).

Dimostrazione. Sia B una base di V. Per I’equazione (3.6.6) e la Formula di Binet abbiamo

Det(f o g) = Det(M§ (f o g)) = Det (M5 (f) - M5 (9)) =
= Det (ME(f)) - Det (Mg (g)) = Det(f) - Det(g).

O

Sviluppo di Laplace

La seguente proposizione da quello che si chiama lo sviluppo del determinante secondo la Tiga i-esima.
Nel caso della riga n-esima si tratta della formula che definisce il determinante, cioe (5.1.7).

Proposizione 5.6.7. Siano A€ M, ,(K) e 1 <i < n. Abbiamo che

Det(A) := i(q)iﬂ'aij Det(AY). (5.6.1)

Dimostrazione. Sia ®': M, ,(K) — K la funzione definita ponendo ¢*(A4) uguale al membro di destra
di (5.6.1). Allora @' ¢ multilineare e alternante nelle colonne. Infatti se i = n affermazione segue dalle
Proposizioni 5.2.1 e 5.2.2, e argomenti del tutto simili danno la dimostrazione per un i qualsiasi. Inoltre
un facile argomento induttivo da che &¢(1,,) = 1. Per la Proposizione 5.5.9 segue che 'applicazione &°
& uguale all’applicazione Det,,. O

Proposizione 5.6.8. Sia A € M, ,(K). Allora Det(A) = Det(A?).

Dimostrazione. Sia @: M, ,(K) — K definita da @#(A) := Det(A"). Consideriamo la @ come funzione
delle colonne. La Proposizione 5.6.7 da che Det,, € lineare in ciascuna riga. Siccome le colonne di A
sono le righe di A’ segue che @ ¢ lineare in ciascuna colonna, cio¢ ¢ multilineare (come funzione delle
colonne). Ora dimostriamo che @ ¢ alterna (come funzione delle colonne). Supponiamo che due colonne
di A siano uguali: allora le corrispondenti righe di A? sono uguali. Quindi le righe di A sono linearmente
dipendenti e percio A® & singolare. Per 1'Osservazione 5.2.5 segue che Det,, (A?) = 0. Questo dimostra
che @ ¢ alternante. D’altra parte @(1,) = Det,(1}) = Det,(1,) = 1. Per la Proposizione 5.5.9 segue
che 'applicazione @ ¢ uguale all’applicazione Det,,. O

Osservazione 5.6.9. La Proposizione 5.6.8 da che il determinante ¢ multilineare e alternante nelle righe
(oltre che nelle colonne).

Osservazione 5.6.10. Sia A € M,, ,,(K) e supponiamo che B € M,, ,,(K) sia ottenuta da A con una serie
di operazioni elementari sulle righe di tipo (1) e (2), e che siano stati fatti s scambi di righe. Allora B*
¢ ottenuta da A? con una serie di operazioni elementari sulle colonne di tipo (1) e (2), tra cui s scambi
di colonne. Per I’Osservazione 5.2.5 e la Proposizione 5.6.8 abbiamo che

Det(A) = Det(A) = (—1)* Det(B!) = (—1)° Det(B). (5.6.2)

Notiamo anche che se B & a scala per righe allora il suo determinante ¢ uguale al prodotto delle
entrate sulla diagonale principale, questo segue (per esempio) dall’espansione di Det(B) secondo 'ultima
riga. Quindi per calcolare Det(A) possiamo ridurre A a scala per righe o per colonne, a seconda della
convenienza.
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5. DETERMINANTI

La formula seguente si chiama lo sviluppo del determinante secondo la colonna j-esima.

Corollario 5.6.11. Siano Ae M, ,(K) el < j <n. Abbiamo che

Det(A) :=

IE

(=1)"ag; Det(A}). (5.6.3)

i=1

Dimostrazione. Per la Proposizione 5.6.8 abbiamo che Det(A) = Det(A"). Espandendo Det(A*) secondo
la riga j (che ¢ uguale alla colonna j-esima di A), vedi (5.6.1), otteniamo (5.6.3). O

Le Formule (5.6.1) e (5.6.3) sono vantaggiose se la matrice di cui vogliamo calcolare il determinante
ha molte entrate nulle.
La formula di Cramer
Sia A € M,, ,(K). Siano 1 < 4,5 < n. Il cofattore (o complemento algebrico) di A di indici i,j &
Ajj = (—1)"*7 Det(A)). (5.6.4)

La matrice dei cofattori di A (anche matrice aggiunta ma questo termine indica anche una matrice del
tutto diversa), denotata A°, ¢ la trasposta della matrice n x n con entrate A;;, cioe

[ A171 Ag,l An71 T
A1,2 A2,2 ;

A€ =

. . R . Anfl,nfl An,nfl
| Al,n . e e An—l,n—l An,n

Esempio 5.6.12. Sia
1 11
A=|1 -1 2
1 1 4
Allora
-6 -3 3
A¢ =] -2 3 -1
2 0 -2
Proposizione 5.6.13 (Formula di Cramer). Sia A € M, ,,(K). Allora
A-A°=A°- A= (Det A)l,. (5.6.5)

Se A ¢ invertibile, cioé Det A # 0, si ha che A1 = (Det A)~1A°.

Dimostrazione. Siano 1 < i,j < n. L’entrata al posto 4,5 di A- A° ¢ uguale a
> 1(=1)7"*a;, Det(A). (5.6.6)
s=1

Sia i = j: lo sviluppo di Det A secondo la riga i-sima da che l’entrata al posto 7,7 di A - A° & uguale
a Det A. Ora supponiamo che 7 £ j: la (5.6.6) & lo sviluppo secondo la riga j-esima della matrice B
ottenuta dalla A sostituendo alla riga j-esima la riga i-esima di A stessa. Siccome B ha le righe i-esima e
j-esima uguali & singolare e quindi Det B = 0. Questo dimostra che le entrate di A- A€ che non sono sulla
diagonale principale sono nulle e finisce di dimostrare (5.6.6). La formula A=! = (Det A)~1 A€ segue
dalla (5.6.6) moltiplicando ambo i membri della prima (o della seconda) uguaglianza per (Det A)~!. [
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5.7. Determinante e area

Esempio 5.6.14. Sia A € M3 3(R) la matrice dell’Esempio 5.6.12. Applicando la formula di Cramer
otteniamo che
1 12 —1/2
AT = /3 —1/2  1/6
-1/3 0 1/3

5.7 Determinante e area

Sia E2 il piano della Geometria euclidea. Introduciamo una unita di misura. Quindi sappiamo misurare
'area di regioni semplici (regioni poligonali, dischi, etc.). Se T < E? & una regione di cui sappiamo
misurare 1’area, denotiamo la sua area con A(T). Dimostreremo che area di un parallelogramma &
dato da un opportuno determinante. Un parallelogramma e determinato dalla scelta dei suoi vertici,
che sono dati da Py, Py + v, Py + w, Py + v + w, dove Py € E? e v,w € V(E?). Esplicitamente tale
parallelogramma ¢ dato da

(P, v,w) := {Py + sv + tw | (s,t) € [0,1]*}. (5.7.1)

Notate che se v e w sono linearmente dipendenti allora II(FPp, v, w) ¢ un segmento (o un punto se
v=w = 0). E conveniente considerarlo un parallelogramma “degenere”. Notate che se )y € un altro
punto di E2, allora I1(Qq, v, w) & ottenuto da II(Py, v, w), aggiungendo m a clascuno dei suoi punti,
cioe traslandolo del vettore }TQS In particolare l'area di II(Py, v, w) dipende da v, w ma non da Pj.

Proposizione 5.7.1. Sia B = {i,j} una base di V(E?) tale che II(Py, 3, ) abbia area 1. Se v, w € V(E?)
sono dati da
v =a11t+ a7, w = a1t + as2],

allora Uarea di II(Py, v, w) ¢é data dalla formula

A(TI(Py, v, w)) = |Det[ oo ]|.
21 @22

Dimostrazione. Sia

V(E2) x V(E2) = R

ail a2 ]

(aui + aglj, aial + a22j) —  Det |:
a1 Aa22

Ora definiamo un’applicazione V(E?) x V(E?) — R legata all’area. Dati v, w € V(E?) sia

+1 se C:= {v,w} & una base di V(E?) e Det(MZ(1d)) > 0,
e(v,w) ;=< —1 se C:= {v,w} & una base di V(E2) e Det(MF(Id)) < 0,

0 se v, w sono linearmente dipendenti.

Sia
V(E?) x V(E2) -2, R
(v, w) —  e(v,w) - AII(Py, v, w))

Informalmente @ associa a v,w l'area “con segno” di II(FPy,v,w). Vogliamo dimostrare che ¥ = &.
Siccome W ¢& bilineare, alternante e ha valore 1 sulla coppia (i, j), ci basta (per la Proposizione 5.5.9)
dimostrare che anche @ ¢ bilineare, alternante e ha valore 1 sulla coppia (i, j). La & ¢ alternante perche
II(Py,v,v) & un segmento e quindi A(II(FPy,v,v)) = 0, e &(i,j) = 1 per la nostra scelta di base {i, j}.
La dimostrazione che @ ¢ bilineare e leggermente piu elaborata. Sia A € R. Con semplici considerazioni
geometriche vediamo che

(M, w) = AP(v, w), D (v, \w) = A\P(v, w), (5.7.2)

e che
S(v,w + M) = O(v,w) = P(v + Aw, w). (5.7.3)
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5. DETERMINANTI

(L’uguaglianza in (5.7.3) corrisponde al fatto che parallelogrammi con stessa base e stessa altezza hanno
aree uguali.) Ora dimostriamo che per v, w,ws € V(E?) si ha

D (v, w1 + wy) = P(v,wy) + P(v, ws). (5.7.4)

Se v = 0 tutti i termini in (5.7.4) sono nulli e quindi l'uguaglianza vale. Supponiamo che v £ 0. Se
wy e wg sono multipli di v di nuovo tutti i termini in (5.7.4) sono nulli. Quindi possiamo supporre che
wy # 0, e percid {v,w;} & una base di V(E?). Quindi esistono A,y € R tali che wy = Mw; + puv. Per le
uguaglianze in (5.7.2) e in (5.7.3) abbiamo

D(v, w1 + wa) = P(v,wy + Awy + pv) = P(v, (1 + Nwy) = (1 + N)P(v,w1) = P(v,wy) + AP(v,wy) =
= P(v,w1) + P(v, \wy) = P(v,w1) + P(v, Mwy + pv) = P(v,w1) + P(v, ws).

Questo dimostra che vale I'uguaglianza in (5.7.4). Quindi @ ¢ lineare nella seconda entrata. Siccome @

¢ alternante segue che ¢ lineare anche nella prima entrata.
O

Osservazione 5.7.2. Sia g: V(E?) — V(E?) I'endomorfismo tale che g(i) = v e g(j) = w. La Proposizio-
ne 5.7.1 equivale all’affermazione che vale 'uguaglianza A(II( Py, v,w)) = | Det(g)|.

Proposizione 5.7.3. Sia F: E? — E? un’applicazione affine e sia f: V(E?) — V(E?) lapplicazione
lineare associata, cio¢ f = V(F). Sia T < E? un parallelogramma. Allora ’area del parallelogramma
F(T) ¢ uguale all’area di T moltiplicata per | Det(f)].

Dimostrazione. 1l parallelogramma T & uguale a I1(Py,v,w) per un opportuno Py € E? e opportuni
v,w € V(E?), e quindi F(T) & uguale a II(F(F), f(v), f(w)). Sia B = {i,j} una base di V(E?) tale che
II(Py,1i,j) abbia area 1. Se g: V(E?) — V(E?) ¢ 'endomorfismo tale che g(i) = v e ¢(j) = w, allora

A(II(Py, v, w)) = [ Det(g)]

per la Proposizione 5.7.1 (vedi I’Osservazione 5.7.2). Siccome f o g(i) = f(v) e f o g(j) = w, abbiamo
anche che

A(II(F(Po), f(v), f(w))) = | Det(f o g)| = | Det(f)] - | Det(g)| = | Det(f)] - A((Fy, v, w)).
(La seconda uguaglianza vale per il Teorema di Binet.) O
Risultati analoghi alle Proposizioni 5.7.1 e 5.7.3 valgono per il volume di parallelepipedi nello spazio,

lasciamo al lettore il compito di darne la formulazione e la dimostrazione.

5.8 Determinante e permutazioni

Diamo la classica formula chiusa (non iterativa) per il determinante. Per semplificare la notazione
poniamo
n:={1,...,n}.

Definizione 5.8.1. Data ¢: n — n sia M, € M, ,,(K) la matrice con entrate
1 sei=¢(j)
msj = . .
0 sej=+ (i)
Equivalentemente M, ¢ la matrice la cui colonna j ¢ il vettore e, ;) della base standard.

Ricordiamo che una permutazione di un insieme X ¢ un’applicazione biunivoca o: X — X, e che
I’insieme delle permutazioni di X provvisto dell’operazione di composizione ¢ un gruppo. L’insieme
delle permutazioni di n (o di un insieme di cardinalita n) & denotato S,,.
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Osservazione 5.8.2. La matrice M, ¢ non singolare se e solo se ¢ ¢ biunivoca, cioe ¢ un elemento di Sy,.
Infatti se ¢ & biunivoca allora le colonne di M, sono i vettori della base standard di K" (riordinari),
e quindi M, ha rango n. D’altra parte, se ¢ non & biunivoca allora non ¢ iniettiva (perche dominio e
codominio di ¢ hanno la stessa cardinalita n), e quindi esistono almeno due colonne di M, uguali, e
percio il rango di M, ¢ minore di n.

Proposizione 5.8.3. Siano K un campo e A = (a;;) € M, »(K). Allora

Det A = Z Det —1)@1 U(l)ag a(2) - amg(n). (581)
ceS,
Dimostrazione. Sia {e1,...,e,} la base standard di K”. La colonna j di A & uguale a > | a;je;, €

siccome Det & multilineare nelle colonne segue che

Det A = Det (Zazlel,.. Zawe“...,iamei>—
i=1

ZDet p(1)10p(2) 2 - Co(myn = D, Det(Mr)ar(1) 17(2) 2+ - Ar(n)
TES,

Z Det(M;)a, A1) A2,71(2) -+ - Apr=1(n) = Z Det(Mgf1)a1’J(1)a2’U(2) - Qpo(n)-

TES, o€ES,

(La seconda uguaglianza vale perche, per 'Osservazione 5.8.2, se ¢ non & biunivoca allora Det(M,)

o

0.)
Vogliamo capire come calcolare Det(M,,) per o € S,,. Il primo punto & il seguente risultato.
Proposizione 5.8.4. Se 0,7 sono applicazioni da n a n, allora
Myor = My - M. (5.8.2)
Dimostrazione. Sia {e1,...,e,} la base standard di K". Siccome la colonna j di M, ¢ il vettore e, ),
abbiamo che
Las, -, (e5) = Laa, (Lat, (€5)) = L, (er(j)) = €oor(j) = Lt (€))-
Quindi Ly, .a, € Lag,,, hanno gli stessi valori sui vettori della base standard e percio Ly .ar, = L. -
Segue che vale (5.8.2). O
Se 0 € S, allora segue da Binet e dalla Proposizione 5.8.4 che Det(M,) % 0. Infatti
Det(M, ) - Det(M,-1) = Det(M, - My-1) = Det(Myop-1) = Det(Myq,,) =1
Definizione 5.8.5. Poniamo
N *
Sn K (5.8.3)

o — Det(M,)

Proposizione 5.8.6. L’applicazione ¢: S,, — K* & un omomorfismo di gruppi. (L’operazione in K* ¢é
la moltiplicazione.)

Dimostrazione. Siano 0,7 € S,,. Per la Proposizione 5.8.4 e la formula di Binet abbiamo
€(o o7T) = Det(Myor) = Det(M, - M;) = Det(M,) - Det(M;) = e(o) - (7).
O

Definizione 5.8.7. Un elemento o € S,, & una trasposizione se esistono a £ b € {1,...,n} tali che
o(a) =b,0()=aec(i)=1iperice({1,...,n}\{a,b}).
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Osservazione 5.8.8. Se o € S,, & una trasposizione ¢(o) = —1. Infatti se o(a) = b, o(b) = a, allora la
colonna a di M, ¢ e, la colonna b di M, ¢ e,, e se j € (n\{a, b}) la colonna j & e;. Segue che scambiando
le colonne a e b di M, otteniamo 1,,, e siccome Det(1,) = 1 otteniamo che Det(M,) = —1.

11 seguente risultato mostra come calcolare €(o) per un qualsiasi o € S,,.

Proposizione 5.8.9. Ogni elemento di S,, & prodotto di trasposizioni. (Per convenzione il prodotto
dell’insieme vuoto di permutazioni é l'identita di Sy,.)

Dimostrazione. Per induzione su n. Se n = 1 l'affermazione ¢ banalmente vera. (Se vi disturba iniziare
dal prodotto dell’insieme vuoto di permutazioni, iniziate da n = 2. In questo caso l'affermazione &
ancora banalmente vera.)

Dimostriamo il passo induttivo. Sianon > 2 e o € §,,. Supponiamo che o(n) = n. Allora o(i) € n-1
per i € n-1, e quindi possimao definire 7 € S,,_; ponendo 7(i) = o(i) per ogni ¢ € n-1. Per ipotesi
induttiva 7 = a7 o... o0 q; dove ciascun «, € una trasposizione di S,,_1. Per s € 1 definiamo 35 € S,

ponendo
Bu(i) = {ozs(i) se i € (n-1),

n se i =n.

Ciascuna 35 ¢ una trasposizione di S, e 0 = 31 0...00;. Ora supponiamo che o(n) £ n. Sia m := o(n),
e definiamo « € §,, ponendo

m sei=n,
ali):==<4n sei=m,

1 altrimenti.

La composizione « o 0 manda n in n, e quindi abbiamo appena dimostrato che ¢ un prodotto di
trasposizioni:

aog=pf10...00. (5.8.4)
Siccome « & una trasposizione o o @ = Id,, e percid moltiplicando ambo i membri di (5.8.4) per «

otteniamo la scrittura come prodotto di trasposizioni

oc=aofio...0p0.

O

Osservazione 5.8.10. Sia S,. Per la Proposizione 5.8.9, la Proposizione 5.8.6 e I’Osservazione 5.8.8
e(o) € {1,—1} per ogni o € S,,. Per questo €(o) si chiama il segno di o. A essere precisi (o) dipende
dal campo K perche & un elemento di K: denotiamolo provvisoriamente eg (o). Ragionando un attimo
ci si rende conto che eg (o) ¢ noto quando & noto eg(o). Pit precisamente se charK # 2, cioe 1 + —1,
allora per cosi dire vale ex(0) = €g(c), mentre se char K = 2, cioe 1 = —1, allora eg(c) = 1 per ogni
o € Sp. Una permutazione o € S, ¢ pari se eg(o) =1, ed ¢ dispari se eg(o) = —1.

FEsempio 5.8.11. Sia o € S; definita da

Per calcolare la parita di o, cioe se o € pari o dispari, ci basta produrre una serie di scambi che partono
dalla successione {3,4,1,2} e finiscono con {1,2, 3,4}, e contare il numero di scambi. Esplicitamente

{3,4,1,2} v {3,2,1,4} v {1,2,3,4}.

Siccome il numero di scambi € 2 concludiamo che o & una permutazione pari.

Finalmente possiamo dare la classica formula chiusa per il determinante:
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Proposizione 5.8.12. Siano K un campo e A = (a;;) € My, n(K). Allora

Det A = Z 6(0)&1’0(1)0,2’0(2) - Qno(n)s (5.8.5)

€S,

dove (o) € {x1} ¢ dato dalla Definizione 5.8.5.

Dimostrazione. Per la Proposizione 5.8.3 ¢ sufficiente dimostrare che Det(M,-1) = €(0). Ma Det(M,-1) =
e(oc~1), e siccome l'applicazione €: S,, — K* & un omomorfismo di gruppi (Proposizione 5.8.6), si ha
che e(c7!) = ¢(0)7L. Ma €(0) € {£1} e quindi €(0)~! = €(0).

O

5.9 Determinanti con entrate in un anello

Sia R un anello (commutativo con unita). Facciamo la seguente
Ipotesi 5.9.1. R & un sottoanello di un campo K.

Esempio 5.9.2. L’Ipotesi 5.9.1 vale per R = Z e per R = K[z]. Infatti Z & un sottoanello di Q, e K[z]
& un sottoanello del campo delle funzioni razionali K(z). L’'Ipotesi 5.9.1 non vale per R = Z/(6) perche
[2],[3] € Z/(6) sono elementi non nulli il cui prodotto & nullo, e in un campo il prodotto di elementi
non nulli non & nullo.

Se vale I'Ipotesi 5.9.1 la formule di Binet, lo sviluppo di Laplace, la formula di Cramer e I’ “ultima”
formula per il determinante (la Proposizione 5.8.12) valgono per le matrici di M, ,,(R). In particolare
valgono per R = Z,

Proposizione 5.9.3. Sia R un anello e supponiamo che valga lIpotesi 5.9.1. Sia A € M, ,(R). Esiste
Be M, ,(R) tale che A-B=B-A=1, se e solo se Det A é invertibile in R.

Dimostrazione. Se esiste B tale che A- B = B- A = 1, allora la Formula di Binet (che, come abbiamo
appena osservato, vale per matrici in My, ,,(R)) da che

1 = Det(1,) = Det(A - B) = Det(A) - Det(B),

e quindi Det A & invertibile in R. Ora supponiamo che Det A sia invertibile in R, cioé Det A + 0 e
Det A™! € R. Sicome la matrice dei cofattori A° ¢ contenuta in M, ,,(R), lo & anche Det A=! - A¢ €
M,y n(R). La Fomula di Cramer (che, come abbiamo appena osservato, vale per matrici in M, ,(R))
da che

A-(Det A7t A°) = (Det A™! - A%) - A =1,.

5.10 Polinomio caratteristico e diagonalizzazione

Polinomio caratteristico

Nella Sezione 3.12 abbiamo introdotto il problema della determinazione (se esiste) di una base che
diagonalizza un endomorfismo di uno spazio vettoriale finitamente generato. Il determinante gioca un
ruolo chiave nell’approccio a questo problema. Il punto di partenza e la seguente semplice osservazione.

Osservazione 5.10.1. Siano V uno spazio vettoriale finitamente generato su K e f: V — V un endo-
morfismo. Un A\g € K & un autovalore di f se e solo se Det(AgIdy —f) = 0. Infatti Ag & un autovalore
di f se e solo se esiste 0 + v tale che f(v) = Agu, cioe se e solo se ker(AoIdy —f) £ {0} ovvero
Det()\o Idv —f) =0.
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Supponiamo che dim V' = n, e sia B una base di V. Quindi A := ME(f) € M,, »(K). Per definizione
Det(AIdy —f) = Det ME(AIdy —f) = Det(A1,, — A).

Notiamo che A1, — A & una matrice quadrata con entrate nell’anello K[A], e quindi il suo determinante
¢ un ben definito elemento di K[A].

Proposizione 5.10.2. Sia A € M, ,(K). Allora Det(A\l, — A) ha grado n ed é monico, cioé il
coefficiente di \™ ¢ 1.

Dimostrazione. Abbiamo

7)\—0411 —ai12 —Q1n

—a21 A —ag

A, — A= : : : (5.10.1)

A— An—1n—1 —0an—1n
—Qn1 —Qpn—1 A—Qnn |

Per la Proposizione 5.8.12, che vale per determinanti di matrici con entrate in K[A] (vedi la Sezione 5.9)
troviamo che Det(\1,, — A) ¢ la somma di n! addendi, ciascuno dei quali & un prodotto di polinomi in
A a coefficienti in K, di grado al piu 1, e percio Det(Al,, — A) & un polinomio in A a coefficienti in K,
di grado al pit n. Inoltre I'unico addendo che da il monomio A" & (A —aj1) ... (A — ann), € quindi il
coefficiente di A" & 1. O

Definizione 5.10.3. Se A € M,, ,,(K), il polinomio caratteristico di A & Det(A1,, — A), e si denota p4.
Proposizione 5.10.4. Se A, B € M,, ,(K) sono coniugate, allora pa = pp.

Dimostrazione. Siccome A, B sono coniugate esiste G € GL,,(K) tale che A = G- A-G~1. Quindi

pa(\) = Det(Al,, — A) = Det(\l, —G-B-G ') =Det(G-\,,-G ' -G-B-G™1) =
= Det(G - (A1, — B) - G™1) = Det(G) - Det(Al,, — B) - Det(G™') = Det(Al,, — B) = pp()).

O

Definizione 5.10.5. Siano V uno spazio vettoriale finitamente generato di dimensione n,e f: V — V
un suo endomorfismo. Allora polinomio caratteristico di M, g( f), che non dipende dalla base B di V' per
la Proposizione 5.10.2, si chiama il polinomio caratteristico di f e si denota py.

Osservazione 5.10.6. Siano A, B € M, (k). Se A e B sono coniugate, allora i loro polinomi caratte-
ristici sono uguali. In altre parole; per ogni i € {0,...,n} il coefficiente di A\* del determinante della
matrice in (5.10.1) € un polinomio nelle ay 1, ..., an , (omogeneo di grado (n—1)) che ¢ invariante per
coniugazione. Il coefficiente di A™ & la costante 1, che & invariante ma non da alcuna informazione.
Il coefficiente di A°, cioe il termine ”costante” (significa che dipende da a115---,0n,n ma non da A) &
(—=1)" Det(A), e gia sappiamo che & invariante eper coniugazione. Il coefficiente di A"~! & quella che si
chiama la traccia di A, e ed ¢ dato da

TrA:= i Qi -

i=1

Quindi se A e B sono coniugate, allora Tr(A) = Tr(B).
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Esempio 5.10.7. Siano A, B € M3 3(Q) date da

1 2 3 4 1 4
A= 4 5 6 |,B:= 0 2 3
7 8 9 -2 1 1

Siccome Tr(A) = 15 e Tr(B) = 7, A non ¢ coniugata a B. Notate che Det(A) = 6 = Det(B).

Diagonalizzazione

Siano V' uno spazio vettoriale su K di dimensione n e f: V' — V un suo endomorfismo. Supponiamo di
voler capire se f e diagonalizzabile e, nel caso lo sia, determinare una base che diagonalizza f. Siccome
gli autovalori di f sono le radici del polinomio caratteristico di f (per ’Osservazione 5.10.1), il primo
passo da fare e calcolare il polinomio caratteristico di f. Assumiamo di essere in grado di calcolarne le
radici di py. Il seguente risultato ci da una condizione necessaria perche f sia diagonalizzabile.

Proposizione 5.10.8. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su K, di dimensione n. Se un
endomorfismo f: V — V ¢é diagonalizzabile, allora Py ha n radici (contate con molteplicita) in K, cioé
esistono A1, ..., A, € K tali che Py =[_; (A= X\;).

Dimostrazione. Sia B = {v1,...,v,} una base di V' che diagonalizza f, cioé esistono Aq,..., A, € K tali

che f(v;) = \jv;. Sia A:= ME(f). La matrice A & diagonale, pitl precisamente A = (\;8;;). Quindi

pr = Det(Al, — A) = Det((A — \;)dy;)) = ﬁ(/\ — ). (5.10.2)
i=1

O

L’Esempio 3.12.10 dimostra che non vale il viceversa della Proposizione 5.10.8, cioé non ¢ vero che
se py ¢ prodotto di fattori lineari allora f e diagonalizzabile; infatti il polinomio caratteristico della
matrice N dell’Esempio 3.12.10 ha polinomio caratteristico A2, che & un prodotto di fattori lineari, ma
N non ¢ diagonalizzabile.

Proposizione 5.10.9. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su K. Siano f: V — V un

endomorfismo e \g € K un autovalore di f. Allora
1 < dim V), (f) < multy, py. (5.10.3)

Dimostrazione. La diseguaglianza 1 < dim V), (f) vale per definizione di autovalore. Per dimostrare la

seconda diseguaglianza poniamo r := dim V),(f). Estendiamo una base {v1,...,v.} di V), (f) a una
base B = {v,...,v,} di V. Quindi f(v;) = Agv; per ¢ < r. Abbiamo che
[ (A — Xo) 0 0 1
0 (A= Ao)
0 0
ME\Idy —f) = (A = Ao) (5.10.4)
0
|0 0 0 |

dove il numero di colonne in cui appare (A — Ag) & uguale a r. Sviluppando il determinante secondo la
prima colonna e iterando troviamo che py = (A — Ag)” - ¢ dove ¢ € K[A]. Segue che

dim Vi, (f) = 7 < multy, py.
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Corollario 5.10.10. Sia V wuno spazio vettoriale finitamente generato su K e sia f: V — V un
endomorfismo. Allora

D1 dim Vy(f) < dim V. (5.10.5)
AeK

(Se K ¢é un campo infinito la sommatoria sulla sinistra ha un insieme infinito di indici, ma la somma
ha senso perché dimVy(f) > 0 solo se A & un autovalore di f, e quindi per un insieme di indici di
cardinalita al pit dim V' per I’Osservazione 5.10.1 e la Proposizione 5.10.2.)

Dimostrazione. Per la Proposizione 5.10.9, la disequazione (1.7.9) e la Proposizione 5.10.2 abbiamo che

Z dim Vy(f) < Z multy py < degpy = dim V. (5.10.6)
AeK AeK

O

Definizione 5.10.11. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su K e sia f: V — V un
endomorfismo. La molteplicita geometrica di Ag € K & la dimensione di Vy,(f).

Quindi la Proposizione 5.10.9 afferma che la molteplicita geometrica e al pit uguale alla molteplicita
algebrica. La proposizione che segue ¢ il principale risultato di questa sezione.

Proposizione 5.10.12. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su K. Un endomorfismo
f:V =V é diagonalizzabile se e solo se vale una delle sequenti condizioni:

1. Il numero di radici di py in K (contate con molteplicita) é uguale al grado di py, e per ogni

autovalore X di f si ha che
dim V(f) = multy(py). (5.10.7)

2. Vale lequaglianza in (5.10.5), cioé Y, x dim V\(f) = dim V.
La dimostrazione della Proposizione 5.10.12 segue la dimostrazione di un risultato preliminare.

Lemma 5.10.13. Siano V uno spazio vettoriale sulK e f: V — V un endomorfismo. Sevy,...,v4€V
sono autovettori con autovalori distinti allora vy, ...,vq sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Per induzione su d. Se d = 1 il risultato e vero perche per definizione un autovettore

¢ non nullo. Dimostriamo il passo induttivo. Sia d > 1. Supponiamo che vy, ..., vy siano linearmente
dipendenti. Quindi esistono aq,...,ag € K non tutti nulli tali che
0=ayv1 + ...+ agug. (5.10.8)

In verita ciascun «; & non nullo perche se un «; si annullasse avremmo una relazione di dipendenza
lineare tra una lista di autovettori con autovalori associati distinti contenente meno di d elementi, contro
Iipotesi induttiva. Siano A1, ..., Ay gli autovalori rispettivamente di vy, ..., vq. Applicando f otteniamo

0= f(0) = flaqvr + ...+ aqug) = a1 101 + ... + QgAqv4. (5.10.9)

Da questa relazione segue che nessun A; € nullo, perche altrimenti avremmo una relazione di dipendenza
lineare tra una lista di (d — 1) autovettori con autovalori associati distinti, contro 'ipotesi induttiva.
Moltiplicando (5.10.9) per A;* otteniamo che

0= 041)\;1)\1’01 + ...+ Oédfl)\gl)\dflvd + agvg. (5.10.10)
Sottraendo (5.10.10) da (5.10.8) si ha che
ar(1= A" A)vr + o4 ag—1 (1= A Aa—1)vg—1 = 0. (5.10.11)

Sial < i < (d—1). Siccome a; # 0 e, siccome Ay, . .., Aq sono distinti abbiamo anche che (1—)\51)\1-) + 0.
Quindi a;(1 — )\;1)\2-) £ 0. Per (5.10.11) segue che vy, ...,v4—1 sono linearmente dipendenti, e questo
contraddice 'ipotesi induttiva. Segue che v1, ..., v sono linearmente indipendenti. O]
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Dimostrazione della Proposizione 5.10.12. Iniziamo osservando che le condizioni (1) e (2) sono equiva-
lenti. Infatti se vale (1) allora vale (2) perche

Z multy(py) = degpy = dimV,
AeK

e d’altra parte se vale (2) allora dim V) (f) = multx(ps) per la Proposizione 5.10.9.
Ora supponiamo che f sia diagonalizzabile, e sia B = {v1,...,v,} una base che diagonalizza f. Sia
A; Pautovalore associato a v;, cio¢ f(v;) = A\jv;. Il numero di radici di p rin K (contate con molteplicita)
¢ uguale alla dimensione di V' per la Proposizione 5.10.8. L’espressione di p; data da (5.10.2) mostra
che
multy, (py) = {1 <i<n| X =N} (5.10.12)

Siccome ogni v; tale che A\; = X; appartiene a V), (f) vediamo anche che dim Vy,(f) = multy,(ps), e
quindi si ha equaglianza per la Proposizione 5.10.9. Abbiamo dimostrato che se f & diagonalizzabile
vale (1), e quindi anche (2) perche (1) e (2) sono equivalenti.
Ora supponiamo che valga (1) e dimostriamo che f & diagonalizzabile. Siano A1, ..., A\g gli autovalori
distinti di f. Per 1 <17 < d sia
{vit, .. 7vi,n(i)}

una base di Vi, (f) (quindi n(i) = dim Vy,(f)). Dimostriamo che

{/01,17 cee 7vl,n(1)7 BRI PR 7Ui,n(i)7 ce-Ud1y e 7Ud,n(d)} (51013)

¢ una base di V. Applicando il Lemma 5.10.13 si vede che i vettori di (5.10.13) sono linearmente
indipendenti, d’altra parte il loro numero &

n(1)+n(2)+...+n(d) = Z dim V) (f) = Z multy(py) = degpy = dim V.
AeK AeK

(La seconda uguaglianza segue da (5.10.7), la terza dall’ipotesi che il numero di radici di py in K (contate
con molteplicitd) e uguale al grado di ps.) Segue che (5.10.13) & una base di V. Siccome i vettori della
base (5.10.13) sono autovettori di f la f & diagonalizzabile. O

Corollario 5.10.14. Sia V uno spazio vettoriale su K di dimensione n Sia f: V — V un endomorfismo.
Se py ha n radici distinte (in K) allora f é diagonalizzabile.

La dimostrazione della Proposizione 5.10.12 da una procedura per trovare una base che diagonalizza
un endomorfismo diagonalizzabile, purché si sappiano determinare le radici del polinomio caratteristico.
(11 significato dell’ultima frase meriterebbe un commento ma tralasciamo.) Illustraimo la procedura con
qualche esempio.

Esempio 5.10.15. Sia A € M, 2(Q) data da

1 5
Asz[ ]
_i -2

Decidiamo se A e diagonalizzabile. Il polinomio caratteristico di A &

1 5 3
pA—‘ 1 '—F+A—
Le radici di p4 sono A\ = —% ey = %, e quindi A ¢ diagonalizzabile per il Corollario 5.10.14. Troviamo

una base che diagonalizza A. Autovettori con autovalori A\; e Ay sono dati dalle soluzioni non banali
dei sistemi di equazioni lineari

1+ 2 5 x 1-14 5 z
s P 5 4% U [t P A N
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Risolvendo vediamo che B := {(2,—1), (10, —1)} ¢ una base di autovettori di A. In altre parole
B -5 0
2
Ora usiamo questo risultato per calcolare A'°. Sia S la base standard di Q2. Abbiamo

210 ~3 0 2 10 |
A=ME(La)=ME(Idge)  ME(La)- Mg (1dg:) = [ 1 ][ 21 ][ 1 ] :
2

qo_[ 2 107 % o] 2 w]"
I 0 -1 -1 -

Calcolando troviamo che

Quindi

e quindi

AlO_[ 2 10].[313 10]'
~1 -1 0 ok

(Non conviene convertire in notazione decimale.)

Esempio 5.10.16. Sia A € M3 3(Q) data da

1 5 5—310 53105

_ 212 11
=] T |
8 4 12 212

0o -4 -1
A= 3 13 3
—12 —48 -11

Ci chiediamo se A sia diagonalizzabile. Il polinomio caratteristico di A & p4 = A\ — 1)%, e quindi
il numero delle sue radici contate con molteplicita & uguale a 3, cio¢ la dimensione di Q3. Siccome
la radice 1 ha molteplicita 2, A & diagonalizzabile se e solo se V;(L4) ha dimensione 2. L’autospazio
Vi(L,) & il sottospazio delle soluzione del sistema di equazioni lineari

1 -4 -1 1
A= 3 12 3 || 2 |=0 (5.10.14)
12 —48 —12 T3

Siccome la matrice 3 x 3 che appare in (5.10.14) ha rango 1, lo spazio delle soluzioni ha dimensione 2 e
quindi A ¢ diagonalizzabile.

5.11 Autovettori miliardari!

Il successo di Google ¢ dovuta all’efficienza del suo algoritmo (PageRank) che assegna un grado di
importanza (“ranking”) a ciascuna pagina del web. L’algoritmo di Sergey Brin e Larry Page, i creatori
di Google, riduce il calcolo dei gradi di importanza al calcolo di un autovettore di una matrice quadrata
(di dimensioni enormi) di tipo particolare (stocastica). Prima descriveremo la matrice e poi discuteremo
come calcolare 'autovettore (non si calcola risolvendo un sistema di milioni di equazioni lineari in milioni
di incognite). Per maggiori dettagli potete consultare [2].

Siano {1,2,...,n} le pagine web. Il problema ¢ di dare una “giusta” importanza z; (un numero reale)
alla pagina i per ogni i € {1,2,...,n} (ovviamente 'importanza cambia giorno per giorno) sapendo, per
ogni 4,7 € {1,2,...,n}, se esiste o non esiste un link dalla pagina j alla pagina i. Per determinare il
vettore (z1, 9, ...,T,) che da la classifica delle pagine web seguiamo due principi:

1Ringrazio René Schoof per avermi parlato di questo argomento, e per aver condiviso con me i suoi appunti.
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4

Figura 5.1: Esempio di link tra 4 pagine web

1. 4 & importante se riceve molti link da pagine importanti (una condizione apparentemente circolare),

2. una pagina web da cui partono molti link non conta piu di una pagina web da cui partono pochi
link nel formare la classifica.

Sia m; il numero di link che partono dalla pagina web j. Una formula che ragionevolmente segue dai
due principi e che deve valere ’equazione

.
zi= ), =, (5.11.1)
joi 11

dove j — 1 significa che la pagina web j ha un link che arriva alla pagina web i. Infatti ’equazione
in (5.11.1) dice che la pagina web j contribuisce al punteggio di ¢ proporzionalmente al suo punteggio
normalizzato in base al numero di link che partono dalla pagina web j. Sia A = (a;;) € M, ,(Q) la

matrice definita da
1 . .
= se ] i,
aij = {"a‘ J (5.11.2)

0 altrimenti

L’equazione in (5.11.1) mostra che (z1, z2,...,z,) ¢ un autovettore di A con autovalore 1.

FEsempio 5.11.1. L’esempio di link tra 4 pagine web nella Figura 5.1 da la matrice

0 0 1 1/3

A |1 0 03
“ 1o 12 0 13
0 1/2 0 0

L’autospazio di autovalore 1 ¢ generato da (5,6,4,3). Quindi la pagina web pill importante ¢ la 2,
seguita dalla 1, la terza e la 3 e 'ultima ¢ la 4. Notate che le prime tre hanno lo stesso numero di pagine
che hanno un link verso di loro.

Ora sorgono varie domande. Data la matrice A, esiste un autovettore di autovalore 1?7 L’autospazio
V1(A) ha dimensione 1?7 Supponendo la risposta sia affermativa, esiste un generatore di V;(A4) con
entrate non negative? (Se un autovettore X = (x1,...,z,) di autovalore 1 ha entrate negative e positive,
quale “ranking” scegliamo, X o —X7?) Infine, supponendo che le risposte alle domande precedenti siano
affermative, qual’e il metodo piu efficiente per calcolare un autovettore di autovalore 17 (Siccome la
matrice ¢ enorme ’eliminazione di Gauss prende troppo tempo.)

Proposizione 5.11.2. Sia A € M, ,(K) una matrice tale che la somma delle entrate di ciascuna
colonna sia uguale a 1, cioe

n
Dlag =1 (5.11.3)
i=1

per ogni j € {1,...,n}. Allora esiste un autovettore di A di autovalore 1.
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Dimostrazione. 1l vettore (1,...,1) & un autovettore di autovalore 1 della trasposta A? per 'uguaglianza
in (5.11.3). Ma il polinomio caratteristico di A & uguale a quello di A perche

pat(A) = Det(A1,, — A") = Det((AL,, — A")") = Det(A\l,, — A) = pa(N).
Quindi 1 & un autovalore di A. O

In generale non ¢ vero che 'autospazio V7 (A) ha dimensione 1, anche se facciamo I'ipotesi che a;; € Q
con a;; = 0 per ogni 4, j (come nel nostro caso). Per esempio I’autospazio V1 (A) ha dimensione almeno
2 se A € una matrice a blocchi

* ... % 0 ... 0
* *

0 = %
0 ... 0 = ... =% |

Le domande formulate hanno risposte positive se la somma delle entrate di ciascuna colonna e uguale
a 1 e inoltre a;; € un reale positivo per ogni ¢,j. (Una matrice A € M, ,,(R) & stocastica per colonne se
ha entrate non negative e la somma delle entrate di ciascuna colonna ¢ uguale a 1.) La matrice definita
da (5.11.2) non ha entrate positive, esistono molte entrate nulle. Per questo motivo si approssima A
con una matrice che soddisfa tutte le proprietd appena elencate, precisamente (1 —€)A + €E,,, dove € &
un reale molto piccolo ed FE,, ¢ la matrice con entrate tutte uguali a 1/n. Fatto questo (a costo di far
torto, di poco, a qualche pagina web che si trovera retrocessa) si applicano i risultati seguenti.

Proposizione 5.11.3. Sia A € M, ,(R) una matrice con entrate positive e tale che la somma delle
entrate di ciascuna colonna sia uguale a 1. Allora autospazio di A di autovalore 1 ha dimensione 1 ed
e generato da un vettore con tutte le entrate positive o nulle.

Dimostrazione. Sia X = (x1,...,2,) un autovettore di A di autovalore 1. Supponiamo che esistano
indici k,h € {1,...,n} tali che tali che 3 + 0 # x5, e zy, ), abbiano segni diversi (in altre parole
ay, - xp < 0). Siccome x; = 3J7_ a;;x; e tutti gli a;; sono positivi, segue che |z;] < 37, aijl;. Ma

=1
allora abbiamo che ! N

n n n n n

Dl < D3 D% aslrsl = Y Y ailasl =l

i=1 i=1j=1 j=1i=1 j=1
e questo ¢ assurdo. Per la Proposizione 5.11.2 sappiamo che dimV;(A4) > 1. Supponiamo che
dimV;(A4) > 1. Siano X,Y € Vi(A) linearmente indipendenti. Siccome la matrice 2 x n con righe
X e Y ha rango 2, esiste una sottomatrice 2 x 2 che ha rango 2, diciamo che sia

T  Th

Ye Yn |
Segue che esistono A, p € R tali che Az, 2n) + p(yx, yn) = (1, —1). Ma allora l'autovettore di autovalore
1 dato da AX + pY ha entrate di segni diversi ai posti k e h, e questo contraddice cio che abbiamo
dimostrato. Questo dimostra che dim V4 (A4) = 1. Sia X un generatore di V4 (4). Per quello che abbiamo

dimostrato o tutte le entrate di X sono non negative o non positive. Nel primo caso abbiamo fatto, nel
secondo prendiamo come generatore —X. O

I prossimi due risultati danno il metodo con cui si approssima in modo efficiente un generatore di
Vi(A). Se A € M, ,,(R) & una matrice con entrate positive e tale che la somma delle entrate di ciascuna
colonna e uguale a 1, poniamo

c(A) :==1—2min{a,;}. (5.11.4)
Siccome " | a;; = 1 per ogni j e a;; > 0 per ogni 4, j abbiamo che 0 < min{a;;} < 1/n. Quindi
-2
DTS <) <1 (5.11.5)
n
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Lemma 5.11.4. Sian > 2 e sia A € M, ,(R) una matrice con entrate positive e tale che la somma
delle entrate di ciascuna colonna sia uguale a 1. Sia X = (x1,...,2,) un vettore di R™ con entrate la
cui somma ¢ nulla, e sia Y = (y1,...,yn) = A- X. Allora

n

2 il < e(4) 3 fail (5.11.6)

i=1

Dimostrazione. Sia f: R" — R data dalla somma delle entrate, cioe f(X) = 3", ;. Allora L (ker(f)) <
ker(f). Infatti se X € R™ abbiamo

FLAX) = f(A-X) = D ayay = lagz; = >, x; = f(X).
i,je{1,...,n} j=1li=1 =1

Quindi se f(X) =0 allora f(La(X)) = 0. Ora sia X come nell’enunciato del lemma, cioe¢ X € ker(f),
e poniamo Y := A - X. Allora Y € ker(f) per quello che abbiamo appena dimostrato. Se ¥ = 0 allora
la diseguaglianza in (5.11.6) vale perché ¢(A4) > 0. Quindi possiamo supporre che Y # 0. Sia ¢; il segno
di y; (se y; = 0 allora ¢; = 0). Siccome y; = Z?Zl a;jxj, abbiamo |y;| = €; Z?:l a;;xj, e quindi

Z lyil = Z € Z aijTj = Z Z €A T (5.11.7)
i=1 i=1 j=1 j=1i=1

Siccome Y € ker(f) esistono almeno due entrate di Y non nulle e di segni opposti, e quindi dall’u-
guaglianza Y, a;; = 1 segue che > | €;a;; < c¢(A). Siccome ¢(A) = 0 (vedi (5.11.5)) segue che
S €iaijry < ¢(A)|z;], e allora la diseguaglianza in (5.11.6) segue dalle uguaglianze in (5.11.7). O

Corollario 5.11.5. Sia A € M, ,(R) una matrice con entrate positive e tale che la somma delle
entrate di ciascuna colonna sia uguale a 1. Sia X = (x1,...,2,) € R tale che f(X):= > x; + 0.
La successione di vettori di R" data da

X, A-X, A% X,... A" X, ..., (5.11.8)
tende a un generatore di Vy(A).

Dimostrazione. Se n = 1 il risultato & banale, quindi possiamo assumere che n = 2. Se Y € Vi(A) ¢
non nullo, allora Y ¢ ker(f) per la Proposizione 5.11.3 (un vettore non nullo in ker(f) ha almeno due
entrate di segni opposti), e percid

R™ = V1(A) @ ker(f).
Per ipotesi X ¢ ker(f), quindi X =Y + Z dove Y € V1(A) & non nullo. Abbiamo

AP X = A (Y +2)=4AF Y+ AR Z=Y + AF. Z (5.11.9)
Poniamo Z(k) = (2(k)1,2(k)a, . .., 2(k),) := A* - Z. Per il Lemma 5.11.4 abbiamo che
[2(B) 1]+ oo+ [2(R)s] + oo+ |2(B)n] < c(A)F (2| + oo+ 2] + oo+ [2al)

Siccome c(A) < 1 (vedi (5.11.5)) segue che A* . Z converge a 0 per k — 0, quindi la successione
in (5.11.8) tende a Y per k — 0. Siccome Z ¢ ker(f) abbiamo che Y # 0. O

5.12 Gruppo lineare reale

Sia V' uno spazio vettoriale reale finitamente generato. Se g € GL(V) allora det(g) + 0 e quindi si
hanno due possibilita: il determinante di g € positivo o negativo. Il determinante dell’identita e 1,
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quindi positivo, e se g,h € GL(V) hanno determinante positivo allora g - h ha determinante positivo
(per Binet), e anche g~! (sempre per Binet). Quindi il sottoinsieme

GL*(V) := {g e GL(V) | det(g) > 0} (5.12.1)

¢ un sottogruppo di GL(V'). Dimostrermo che si puo passare con continuita da ogni elemento di GL™ (V)
a ogni altro elemento di GL™(V'), ma che non si pud passare con continuitd da un elemento di GL* (V)
a un elemento di (GL(V)\ GL* (V)). Per dare un senso all’affermazione va definito cosa intendiamo per
funzione continua da un intervallo I < R a GL(V).

Definizione 5.12.1. Sia I < R un intervallo. Se V' € uno spazio vettoriale reale di dimensione finita n
un’applicazione v: I — GL(V') & continua se, scelta una qualsiasi base B 'applicazione

I — M,,(R)

b ME(() (5.122)

¢ continua (questo ha senso perche identifichiamo M,, ,,(R) con R”Q).

Osservazione 5.12.2. Per assicurarsi che v: I — GL(V) sia continua ¢ sufficiente verificare che 1’appli-
cazione in (5.12.2) sia continua per una base B. Infatti se C ¢ una qualsiasi base allora M (y(t)) =
ME(Idy) - ME(v(t)) - M§(Idy), quindi le entrate di ME(y(t)) sono combinazioni lineari delle entrate di
ME((t)) e percid funzioni continue.

Definizione 5.12.3. Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione finita. Un automorfismo g € GL(V')
¢ deformabile in un automorfismo h € GL(V) se esiste un’applicazione continua +: [a,b] — GL(V) tale

che y(a) = g e y(b) = h.

Esempio 5.12.4. Sia A € GL,(R) e supponiamo che B € GL,(R) sia ottenuta da A aggiungendo alla
colonna j, cio¢ A;, un multiplo di un’altra colonna, diciamo AAy (dove k + j):

B = [Ala ) Aj—la Aj+>‘Ak7 Aj+1’ T An]
Quindi B € GL,(R) e inoltre la matrice
V(t) = [Ala Tty Aj—17 A] + tAAkv Aj+17 Tty An]

& invertibile per ogni ¢t € R. Siccome 'applicazione v: [0,1] — GL,(R) & continua e y(0) = A, v(0) = B,
questo mostra che A ¢ deformabile in B. Considerando la trasposta vediamo anche che se B € GL,,(R)
¢ ottenuta da A aggiungendo a una riga una combinazione lineare delle rimanenti righe, allora A ¢
deformabile con continuita in B.

Esempio 5.12.5. Sia A € GL,(R) e supponiamo che B € GL,(R) sia ottenuta da A scambiando tra di
loro due colonne e cambiando segno a una delle due. In altre parole, se le colonne hanno indici j e k,
con j < k, si ha

B=A- [617 Tty €51, €ky €541, "ty €k—1, —€j5, €k41, "7, en]7 (5123)

oppure
B=A- [61, oy €51, —€ky, €41, ", €k—1, €5, k41, ", en]. (5124)

Facciamo vedere che A ¢ deformabile in B. Basta far vedere che la matrice unita 1,, &€ deformabile nella
matrice invertibile che ¢ a destra del prodotto in (5.12.3) e del prodotto in (5.12.4). Sia «: [0,7/2] —
GL, (R) I’applicazione continua data da

a(t) :=[er, ---, ej_1, coste; + sinteg, €ji1, -, ex—1, —sinte; + costeg, €x+1, -, €n].

Allora «(0) = 1,, e a(w/2) ¢ la matrice che ¢ a destra del prodotto in (5.12.3). Analogamente si scrive
un’applicazione continua j3: [0,7/2] — GL,,(R) tale che 3(0) = 1,, e 8(7/2) & la matrice che & a destra
del prodotto in (5.12.4).
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Osservazione 5.12.6. Se I < R ¢ un intervallo e v: I — GL,(R) & un’applicazione continua, la funzione

j AN R
t — dety(t)

& continua. Siccome v non & mai nulla, il segno di 7 & costante (Teorema di Bolzano). Ne segue che se
g € GL(V) & deformabile in h € GL(V) allora i segni di det g e det h sono gli stessi.

Osservazione 5.12.7. La relazione tra elementi di GL(V') data dalla Definizione 5.12.3 ¢ di equivalenza,
lasciamo al lettore la semplice verifica di questo fatto.

Proposizione 5.12.8. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita, e siano g,h € GL(V'). Allora
g ¢ deformabile in h se e solo se sono entrambi elementi di GL(V) o di (GL(V)\GL*(V)).

Dimostrazione. Abbiamo osservato che se g,h € GL(V) hanno determinante di segni opposti, allora
non sono deformabili I'uno nell’altro, vedi 1’Osservazione 5.12.6.

Dimostriamo che se g, h € GL*(V), allora g ¢ deformabile con continuita in k. Siccome 1,, € GLT (V)
e la deformabilitd & una relazione di equivalenza, ¢ sufficiente dimostrare che ogni g € GLT (V) &
deformabile in Idy. Questo equivale a dimostrare che ogni A € GLT(R) & deformabile in 1,. La
dimostrazione & per induzione su n. Il caso n = 1 & banalmente vero: A = (a) con a > 0 e 'applicazione
v:[1,1/a] — GL{ (R) data da y(t) := ta deforma A in 1. Ora dimostriamo il passo induttivo. Sian > 2
e sia A € GLT(R). Esiste una serie di operazioni elementari sulle colonne di A di tipo 2, cio¢ aggiunta
a una colonna di un multiplo di un’altra colonna, che trasformano A in una matrice B € GL,,(R) con
una sola entrata non nulla sulla prima riga, diciamo sulla colonna j. Per ’Esempio 5.12.4 la matrice
A ¢ deformabile in B. Se j < n, sia C € GL,,(R) la matrice ottenuta scambiando le colonne j e n di
A e moltiplicando per —1 la “nuova” colonna n se I'entrata sulla prima riga & negativa, moltiplicando
per —1 la “nuova”’ colonna j in caso contrario. Per I’Esempio 5.12.5 la matrice B & deformabile in C.
Se moltiplichiamo la colonna n di C' per c;}n, che & positivo, otteniamo una matrice D € GL,(R) con
di,1 =1, e C si deforma in D. Ora aggiungendo opportuni multipli della prima riga alle rimanenti
righe otteniamo una matrice £ € GL,(R) con la proprieta che tutte le entrate su riga n e colonna n
sono nulle eccetto per e, , che e uguale a 1. La matrice D e deformabile in £ per 'Esempio 5.12.4.
Riassumendo, A ¢ deformabile nella matrice

€1,1 €1,n—1 0
E— €;,j 0
€n—-1,1 --- e Ep—1n-—1 0
o0 .0 ... 0 1|
La matrice (n — 1) x (n — 1) con entrate le e; ; per i,€ {1,...,n — 1} ha determinante uguale a Det E,

quindi positivo. Per l'ipotesi induttiva E ¢ deformabile in 1,_1, e segue che E ¢ deformabile in 1,.
Questo dimostra che A si deforma in 1,, se 'unica entrata non nulla della prima riga di B (la matrice
ottenuta da A al primo paso) non & sull’ultima colonna. Se invece & sull’ultima colonna, prima la
scambiamo con la colonna n — 1 (cambiando segno a un delle due colonne), ottenendo una matrice
invertibile che si deforma in B, e ci ritroviamo nel caso gia analizzato. Abbiamo dimostrare che due
elementi di GL* (V) sono deformabili I'uno nell’altro.

Ora supponiamo che g,h € (GL(V)\GL"(V)). Allora g~* - h e GL*(V) (per Binet), e quindi per
quanto appena dimostrato esiste un’applicazione continua «: [a,b] — GL(V)) tale che v(0) = g~ -h e
v(1) = Idy. L’applicazione ¢: [a,b] — GL(V') definita da ¢(t) := g - v(¢) & continua e si ha ¢(0) = h,
p(1) =g. O
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Esercizi del Capitolo 5

Esercizio 5.1. Calcolate i determinanti delle sequenti matrici intere quadrate:
2 31 1 2 3
A:=13 5 0 |, B:=|2 3 4
2 4 2 3 45

Esercizio 5.2. Calcolate le matrici dei cofattori delle A e B dell’Esercizio 5.1.

Esercizio 5.3. Sia K un campo e x1,x2,...,x, € K. Calcolate i determinanti delle sequenti matrici
1 1 e 1
1 1 1 1 X1 Xro e Tn
1 1 1 5 3 ;
1 1 1 T2 T3 T4 ] 5 S Ty
s T T2 I3 5 2 2 2 2 )
1 T2 2 2 2 Ty X2 T3z T4
Ty T2 I3 3 3 3 3
xXq To T3 T4 1 . 1 . L
n— n— n—
] Ty RO

Esercizio 5.4. Sia A € M, (Z). Sia p un numero primo e A € M, »(Z/(p)) la matrice che si ottiene da A
sostituendo all’entrata a;; la classe di equivalenza di a;; in Z/(p). Dimostrate che se rg A = r allora Det(A) é
divisibile per p"~".

Esercizio 5.5. [ numeri 2254, 4746, 5194 e 1792 sono divisibili per 7. Ne segue che

€ M474 (Z)

[ SA N =N G}
TN W)

© © = Ot
N = O

ha determinante divisibile per 7. Perché?

Esercizio 5.6. Pern =1 sia A(n) := (aij) € Mnn(Z) con

2 sei =17,
aij =1 =1 seli—j|=1, (5.12.5)
0 altrimenta.
Quindi
9 _1 2 -1 0
A1) =(2), A(2) = [ _ 9 ] , A@3) = -1 2 -1 |,
0 -1 2

Dimostrate che Det A(n) = n + 1 per ogni n.
Esercizio 5.7. Siano A€ Ms1(K) e B e M 5(K). Quindi A-B e Ms5(K). Qual’é il determinante di A- B?

Esercizio 5.8. Sia A € M, »(K), e sia B la matrice ottenuta riscrivendo le colonne di A nell’ordine opposto.
Quale relazione esiste tra Det A e Det B?

Esercizio 5.9. Per quali n é vero che se A € GLy(K) allora (A°)° = A? (Ricordiamo che A° é la matrice dei
cofattori di A.)

Esercizio 5.10. Sia S uno spazio affine di dimensione finita n, e sia RA(O, B) un riferimento cartesiano su S.

1. Sia d = 1. Dimostrate che punti Po(ao,1,-..,a0n),.--,Pa(ad1,-..,a4n) €S sono linearmente indipen-
denti se e solo se la matrice d x n data da

(a171 —ao,l) (al,n —ao,n)

(ag,1 —ao,1) oo ... (adn — Go,n)

ha rango massimo cioé d.
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2. Supponiamo che Po(ao1,...,a0,m)s---, Pa(ad,1,...,a4n) €S siano linearmente indipendenti e sia L < S
il sottospazio lineare di dimensione d generato da Py,...,Py. Dimostrate che P(x1,...,z,) € L se e solo
se sono nulli tutti © determinanti dei minori (d + 1) x (d + 1) della matrice (d + 1) x n data da

(r1 —ao1) .- ... (Tw—aon)
(a1 —ao1) ... ... (@1m—aon)
(ag1 —ao1) oo .. (adn — Gon)

Esercizio 5.11. Sia A € M23(Z) data da

22 12
A= [ 35 —19 ]

Scrivete in forma chiusa (cioé non ricorsiwva) A™ per m € Z.

Esercizio 5.12. Sia

14+ 21 1 1 1
1 1+ 22 1 1
A(xr,. .o xy) = 1 1 L+ w3
1 1 1 14+ 2
Dimostrate che
DetA(wh...,mn)=x1x2...xn+lem..-fsiu.umn
i=1
dove 1 ... - Ti-... Ty &il prodotto degli xs con s = i.
Esercizio 5.13. Sia
[ ag 1 0o ... ... 0 7
-1 a 1 0o ... 0
0o -1
A, := Det o . e 0
1 0
: : .0 =1 ap-1 1
. 0 ... ... ... 0O -1 a, |
Dimostrate che 1
no= anp + —mm———F.
An—l ap—1 + %
1114»L
ap
Esercizio 5.14. Sia A € M3 3(R) data da
3 =2 1
A:=10 1 1
4 -1 -1

1. Calcolate autovalori e autospazi di A.

2. Determinate se A é diagonalizzabile.
Esercizio 5.15. Sia V < R* il sottospazio
V=A{XeR'|zi+azot+as+24=0}={XeR"|(ef +e5 + e +e])(X)=0}
Sia M € M4 4(R) definita cosi:

NN = O =
|
=N = O

—_ 0 - N
|
O = N =
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(a) Verificate che
Ly(ef + e +e3 +ef)=2(ef +e +e3 +ef)
e quindi (perché ?) Ly (V) < V. Sia

v 4 v

5.12.6
X =  Lu(X) (5.12.6)
(b) Calcolate Det f, dove f ¢é data da (5.12.6), sequendo la definizione di Det f.

(c) Notate che Lar(1,1,1,1) = (2,2,2,2). Calcolate Det M e usate questo calcolo per (ri)determinare Det f.
(Suggerimento: pensate di calcolare Det M scegliendo una base il cui primo vettore é (1,1,1,1) e gli altri
formano una base di....).

PR . . 1 —1 .. . . . .
Esercizio 5.16. Sia K un campo, e siano A-,..., A" < K" vettor: linearmente indipendenti, pensati come
vettori-riga. Siccome i vettori sono linearmente indipendenti il sottospazio

Vi=(A',. A" K"

ha codimensione 1 in K™ e quindi dim Ann(V) = 1. Sia A € M,,—1,,(K) la matrice le cui righe sono A*, ... A"
Dato 1 < j <n sia M; € My—1,n—1(K) la matrice ottenuta eliminando la colonna j-esima da A. Infine sia
K" L K
X = 20 (=1 (Det Mj)x;
Dimostrate che
AnnV = {f).

Esercizio 5.17. Sia K un campo e supponiamo che char K £ 2.

(1) Sia n dispari e supponiamo che A € M, (K) sia antisimmetrica cioé che A* = —A. . Dimostrate che
Det A = 0.

(2) per ogni n pari date un esempio di A € My »(K) antisimmetrica con Det A # 0.
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