
Algebra Lineare a.a. 2023/2024

Esame scritto - 11 Settembre 2024

Nome e Cognome:

Numero di Matricola:

Esercizio Punti totali Punteggio

1 7

2 7

3 7

4 7

5 7

Totale 35

Occorre motivare le risposte. Una soluzione corretta priva di motivazione riceverà 0 punti.

Verrà corretto solo quello che sarà scritto su queste pagine.

Voto/30:
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Esercizio 1. Siano V,W ⊂ R[x]≤3 (dove R[x]≤3 è lo spazio vettoriale reale dei polinomi a coefficienti reali
nell’indeterminata x di grado minore o uguale a 3) dati da

V := {p ∈ R[x]≤3 | p(−1) = p(1) = p′(0)}, W := {p ∈ R[x]≤3 | p(1) = p′(1) = p′′(1)}.

(a) Date una base di V .

(b) Date una base di W .

(c) I sottospazi V,W sono in somma diretta (cioè V ∩W = {0} e V +W = R[x]≤3)?

Risoluzione:

Risposta: Base di V :

Base di W : V,W sono in somma diretta?
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Esercizio 2. Sia K un campo e sia A ∈M3,4(K) la matrice data da

A :=

 3 6 5 0
1 1 4 1
4 1 −1 1

 .
(a) Determinate per quali valori della caratteristica del campo K il rango di A è minore di 3.

(b) Determinate generatori del nucleo di A supponendo che charK = 3.

Risoluzione:

Risposta: rkA < 3 per charK ∈

Se charK = 3 kerA è generato da
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Esercizio 3. Sia P ∈Mn,n(K), e sia ΦP : Mn,n(K)→Mn,n(K) l’applicazione lineare definita da

Mn,n(K)
ΦP−→ Mn,n(K)

A 7→ P ·A
(1)

(a) Dimostrate che λ ∈ K è un autovalore di ΦP se e solo se è un autovalore di P .

(b) Sia P ∈M2,2(Q) la matrice data da

P =

[
4 −6
2 −3

]
.

Determinate gli autovalori di ΦP .

(c) Determinate gli autospazi di ΦP .

Risposta: Autovalori di ΦP : Autospazi di ΦP :
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Esercizio 4. Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione 3, e sia B = {v1, v2, v3} una sua base. Sia
f : V → V l’endomorfismo tale che

f(v1) = v1 + 2v2, f(v2) = −v1 − v3, f(v3) = v1 − v2 + 2v3.

(a) Scrivete la matrice MBB (f) associata a f rispetto alla base B.

(b) Determinate gli autovalori (reali) di f .

(c) Determinate se f è diagonalizzabile.

Risposta: MBB (f) =

Autovalori di f = f è diagonalizzabile?
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Esercizio 5. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato sul campo K, e sia f : V → V un endomorfismo
di V tale che

f ◦ f = IdV .

(a) Dimostrate che se charK 6= 2 allora f è diagonalizzabile.

(b) Date un esempio di f come sopra non diagonalizzabile (quindi necessariamente charK = 2).

Risoluzione:
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