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Capitolo 0

Introduzione

Questi appunti sono stati scritti per il corso di Algebra Lineare (pitt o meno fino al Capitolo 5 o al
Capitolo 6) e per il corso di Geometria I. Sono incompleti e vanno rivisti, questo vale soprattutto per
quanto riguarda I'ultimo capitolo.






Capitolo 1

Preliminari

1.1 Insiemi

Intuitivamente un insieme € una collezione di oggetti, per esempio I'insieme I degli italiani o I'insieme A
degli australiani. Gli oggetti che appartengono a un insieme sono gli elementi dell’insieme, per esempio
Gianni Rivera & un elemento di I e non & un elemento di A, Rod Laver ¢ un elemento di A ma non di
1. La notazione

X :={a,b,...,z} (1.1.1)
significa che definiamo l'insieme X come quello i cui elementi sono a, b, ..., z. Per esempio potremmo
porre X := {0,6,4,2,8,10}; in parole X ¢ l'insieme dei numeri naturali pari non maggiori di 10.

Nella (1.1.1) il simbolo := sta a significare che il simbolo di sinistra denota I’espressione a destral, le
parentesi graffe “delimitano” l’insieme.

Principio dell’estensione 1.1.1. Un insieme ¢ caratterizzato dagli elementi che gli appartengono
ovvero, se X, Y sono insiemi, allora X ¢é uguale a' Y (in simboli X =Y ) se e solo se X ha gli stessi
elementi di Y .

L’affermazione contenuta nel principio di estensione ¢ ovvia (se avete capito di cosa stiamo parlando)
e vi chiederete perché mai debba essere enfatizzata; il motivo & che fa parte degli assiomi della teoria
degli insiemi. Sia X un insieme e x un oggetto: la notazione z € X sigifica che x & un elemento di X
e x ¢ X significa che x non ¢ un elemento di X. Dato un insieme X e una proprieta P (per esempio
I'insieme degli immatricolati alla Sapienza e la proprieta di essere maschi) si definisce I'insieme Y degli
elementi z € X che hanno la proprieta P: in simboli

Y :={x € X | z ha la proprieta P}. (1.1.2)

(Nell’esempio considerato Y ¢ 'insieme dei maschi immatricolati alla Sapienza). Nella (1.1.2) la sbarra
verticale | si puo leggere “tale che”. Noi considereremo insiemi i cui elementi sono numeri o altri oggetti
matematici. Esistono notazioni standard per alcuni di questi insiemi:

1. N ¢ linsieme dei numeri naturali: i suoi elementi sono 0,1,2,... cioe i numeri che conoscete
dall’infanzia (con I’aggiunta dello 0).

2. Z & l'insieme dei numeri interi: i suoi elementi sono 0, +1, +2,.. ..

3. Q e l'insieme dei numeri razionali: un numero razionale ¢ determinato da una coppia di interi p, ¢
con ¢ % 0 (il numero p/q) e si ha p/q = p’/q’ se e solo se p¢’ — p'q = 0.

1Una equaglianza del tipo 6 = 2-3 o 10 = 3 - 3 & un’affermazione che pud essere vera (la prima) o falsa (la seconda)
mentre (1.1.1) & una definizione - non ha senso chiedersi se sia vera o falsa.
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1. PRELIMINARI

4. R ¢ linsieme dei numeri reali: la costruzione dei numeri reali non ¢ elementare, la diamo per
acquisita, ci limitiamo a menzionare che un numero reale ¢ individuato da un decimale infinito,
per esempio 1,01001000100001..., 2,39999... o —3,121314151.... (Attenzione: 2,39999... & uguale
a 2,40000.... che scriviamo 2,4.)

5. Dati a,b € R con a < b si definiscono i seguenti sottoinsiemi di R:
[a,b]:={zeR|a<z<b}, (a,b):={z€R|a<z<b}, [a,b):={zeR|a<z<b}, (a,b]:={zeR|a<z<b}. (1.1.3)

Il primo & l'intervallo chiuso di estremi a, b, il secondo ¢ I'intervallo aperto di estremi a,b e cosi
via. Dato a € R definiamo i seguenti sottoinsiemi di R:

[a,+00):={zeR|a<z}, (a,+0):={zeR|a<z}, (—00,a]:={zeR|z<a}, (—00,a):={zeR|z<a}. (114)
(Sono semirette (chiuse o aperte) di estremo a.)

6. Dato a € Z (cio¢ @ € un numero intero) definiamo
(a) :={x € Z | = na per un qualche n € Z}. (1.1.5)
In parole: (a) & 'insieme dei multipli (interi) di a.

Definizione 1.1.2. Un insieme X & contenuto nell’insieme Y (equivalentemente X & un sottoinsieme
di Y') se ogni elemento di X & anche elemento di Y cioe per ogni z € X vale € Y: in simboli X c Y
(o anche Y © X). La notazione X ¢ Y (oY D X) significa che X non & contenuto in Y cioé che esiste
re X talechex ¢ Y.

Esempio 1.1.3. Siccome un multiplo di 6 ¢ anche un multiplo di 3 abbiamo (6) < (3). D’altra parte
3€(3) ma3¢(6)equindi (3) E (6).

Osservazione 1.1.4. Siano X,Y insiemi. Per il principio di estensione X =Y se e solose X c Y e
Y < X.

L’osservazione fatta ¢ banale ma ¢ utile tenerne conto quando si vuole decidere se due insiemi sono
uguali: grazie all’Osservazione 1.1.4 si tratta di decidere se X < Y e Y < X. Dati insiemi X,Y
possiamo produrre altri insiemi a partire da X e Y.

Definizione 1.1.5. L’unione di X e Y & 'insieme i cui elementi sono gli x tali che x € X o x € Y.
(Attenzione: z puo appartenere sia ad X che a Y.) L’unione di X e Y si denota X uY. L’intersezione
di X e Y e l'insieme i cui elementi sono gli x tali che x € X e z € Y. L’intersezione di X e Y si denota
XnY.

Alcuni esempi:
(2) u{z e Z | x ¢ dispari} = Z, (2) n (3) = (6), (4) n (6) = (12).

Cosa succede se consideriamo 'intersezione dell’insieme P := (2) dei numeri interi pari e D 'insieme
dei numeri interi dispari? Non ci sono elementi  di P e di D. Quindi se vogliamo che abbia senso
I'intersezione P n D dobbiamo accettare che ci sia un insieme che non ha elementi: questo ¢ I'insieme
vuoto, si denota ¢J. Per ogni insieme X abbiamo

FJuX=X, OnX-=g.

L’unione e I'intersezione hanno senso anche per una famiglia arbitraria di insiemi X; dove i ¢ un elemento
arbitrario in un insieme di indici 7.

Definizione 1.1.6. L’unione | J,.; X; ¢ I'insieme i cui elementi sono gli x tali che € X; per un
qualche i € I, lintersezione (),.; X; ¢ l'insieme i cui elementi sono gli  tali che z € X; per tutti gli
1el.



1.2. Applicazioni

Un esempio:

U@ =z, (6 = {0}

ieN ieN
Definizione 1.1.7. Siano X,Y insiemi. L’insieme differenza X\Y &
X\Y:={zeX|z¢Y}.
Per esempio abbiamo
Z\(2) ={x € Z |z & dispari}, X\ =X, O\X=¢.

Definizione 1.1.8. Siano Xi,...,X,, insiemi. Il prodotto cartesiano X1 x ... x X,, & l'insieme i cui
elementi sono le n-ple ordinate (z1, z2,...,z,) dovez; € X;peri =1,2,...,n. Se X; = Xo = ... = X,
denotiamo X x ... x X,, con X™.

Un esempio: R™ ¢ l'insieme delle n-ple ordinate di numeri reali (notazione familiare?).

1.2 Applicazioni
Siano X,Y insiemi.
Definizione 1.2.1. Un’applicazione (o funzione) da X a Y & una legge f che associa a ogni z € X

un y € Y che denotiamo f(x): in simboli f: X - Y o X 5 ¥, L'insieme X & il dominio della

applicazione f e 'insieme Y & il suo codominio.

Un chiarimento riguardo la definizione di applicazione: si intende che due applicazioni f1: X7 — Y}
e fa: Xo — Y5 sono uguali se e solo se

1. X, = Xo,
2. = }/27
3. per ogni x € X1 = X» si ha che f1(z) = fo(x).

Un altro modo di vedere un’applicazione f: X — Y & come una procedura che a partire dall’input x
produce l'output f(x). Un esempio: X & U'insieme degli immatricolati alla Sapienza, ¥ & l'insieme dei
numeri naturali e f associa a ogni immatricolato il suo anno di nascita. Esempi matematici:

7z ' 1z RxR — R

r — x-5 (a,b) — ab

Se X € un insieme, l'applicazione identita da X a X e quella che associa a x se stesso; la denotiamo
Idx oppure 1x. Quindi

Id(z) = 1x(x) =2 VreX. (1.2.1)
(11 simbolo V significa “per ogni”.) Un’applicazione f: X — Y & costante se
f(,lil) = f(.CCQ) V$1,1‘2 e X. (122)

Dati insiemi X,Y si denota con YX Dinsieme i cui elementi sono le applicazioni f: X — Y (notate
l'inversione nella notazione):
Y¥ .= {f: X ->Y} (1.2.3)

Data un’applicazione f: X — Y il grafico di f & il sottoinsieme di I'y di X x Y i cui elementi sono
le coppie (x, f(z)) per & un arbitrario elemento di X. Notate che se X = Y = R e associamo a
ogni (z,y) € R? il punto del piano di coordinate cartesiane (z,y) (relative a un sistema di riferimento
scelto) il grafico cosl definito corrisponde al grafico considerato a scuola. Sia I'y < X x Y il grafico di
un’applicazione f: X — Y; dato z € X esiste un unico elemento di I'y la cui prima entrata sia = (cioe
uguale a (z, *)).
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Osservazione 1.2.2. Si puo dare una formulazione matematicamente precisa di applicazione f: X —
Y evitando di fare appello al concetto di “legge che associa...” definendo un’applicazione come un
sottoinsieme I' € X x Y che ha la proprieta dei grafici appena menzionata - lasciamo i dettagli al
lettore.

Supponiamo che f: X - Y e g: Y — Z siano applicazioni (notate: il codominio di f & il dominio
di g). Allora possiamo definire un’applicazione da X a Z associando a z € X elemento g(f(z)) di Z:
questa ¢ la composizione di f e g che si denota g o f (attenzione all’ordine - in generale f o g non avra
senso perche X non sara uguale a Z). Ricapitolando

go f(z):=g(f(x)). (1.2.4)

Un esempio: siano X =Y = Z 'insieme delle persone (viventi o morte), f applicazione che associa a
una persona suo padre e g I’applicazione che associa a una persona sua madre. La composizione f o f
e 'applicazione che associa a una persona il nonno paterno, mentre g o f € I’applicazione che associa a
una persona la nonna paterna. Notiamo che se f: X — Y abbiamo

folx=1yof=f. (1.2.5)

Questo giustifica la notazione 1x per 'applicazione identita: se pensiamo alla composizione di appli-
cazioni come analogo della moltiplicazione tra numeri vediamo che I’applicazione identita ha proprieta
analoghe a quelle del numero 1. Supponiamo che f: X - Y, ¢g: Y - Weh: W — Z siano applicazioni:
hanno senso sia (hog)o f che ho(go f) e sono entrambe applicazioni da X a Z. Abbiamo che

((hog)o i) =n(g(f(z))) = (ho(ge f))(z)

e quindi la composizione di applicazioni gode della proprieta di associativita:

(hog)of=ho(gof). (1.2.6)

Sia f: X — Y un’applicazione. Siano A ¢ X e B < Y. Definiamo i sottoinsiemi f(A) c Y (I'immagine
di A) e f7'B < X (la controimmagine di A) cosi:

f(A) :={yo e Y | 3zg € X tale che f(z¢) = yo}, fYB) :={xoe X | f(x0) € B}. (1.2.7)

L’immagine di f & im f := f(X). Un esempio: se f: R — R & I'applicazione quadrato, cio¢ f(x) = 22,

allora f([1,2]) = [1,4], f~1([1,4]) = [1,2]u[—2, —1] e I'immagine di f ¢ 'insieme dei reali non-negativi.
Se B = {yo} cioé & un insieme con un solo elemento denotiamo f~!{yo} con f~lyq.

Definizione 1.2.3. L’applicazione f: X — Y & suriettiva se f(X) =Y, & iniettiva se dato y € Y esiste
al pitt un z € X tale che f(x) =y, & bijettiva (o biunivoca) se & iniettiva e suriettiva.

Un esempio: siano f, g, h: R — R le applicazioni definite da
f@)y=a*+1,  g(x) =4  h(z)=2"-=z (1.2.8)

La f non e ne iniettiva ne suriettiva, la g & biunivoca, la h € suriettiva ma non iniettiva. Notate che nella
definizione di applicazione dominio e codominio fanno parte dei dati che definiscono un’applicazione:
quindi un’applicazione f: X — Y che non & suriettiva puo essere “resa’suriettiva sostituendo al codomi-
nio Y il codominio f(X) (il punto & che a rigor di definizione la “nuova” f non & uguale alla “vecchia” f).
Nell’esempio (1.2.8) la f diventa suriettiva se la sostituiamo con I'applicazione F': R — {zr e R | z > 1}
data dalla stessa formula cioe F(z) = 22 + 1.

Definizione 1.2.4. Sia f: X — Y un’applicazione, e sia A < X un sottoinsieme del dominio di f. La
restrizione di f ad A ¢ applicazione
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1.2. Applicazioni

Definizione 1.2.5. Siano X un insieme e A < X un sottoinsieme. L’inclusione ¢t: A — X ¢
I’applicazione

A 5 X

a +— a

Esempio 1.2.6. Sia f: X — Y un’applicazione. Si puo scrivere f come composizione di un’applicazione
suriettiva e di una iniettiva come segue. Sia Z := f(X), e sia h: X — Z definita da

x %5 Zz
r - f(z)

Quindi g e sostanzialmente la funzione f, pero il codominio e stato ristretto. Sia ¢: Z — Y l'inclusione.
L’applicazione g e suriettiva, la ¢ & iniettiva, e si ha f =10g.

Definizione 1.2.7. Sia f: X — Y un’applicazione biunivoca. L’applicazione inversa f~':Y — X
associa a y € Y P'unico z € X tale che f(z) = y.

Notate che la definizione di inversa di f ha senso solo se f € biunivoca. Si ha che

foft=flof=1x. (1.2.9)

Esempio: delle tre applicazioni f, g, h definite in (1.2.8) 'unica a essere biunivoca & g quindi ha senso
g~ (e non hanno senso né¢ f~' ne h=') e chiaramente g~'(y) = y'/3. Supponiamo che f: X — Y
sia biunivoca e che B < Y: allora f~'B = f~!(B) dove f~'!B & dato da (1.2.7). Fate attenzione alla
notazione: se f non ¢ biunivoca 'applicazione f~! non ¢ definita, ha senso solo f~!B per B Y.

Sia f: X — X. Se m € un numero naturale positivo, si pone

fMi=fofo...of. (1.2.10)
| S

Se m,n sono numeri naturali positivi vale
fmo fr = fmtn, (1.2.11)

Si pone fY := 1yx. Con questa notazione 'uguaglianza in (1.2.11) vale per ogni m,n € N. Ora
supponiamo che f: X — X sia invertibile. Allora ha senso f™ per ogni m € Z: infatti se m € un intero
negativo si pone

ffe=(fltoflto...of )™ (1.2.12)
Con questa definizione (per f invertibile) 'uguaglianza in (1.2.11) vale per ogni m,n € Z.

Siano X,Y insiemi. Diciamo che X ha la stessa cardinalia di Y se esiste un’applicazione biunivoca
f: X - Y -insimboli X ~ Y. Se X,Y sono insiemi finiti questo equivale a dire che X,Y hanno lo
stesso numero di elementi. In questo caso il numero di elementi di X (e di Y') viene denotato | X].

Se esiste un’applicazione suriettiva f: X — Y diciamo che X ha cardinalita maggiore o uguale a
quella di Y - in simboli X > Y (o che Y ha cardinalid minore o uguale a quella di X - in simboli
Y < X). Notate che se X non & finito esistono applicazioni suriettive f: X — X ma non iniettive: per
esempio f: N — N definita da

Fa) = {0 se x =0,

r—1 sex>0.

Supponiamo che X,Y siano insiemi finiti. Allora X > Y equivale alla diseguaglianza |X| > |Y]| (o
Y] < |X]|), e inoltre vale X > Y e X <Y se e solo se |X| = [Y], cio¢ se X e Y hanno la stessa
cardinalita. Il risultato non banale enunciato sotto afferma che I’analogo vale per insiemi qualsiasi (per
una dimostrazione vedete ’Appendice 2 di [3]).

Teorema 1.2.8 (Teorema di Schroder-Bernstein). Siano X,Y insiems tali che X =Y eY > X. Allora
X=rY.
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1. PRELIMINARI

1.3 Relazioni

Sia X un insieme. Una relazione tra gli elementi di X (o una relazione su X) ¢ un sottoinsieme
R c X x X. Dati z1, 22 € X diciamo che x1Rx2 se la coppia ordinata (z1,z2) € un elemento di R.

Esempio 1.3.1. Sia R < R x R il sottoinsieme degli (z,y) tali che x —y > 0. La relazione R ¢ quella di
“essere non piu piccolo” e anziche xRy scriviamo x > y.

Esempio 1.3.2. Sia X un insieme e sia P(X) linsieme i cui elementi sono i sottoinsiemi di X. Sia
R < P(X) x P(X) il sottoinsieme delle coppie (A, B) tali che A — B. La relazione R & quella
d’inclusione e anziche AR B scriviamo A < B.

Esempio 1.3.3. Dato n € Z sia R,, < Z x Z il sottoinsieme degli (x,y) tali che z —y € (n) ovvero (z —y)
& un multiplo di n. Si usa scrivere 2 =y (mod n) anziché R, y: si legge “x & congruo a y modulo n”.

Osservazione 1.3.4. Siano z,y € N: allora x € congruo a y modulo 10 se e solo se l'ultima cifra nello
sviluppo decimale di x & uguale all’ultima cifra nello sviluppo decimale di y.

Esistono due tipi di relazione particolarmente importanti, quelle di ordine e di equivalenza.
Definizione 1.3.5. Una relazione R sull’insieme X e di ordine se

1. per ogni z € X vale Rz (proprieta riflessiva),

2. se xRy e yRx allora x = y (antisimmetria),

3. se xRy e yRz allora xRz (proprieta transitiva).
E di ordine totale se in aggiunta per ogni x,y € X vale almeno una tra Ry e yRz.

Le relazioni dell’Esempio 1.3.1 e 1.3.2 sono di ordine, la prima ¢ di ordine totale, la seconda non ¢ di
ordine totale a meno che X sia vuoto o costituito di un singolo elemento. La relazione dell’Esempio 1.3.3
non ¢ di ordine (quale delle tre proprieta della Definizione 1.3.5 non vale?). Notate che anche la relazione
R su R definita da Ry se x < y & di ordine.

Definizione 1.3.6. Una relazione R sull’insieme X e di equivalenza se
1. per ogni z € X vale Rx (proprieta riflessiva),
2. se xRy allora yRx (simmetria),
3. se xRy e yRz allora xRz (proprietad transitiva).

La relazione dell’Esempio 1.3.3 ¢ di equivalenza, quella dell’Esempio 1.3.1 non lo ¢. Spesso una
relazione di equivalenza su X si denota con “~7cioe si scrive x1 ~ xo anziché x1Rxo. A partire dalla
relazione di equivalenza ~ si costruisce un insieme i cui elementi sono sottoinsiemi di X. Dato zg € X

la classe di ~-equivalenza di xg e

[z0] :={xe X |z~ zo}. (1.3.1)
Quando non ci sono possibilita di equivoci chiamiamo [zg] la classe di equivalenza di zy (omettiamo
il riferimento a ~): si denota anche Ty. Si dice che zy & un rappresentante della classe di equivalenza

[z9]. Un esempio: consideriamo la relazione su Z della congruenza modulo 2 - vedi I’Esempiol.3.3 -
allora esistono due classi di equivalenza, il sottoinsieme degli interi pari e quello degli interi dispari.

Definizione 1.3.7. Sia X un insieme e ~ una relazione di equivalenza su X. L’insieme quoziente,
denotato X /~, & quello i cui elementi sono le classi di ~-equivalenza. L’applicazione quoziente ¢ la

X = X/~ (1.3.2)
z - x]

Esempio 1.3.8. Nell’esempio della congruenza modulo n - vedi I’Esempio 1.3.3 - I'insieme delle classi di
equivalenza ha n elementi e cioe [0],[1],...,[n — 1]: il quoziente Z/R,, si denota Z/(n).
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1.4. Induzione matematica

Le classi di equivalenza di una data relazione (di equivalenza) su X hanno la proprieta di costituire
una partizione di X, dove il significato di partizione & dato dalla seguente definizione.

Definizione 1.3.9. Sia X un insieme. Una partizione di X & una famiglia {X;};e; di sottoinsiemi di
X tale che

L. Uz’e[ Xi=X,
2. se i1 Fig e[ allora X;, n X;, = &.

Proposizione 1.3.10. Sia X un insieme e ~ una relazione di equivalenza su X. La famiglia delle
classi di ~-equivalenza é una partizione di X. Viceversa data una partizione {X,;}ier di X esiste una e
una sola relazione di equiavlenza le cui classi di equivalenza sono gli X;.

Dimostrazione. Verifichiamo che le classi di ~-equivalenza soddisfano (1) e (2) della Definizione 1.3.9.
Sia x € X: siccome z ~ x abbiamo z € [z] e quindi x appartiene all’unione delle classi di ~-equivalenza.
Questo dimostra che vale (1). Per dimostrare che vale (2) & sufficiente dimostrare che se [z] N [y] + &
allora [z] = [y]. Sia z € [z] n [y] e quindi  ~ z e z ~ y. Supponiamo che 2’ € [z] cioe ' ~ x. Per la
transitivita di ~ abbiamo che 2’ ~ z e di nuovo per transitivita si ha che 2’ ~ y: quindi 2’ € [y]. Questo
dimostra che [z] c [y]. Per dimostrare che vale [y] < [z] si procede in modo simile. Ora supponiamo
che {X,}.cr sia una partizione di X. Definiamo la relazione ~ su X dichiarando che z ~ 2’ se e solo se
esiste ¢ € I tale che x,z' € X;: si vede facilmente che ~ ¢ di equivalenza e che le X; sono le sue classi
di equivalenza. O

La seguente osservazione ¢ semplice ma importante.

Osservazione 1.3.11. Sia X un insieme, ~ una relazione di equivalenza su X e 7 I’applicazione quoziente
di ~. Dato un insieme Y e un’applicazione f: X — Y esiste una f: (X/~) — Y tale che f = fom se
e solo se f & costante sulle classi di ~-equivalenza cioé x1 ~ x5 implica che f(x1) = f(x2). Se cosi &
diciamo che f discende a (X /~).

Un esempio: sia f: Z — {0,1,2,...,9} I'applicazione che associa a z 'ultima cifra del suo sviluppo
in base 10, quindi f(3) = 3, f(15) = 5, f(2011) = 1. Se x & congruo a y modulo 10 allora f(z) = f(y)
- vedi 'Osservazione 1.3.4 - quindi f discende a Z/(10) e definisce f: Z/10 — {0,1,2,...,9}.

1.4 Induzione matematica

Consideriamo la seguente equazione:

n(n+1
1+2+...+n=%. (1.4.1)
Dimostriamo che la (1.4.1) vale per ogni n nel modo seguente. Innanzitutto osserviamo che (1.4.1) vale
per n = 1 sostituendo 1 a n in entrambi i membri (otteniamo 1 = 1). Ora assumiamo che la (1.4.1)
valga per un certo n e dimostriamo che vale anche se sostituiamo n + 1 al posto di n cioe che vale

1+2+...+n+(n+1)=w. (1.4.2)

Per l'ipotesi che la (1.4.1) valga per n abbiamo

n(n+1)
2

(n+1)(n+2)

1+2+...+n+(n+1)= 5

+(n+1)=
e questo dimostra che vale (1.4.2). Quindi abbiamo verificato che (1.4.1) vale per n = 1, e percio anche
per n = 1+1 = 2 e quindi anche per n = 2+1 = 3 etc., in definitiva abbiamo dimostrato che (1.4.1) vale
per ogni naturale strettamente positivo n. Questa & una dimostrazione per induzione (matematica): la
verifica che vale per n = 1 ¢ il primo passo, la dimostrazione che se (1.4.1) vale per un certo n allora
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vale anche sostituendo n + 1 al posto di n ¢ il passo induttivo. La (1.4.1) vale per tutti gli n una volta
verificato il primo passo e dimostrato il passo induttivo perche vale il seguente assioma (fa parte degli
assiomi di Peano per l'insieme dei numeri naturali):

Assioma 1.4.1. Sia X < N un insieme che contiene 0 € N e tale che valga:
se X contiene n allora contiene anche n + 1.

Allora X = N.

Infatti sia Y < N il sottoinsieme degli n tali che valga (1.4.1) e X := Y u{0}: per quello che abbiamo
dimostrato la X soddisfa le ipotesi dell’Assioma 1.4.1 e quindi X = N. Segue che Y ¢ l'insieme dei
naturali maggiori o uguali a 1 cioé la (1.4.1) vale per ogni n > 1.

Osservazione 1.4.2. 11 passo induttivo di una dimostrazione per induzione puo anche essere formulato
nel modo seguente: supponiamo che 'affermazione Py, (di cui vogliamo dimostrare la validita per ogni
m € N) sia vera per ogni m < (n—1) (questa & 'ipotesi induttiva), e dimostriamo che ¢ vera per m = n.

1.5 L’algoritmo euclideo

Nelle scuole si impara che ogni numero naturale non nullo si decompone nel prodotto di numeri primi
e che tale decomposizione ¢ unica a meno di riordinamento. La prima affermazione ¢ elementare, la
seconda no. Qui dimostreremo la seconda affermazione. Alla base della dimostrazione c’e ’algoritmo
euclideo, che permette di calcolare rapidamente il massimo comun divisore di due numeri interi.

Prima enunciamo un risultato che equivale alla divione con resto della scuola (la dimostrazione &
lasciata al lettore).

Proposizione 1.5.1 (Divisione con resto). Siano a,b € Z, con b non nullo. Allora esistono q € Z
(quoziente) e r € N (resto) tali che

a=b-g+r, 0<r<|b. (1.5.1)
Inoltre tali q,r sono unici.

Ora dimostriamo due importanti proprietd del massimo comun divisore di due numeri interi (non
entrambi nulli).

Teorema 1.5.2 (Massimo comun divisore tra interi). Siano a,b € Z, non entrambi nulli. Allora esiste
m € Z tale che valgano le sequenti proprieta:

1. m|a e mlb,

2. se d€Z ed|a, d|b, allora dlm,

3. ed esistono x,y € Z tali che a-x +b-y=m.
Inoltre tale m e unico a meno di moltiplicazione per +1.

Dimostrazione. Per induzione sul minimo tra |a| e |b|. Piu precisamente per n > 0 sia P,, I'affermazione
che vale la tesi del teorema per (a, b) con min{|al, |b|} < n. Dimostriamo per induzione su n che P,, vale
per ogni n.

Dimostriamo che vale I’affermazione Py. Quindi supponiamo che a = 0 o b = 0. Possiamo assumere
che b =0, e quindi a # 0. Siccome 0 ¢ un multiplo di qualsiasi intero, valgono (1), (2) e (3) se e solo se
m = xa.

Dimostriamo il passo induttivo. Quindi supponiamo che min{|al,|b|} = n + 1. Quindi possiamo
supporre che n + 1 = |b| < |a|. Per la Proposizione 1.5.1 esistono ¢, r tali che valga (1.5.1). Siccome
0 <r < |b] = (n+ 1), per ipotesi induttiva esiste m € Z tale che
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(A) m|b e m|r,

(B) se deZed|b, d|r, allora d|m,

C) ed esistono ',y € Z taliche b- 2’ +r -y = m.
(€) Y y

Dimostriamo che valgono (1), (2) e (3). Dalla (1.5.1) segue che vale la (1) della Tesi della Proposizione.
Per dimostrare che vale la (2) supponiamo che d|a e d|b; allora d|r per la (1.5.1), e quindi d|m per (B).
Infine abbiamo

m=b-2'+r-y =b-2+(a-0bq) -y =a-y +b- (2 —qy).

Questo dimostra che vale anche (3). Inoltre, se m’ & un altro intero con le stesse proprieta di m allora
m|m’ e m'|m, quindi m’ = +m. O

Siano a,b € Z, non entrambi nulli. Il massimo M tra i divisori comuni di a e b soddisfa (1), (2) e (3)
del Teorema 1.5.2, cioe m = £ M. Infatti per il Teorema M |m, ma essendo M il massimo tra i divisori
comuni di a e b, si ha necessariamente m = +M. Per M useremo la notazione

med{a, b} := max{d € Z | d|a, d|b}. (1.5.2)

Per la Proposizione 1.5.1 ogni divisore comune di a e b divide mcd{a,b} - quest’affermazione non &
banale. Inoltre esistono x,y € Z tali che a -z + b -y = med{a,b} - di nuovo quest’affermazione non &
banale. L’algoritmo euclideo da un metodo efficiente per calcolare mcd{a, b} (calcolare tutti i divisori
di a e b & molto laborioso). Si basa sui seguenti fatti:

(F1) med{a,b} = mcd{b, a},
(F2) se b =0, allora med{a, b} = |a|,
(F3) se b> 0 e vale (1.5.1), allora mcd{a, b} = mcd{b, r}.

Le prime due affermazioni sono banalmente vere, 'ultima ¢ stata dimostrata nel corso della dimostra-
zione della Proposizione 1.5.1 (si tratta di verificare che un intero divide sia a che b se e solo se divide
sia b che r). Dati a,b € Z, per calcolare med{a, b} seguiamo i seguenti passi:

1. Scambiando a e b, se necessario, possiamo assumere, grazie a F1, che |a| > |b|.
2. Se b = 0 sappiamo che mcd{a, b} = |a| grazie a F2.

3. Se b £ 0, allora, grazie a F'3, sappiamo che mcd{a, b} = mcd{b,r} dove r ¢& il resto della divisione
di a per b, e siccome |a| = |b| > r = 0, abbiamo max{|a|, |b|} > max{|b|, |r|}.

Quindi iterando i passi descritti produrremo a,b,r,rq,... fino ad arrivare a r,,7,41 con r, + 0 e
rn+1 = 0. Per quanto detto mcd{a,b} = r,.

Esempio 1.5.3. Cacoliamo mcd{861,308}. Dividiamo 861 per 308: siccome il resto ¢ 245, abbiamo
mcd{861, 308} = mcd{308,245}. Iterando troviamo

med {861,308} = med{308, 245} = mcd{245, 63} = med{63,56} = med{56,7} = med{7,0} = 7.

1.6 Anelli e campi
Definizione e prime proprieta
Sia A un insieme provvisto di due operazioni, la somma

AxA — A,
(w,2) - w+z (1.6.1)
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e la moltiplicazione
AxA — A,

(0.2) o s (1.6.2)

Per esempio A = N con le usuali operazioni di somma e prodotto, o anche A = Q o A = R. Esistono
moltissimi altri esempi significativi in cui 'insieme A & molto lontano dall’essere un insieme di “numeri”.
I simboli + e - vengono scelti per ricordare somma e moltiplicazione di numeri, ma potrebbereo essere
sostituiti da simboli qualsiasi, per esempio potremmo denotare la somma di a e b con a * b, e cosi via.

Definizione 1.6.1. Un insieme A con operazioni (1.6.1) e (1.6.2) & un anello se

1. Esiste 0 € A tale che 0+ 2z = 2 + 0 = z per ogni z € A. (Esistenza di un elemento neutro per la
somma. )

2. 21+ 29 = 29 + 21 per ogni 21, 29 € A. (Commutativita della somma.)
3. (21 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23) per ogni z1, 23, 23 € A. (Associativita della somma.)

4. Dato z € A esiste w € A tale che z + w = 0 (dove 0 & come in (1)). (Esistenza dell’inverso per la
somma.)

5. (21 22) - 23 = 21 - (22 - 23) per ogni 21, 72, 23 € A. (Associativita del prodotto.)

6. 21 - (22 + 23) = 21 - 22 + 21 - 23 per ogni 21, 29, 23 € A. (Distributivita del prodotto rispetto alla
somma.)

Gli insiemi Z, Q e R con le usuali operazioni di somma e prodotto sono esempi di anelli. L’insieme
N dei numeri naturali con le usuali operazioni di somma e prodotto non ¢ un anello perche non vale (4).

Definizione 1.6.2. Un anello A & commutativo se a-b = b-a per ogni a,b € A.

Gli insiemi Z, Q e R con le usuali operazioni di somma e prodotto sono anelli commutativi con
unita. Daremo piu in la esempi significativi di anelli non commutativi, vedi 1’Osservazione 3.4.9.

Proposizione 1.6.3. Sia A un anello. Allora esiste un unico elemento 0 € A tale che valga (1) della
Definizione 1.6.1. Per ogni z € A si ha che 0-z = 0. Dato z € A esiste un unico w € A tale che
valga (4) della Definizione 1.6.1.

Dimostrazione. Siano 0,0' € A tali che 0+ 2= ze 0/ + z = z per ogni z € A. Allora 0+ 0’ = 0/, ma per
la commutativita della somma 0 + 0" = 0’ + 0 = 0. Quindi 0 = 0": questo dimostra che esiste un unico
elemento 0 € A tale che valga (1) della Definizione 1.6.1.

Sia z € A: dimostriamo che 0 -z = 0. Abbiamo che

0-z2=(0+0)-2=0-2+0-2 (1.6.3)

Sia w linverso additivo di 0 - z, cioe 0 -z + w = 0: aggiungendo w al membro di destra e di sinistra
di (1.6.3) (che sono uguali) otteniamo che 0 =0 - z.

Dimostriamo che dato z € A esiste un unico w € A tale che valga (4) della Definizione 1.6.1.
Supponiamo che z + w = 0 = z + w’: la commutativita e I'associativita della somma danno

w=0+uw=z+w)+v =(w+z)+v =w+(z+v)=w+0=w.
O

Definizione 1.6.4. Sia A un anello e z € A: T'unico inverso additivo di z viene denotato —z, e si
chiama anche I’opposto di z.

Corollario 1.6.5. Sia A un anello. Allora vale la regola di cancellazione: se a +b = a + V' allora
b=1"b.
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Dimostrazione. Abbiamo

b=0+b=(—a+a)+b=—a+(a+b)=—-a+(a+b)=(—a+a)+b =0+ =V.

Definizione 1.6.6. Sia A un anello A. Un elemento 1 € A, non uguale a 0, tale che
lra=a-1=a Vae A (1.6.4)
¢ un’unita di A. Se A ha un’unita, allora ¢ un anello con unita.

Gli insiemi Z, Q e R con le usuali operazioni di somma e prodotto sono anelli con unita. L’insieme
dei numeri interi pari con le usuali operazioni di somma e prodotto ¢ un esempio di anello senza unita.

Proposizione 1.6.7. Se A ¢ un anello con unita, allora esiste un unico elemento 1 € A tale che
valga (1.6.4).

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ del tutto simile alla dimostrazione dell’unicita dell’elemento neutro
per la somma. Se 1,1’ € A sono unita allora 1-1" = 1’ perché 1 & un’unitd e 1 -1 = 1 perche 1’ &
un’unita. Quindi 1 = 1". O

Noi considereremo soprattutto anelli commutativi con unita. Per questo motivo, da ora in poi per
anello intendiamo un anello commutativo con unita, a meno di non specificare che si tratta di un anello
non commutativo (0 non necessariamente commutativo). Saremo particolarmente interessati ad anelli
(commutativi con unita) particolari che si chiamano campi.

Definizione 1.6.8. Un anello (commutativo con unitd) A & un campo se ogni 0 £ z € A ha un inverso
moltiplicativo cioe esiste w € A tale che w -z = 1.

Gli insiemi Q e R con le usuali operazioni sono esempi di campi, ovviamente Z (con le usuali
operazioni) non ¢ un campo. In generale denoteremo i campi con la lettera K.

Proposizione 1.6.9. Sia K un campo. Dato 0 £+ z € K esiste un unico elemento w € K tale che
w-z=1. Se 0=+ z €K vale la regola di cancellazione: se zw = zw' allora w = w'.

Dimostrazione. La dimostrazione che in un campo ogni elemento non-nullo ha un unico inverso molti-
plicativo € simile a quella che in un anello ogni elemento ha un unico inverso additivo. Ora supponiamo
che 0 & z€ k e zw = zw’. Siccome 0 = z esiste 2’ tale che zz’ = 1; quindi abbiamo che

w=1 w=(22)w=72"(zw) =2(zu)= 2w =1-v=w.

O

Corollario 1.6.10. Sia K un campo. Supponiamo che z,w € K e zw = 0. Allora uno almeno tra z e
w e uguale a 0.

Dimostrazione. Supponiamo che 0 £ z. Abbiamo che zw = 0 = z - 0 (la prima eguaglianza segue dalla
Proposizione 1.6.7) e quindi w = 0 per la Proposizione 1.6.9. [

Definizione 1.6.11. Se K ¢ un campo e 0 + z € K 'unico inverso moltiplicativo di z & denotato z~!.
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Esempi
Le seguenti definizioni ci servono per dare un’altra serie di esempi interessanti di campi.
Definizione 1.6.12. Sia A un anello. Un sottoinsieme B < A & un sottoanello se valgono:
1. 0 e 1 sono elementi di B,
2. se by, by € B allora sia by — by che by - by sono elementi di B.

Se A & un campo un sottoanello B di A & un sottocampo se per ogni b € B non nullo anche b~! & un
elemento di B.

Sia B < A un sottoanello. Allora la somma e la moltiplicazione di elementi di A definiscono opera-
zioni B x B — B, e con queste operazioni B & un anello. Analogamente, la somma e la moltiplicazione
di un campo F definiscono operazioni su un sottocampo K < [F, e con queste operazioni K ¢ un campo.
Per esempio Q € un sottocampo di R, e Z ¢ un sottoanello di R.

Definizione 1.6.13. Siano A un anello, C © A un sottoanello e « € A. Poniamo
Cla] :=={co+cra+...+cpa” | ¢; e C}.

In altre parole C[a] & il sottoinsieme di A i cui elementi sono quelli che si possono esprimere come
polinomi in « a coefficienti in C'.

Un semplice ragionamento dimostra il seguente risultato.
Proposizione 1.6.14. C[a] ¢é un sottoanello di A.

Esempio 1.6.15. Consideriamo Q R, v/2 € R e I'anello Q[v/2] = R. Questo anello & un campo. Per
vederlo notiamo che, siccome \/52 =2€Q, \/53 = 2V/2, \/54 = 4 € QQ etc., abbiamo

Q[V2] = {a +bvV2 | a,be Q}.
Ora supponiamo che (a + by/2) € Q[v/2] sia non nullo; allora
(a+bvV2)(a—bV2) = a® —2b* %0,

dove la diseguaglianza vale perche se fosse a2 —2b? = 0, allora, essendo a, b non entrambi nulli, sarebbero
entrambi non nulli, e a/b sarebbe una radice quadrata razionale di v/2, contraddizione. Quindi

a b
(a+bv2) <a2 —202  a?— 2b2\f2> =1

Questo dimostra che ogni elemento non nullo ha un inverso moltiplicativo, e percio Q[+/2] & un campo.

Esempio 1.6.16. Generalizziamo ’Esempio 1.6.15 considerando Q@ < R. Sia d un numero razionale
positivo. Descriviamo 'anello Q[v/d]  R. Se v/d € Q, allora Q[v/d] = Q, e quindi Q[v/d] & un campo.
Se vd ¢ Q, allora Q[v/d] + Q, e un ragionamento analogo a quello dell’Esempio 1.6.15 dimostra che
Q[v/d] & un campo.

Supponiamo che I'anello A e il sottoanello C siano campi, e denotiamoli F e K rispettivamente.
Quindi F o K, e sia F che K sono campi. Per esempio R © Q. Ora sia «a € F, e chiediamoci sotto quali
ipotesi K[a] & un campo. Per esempio abbiamo visto che se R > Q e a = +/d, allora Q[v/d] & un campo.
Prima di dare una risposta ¢ opportuno introdurre una definizione.

Definizione 1.6.17. Con notazione come sopra, « € algebrico su K se esistono cy,...,c¢, € K con
co F 0 tali che
co@™ + ™t 4+ ey =0. (1.6.5)

(In altre parole « & soluzione di un’equazione algebrica in una incognita a coefficienti in K.) Se « non
¢ algebrico su K, diciamo che e trascendente su K.
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Sia d un numero razionale positivo. Allora v/d € R ¢ algebrico su Q perche (vd)? —d=0,ede Q
per ipotesi. D’altra parte un famoso Teorema di Lindemann del 1882 dimostra che 7 non & algebrico
su Q. Il risultato che segue risponde alla domanda fatta sopra.

Teorema 1.6.18. Siano K e F campi, con K c F, e sia a € F. Il sottoanello K[a] € F é un campo se
e solo se a ¢ algebrico su K.

Per la dimostrazione del Teorema 1.6.18 vedi la Sezione 1.7.

Esempi con un numero finito di elementi

Gli esempi dati finora di anelli e campi hanno infiniti elementi. Esistono anche anelli e campi con un
numero finito di elementi. Sia n > 1 un numero naturale.

Lemma 1.6.19. Siano a,a’,b,b’ € Z tali che
a=ad (mod n), b=V (mod n).

Allora
a+b=d +b (modn), a-b=a"-b (modn).

Dimostrazione. Per ipotesi esistono s,t € Z tali che ' = a + sn e b/ = b + tn. Quindi

d+V = a+sn+b+in=a+b+ (s+t)n,
't = (a+sn)(b+tn) =ab+ atn + sbn + stn® = ab + (at + sb + stn)n.

O
Per il Lemma 1.6.19 possiamo definire 'operazione di addizione e di moltiplicazione su Z/(n) ponendo
[a] + [b] := [a + b], [a] - [b] :=[a - b].

Si verifica facilmente che Z/(n) € un anello. Ci chiediamo: per quali n I'anello Z/(n) & un campo? Se n
¢ composto possiamo scrivere n = ab dove 0 < a,b < n e quindi 0 # [a], 0 % [b] ma [a] - [b] = [n] = 0.
Per il Corollario 1.6.10 segue che se n & composto allora Z/(n) non & un campo.

Proposizione 1.6.20. Se p € N ¢ un numero primo allora Z/(p) é un campo.

Dimostrazione. Sia [a] € Z/(p) non nullo. Dobbiamo dimostrare che esiste I'inverso (moltiplicativo) di
[a]. Siccome [a] & non nullo, p non divide a. Quindi mecd{a,p} = 1 perche, essendo p primo, i suoi
divisori sono +1 e +p. Per il Teorema 1.5.2 esistono z,y € Z tali che a -z +p-y = 1, e quindi [x] &
I'inverso (moltiplicativo) di [a]. O

In generale denotiamo un primo con p e poniamo
F, :=Z/(p). (1.6.6)
Sia K un campo. Siccome 1 € K, ha senso la somma

n-l=1+...+1
—_—

n

che spesso denoteremo semplicemente n (e —n & 'opposto di n). Quindi abbiamo associato a ogni n € Z
un elemento n = n -1 € K. Consideriamo il campo F3: si hache 3 =3-1=1+14+1 = 0, e questo
dimostra che si puo avere n =0 (cioé n -1 = 0) nel campo K anche se I'intero n non & 0.
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Definizione 1.6.21. La caratteristica di un campo K (notazione: charK) & 0 se per ogni intero n € Z
non nullo si ha n -1 % 0. Se invece esiste n € Z non nullo tale che n -1 = 0 allora char K & il minimo
positivo n tale che n -1 = 0 (nota: se n-1 = 0 anche (—n) - 1 = 0, quindi se esiste n € Z non nullo tale
che n -1 = 0 allora ne esiste uno positivo).

Per esempio charQ = 0 e charF), = p.

Osservazione 1.6.22. Sia K un campo di caratteristica p + 0. Allora p € un numero primo. Infatti
supponiamo che p = ab con a,b € N, e dimostriamo che a = p o b = p (questo mostrera che p & primo).
Nel campo K si ha che

O=p-1=(ab)-1=(a-1)-(b-1)

e, per il Corollario 1.6.10, segue che a-1 =00b-1 = 0 (in K). Supponiamo che a -1 = 0: siccome
1 < a < pepeil minimo intero strettamente positivo tale che p-1 = 0 segue che a = p. Analogamente
se b-1 = 0 segue che b = p.

Adotteremo la seguente notazione: se A & un anello, e a,b € A, allora a|b (a divide b) significa che
esiste x € A tale che b = a - z. Per esempio 0[b se e solo se b = 0, mentre 1|b per ogni b.

Omomorfismi e isomorfismi

Anelli o campi che appaiono in contesti molto diversi possono essere identificabili se si considerano solo
le relazioni ”interne” definite dalle operazioni di addizione e moltiplicazione. La definizione seguente
formalizza quest’idea (e la estende).

Definizione 1.6.23. Siano A, B anelli (commutativi con unitd). Un’applicazione f: A — B & un
omomorfismo se valgono

L) =1,
2. se a1, a2 € A allora f(a1 +a2) = f(a1) + f(az2) e f(a1 - a2) = f(a1) - f(az).

Un omomorfismo f: A — B & un isomorfismo se € biunivoco. Un isomorfismo f: A — A di un anello
con se stesso € un automorfismo di A.

Se K, IF sono campi, un’applicazione f: K — F & un omomorfismo se lo ¢ quando consideriamo K, F
come anelli, e analogamente un isomorfismo ¢ un omomorfismo biunivoco f: K — FF degli anelli K| F.

Esempio 1.6.24. L’identita di un anello & un automorfismo. Diamo un esempio di automorfismo non
banale (cioé non uguale all’identitd). Sia d € Q un numero razionale che non & il quadrato di un
numero razionale; 'applicazione f: Q[v/d] — Q[v/d] definita da f(a + bv/d) := a — bv/d & un automor-
fismo (vedi I'Esempio 1.6.15). Un esempio di omomorfismo di anelli che non & un isomorfismo ¢ dato
dall’applicazione quoziente Z — Z/(n), dove n ¢ {0,1}.

Lemma 1.6.25. Siano A, B anelli, e sia f: A — B un omomorfismo. Allora f(0) =0 e, per a € A si
ha f(—a) = —f(a).

Dimostrazione. Abbiamo
f(0)+0=f(0)=f(0+0)=f(0)+ f(0).

(Attenzione, usiamo lo stesso simbolo 70" per gli elementi neutri di A e di B.) Per la legge di
cancellazione, cioe¢ il Corollario 1.6.7 otteniamo che f(0) = 0. Inoltre

fla) + f(=a) = fa+ (=a)) = f(0) = 0.
Segue che f(—a) = —f(a). O

Lemma 1.6.26. Siano K, F campi, e sia f: K — F un omomorfismo. Allora f & iniettivo e, per x € K
non nullo, si ha f(x=1) = f(x)~L.
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Dimostrazione. Supponiamo che f non sia iniettivo, cioe esistono z,y € K tali che x £ y e f(z) = f(y).
Allora (usando il Lemma 1.6.25) troviamo che

f@—y) = f@) + f(=y) = f(x) = fy) = 0.

Siccome (x — y) # 0 I'inverso moltiplicativo (z — y)~! esiste, e abbiamo

fO=flle—y) @-y) " =fla-y)  f(z—y) ") =0-f((x—y)~") =0.

Questo contraddice la definizione di omomorfismo tra anelli. Ora dimostriamo che se € K ¢ non nullo
allora f(z~!) = f(x)~!. Abbiamo

Segue che f(z1) = f(z)~ L. O

1.7 Polinomi e funzioni razionali

Polinomi in una indeterminata

Ricordiamo la definizione di polinomio in una indeterminata? z a coefficienti in un campo K. Informal-
mente un tale polinomio & una espressione ag+ax+a2x+. . . +aqz?® dove aq, . . ., aq € K. Identifichiamo
due tali espressioni se sono uguali i coefficienti non nulli dei monomi con esponenti uguali. Siano

p=ag+amz+ ax® + ...+ aqz?, q=bo+bix+byx® + ... +bea® (1.7.1)
polinomi: la somma dip e q ¢
p+q:= (ao + bo) + (a1 + bl)ac + (az + bg)$2 + ...+ (ad + bd)xd7 (1.7.2)

il prodotto dip e g e

pq := (aobo) + (aoby + a1bo)z + ... + ( 2 aibj> 2™+ ..+ (aghe)zdte. (1.7.3)
i+j=m
Il lettore puo avere dubbi sulla correttezza dell’uso di una lettera misteriosa “z”: per spazzare via i
dubbi puo sostituire all’espressione ag + a1z + a22? + ... + agr? una successione (ag,...,a;,...) con
termini nulli da un certo indice in poi. Definiamo la somma e il prodotto di due tali successioni seguendo
le regole date da (1.7.2) e (1.7.3). A questo punto se chiamiamo z la successione (0,1,0,...,0,...) ci
rendiamo conto che la successione (ag, - .., a;, ..., aq4,0,0,...) & uguale a ag + a1z + agx? + ... + aqz?.
L’insieme dei polinomi in una variabile x a coefficienti in K si denota K[z] ed & un anello (ma non & un

campo, per esempio z non ha un inverso moltiplicativo).

Definizione 1.7.1. Un polinomio p = ag + a1z + asx? + ... + agz? ha grado d se ag + 0; in simboli
degp = d. Per convenzione il polinomio nullo ha grado —oo.

Notiamo che se p, g € K[z] allora

deg(p + ¢) < max{degp,degq}, deg(p - q) = degp + degq. (1.7.4)

2Sarebbe pili preciso dire “trascendente”.
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Algoritmo euclideo per polinomi in una indeterminata

Esiste un analogo dei risultati della Sezione 1.5 valido per I’anello K[z] dei polinomi in una indeterminata
a coefficienti in un campo K. Il punto di partenza ¢ la divisione con resto tra polinomi.

Proposizione 1.7.2 (Divisione con resto tra polinomi). Siano a,b € K[z], con b non nullo. Allora
esistono q € K[x] (quoziente) e r € K[x] (resto) tali che

a=b-qg+r, degr<degh. (1.7.5)
Inoltre tali q,r sono unici.

Dimostrazione. Fissiamo b e dimostriamo che per ogni a € K[z] esistono ¢, r € K[z] tali che valga (1.7.5).
Se degb = 0 cioe b € K* allora basta porre ¢ = b~1-a e r = 0. Ora supponiamo che degb > 0. Se a = 0
si pone ¢ = r = 0, e percio supponimao che a # 0, cioe dega = 0. Procediamo per induzione su deg a.
Se dega < degb si pone ¢ = 0 e 7 = a. Rimane da dimostrare il passo induttivo. Supponiamo che la
divisione con resto esista per ogni a € K[z] con dega < (n — 1) e dimostriamo che esiste per ogni a di
grado n. Se n < degb sappiamo che la divisone esiste, quindi possiamo supporre che n > degb. Sia
d:=degbe

a=ag+ a1z + asx® + ...+an+1x”+1, b=by+ bz + box® + ...+ bgz?.
Quindi bg £ 0 perche d := degb. Poniamo
!

. -1 —d
a =a—>b; a,x" .

Allora dega’ < m e quindi per Uipotesi induttiva possiamo scrivere a’ = bg’ + r' dove ¢, € K[z] e
degr’ < degb. Ma allora

a=da + b;lan:cnfdb =bg +1r + bglanxnfdb = (bglanajnfd +q)b+1,

e quindi vale (1.7.5) con ¢ = (b;'a,z" "4+ ¢ ) er =1
Ora dimostriamo 'unicitd. Supponiamo che a = b-q¢+7r =a = b-¢ + ' dove degr < degh e
degr’ < degb. Allora0=a—a="5b-(¢q—¢')+r—1/, e quindi

b-(g—q¢)=1r"—r (1.7.6)

Se ¢’ % ¢ allora deg(q — ¢') = 0 e quindi deg(b- (¢ — ¢')) = degb per la seconda uguaglianza in (1.7.4).
Questa ¢ una contraddizione percheé per la prima uguaglianza in (1.7.4) si ha deg(r’ —r) < degb. Segue
che ¢’ = g, e percio anche 1’ = r per (1.7.6). O

Teorema 1.7.3 (Massimo comun divisore tra polinomi). Siano a,b € K[z], non entrambi nulli. Allora
esiste ¢ € K[z] tale che valgano le sequenti proprieta:

1. cla e clb,
2. se d € K[z] e d|a, d|b, allora d|c,
3. ed esistono s,t € K[z] tali chea-s+b-t=c.
Inoltre tale ¢ ¢ unico a meno di moltiplicazione per elementi di K* (costanti non nulle).

Dimostrazione. Se uno dei due polinomi ¢ nullo, possiamo assumere che sia b = 0, e allora (1), (2) e
(3) valgono se e solo se ¢ = pa per p € K*. Se né a né b & nullo, si procede in modo analogo a quanto
fatto per dimostrare la Proposizione 1.5.2, I'unica differenza & che si ragiona per induzione sul minimo
tra i gradi di @ e di b. Siccome vale la divisione con resto tra polinomi data dalla Proposizione 1.7.2, la
dimostrazione procede esattamente come nel caso di due interi. O
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Siano a,b € K[z], non entrambi nulli. Il massimo comun divisore di a e b & (I'unico) polinomio
monico (cioe tale che il coefficiente del monomio di grado piu alto sia 1) ¢ tale che valgano (1), (2), (3)
del Teorema 1.7.3. Usiamo la notazione mcd{a, b}.

Per calcolare massimo comun divisore di due polinomi si applica ’algoritmo euclideo.

Esempio 1.7.4. Calcoliamo med{x®+x3+2x+4, 23—22+32+5}. Il resto della divisione di 2°+ 23 +22+4
per 22 — 22 + 3z + 5 & —922 + 9. Siccome moltiplicando uno dei polinomi per una costante non
nulla non cambia il massimo comun divisore abbiamo med{z® + 23 + 22 + 4, 2® — 2% + 3z + 5} =
med{z® — 2% + 32 + 5, 2% — 1}. Iterando otteniamo

med{z® + 23 + 22+ 4, 2* — 2® + 3z + 5} = med{z® —2? + 32 + 5, 2% — 1} =
=med{z? — 1,z + 1} =mecd{z + 1,0} = = + 1.

Radici di polinomi in una indeterminata

Definizione 1.7.5. Sia p € K[z]. Una radice (o zero) di p & un « € K tale che p(a) = 0.
Lemma 1.7.6 (Ruffini). Sia p € K[z]. Allora a € K é una radice di p se e solo se (x — &) divide p.

Dimostrazione. Se (xr—«) divide p allora p = (z — ) - ¢ dove g € K[z] e quindi p(a) = (a—a)-g(a) = 0.

Ora supponiamo che « sia una radice di p e dimostriamo che (z — «) divide p. Siap = >, c;z’. Se
a = 0 allora p(«) = 0 significa che ¢g = 0 e quindi p = x - g dove ¢ = ZZ;] c;z'~!. Lo stesso argomento
vale per un a qualsiasi perche possiamo riscrivere p come p = >.""  C;(z — a)’ per opportuni coefficienti

C;. Infatti, ponendo z = ((x — ) + a) ed espandendo ciascuna potenza (r — ) + «) otteniamo che
Z cixt = Z cillzx —a)+a) = Z Ci(x — a)".
i=0 i=0 i=0

O

1l grado di 0 % p € K[z] & definito nel seguente modo. Per ipotesi p = ag+a1x+...+agz?: poniamo

degp := max{i | a; ¥ 0}. (1.7.7)
Poniamo deg0 := —oo. Siano p, ¢ € K[«] non nulli: si verifica facilmente che
deg(p + q) < max{degp, degq}, deg(p - q) = degp + degq. (1.7.8)
(Per convenzione max{—00,n} = n —00 4+ n = —oo per ogni n € N.)

Siano 0 # p € K[z] e @ € K: osserviamo che esiste un massimo n € N tali che (x — «)” divide p,
difatti n < degp per (1.7.8).

Definizione 1.7.7. Siano p € K[z] e « € K. La molteplicita di o come radice dip & 0 se p =0 ed &
uguale al massimo n € N tale che (x — «)™ divide p se p # 0 - lo denotiamo mult,, p.

Osservazione 1.7.8. a € K & radice di p se e solo se la sua molteplicita come radice di p ¢ almeno 1.

Proposizione 1.7.9. Sia p € K[z] non nullo di grado n. Allora mult,p é non zero per un insieme
finito di a e K e
> multq p < degp. (1.7.9)

aekK

Si ha egquaglianza se e solo se si puo scrivere
p=c~H(xfai) c=+0. (1.7.10)
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Dimostrazione. Per induzione sul grado di p. Se n = 0 allora p € K € non nullo quindi non ha radici:
percio (1.7.9) vale banalmente e p = ¢. (Se il caso n = 0 appare troppo banale considerate il caso
n = 1: allora si puo scrivere p = ¢- (z — «) con ¢ # 0, p ha una radice, cioé «, di molteplicita 1 e
quindi vale (1.7.9).) Ora dimostriamo il passo induttivo. Se p non ha radici non ¢’¢ nulla da dimostrare:
la (1.7.9) vale banalmente. Supponiamo che p abbia una radice . Per il Lemma 1.7.6 esiste g € K[z]
tale che p = (x — ) - ¢: siccome p % 0 abbiamo che ¢ # 0. La formula (1.7.8) da che degq = d — 1.
Siano fi,..., B¢ le radici distinte di ¢q. Dalla fattorizzazione p = (x — 7) - ¢ segue che l'insieme delle
radici di p & uguale a {7, 81, ..., B¢}. Inoltre si vede subito che

mult, p = 1 + mult, g, multg, p = multg, ¢ V1 <i</l. (1.7.11)
Per I'ipotesi induttiva

Z mult,p =1+ Z mult, ¢ < 1+ degq = degp.

aekK aekK

Inoltre vediamo che se si ha equaglianza deve valere ), _, mult, ¢ = degq. Per ipotesi induttiva segue
che vale (1.7.10) per p = ¢: segue che vale anche per p. Il viceversa, cioe¢ se vale (1.7.10) allora (1.7.9)
¢ una eguaglianza, ¢ banalmente vero. O

Corollario 1.7.10. Sia p € K[x] non nullo. Esistono al pit degp radici di p.

Dimostrazione. Segue immediatamente dall’Osservazione 1.7.8 e da (1.7.9). O

Funzioni polinomali

Sep=(co+ciz+...+cqz?) € K[z] e @ € K ha senso sostituire a a z e ottenere cosi un elemento di
K che si denota p(a):

p(a) :==co+ cra+ ... + cqa.
Osserviamo che valgono le uguaglianze
(p+a)(a) =pla) +qla),  (p-q)(a)=pla) q(a).

Quindi a p € K[z] possiamo associare la funzione polinomiale K — K (che denotiamo con lo stesso
simbolo p) definita da x — p(z) per z € K.

Proposizione 1.7.11. Sia K un campo. Sia d € N e supponiamo che K abbia pit di d elementi. Siano
p,q € K[z] di grado al pit d. Le corrispondenti funzioni polinomiali p,q: K — K sono uguali se e solo
se p = q (cioé i coefficienti di p e q sono gli stessi). In particolare se K ¢ infinito allora due funzioni
polinomiali sono uguali se e solo se sono associate a polinomi uguali.

Dimostrazione. E ovvio che se p = q allora le funzioni polinomiali associate sono uguali. Ora dimostria-
mo che se le funzioni polinomiali sono uguali allora p = g. Considerando la differenza (p — ¢) vediamo
che basta dimostrare che se p € K[z] ha grado al pitl d e la funzione polinomiale associata & uguale a 0

allora p = 0. Ragioniamo per assurdo. Supponiamo che p £ 0. Per ipotesi esistono ay,...,aqr1 € K
distinti. Siccome la funzione polinomiale associata a p € uguale a 0 abbiamo che a,...,aq+1 sono
radici di p: questo contraddice la Proposizione 1.7.9. O

La Proposizione 1.7.9 permette di identificare polinomi a coefficienti razionali, reali o complessi e
funzioni polinomiali Q — Q, R — R o C — C rispettivamente perche @Q, R e C hanno cardinalita
infinita.

Esempio 1.7.12. Sia K un campo di cardinalita finita, per esempio F, = Z/(p) (vedi la Proposizio-
ne 1.6.20). Sia d := |K| e siano ay,...,aq gli elementi di K. Sia p € K[z] il polinomio definito
da

p(z) = (x—ay) ...  (z—aq).
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Allora p(z) non & nullo perche il coefficiente di 2¢ & 1, ma la funzione polinomiale K — K associata a p
¢ nulla. Per esempio, se K = F,, il polinomio p(x) & uguale a 2? — z. Quindi & chiaro che su un campo
finito la stessa funzione polinomiale & esprimibile attraverso tanti polinomi diversi.

Dimostrazione del Teorema 1.6.18. Supponiamo che K[a] sia un campo. Dobbiamo dimostrare che «
¢ algebrico su K. Possiamo assumere che « % 0 perche 0 & algebrico su K. Siccome o % 0 l'inverso a™!
appartiene a K[«], quindi possiamo scrivere

al=doa™ +dia™ + ... +d,

per opportuni dg,d1,...,d,, € K, e possiamo assumere che dy F 0 perche dgy,d,...,d, non sono tutti
nulli. Moltiplicando entrambi i membri per « troviamo che

doa™ ™ +dia™ + ...+ dpa—1=0, (1.7.12)

e quindi « e algebrico su K.

Ora supponiamo che « sia algebrico su K e dimostriamo che K[a] & un campo. Per ipotesi esiste
un polinomio non nullo p € K[z] tale che p(a) = 0. Sia P un polinomio di grado minimo tra i polinomi
non nulli in K[z] tali che si annullano in «. (Notate: considerare un polinomio di grado minimo “tra
quelli che” ha senso perche 'insieme in question non & vuoto.) Il polinomio P & irriducibile, cioé non si
puo fattorizzare P come prodotto di polinomi in K[z] di grado minore del grado di P (in altre parole
'unico modo di fattorizzare P & P = X - (A~1P)). Infatti supponiamo che P = @ - R, dove Q, R € K[z]
hanno grado minore del grado di P. Siccome

segue che Q(a) = 0 0 R(«w) = 0. In entrambi i casi avremmo un polinomio non nullo di grado minore
del grado di P che si annulla su «, contraddizione. Ora siamo pronti a dimostrare che K[a] & un campo.
Quello che va verificato & che ogni elemento non nullo 3 € K[a] ha inverso appartenente a K[a]. Per
ipotesi esiste @ € K[z] tale che 8 = Q(a). Sia r il massimo comun divisore tra i polinomi @ e P. Per
il Teorema 1.7.3 esistono a, b € K[z] tali che

r(xz) = a(z) - P(z) + b(x) - Q(x). (1.7.13)

Sempre per il Teorema 1.7.3 sappiamo che r divide P. Ma abbiamo appena dimostrato che P &
irriducibile, quindi o = AP o r = A, dove A € K*. Se vale la prima ipotesi allora, siccome r divide
anche @, troviamo che P divide @, cioe¢ Q = P - R dove R € K[z] e sostituendo « ad = segue che
Q(a) = P(a) - R(a) = 0, cioe = 0, contraddizione. Quindi deve valere la seconda ipotesi, cioeé r € K*,
percio r = 1. Sostituendo « ad = nell’uguaglianza in (1.7.13) e ricordando che 8 = Q(«), troviamo che

1=a(a)- - Pla)+bla) - 8.
Siccome P(a) = 0, concludiamo che 57! = b(«a), e quindi I'inverso di 3 ¢ in K[a]. O

Polinomi in piu indeterminate

Abbiamo considerato polinomi in una indeterminata. Si definiscono in modo analogo i polinomi in n
indeterminate. Se p: N* — K e I € N", poniamo p; := p(I).

Definizione 1.7.13. K[zy,...,x,] € Uinsieme delle funzioni p: N* — K che sono nulle quasi ovun-
que cioe tali che I'insieme degli I € N™ con p; % 0 ¢ finito. Un polinomio a coefficienti in K nelle
indeterminate® 1, ..., x, & un elemento di K[z1,...,x,].

3E piu appropriato chiamarle “trascendenti”.

25



1. PRELIMINARI

Dato I € N denotiamo con ! il polinomio tale che che p;y =1ep;=0seJ £ 1. Se I = (0,...,0)

denotiamo x! con 1. Dato p € K[zy,...,,] possiamo scrivere
p= Z pra! (1.7.14)
IeZ

dove Z < N™ ¢ finito. Per esempio elementi di Q[z,y] sono dati da

3
2—?:cyf’—&—y7—3y+1.

1
p = 3z% —ay + gy3—x+30, q = 5ztly
(Quello che, a rigore, andrebbe denotato a - 1 dove a € K si denota semplicemente a.) Siano p,q €
K[z1,...,z,]. Definiamo la somma (p + q) € K[z1,...,2,] e il prodotto p- q € K[z1,...,2z,] cosi:

(p+q)1:=pr1+ar, (p-q)r:= Z (ps - pPK). (1.7.15)
J+K=I

Notate che la sommatoria che definisce il valore di p - ¢ su I ha senso perche I'insieme delle coppie
(J,K) tali che p;j + 0 + pg ¢ finito. Inoltre anche p - ¢ & una funzione nulla quasi ovunque, cioe &
un polinomio. Con questa scrittura vediamo che la somma e il prodotto di polinomi corrisponde alle

operazioni viste (forse) nella scuola secondaria. Il grado di un multiindice I = (i1,...,i,) € N* ¢ la
somma |I| =141 + ...+ iy.
Definizione 1.7.14. Un polinomio p € K[x1,...,2,] non nullo ha grado d se nell’espressione (1.7.14)

d e il massimo dei gradi dei multiindici I tale che p; £ 0; in simboli degp = d. Per convenzione il
polinomio nullo ha grado —co.

Valgono le formule analoghe di quelle in (1.7.4): se p,q € K[z1,...,z,] allora

deg(p + ¢) < max{degp,degq}, deg(p - q) = degp + degq. (1.7.16)
A un polinomio p € K[z1,...,z,] associamo la funzione polinomiale
n p
K - Ko (1.7.17)
(crs--oyen) = Dlpenn PIC
dove ¢! := ¢ . iz . ... ¢ir. Notate che la somma, apparentemente infinita, ha senso perche p & nulla

quasi ovunque. Vale un risultato analogo alla Proposizione 1.7.11.

Proposizione 1.7.15. Sia K un campo. Sia d € N e supponiamo che K abbia pit di d elementi. Siano
p,q € K[z1,...,2,] di grado al pit d. Le corrispondenti funzioni polinomiali p,q: K — K sono uguali
se e solo se p = q (cioé i coefficienti di p e q sono gli stessi). In particolare se K é infinito allora due
funzioni polinomiali sono uguali se e solo se sono associate a polinomi uguali.

Dimostrazione. Dobbiamo dimostriamo che se le funzioni polinomiali sono uguali allora p = ¢q. Consi-
derando la differenza (p — ¢) vediamo che basta dimostrare che se p € K[z1, ..., x,] ha grado al pin d e
la funzione polinomiale associata € uguale a 0 allora p = 0. La dimostrazione & per induzione su n. Se
n = 1 Paffermazione equivale alla Proposizione 1.7.11 e quindi ¢ vera. Ora dimostriamo il passo indut-

tivo. Supponiamo che n > 2 e che il risultato valga per polinomi di grado al piu d in K[z1,...,2n_1].
Sia p € K[z1,...,x,] tale che p(ai,...,a,) = 0 per ogni (ay,...,a,) € K. Siccome degp < d possiamo
scrivere

p= coxﬁ +clx‘fl_1 + ...+ cq,

con co,...cq € K[zy,...,2,-1] e dege; < i per ogni i € {0,...,d}. Abbiamo supposto che

p=coal +ci(ar,...,an1)al + ... +calar,...,an_1) =0
per ogni (ay,...,a,) € K" Per la Proposizione 1.7.11 segue che ¢;(ai,...,a,—1) = 0 per ogni
(a1,...,an,_1) € K1 Siccome degc; < i < d per ogni i i polinomi co,...,cq sono nulli per I'ipotesi
induttiva, e quindi p ¢ il polinomio nullo. O
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1.8. Fattoriali e coeflicienti binomiali

Definizione 1.7.16. Un polinomio p a coefficienti in K nelle indeterminate x1,...,x, € omogeneo di
grado d se vale (1.7.14) con iy + ...+ 4, = d per ogni I = (i1,...,i,) € Z. (Nota: il polinomio 0 &
omogeneo di grado d per qualsiasi d benche il suo grado sia —0c0.)

Esempio 1.7.17. Sia f € F,[z, y] il polinomio omogeneo f(z,y) = 2Py —zy?. Allora f(a,b) = 0 per ogni
(a,b) € F2, cioé la funzione polinomiale associata a f & nulla nonostante f non sia il polinomio nullo.
Notate che il campo [, ha p elementi e il grado di f e p+ 1.

Funzioni razionali

Informalmente il campo delle funzioni razionali e coefficienti in K in una indeterminata x consiste delle
" frazioni” % dove p,q € K[z] e ¢ + 0. Piu precisamente consideriamo 'insieme delle coppie (p,q) con
p,q € K[z] e ¢ £ 0, e definiamo la relazione (p,q) ~ (a,b) se p-b—a-q = 0 (ottenuta formalmente
da % = ¢ "eliminando” i denominatori). Si verifica facilmente che tale relazione ¢ di equivalenza. Una
funzione razionale a coefficienti in K nell’indeterminata = € una classe di equivalenza per la relazione
appena definita. La classe di equivalenza di (p, ¢) si denota g. L’insieme i cui elementi sono tali classi

di equivalenza & denotato K(z). Definiamo somma e moltiplicazione in K(x) operando come con numeri

razionali. Pitt precisamente, dati £, § € K(z) poniamo
P a pb + aq p a pa
p.,e_pry@- P4 _ P 1.7.18
q b qb q b qb ( )

’
La definizione ha senso perche, come si verifica facilmente, se éi, = %, allora

(pb+ag,gb) ~ (p'b+aq',q¢'b),  (pa,qdb) ~ (p'a,q'b). (1.7.19)
Ora osserviamo che con queste operazioni K(z) € un campo, e che abbiamo un omomorfismo di anelli

Klz] — K(z)

D
p = 1

(1.7.20)

Questa inclusione realizza K[z] come sottoanello del campo K(x). Notate ’analogia tra la relazione che
c’e tra K[z] e K(z) e quella che ¢’¢ tra Z e Q.

Analogamente si definisce il campo K(z1,...,z,) delle funzioni razionali a coefficienti in K e inde-
terminate x1,. .., z,, partendo da K[z1,...,z,] anziche da K[z]. Quindi gli elementi di K(z1,...,z,)
sono classi di equivalenza (p,q) con p,q € K[zy,...,2,] e ¢ £ 0, dove la relazione di equivalenza
(p,q) ~ (a,b) & definita come sopra, cioe vale se p-b—a-q = 0. Questa inclusione realizza K[z1, ..., 2]
come sottoanello del campo K(x1,...,zp).

1.8 Fattoriali e coefficienti binomiali

Se n & un numero naturale positivo il fattoriale di n e
nl:=n-(n—1)-...-2-1. (1.8.1)

Inoltre si pone 0! := 1. Per esempio 1! =1, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24.
Se n & un numero naturale positivo e 0 < ¢ < n si pone

(¢> :_Z'(n! oD (nit)) 182)

i i'(n —1)! i!

Si pone (8) =1.

Proposizione 1.8.1. Se A é un anello, x,y € A e n € N allora

(z+y)" = Z:;) <T;) a" "y (1.8.3)
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1. PRELIMINARI

Per via della Proposizione 1.8.1 (’;) si chiama coefficiente binomiale. Prima di dimostrare la
Proposizione 1.8.1 diamo un’interpretazione combinatoriale del fattoriale e dei coefficienti binomiali.

Proposizione 1.8.2. Se X ¢é un insieme con n elementi il numero degli ordinamenti totali (vedi la
Definizione 1.3.5) di X é uguale a n!.

Dimostrazione. Per induzione su n. Se n = 1 esiste un unico ordinamento, e 1! = 1. Dimostriamo il
passo induttivo. Un ordinamento totale < di X ha un elemento massimo cioe esiste zg € X tale che
x < xo per ogni & € X (I'ipotesi che < sia un ordinamento totale & essenziale). Quindi possiamo definire
un’applicazione
OT(X) % X

dall’insieme degli ordinamenti totali di X a X associando a ogni ordinamento totale il suo elemento
massimo. Se z € X, la controimmagnie p~*(z) & identifcata con I'insieme degli ordinamenti totali di
X\{z}, e quindi ha cardinalita (n — 1)! per ipotesi induttiva. Questo dimostra che

|OT(X)| =|X|- (n—D!'=n-(n—1)! =nl
O
Proposizione 1.8.3. Se X ¢é un insieme con n elementi e 0 < i < n, il numero dei sottoinsiemi di X
di cardinalita i ¢ uguale a (7).

Dimostrazione. Sia P;(X) I'insieme i cui elementi sono i sottoinsiemi di X di cardinalita i, e sia OT;(X)
I'insieme i cui elementi sono i sottoinsiemi di X di cardinalita ¢ con un ordinamento totale. Per
capirci: se X = {a,b,c} allora P2(X) = {{a,b}, {a,c}, {b,c}}, e quindi P2(X) ha tre elementi, mentre
OT(X) = {{a < b},{b < a},{a < ¢}, {c < a},{b < ¢},{c < b}} Imitando la dimostrazione del la
Proposizione 1.8.2 si trova che

|OT;(X)|=n-(n—1)-...-(n—i+1).
D’altra parte c¢’e un’applicazione
OT;(X) 5 Pi(X)

definita associando al sottoinsieme totalmente ordinato z,, < zp, < ... < xp, Uinsieme {zp,, 2p,, ..., Tp,}
dei suoi elementi. Se A € P;(X) la cardinalita di »~1(A) & 4! per la Proposizione 1.8.2, e quindi

pix)y =D i) <n>

7! )

Lemma 1.8.4. SeneN el <i<n allora

C)-0+¢7)

Dimostrazione. Sia X := {1,2,...,n + 1}. Per la Proposizione 1.8.3 il membro di sinistra di (1.8.4) &
uguale alla cardinalita di P;(X) (notazione come nella dimostrazione della Proposizione 1.8.3). Abbiamo
la decomposizione in unione disgiunta

PuX) = {AePyX) | (n+1)¢ A} L {AePy(X) | (n+1) € A}, (1.8.5)

dove unione disgiunta significa che I'insieme di sinistra € I'unione dei due insiemi a destra, e I'intersezione
degli insieme di destra ¢ vuota. Il primo degli insiemi a destra di (1.8.5) ha cardinalita (7) per la
Proposizione 1.8.3. D’altra parte abbiamo un’applicazione biunivoca

{Aepl(X) ‘ (TL+1)€A} —> ’Pifl({l,2,...,n})
A —~  An{l,2,...,n}

e quindi il secondo degli insiemi a destra di (1.8.5) ha cardinalita ("Zl) per la Proposizione 1.8.3. Questo
dimostra che vale (1.8.4). O
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1.9. Numeri complessi

Dimostrazione della Proposizione 1.8.1. Per induzione su n. Se n = 0 la (1.8.3) vale perche entrambi
i membri sono uguali a 1. Dimostriamo il passo induttivo. Quindi supponiamo che valga (1.8.3) per
n € N e dimostriamo che vale

n+1
n n+1 n+l—i, 1
(z+y)" = Z ( , )a: iyt (1.8.6)

=0 ¢

Moltiplicando (1.8.3) per (x + y) otteniamo che

n n n n+1
(z + y)n+1 _ Z ” gy Z ” g iyt = Z ” gyl 4 Z ' n gy =
L i—o \! =0 J =1 j—1

i=0
n e n n n " on+1
= n+1 n+l-j,j ntl _ ntl=igi o (1.8.7
6) 2 () () rw Q= B () 0w
Abbiamo dimostrato il passo induttivo. O

1.9 Numeri complessi

L’insieme dei numeri complessi C ¢ definito nel modo seguente. Come insieme C & R2. La somma ¢
quella puntuale cioe
(al, bl) + (ag, bQ) = (al + ag, by + bQ) (191)

La moltiplicazione ¢ definita cosi:
(a1,b1) - (a2, b2) 1= (araz — biba, a1by + azby). (1.9.2)

11 sottoinsieme di C dato dalle coppie (a,0) si pud identificare con linsieme dei reali nel senso che
(a1,0) + (a2,0) = (a1 + ag,0) e (a1,0) - (az,0) = (araz,0). Quindi da ora in poi se a € R denoteremo
con @ il numero complesso (a,0). Poniamo

i:=(0,1). (1.9.3)

Osserviamo che
i-i=1(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1. (1.9.4)

In altre parole ¢ ¢ una radice di —1. Possiamo scrivere
(a,b) = (a,0) + (b,0)(0,1) = a + bi. (1.9.5)
Da ora in poi quando diciamo che (a + bi) & un numero complesso intendiamo che a,be R. (1.9.6)
Se z = a + bi allora a € la parte reale di z e b & la parte immaginaria di z; in simboli
R(a + bi) = a, S(a + bi) = 0. (1.9.7)
Con questa scrittura le definizioni di somma e prodotto danno che

(a1 +b10) + (ag + b2i) = (a1 +az2) + (b1 + bo)i,
(a1 + bli)(az + ng) = (a1a2 — blbz) + (albg + agbl)i.

In particolare si verifica facilmente che C ¢ un anello, di fatto C & un campo: 'inverso moltiplicativo di
0 # (a + bi) & dato da
(a+0bi)~t = (a® + b*) " (a — bi). (1.9.8)

(Qui (a? + b?)~! & I'inverso del reale (a® + b?) in R.)
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-3+ 20

—1—7-

Figura 1.1: Numeri complessi e punti del piano

142

(14+2i)+(3—1)

Figura 1.2: Somma di numeri complessi

Per visualizzare somma e moltiplicazione di numeri complessi scegliamo un sistema di coordinate
cartesiane nel piano e associamo al numero complesso a + bi il punto di coordinate (a,b). Se identi-
fichiamo un punto P del piano con il vettore nel piano rappresentato dal segmento orientato che va
dall’origine del sistema di coordinate a P, allora la somma di numeri complessi corrisponde alla “regola
del parallelogramma”. Per “vedere” la moltiplicazione diamo un paio di definizioni. Sia (a + bi) € C
(ricordate la (1.9.6)): poniamo

la + bi| := (a® + b*)'/2 (1.9.9)
e lo chiamiamo il modulo di (a + bi). Sia 0 £ z € C e w := w/|z|. Allora |w| =1 cio¢ w = ¢ + di dove
c? + d? = 1 e quindi esiste 6 € R tale che w = (cos 6 + sin #i): il numero § (ben determinato a meno di

multipli interi di 27) si chiama I’argomento di z e si indica Arg(z). In conclusione dato z € C possiamo
scrivere

z = p((cos @ + sin 67), p=lz|, 6=Arg(z). (1.9.10)

(Se z = 0 largomento & indeterminato: la (1.9.10) & vera con qualsiasi 6.) Ora siano z1,22 € C e
scriviamo

z1 = p1(cos by + sinbyi), 2o = pa(cos by + sin bqi).
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1.9. Numeri complessi

(V3 +1i)- (2 + 2i)

51/12 = w/6 + 7/4

Figura 1.3: Moltiplicazione di numeri complessi

Le formule trigonometriche per il coseno e il seno della somma di angoli danno

2129 = p1(cos By + sin014) - pa(cos By + sin Oa7) =
= p1p2(cos By cos by — sin 61 sin by + (cos bq sin b + sin by coshy)i) =
= p1p2((cos(fy + 62) + (sin 6y + 62)7).

Quindi il modulo del prodotto & il prodotto dei moduli e 'argomento del prodotto € la somma degli
argomenti:
|z122| = |21] - |22], Arg(z122) = Arg(z1) + Arg(z2), (1.9.11)

dove I'uguaglianza di argomenti si intende a meno di multipli interi di 27.
L’importanza di C & dovuta al seguente risultato.

Teorema fondamentale dell’Algebra 1.9.1. Sia n > 0 un numero naturale e ay ...,a, € C. Esiste
z € C tale che

2V ta2" Y+ +an_1z+a, =0.
Applicando ripetutamente il Lemma 1.7.6 segue che esistono ¢y, ..., ¢, € C tali che
a2 b tan izt an=(z—c)(z—c2) ... (2 —cn). (1.9.12)

In parole: ogni polinomio p € C[z] di grado strettamente positivo & prodotto di fattori lineari (cioe
polinomi di grado 1).
Nlustriamo il Teorema Fondamentale dell’Algebra nel caso del polinomio p(z) := z™ — a. Le radici
di p sono i numeri complessi w tali che w™ = a. Scrivendo a = p(cos 6 + sin §7) troviamo che le n radici
di p sono
P/ (cos((0 + sm)/n) +sin((0 + s7)/n)i), 0<s<(n—1). (1.9.13)

Se rappresentiamo le radici n-esime di a con punti del piano allora otteniamo un singolo punto se a = 0
e i vertici di un poligono regolare con n lati se a % 0.

Definizione 1.9.2. Sia z € C e scriviamo z = a + bi dove a,b € R. Il coniugato di z e il numero
complesso Z dato da
Z:=a — bi. (1.9.14)
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1, 3, 1, /3,
*§+7'L §+77,
-1 1
S SEV/: PR I SV
2 2 2 2

Figura 1.4: Le radici seste di 1

Un facile calcolo da che valgono le formule

w+z=u+Z, Z=wz, 2Z=|z (1.9.15)

In particolare, siccome 1 = 1 la coniugazione & un automorfismo del campo C.

1.10 Gruppi

Definizione ed esempi

Definizione 1.10.1. Un gruppo € un insieme G dotato di un’operazione

GxG — G
(g;h) = g-h

con le seguenti proprieta:

(I) Esiste un elemento u € G tale che per ogni g € G valga u-g = g-u = g (esistenza di un elemento
unita, cioé u).

(IT) Dato g € G esiste h € G tale che g-h = h - g = u, dove u & come in (1) (esistenza dell’inverso).
(IIT) Se g,h,k e G allora (g-h) -k =g- (h-k) (associativita).

Esempio 1.10.2. Sia A un anello. L’operazione di somma da una struttura di gruppo a A, e questo
gruppo si denota (A, +) (notate che in questo caso il simbolo dell’operazione & +). L’operazione di
moltiplicazione non da ad A una struttura di gruppo percheé come unita saremmo costretti a scegliere 1
(vedi la dimostrazione della Proposizione 1.6.7), ma allora 0 non ha inverso. Siccome 0 crea problemi,
consideriamo 'operazione di moltiplicazione su

AX = A\{0}. (1.10.1)

Attenzione: notate che il prodotto di due elementi di A* non & necessariamente un elemento di A*, per
esempio il prodotto delle classi di congruenza modulo 6 degli elementi non nulli [2] € Z/(6) e [3] € Z/(6)
¢ [0]. Facciamo vedere che A* & un gruppo (questo include 'affermazione che il prodotto di due elementi
di A* & un elemento di A*) se e solo se A & un campo.

Supponiamo che A* sia un gruppo. Allora I'unita del gruppo A* & necessariamente 1 perche abbiamo
u=wu-1=1, e quindi per la condizione (II) A ¢ un campo. Ora supponiamo che A sia un campo
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K. Allora la moltiplicazione di due elementi di K* & un elemento di K* per il Corollario 1.6.10. La
condizione (I) vale con unita l'unita di K| la (II) vale perché K & un campo (e non semplicemente un
anello), e la (III) vale perche vale in un qualsiasi anello.

Esempio 1.10.3. Sia X un insieme. Denotiamo con S(X) l'insieme delle applicazioni biunivoche f: X —
X di X in se stesso. Se f,g € S(X), allora la composizione f og: X — X & essa stessa biunivoca.
Quindi la composizione definisce un’operazione su S(X). Ora osserviamo che valgono i seguenti fatti:

(I) L’identita Idx ¢ in S(X), e per ogni f € S(X) si haldxof = foldx = f.
(IT) Se f,g,h e S(X), allora fo(goh) = (fog)oh) (associativita).
(IIT) Se f e S(X) allora f~! & ben definita (perche f & biunivoca) e vale fo f~t = f~1o f = Idx.

Notiamo che la composizione definisce un operazione sull’insieme A(X) di tutte le applicazioni di X
in X, ma sostituendo A(X) a S(X) la proprieta (III) non vale. L’insieme S(X) con loperazione di
composizione € un gruppo.

Proposizione 1.10.4. Sia G un gruppo. Allora esiste un unico elemento u € G tale che valga (1) della
Definizione 1.10.1. Dato g € G esiste un unico h € G tale che valga (2) della stessa definizione, cioe
g-h=h-g=u.

Dimostrazione. La dimostrazione e del tutto simile alle dimostrazioni delle Proposizioni 1.6.7e 1.6.9. [

Definizione 1.10.5. Un gruppo (G, ) & commutativo (o abeliano*) se per g,h € G siha g-h =h-g,
cioe se il prodotto non dipende dall’ordine dei fattori.

Se A & un anello allora (A4,4) & un gruppo commutativo e se K & un campo K* & un gruppo
commutativo.

Notazione 1.10.6. Spesso 'operazione di un gruppo commutativo si denota +. In tal caso I’elemento
unita si denota 0.

Sia X un insieme di cardinalitd almeno 3: dimostriamo che S(X) non & commutativo. Siccome X ha
cardinalita almeno 3 esistono elementi distinti a,b,c € X. Siano f,g € S(X) le applicazioni biunivoche
definite da

fla)=b, f(b)=a, flz)=zsex¢fab}, gb)=c glc)=0b flr)=wzsex¢{bc}

Allora fog# go f perche fog(a)=bego f(a) =c.

Definizione 1.10.7. Sia G un gruppo. L’unico elemento u € G tale che valga (1) della Definizione 1.10.1
¢ 'unita di G, e si denota 1 (si denota 0, e si chiama elemento neutro, se il gruppo & commutativo e
loperazione & denotata ”+”). Dato g € G 'unico h € G tale che g-h = h-g = u & Uinverso di g e
si denota ¢! (o 'opposto di g se il gruppo & commutativo e I'operazione & denotata "+, e allora si
denota —g). Inoltre vale la legge di cancellazione: se g,h,k € Ge g-h =g -k allora h = k.

Definizione 1.10.8. Sia G un gruppo. Un sottogruppo di G & un sottoinsieme H < G che contiene
I'unita di G, e tale che se g1,90 € H allora anche g1 - go € H, e 91_1 € H. In altre parole H ¢ un
sottogruppo di G se & non vuoto e l'operazione di G induce una struttura di gruppo su H.

Definizione 1.10.9. Z < Q & un sottogruppo, se Q & provvisto dell’operazione di addizione. Sia X un
insieme e Y < X un sottoinsieme. I sottoinsiemi H, J < S(X) definiti da

H:={fSX)[fY) =Y},  J={fS(X)|fly)=y VyeY}

sono sottogruppi di S(X).

4Da N. H. Abel (1802 - 1829) matematico norvegese.
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I gruppi interessanti sono spesso gruppi di simmetrie. Diamo un esempio. Denotiamo con E? ”il”
piano della geometria euclidea. Un’applicazione f: E2 — E2 ¢ una isometria se per oni z,y € E? i
segmenti Ty e f(x)f(y) sono congruenti. Per esempio sono isometrie la rotazione di un angolo fissato
con centro un punto fissato, o la traslazione per un vettore fissato. Sia Isom(IE?) I'insieme delle isometrie.
Si verifica che, con l'operazione di composizione, Isom(IE?) ¢ un gruppo (I'unico punto non banale da
dimostrare & che una isometria & suriettiva, quindi biunivoca). Questo ¢ il gruppo delle ”simmetrie”
del piano euclideo.

Omomorfismi e isomorfismi

Gruppi che appaiono in contesti molto diversi possono essere identificabili se si considerano solo le
relazioni ”interne” definite dalle due moltiplicazioni. La definizione seguente formalizza quest’idea (e la
estende).

Definizione 1.10.10. Siano G, H gruppi. Un’applicazione f: G — H & un omomorfismo se per
g1, 92 € G vale

f(g1-92) = f(g1) - fg2). (1.10.2)
Un omomorfismo f: G — H & un isomorfismo se & biunivoco.
L’omomorfismo banale f: G — H & definito ponendo f(g) = 1 per ogni g € G. Diamo qualche
esempio significativo di omomorfismi.

Esempio 1.10.11. L’insieme dei reali positivi R, con operazione il prodotto ¢ un gruppo e R con
operazione la somma & un gruppo (vedi ’'Esempio 1.10.2). Il logaritmo naturale log: R — R & un
omomorfismo tra questi gruppi. Siccome log € biunivoco € un isomorfismo. Lo stesso vale per il logaritmo
in una qualsiasi base.
Siccome R e C sono campi, R* e C* sono gruppi (vedi ’Esempio 1.10.2). La prima uguaglianza

di (1.9.11) afferma che I’applicazione

CX RN RX

z -z
€ un omomorfismo di gruppi. Notate che non & un isomorfismo percheé non & ne suriettivo ne iniettivo
(se sostituiamo al codominio il gruppo R, con operazione la moltiplicazione I’omomorfismo diventa
suriettivo, ma non iniettivo, ovviamente).

Lemma 1.10.12. Siano G, H gruppi, e sia f: G — H un omomorfismo. Allora f(1) =1 e, perge G
siha f(g~") = f(g)~".

Dimostrazione. La dimostrazione e del tutto simile e a quella dei Lemmi 1.6.25 e 1.6.26. Abbiamo
fA)-1=f1) = f1-1) = fQ)- f(1).
Per la legge di cancellazione (vedi la Proposizione 1.10.4) otteniamo che f(1) = 1. Inoltre
Fl@) - flg™) =flg-g7h) =f1) =Ff1) =1.

Moltiplicando entrambi il termine pill a sinistra e quello piltt a destra per f(g)~! otteniamo che f(g~!) =
flg) ™ O

Siano G un gruppo e X un insieme. Un omomorfismo G — S(X) ha un nome particolare: &
un’azione di G su X.

Definizione 1.10.13. Un’azione di G su X ¢ un’applicazione

GxX — X

(0.0) — g2 (1.10.3)

con le seguenti proprieta:
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1. 1z = = per ogni = € X, dove 1 e I'elemento neutro di G, e
2. (gh)x = g(hx)x per ogni g,he G e x € X.

Dimostriamo che un’azione di G su X si puo identificare con un omomorfismo G — S(X). Dato un
omomorfismo ¢: G — S(X) definiamo

GXX —> X

(g,7) —  @lg)(z) (1.10.4)

Vediamo che la (1) della Definizione 1.10.13 vale perche (1) = Idg(x) (vedi il Lemma 1.10.12), e la (2)
vale per definizione di omomorfismo. Viceversa, data un’azione di G su X definiamo

£, S(X)

0 o g (1.10.5)

Si verifica facilmente che ¢ & un omomorfismo. Inoltre le applicazioni appena definite
{Azioni di G su X} — {Omomorfismi G — S(X)}, {Omomorfismi G — S(X)} — {Azioni di G su X}

sono l'una linversa dell’altra. In conclusione possiamo identificare un’azione di G su X con un
omomorfismo G — S(X).

Definizione 1.10.14. Siano G, H gruppi, e sia f: G — H un isomorfismo, con inversa f~!. Allora
f~! & un isomorfismo.

Dimostrazione. Si tratta di dimostrare che f~! ¢ un omomorfismo, cioe che per hq, hy € H si ha
F7Hha - ha) = N () - £ (o). (1.10.6)

Siccome f e biunivoca e sufficiente dimostrare che le immagini per f dei termini di destra e sinistra
di (1.10.6) sono uguali. Questo segue direttamente dall’ipotesi che f sia un omomorfismo. O

Esempio 1.10.15. Abbiamo visto che il logaritmo naturale log: R, — R & un isomorfismo. L’inverso
di log e la funzione esponenziale exp: R — R,. Dire che & un omomorfismo equivale all’'uguaglianza
edtb — pa . b

Definizione 1.10.16. I gruppi G e H sono isomorfi se esiste un isomorfismo f: G — H.

Esempio 1.10.17. Tl logaritmo naturale log: R, — R ¢ un isomorfismo, quindi R (con operazione il
prodotto) ¢ isomorfo a R con operazione la somma.

Esempio 1.10.18. Supponiamo che gli insiemi X, Y abbiano la stessa cardinalita. Allora S(X) e S(Y)
sono gruppi isomorfi. Infatti sia ¢: X — Y un’applicazione biunivoca, e definiamo ’applicazione

Sx) 5 s

g — @ogop !

Allora F' ¢ un omeomorfismo perche
F(giogs) =¢o(giog)op ' =(pogi)o(gaop ™) =(pogi)o(p  op)o(gop™) =
=(pogiop Ho(pogaop™)=F(g)- F(ga).

Inoltre F & invertibile perche I'inversa & definita da

sy) % S(X)
h — cpflohogp
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Siccome gruppi isomorfi sono indistinguibili per quanto riguarda la struttura di gruppo, ha senso
porre la seguente definizione.

Definizione 1.10.19. Sia n € N;. ”II” gruppo simmetrico S,, & S(X) dove X & un arbitrario insieme
di cardinalita n. (Spesso si pone X = {1,...,n}.)

Siano G1, G4 gruppi. Sul prodotto cartesiano GGy x Go possiamo definire 1'operazione

(G1 x G2) x (G1 x Ga) —>  (G1 x Gy)
((91,92), (h1, h2)) — (g1 h1,92 h2)

Con questa operazione G; x Gy ¢ un gruppo. Infatti P'unita & Pelemnto (1,1), inverso di (g1,¢92) €
(97", 97 1), e lassociativita segue dall’associativita del prodotto su Gy e Ga. Il gruppo Gy x Gy ¢ il
prodotto diretto di G e Gs.

FEsempio 1.10.20. 1l gruppo Z/(2) x Z/(2) ha cardinalita 4, come il gruppo Z/(4), ma i due gruppi non
sono isomorfi. Infatti supponiamo che f: Z/(4) — Z/(2) x Z/(2) sia un isomorfismo. Siccome

Z/(4)={1,1+1,1+1+1,1+1+1+1},

(ricordate che 'operazione in Z/(4) & denotata +) allora abbiamo anche che

Z/(2) x Z/(2) = {f(1), f(1) + f(D), (D) + @) + £@), F@) + f(D) + f(D) + (D)}

Ma, come si verifica facilmente, non esiste (x,y) € Z/(2) x Z/(2) tale che

Z)(2) x 2/)(2) = {(z,y), (x,y) + (2, 9), (,9) + (z,9) + (z,9), (z,9) + (2,9) + (z,9) + (z,9)}-

Invece Z/(2) x Z/(3) ¢ isomorfo a Z/(6), dimostratelo!

Esercizi del Capitolo 1
Esercizio 1.1. Siano

X1:=1{0,2,4,6,8}, X,:={1,2,4,5,6}, Xs:=1{0,4,8}.
Determinate X; U X; e X; n X per ogni 1 <1< j < 3.

Esercizio 1.2. Sia Ny < N il sottoinsieme dei naturali strettamente positivi. Dimostrate che

U [_M7L_l] =(-1,1), ﬂ (_M LH) =[-1,1].

b
n n n n
neNy neNy

Esercizio 1.3. Siano X,Y insiemi. Dimostrate che
1. XuY =Y seesolose XY,
2. XnY =Y seesolose X DY.

Esercizio 1.4. Siano X,Y, Z insiemi. Dimostrate che
Xn(YuZ)=(XnY)u(Xn2Z).

Esercizio 1.5. Se X,Y sono insiemi X\Y ¢ linsieme i cui elementi sono gli x € X che non sono elementi di
Y. Dimostrate che

X\(YuZ)=(X\Y)n(X\2), X\Y nZ)=(X\Y)u (X\2).
(Formule di de Morgan.)

Se X & un insieme finito denoteremo con |X]| il numero degli elementi di X.
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Esercizio 1.6. Giustificate la notazione (1.2.3) dimostrando che se X e Y sono finiti allora
Y| =y

Sia X un insieme. Denotiamo P(X) U'insieme i cui elementi sono i sottoinsiemi di X, per esempio P({1,2}) =
{7,{1},{2},{1,2}}. Sia A c X un sottoinsieme. La funzione caratteristica di A &la xa: X — {0,1} (dovremmo
denotarla xa,x) definita da

1 sexeA
’ 1.10.7
xa(x) {0 sex ¢ A. ( )

Esercizio 1.7. Di ciascuna delle sequenti funzioni dire se é iniettiva/suriettiva/biunivoca.
z L oz z % N 0,1" x {0, 1}" {0, 1"
x = |l‘| T = |$| ({a”}7{bn}) = a01b07a17b17a27---

Esercizio 1.8. Determinate quali delle sequenti applicazioni & iniettiva/suriettiva, e determinate l'inversa di
quelle che sono invertibili.

1. a: Q - Q definita da ax) := x>,
2. B: [n] — [n + 1] definita da B(i) :== 1 + 1.
3. v: [n] — [n] definita da

4. 0: R — [2,+0) definita da 6(z) := e® + e~ .
5. ¢: R — R definita da e(x) := 2° + .
6. ¢: P(X) — P(X) definita da ((A) := A° := X\A.

Esercizio 1.9. Sia X un insieme. Dimostrate che la funzione

P(X) — {0,1}F
A — X A

e biunivoca. Dimostrate che se X é finito allora
PX)] =2
Esercizio 1.10. Sia f: R — R definita da f(x) := 2* + x + 3. Determinate im f.

Esercizio 1.11. Siano X,Y insiemi e f: X — Y un’applicazione. Siano A < X e B c Y. Verificate che

Ac fTHfA),  f(TH(B)) e B. (1.10.8)
Date esempi in cui le inclusioni di (1.10.8) sono strette, cioé¢ A+ f~'(f(A)) e f(f~Y(B)) + B.

Esercizio 1.12. Sia X un insieme, e siano f,g,h € XX, cioé f, g, h sono applicazioni da X a X. Assumiamo
che

fog=foh.
(a) Mostrate con opportuni esempi che si pud avere g + h.

(b) Dimostrate che se f & invertibile allora g = h.

Esercizio 1.13. Sia X un insieme, e sia f: X — X. Supponiamo che esistano m,n € N diversi tali che
fTIL — fﬂ,'

1. Supponiamo che f sia invertibile. Dimostrate che esiste a € Ny (cioé a ¢ un numero naturale positivo)
tale che
fo=1x. (1.10.9)

Sia ord(f) il minimo a € N4 tale che valga 'uguaglianza in (1.10.9) (ord(f) é l’ordine di f). Dimostrate
che sea€Z e f* =1x, allora a é un multiplo di ord(f).
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2. Date un esempio di f non invertibile per la quale non esiste a € Ny tale che valga l'uguaglianza in (1.10.9).
Esercizio 1.14. Sia X un insieme, e sia f: X — X invertibile. Definiamo la relazione Ry su X ponendo
TRy se esiste m € Z tale che x = f(y).
Dimostrate che Ry € una relazione di equivalenza.

Esercizio 1.15. Sia f: {0,1}* (ricordiamo che {0,1}* ¢ Uinsieme i cui elementi sono le applicazioni da 7 a
{0,1}) definita da
o S o
@ = m—p(m—1)
1. Dimostrate che f & invertibile, e descrivete l’inversa di f.

2. Sia Ry la relazione di equivalenza dell’Esercizio 1.14. Descrivete gli elementi ¢ € {0, 1Y% la cui classe di
R -equivalenza é finita.

Esercizio 1.16. Sia f: R — R definita da f(x) = x* — 6x 4+ 10. Descrivete
FU2,5),  f7H(0,1),  £7H([0,2]).
Esercizio 1.17. Dimostrate che N, Z e Q hanno la stessa cardinalita.

Esercizio 1.18. Sia X un insieme e f: X — P(X) un’applicazione. Dimostrate che f non é suriettiva.
(Suggerimento: dimostrate che A :={x e X |z ¢ f(x)} non é un elemento dell’immagine di f.)

Esercizio 1.19. Un insieme X é numerabile se N > X cioé se X é finito oppure ha la cardinalita di N.
Dimostrate che R non é numerabile.

Esercizio 1.20. Ridimostrate che vale la (1.4.1) osservando che
I+24+...4n)+(n+(n—-1)+...+1)=nn+1).
Esercizio 1.21. Dimostrate per induzione che
PP+22+...+0n° = én(n+1)(2n+1).
Esercizio 1.22. Dimostrate per induzione che
P4+22 4. 40° = inQ(nJrl)Q. (1.10.10)
Notate che per la (1.4.1) la formula (1.10.10) equivale alla formula
P22+ 40 =01+2+...+n)
Esercizio 1.23. Calcolate i sequenti numeri del campo Fs:
3.471 3°.272, 14+2+...49) 37"
Esercizio 1.24. Sia p un numero primo, e sia x© € Fp, un elemento diverso da 0. Dimostrate che
=1 (1.10.11)

sequendo i sequenti passi. (Ricordiamo che (1.10.11) significa che se a € Z non & multiplo di p, allora a?™* — 1
¢ un multiplo do p.)

(a) Dimostrate che esiste 1 < m < (p — 1) tale che
2™ =1 (1.10.12)

considerando gli elementsi x,z2,... zP~ L. (Se non esiste tale m, ”contando” vediamo che esistono 1 <
i1<j<(p-—1) tali che x* =2’ ...)

(b) Sia m il minimo 1 < m < (p — 1) tale che valga (1.10.12): dimostrate che m|(p — 1).
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(¢) Dal punto (b) deducete che vale (1.10.11).
Esercizio 1.25. Calcolate
(1 —3i)(5 + 2i), (1—4)", (B3+4)-(1+4)7", (141)"°
Esercizio 1.26. Calcolate le radici quadrate di 2i e di (1 + /3i).

Esercizio 1.27. Sia G un gruppo finito, cioé con un numero finito di elementi. Sia n := |G| la cardinalita di
G. Dimostrate che se x € G allora

" =1,
dove 1 & l'unita di G. (“Copiate” la dimostrazione dell’Esercizio 1.24.) Notate che da questo risultato si riottiene

il risultato dell’Esercizio 1.24 perche liniseme degli elementi non nulli di ', con operazione la moltiplicazione
é un gruppo di cardinalita (p —1).

Esercizio 1.28. Sia G un gruppo finito, e supponiamo che la cardinalita di G sia un numero primo p.
Dimostrate che G ¢é isomorfo al gruppo Z/(p) (con operazione la somma). (Usate ’Esercizio 1.27.)
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Capitolo 2

Spazi vettoriali

2.1 Gl archetipi e la definizione

Siano K un campo e X = (z1,...,,%,), Y = (y1,.-+,,Yn) elementi di K": definiamo la somma X +Y
come l'elemento di K™ dato da

X+Y:=(x1+y1, T2+ Y2, Tn + Yn)- (2.1.1)

Quindi abbiamo un’operazione
K? x K* —> K™

(XY) & Xiv (2.1.2)

Si definisce anche la moltiplicazione

KxK' —s K™

ANX) = AX =z, Az, ., Axy) (2.1.3)

Si usa chiamare A uno scalare e quella definita € la moltiplicazione per scalari. Uno spazio vettoriale
un insieme V, fornito di due operazioni, la somma V' x V' — V, e il prodotto per scalari K x V — V,
che hanno caratteristiche simili a quelle della somma e prodotto per scalari di K”.

Definizione 2.1.1. Sia K un campo. Uno spazio vettoriale su K ¢ un insieme V provvisto di due
operazioni, la “somma”
VxV — v

(’Ul, 1}2) — U1 + V2

(2.1.4)

e la “moltiplicazione per scalare”
KxV — V
o) o A (2.1.5)
tali che valgano le seguenti proprieta:
1. Esiste 0 € V tale che 0+ v = v per ogni v e V.

2. Dato v € V esiste w € V tale che v + w = 0, dove 0 & come al punto 1.

3. Se u,v,we V,allora (u+v) +w=u+ (v+w).
4. Sev,we V, allorav+w=w + v.
5. lv = v per ogniv eV,

6. (A+ p)v =M+ pv per ogni v e Ve A\, u € K (proprieta distributiva del prodotto),

7. AMv +w) = A+ Aw per ogni v,w e V e A € K (proprieta distributiva della somma),
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8. (Au)v = A(uv) per ognive Ve A puek.
Gli elementi di uno spazio vettoriale si chiamano vettori, gli elementi del campo K gli scalari.

Osservazione 2.1.2. Sia V uno spazio vettoriale sul campo K. Si denota con lo stesso simbolo 0 sia
l’elemento neutro del campo K, sia un elemento (vedremo che & unico) dello spazio vettoriale per cui
valgano (1) e (2) della Definizione 2.1.1: attenzione a non fare confusione!

Esempio 2.1.3. Sia V = K". Si verifica facilmente che le operazioni di somma e moltiplicazione per
scalari definite da (2.1.2) e (2.1.3) rispettivamente godono delle proprieta della Definizione 2.1.1, con
elemento neutro 0 := (0,0,...,0). Quindi K" provvisto delle operazioni appena definite & uno spazio
vettoriale su K.

Osservazione 2.1.4. Valgono le proprieta da 1 a 4 della Definizione 2.1.1 se e solo se V' provvisto della
somma € un gruppo abeliano.

Terminologia 2.1.5. Si dice informalmente che un insieme V' é uno spazio vettoriale sottintendendo
che sono definite operazioni di somma e moltiplicazione per scalare che godono delle proprieta elencate
nella Definizione 2.1.1. Gli elementi di V' si dicono vettors.

Terminologia 2.1.6. Uno spazio vettoriale reale € uno spazio vettoriale su R, uno spazio vettoriale
complesso € uno spazio vettoriale su C.

Esempio 2.1.7. Sia E? il piano della geometria euclidea (studiato a scuola). Siano A + B e E%:
denoteremo con AB l'unica retta contenente A e B. Ricordiamo che due rette sono parallele se hanno
intersezione vuota oppure coincidono: se A, B,C, D € E? il simbolo AB||CD significa che 0 A + B,
C # D e le rette AB, C'D sono parallele oppure A =B o C =D (A= B e C =D ammesso).

Un segmento orientato in E? & una coppia ordinata (A, B) di punti di E?: lo indichiamo con AB -
lestremo iniziale & A, quello finale & B (quindi AB = CD se e solo se A = C e B = D). I segmenti
orientati AB e CD di E2? sono equipollenti se AB||CD e AC||BD. Si verifica che la relazione di
equipollenza ¢ di equivalenza (esercizio); la denotiamo ~.

Un wvettore geometrico (nel piano) & una classe di equipollenza di segmenti orientati: quindi il
quoziente

V(E?) := (E? x E?)/~ (2.1.6)

¢ linsieme dei vettori geometrici. La classe di equipollenza di AB si denota AB. Notiamo che dato
P e E? e un vettore geometrico v esiste uno e un solo @ € E? tale che m = .

Si da all’insieme V(E?) la struttura di spazio vettoriale nel seguente modo. Prima definiamo la
somma di segmenti orientati AB e BC (cio¢ tali che I’estremo finale del primo & I'estremo iniziale del
secondo) come il segmenti orientato AC; quindi AB + BC := AC. Ora siano v,w € V(E?) due classi
di equipollenza di segmenti orientati. Sia AB un segmento orientato che rappresenta v e sia C' € E2
I'unico punto tale che BC' rappresenti w: quindi ha senso AB + BC = AC. Si dimostra che se abbiamo
punti A’, B, C" € E? tali che AB =veBC =wallora /B + B'C' = A'C' & equipollente ad AC cioe
AC = AC. Quindi possiamo definire la somma v+ w come la classe di equipollenza di AB+ BC = AC"
questo definisce la somma di vettori geometrici

V(E?) x V(E2) —> V(E?)
AB + BC —  AC

La moltiplicazione per scalari si definisce in modo simile. Sia v € V(E?). Supponiamo che \ € R sia
non-negativo. Sia AB un segmento orientato tale che AB = v. Sia r una semiretta con estremo A e
contenente B. Sia C' € r il punto tale che la distanza da A a C sia la distanza da A a B moltiplicata
per A: si dimostra che la classe di equipollenza di AC non dipende dalla scelta del rappresentante di
v e quindi possiamo definire Av come la classe di equipollenza di AC. Per definire Av quando A < 0
definiamo 1’opposto di un vettore geometrico v cosi: sia AB un rappresentante di v, allora la classe di
equipollenza di BA non dipende dalla scelta del rappresentante e quindi ha senso definire —v := BA.
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Dato v € V(E?) e A € R negativo definiamo \v := (—\)v - questo ha senso perche siccome —\ > 0 il
vettore (—\)v & stato definito in precedenza. Ora definiamo il vettore nullo 0 € V(E?) come la classe di
equipollenza di AA.

Si verifica che V(IE?) con le operazioni appena definite & uno spazio vettoriale reale.

Esempio 2.1.8. Siccome R ¢ un sottocampo di C possiamo dare a C la struttura di spazio vettoriale su
R.

Esempio 2.1.9. Sia K un campo. Sull’insieme dei polinomi K[x] sono definite le operazioni di somma e
prodotto di polinomi. Siccome K < K[z] (i polinomi “costanti”), possiamo definire un prodotto scalare
K x K[z] — K[z]. Con queste operazioni K[z] ¢ un K-spazio vettoriale.

Esempio 2.1.10. Siano K un campo e X un insieme. Possiamo dotare l'insieme K¥X delle funzioni
f: X — K della struttura di un K-spazio vettoriale definendo la somma di funzioni punto per punto e
analogamente il prodotto per uno scalare:

(f +9)(x) = f(@) +9(z),  (AN)(x) = Af(2).

L’elemento neutro € la funzione identicamente nulla.

Osservazione 2.1.11. Scegliamo una unitd di misura nel piano euclideo E2. Allora, dato un vettore
v nel piano euclideo V(E?), ha senso considerare la lunghezza di un qualsiasi rappresentante AB di
v, e siccome tale lunghezza € indipendente dal rappresentante, ha senso parlare di lunghezza di v: si
chiama la norma di v e si denota ||v||. Di pilt: possiamo definire il prodotto scalare (v, w) di due vettori
v,w € V(E?), procedendo come fatto a scuola. Analogamente si pud definire un prodotto scalare tra
vettori di R™. Nella definizione di spazio vettoriale, dimentichiamo tutte queste strutture, benche siano
interessanti. Il punto e che per ora concentriamo la nostra attenzione su quello che si puo dedurre dal
solo fatto che siano definite le operazioni di somma di vettori e prodotto per uno scalare. In questo
modo si dimostrano risultati che valgono in moltissimi contesti diversi. Piu in la vedremo il prodotto
scalare come una struttura aggiuntiva che uno spazio vettoriale puo avere, e dimostreremo risultati sui
prodotti scalari (e anche altre strutture aggiuntive). Questo modo di procedere non ¢ naturale, ma
economico e redditizio.

2.2 Prime proprieta
Proposizione 2.2.1. Sia V uno spazio vettoriale su un campo K.
1. Esiste un unico elemento neutro, cioé se 01,09 € V' sono tali che
0 +v=mu, O +tv=v YveV (2.2.1)
allora 07 = 05.
2. Dato v eV esiste un unico w €V tale che v+ w = 0.
3. 0v =0 (lo 07 a sinistra ¢ l’elemento neutro di K,

Dimostrazione. La dimostrazione e del tutto simile alla dimostrazione dell’unicita dell’elemnto neutro
di un anello, e dell’opposto di un elemento di un anello. Ripetiamola velocemente. Abbiamo

01 = 0y + 0y = 01, (2.2.2)

e questo dimostra (1). Per dimostrare (2) supponiamo che v + wy = 0 e v + wy = 0. Abbiamo
wy =w; +0=w; + v+ ws) = (w; +v) +wy =0+ ws = wy, (2.2.3)
e questo dimostra (2). ]
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Terminologia 2.2.2. Per la Proposizione 2.2.1 ha senso parlare dell’elemento neutro di 0 € V| e, dato
v €V, dell’unico w € V tale che v + w = 0, che sara denotato —v (& ’opposto di v).

Proposizione 2.2.3. Sia V uno spazio vettoriale su un campo K. Allora
(a) 0v =0 per ognive 'V,
(b) A0 =0 per ogni e K,
(¢) (—)v+v=0perogniveV.

Dimostrazione. (a): Siha Ov = (04 0)v = Ov + Ov e aggiungendo l'opposto di Ov a entrambi i membri
otteniamo che 0 = Ov. (b): la dimostrazione di & del tutto simile. (c¢): (—=1)v+v = (=1)v + lv =
(=14 1)v =0v =0 da che (=1)v + v = 0. Quindi (—1)v = —v. O

2.3 Sottospazi

Definizione 2.3.1. Sia V' uno spazio vettoriale su K. Un sottoinsieme W di V' & un sottospazio di V
se € non vuoto e valgono le seguenti proprieta:

(a) dati v1,vy € W, la somma (v; + vg) & in W,
(b) dati ve W e A €K, il prodotto scalare Av & in W.

Osservazione 2.3.2. Sia V uno spazio vettoriale su un campo K, e sia W < V un sottospazio. Allora

0e W e, se we W, 'opposto —w & un elemento di W. Infatti, siccome W non & vuoto, esiste w; € W,

quindi Ow; € W per (b) della Definizione 2.3.1, ma Ow; = 0 per la Proposizione 2.2.3. Questo dimostra

che 0 € W. Siccome I'opposto —w & uguale a (—1)w, & un elemento di W per (b) della Definizione 2.3.1.
La somma di V e il prodotto per scalare di V' definiscono operazioni

WxW — w KxW — w

(wlaw2) = W1+ W ()\7w) — W (231)

Con queste operazioni W € uno spazio vettoriale su K, con elemento neutro I’elemento neutro di V.

Esempio 2.3.3. Siano K un campo e aq,...,a, € K. Siano
U = {(z1,.-..,20) € K" |a121 + ... + apz, = 0}, (2.3.2)
W o= {(z1,...,2n) €K" |a1z1 + ... + apz, = 1}. (2.3.3

Verifichiamo che U & un sottospazio di K™ e che W non lo &. Innanzitutto U non & vuoto perche
(0,...,0) e U. Se X = (z1,...,2) e Y = (y1,...,yn) sono vettori di U, allora X +Y = (z; +
Yiye s Tn + Yn), €

ar(z1 +y1)+ ...+ an(zp +y2) =121+ ...+ apxy +a1y1 + ...+ apy, =0+ 0=0.
Questo dimostra che vale (a) della Definizione 2.3.1. Inoltre, se A € K allora
ar(Az1) + ...+ an(Azy) = Marzg + ...+ apxy) = A-0 =0,

e questo dimostra che vale (b) della Definizione 2.3.1.
Per dimostrare che W non & un sottospazio di K", osserviamo che 0 = (0,...,0) non & un elemento
di W, e quindi W non & un sottospazio di K™ per I’Osservazione 2.3.2.

Esempio 2.3.4. L’insieme dei polinomi R[xz], identificato con I'insieme delle funzioni polinomiali da R
a R, & un sottospazio dello spazio vettoriale delle funzioni da R a R con addizione e moltiplicazione per
scalari puntuali.
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Esempio 2.3.5. Siano K un campo, e d € N. Sia K[z]<q4 < K[z] definito da
Klz]<a := {ao + a1z + ... + agz? | ag, a1, .. .,aq € K}. (2.3.4)

K[z]<q € un sottospazio vettoriale di K[z].

Esempio 2.3.6. 1 sottospazi W < V(E?) sono i seguenti:
O W ={o},

(IT) il sottospazio W,. dei vettori PQ paralleli a una retta fissata r, dove PQ parallelo a r significa che
P = @ oppure chee P + @ & la retta per P e @Q & parallela a r,

(ITT) W = V(E2).

Infatti sia W < V(E?) un sottospazio. Sappiamo che 0 € W per I’Osservazione 2.3.2. Se 0 & 1'unico
elemento di W, allora vale (I). Ora supponiamo che esista 0 + v € W. Quindi v = opP per opportuni
O, P € E2. Sia r la retta per O e P. Allora W contiene il sottospazio W, dei vettori paralleli a r. Se
W = W, allora vale (II). Infine supponiamo che W 2 W,.. Sia w € (W\W,.). Esiste (un unico) Q € E?
tale che w = O.Q) La retta s per O e Q non ¢ parallela a r perche O non ¢ in W,.. Dimostriamo
che W = V(E2). Sia u € V(E2), e sia R € E2 I'unico punto tale che v = OR. Siano 7’/ la retta per R
parallela a r e s’ la retta per R parallela a s. Quindi 7’ non & parallela a s, e analogamente s’ non &
parallela a r. Quindi I'intersezione r’ N s consiste di un singolo punto @', e I'intersezione s’ N r consiste
di un singolo punto P’. Si ha

u=0R=O0P +0Q,
e siccome esistono A, p € R tali che OP' = Av e OQ" = pw segue che u e W.

Proposizione 2.3.7. Sia V uno spazio vettoriale su KK e W; per i € I (I é un insieme di indici) una
famiglia di sottospazi vettoriali di V. L’intersezione (\;c; Wi € un sottospazio vettoriale di V.

Dimostrazione. Siccome 0 € W; per ogni i € I abbiamo che 0 € (),.; W; e quindi (),.; W; non & vuoto.
Siano v1,vs € ﬂie[ W; cioé vi,v9 € W, per ogni ¢ € I, e sia A € K. Siccome W, & un sottospazio
vettoriale di V' abbiamo che (vq + v2) € W; e Avy € W per ogni ¢ € I e quindi (v1 + v2) € [);e; Wi €
)\1}1 € ﬂie[ Wl ]

Esempio 2.3.8. Applichiamo la Proposizione 2.3.7 all’insieme delle soluzioni di un sistema di equazioni
lineari omogenee cioé 'insieme degli (21,2, ..., 2,) € K" tali che

a111 + a12T9 + ...+ a1pTn =
(211 + Q22T + ...+ Q2pnThn =

(2.3.5)

I
coooooo

Am1T1 + Q2T + ... + ATy =
Siccome le soluzioni di una singola equazione
a;121 + Gi2xo + ... + AinxTn, =0

€ un sottospazio vettoriale di K™ I'insieme delle soluzioni di m equazioni e 'intersezione di m sottospazi
vettoriali di K”; per la Proposizione 2.3.7 ¢ un sottospazio vettoriale di K™.
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2.4 Combinazioni lineari

Definizione 2.4.1. Sia V uno spazio vettoriale su K. Siano vy,vs,...,v, € V. Un vettore v e V ¢
combinazione lineare di vy,...,v, se esistono A1, Ag,..., A, € K tali che
V= ANv1 + AU + ...+ A\Un. (2.4.1)

E conveniente ammettere che n possa essere 0 cioe la collezione di vettori sia vuota: dichiariamo che
solo 0 & combinazione lineare di una collezione vuota di vettori.

Esempio 2.4.2. Sia K un campo, e siano ey, es, ..., e, € K" definiti da
e; :=(1,0,...,0), eo:=(0,1,0,...,0),...,e, :=(0,0,...,1). (2.4.2)
Ogni v € K" & combinazione lineare di ey, ..., e,. Infatti
(T1,29,...,2y) = T1€1 : +T2€2 : +... + Tpey. (2.4.3)

Esempio 2.4.3. Sia K un campo, e sia v = (1,1,1) € K®. Allora v non & combinazione lineare di ey, eo
(definiti come nell’Esempio 2.4.2). Infatti ogni combinazione lineare di e, s ha I'ultima entrata uguale
a 0.

Lemma 2.4.4. Siano K un campo e V uno spazio vettoriale su K. Un sottoinsieme W < V ¢ un
sottospazio se e solo se contiene le combinazioni lineari di qualsiast lista di suoi vettori.

Dimostrazione. Supponiamo che W < V sia un sottospazio. Siano v1,v2,...,0, €V e A1, Ag,..., Ay €
K. Per (b) della Definizione 2.3.1 si ha che A\jv; € in W per i € {1,...,n}, e quindi \yv; +Aqve+.. .+ A0,
¢ in W per (a) della Definizione 2.3.1. Ora supponiamo che W < V sia un sottoinsieme tale che le
combinazioni lineari di qualsiasi sua lista di vettori siano in W. Siccome 0 & combinazione lineare
della lista vuota che e una lista di vettori in W, segue che 0 € W e quindi W non e vuoto. Se
vy,vg € Wallora (1-v1 +1-vy) € W, cioe vale (a) della Definizione 2.3.1 e, analogamente, vale (b) della
Definizione 2.3.1. O

Proposizione 2.4.5. Sia V uno spazio vettoriale su K e S < V un sottoinsieme. Poniamo
{8y = {\v1 + davg + ...+ Aoy | V1,09, 0 €S, AL, Ag, .., Ay €KL (2.4.4)
Allora
1. {S) ¢é un sottospazio vettoriale di V' che contiene S, e
2. se W & un sottospazio vettoriale di V' che contiene S allora (S) c W.
(Informalmente (S ¢é il piu piccolo sottospazio vettoriale di V' che contiene S).

Dimostrazione. Siccome 0 € (S) (vedi I'ultima frase della Definizione 2.4.1) {(S) non & vuoto. Se
a,b e (S, ciod

m n
a = Z)\ﬂ}i, b= Zujwj, vi,ijS, Ahﬂj eK
i=1 j=1

allora a +b = D" \jv; + Z?Zl piw;, e quindi (a + b) € (S). Inoltre, se # € K abbiamo che fa =
D1 (OXi)vi, e quindi fa € (S). Questo dimostra che (S) & un sottospazio vettoriale di V. Se v € S,
allora v = 1- v, e quindi v € {S). Questo dimostra che vale (1).

Se W < V & un sottospazio che contiene S, allora {S) & contenuto in W per il Lemma 2.4.4, quindi
vale (2). O
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Terminologia 2.4.6. Sia V uno spazio vettoriale sul campo K. Sia S < V un sottoinsieme. Il
sottospazio (S) della Proposizione 2.4.5 ¢ il sottospazio vettoriale generato da S, e si denota anche
Span(S). Se vy, ...,v, € V omettiamo le parentesi graffe:

vy .oy opy = {ur, ..., o}y = Span(vy, ..., vp).

Definizione 2.4.7. Sia V uno spazio vettoriale e U, W < V sottospazi. La somma U + W ¢ il
sottospazio di V' definito da

U+W:=UuW)={u+wl|uel, weW} (2.4.5)
(Notate che in generale I'unione U U W non & un sottospazio.)

Definizione 2.4.8. Uno spazio vettoriale su un campo K e finitamente generato se € generato da un
insieme finito. Un sottospazio di uno spazio vettoriale su un campo K & finitamente generato se ¢
finitamente generato come spazio vettoriale su K (vedi I’'Osservazione 2.3.2).

Esempio 2.4.9. Sia K un campo. Lo spazio vettoriale K™ & finitamente generato su K perche e generato
dai vettori ey, es, ..., e, (vedi 'Osservazione 2.4.2).

Esempio 2.4.10. Sia K un campo. Allora lo spazio vettoriale (su K) K[z] non ¢ finitamente generato.
Infatti, siano f1,..., fm € K|[z], e dimostriamo che {f1,..., fm) + K[z]. Possiamo assumere che
i polinomi fi,..., f;, siano tutti non nulli perche il sottospazio generato non cambia se scartiamo
eventuali polinomi nulli. Ogni f € {f1,..., fm, non nullo ha grado al pitt uguale al massimo dei gradi
degli f; e quindi {fi,..., fim) non & tutto K[z] perche esistono polinomi di grado arbitrariamente alto.

Esempio 2.4.11. Sia K un campo. Allora K[z]<4 ¢ un sottospazio finitamente generato di K[z], perche
& generato da {1, x,...,z%}.

Proposizione 2.4.12. Sia V uno spazio vettoriale su K finitamente generato. Ogni sottospazio vetto-
riale di V' é finitamente generato su K.

Dimostrazione. Sia P, I'affermazione: Se V' ha n generatori e W < V' é un sottospazio vettoriale allora
W é generato da un insieme con al pit n elementi.

Dimostriamo per induzione che P, & vera per ogni n € N. Se V ha 0 generatori allora V' = {0} (per
convenzione il sottospazio generato dall’insieme vuoto & {0}) e quindi {0} & l'unico sottospazio di V:
segue che Py e vera. Se non vi piace il caso n = 0 potete verificare che vale P;: in questo caso esiste
v eV tale che V = (v). Se W = {0} allora W & generato da un insieme con 0 elementi, se W % {0}
esiste av € W dove a # 0, quindi v = a~!(av) € W e percio W =V = (v) e quindi W & generato
dall’insieme {v} che un elemento.

Ora dimostriamo il passo induttivo cioé supponiamo che valga P, e dimostriamo che vale P, 1.
Siano vy, ..., Un41 generatori di V cioe V = (v1,...,vn41). Sia

U:={vi,...,0pn)

L’intersezione W n U & un sottospazio vettoriale di V' per la Proposizione 2.3.7 e quindi & un sottospazio
vettoriale di U. Siccome U & generato da n vettori e siccome per ipotesi induttiva vale P, segue che
esistono wy, ..., wy € WU con k <netaliche WnU = (wy,...,wgy. Se WcUalloraWnU=W
e abbiamo fatto. Rimane da esaminare il caso in cui W ¢ U. Dunque esiste w € (W\U). Per ipotesi
esistono aq,...,a,+1 € K tali che

w = a1v; + a2V + ...+ Ap41Vp+1,
e siccome w ¢ U abbiamo che a,41 # 0. Anche il vettore w := a;ilzﬁ appartiene a W, e abbiamo
W = b1vy + bovs + ... + byv, + Upy1-
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Dimostriamo che

W = (wy,wa, ..., wg, ). (2.4.6)
Sia w € W. Per ipotesi esistono z1,...,z,+1 € K tali che w = xqv1 + 2ov2 + ... + Tpy1vpy1. 1l vettore
w — (Z?n_;,_lﬁ = (IL’l — b1$n+1)1}1 + (1’2 — b2$n+1)’02 e (l’n — bner—l)Un (247)

ein W n U. Infatti & in W perche & combinazione lineare dei vettori w e w, che appartengono al

sottospazio W, e 'espressione a destra di (2.4.7) dimostra che ¢ in U. Quindi esistono Aq,..., \; € K
tali che

W— Tpa1W = AMW1 + Agws + ... + ... AgWk.
Aggiungendo x,,1w a entrambi i mebri vediamo che w & una combinazione lineare di wy, ..., wy, W.
Questo dimostra che vale (2.4.6). Siccome k < n, abbiamo dimostrato che W & generato da un insieme
con al piu n + 1 elementi. O

Esempio 2.4.13. Sia K un campo. Ogni sottospazio di K" ¢ finitamente generato perche K™ ¢ finitamente
generato.

2.5 Dipendenza/indipendenza lineare

La seguente € una definizione fondamentale.

Definizione 2.5.1. Sia V uno spazio vettoriale su K. Una relazione lineare tra vy,...,v, € V ¢ una
uguaglianza

A1 + Aovg + ...+ Ayu, = 0, (251)
dove A1, g, ..., A\, € K. La relazione lineare (2.5.1) & non banale se A1, Aa, ..., A, non sono tutti nulli.

Se V & uno spazio vettoriale su K, una lista di vettori in V' & un’applicazione f: I — V, dove
I & un insieme. In generale denotiamo il vettore f(i) che corrisponde a ¢ € I con v;, e la lista con
{vi}ier. (Pensiamo agli elementi di I come “indici”.) Se I = {1,...,n}, denotiamo una lista I — V con
Viy.-.yUn.

Definizione 2.5.2. Sia V uno spazio vettoriale su K, e sia {v;};e; una lista di vettori in V. I vettori
di {v;}ier sono linearmente dipendenti se esistono indici distinti i1,...,i, € I con la proprieta che
esiste una relazione lineare non banale tra v;,,...,v; € V. I vettori della lista {v;};er sono linearmente
indipendenti in caso contrario (cioe se non sono lineamente dipendenti).

Esplicitiamo la definizione di vettori linearmente dipendenti/indipendenti nel caso di una lista finita
v1,...,U,. 1 vettori sono linearmente dipendenti se esiste una relazione lineare non banale tra vy, ..., vy,
e invece sono indipendenti se

AU+ Agvg + ...+ A, =0
vale soloper 0 = Ay = Ao = ... = A,.

Esempio 2.5.3. 1 vettori eq,...,e, € K" definiti da (2.4.2) sono linearmente indipendenti, i vettori
v1 = (2,2), v = (3,3) di R? sono linearmente dipendenti perche 3v; — 2vy = 0.

Esempio 2.5.4. Nello spazio vettoriale K[z] i vettori 1,z,22,...,2", ..., ciod i vettori della lista {2%}ex
sono lineamente indipendenti.

Esempio 2.5.5. Siano vy,vo € K? dati da v1 = (a,b) e va = (c,d). Allora vy, vy sono linearmente
dipendenti se e solo se (ad — bc) = 0. Infatti supponiamo che

T1v1 + x2v2 =0

cioe
axry + cxo =0, bx1 + dzo = 0. (2.5.2)
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Moltiplicando la prima equazione per b e aggiungendogli la seconda equazione moltiplicata per —a
otteniamo che

(bc — ad)zy = 0. (2.5.3)
D’altra parte moltiplicando la prima equazione di (2.5.2) per d e aggiungendogli la seconda equazione
moltiplicata per —c otteniamo che

(ad — bc)zy = 0. (2.5.4)
Segue che se v1,v2 sono linearmente dipendenti allora (ad — bc) = 0: infatti esiste una soluzione non
banale (x1,z2) di (2.5.2) e per (2.5.3) e (2.5.4) segue che (ad — be) = 0. Ora dimostriamo che se
(ad — be) = 0 allora vy, ve sono linearmente dipendenti. Se 0 = a = b = ¢ = d cioe (0,0) = v1 = v9
non c’¢ nulla da dire (abbiamo per esempio che 1-v; + 0 v = 0). Quindi possiamo supporre che
(a,c¢) £ (0,0) o (b,d) & (0,0). Nel primo caso una soluzione non banale di (2.5.2) ¢ data da =1 = ¢,
Z9 = —a, nel secondo caso una soluzione non banale di (2.5.2) ¢ data da z7 = d, x2 = —b.

Definizione 2.5.6. Una matrice 2 x 2 con entrate in un campo K & una collezione ordinata M di 4
elementi di K, diciamo a, b, ¢, d. Scriviamo la matrice cosi:

w2

Le righe di M sono (a,b) e (¢, d) rispettivamente, le sue colonne sono (a,c) e (b, d) rispettivamente. Il
determinante di M ¢ il numero
det M := (ad — bc). (2.5.5)

Osservazione 2.5.7. L’esempio 2.5.5 da un caso in cui e utile disporre della nozione di matrice 2 x 2
e suo determinante: infatti abbiamo visto che i vettori v, v, € K? sono linearmente dipendenti se e
solo se € nullo il determinante della matrice 2 x 2 che ha come righe (o colonne) i vettori v; e vy. Nel
Capitolo 3 considereremo matrici di ordine qualsiasi, e nel Capitolo 5 definiremo il determinante di
matrici quadrate di ordine arbitrario.

Osservazione 2.5.8. Nella definizione di vettori linearmente dipendenti, i vettori vy, ..., v, sono una
lista di vettori, cioe un’applicazione da {1,2,...,n} — V, e non un insieme. Quindi pud accadere che
v; = v; per ¢ # j, e in tal caso i vettori vq,...,v, sono linearmente dipendenti.

Proposizione 2.5.9. Sia V uno spazio vettoriale su K. I vettori vi,...,v, € V sono linearmente
dipendenti se e solo se esiste 1 < 1 < n tale che v; é nel sottospazio generato dai restanti vettori, cioé

V; E<1)1,’U2,...,’1)1'71,’[]7;+1,...71)n>. (256)

Dimostrazione. Supponiamo che vy, ..., v, siano linearmente dipendenti cioé esistono Aq,..., A, € K
non tutti nulli tali che valga (2.5.1). Quindi esiste 1 < i < n tale che \; # 0. Moltiplicando entrambi i
membri di (2.5.1) per \; * otteniamo che

)\;1/\1’1}1 + ...+ )\;1)\1‘,1%,1 +v; + >\;1)\i+lvi+1 + ...+ A;l)\nvn =0 (257)

e dunque
v = —/\;1)\1’01 — ... )\;1)\1'_1’01'_1 - )\;1)\1‘_;,_1’()1'4,_1 — ... )\;1)\7{0”. (258)
Questo dimostra che v; € (v, va,...,V;—1,Vi11,...,Vsy. Ora supponiamo che valga (2.5.6) cioe esistono
A1yeeey i1, Git1s - - -, 0n € K tali che v; = aqvy + agva + ... + @;_1V;—1 + Qj11Vi41 + - . - + a,v,: allora
abbiamo che
a1v1 + ags + ...+ a1V, — U + Qj41Vi41 + .- -+ AU, =0 (2.5.9)

e quindi vy, vs, ..., v, sono linearmente dipendenti. O

Osservazione 2.5.10. L’affermazione “i vettori vy, ..., v, sono linearmente dipendenti” ¢ un’affermazio-
ne sulla lista di vettori vy, ..., v,, non si afferma che ciascun vettore della lista vy, ..., v, ha la proprieta
di essere “linearmente indipendente”. Questa € un’osservazione banale, ma esiste il pericolo di frain-
tendimento perche a rigore bisognerebbe affermare che “la lista vy, ..., v, € linearmente dipendente”.
Ovviamente, analoghe considerazione valgono per l'affermazione “i vettori vy, ..., v, sono linearmente
indipendenti”.
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2.6 Basi

La seguente ¢ una definizione fondamentale.

Definizione 2.6.1. Sia V uno spazio vettoriale su K. Una lista {v; };c; di vettori di V' & una base di V
se 1 vettori della lista sono linearmente indipendenti e V' € generato dai vettori della lista.

Esempio 2.6.2. 1 vettori eq,...,e, € K" definiti da (2.4.2) formano una base di K": questa ¢ la base
standard di K™.

Esempio 2.6.3. Una base dello spazio vettoriale K[x] & data dalla lista {x%}ex.
Proposizione 2.6.4. Sia V uno spazio vettoriale su K generato dai vettori vy,...,v,. Allora esiste

una base di V ottenuta eliminando alcuni dei v;, cioé esistono 1 < i1 < iy < ... < iy, < n tali che
{Viy, Vig, ..., vi, } sia una base di V.

Dimostrazione. Esiste un sottoinsieme minimale {i1,...,im} < {1,...,n} tale che i vettori V =
Span(v;,, ..., v;, ) siano linearmente indipendenti, dove minimale significa che per ogni

i€ {it, ... im} (2.6.1)

i vettori indicizzati da {ii,...,%m,}\{¢} non generano V. Dimostriamo che {v;,,...,v; } & una base di
V. Per semplificare la notazione assumiamo che i1 = 1,...,4,, = m (& lecito assumerlo, basta riordinare
gli indici). Siccome vy, ...,v,, generano V per definizione, rimane da dimostrare che vy, ..., v,, sono
linearmente indipendenti. Supponiamo il contrario, cioe che esista una relazione di dipendenza lineare

AU+ .o+ A = 0.

Per la Proposizione 2.5.9 esistono ¢ € {1,...,m} € fi1, ..., fi—1, flit1,-- -, fm € K tali che

V; = U1U1 + ..o+ Yi—1Vi—1 + Uip1Vie1 o0+ Uy (262)
Segue da questo che V' & generato da vy,...,v;—1,0i4+1,--.,0n. Infatti sia v € V; siccome vy,..., v,
generano V, esistono 61,...,6;,...,0,, € K tali che

v=~01v1 +...+0;v; + 0,0

Sostituendo v; con la sua espressione come combinazione lineare di v1, . .., Vi—1,Vit1, ..., Uy (vedi (2.6.2)),
otteniamo che v & combinazione lineare di vi,...,v;_1,Vj41,.-.,Um. Abbiamo dimostrato che se
V1,...,Um sono linearmente dipendenti allora V' & generato da vy, ...,v;_1,0;11,-..,Umn. Siccome questo
contraddice la minimalita di vy, ..., v, segue che vy, ..., v, sono linearmente indipendenti. O

Dalla Proposizione 2.6.4 segue subito il seguente corollario.
Corollario 2.6.5. Uno spazio vettoriale finitamente generato ha una base.

Il seguente risultato e 'analogo della Proposizione 2.6.4 ottenuto sostituendo “sistema di generatori”
con “lista di vettori linearmente indipendenti”.

Proposizione 2.6.6. Sia V uno spazio vettoriale su K finitamente generato. Siano vi,...,v, € V
linearmente indipendenti: esistono Vmi1,...,Vmiq € V tali che {v1,...,Um, Umi1,...,Umiq} Sia una
base di V. (Il caso g = 0 & ammesso: significa che {v1,...,vm} & una base di V.)

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ analoga a quella della Proposizione 2.6.4. Siccome V & finitamente

generato esistono uy,...,u; € V tali che V sia generato da vy, ...,Um,u1,...,u;. Siccome vy, ..., Uy, €
V' sono linearmente indipendenti esiste un sottoinsieme massimale {ji,...,j4} < {1,...,1} tale che
V1, .-y Um, Uy, - - -, Uj, SONO linearmente indipendenti, cio¢ tale che per ogni

Jgef{l, .. N\, -5 dq) (2.6.3)
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i vettori vy, ..., Um,uj,,. .., u;,,u; sono linearmente dipendenti. Dimostriamo che
{v1, . Uy gy, g, ) (2.6.4)

¢ una base di V. Basta dimostrare che V' & generato dai vettori di (2.6.4). Sia j tale che valga (2.6.3);
per ipotesi esiste una relazione lineare non banale

QU1 + . QU + Brug, + .+ Bguy, + yuy = 0. (2.6.5)

Se fosse v = 0, allora 0 = a3 = ... = a,, = B = ... = [, perche vi,...,V;m,Uj;, ..., Uj, SONO
linearmente indipendenti, ma questa ¢ una contraddizione perche (2.6.5) ¢ una relazione non banale.
Quindi v # 0; moltiplicando (2.6.5) per y~! vediamo che u; & nel sottospazio (v, ..., vm, uj,, ..., uj,).
Questo vale per ogni j tale che valga (2.6.3); siccome V & generato da v1,..., vy, u1,...,u segue che
V=1, Uy Uy, UG ) O

Siano vi,...,vm € Ve B:={v1,...,Vm, Umt1;- -, Um+tq} come nell’enunciato della 2.6.6: si dice che
V1,...,Um €V si estende alla base B di V. Quindi la proposizione afferma che in uno spazio vettoriale
finitamente generato ogni lista di vettori linearmente indipendenti si estende a una base.

Dati vq,...,v, € V definiamo 'applicazione

K* L 4 (2.6.6)
(T1,.. ., Tn) —> T101 + ToUs + ... + TpUy
Proposizione 2.6.7. Sia V uno spazio vettoriale su K e vy,...,v, € V.
(a) v1,...,v, generano V se e solo se l'applicazione f in (2.6.6) é suriettiva, e
(b) v1,...,v, sono linearmente indipendenti se e solo se Uapplicazione f in (2.6.6) ¢é iniettiva.

Dimostrazione. (a) vale per definizione. Dimostriamo che vale (b). Supponiamo che f(x1,22,...,2,) =
F(Wi,y2,.. ., yn), ciod

T1U1 + TV + ... + TpUp = Y101 + Y2U2 + ... + YnUp.
Aggiungendo 'opposto del membro di destra a entrambi i membri troviamo che
(1 —y1)vr + (2 —y2)va + ... + (Tn — Yn)vn =0,
Siccome v, ..., v, sono linearmente indipendenti segue che z; = y; per ogni 3. O

Corollario 2.6.8. Sia V uno spazio vettoriale su K e vy,...,v, € V. Allora {vy,...,v,} ¢ una base di
V' se e solo se Uapplicazione [ in (2.6.6) & biunivoca.

Sia B := {v1,...,v,} una base di V, e sia f data da (2.6.6): per il Corollario 2.6.8 la f & biunivoca
e quindi ¢ definita la sua inversa che denotiamo Xpg:

v X8 gn (2.6.7)
Definizione 2.6.9. La n-pla delle coordinate dive V & Xpg(v).

Esempio 2.6.10. Sia S := {e1,...,e,} la base standard di K”. Le coordinate di X = (x1,...,2,) nella
base S sono date da (x1,...,2,).

Esempio 2.6.11. Una base di R? ¢ B := {(1,1),(1,—1)} (verificatelo). Se (t1,t2) sono le coordinate di
X = (x1,22) € R? nella base B, allora

(z1,22) = t1(1,1) + t2(1, —1).
Quindi, per determinare (¢1,t2) risolviamo il sistema di equazioni lineari
t1 + 1ty = 21, t1 —to = xa.

Semplici calcoli danno che ¢ = (z1 +x2)/2 e t2 = (1 —x2)/2. Notate che le coordinate di X nella base
B sono completamente diverse da quelle nella base standard S.
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Un fatto fondamentale & che il numero di elementi in una base di uno spazio vettoriale ¢ indipendente
dalla base. Questo risultato sara una conseguenza del seguente lemma.

Lemma 2.6.12. Sia V' uno spazio vettoriale su K. Supponiamo che vy, ..., vy, u €V siano linearmente
indipendenti (il caso m = 0 é ammesso) e che vy, ..., Vpy, W1, ..., Wy, siano generatori di' V. Alloral <n
ed esiste 1 <1 < n tale che V sia generato da

Viye ooy Umy W1y e ooy Wi 1, Uy Wig 1y e v oy Wy
Dimostrazione. Siccome V = (v1, ..., U, W1, ..., Wy €SIStONO X1, ..., Tim,Y1,---,Yn € K tali che
U=2T101 + ...+ TpUm + Y1W1 + .. + YWy, (2.6.8)
Se fosse 0 = y1 = y2 = ... = y, (questa ipotesi include il caso n = 0) allora u sarebbe combinazione
lineare di vy, ..., Uy, e quindi vy, . .., vy, u sarebbero linearmente dipendenti (vedi la Proposizione 2.5.9)

contro l'ipotesi. Quindi 1 < n ed esiste 1 < i < n tale che y; + 0. Moltiplicando per —y;l ambo i membri
di (2.6.8) ed aggiungendo (w; + y; L24) ai membri dell’equazione cosi ottenuta arriviamo all’equazione

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
W; = =Y, TWV1— ...~ Y TmUn —Y; YIWI — ... =Y Yim1lWi1 T Y; U= Y; Yitr1Wit1 —Y;  YnWn-
Questo dimostra che w; € (U1, ..., U, W1, .oy Wie1, Uy Wit 1, ..., Wy . Siccome V & generato da
Uls-eo3Um, W1, - .., Wy

segue che & anche generato da vy, ..., Up, Wi, .-y Wie1, Uy Wit 1y, Wy O
Proposizione 2.6.13. Sia V wuno spazio vettoriale su K. Supponiamo che r1,...,7, € V siano
linearmente indipendenti e che z1,...,z24 € V siano generatori di V. Allora p < ¢ ed esistono
1<51 <je<...<jp<qtali che V é generato da

{ri,...,rp} O {21, 2\ 2505 2oy - 25, ) (2.6.9)
In altre parole: sostituendo nella lista z1,...,z4 ciascun z; con 7; otteniamo un nuovo sistema di
generatort.

Dimostrazione. Per induzione su p. Piu precisamente sia A, 'affermazione della proposizione: dimo-
striamo per induzione che ¢ vera per ogni p. Il caso p = 0 ¢ banalmente vero. (Se non vi piace il
caso p = 0 cominciate 'induzione da p = 1: Daffermazione A; & vera per il caso m = 0 del 2.6.12.)
Dimostriamo il passo induttivo, cioe assumiamo che A, sia vera e dimostriamo che & vera A,.;. Per
I'ipotesi induttiva V' & generato da (2.6.9). Applicando il Lemma 2.6.12 con m = p e u = 7p41, vediamo
che vale Ap4 1. O

Corollario 2.6.14. Sia V uno spazio vettoriale su K finitamente generato, e che quindi ammette basi
per il Corollario 2.6.5. Due basi di V' hanno la stessa cardinalita.

Dimostrazione. Siano {ri,...,7p} e {#1,...,2,} basi di V. Siccome i vettori r1,...,r, sono linearmente
indipendenti e i vettori z1,. .., z; sono generatori di V, si ha p < q per la Proposizione 2.6.13. D’altra
parte i vettori 2y, ..., 24 sono linearmente indipendenti e 71, ..., 7, sono generatori di V, e quindi ¢ < p
per la Proposizione 2.6.13. Concludiamo che p = q. O

Osservazione 2.6.15. Abbiamo dimostrato che uno spazio vettoriale finitamente generato ammette basi
e che due basi hanno la stessa cardinalita. In verita le stesse affermazioni valgono per ogni spazio
vettoriale, vedi [3].

Il Corollario 2.6.14 ci permette di dare la seguente definizione fondamentale.

Definizione 2.6.16. Sia V uno spazio vettoriale su K finitamente generato (e quindi V' ammette basi
per la 2.6.4). La dimensione di V & la cardinalita di una qualsiasi base di V.
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Esempio 2.6.17. 1. Lo spazio vettoriale K™ ha dimensione n perche ey, ..., e, € una base di K”.

2. La dimensione di C™ come spazio vettoriale reale ¢ 2n perche ey, ieq, ez, i€s,...,€,,1€e, ¢ una base
di C™ come spazio vettoriale reale.

3. K[z]<, ha dimensione (n + 1) perche una sua base ¢ {1,z,22,...,2"}.

4. Lo spazio vettoriale V(IE?) dei vettori geometrici nel piano ha dimensione 2, perché una sua base
¢ data da una qualsiasi coppia di vettori non paralleli.

Proposizione 2.6.18. Sia V uno spazio vettoriale su K finitamente generato di dimensione n.

1. Supponiamo che vy,...,v, € V siano linearmente indipendenti. Allora m < n e se m = n la lista
{v1,...,v,} € una base di V.
2. Supponiamo che {vy,...,vymy = V. Allora m = n e se m = n la lista {vy,...,v,} € una base di
V.
Dimostrazione. (1): Per la Proposizione 2.6.6 possiamo estendere vy, . .., v,, a una base B di V. Siccome
dimV = n la base B contiene n vettori e quindi m < n. Se m = n allora B = {v1,...,v,} e quindi
W = v1,...,v,) = V. (2): Per la Proposizione 2.6.4 possiamo eliminare alcuni dei v; e ottenere una
base C di V. Siccome dimV = n segue che m > n. Se m = n abbiamo che B = {v1,...,v,} e quindi
W =V. O

Esempio 2.6.19. Sia V uno uno spazio vettoriale con base {wy, w2} (quindi dim V' = 2). Siano vy,ve € V
dati da
v1 = awy + bwo, vy 1= cwy + dws. (2.6.10)

Copiando gli argomenti dell’Esempio 2.5.5 si vede che vy, vs sono linearmente dipendenti se e solo se
(ad —be) = 0 ovvero sono linearmente indipendenti se e solo se (ad —bc) # 0. Per la Proposizione 2.6.18
segue che {v1,v2} & una base di V' se e solo se (ad — bc) # 0.

Esempio 2.6.20. Consideriamo il sistema di equazioni lineari omogenee (2.3.5). La soluzione banale
di (2.3.5) & quella con z; = 0 per ogni 1 < j < n. Notate che la soluzione banale esiste indipen-
dentemente dal sistema scelto, ci interessa sapere se esiste o non esiste una soluzione non banale.
Supponiamo che n > m cioe che esistano piu incognite che equazione: dimostriamo che esiste una

soluzione non banale. Siano vq,...,v, € K™ i vettori definiti da
vj = (a15,025, -« Qijy oy Qmj)-
Allora (x1,...,x,) € soluzione di (2.3.5) se e solo se
T101 + Tovs + ... + 2,0 = 0. (2.6.11)
Siccome dimK™ = m e per ipotesi m < n la Proposizione 2.6.18 ci assicura che vq,...,v, sono
linearmente dipendenti. Quindi esistono z1,...,z, € K non tutti nulli tali che valga (2.6.11) e cio¢ una

soluzione non banale di (2.3.5).

Corollario 2.6.21. Sia V uno spazio vettoriale su K finitamente generato. Se W < V' ¢ un sottospazio
allora dim W < dim V' e si ha equaglianza se e solo se W = V.

Dimostrazione. Sia {wi,...,w,} una base di W: allora wy,...,w,, sono linearmente indipendenti e
quindi il corollario segue dal punto (1) della Proposizione 2.6.18. O
Esempio 2.6.22. Siano ay,...,a, € K, e sia W < K" il sottospazio delle soluzioni X = (z1,...,z,)

dell’equazione omogenea
a1ry + ... +apx, =0. (2.6.12)
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Dimostriamo che
n se0=a1=...=a,

. . (2.6.13)
n—1 altrimenti.

dim W = {

Se0=a; =...=ay,, allora W = K", e dimK" = n per I’Esempio 2.6.17. Ora supponiamo che esista
1€ {l,...,n} tale che a; # 0. L’equazione in (2.6.12) equivale a

ai1xy — ai_l CA9Ty — ... — ai_1 CApTy. (2.6.14)

Xr; = 7&1- .

In particolare vediamo che W non ¢ tutto K™ e quindi, per il Corollario 2.6.21, la sua dimensione &
strettamente pill piccola della dimensione di K™ cioe dim W < (n — 1). Inoltre dalla (2.6.14) segue che
i vettori

-1 -1 -1
el —a; -a1€, —a; -a2€2, ..., —4; - Ap€n (2.6.15)

appartengono a W. Si vede facilmente che tali vettori sono linearmente indipendenti, e quindi dim W >
(n —1). Siccome dimW < (n — 1), segue che dimW = (n — 1).

2.7 Formula di Grassmann

Consideriamo uno spazio vettoriale V su K e sottospazi U, W < V. Supponiamo che U e W siano finita-
mente generati, diciamo U = (x1,...,zp) e W ={y1,...,yg): allora (U+W) =<{z1,...,2p,Y1,---,Yq)
e quindi anche la somma (U + W) & uno spazio finitamente generato. Per la 2.4.12 anche U n W &
finitamente generato. Quindi nell’ipotesi fatta le dimensioni di U, W, (U + W) e U n W sono definite.
La formula di Grassmann da una relazione tra queste dimensioni.

Proposizione 2.7.1 (Formula di Grassmann). Sia V' uno spazio vettoriale su K e U, W < V sottospazi
finitamente generati. Allora

dim(U + W) + dim(U n W) = dim U + dim W. (2.7.1)
Dimostrazione. Sia {z1,..., 2.} una base di U n W ed estendiamola a una base {z1,..., 24, U1,...,Un}
di U e a una base {z1,...,24,w1,...,w,} di W. Dimostriamo che
Bi={z1, .., Za, Uty oy Uy, W1, .o, Wy}
¢ una base di (U + W). Siccome zi,...,2q,Ul,. .., Uy generano U e 2q,...,2q,W1,..., W, genera-
no W lo spazio (U + W) & generato da z1,...,24,U1,...,Umn,W1,...,Ww,. Rimane da dimostrare che
ZlyeeeyZayWlyeeey U, W, ..., W, sono linearmente indipendenti. Supponiamo che
A1z + oo+ Aaza F U o F Uy, + Grwy + ..+ Opw, = 0. (2.7.2)
Quindi abbiamo che
Az F oo+ Az + pur + o F iy, = — (1w + .+ Gpwy,). (2.7.3)
Il membro di sinistra di (2.7.3) ¢ in U e il membro di destra (uguale a quello di sinistra) € in W, quindi
sono entrambi in U n W. Siccome {z1,...,2,} & una base di U n W esistono 7y, ..., 7, € K tali che
T2l 4 oo+ Taza = —(hwr + ... + Opwy,). (2.7.4)
Ma z1,...,2q,W1,...,Ww, sono linearmente indipendenti, quindi 0 =7 = ... =7, =0, = ... = 0,.
Sostituendo 0 = 6y = ... = 0, nella (2.7.2) otteniamo che
Az1+ o4 AaZa F Ul F oo F Uy = 0. (2.7.5)
Siccome z1,...,2q,U1,- .., Uy sono linearmente indipendenti segue che 0 =\ = ... =g =p; =... =
tm- Questo dimostra che z1,...,24,U1,. .., Up, W1, ..., W, sono linearmente indipendenti e quindi che

B & una base di (U + W). Dunque abbiamo che
dm(U +W)=a+m+n, dmUnW =q, dmU=a+m, dmW =a+n

e percio vale (2.7.1). O
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2.8. Costruzioni astratte di spazi vettoriali

Diamo il seguente corollario della formula di Grassmann.

Corollario 2.7.2. Sia V uno spazio vettoriale su K finitamente generato. Se U, W < V' sono sottospazi
tali che dimU + dim W > dim V' allora esiste un vettore non nullo in U n W,

Dimostrazione. Per la formula di Grassman
dim(U n W) =dimU + dim W — dim(U + W).
Siccome dim(U + W) < dim V segue che dim(U n W) > 0, e quindi U n W = {0}. O

Definizione 2.7.3. Sia V' uno spazio vettoriale finitamente generato e W < V un sottospazio. La
codimensione di W in V' e
cod(W,V) := dimV — dim W.

2.8 Costruzioni astratte di spazi vettoriali

Presenteremo due costruzioni che producono uno spazio vettoriale a partire da altri spazi vettoriali.

Somma diretta

Siano V' e W spazi vettoriali sul campo K. Definiamo la somma di elementi (v1,w1), (ve,wz) € V x W
Ccosi:
(vl,wl) + (’UQ,’[UQ) = (7)1 + vg, w1 + U)Q). (281)

Dati Ae K e (v,w) e V x W definiamo

Ao, w) = (Av, dw). (2.8.2)
Si verifica facilmente che con queste operazioni V' x W & uno spaziovettoriale su K. L’elemento neutro
¢ (Oy,0w) dove Oy e Op sono gli elementi neutri di V' e W rispettivamente, e 'opposto di (v, w) &

(—v, —w). Lo spazio vettoriale V' x W (con le operazioni appena definite) si denota V@ W e si chiama
la somma diretta di V e W.

Proposizione 2.8.1. Siano V e W spazio vettoriali finitamente generati su K. Allora
dim(Ve W) =dimV + dim W.
Dimostrazione. Siano {v1,...,v,} e {w1,...,w,} basi di V e W rispettivamente. Dimostreremo che

{(’U170W), ceey (’Um7 Ow), (Ov, wl), Ceey (Ov,wn)} (283)

¢ una base di V @ W, e la proposizione seguira. I vettori di (2.8.3) generano V @ W perche dato
(v,w) € VAW esistono Ai,..., A\, € Ke p,..., 0, € K tali che v = 3" \jv; e w = Z;-L:l,ujwj
(perche {v1,..., v} genera V e {wy,...,w,} genera W), e quindi

DA 0w) + D i Ov,wy) = (3] Nivs, D pjwy) = (v, ). (2.8.4)
i=1 j=1 i=1 j=1
Per dimostrare che i vettori di (2.8.3) sono linearmente indipendenti supponiamo che
DI Xi(wi, 0w) + Y (0, w;) = (Ov, Ow).
i=1 j=1

Guardando a (2.8.4) vediamo che necessariamente 0 = A1,..., Ay = fi1,. .., fin. O
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Se Vi, ..., Vi, sono spazi vettoriali su K si definisce analogamente la somma di elementi di Vi x...xV,,
e la moltiplicazione di uno scalare per un elemento di Vi x ... x Vj,;:

(W1ye ey Um) + (W1, -y Wiy) i= (V1 + W1, ey U + Win), A1y Um) = (Avg, ..., Auy,). (2.8.5)
Con queste operazioni Vi x ... x V,,, € uno spaziovettoriale su K denotato Vi @ ... ® V,, e si chiama
la somma diretta di Vi,...,V,,. Supponiamo che Vi,...,V,, siano finitamente generati su K; una

dimostrazione analoga a quella della Proposizione 2.8.1 da che

dm(Vi®...0 V) =dimVi +...+ V,,.

Quoziente

Per la prossima costruzione assumiamo che V sia uno spazio vettoriale su K e che W < V sia un
. . . . w N
sottospazio vettoriale. Definiamo la relazione ~ su V' cosi:

vy w vy se e solo se (v —wvg) € W. (2.8.6)

Si verifica facilmente che ~ € una relazione di equivalenza: infatti ~ & riflessiva perche 0 € W, ¢
simmetrica perche se w € W allora l'opposto —w € W ed e transitiva perche W e chiuso per la somma.

L w
Chiamiamo ~ la congruenza modulo W .

Esempio 2.8.2. Se W =V allora V; ~ vy per ogni vy, vy € V, cioe esiste un’unica classe di congruenza

modulo W. Se W = {0} allora V7 ~ vy solo se v = vq, cioé possiamo identificare I'insieme delle classi
di equivalenza con V stesso.

Esempio 2.8.3. Stano V =K" e W =(e,) ={X e K" |21 =23 = ... = 2,1 = 0}. Vettori X,Y e K"
sono congruenti modulo W se solo se z; = y; per i € {1,...,n — 1}. Piu in generale, sia W < K"
il sottospazio generato da €jy1,€j12,...,e,. Allora X,Y € K" sono congruenti modulo W se solo se

x; =y; perie{l,...,j}.

Proposizione 2.8.4. Siano V uno spazio vettoriale su K e W < V' un sottospazio vettoriale. Suppo-
niamo che v % v' e u X . Allora

(+u) X+ ), RSVE (2.8.7)
Dimostrazione. Per ipotesi (v — '), (u — u') € W; siccome W & un sottospazio & chiuso per somma,
(wtu)— W +u)=(w—-20)+ (u—u")eW.
Questo dimostra la prima congruenza di (2.8.7). La seconda si dimostra in modo analogo. O

Per semplificare la notazione denotiamo Y con ~. La Proposizione 2.8.4 permette di definire una
operazione di somma su V/~. Se [v],[u] € V//~ poniamo

[v] + [u] := [v + u]. (2.8.8)

Notate che la definizione & ben posta (cio¢ la somma di [v] e [u] non dipende dai rappresentanti delle
classi di equivalenza) grazie alla Proposizione 2.8.4. Analogamente definiamo una moltiplicazione per
scalari. Se A € K e [v] € V/~ poniamo

Alv] := [Av] (2.8.9)

Di nuovo: la definizione ¢ ben posta grazie alla Proposizione 2.8.4. Si verifica facilmente che con queste
operazioni V/~ & uno spazio vettoriale su K, con elemento neutro dato da [0] (notate che [0] = W).

Definizione 2.8.5. Siano V uno spazio vettoriale su K, e W < V un sottospazio. Il quoziente di V
modulo W & lo spazio vettoriale V/~ delle classi di congruenza modulo W con le operazioni di somma
e moltiplicazione per scalari appena definiti. Lo denotiamo V/W.
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Esempio 2.8.6. Se W =V allora V//W ¢ lo spazio vettoriale banale con unico elemento il vettore nullo.
Se W = {0} allora l'applicazione quoziente V' — V /W & una corrispondenza biunivoca. Se W < K" &
il sottospazio generato da €;41,€j42,..., €y, allora 'applicazione

KJ — K™ /W
(tl,...,t]‘) Land (tl,...,tj70,...70)

¢ biunivoca.

Proposizione 2.8.7. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su K e W < V' un sottospazio
vettoriale. Allora V /W é finitamente generato e dim(V /W) = dimV — dim W.

Dimostrazione. Siano vy, ..., v, generatori di V: allora [v1],...,[v,] sono generatori di V/W e quindi

V /W & finitamente generato. Sia {w1,...,w,} unabase di W: estendiamola a una base {w1, ..., wq,ug, ...

di V. Allora (dimV — dimW) = b e quindi ¢ sufficiente dimostrare che {[u1],...,[us]} & una ba-
se di V/W. Prima dimostriamo che V/W & generato da [u1],...,[us]. Sia [v] € V/W: siccome
Wiy eeey Wa, UL, -, Up generano V esistono Aq,...,Aq, f1,---, 4y € K tali che

w
v=Awy+ ...+ AWe + prur .o Uy ~ iU + ..+ .

Quindi [v] = pqfur] + ... + wp[up]. Ora dimostriamo che [uq],. .., [up] sono linearmente indipendenti.
Quindi supponiamo che esistano 1, ..., upy € K tali che

prlur] + ..o+ peus] = [0].
Siccome [0] = W cio significa che esistono Aj,..., A\, € K tali che
LUt + oo gpup = AW + ..+ AqWg.
Siccome {wy, ..., Wq,u1,...,up} ¢ una base di V segue che

O=XM=...= X =p1=...= lp.

Esercizi del Capitolo 2
Esercizio 2.1. Siano X,Y,Z € R® definiti da
X:=(1,2,-3), Y:=(3,-52), Z:=(1,1,-2).
Calcolate 2X —Y + Z. Trovate A\, u,v € R non tutti nulli tali che
AX +uY +vZ=0.

Esercizio 2.2. Determinate quali dei sequenti sottoinsiemi W; < K> & un sottospazio.
1. K=ReW; :={(z,y,2) eR¥ |z +y + 2z = 0}.
2.K=ReWs:={(z,y,2) e R® |z +y+2<1}.

3. K=CeWs:={(zx,y,2) e C®| 2% + y* + 22 = 0}.
4. K=Ts e Wa:={(z,y,2) e F3 | 2® + y* + 2% = 0}.

Esercizio 2.3. Sia V' uno spazio vettoriale e u,v,w €V tali che
vt+u=v+w.

Dimostrate che u = w.
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Esercizio 2.4. Sia V un insieme. Supponiamo che sia definita un’operazione (somma)
VxV — \%
(v,w) - v+w
e che
(a) esiste 0 €V tale che 0+v=v+0=wv per ogniveV,
(b) v+v=0perogniveV,
(c) v+w=w+v per ogniv,weV, e
(d) u+ (v+w)=(u+v)+w per ogni u,v,w e V.
Ora definite l'operazione (moltiplicazione per scalari in Fa)

FQ x V —> Vv
A\v) o~

ponendo

)0 seA=1[0],
Av = {v se A = [1].

Dimostrate che V' con queste operazioni é uno spazio vettoriale su Fa. (Ricordiamo che Fa ¢ il campo delle classi
di congruenza modulo 2.)

Esercizio 2.5. Sia X un insieme, e sia P(X) Uinsieme delle parti di X, cioé
P(X)={Ac X}.

Definiamo un’operazione (somma)

PX)xP(X) — PX)
(A, B) —~ A+ B
onendo
g A+ B = (A\B) u (B\A). (2.8.10)

(Ricordiamo che A\B é l’insieme degli elementi di A che non sono in B.) Dimostrate che valgono (a), (b), (c)
e (d) dell’esercizio 2.4, e quindi (per lesercizio 2.4) P(X) ha una struttura di spazio vettoriale in cui la somma
é data da (2.8.10).

Esercizio 2.6. Nello spazio vettoriale R? siano dati i vettori
V1 = (1,2) Vo = (4, 2) V3 = (6,3)

1. Dire se 1 vettori v1 e va generano R2.

2. Dire se i vettori va e vs generano R2.
Esercizio 2.7. Nello spazio vettoriale R® siano dati i vettori
v = (1,2,1) v2 = (1,2,0) vz = (1,0,1).
Verificare che v1,v2,v3 generano R>.

Esercizio 2.8. 1. Dire per quali sottospazi W < R™ il complementare R™\W ¢é a sua volta un sottospazio.

2. Dire per quali sottospazi W < R™ Uinsieme (R™\W) U {0} ¢ a sua volta un sottospazio.

Esercizio 2.9. Sia V uno spazio vettoriale e W1, Wa sottospazi vettoriali di V.. Dimostrare che se W1 v Wa e
un sottospazio vettoriale di V' allora W1 < Wa 0o Wa < Wi

Esercizio 2.10. Siano v, vz, vs,vs € R* definiti da
v1 =(1,1,0,-1), wv2=(1,-2,3,2), w3=(1,-1,0,0), wsa=(0,1,0,1).

Stabilite quali tra {v1,v2,vs}, {v2,v3,v4}, {vs,va,v1} € {va,v1,02} sono terne di vettori linearmente dipendenti.
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2.8. Costruzioni astratte di spazi vettoriali

Esercizio 2.11. Siano vi,ve,u,w € R? definiti da
U1 = (1717)7 V2 = (172), u= (17 _1)7 w = (07 1)

1. Verificate che B := {v1,v2} & una base di R2.

2. Calcolate le coordinate di u e w nella base B.
Esercizio 2.12. Ricordiamo che K[z]<a € il sottospazio vettoriale di K[z] i cui elementi sono i polinomi di
grado al piv d. Sia o € K.

1. Dimostrate che
Ba :={a, (x + ), (z + a)?, ..,,(:L‘+o¢)d}

¢ una base di K[x]<a.
2. Determinate le coordinate di z% nella base Bo. (Pud essere utile ricordare la formula del binomio (a+b)¢ =
d (d\,d—iyi dy ._ _dl
Dico (1)a™b" dove (§) = i)
Esercizio 2.13. Sia W < K[z]<q definito da
W= {peK[z]<a [ 0 = p(0) = p(—1) = p(1)}.

Dimostrate che W ¢é un sottospazio vettoriale di K[z]q e calcolatene la dimensione. (Attenzione: il caso in cui
char K = 2 ¢ speciale.)

Esercizio 2.14. Sia V uno spazio vettoriale su K finitamente generato e sia B := {v1,...,vn} una base di V.
Supponiamo che v,w €V e che Xp(v) e Xp(w) siano le n-ple di coordinate di V e W rispettivamente.

1. A cosa é uguale Xg(v +w) ?

2. A cosa é uguale Xp(Av) ?

Esercizio 2.15. Sia V uno spazio vettoriale e sia B := {v1,...,vn} una base di V. Sia
ue <’Ul,’02, ey Vi1, Vitly - - - ,’l)n>.
(Notate che v; “manca”.) Dimostrate che C := {v1,...,0i—1,V; + U, Vi+1,...,Vn} ¢ una base di V.

Esercizio 2.16. Siano vi,v2,v3 € R? definiti da
vy = (a1,b1,¢1), v2 = (az,bz2,¢c2), w3 =(0,0,1).
Stabilite sotto quali condizioni {v1,v2,v3} € una base di R3.

Esercizio 2.17. Sia V wuno spazio vettoriale finitamente generato e siano Wi,...,W, < V sottospazi. Si
dimostri che
cod(Wi n...n Wy, V) < cod(Wh,V) + ... 4 cod(W,, V).

(Suggerimento: si proceda per induzione su p e si applichi la Formula di Grassmann.)

Esercizio 2.18. Sia W < K" lo spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo (2.3.5). Si dimostri che
dimW = (n —m). (Invocate I’Esercizio 2.17 e I’Esempio 2.6.22.)

Esercizio 2.19. Sia K un campo e ag, a1, ..., on € K distinti. Siano vo,v1,...,v, € K*! definiti da
v = (g, a1, ..., 00), 0<i<n.
Dimostrate che {vo,v1,...,vn} & una base di K™,

Esercizio 2.20. Sia d € Q e poniamo
QVd] = {a+pVd | a,f € Q}.
1. Verificate che Q[v/d] & un sottocampo di C.

2. La somma e la moltiplicazione per Q danno a Q[\/&] una struttura di spazio vettoriale su Q: calcolatene
la dimensione. (La risposta dipende dal numero d.)
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Capitolo 3

Applicazioni lineari

3.1 Definizione e prime proprieta

La definizione

Definizione 3.1.1. Siano V, W spazi vettoriali sullo stesso campo K. Un’applicazione f: V — W e
lineare se

(1) fo+w) = f(v) + f(w) perv,weV,e
(2) f(w)=Af(v)per \e KevelV.

Esempio 3.1.2. Sia

K L K (3.1.1)
(T1,...,2p) +— @121 +a2Ta+ ... anTy.

La f & lineare. Infatti se X,Y € K™
f(X+Y)= Z ai(zi +yi) = Z(aiIi + aiyi) = Z a;x; + 2 aiyi = M(X) + pf(Y).
i=1 i=1 i=1 i=1

Questo mostra che vale (1) della Definizione 3.1.1. Per verificare che vale (2) della Definizione 3.1.1,
siano X € K" e A € K: si ha che

n n
FOX) = ailhi) = X)) i = M (X),
i=1 i=1
e quindi vale (2).
Esempio 3.1.3. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato, e sia B = {v1,...,v,} una sua base.
L’applicazione
v 25 K"

(vedi (2.6.7)) che associa a v € V I'n-pla delle sue coordinate nella base B & lineare. (Questo risponde
all’Esercizio 2.14.) Per dimostrare che vale (1) della Definizione 3.1.1, cioe¢ che

Xp(v+w) = Xp(v) + Xp(w), (3.1.2)
poniamo X := Xp(v) e Y := Xg(w). Quindi v = >} | 20, e w = Y\ y;v;, € percid
v+ w = Z xv; + Z Yiv; = Z(wl + i) vi,
i=1 i=1 i=1

cioe vale (3.1.2). In modo analogo si verifica che vale (2) della Definizione 3.1.1.
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Osservazione 3.1.4. Siano V, W spazi vettoriali su un campo K. Un’applicazione f: V — W & lineare
se e solo se per v,we V e A\, ue K vale

FOw + pw) = Af(v) + pf(w). (3.1.3)

Infatti supponiamo che f sia lineare. Allora f(Av+pw) = f(Av)+ f(pw) per (1) della Definizione 3.1.1, e
per (2) della stessa definizione abbiamo f(Av) = Af(v) e f(uw) = pf(w), quindi vale (3.1.3). Viceversa,
supponiamo che valga (3.1.3) per ogni scelta di v,w € V e A, u € K. Ponendo A = p = 1 nella (3.1.3)
otteniamo che vale (1) della Definizione 3.1.1, e ponendo p = 0 otteniamo che vale (2).

Lemma 3.1.5. Supponiamo che f: V — W sia lineare. Allora
(a) f(0) =0,
(b) seveV dallora f(—v) = —f(v),

(c) sevi,ve,...,v, €V e A, Aa, ..., N\, € K allora

FOqv1 + Aavg + .o 4 Apvn) = A f(v1) + Aaf(v2) + ..+ A f(vn). (3.1.4)

Dimostrazione. (a): Basta porre A = 0 nella (2) della Definizione 3.1.1. (b): Basta porre A = =l ey =0
nella (2) della Definizione 3.1.1. (c¢): Supponiamo che valga (3.1.4) per ogni n e dimostriamo che f &
lineare. Allora (3.1.4) vale per n = 2, e quindi f ¢ lineare per I’Osservazione3.1.4. Ora supponiamo che
f sia lineare e dimostriamo che vale (3.1.4) per ogni n. Si puo ragionare per induzione su n. Se n = 1,
allora (3.1.4) vale per (2) della Definizione 3.1.1. Finiamo dimostrando il passo induttivo. Supponiamo
che valga (3.1.4). Allora

f(/\lvl + XU + ...+ A\, + /\n+1vn+1) = f(/\lvl + Aovg ...+ )\nvn) + f(/\n+1vn+1) =
= A f(v1) + A f(v2) + .o+ A f(vn) + A1 f (Vng1),

cioe vale (3.1.4) con n sostituito da n + 1. (La prima uguaglianza vale per (1) della Definizione 3.1.1,
la seconda vale per l'ipotesi induttiva e per (2) della Definizione 3.1.1.) O

Esempio 3.1.6. Mostriamo che 'Esempio 3.1.2 da tutte le applicazione lineari da K™ a K. Piu precisa-
mente, sia f: K" — K lineare e poniamo a; := f(e;); dimostriamo che

flxy, ... xn) = a1m1 + ago + . .. apTy. (3.1.5)

Infatti per (c¢) del Lemma 3.1.5 abbiamo che

flx, ... xn) = f(x1€1 + 220 + ... + THep) =
=z1f(er1) +xaf(ex) +... +xnf(en) = a1x1 + asa + ... apTy,.

Osservazione 3.1.7. L’Esempio 3.1.6 mostra che le applicazioni lineari sono applicazioni molto parti-
colari. Inoltre, tenendo conto che in inglese “line” significa retta, spiega 1'uso dell’aggettivo “lineare”.
Infatti vediamo che un’applicazione f: R — R & lineare se e solo se il suo grafico in R? (che identifi-
chiamo con il piano E? della geometria euclidea dopo aver scelto un sistema di coordinate cartesiane)
¢ una retta, ed analogamente un’applicazione f: R2 — R & lineare se e solo se il suo grafico in R?
(che identifichiamo con lo spazio E? della geometria euclidea dopo aver scelto un sistema di coordinate
cartesiane) ¢ un piano.

Esempio 3.1.8. Sia V = V(E?) lo spazio vettoriale reale dei vettori del piano E2. Sia p: E? — E? la
rotazione intorno a un punto di un angolo fissato. Se P;Q1, Po@Q2 sono segmenti orientati equipollenti
allora i segmenti orientati p(P1)p(Q1) e p(P2)p(Q2) sono equipollenti perché p manda rette parallele in
rette parallele . Quindi ponendo V(PQ) := p(P)p(Q) abbiamo definito un’applicazione

V(p): V(E?) — V(E).

La V(p) e lineare.
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Esempio 3.1.9. Sia c € K. L’applicazione

Klz] > K (3.1.6)
p = p)
¢ lineare. Analogamente, sia X un insieme, e 2o € X. L’applicazione
X h
Kt = K (3.1.7)

¢ lineare.

Esempio 3.1.10. Siano V uno spazio vettoriale su K, e U < V un sottospazio. L’applicazione quoziente

v . VU

I (3.1.8)

¢ lineare.

Primi risultati

Diamo una risposta alla domanda (un po vaga): da cosa ¢ determinata un’applicazione lineare? Iniziamo
con un risultato di unicita.

Proposizione 3.1.11. Siano V,W spazi vettoriali su K. Sia {v;},er una lista di generatori di V.
Supponiamo che f,g: V. — W siano applicazioni lineari e che f(v;) = g(v;) per tutti gli i € I. Allora
f=g

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che per ogni v € V si ha f(v) = g(v). Siccome i vettori di {v;}ier
generano V, esistono i1, ...,1, € I tali che

V=21V + ...+ Ty, .
Siccome f e g sono lineari,
f) = flvi, +.. +2pvi,) =21 f(vi,) + ..+ 2 fvi,)) =
=x19(vi,) + ... + xng(vi,)) = glx1vi;, + ... + 200;, ) = g(v).

O

Il risultato seguente e in qualche senso il duale del precedente. Vale per spazi vettoriali arbitrari ma
noi lo formuliamo e dimostriamo solo per spazi vettoriali finitamente generati.

Proposizione 3.1.12. Siano V, W spazi vettoriali su K, e supponiamo che V sia finitamente generato.

Sia {v1,...,0m} una lista di vettori linearmente indipendenti di V', e sia {w1,...,wy} una lista di
vettori di W. Allora esiste un’applicazione lineare f: V. — W tale che f(v;) = w; perie {1,...,m}.
Dimostrazione. Iniziamo dimostrando il risultato sotto ipotesi che {vi,...,v,,} sia una base di V.
Dato v € V siano 1, ..., &, le coordinate di v nella base {v1,..., v}, cioe

V=x1V1 + ... + Ty Um-

Definiamo f: V — W ponendo
f) == 2wy + ...+ Wy,
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Dimostriamo che f & lineare e che f(v;) = w; per i € {1,...,n}. Siano v,w € V e A\,u € K. Siano
Z1yeeeyTim € Y1, - - ., Ym Tispettivamente le coordinate di v e w nella base {vi,...,v,,}. Allora

FOw + pw) = f((Az + pyr)vr + - oo + (AT + pYm)Vm) = (A1 + py1)wr + ... + ATy + fYm) Wi, =
ATIWT + oo+ ALy Wiy + LYWL + .+ F BYm W = Af (V) + pg(w).

Per 1’Osservazione 3.1.4 questo dimostra che f & lineare. L’uguaglianza f(v;) = w; vale perche le

coordinate di v; sono 0,...,0,1,0,...,0 con la coordinata 1 al posto i. Abbiamo dimostrato che il
risultato vale con l'ipotesi aggiuntiva che {vy,...,v,,} sia una base di V. Per dimostrare il risultato in
generale estendiamo {v1,...,v,,} a una base {v1,...,Um, Umt1,...,0,} di V (sappiamo che & possibile
perche V' & finitamente generato) e scegliamo arbitrari elementi wy,41,...,w, € V. Per il risultato
appena dimostrato esiste un’applicazione lineare f: V' — W tale che f(v;) per 1 € {1,...,n}. Siccome
m < n abbiamo fatto. O
Osservazione 3.1.13. Nella Proposizione 3.1.12 l'ipotesi che v1,...,v,, € V siano linearmente indipen-

denti e essenziale. Se non sono linearmente indipendenti, in generale non esiste un’applicazione lineare
f:V — W con valori si v; assegnati a piacere. Per esempio f(0) non puo essere un vettore non nullo per
(a) del Lemma 3.1.5. Pil in generale, se f(v;) = w; peri € {1,...,m} e \jv1 +...4+ A\pvy, = 0 & una re-
lazione lineare non banale, per linearita di f vale la relazione lineare non banale \jw; +. ..+ Apwy, = 0.
Quindi, se tale relazione non vale, la f non esiste. Analogamente, se v1,...,v,, € V non generano V,
allora esistono applicazioni lineari f, g: V' — W diverse tra loro tali che f(v;) = g(v;) peri € {1,...,m}
(per esempio se V' + {0}, allora esiste piu di un’applicazione lineare f: V' — W, ma tutte le applicazioni
lineari hanno valore 0 su 0.).

Il prossimo risultato segue immediatamente dalle Proposizioni 3.1.11 e 3.1.12.
Corollario 3.1.14. Siano V,W spazi vettoriali su K, e supponiamo che V sia finitamente generato.

Sia {v1,...,v,} una base di V, e siano wy, ..., w, € W. Allora esiste un’applicazione lineare f: V. — W
tale che f(v;) = w; peri€ {l,...,n}, e tale applicazione lineare & unica.

Immagine e nucleo di un’applicazione lineare

Proposizione 3.1.15. Siano V,W spazi vettoriali su un campo K e f: V — W un’applicazione lineare.
Allora f=1(0) ¢ un sottospazio vettoriale di V e im f ¢ un sottospazio vettoriale di W.

Dimostrazione. Dimostriamo che f~1(0) & un sottospazio vettoriale di V. Siccome f(0) = 0 abbiamo
che f~1(0) non & vuoto. Siano vi,vz € f~1(0) e Ay, A € K. Per linearita di f abbiamo che

f()\11}1 + /\2’1}2) = )\1f(’l)1) + )\2f<’l)2) = M0+ X0 =0.

Quindi (Ajv1 + Aov2)) € f71(0): questo dimostra che f~1(0) & un sottospazio vettoriale di V. Ora
dimostriamo che im f € un sottospazio vettoriale di W. Siccome V non € vuoto im f non e vuoto. Siano
wi,ws € im f e A1, Ao € K. Quindi esistono vy, vy € V' tali che f(v;) = w; e per linearita di f abbiamo
che

Awy + dowa = Ay f(v1) + Ao f(v2) = f(Av1 + Agvo) € im f.

O

Definizione 3.1.16. Siano V, W spazi vettoriali su un campo K e f: V' — W un’applicazione lineare.
11 nucleo di f ¢ il sottospazio f~1(0), e viene denotato ker f.

Esempio 3.1.17. Per i € {1,...,m} e j € {1,...,n} sia a;; € K. Poniamo f;(z1,...,2n) := asz1 +
;22 + ...+ a;pT,. L’applicazione
K» L} K™

(1, xn) ~  (fi(@1yeosxn)ye ey f(T1, -, 20)) (3.1.9)
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¢ lineare. Infatti siano X,Y € K", e A, u € K. Allora, siccome f; & lineare per ogni i € {1,...,m} (vedi
I'Esempio 3.1.2)

FOX +pY) = (AAX +p5Y), . fm(AX +pY)) =
= MAX) + pfi(Y), o A (X) + pfimn (V) = AF(X) + pf (V).

1l nucleo di f & il sottospazio delle soluzioni del sistema di equazioni lineari omogenee (2.3.5).

Esempio 3.1.18. Sia c € K, e sia g: K[z] — K Dlapplicazione lineare definita da g(p) = p(c), vedi 'E-
sempio 3.1.9. Il nucleo di g ¢ il sottospazio {(z — ¢)q | ¢ € K[z]}.

Esempio 3.1.19. Siano V uno spazio vettoriale su K, e U < V un sottospazio. L’applicazione quoziente
m: V — V /U & lineare, vedi 'Esempio 3.1.10. Il nucleo di 7 & U.

Proposizione 3.1.20. Siano V.W spazi vettoriali su un campo K e f: V. — W wun’appplicazione
lineare. Allora f ¢ iniettiva se e solo se ker f = {0}.

Dimostrazione. Supponiamo che f sia iniettiva. Siccome f(0) = 0 segue che ker f = {0}. Ora suppo-
niamo che ker f = {0} e dimostriamo che f & iniettiva. Supponiamo che f(v) = f(w). per linearita
segue che f(v —w) = 0 cioé (v — w) € ker f. Siccome ker f = {0} segue che (v —w) = 0 cioe v — w.
Abbiamo dimostrato che f & iniettiva. O

Proposizione 3.1.21. Siano V,W spazi vettoriali su un campo K, con V finitamente generato. Sia
f:V = W un’applicazione lineare. Allora

dim V' = dim(ker f) + dim(im f). (3.1.10)

(L’ipotesi che V' sia finitamente generato da che ker f e im F' sono finitamente generati e quindi le loro
dimensioni sono ben definite.)

Dimostrazione. Sia {vi,...,v,} una base di ker f e {wy,...,wp} una base di im f. Siano u; € V tali
che f(u;) = w; per 1 < i < b. Dimostriamo che {vq,...,v4,u1,...,up} & una base di V. Dimostriamo
che V' & generato da vy,...,vq,u1,...,up. Sia v € V. Siccome f(v) € im f e {wy,...,wp} € una base di
im f abbiamo che esistono ay, ..., a, € K tali che

f) = aqwy + ... + apwy.

Per linearita di f segue che

flo—aquy — ...+ opup) = f(v) —aywy — ... — apwp = 0.
Quindi (v — aquy — ... + apup) € ker f: siccome {vy,...,v,} € una base di ker f esistono f1,...,8, € K
tali che
V— iUy — ... —opy = v + ...+ Bavg-
Segue che v = aqu; + ... + apup + B1v1 + ... + Bav,. Ora dimostriamo che {v1,..., v, u1,...,up} SONO

linearmente indipendenti. Supponiamo che
AU+ oo+ AU + piug + .o+ ppup = 0. (3.1.11)
Applicando f a entrambi i membri e sfruttando la linearita di f otteniamo che

paf(ur) + ...+ pp f(up) = f(0) = 0.

Siccome f(u;) = w; e wy, ..., wp sono linearmente indipendenti (costituiscono una base di im f) segue
che 0 = p; = ... = pp. Dalla (3.1.11) otteniamo che 0 = A\; = ... = A, (v1,...,v, sono linearmente
indipendenti perché per ipotesi formano una base di ker f). Questo dimostra che {v1,..., Vg, u1,...,up}
¢ una base di V: quindi dim V' = a + b ovvero vale (3.1.10). O
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Il seguente risultato segue subito dalla Proposizione 3.1.21.

Corollario 3.1.22. Siano V,W spazi vettoriali su un campo K. Supponiamo che V. e W siano
finitamente generati. Sia f:V — W un’applicazione lineare. Allora

dim(ker f) = dimV — dim W.

Esempio 3.1.23. Sia f: K™ — K™ Iapplicazione lineare data da (3.1.9). Applicando il Corollario 3.1.22
a f otteniamo che dimker f > (n —m), vedi 'Esempio 2.6.20 e I'Esercizio 2.18.

Operazioni tra applicazioni lineari

Vedremo come, a partire da applicazioni lineari date, si producano altre applicazioni lineari. Iniziamo
dalla composizione di applicazioni.

Proposizione 3.1.24. Siano U,V,W spazi vettoriali su un campo K. Se g: U -V e f: V — W sono
applicazioni lineari, allora f o g é un’applicazione lineare.

Dimostrazione. Abbiamo che
fo g()\lvl + /\21}2) = f(g(/\1111 + )\21)2)) =
= f(Mg(v1) + Aag(v2)) = A f o g(v1) + Aaf 0 g(va). (3.1.12)
Questo dimostra che f o g € lineare. O
Ora diamo una struttura di spazio vettoriale all’insieme delle applicazioni lineari tra spazi vettoriali.

Terminologia 3.1.25. Siano V,W spazi vettoriali su un campo K. L’insieme delle funzioni lineari
f:V — W & denotato L(V,W).

Proposizione 3.1.26. Siano V,W spazi vettoriali su un campo K. Siano f,g € L(V,W) applicazioni
lineari e A€ K. Siano (f +g): V>W e Af: V — W date da

(f+9)w) = flv) +9(v),  (AN)(V):=Af(v). (3.1.13)
Allora sia (f + g) che Af sono applicazioni lineari.
Dimostrazione. Abbiamo che
(f + 9)(Av1 + A2va) = f(Av1 4+ Aava) + g(A1v1 + Agwe) =
= A1 f(v1) + Aaf(v2) + Arg(v1) + Aag(v2) = M (f + g)(v1) + Xa(f + g)(v2). (3.1.14)
Questo dimostra che (f + g) € lineare. Un conto simile da che Af & lineare. O
Per la Proposizione appena dimostrata abbiamo operazioni

LV,W)x LV,W) — LV,W) KxL(V,W) — LV, W)

3.1.15
(£.9) ~ I+ () e AR (3.1.15)
La dimostrazione del seguente risultato consiste di semplici verifiche, che lasciamo al lettore.

Proposizione 3.1.27. Siano V,W spazi vettoriali su un campo K. Allora L(V,W), provvisto della
somma e del prodotto per scalari in (3.1.15) é uno spazio vettoriale su K.

Notiamo che I’elemento neutro di £(V,W) & I'applicazione nulla 0, definita da 0(v) = 0 per ogni
veV.
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Definizione 3.1.28. Sia V uno spazio vettoriale su un campo K. Il duale di V & lo spazio vettoriale
delle funzioni lineari f: V — K (cioe £(V,K)), ed ¢ denotato V'V.

Esempio 3.1.29. Per ’Esempio 3.1.6 ogni elemento del duale di K™ & dato da

f
K - K (3.1.16)
(1,...,Tn) —  a1T1 + a2Xo + ... ApTp-
Inoltre la somma e prodotto scalare sul duale di K™ ricordano molto quelli in K™. Infatti, se
flx1, ... xn) = a121 + a2 + ... ApZn, g(x1, ... xn) = byxy + bawa + ... by,
e A e K, allora

(f+9)(x1,--yzn) = (a1 +0b1)x1+ (a2 +b2)x2 + ... (an + bp)Ty, (3.1.17)
AN (1, .. xn) = (Aar)zr + (Aag)ze + ... (Aay) Ty, (3.1.18)

3.2 Isomorfismi

Definizione 3.2.1. Siano V, W spazi vettoriali su uno stesso campo K. Un isomorfismo tra V e W &
un’applicazione lineare f: V' — W tale che esista una g: W — V lineare con

go f=1Idy, fog=Idw. (3.2.1)

Per sottolineare che f ¢ un isomorfismo scriviamo f: V —» W. Diciamo che V & isomorfo a W se
esiste un isomorfismo f: V — W.

Lemma 3.2.2. Siano V,W spazi vettoriali su uno stesso campo K. Un’applicazione lineare f: V. — W
e un isomorfismo se e solo se f & biunivoca.

Dimostrazione. Se f & un isomorfismo allora ¢ invertibile per definizione - vedi (3.2.1). Ora supponiamo
che esista un’inversa ¢ di f, cioe che valga (3.2.1), senza supporre che g sia lineare, e dimostriamo che
g ¢ lineare. Siano wq,ws € W e A1, A2 € K. Abbiamo che

f(g()\lwl + )\Q’wg)) = Id()\lwl + )\2’11)2) = AMwi + Aqws

FArg(wr) + Aag(wz)) = Arf(g(wi)) + Ao f(g(w2)) = Adrwr + Agws.
Quindi f(g(A1w1 + Aows)) = f(A1g(w1) + Aag(ws)). Siccome f & invertibile segue che

g(Aiwr + Aawa)) = Ag(wr) + Aag(wa)

e questo dimostra che g ¢ lineare. O
Esempio 3.2.3. Sia V uno spazio vettoriale su K, finitamente generato e sia B = {v1,...,v,} una base
di V. L’applicazione
f
n —
K 4 (3.2.2)
(T1,...,Tn) —> X101 + Tovo + ... + TpUy

€ biunivoca per la Proposizione 2.6.7 e quindi f & un isomorfismo.

Osservazione 3.2.4. (1) Sia V uno spazio vettoriale: lidentitd Idy: V — V & (banalmente) un
isomorfismo.

(2) Sia f: V — W un isomorfismo tra spazi vettoriali su uno stesso campo K. Per definizione anche
f~! & un isomorfismo.
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(3) Siano U, V, W spazi vettoriali su uno stesso campo K. Supponiamo che f: U >V eg: V - W
siano isomorfismi: allora go f: U — W & un isomorfismo (vedi la Proposizione 3.1.24).

Esempio 3.2.5. Sia V uno spazio vettoriale su K, finitamente generato e sia B = {v1,...,v,} una base
di V. Per 'Esempio 3.2.3 e il punto (2) dell’Osservazione 3.2.4, 'applicazione

v 28 K, (3.2.3)

che associa a un vettore di V il vettore delle sue coordinate, ¢ un isomorfismo.

Esempio 3.2.6. Sia V uno spazio vettoriale su K finitamente generato, e sia B = {v1,...,v,} una sua
base. Per 'Esempio 3.1.6 possiamo definire un’applicazione biunivoca ®: K* — (K™)V associando ad
(a1,...,ay) € K" applicazione lineare in (3.1.16). Per le formule in (3.1.17) Papplicazione ® ¢ lineare,
e quindi & un isomorfismo.

Supponiamo che f: V — W sia un isomorfismo tra spazi vettoriali sullo stesso campo K. Per quanto
concerne la struttura di spazio vettoriale possiamo identificare V' e W: il risultato qui sotto da una
versione precisa di questa affermazione.

Proposizione 3.2.7. Siano V,W spazi vettoriali su uno stesso campo K e supponiamo che f: V. — W
sia un isomorfismo. Siano vi,...,v, € V.

(1) vi,...,v, sono linearmente dipendenti se e solo se f(v1),..., f(vn) € W sono linearmente dipen-
denti.
(2) v1,...,v, generano V se e solo se f(v1),..., f(v,) generano W.
Dimostrazione. (1): Supponiamo che vy, ..., v, siano linearmente dipendenti. Quindi esistono Aq,..., A, €

K non tutti nulli tali che
AU+ ...+ A, = 0. (3.2.4)

Applicando f a entrambi i membri di (3.2.4) e sfruttando la linearita di f otteniamo che Ay f(v1) +...+
Anf(vy) =0 e quindi f(v1),..., f(v,) € W sono linearmente dipendenti.
Ora supponiamo che f(v1), ..., f(v,) € W siano linearmente dipendenti. Quindi esistono Ay,..., A, €
K non tutti nulli tali che
AMf(1) + .o+ A f(v,) =0. (3.2.5)

Sia f~! I'inversa di f (lineare per definizione di isomorfismo). Applicando f~! a entrambi i membri
di (3.2.5) e sfruttando la linearitd di f~! otteniamo che A\jv; + ... + A\,v, = 0. Questo dimostra che
vale (1). Dimostriamo che vale (2). Supponiamo che V sia generato da vy, ...,v,. Sia w € W: allora
esistono p1,..., uy, tali che

fﬁl(w) = U1 + ...+ fpUy. (3.2.6)

Applicando f a entrambi i membri di (3.2.6) e sfruttando la linearita di f otteniamo che

w=p1f(v1) + ...+ pnf(vp).

Quindi W & generato da f(v1),. .., f(v,) e percid abbiamo dimostrato il “solo se”. Rimane da dimostrare
che se f(v1),..., f(v,) generano W allora vy,...,v, generano V. E sufficiente applicare quello che
abbiamo appena dimostrato all’isomorfismo f~! - vedi 1’'Osservazione 3.2.4. O

Il corollario qui sotto segue immediatamente dalla Proposizione 3.2.7.

Corollario 3.2.8. Siano V,W spazi vettoriali su uno stesso campo K e supponiamo che f: V. — W sia
un isomorfismo. Assumiamo che V sia finitamente generato e sia B = {vy,...,v,} una sua base. Allora
W ¢ finitamente generato e C = {f(v1),..., f(vn)} € una sua base. In particolare dimV = dim W.

Per il Corollario 3.2.8 due spazi vettoriali finitamente generati isomorfi hanno la stessa dimensione.
Vale il viceversa:
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Proposizione 3.2.9. Siano V,W spazi vettoriali su uno stesso campo K. Supponiamo che V.W siano
finitamente generati della stessa dimensione. Allora V ¢é isomorfo a W.

Dimostrazione. Sia n := dimV = dimW. Siano B e C basi di V e W rispettivamente. Allora, vedi
I’Esempio 3.2.6, abbiamo isomorfismi

Xp: V5 K?, Xc: W S5 K?,
e quindi XC_1 o Xp: V — W & un isomorfismo - vedi 1’Osservazione 3.2.4. O

Proposizione 3.2.10. Siano V, W spazi vettoriali su uno stesso campo K. Supponiamo che V,W siano
finitamente generati e che dimV = dimW. Sia f: V — W lineare. Se

(1) ker f = {0} o
(2) f é suriettiva
allora f é un isomorfismo.

Dimostrazione. (1): per la Proposizione 3.1.21 otteniamo che dim(im f) = dimV = dim W e quindi f
e suriettiva. D’altra parte parte f & iniettiva per la Proposizione 3.1.20. Per il Lemma 3.2.2 segue che
f & un isomorfismo. (2): per la Proposizione 3.1.21 otteniamo che dim(ker f) = dimV —dimW =0 e
quindi f ¢ iniettiva per la Proposizione 3.1.20. Per il Lemma 3.2.2 segue che f € un isomorfismo. [

Esempio 3.2.11. Sia W uno spazio vettoriale e siano Vi, Vo ¢ W sottospazi. Ricordiamo che la somma
diretta V3 @ V5 e definita nella Sezione 2.8. L’applicazione

ner L w
(Ul,ﬂg) = U1+ U2

¢ lineare (& una semplice verifica). La f & suriettiva se e solo se W & generato dai sottospazi Vi e Vs,
cioe Vi + Vo = W, ed & iniettiva se e solo se V1 n V4 = {0} perche

ker(f) = {(v,—v) | ve Vi nVa}.

Se valgono entrambe queste ipotesi, cio¢ f & un isomorfismo scriviamo (con un abuso di notazione)

W=Viel,
e diciamo, con un abuso della terminologia, che W ¢ la somma diretta di V7 e V5. Analogamente, se
Vi,..., Vs © W sono sottospazi vettoriali e 'applicazione lineare
Vl@...@vm _f) W (327)
(V15 s Um) — U+ F o,

¢ un isomorfismo scriviamo

W=V&. oV,

e diciamo che W ¢é la somma diretta di Vi, ..., Vy,. Attenzione: se m > 2 e la f in (3.2.7) € iniettiva
allora Vi n ...V, = {0} ma non vale il viceversa.

Definizione 3.2.12. Sia V uno spazio vettoriale su un campo K.
1. Un automorfismo di V & un isomorfismo f: V = V.
2. GL(V) e I'insieme degli automorfismi f: V — V.

Per ’Osservazione 3.2.4 valgono le seguenti proprieta:
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—_

. se f,g € GL(V) allora f oge GL(V),

[\

. Idy € GL(V),

@«

se f € GL(V) allora f~' e GL(V), e
4. se f,g,he GL(V) allora (fog)oh = fo(goh).

Quindi la composizione definisce un’operazione su GL(V'), e con questa operazione GL(V') & un gruppo,
che si chiama il gruppo generale lineare.

3.3 1l primo Teorema di isomorfismo
Siano V, W spazi vettoriali su K, e sia f: V — W un’applicazione lineare. Sia
m:V — V/ker f
I’applicazione quoziente.
Proposizione 3.3.1. Esiste una e una sola applicazione lineare f: V /ker f —> W tale che for = f.

Dimostrazione. Sia [v] € V/ker f. Definiamo f([v]) = f(v), ma dobbiamo verificare che la definizione
& ben posta, cioe che il valore di f su una classe di equivalenza non dipende dal rappresentante scelto.
Se [v'] = [v], allora (v' — v) € ker f, e quindi

0=f( —v)=f)—f(v),

cioe f(v') = f(v). Vale form = f per definizione di f. Una ztale che form = f & unica perche
I’applicazione quoziente 7 € suriettiva. Rimane da dimostrare che f ¢ lineare. Se A\j, Ao e Kevy,v3 € V,

FArvr] + Aofva]) = f([Adrv1 + Agv2]) =
= f()\l’U1 + )\21}2) = )\1f(1}1) + )\2f<'l)2) = Alf([vl]) + )\Qf([’l)g]) (331)

O

Ovviamente I'immagine di f & contenuta in im f, e quindi definisce un’applicazione lineare V' /ker f —
im f che continueremo a denotare f (abusando della notazione).

Teorema 3.3.2 (Prinrio Teorema di Isomorfismo). Mantenendo le ipotesi e notazioni appena introdotte,
Uapplicazione lineare f: V /ker f — im f & un isomorfismo.

Dimostrazione. L'immagine di f & uguale all'immagine di f, e quindi f & suriettiva (su im f!). Per
finire basta dimostrare che f & iniettiva, cioé che se f([v]) = 0, allora [v] = 0. Ma f([v]) = f(v), e
quindi v € ker f, cioe [v] = 0. O

Osservazione 3.3.3. Mantenendo le ipotesi e notazioni appena introdotte, supponiamo che V sia fini-
tamente generato. Allora dim(V/ker f) = dim(im f) per il Primo Teorema di Isomorfismo, ma d’altra
parte dim(V /ker f) = dimV — dim(ker f) per la Proposizione 2.8.7. Questo dimostra di nuovo che
dim V' = dim(ker f) + dim(im f), cioé la Proposizione 3.1.21.

3.4 Matrici

Le matrici sono uno strumento indispensabile per fare calcoli con le applicazioni lineari. Cominceremo
definendo le operazioni tra matrici, e poi inizieremo a stabilire la relazione tra matrici e applicazioni
lineari. Avremo a che fare prevalentemente con matrici le cui entrate appartengono a un campo (fissato),
ma le definizioni fondamentali si formulano per matrici con entrate in un anello.
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Calcolo matriciale

Sia R un anello (commutativo con unita). Una matrice m x n a wvalori in R & un’applicazione
f:{1,...,m} x{1,...,n} —> R: quindi & determinata dall’insieme dei valori f(i,j) associati a (i, )
dove 1 < i <mel<j<n. Invece della notazione appena introdotta denotiamo una matrice con
una lettera maiuscola, per esempio A, e denotiamo il valore della matrice su (4, ) con a;;. Si scrive
A = (aij). E conveniente scrivere la matrice come una tabella:

a1 ai2 e A1n
a1 as2 N a2n
A= aszl as2 . azn
aml Am2 ... Omn

Una matrice & quadrata se il numero delle sue righe € uguale al numero delle sue colonne.
Sia A una matrice m x n. La riga i-esima della matrice m x n A & la matrice 1 x n data da

Ai = [(1“7(11‘2,...,0,2'”]. (341)

La colonna j-esima di A ¢ la matrice m x 1 data da

A= (3.4.2)
Amj
Quindi a;; € Uentrata della matrice sulla riga i(-esima) e la colonna j(-esima).

Definizione 3.4.1. Se R ¢ un anello, M,, ,,(R) & I'insieme delle matrici m x n a valori in R. Indichiamo
con O, (0 con 0 quando non c’¢ possibilta di confusione) la matrice m x n con entrate tutte nulle.

Esistono alcune operazioni fondamentali sulle matrici. La somma ¢ definita da
My (R) X M p(R) —> M a(R)
((aij), (bij)) = (ai; + bij)

Questo significa che 'entrata della matrice somma di A e B su riga i e colonna j ¢ la somma a;; + b;;.
Con questa operazione M, ,(R) € un gruppo abeliano. La moltiplicazione per scalari (in R) & definita

da
Rx My n(R) — Mpn(R)

(A, (aif)) = (Aaij)

Questo significa che I’entrata della matrice A su riga ¢ e colonna j ¢ Aa;;.

Proposizione 3.4.2. Per la somma My, n(R) X My, n(R) — My n(R) e il prodotto per uno scalare
R x My, n(R) = My, n(R) valgono le proprieta richieste per somma e prodotto per uno scalare di uno
spazio vettoriale (vedi la Definizione 2.1.1). In particolare se K é un campo, allora My, »,(K) con le
operazioni appena definite & uno spazio vettoriale su K.

Dimostrazione. Segue immediatamente dalle definizioni di somma e prodotto per uno scalare e dalle
proprieta dell’anello R. L’elemento neutro di My, n(R) € Op, p. O

Osservazione 3.4.3. Sia K un campo. Allora I'applicazione

Mpyn(K) — K™

(aij) — (a11,a127 sy Ain, A21, -« o, A2y -+ o5 Gy - - '7amn)

¢ un isomorfismo di spazi vettoriali su K.
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Esiste un’altra operazione fondamentale tra matrici.

Definizione 3.4.4. Sia R un anello. Siano A € M,, ,,(R) e B € M, ,(R). La moltiplicazione righe per
colonne di A- B ¢ la matrice m x p definita nel seguente modo. Siano A = (a;;) e B = (bj,). L'entrata
cin (perl<i<lmel<h<p)di A-Beédatada

n
Cip = 2 aijbjh.
j=1

Consideriamo il caso in cui m = 1 = p: quindi
A:[a117...,a1n]7 B:

Allora
A- B =anbii + a2bar + ... + aipbnr.

In generale

A'-B, A'-B, ... A' B,
4B A’.B, A?’.B, ... A?’.B, (3.4.3)
A™. By A™.B, ... A™.B,
Questo giustifica il nome “moltiplicazione righe per colonne”.
Esempio 3.4.5. Siano A, B € M3 »2(R) le matrici
Azz[é 2], B:=[8 (1)] (3.4.4)

Sia A che B sono 2 x 2, quindi ha senso moltiplicarle in qualsiasi ordine. Calcolando otteniamo che

A-B:=[8 g] B-A:=[8 ‘5] B~B:=[8 8]. (3.4.5)

I primi due prodotti di (3.4.5) fanno vedere che in generale il prodotto di matrici quadrate dello stesso
ordine (e che percid possono essere moltiplicate in qualsiasi ordine) non & commutativo, e il terzo
prodotto di (3.4.5) d& una matrice non nulla il cui quadrato & nullo.

L’Esempio 3.4.5 dimostra che la moltiplicazione tra matrici non gode di tutte le proprieta del pro-
dotto tra numeri reali a cui siamo abituati. Non tutto ¢ perduto pero: il prodotto tra matrici gode di
alcune delle proprieta del prodotto tra numeri reali. Prima di elencare tali proprieta diamo un paio di
definizioni. Siano %, j € N: il simbolo di Kronecker ;5 ¢

1 .
5ij 1= ser=J (3.4.6)
0 sei=j.
Definizione 3.4.6. (1) La matrice unitd n x n & la matrice 1, := (d;;) (qui 1 <4¢,j < n).
(2) Una matrice A € My, ,(R) & scalare se esiste A € R tale che M = \1,,.

(3) Una matrice A € M, ,(R) ¢ diagonale se esistono A\; € R per 1 < i < n tali che A = (A\;0;5). In
altre parole A = (a;;) ¢ diagonale se a;; = 0 per ogni ¢, j con i + j.

Proposizione 3.4.7. Siano A€ R, A€ M,, ,(R), B,B' € M, ,(R) e C € M, ,(R). Allora
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(1) (A\lp)-A=XA=A-(A\1,),
(2) (A-B)-C=A-(B-C) (proprieta associativa),
(3) A-(B+B)=A-B+A-B ¢e(B+DB')-C=DB-C+ B C(proprieta distributiva,).

Dimostrazione. (1): dimostriamo che (Al,,) - A = AA. Sia A = (a;;) e poniamo (A1,,,) - A = (bp,). Per
definizione di prodotto abbiamo
bz’h = Z )\(5ijajh = )\aih.
j=1

Questo dimostra che (Al,,) - A = AA. L’'uguaglianza A - (A1) = AA si dimostra con un calcolo simile.
(2): sia A = (a;;), B = (bjn) e C = (cn1). Poniamo (A-B)-C = (sy) e A-(B-C) = (t;) Per definizione

di prodotto abbiamo
n
Z ai;jbin)en = 2 ai;jb;nCh

M“@

Sl =
h=1j=1 1<j<n
1<h<p
e
n P
= Z aij(z bjncnr) = 2 @ijbjnchl
J=t h=l 1<j<n
1<h<p
Quindi s;; = t;; e percio vale (2). Dimostriamo che vale la prima eguaglianza di (3): se m =1 = p
la (3) segue da un facile conto, il caso generale segue dal caso m = 1 = p per la Formula (3.4.3). La
seconda eguaglianza di (3) si verifica in modo simile. O

Osservazione 3.4.8. La moltiplicazione tra matrici permette di scrivere un sistema di m equazioni lineari
(a coefficienti in K) in n incognite (con valori in K)

111 + a1222 + ...+ A1pnTy = b1
;11 + Qi2xo + ... + QinTy = b (347)
Am1Z1 + Am2Z2 + ... + AppTn = bm

in maniera compatta. Infatti siano A € M,, ,(K) la matrice con entrata a;; su riga i e colonna j e
B € My, 1(K) la matrice con entrata b; su riga i (¢ superfluo specificare la colonna perche & unica).
Scriviamo X per denotare la matrice colonna j e n x 1 con entrata l'incognita x; sulla riga j. Allora
il sistema di equazioni in (3.4.7) equivale all’equazione A - X = B. Questa scrittura mostra ’analogia
con una semplice equazione a - x = b, dove a,b € K e x e I'incognita in K, cioe il caso m = n = 1. Vedi
I’Osservazione (3.5.8).

Matrici quadrate

Notiamo che il prodotto di due matrici in M,, ,,(R) & una matrice in M, ,,(R). Viceversa se A € My, ,(R),
ed esiste B € M), ,(R) tale che abbiano senso sia A - B che B - A allora m =n (e quindi p = ¢ = n).

Osservazione 3.4.9. Su M, ,(R) abbiamo due operazioni, la somma e il prodotto righe per colonne.
Con queste operazioni M, ,(R) ¢ un anello grazie alle Proposizioni 3.4.2 e 3.4.7. Inoltre, per (1) della
Proposizione 3.4.7 l’elemento 1,, ¢ un’unita, e quindi M, ,,(R) ¢ un anello con unita. Se n = 1 allora
lanello M 1(R) ¢ identificato con R e quindi ¢ commutativo, ma se n > 1 allora M, ,(R) non &
commutativo. Infatti se n = 2 basta considerare le matrici A, B di (3.4.4), e se n > 2 basta estendere le
A, B inserendo entrate nulle nelle altre entrate. M, ,(R) & un esempio significativo di anello con unita
non commutativo.
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3. APPLICAZIONI LINEARI

Definizione 3.4.10. Sia A € M,, ,(R) per un qualche n. Una matrice B € M, ,,(R) ¢ un’inversa di A
se
A-B=1,=B-A.

A € M, »(R) ¢ invertibile se ha un’inversa.

Esempio 3.4.11. Siano A la matrice di (3.4.4). Allora A ha un’inversa se e solo se A £ 0 % p. Infatti se
A %+ 0 % p, Vinversa ¢ data da
~1
A= [ A ,? ] (3.4.8)

0

D’altra parte se A = 0, allora per qualsiasi D € M 2(K) la matrice D - A ha la prima colonna nulla
e quindi non ¢ la matrice unita, e se p = 0, allora per qualsiasi D € M 2(K) la matrice A- D ha la
seconda colonna nulla e quindi non e la matrice unita. Questo mostra che, mentre in K ogni elemento
non nullo ¢ invertibile, in M, ,,(K) per n > 2 esistono matrici non nulle che non sono invertibili.

Per evitare fraintendimenti, notiamo che la formula in (3.4.9) vale perché A ¢ una matrice diagonale,
in generale I'inversa di una matrice invertibile M non ha entrate sulla diagonale principale date dagli
inversi delle entrate di M. Per esempio se

M= [ ) (1) ] (3.4.9)

allora M & invertibile e M~ = M (ma le entrate sulla diagonale principale di M sono nulle).

Lemma 3.4.12. Se A, B € M, »,(R) sono invertibili allora A- B é invertibile.

Dimostrazione. Siano A’ B’ inverse di A, B rispettivamente. Allora B’- A’ & un’inversa di A- B (notate
lo scambio nell’ordine dei fattori). Infatti

(B"-AY-(A-B)=B"-(A"-A)-B=B'-1,-B=1,,
e analogamente si verifica che (A- B) - (B’ - A’) = 1,. O
Poniamo
GL,(R) := {A e M, »(R) | A & invertibile}. (3.4.10)
Per il Lemma 3.4.12 la moltiplicazione definisce un’operazione

GL.(R) x GL,(R) —> GL.(R)

(4 B) oy (3.4.11)

Con questa operazione GL,(R) ¢ un gruppo. Infatti 1,, € una unita, I’associativita vale per la Propo-
sizione 3.4.7 e ogni elemento di GL,(R) ha un’inversa per definizione. Siccome GL,(R) & un gruppo,
ogni suo elemento ha un’unica inversa.

Esempio 3.4.13. GL,(Z) = {+1}, mentre se K & un campo GL,(K) = K* = K\{0}. Piu in la
descriveremo esplicitamente gli elementi di GL,,(K) per ogni n per K un campo.

Definizione 3.4.14. Sia A € M,, ,(R) invertibile. Denotiamo con A~! P'unica inversa di A.

Osservazione 3.4.15. Sia A € M, ,(R) invertibile. Se r € Z poniamo

A-...-A se r >0,
.
AT =<1, ser =0,
AL AT ser <.
- -

—r
Con questa definizione A" - A5 = A" per ogni r, s € Z.

Sara utile considerare la seguente operazione che produce una matrice n x m a partire da una matrice
m x n.
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3.5. Da una matrice in M,, ,,(K) a un’applicazione lineare K® — K™

3.5 Da una matrice in M, ,(K) a un’applicazione lineare K" — K™

Iniziamo a studiare la relazione tra matrici e applicazioni lineari, e quindi consideriamo matrici con
entrate in un campo K.

Convenzione 3.5.1. Identifichiamo K™ con M, 1(K) per mezzo dell’isomorfismo di spazi vettoriali

K" —  M,1(K)
T
Z2
(T1,...,Tn)
Ty,

Sia A € My, »(K): per la Convenzione 3.5.1 ha senso la definizione dell’applicazione
K® g K™

(3.5.12)
X - A X

Per (1) e (3) della Proposizione 3.4.7 I’applicazione L4 ¢ lineare. La seguente semplice osservazione &
fondamentale.

Osservazione 3.5.2. Sia A € My, ,(K), e sia {e1,...,e,} la base standard di K™. Allora
Lale;)=4;, jefl,....n} (3.5.13)

Proposizione 3.5.3. Sia f: K*" — K™ un’applicazione lineare. FEsiste una e una sola matrice A €
My (K) tale che f=La.

Dimostrazione. La formula (3.5.13) da che A & univocamente determinata (se esiste) da f: infatti
vediamo che f determina le colonne di A e quindi A stessa. Ora supponiamo che f: K" — K™ sia
lineare. Definiamo A € M, ,,(K) imponendo che valga (3.5.13). Dimostriamo che L4 = f. Per (3.5.13)
abbiamo L4(e;) = f(e;) per ogni vettore e; della base standard di K. Siccome L4 e f sono lineari,
segue dalla Proposizione 3.1.11 che L4 = f. O

Per la Proposizione 3.5.3 abbiamo un’applicazione biunivoca

Mpn(K) — LEK"K™)
i o I (3.5.14)

Notiamo che M, ,(K) e L(K™, K™) sono K-spazi vettoriali.

Proposizione 3.5.4. L’applicazione in (3.5.14) é un isomorfismo di spazi vettoriali.

Dimostrazione. L’applicazione in (3.5.14) & biunivoca per la Proposizione 3.5.3, quindi basta dimostrare
che ¢ lineare. Siano A, B € M,, ,(K). Dimostriamo che

LA+B =Ljs+ Lp. (3515)
Sia X € M, 1(K). Allora
LA+B(X)=(A+B)'X=A~X+B‘X=LA(X)+LB(X),

(la seconda uguaglianza vale per la distributivita del prodotto tra matrici), e questo dimostra che vale
l'uguaglianza in (3.5.15). Si dimostra in modo simile che se A € K allora Lyg = ALa. O

Proposizione 3.5.5. Se Ae M,, ,(K) e B e M, ,(K), allora

LAOLB :LA»B- (3516)
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3. APPLICAZIONI LINEARI

Dimostrazione. Sia X € KP (vettore colonna): per l'associativita del prodotto di matrici abbiamo che

(LaoLp)(X)=La(Lp(X))=A-(B-X)=(A-B) - X = Lap(X).

Corollario 3.5.6. Sia Ae M, ,(K). Allora La é un isomorfismo se e solo se A & invertibile.
Dimostrazione. Supponiamo che A sia invertibile. Allora
LaoLy-r =1Ly, =Idgn, Lp-10La= 1Ly, =Idgn,

e quindi L 4 & un isomorfismo. Ora supponiamo che L 4 sia un isomorfismo, e sia ¢ l'inversa di L4. Per
la Proposizione 3.5.3 esiste B € M, ,,(K) tale che ¢ = L. Quindi

LanZIdHZLAOLBZLA.B, LlnzIdn:LBOLA:LB,A.
Quindi per la Proposizione 3.5.3 abbiamo A- B =1, e B- A = 1,,, e percid A & invertibile. O

Osservazione 3.5.7. La Proposizione 3.5.3 e il Corollario 3.5.6 mostrano che abbiamo un’applicazione
biunivoca
GL,(K) — GL(K")

" o L. (3.5.17)

(Ricordiamo che GL,,(K) & il gruppo degli isomorfismi di K", secondo la Definizione (3.2.12).) Inoltre
Papplicazione in (3.5.17) & un isomorfismo per la Proposizione 3.5.5. Per questo motivo identifichiamo
GL,,(K) e GL(K™).

Osservazione 3.5.8. La Proposizione 3.2.10 e il Corollario 3.5.6 danno il seguente risultato non banale:
il sistema di equazioni lineari

111 + Q12T + ... + A1pTp = b

A;1T1 + Q9T + ... + Qinln = b (3.5.18)
Ap1T1 + QmaXa + ... + Qunn = bn.
(notate che ci sono tante equazioni quante incognite) ha soluzione per ogni scelta di by, . .., b, se e solo
se il sistema omogeneo associato, ottenuto ponendo 0 = b; = ... = b,,, ha solo la soluzione banale.

Riscriviamo il sistema di equazioni lineari in (3.5.18) come A- X = B, con la notazione dell’Osserva-
zione 3.4.8. Supponiamo che A sia invertibile. Allora, moltiplicando a sinistra per A~! ambo i membri
dell’equazione A - X = B, vediamo che 'unica soluzione ¢ data da

X=A"1 B

3.6 Da un’applicazione lineare a una matrice

Nella sezione 3.5 abbiamo associato a una matrice A € M, ,(K) I'applicazione lineare L4: K" — K™.
Questa corrispondenza biunivoca permette di interpretare le operazioni tra applicazioni lineari come
operazioni tra matrici, per esempio alla somma di applicazioni lineari corrisponde la somma di matrici,
alla composizione di applicazioni lineari corrisponde il prodotto righe per colonne di matrici. Se V, W
sono spazi vettoriali finitamente generati su K, esiste un’analoga corrispondenza tra applicazioni lineari

V — W e matrici una volta che si siano scelte basi di V' e di W. Piu precisamente, siano B = {vy, ..., v,}
una base di V e C = {w1, ..., wy,} una base di W. Per ogni j € {1,...,n} esistono ay;,...,an; € K tali
che
m
f(’Uj) = Z Q5 W; . (361)
i=1
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Definizione 3.6.1. La matrice MZ(f) associata a f & la matrice A € M,, ,(K) con entrata a;; su
riga i e colonna j, dove per i € {1,...,m} e j € {1,...,n} entrata a;; € K & definita dall’'uguaglianza
in (3.6.1).
In altre parole la colonna j-esima di A = MZ(f) & la colonna delle coordinate di f(v;) nella base C.
Esempio 3.6.2. Siano K =R, V =W =R[z]<2 e B=C = {1,z,2%}. Sia
f
Rlz]l<: — Rz]<
p - ptr

La f ¢ lineare e
fy=1, fl@)=x+1,  f(@?) =2>+2m

Quindi

MgG(f) =

o O =
O = =
—= N O

Esempio 3.6.3. Siano K = R, V = V(E?) e sia B = C = {i,j} dove i,j sono vettori di uguale lunghezza
e ortogonali tra loro. Sia p: E?2 — E? la rotazione di angolo @ con verso di rotazione “da i a j” intorno
a un punto fissato, e sia V(p): V(E?) — V(E?) I'associata applicazione lineare, vedi I'Esempio 3.1.8. Si
ha

ME(V(p)) =

Esempio 3.6.4. SiaV = K" e W = K™ (quindi il campo ¢ K). Siano B = {ey,...,e,} eC = {e1,...,en}
le basi standard di K™ e K™ rispettivamente. Sia A € M,, ,,(K): allora

[ cosf) —sinf } (3.6.2)

sin 6 cos

ME(La) = A.

Questo mostra che cid che abbiamo discusso nella sezione 3.5 & un caso particolare di quello che stiamo
descrivendo in questa sezione.

Proposizione 3.6.5. Siano V,W spazi vettoriali sullo stesso campo K, finitamente generati. Siano
B={v1,...,un} eC={wi,...,wn} basi rispettivamente di V e W. Sewv eV, allora

Xe(f(v)) = ME(f) - X (v). (3.6.3)
Viceversa, se A€ My, ,(K) e per ogniveV vale
Xc(f(v)) = A- Xp(v), (3.6.4)
allora A = ME(f).
Dimostrazione. Dimostriamo che vale (3.6.3) per ogni v € V. Poniamo ME(f) = (a;;) e

Xgp(v) =

Per linearita di f e per definizione di MZ(f) abbiamo

fv) = f(z Tjvj) = Z zjf(v;) = Z xj(z aw;) = Z(Z i )w;.
j=1 j=1 j=1 i=1 i=1 j=1
Quindi la coordinata i-esima di f(v) & il prodotto della riga i-esima di A per la matrice colonna Xp(v),
ovvero vale (3.6.3).
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Ora supponiamo che valga (3.6.4) per ogni v € V. Poniamo v = v; per j € {1,...,n}. Siccome
Xg(vj) = ej, otteniamo che
Xe(f(v;) = A-ej = Aj,

cioe la colonna j di A e uguale alla colonna delle coordinate (nella base C) di f(v;). Quindi le colonne
di A sono uguali alle colonne di MZ(f), e percido A = ME(f). O

Proposizione 3.6.6. Siano V,W spazi vettoriali sullo stesso campo K, finitamente generati. Siano

B={vi,...,vn} eC={wi,...,wn} basi di V e W rispettivamente. L’applicazione
Mg
LV,W) — mén(K) (3.6.5)
f - M (f)

¢ biunivoca.

Dimostrazione. Dimostriamo che 'applicazione M§ & iniettiva. Siano f,g e L£(V, W) tali che M§(f) =
M£§(g). Siccome le colonne j di M§(f) e M§(g) sono ripettivamente Xc(f(v;)) e Xc(g(v;)), segue che
f(v;) = g(vj) per j € {1,...,n}. Per la Proposizione 3.1.11 segue che f = g.

Ora dimostriamo che I'applicazione M§ & suriettiva. Sia A € M,, ,,(K). Per la Proposizione 3.1.12,
esiste un’applicazione lineare f: V' — W tale che per j € {1,...,n}

f(Uj) = Z Qi W; .
i=1

Chiaramente Mg(f) = A. O

Proposizione 3.6.7. (1) Siano V,W spazi vettoriali sullo stesso campo K, finitamente generati.
L’applicazione (3.6.5) é un isomorfismo di spazi vettoriali.

(2) Siano U,V,W spazi vettoriali su K, finitamente generati. Siano B una base di U, C una base di
V eD una base di W. Seg: U -V e f: V. — W sono applicazioni lineari, allora

ME(f o g) = MB(f) - ME(9)- (3.6.6)

Dimostrazione. Dimostriamo il punto (1). Siano A1, 2 € K e f1, fo € L(V,W). Per linearita di X¢ e
per la Proposizione 3.6.5 abbiamo

Xe((Arfr + A2f2)(v) = Xe((Af1(v) + Az fa(v) = MXe(f1(v) + Ao Xe(fa(v)) =
= M MG (f1)X5(0) + A ME(f2)X5(v) = A Mg (f1) + Ao Mg(f2)) X5(v).
Per la Proposizione 3.6.5 concludiamo che

MEAfi + Aafa) = (MME(f1) + AaMEg(f2))

cioe (3.6.5) & lineare: siccome & biunivoca & un isomorfismo per il Lemma 3.2.2.
Dimostriamo il punto (2). Abbiamo

Xp((f 0 9)(v)) = Xp((f(9(v))) = ME(f) - Xe(g(v)) =
= ME(f) - (ME(g) - Xp(v)) = (MB(f) - ME(9)) - X (v)-

Per la Proposizione 3.6.5 concludiamo che vale (2). O
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Esempio 3.6.8. Siano o, € R. Applichiamo la (2) della Proposizione 3.6.7 alla rotazione 7445 del-
’'Esempio 3.6.3. La base B di V? & come nell’Esempio 3.6.3. Siccome 7445 = 74 0 rg otteniamo
che

[ cos(a+ ) —sin(a+ fB)
sin(a+ 3)  cos(a+ B)

cosa —sina cos@ —sinff | | cosacosf —sinasinf —cosasinf + sinacosf
sin ar Cos o sin 3 cosfB | | sinacosB+cosasinfS —sinasin 3 + cosacos 3

] = M§ (ra+s) = M§(ra) - Mg (rg) =

In questo modo otteniamo le formule di addizione per sin e cos.

3.7 Operazioni elementari

Il problema

Problema 3.7.1. Dati vettori wy,...,w, di uno spazio vettoriale W finitamente generato su un campo
K, trovare una base del sottospazio vettoriale di W generato da wi, ..., wy.

Per dare una risposta si sceglie una base C = {wy,...,wy,} di W, e si considera la matrice A €
M, »(K) la cui colonna j ¢ la colonna delle coordinate di w;. Con una serie opportuna di cosiddette
operazioni elementari si trasforma A in una matrice a scala per colonne S (vedi la Definizione 3.7.5): le
colonne non nulle di S sono le coordinate di una base Span(wy, ..., w,,), e quindi questo da una risposta
al problema formulato in 3.7.1. Il punto di questo algoritmo & che ¢ efficiente. Lo stesso algoritmo si
applica per dare risposta al seguente problema.

Problema 3.7.2. Data un’applicazione lineare f: V — W tra spazi vettoriali finitamente generati su K,
trovare una base di im f.

Per risolvere tale problema si scelgono basi B = {v1,...,v,} di V e C = {wy,...,w,} di W e si
considera la matrice A = MB(f) € M,, ,(K). Per I'equazione (3.6.3), un vettore w € W appartiene
a im f se e solo se il vettore colonna X¢(w) ¢ nell'immagine dell’applicazione lineare L4: K™ — K™.
Quindi risolvere il Problema 3.7.2 equivale a risolvere il seguente

Problema 3.7.3. Data una matrice A € M, ,(K), trovare una base di im L 4, cioe¢ del sottospazio di K™
generato dalle colonne di A.

La formulazione del problema in 3.7.2 appena data mostra che il problema in 3.7.1 & un caso
particolare del problema in 3.7.2.

Definizione 3.7.4. Sia f: V — W un’applicazione lineare tra spazi vettoriali finitamente generati su
K. Il rango di f & la dimensione dell’immagine di f - lo denotiamo rg(f). Se A € My, »(K) il rango di
A ¢ la dimensione dell’immagine di L4 - lo denotiamo rg(A).

Quindi un algoritmo che risolve il Problema 3.7.2 da in particolare un algoritmo per calcolare il
rango di un’applicazione lineare (tra spazi finitamente generati).
Matrici a scala per colonne

Se la matrice A ha una forma particolare si risponde facilmente al Problema 3.7.3. Definiamo quali
sono le matrici “particolari” in questione. Sia A € M,, ,(K). Per 1 < j < n definiamo

_ min{l <i<m|a; +0} se A; +0
pa(j) =
0 se A; = 0.
Quindi p4(j) misura la “profonditad” della colonna j, dove la profondita ¢ determinata dall’entrata non
nulla (della colonna) piu vicina alla prima riga, e profondita 1 (la “superficie dell’acqua”) corrisponde

alla prima riga, profondita 2 corrisponde alla seconda riga, e cosi via.
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Definizione 3.7.5. Una matrice A € M,, ,(K) A & a scala per colonne se pa(1) < pa(2),... <pa(n)
(per convenzione oo < ), in altre parole se la profondita delle sue colonne ¢ strettamente crescente
(con la convenzione che passando dalla colonna nulla alla colonna nulla la profondita aumenta). Se A;
¢ una colonna non nulla di A, il pivot di A; & I'entrata non nulla di A; con indice di riga pit piccolo (e
quindi uguale a pa(j)).

Esempio 3.7.6. Le seguenti matrici reali sono a scala per colonne

2 0 0 0 - 0

g ? , g 2 8 , [0 \/5] (3.7.1)
La prima matrice ha pivot 2,5, la seconda ha pivot, cioe 1/3, e, la terza ha pivot 7,+/2. Le seguenti
matrici reali non sono a scala per colonne

EEINEE IR a2

Proposizione 3.7.7. Sia S € M,, ,,(K) una matrice a scala per colonne. La lista delle colonne non
nulle di S ¢ una base del sottospazio di K™ generato dalle colonne di S (cioé im(Lg)).

Dimostrazione. Siccome im(Lg) € generato dalle colonne non nulle di S, basta dimostrare che le colonne
non nulle di S sono linearmente indipendenti. Lo dimostriamo per induzione su r. Se r =1 (o r = 0)
Paffermazione ¢ ovvia. Per dimostrare il passo induttivo, siano Sy, Ss, ... S, (con r = 2) le colonne non
nulle di S, e supponiamo che

AST+ .+ NS =0.

Se i := pg(1), entrata al posto ¢ della combinazione lineare A\1.S1 + ... + A.S, € uguale a A\;s;; (perche
S & a scala per colonne), e siccome s;; £ 0 segue che A\; = 0. Quindi

A2So + ...+ NS =0.
Siccome la matrice con colonne Ss,...,S, & a scala per colonne, segue per lipotesi induttiva che

Ag=...=XA =0. O

Operazioni elementari su liste di vettori e sulle colonne di una matrice

Descriveremo un procedimento che permettera di ridurci sempre al caso di una matrice a scala (per
righe o per colonne) quando vogliamo risolvere il Problema 3.7.3.

Definizione 3.7.8. Sia V uno spazio vettoriale su un campo K e vy,...,v, € V. Le operazioni
elementari sulla lista vq,...,v, € V sono le seguenti:
(1) Sostituire vy, ..., v, con la lista ottenuta scambiando v; con v; e lasciando invariati gli altri vettori.
2) Sostituire vq, ..., v, con la lista ottenuta sostituendo v; con v; + Av; dove i # j e lasciando invariati
' J

gli altri vettori.

(3) Sostituire vy, ..., v, con la lista ottenuta moltiplicando v; per uno scalare non nullo e lasciando
invariati gli altri vettori.

Lemma 3.7.9. Sia V uno spazio vettoriale su un campo K e vq,...,v, € V. Sia wy,...,w, una lista di
vettori di V ottenuta da vy, ..., v, operando con (1), (2) o (8) della Definizione 3.7.8. Allora vy, ..., v,
¢ ottenuta da w, ..., w, operando rispettivamente con (1), (2) o (3) della Definizione 3.7.8.
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Dimostrazione. Se w1, ...,w, € ottenuta da v1, ..., v, scambiando v; con v; allora (ri)scambiando w;
con w; otteniamo vy, ...,v,. Ora supponiamo che wi,...,w, sia ottenuta da v,...,v, operando con
(2) della Definizione 3.7.8. Allora

V; = ('Ui + )\’Uj) — )\Uj = w; — )\’LUj.

Siccome v, = wp, per h #+ i segue che vy,...,v, & ottenuta da wy,...,w, operando con (2) della
Definizione 3.7.8, dove A e sostituito da —A. Se wy, ..., w, ¢ ottenuta da v1,..., v, moltiplicando v; per
0 =+ A (e lasciando invariati gli altri vettori) allora vy, ..., v, € ottenuta da wy, . ..,w, moltiplicando w;
per A~ ! e lasciando invariati gli altri vettori. O
Proposizione 3.7.10. Sia V' uno spazio vettoriale su un campo K e vy,...,v, € V. Sia wy, ..., w, una
lista di vettori di V ottenuta da vy,...,v, operando con una delle operazioni della Definizione 3.7.8.
Allora

u1yeeyOny =Wy, ..., wp). (3.7.3)
Dimostrazione. L’operazione (1) scambia lordine dei vettori senza cambiare 'insieme dei vettori e
quindi vale (3.7.3). Ora supponiamo che wy, ..., w, sia ottenuta da vy, ..., v, operando con (2) della
Definizione 3.7.8. Siccome ogni wj, ¢ combinazione lineare di vy, ...,v, abbiamo che (wy,...,w,) c
{(v1,...,v,). Dlaltra parte per il Lemma 3.7.9 la lista vq,...,v, & ottenuta da ws,...,w, operan-
do con (2) della Definizione 3.7.8: per quanto abbiamo appena dimostrato segue che {vy,...,v,) C
{wy, ..., wpy. Quindi vale (3.7.3). Se wy,...,w, & ottenuta da v1,...,v, operando con (3) della
Definizione 3.7.8 & chiaro che vale (3.7.3). O

Il risultato seguente & una immediata consequenza della Proposizione 3.7.10.

Corollario 3.7.11. Sia V uno spazio vettoriale su un campo K e vy,...,v, € V. Se wsy,...,w, € una
lista di vettori di V' ottenuta da vy, ...,v, operando con una serie di operazioni elementari, allora
Uy ey Upy = W1, .oy Wi ).

Sia A € My, »(K). Le colonne di A formano una lista di vettori di K. Se operiamo sulle colonne di
A con una delle operazioni elementari otteniamo altri n vettori di K™ che sono le colonne di un’altra
matrice m x n. Questa ¢ una operazione elementare sulle colonne di A.

Proposizione 3.7.12. Sia A € My, »,(K). Esiste una serie di operazioni elementari di tipo (1) e di
tipo (2) sulle colonne di A il cui risultato finale é una matrice a scala per colonne S. Si ha l'uguaglianza

(Ay, o A =81, ., S

In particolare una base diim(L 4) & data dalle colonne non nulle di S e il rango di A é uguale al numero
di colonne non nulle di S.

Dimostrazione. Per induzione su n, cioe il numero di colonne di A. Se A e la matrice nulla 0, , allora
¢ a scala e non c’¢ nulla da dimostrare. Supponiamo che A non sia nulla. Sia 1 < jg < n tale che
pa(jo) = min{pa(l),pa(2),...,pa(n)}. Siccome A % 0,,, abbiamo che pa(jo) < c0. Scambiando
la prima colonna con la colonna jy (operazione elementare sulle colonne - di tipo (1)) passiamo ad
una matrice A’ tale che pa/(1) = min{pa/(1),pa(2),...,pa(n)}. Abbiamo che pa/(1) < pa (j) per
1 < j < n. Ripetendo tale operazione sulle colonne successive alla prima produciamo una matrice A”
tale che par(1) < pav(j) per 1 < j < n e par(2) < par(j) per 2 < j < n. Iterando questi scambi
successivi arriviamo a una matrice B tale che

pp(1) <pp(2) <pp(3) <---<pp(n—1) <pp(n). (3.7.4)
Ora distinguiamo due casi. Dapprima supponiamo che
pa(1) <pp(2). (3.7.5)
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3. APPLICAZIONI LINEARI

Sia C'la matrice m x (n—1) che ha come colonne le colonne di B eccetto la prima, cioe C' = [Ba, ..., B,].

Per ipotesi induttiva esiste una serie di operazioni elementari sulle colonne che trasforma C' in una

matrice mx (n—1) a scala per colonne T = [T5, ..., T,]. Tali operazioni non modificano le entrate (nulle)

di C sulle righe di indice al pitt pg(1), e quindi anche la matrice m x n data da S := [By,Ts,...,T,] & a

scala per colonne. Questa matrice ¢ ottenuta da A con una serie di operazioni elementari sulle colonne.
Ora supponiamo che esista jo > 1 tale che

pe(1) =pB(2) = -~ = pB(jo) <pB(jo +1). (3.7.6)

Sia s = pp(1) = pp(2) = ... = pB(Jjo). Quindi bs; + 0 per 1 < j < jo. Sostituiamo alla colonna Bj la
colonna By — bepb ' By: questa & una operazione elementare sulle colonne (di tipo (2)). La matrice C
che otteniamo ha la proprieta che s = pc(1) < pe(2). Se 2 < jg sostituiamo alla colonna Cj la colonna
C3 — bsgbgllcl, e cosi via fino a modificare la colonna jy. Il risultato € una matrice D, ottenuta da A
con una serie di operazioni elementari sulle colonne, tale che

po(1) < pp(2) < pp(3) <+ < pp(n—1) < pp(n), (3.7.7)
e in pitt pp(1) < pp(2). Quindi siamo nel caso analizzato in precedenza, e abbiamo fatto. O

Esempio 3.7.13. Determiniamo una base del sottospazio di Q* generato dalle colonne della matrice

3 2 1 5
1 0 2 11
A=145 3 1 3
6 -1 2 15

Potremmo applicare I’algoritmo “abbassando” direttamente l'altezza della seconda, terza e quarta co-

lonna, ma prima scambiamo prima e terza colonna perche cosi non avremo denominatori (divideremo
b

per 1). Indicando con il simbolo v~ una operazione elementare, abbiamo

3 2 1 5 1 23 5 1 03 5
1 0 2 11 2 0 1 11 2 4 1 11
2 -3 -1 1|7 -1 32 1|7 -1 -12 1|77
6 -1 2 15 2 -1 6 15 2 -5 6 15
1 0 0 5 1 0 0 0 10 0 0
2 —4 -5 11 2 4 -5 1 2 1 -5 —4
a1 105 1|77 1 -1 5 4|77 214 05 1 |7
2 -5 0 15 2 -5 0 5 25 0 -5
10 0 0 10 0 0 10 00
21 0 —4 21 0 0 21 0 0
Tl -1 4025 1 |77 =104 25 15077 -1 4 25 0
2 5 25 -5 2 5 25 15 2 5 25 0

La conclusione & che una base di im(Ly4) ¢ data da
{(1,2,-1,2), (0,1,4,5), (0,0,1,1)}.

(Abbiamo moltiplicato per 257! la terza colonna della matrice a scala.)

3.8 1l procedimento di eliminazione di Gauss

Il problema

I seguenti sono problemi analoghi al Problema 3.7.2.
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3.8. 1l procedimento di eliminazione di Gauss

Problema 3.8.1. Siano V, W spazi vettoriali su un campo K, entrambi finitamente generati. Sia f: V —
W un’applicazione lineare. Dare un algoritmo efficiente per trovare una base di ker f.

Problema 3.8.2. Siano V, W spazi vettoriali su un campo K, entrambi finitamente generati. Sia f: V —
W un’applicazione lineare. Dato w € W, dare un algoritmo efficiente per trovare tutti gli elementi di

fH(w).
Il primo passo in entrambi i casi consiste nello scegliere una base B = {vy,...,v,} di V, una base
C ={wy,...,wy} di W e associare a f la matrice A = MZ(f). Per I'equazione (3.6.3), abbiamo

ker f ={veV]|A Xg(v) =0}, Tl w)={veV]|A X)) = Xc(w)}.

Quindi risolvere i Problemi 3.8.1 e 3.8.2 equivale a risolvere il seguente

Problema 3.8.3. Data una matrice A € M, ,(K) e B € M,,1(K), dare un algoritmo efficiente per
trovare le soluzioni (in K™) del sistema di equazioni lineari A- X = B.

Matrici a scala per righe

Se la matrice A ha una forma particolare si risponde facilmente al Problema 3.8.3. Definiamo quali
sono le matrici “particolari” in questione. Sia A € My, »,(K). Per 1 <4 < m definiamo

) min{l < j <n|a;; +0} se A" +0
da(i) := 4
o0 se A* = 0.
Pensiamo a d4(i) come la distanza (aumentata di 1) della riga ¢ dalla prima colonna, dove la distanza
¢ determinata dalla colonna a cui appartiene l'entrata non nulla (della riga) con indice di colonna piu
piccola.

Definizione 3.8.4. Una matrice A € M, ,(K) & a scala per righe se da(1) < da(2),... < da(n) (per
convenzione o0 < o). Se A’ & una riga non nulla, il pivot di A® & entrata non nulla di A* con indice
di colonna piu piccolo (e quindi uguale a d4(7)).

Esempio 3.8.5. Le seguenti matrici reali sono a scala per righe

2 -1
1 -4 5 1 T 0
8 g , [0 023], [oﬁ]' (3.8.1)

I pivot della prima matrice sono 2,5, quelli della seconda sono 1,2, quelli della terza sono 7,+/2. Le
matrici reali

20 3
[g ;} 02 1 (3.8.2)
03 -1

non sono a scala per righe.

Supponiamo che S € M,, ,,(K) sia a scala per righe, e di voler trovare tutte le soluzioni X € K™ del
sistema di equazioni lineari omogenee

S X =B. (3.8.3)

Siano r le righe non nulle di S e siano

J1:=ds(1),...,jr :=ds(r)

i corrispondenti valori di dg, cioé gli indici di colonna dei pivot di S. Innanzitutto vediamo che se esiste
un ¢ tale che r < i < n e b; + 0, allora il sistema non ha soluzioni perche compare I’equazione 0 = b;.
Viceversa, risolvendo le equazioni “dal basso verso 1'alto” si vede che esiste una soluzione di (3.8.3) che
assume valori arbitrari di ; per j € ({1,...,n}\{j1,...,Jr}) e che, una volta assegnati questi valori, il
valore di zj,,...,x;, € univocamente determinato.
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3. APPLICAZIONI LINEARI

Esempio 3.8.6. Risolviamo in Q3 il sistema di equazioni lineari

1 —4rs +5x3 = by
2x9 +3x3 = bs.
L’ultima equazione da x5 = *%l’g - %bg, e sostituendo nella prima equazione, otteniamo x; = —11x3 +

b1 — 2bs. Quindi l'insieme delle soluzioni &

1 1
{(—11.1‘3 + by — 2b2, —g.ﬁg — 5()2,%‘3) | xr3 € Q} = {(22t + by — 2b2,3t — 5()2, —Qt) ‘ te Q}

Ricordiamo che I'insieme delle soluzioni di A- X = B & un sottospazio vettoriale di K" se e solo se
B=0.

Esempio 3.8.7. Ponendo b; = by = 0 nell’Esempio 3.8.6 vediamo che il sottospazio delle soluzioni ha
come base {(22,3,—2)}, e quindi ha dimensione 1.

Proposizione 3.8.8. Sia S € M,, ,,(K) a scala per righe, e siano 1 < i1 < iz < ... <1, <m gli indici
delle righe non nulle di S. Allora Uapplicazione lineare

ker(Ls) = e (3.8.4)
X — ('Tla"'axj1—17xj1+l,'"7'TjT—laij+17"'7'T’n,)

(la ¢ dimentica le entrate di indiciiy < i < ... <1i,) éun isomorfismo di spazi vettoriali. In particolare
dim{XeK"|S-X=0}=n—|{I<i<m|S" +0} (3.8.5)

Dimostrazione. Per induzione su r. Se r = 0 il risultato & ovvio perche in questo caso ker(Lg) = K".
Dimostriamo il passo induttivo. Quindi supponiamo che r > 0, e che il risultato vale se sostituiamo
r con (r —1). Sia T € My, »,(K) la matrice ottenuta da S sostituendo alla riga S” la riga nulla. Per
ipotesi induttiva I’applicazione lineare

ker(Lr) 5 K (3.8.6)
X — (mla"'7xj1717xj1+1a'"7xj7-7171umj7-71+17'"axn)

¢ un isomorfismo. Ovviamente
ker(Lg) = ker(Ly) n{X e K" | S"- X = 0}.
Ora
{(XeK"|S"- X =0} ={X eK" |z, = =5, (Srj, +1Tj,; + - + Srnn)}.

Segue che la restrizione di ¢r a ker(Lg) ha immagine il codominio di ¢g. Siccome ¢ € iniettiva per
ipotesi induttiva, segue che ¢g € un isomorfismo. O

Operazioni elementari sulle righe di una matrice

Sia A € M,, ,(K). Le righe di A formano una lista di vettori di K. Se operiamo sulle righe di A
con (1), (2) o (3) della Definizione 3.7.8 otteniamo altri m vettori di K™ che sono le righe di un’altra
matrice m x n. Questa & una operazione elementare sulle righe di A. Osserviamo che una operazione
elementare sulle righe di A corrisponde a una operazione elementare sulle colonne di un’altra matrice
che si associa ad A, la sua trasposta.

Definizione 3.8.9. Sia A € M,, ,(K). La trasposta di A & la matrice A* € M, ,,(K) le cui righe sono
le colonne di A. Pil precisamente poniamo A = (a;;) e A" = (b;;). Allora b;j = aj;.
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3.8. 1l procedimento di eliminazione di Gauss

Qualche esempio di matrice e la sua trasposta:

2 -1
L 2 1 3 t. L 5 2 t._ |5 -1
T e A )

Osservazione 3.8.10. Siano A, B € M, ,(K), e C € M, ,(K). Un calcolo da le seguenti uguaglianze:
(A+ B) = A" + B, (B-C)' =C"- B

Osservazione 3.8.11. Sia A € M, ,(K), e sia A* € M,, ,,(K) la sua trasposta. Siccome le colonne di
A" sono le righe di A, ¢ chiaro che B € M,, »,(K) ¢ ottenuta da A con una operazione elementare sulle
righe se e solo se B! & ottenuta da A’ con una operazione elementare sulle colonne.

Per 1’Osservazione appena fatta, il seguente risultato segue dalla prima parte della Proposizio-
ne 3.7.12.

Proposizione 3.8.12. Sia A € M,, ,(K). Esiste una serie di operazioni elementari sulle righe di A il
cui risultato finale é una matrice a scala per righe.

Eliminazione di Gauss per sistemi di equazioni lineari omogenee

Sia A € My, »n(K). Per la Proposizione 3.8.12 esiste una serie di operazioni elementari sulle righe di A
il cui risultato finale & una matrice a scala per righe S. Questo fatto, unito al risultato seguente da un
algoritmo efficiente per risolvere il sistema di equazioni omogenee A - X = 0 nelle incognite x1, ..., z,.

Proposizione 3.8.13. Sia A € M,, ,(K), e sia S una matrice a scala per righe ottenuta da A con una
serie di operazioni elementari sulle righe di A. Si ha luguaglianza

(XeK'|A - X=0}={XecK"|S-X =0} (3.8.7)

Dimostrazione. E sufficiente dimostrare che, se M ¢ ottenuta da A con una operazione elementare sulle
righe, allora
{(XeK'|A- X=0}={XeK"|M-X =0} (3.8.8)

L’uguaglianza & ovvia se 'operazione ¢ di tipo (1) o (3). Ora supponiamo che M sia ottenuta da A con
una operazione elementare sulle righe di tipo (2). Quindi ¢ + j € {1,...,n}, A € K e la riga i-esima
di M ¢ A® + AAJ. Dimostriamo che il membro di sinistra di (3.8.8) & contenuto nel membro di destra
di (3.8.8). Sia X nel membro di sinistra. Le equazioni che definiscono il membro di destra sono le stesse
equazioni che definiscono il membro di sinistra eccetto quella sulla riga i che &

(A" +2A%) - X =0. (3.8.9)

Siccome X appartiene al membro di sinistra abbiamo che A*- X = 0 e A7- X = 0; segue che vale (3.8.9).

Questo dimostra che il membro di sinistra di (3.8.8) & contenuto nel membro di destra di (3.8.8).
Rimane da dimostrare che il membro di destra & contenuto nel membro di sinistra. Le equazioni che

definiscono il membro di sinistra sono le stesse equazioni che definiscono il membro di destra eccetto

quella sulla riga ¢ che ¢ ' .
(M* = AM7)-X =0. (3.8.10)

1l ragionamento appena fatto dimostra che il membro di destra di (3.8.8) & contenuto nel membro di
sinistra di (3.8.8). O

L’algoritmo appena descritto si chiama procedimento di eliminazione di Gauss.

Corollario 3.8.14. Sia A € M,, ,(K), e sia S una matrice a scala per righe ottenuta da A con una
serie di operazioni elementari sulle righe di A. Allora

dim{XeK"|A- X =0=n—|{1<i<m|S" 40}
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3. APPLICAZIONI LINEARI

Dimostrazione. Per la Proposizione 3.8.13 la dimensione dello spazio delle soluzioni di A-X = 0 ¢ uguale
alla dimensione dello spazio delle soluzioni di S- X = 0, e quest’ultima dimensione ¢ data da (3.8.5). O

Proposizione 3.8.15. Sia K un campo e A € M,, ,(K). Il rango di A* é uguale al rango di A.

Dimostrazione. Sia S una matrice a scala per righe ottenuta da A con operazione elementari sulle righe.
Per I’Osservazione 3.8.11 abbiamo

rg(A) = {1 <i<m|S" 0}
Per il Corollario 3.8.14 otteniamo che
dim{X eK"|A- X =0} =n—[{1<i<m]|S" %0} =n—rg(A").

Ma d’altra parte
dim{X eK" | A-X =0} =n—rg(A)

per la Proposizione 3.1.21. Le ultime due equazioni danno che rg(A4) = rg(A?). O

Osservazione 3.8.16. La Proposizione 3.8.15 equivale alla seguente affermazione: se A € M, ,(K) allora
il sottospazio di K™ generato dalle righe di A ha la stessa dimensione del sottospazio di K™ generato
dalle colonne di A. Notiamo che I'affermazione non ¢ affatto banale. Equivalentemente: il massimo
numero di righe linearmente indipendenti di A ¢ uguale al massimo numero di colonne linearmente
indipendenti di A. Possiamo anche dare la seguente versione della Proposizione 3.8.15: se, con una serie
di operazioni elementari sulle righe, riduciamo A a una matrice a scala per righe S e, con una serie di
operazioni elementari sulle colonne, riduciamo A a una matrice a scala per colonne T allora il numero
di righe non nulle di S & uguale al numero di colonne non nulle di 7' (infatti il primo numero & uguale
al rango di A?, il secondo & uguale al rango di A).

Eliminazione di Gauss e dimensione

Il procedimento di eliminazione di Gauss dimostra il seguente risultato indipendentemente dalla Propo-
sizione 2.6.13 e dal Corollario 2.6.14.

Proposizione 3.8.17. Se A € M,, ,(K) e m < n, allora esiste una soluzione non nulla X € K"
dell’equazione A- X =0, cioé un sistema di equazioni lineari omogenee con pit incognite che equazioni
ha almeno una soluzione non banale.

A partire da questo risultato possiamo ridimostrare il Corollario 2.6.14, ragionando come segue. Sia

V uno spazio vettoriale su K finitamente generato, e siano B = {v1,...,v,}, C = {wy,...,w,} basi
di V. Supponiamo che m < n e dimostriamo che i vettori ws,...,w, sono linearmente dipendenti -
ovviamente questo dimostra il Corollario 2.6.14. Per j € {1,...,n} esistono ayj, ..., an; € K tali che

m
wj = Z aijvi.
=1

Sia A € M, ,,(K) la matrice A = (a;j). Per la Proposizione 3.8.17 esiste una soluzione non banale X
dell’equazione A - X = 0. Si ha

n n m m n
Z l‘j’LUj = Z JL‘j Z aijvi = Z aija:j vV = 0,

j=1 j=1 i=1 i=1 \j=1
e quindi i vettori w1, ..., w, sono linearmente dipendenti.
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3.8. 1l procedimento di eliminazione di Gauss

Eliminazione di Gauss per sistemi di equazioni lineari arbitrarie

Il procedimento di eliminazione di Gauss si pud impiegare anche per risolvere un sistema di equazione
lineari arbitrario

A-X=B (3.8.11)

dove A € My, ,(K), B € M, 1(K) e X & una matrice colonna (di incognite) n x 1. Si procede come
segue. Sia A = (a;;) e B = (b;). Consideriamo la matrice m x (n + 1)

a1 a2 ... aip by
a21 azy ... Gz by
ABI=1| . an  an b (3.8.12)
|l Gm1 Am2 ... Omn bm i

Sappiamo che, con una serie di operazioni elementari sulle righe di [A|B], arriviamo a una matrice a
scala per righe [S|C]. Notiamo che anche S & una matrice a scala per righe.

Proposizione 3.8.18. Siano [A|B] e [S|C] come sopra. Allora abbiamo 'uguaglianza
{XeK'|A-X=B}={XeK"|S5 - X =C}. (3.8.13)

Dimostrazione. Si ragiona come nella dimostrazione della Proposizione 3.8.13. E sufficiente dimostrare
che, se [M|R] & ottenuta da [A|B] con una operazione elementare sulle righe, allora

(XeK"|A-X =B} ={XeK"|M X =R}. (3.8.14)

11 risultato & ovvio se 'operazione ¢ di tipo (1) o (3). Ora supponiamo l'operazione sia di tipo (2).
Quindi i # j € {1,...,n}, A € K e [M|R] & ottenuta da [A|B] sostituendo la riga i-esima (A*,b;) con
la riga (A*AA7,b; + Abj). Dimostriamo che il membro di sinistra di (3.8.8) & contenuto nel membro di
destra di (3.8.8). Sia X nel membro di sinistra. Le equazioni che definiscono il membro di destra sono
le stesse equazioni che definiscono il membro di sinistra eccetto quella sulla riga ¢ che e

(A" + NAT) - X = b; + \b;. (3.8.15)

Siccome X appartiene al membro di sinistra abbiamo che A*- X = b; e A7-X = b;; segue che vale (3.8.9).
Questo dimostra che il membro di sinistra di (3.8.14) & contenuto nel membro di destra di (3.8.14).

Rimane da dimostrare che il membro di destra & contenuto nel membro di sinistra. Le equazioni che
definiscono il membro di sinistra sono le stesse equazioni che definiscono il membro di destra eccetto
quella sulla riga i che e

(M" = AM7) - X =r; — Arj. (3.8.16)

1l ragionamento appena fatto dimostra che il membro di destra di (3.8.14) & contenuto nel membro di
sinistra di (3.8.14). O

La conclusione ¢ che risolviamo il sistema di equazioni in (3.8.11) procedendo come segue: con
una serie di operazioni elementari sulle righe “trasformiamo” [A|B] in una matrice a scala per righe
[S|C]. Per la Proposizione 3.8.18 il sistema di equazioni in (3.8.11) ha le stesse soluzioni del sistema
di equazioni S - X = C, e questo sistema si risolve “dal basso verso l’alto”. Notiamo che il sistema
S - X = C ha soluzioni (cioe il sistema A - X = B ha soluzioni) se e solo se per ogni i € {1,...,m} tale
che S% = 0 la corrispondente entrata ¢; di C' & nulla.
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3.9 Calcolo dell’inversa di una matrice invertibile

Problema 3.9.1. Data una matrice A € GL,,(K) (cioe A € M, ,(K) ed ¢ invertibile) come possiamo
calcolare in modo efficiente 'inversa di A?

Descriveremo un algoritmo che produce A~!. Iniziamo con il seguente risultato.

Lemma 3.9.2. Sia A € GL,,(K). Esiste una serie di operazioni elementari sulle righe della matrice
[A|1,] (notate che é una matrice n x 2n) che produce una matrice [1,|D], dove D € M, ,(K).

Dimostrazione. Consideriamo la matrice n x 2n data da [A[1,]. Con una serie di operazioni elementari
sulle righe di [A|1,] possiamo arrivare a una matrice a scala per righe [S|C] dove S, C sono matrici
nxn. Notiamo che anche S ¢ a scala per righe, ed & ottenuta da A con una serie di operazioni elementari
sulle righe. Siccome A & invertibile ker(L4) = {0}, e quindi per il Corollario 3.8.14 segue che le righe di
S sono tutte diverse da 0. Siccome S € quadrata questo significa che tutte le entrate di S sulla diagonale
principale di S sono non nulle. Quindi moltiplicando la riga i-esima di [S|C] per s;; arriviamo a [S’|C"]
dove S’ &€ n x n a scala per righe con entrate sulla diagonale principale uguali a 1. Ora & chiaro che
con una serie di opportune operazioni elementari sulle righe di [S’|C’] possiamo arrivare a una matrice

[1n]D]. O

Proposizione 3.9.3. Sia A € M, ,(K) invertibile, e sia D € M, ,(K) la matrice ottenuta a partire da
A con il procedimento del Lemma 3.9.2. Allora D = A™L.

La Proposizione 3.9.3 da un algoritmo che risponde al Problema 3.9.1. Prima di dimostrare la
proposizione diamo un esempio di calcolo dell’inversa.

Esempio 3.9.4. Sia
2 1 3
A=1] -1 0 1
3 2 8
Calcoliamo A~ seguendo ’algoritmo appena descritto. Dunque partiamo dalla matrice 3 x 6

e operiamo sulle righe in modo da trasformare la matrice a sinistra dei tratti verticali in una matrice a
scala per righe. Come prima operazione moltiplichiamo la seconda riga per (—1) e poi scambiamo tra
di loro le prime due righe: otteniamo

\
W = N

0
0
1

N O =
oo = W
o O =
o = O

~1 ] 0 -1 0
311 00
8 ] 0 01

Ora moltiplichiamo la prima riga per (—2) e aggiungiamola alla seconda riga, poi moltiplichiamo la
prima riga per (—3) e aggiungiamola alla terza riga: otteniamo cosi

10
2 1
3 2

10 -1 ] 0 —10
01 5|1 20
02 11 |0 31

Moltiplicando la seconda riga per (—2) e aggiungendola alla terza riga otteniamo

~1 ] 0 -1 0
51 1 20
1] -2 -1 1

o O =
O = O
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3.9. Calcolo dell’inversa di una matrice invertibile

Ora la matrice a sinistra dei tratti verticali € a scala per righe, e in questo esempio le entrate sulla
diagonale principale sono gia uguali a 1. Rimane da operare sulle righe “dal basso” per trasformare
la matrice a sinistra dei tratti verticali nella matrice 15. Moltiplichiamo la terza riga per (—2) e
aggiungiamola alla terza riga, poi aggiungiamo la terza riga alla prima: otteniamo

100 | -2 -2 1
010 | 11 7 =5
001 | -2 -1 1
Quindi
-2 -2 1
A= 11 7 -5
-2 -1 1

(Provare per credere!)

Per dimostrare la Proposizione 3.9.3 dimostriamo il seguente risultato.

Lemma 3.9.5. Siano A, B € M, ,(K), e supponiamo che B € M,, ,,(K) sia ottenuta da A con ope-
razioni elementari sulle righe. Allora esiste L € GL,,(K) (cioé una matrice L € My, 1 (K) invertibile)
tale che B =L - A.

Dimostrazione. Dimostriamo che, se B € M,, ,(K) & ottenuta da A con una operazioni elementare sulle
righe di tipo (1), (2) o (3), allora esiste L € GL,,(K) tale che

B=L-A. (3.9.1)

Supponiamo che l'operazione elementare sia di tipo (1). Quindi esistono k + h € {1,...,m} tali che
Bk =AM B" = AF e per i e ({1,...,m}\{k, h}) si ha A® = B%. Sia L = (l;;) data da

6ij se (Zaj) ¢ {(kvk)a(kvh)a(hvk)a(hvh)}v
Ly =40  se(i,j) e {(k k), (hh)}, (3.9.2)
1 se(i,5) € {(k,h),(h,k)}.

Si verifica facilmente che vale (3.9.1). Notate che L% = 1,,, e quindi L ¢ invertibile.
Supponiamo che l'operazione elementare sia di tipo (2). Quindi esistono k = he {1,...,m} e A e K
tali che B¥ = A% + A\A" e per i e ({1,...,m}\{k}) si ha A* = B®. Sia L = (l;;) data da

i e {51] se (Za]) :+: (k7h)a
iy

A ose (4,4) = (k,h). (3.9.3)

Si verifica facilmente che vale (3.9.1). Notate che L & invertibile percheé con una operazione elementare
sulle colonne “diventa” la matrice unita.

Se I'operazione elementare ¢ di tipo (3), cio¢ esistono k € {1,...,m} e 0 + pu € K tali che B¥ = uA*
e A= B perie ({1,...,m}\{k}), allora vale (3.9.1) con L = (l;;) data da

Lo o= 6ij se (27.]) + (k’ k)v
Tl se (iy5) = (ky k).

La matrice L ¢ invertibile perche ¢ diagonale con tutte le entrate sulla diagonale principale non nulle.
Ora dimostriamo il risultato in generale. Per quello che abbiamo appena dimostrato esistono

Ly,...,L, € GL,(K) taliche B=Ly-...- L.+ A. Siccome L:=Ly-...- L. ¢in GL,,(K) e B=L- A,

abbiamo fatto. O

(3.9.4)

Dimostrazione della Proposizione 3.9.3. Per il Lemma 3.9.5 esiste L € GL,,(K) tale che
[1n|D] = L - [AlLn] = [L - AIL - 1,] = [L - A|L].
Quindi L - A =1, ovvero L = A~!. Ma d’altra parte L = D, e percio D = A~!. O
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3. APPLICAZIONI LINEARI

3.10 Cambiamenti di base

Sia V' uno spazio vettoriale su K, finitamente generato e di dimensione n. Siano
={u1,...,Un}, C={wy,...,wy}
basi di V. Per I'Equazione (3.6.3) vale
Xe(v) = ME(dy) - Xg(v)  YveV. (3.10.1)
Definizione 3.10.1. MF(Idy) ¢ la matrice del cambiamento di base da B a C.

Quindi la matrice del cambiamento di base da B a C ci da le C-coordinate di un vettore a partire
dalle sue B-coordinate per mezzo della Formula (3.10.1).
Notiamo che la matrice del cambiamento di base & invertibile percheé per ’Equazione (3.6.6) si ha

Mg(Idy) - ME(Idy) = ME(Idy) = 1,,  ME(Idy) - Mg(Idy) = M (Idy) = 1,,.
(Abbiamo posto n := dim V.) Quindi
MB(1dy)™! = M§(1dy). (3.10.2)

Osservazione 3.10.2. Siano V =K" e § = {ey,...,e,} la base standard. Sia C la base di K" data da
C ={C,...,Cy} dove le C; sono matrici n x 1 (matrici colonna). Allora

MS(Idy) = [Ch, ..., Chl, Mg (Idy) = [Cy,...,Cu] "

Infatti la prima equazione vale per definizione di M$(Idy ), e la seconda vale per (3.10.2).

Osservazione 3.10.3. Siano V uno spazio vettoriale finitamente generato su K e B,C,D sue basi. Per
I’Equazione (3.6.6) si ha

M5(1dy) = M§(1dy) - ME(1dy). (3.10.3)
Quindi possiamo esprimere la matrice del cambiamento di base tra basi arbitrarie come prodotto di
matrici di cambiamento di base da una base arbitraria a una base fissata. (Analogia: se in una citta’, per
esempio Roma, sappiamo andare da un punto arbitrario a un punto fissato, per esempio Piazza Navona,
allora sappiamo andare da un punto arbitrario a un altro punto arbitrario, per esempio passando da
Piazza Navona.)
Esempio 3.10.4. Siano B = {Bs,..., By} e D = {D1,...,D,} basi di K". (Come di consueto B; e D,
sono matrici n x 1.) Per le Osservazioni 3.10.2 e 3.10.3 abbiamo che

Mp(ldy) = M3(Idy) - M§(Idy) = [D1,..., Du] 7" - [Bu,..., Bn). (3.10.4)

Per illustrare questo metodo scegliamo le basi di Q* date da B = {( ,1,0), (1,0,-1), (0,—1,2)} e
D ={(2,-1,3), (1,0,2), (3,1, 8)} (verificate che sono basi!). Allora (3.10.4) diventa

-1

2 1 3 2 1 0
M5(Idgs) = | —1 0 1 o0 -1 . (3.10.5)
3 2 8 0 -1 2

L’inversa che appare in (3.10.5) ¢ stata calcolata nell’Esempio 3.9.4, e otteniamo che

-6 -3 4
MB(Idgs) = | 29 16 —17
-5 -3 3

Quindi, per esempio, le coordinate di (2,1, 0) nella base D sono (—6,29, —5), ovvero
(2,1,0) = —6(2,—1,3) + 29(1,0,2) — 5(3,1,8).
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3.11. Endomorfismi e coniugio

Abbiamo visto che una matrice di cambiamento di base ¢ invertibile. Vale il viceversa, cioe ogni
matrice invertibile & la matrice di un cambiamento di base.

Proposizione 3.10.5. Sia V' uno spazio vettoriale finitamente generato e di dimensione n su un campo
K. Sia C = {u1,...,un} una base di Ve A € GL,(K). Esiste una (e una sola) base B di V tale che
M§(1dy) = A.

Dimostrazione. Sia w; € V il vettore con vettore delle coordinate uguale alla j-esima colonna di A~.
Esplicitamente: se A™! = (e;;) abbiamo che

n
w; = Z €ijUsj-
i=1

Siccome le colonne di A~! sono linearmente indipendenti B := {ws, ..., w,} ¢ una base di V. Abbiamo
che
MB(Idy) = A"

Per l'equazione (3.10.2) segue che M§(Idy) = A. O

3.11 Endomorfismi e coniugio

Definizione 3.11.1. Sia V uno spazio vettoriale. Un endomorfismo di V & un’applicazione lineare
f:V =V, ciot un elemento di L(V, V).

Poniamo
End(V) := L(V, V).

Sia V uno spazio vettoriale su K, finitamente generato e di dimensione n. Sia f: V — V un endomor-
fismo di V. Scelta una base C di V associamo a f la matrice M§(f) € M, ,(K). Notate che abbiamo
scelto la stessa base per V' visto come dominio e come codominio: in questo modo si leggono bene le
proprieta di f, per esempio f & l'identita se e solo se M (f) = 1,. Ora chiediamoci come cambia la
matrice associata a f se passiamo dalla base C a un’altra base B. Per I’equazione (3.6.6) applicata a
f =1Idy of oIdy e ’equazione (3.10.2) abbiamo che

ME (f) = M§(Idy ofoldy) = Mg(Idy)-ME (f)-ME (Idy) = (ME (Idy)) ™' Mg (f)-ME (1dy). (3.11.1)

Definizione 3.11.2. La matrice M € M, ,(K) & coniugata a N € M, ,,(K) (in simboli M ~ N) se
esiste G € GL,,(K) tale che
M=G' N.G (3.11.2)

Proposizione 3.11.3. Sia V' uno spazio vettoriale finitamente generato su K, di dimensione n, e sia
f: V. — V un endomorfismo. Dati una base C di V e M € M, ,(K), esiste una base B di V tale che
M = ME(f) se e solo se M ¢ coniugata a ME(f).

Dimostrazione. Se M = ME(f) allora M & coniugata a MS(f) per 'equazione (3.11.1). Ora suppo-
niamo che M sia coniugata a MS(f), cioe esiste G € GL,,(K) tale che M = G=1 - M§(f) - G. Per la
Proposizione 3.10.5 esiste una base B di V tale che M§(f) = G~!. Per 'equazione (3.11.1) segue che
M ME(). 0

Proposizione 3.11.4. La relazione di coniugio é di equivalenza.

Dimostrazione. M ~ M perche M = 1% N - 1,. Supponiamo che M € M,, ,,(K) sia coniugata a N e
quindi che valga (3.11.2). Moltiplicando a sinistra ambo i membri di (3.11.2) per G e successivamente
a destra per G~! otteniamo che G- M - G=! = N. Siccome G = (G~1)7! segue che N & coniugata a
M. Infine supponiamo che M ~ N e N ~ P. Quindi esistono G, H € GL,,(K) tali che

M=G"' N-G, N=H"'-P H (3.11.3)
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3. APPLICAZIONI LINEARI

La matrice H - G ¢ in GL,(K) (ricordate che GL,(K) ¢ un gruppo) e, sostituendo ’espressione di N
nella prima equazione di (3.11.3), otteniamo che

M=G'H'YP H-G=H-G) ' P-(H-G).
Quindi M & coniugata a P. O

Abbiamo definito la relazione di coniugio su M, ,,(K). Equivalentemente si pud definire la seguente
relazione su End(V).

Definizione 3.11.5. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato. Allora f,¢g € End(V) sono
coniugati se esiste un isomorfismo ¢: V. — V tale che f = g o fop!.

Si dimostra facilmente che la relazione appena definita su End(V') & di equivalenza.

3.12 Diagonalizzazione

Siano V' uno spazio vettoriale finitamente generato su K e f: V — V un endomorfismo. Ci poniamo il
problema di trovare una base B che renda la matrice M, BB( f) pit semplice possibile. L’ideale & trovare
una B tale che ME(f) sia una matrice diagonale.

Definizione 3.12.1. Sia f: V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale V finitamente generato
suK. La base Bdi V' diagonalizza f se Mg(f) ¢ una matrice diagonale. Diciamo che f ¢ diagonalizzabile
se esiste una base che la diagonalizza. Sia A € M,, ,(K): una base B di K" diagonalizza A se M5 (L4)
& una matrice diagonale, e A & diagonalizzabile se L 4 & diagonalizzabile.

Osservazione 3.12.2. La base B = {v1,...,v,} diagonalizza f se e solo se esistano Aq,..., A, tali che

Esempio 3.12.3. Una matrice A € M, ,(K) diagonale & diagonalizzabile perche, se S ¢ la base standard
di K®, M§(L4) = A. Diamo un esempio meno banale. Sia A € M »(R) data da

I

LA(L _1) = (2? _2) = 2(1a _1)7 LA(L _2) = (35 _6) = 3(1a _2)
Quindi la base {(1,—1), (1,—2)} di R? diagonalizza A, e percido A & diagonalizzabile.

Osservazione 3.12.4. Per la Proposizione 3.11.3 una matrice A € M, ,,(K) ¢ diagonalizzabile se e solo
se esiste G € GL,(K) tale che A := G™! - A - G sia diagonale, ovvero esiste G € GL,(K) tale che
A=G-A-G7L

L’Osservazione 3.12.2 motiva le seguenti definizioni fondamentali. Sia A € K: poniamo

Allora

Wa(f) :=ker(f — A1dy). (3.12.2)

Definizione 3.12.5. Un A € K & un autovalore di f se Vy(f) + {0} cioe se esiste 0 + v € V tale
che f(v) = M. Un tale v si chiama autovettore di f. L’autospazio associato all’autovalore A & Vy(f).
Se A e M, (k) gli autovalori, autovettori, autospazi di L4 si chiamano anche autovalori, autovettori,
autospazi di A.

Esempio 3.12.6. Sia A € M 2(R) la matrice dell’Esempio 3.12.3. Allora 2 e 3 sono autovalori di A e gli
autospazi relativi sono

V2(LA) = <(17 _1)>7 ‘/S(LA) = <(1’ _2)>'
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3.12. Diagonalizzazione

Esempio 3.12.7. Diamo esempi di autovettori e autovalori di un endomorfismo di uno spazio vettoriale
che non ¢ finitamente generato. Sia V := C®(R) l'insieme delle funzioni f: R — R con derivate di ogni
ordine. La somma di funzioni in C*(R) ¢ ancora in C*(R), ese A€ R, f € C*(R) allora A- f € C*(R).
Con queste operazioni C*(R) & uno spazio vettoriale reale (non finitamente generato). L’applicazione
&: C*(R) - C®(R) definita da &(f) := f” ¢ lineare. Sia k € R; allora le funzioni fx(x) = sinkz e
gr(x) = cos kx sono autovettori di @, con autovalore associato —k?.

La seguente ¢ una riformulazione dell’Osservazione 3.12.2.

Osservazione 3.12.8. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su K. Un endomorfismo f: V —
V' e diagonalizzabile se solo se esiste una base di V' i cui elementi sono autovettori di f.

Esempio 3.12.9. Dato 6 € R sia Rg € M3 2(R) data da

cosf) —sind
Ry = [ sind  cosd ] (3.12.3)

Allora Ry & diagonalizzabile solo se # & un multiplo intero di m, cioe § = mm per un m € Z. Infatti
Az = (—1)™15, e quindi ¢ diagonalizzabile, mentre se 6 & un multiplo intero di 7 non esistono autovalori
di Ry (verificatelo) e quindi per I’Osservazione 3.12.8 Ry non ¢ diagonalizzabile. Geometricamente:
siccome Ry ¢ la matrice associata a una rotazione di angolo 6, vedi ’'Esempio 3.6.2, & chiaro che Ry si
diagonalizza solo se # ¢ un multiplo intero di .

Se invece consideriamo Ry come matrice in M 2(C), allora é diagonalizzabile. Infatti {(1,4), (1, —i)}
¢ una base di C? di autovettroi di Ry (con autovettori rispettivamente cos — isinf e cos@ + isin@).
Questo esempio dimostra che, data un’inclusione di campi K < F, una matrice non diagonalizzabile
A e M, »(K) puo essere diagonalizzabile vista come matrice in M, ,, (F).

Esempio 3.12.10. Siano K un campo e N € M; 5(K) data da

0 1
= [ ol ]
La matrice N non ¢ diagonalizzabile. Infatti si verifica facilmente che gli autovettori di N sono (¢,0)

con t # 0 e quindi N non ha una base di autovettori. Osserviamo che, contrariamente alla matrice Ry
dell’Esempio 3.12.9, la matrice N non diventa diagonalizzabile dopo una estensione di campi K < F.

Spieghiamo perche possiamo essere interessati a trovare una base che diagonalizza un endomorfismo.
Supponiamo che A € M, ,,(K) sia diagonalizzabile. Per I'Osservazione 3.12.4 esiste G € GL,, (K) tale
che A =G-A-G7'. Questa uguaglianza ci permette di calcolare facilmente tutte le potenze A” perche

A" =G A" -G, (3.12.4)

e A" & una matrice diagonale con entrate le potenze r-esime delle entrate di A.

Esempio 3.12.11. Sia A € M3 »2(R) la matrice dell’Esempio 3.12.3, e sia B := {(1,—1), (1, —2)}. Allora
B & una base di R? che diagonalizza A. Abbiamo

Mg(LA):[(Q) g]

e percio

[ - ] = M§(La) = ME(1dge) - ME(La) - M§ (1dge) =

Dalla (3.12.5) segue che
1 -1 |" 1 1 m 2 1 gm+l _ gm om _ gm
_ . . _ . (3.12.
[2 4} {—1 —2“ 0 3mH—1 —1} [—2m+1+2-3m —2m+2-3m} (3.12.6)
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3. APPLICAZIONI LINEARI

Diamo una ulteriore motivazione. Sia A € M, ,(R), cioé una matrice quadrata a entrate reali.
L’esponenziale di A si definisce come segue. Consideriamo la somma

. 1 2 1 3 1 r
ar.:1n+A+§A +§A +"'+ﬁA' (3.12.7)
Se |ai;| < S per ogni 4,5 € {1,...,n} allora il valore assoluto di ciascuna entrata di A” & al piti uguale

a n"~1S™: ne segue che le entrate di o, sono successioni convergenti (per » — 00). La matrice le cui
entrate sono i limiti delle rispettive successioni di entrate & Pesponenziale di A, e si denota e?. Scriviamo

A-—OolA’—l A 1A2 1A3 1AT 3.12.8
e ._ZOE =l A4 gAT 4 AT+ AT (3.12.8)

L’esponenziale ¢ importante perche vale il seguente analogo all'uguaglianza d(e')/dt = e':

d
ﬁe”‘ = A (3.12.9)
Quindi una soluzione del sistema di equazioni differenziali nelle funzioni y1,...,y,: R — R dato da
Y(t)=A-Y(),, Y(0)=B5B, (3.12.10)

(Y: R — R™ & la funzione con entrate yi,...,y,, e B € R") & dato da Y (t) = e* - B (si dimostra che &
l'unica soluzione).
Ora supponiamo che A sia diagonalizzabile e quindi che valga (3.12.4). Allora si ha che

[e™ 0 ... ... ... 0
0
e A=G (L A+ S AP+ AP LA )G =G : R © e (3.12.11)
: Do e 0
L 0 ... ... ... 0 e

Esempio 3.12.12. Sia A € M (R) la matrice dell’Esempio 3.12.3. Dalla (3.12.6) segue che

902t _ o3t e2t _ o3t

T —2e2t 4 263t 2t 4 23t

tA

3.13 1l duale di uno spazio vettoriale

Duale e biduale

Ricordiamo che il duale di uno spazio vettoriale V' su K ¢ lo spazio vettoriale V¥ = L(V,K) delle
applicazioni lineari f: V — K. Supponiamo che V sia finitamente generato e sia n := dim V; per la
Proposizione 3.6.7 abbiamo un isomorfismo £(V,K) = M; ,,(K) e quindi dim V¥ = n. Questo dimostra
il seguente risultato.

Proposizione 3.13.1. Se V' ¢ uno spazio vettoriale finitamente generato su K, allora anche V'V é
finitamente generato e dim VY = dim V.

In particolare, se valgono le ipotesi della Proposizione 3.13.1, allora V' & isomorfo a V.
Sia B := {v1,...,v,} una base di V. Possiamo definire una base di V'V procedendo come segue. Sia
v, € V'V la funzione lineare
v/
v — K (3.13.1)
(x1v1 + o202 + ...+ TRV,)  — T

94



3.13. 1l duale di uno spazio vettoriale

In altre parole v;” & I'unica applicazione lineare V' — K tale che
’UZ-V ('Uj) = 5@', 1 < Z,j <n (3132)
dove §;; € il simbolo di Kronecker, vedi (3.4.6).

Proposizione 3.13.2. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su K e B := {v1,...,v,} una
sua base. Allora BY :={vy,...,vy} & una base di V'V.

Dimostrazione. L’applicazione

vy 2, Kr

f = (f(vl)v"'vf(vn))
¢ lineare e biunivoca. La prima affermazione & di verifica immediata, la seconda vale per il Corolla-

rio 3.1.14. Ora notiamo che #(v;”) = e;, vedi 'uguaglianza in (3.13.2). Applicando il Corollario 3.2.8
all’isomorphismo @~1: K™ — V'V segue che {vy,...,vY} ¢ una base di V. O

(3.13.3)

Terminologia 3.13.3. La base BY := {vy,...,v,} € la base duale della base B.

e n

Osservazione 3.13.4. La notazione per la base duale della base B € ingannevole, perche suggerisce che
abbia senso v;’ indipendentemente dalla scelta della base di cui v; fa parte. Una notazione corretta
sarebbe (vP)V; per non appesantire la notazione dimentichiamo 3.

Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su K, e sia B = {v1,...,v,} una sua base. Se
BY = {vy,...,vu,y} &la base duale di V'V, I’applicazione
v i VY

9 y (3.13.4)
V1 + ...+ TR, > X1V + .+ TR,
¢ un isomorfismo. Per definire pp abbiamo scelto la base B, e in generale 'isomorfismo cambia se
cambiamo base. Non ¢’¢ modo di definire un isomorfismo V' — V'V senza fare delle scelte (a meno che
V non abbia dimensione 0, oppure K = Fy e dim V' = 1), per una versione precisa di quest’affermazione
vedi I’Osservazione 3.13.13.

Un fatto notevole & che, se V' ¢ finitamente generato, esiste un isomorfismo naturale, cioe definito
senza fare scelte, tra V' e il biduale di V', definito come il duale del duale di V', ovvero

VY= (VY)Y

. L Jio v . . . .
Per dimostrarlo consideriamo per V uno spazio vettoriale qualsiasi (non necessariamente finitamente
generato) e v € V Papplicazione

v Val(v)
Vf — f]i) (3.13.5)

L’applicazione Val(v) & lineare. Infatti siano A\, u € K, e f,g € V; allora

Val(v)(Af + ng) = (Af + pg)(v) = Af(v) + pg(v) = AVal(v)(f) + p Val(v)(g).

Siccome Val(v) € (V)Y abbiamo un’applicazione

Val vV
vV — V (3.13.6)
v — Val(v)

Lemma 3.13.5. Se V' & uno spazio vettoriale (non necessariamente finitamente generato), 'applica-
zione Val in (3.13.6) ¢é lineare.

Dimostrazione. Siano A\, u € K, e v,w € V. Allora per definizione di Val abbiamo

Val(hw 4+ pw)(f) = FO + o) = Af(v) + ef (w) = AVal(v)(F) + o Val(w)(£).
Quindi Val(Av + pw) = AVal(v) + u Val(w), e percid Val ¢ lineare. O
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Proposizione 3.13.6. Se V ¢é uno spazio vettoriale finitamente generato su K, allora 'applicazione
Val definita da (3.13.6) é un isomorfismo di spazi vettoriali.

Prima di dimostrare la Proposizione 3.13.6, dimostriamo il seguente risultato.

Lemma 3.13.7. Sia V uno spazio finitamente generato su K, e sia v < V. Allora v é non nullo se e
solo se esiste f € V'V tale che f(v) £ 0.

Dimostrazione. Se esiste f € V'V tale che f(v) # 0, allora v & 0 perche f(0) = 0 per ogni f € VY. Ora
supponiamo che v £ 0 e dimostriamo che esiste f € V'V tale che f(v) # 0. Siccome v £ 0, possiamo
completare v = v a una base {v1,...,v,} di V. Allora vy’ (v1) =1 £ 0. O

Dimostrazione della Proposizione 3.13.6. Sappiamo che Val e lineare. Siccome V' ¢ finitamente genera-
to, la Proposizione 3.13.1 da che

dimV =dim(VY) =dimV"".

Quindi basta dimostrare che Val & iniettiva, ovvero ker(Val) = {0}. Se 0 4 v € V, per il Lemma 3.13.7
esiste f € V'V tale che f(v) # 0, cioeé Val(v)(f) % 0. Questo dimostra che Val(v) = 0. O

L’applicazione duale di un’applicazione lineare

Definizione 3.13.8. Siano V, W spazi vettoriali su un campo K e ¢: V' — W un’applicazione lineare.
Se fe WV, allora la composizione f o ¢ & lineare, e quindi ha senso porre

19784 ‘p_v) /8%
fo= fop

La ¢V e l’applicazione duale di .

Esempio 3.13.9. La duale dell’identita Idy : V' — V e lidentita Idy v : VY — V'V perche se f € V'V la
composizione f oIdy e uguale a f. Piu in generale la duale della moltiplicazione per A € K, cioe di
Ady e uguale a Aldy .

Proposizione 3.13.10. Siano V,W spazi vettoriali su un campo K e ¢: V. — W un’applicazione
lineare. L’applicazione duale ¥ : WY — V'V ¢ lineare.

Dimostrazione. Supponiamo che A1, A2 € K e f1, fo € WV. Allora
¥ (AMfi + A2 f2)(v) = (Arfi + A2 f2)(0(v) = M fi(p(v) + Azfalp(v) = A1 (f1)(v) + A2p” (f2) ().
O
Supponiamo che V e W siano finitamente generati e siano
B={v1,...,0n}, C={wy,...,wn} (3.13.7)

basi di V' e W rispettivamente. Sia ¢: V — W un’applicazione lineare: allora abbiamo la matrice
associata ME(p) € M, ,,(K). Abbiamo anche le basi C¥ di WY e BY di V¥ e quindi la matrice
associata MS., (p¥) € M,, m(K).

Proposizione 3.13.11. Siano V,W spazi vettoriali finitamente generati su un campo K e p: V. — W
un’applicazione lineare. Siano B e C basi di V' e W rispettivamente. Allora

Mg« (9") = ME(0)",
cioe M§. (¢") ¢ la trasposta di ME(p).
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Dimostrazione. Possiamo supporre che B e C siano dati da (3.13.7). Sia MZ(p) = A = (a;;). Siave V
di coordinate (z1,...,z,) nella base B ciod v = > "_, z,vs. Notiamo che v} (v) = z5. Abbiamo che

p¥ (w!)(v) = w) (p(v) = ) aiszs = ) aisvy (v).
s=1 s=1

Quindi

¥ (w)) = ) aisvy. (3.13.8)
s=1

D’altra parte la colonna i-esima di Mg, (¢") & data dalle coordinate di ¢ (w,") nella base B e percid
la (3.13.8) da che colonna i-esima di M§. (¢¥) ¢ la riga i-esima di MZ (). O

Esempio 3.13.12. Sia A € M, ,(K) e sia L4: K" — K™ I'applicazione associata ad A, cioe La(X) =
A - X. Se B,C sono le matrici standard di K", K™ rispettivamente, allora MZ(La) = A. Per la
Proposizione 3.13.11 abbiamo

M§. (LY) = Al (3.13.9)

Osservazione 3.13.13. Cosa vuol dire che per ogni spazio vettoriale V finitamente generato su K esiste
un isomorfismo V' — V¥ naturale, cioe che non dipende da scelte? Una formulazione ¢ la seguente. Per
ogni V ¢ dato un isomorfismo ¢y : V —> V'V e ogni volta che si ha un isomorfismo f: V — W tra
spazi vettoriali V finitamente generati su K, il diagramma

VeV (3.13.10)

pv
/| [+
W—Ww

pYw

commuta, cioe

fYopwolf=opy. (3.13.11)
Dimostriamo che non esiste una tale collezione di isomorfismi ¢y : V —» VV. Ponendo V = W e
f = Aldy, dove X € K I'equazione in (3.13.11) diventa A2y = ¢y. Se V % 0 questa uguaglianza vale
solo se A2 = 1. Se K # I, esistono A € K tali che A\? + 1. Questo mostra che non esiste una tale
collezione di tali isomorfismi se K £ F5. Lasciamo al lettore il compito di dimostrare che non esistono
anche se K = Fs.

Duale di un’applicazione lineare: proprieta funtoriali

Proposizione 3.13.14. Siano U,V,W spazi vettoriali su K e
P »
U—V-—>W

applicazioni lineari. Allora
(pod))” =9 op”. (3.13.12)

Dimostrazione. Innanzitutto notiamo che ambo i membri dell’uguaglianza in (3.13.12) sono applicazioni
(lineari) da WY a UV. Sia f € WV; allora

(po)"(f) = folpo)=(fop)op =¢7 (0¥ (f)) = (" op”)(f)
O

Corollario 3.13.15. Siano V, W spazi vettoriali su un campo K e ¢: V. — W un isomorfismo. Allora
Uapplicazione duale ¥ : WY — V'V & un isomorfismo.
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Dimostrazione. Dimostriamo che (¢~!)Y ¢ un’inversa di ¢v. Per la Proposizione 3.13.14 e 'Esem-
pio 3.13.9 abbiamo

oY o ((p*l)v = ((p*l op)Y =1dy =Idyv, ((,071)v opY = (@0@71)v =Idy, = Idw. .
O

Sia ¢: V. — W un’applicazione lineare tra spazi vettoriali finitamente generati su K. La duale
dell’applicazione lineare ¢¥: WY — V¥ & un’applicazione lineare (¢¥)¥: VVY — WVY. Per la Pro-
posizione 3.13.6 abbiamo isomorfismi Valy: V. —» VVVY e Valy: W —» WYV, e quindi possiamo
identificare (¢ )Y con un’applicazione V' — W. Vogliamo dimostrare che, con questa identificazione,
(¢¥)VY & uguale a . Per essere piu precisi, consideriamo il diagramma di applicazioni lineari:

yvv B vy (3.13.13)

Valy T Tval w

Vv—ee W
)
Proposizione 3.13.16. Siano V,W spazi vettoriali finitamente generati su K, e sia p: V. — W

un’applicazione lineare. Allora Valy op = (¢¥ )Y o Valy.

Dimostrazione. Dimostriamo che I'applicazione Valy op: V. — WYY & come segue:

Val
vooeE® Wy

voo= (e fle)

Infatti Valy op(v) = Valy (p(v)), e Valy (¢(v)) & per definizione lapplicazione WY — K che manda
f e WY in f(p(v)). Per finire basta dimostrare che l'applicazione (¢“)Y o Valy ¢ data dalla stessa
formula:

v (tpv)v_oyalv Wy

v - (f = f(p(v)))
Per definizione di Valy (v) e del duale di un’applicazione lineare, abbiamo

(¢¥)" o Valy (v) = (¢¥)" (Valy (v)) = Valy (v) 0 .
Quindi se fe WY,
()" o Valy (v)(f) = Valy (v) o 0" (f) = Valy (v) (f o ) = f(p(v)).
O

Corollario 3.13.17. Siano V., W spazi vettoriali finitamente generati su K, e sia ¢: V. — W un’appli-
cazione lineare. Allora (@)Y & iniettiva se e solo se lo ¢ ¢ e, analogamente, (p¥)V & suriettiva se e
solo se lo é .

Dimostrazione. Per la Proposizione 3.13.16 abbiamo
(Y)Y = Valy op o Valy', ¢ = Valy,} o(p¥)Y o Valy .
11 risultato segue da queste uguaglianze perche Valy e Valy sono isomorfismi. O

Proposizione 3.13.18. Siano V,W spazi vettoriali finitamente generati su un campo K e p: V. — W
un’applicazione lineare.

1. ¢ é iniettiva se e solo se " € suriettiva.
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2. ¢ é suriettiva se e solo se @V é iniettiva.

Prima di dimostrare la Proposizione 3.13.18, dimostriamo un caso molto particolare. Siano V uno
spazio vettoriale e U — V un sottospazio. L’inclusione

U <& VvV

U U
¢ evidentemente un’applicazione lineare.

Proposizione 3.13.19. Sia V uno spazio finitamente generato su K, e sia U < V' un sottospazio
vettoriale. La duale dell’inclusione v: U — V ¢ suriettiva.

Dimostrazione. Iniziamo notando che la duale di ¢ ¢ la restrizione a U:

L\/

ve — U (3.13.14)

o= flu
Sia B := {u1,...,u,} una base di U, ed estendiamola a una base C := {uq, ..., Up, w1, ..., w,} di V.
Sia C¥ = {uy,...,uy,wy,...,w,} la base duale di C. Le restrizioni wy|y,...,u,,|v danno la base
duale BY di B. Quindi 'immagine di ¢¥ contiene i vettori di una base di U, e siccome ¢ & lineare
segue che e suriettiva. O
Dimostrazione della Proposizione 3.13.18. Sia U := im . L’applicazione ¢ definisce un’applicazione
lineare

v, U

v - ).
Sia ¢: U < W Dinclusione. Allora ¢ = ¢ 01, e quindi

e’ =9y¥ o’ (3.13.15)

per la Proposizione 3.13.14.

Dimostriamo che vale (1). Supponiamo che ¢ sia iniettiva. Allora ¢ & un isomorfismo, e quindi anche
1V & un isomorfismo per il Corollario 3.13.15. D’altra parte ¢V & suriettiva per la Proposizione 3.13.19,
e ne segue che ¢V e suriettiva.

Ora supponiamo che ¢ non sia iniettiva, e sia 0 & v € ker p. Allora f(v) = 0 per ogni f € imp".
D’altra parte, per il Lemma 3.13.7 esiste g € V'V tale che g(v) £ 0, e quindi g ¢ im ¢". Questo dimostra
che Y non e suriettiva.

Per dimostare che vale (2) si pud procedere direttamente come sopra, oppure si puo dedurre (2) da
(1) usando il Corollario 3.13.17. Seguiamo quest’ultima procedura (tipica della dualitd). Supponiamo
che ¢ sia suriettiva, e dimostriamo che ¢V ¢ iniettiva. Per il Corollario 3.13.17 (¢V¥)" & suriettiva. Per
il punto (1) (appena dimostrato) applicato a ¢ segue che ¢V ¢& iniettiva.

Ora supponiamo che ¢V sia iniettiva, e dimostriamo che ¢ & suriettiva. Per il punto (1) (appena
dimostrato) applicato a ¢V segue (dall’iniettivita di ¢¥) che ¢V & suriettiva, e per il Corollario 3.13.17
deduciamo che ¢ & suriettiva. O

Proposizione 3.13.20. Sia p: V — W un’applicazione lineare tra spazi vettoriali finitamente generati
su un campo K. Allora rg(p) = rg(pY).

Dimostrazione. Sia U :=imp, e siano ¢p: V — U e t: U — W come nella dimostrazione della Proposi-
zione 3.13.18, in particolare ¥ = 1Y oV. Ora ¢V & suriettiva per la Proposizione 3.13.19, e ne segue
che im(pV) = im(¢"). D’altra parte ¢V ¢ iniettiva per la Proposizione 3.13.18, e quindi

rg(¢") =dimim(p"”) = dimim(¢") = dimU" = dimU = rg(y).
O

Osservazione 3.13.21. L’Esempio 3.13.12 e la Proposizione 3.13.20 danno una dimostrazione dell’'ugua-
glianza rg(A) = rg(A") della Proposizione 3.8.15 diversa da quella data precedentemente.
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Esercizi del Capitolo 3

Esercizio 3.1. Sia K un campo. Quali delle seguenti applicazioni tra spazi vettoriali su K é lineare ?
(1) Sia po € K[z] e definiamo ®: K[z] — K[z] ponendo ®(p) := po - p.
(2) Sia V: K[z] — K[z] definita da U(p) := p>. (Attenzione: la risposta dipende dal campo K.)
(3) Sia ©: K[z] — K[x] definita da ©(p) := p(z?).
(4) Sia F: K[z] — K definita da F(p) := p(0) + p(1).

Esercizio 3.2. [l campo dei complessi C ¢é sia uno spazio vettoriale su C che su R. Sia

c L c
z -z
la coniugazione complessa (vedi la Definizione 1.9.2). Verificate che
(1) f é un’applicazione lineare di spazi vettoriali reali.

(2) f non é un’applicazione lineare di spazi vettoriali complessi.

Esercizio 3.3. Ridimostrate la Formula di Grassmann, cioé la Proposizione 2.7.1, considerando l’applicazione

vew -5 v

(v, w) +— uwu—w
Dimostrate che
(a) F ¢ lineare,
(b)) mF=U+W,e
(c) dim(ker F) = dim(U n W) (definite un isomorfismo tra U n W e ker F).

Infine dimostrate la Formula di Grassmann applicando la Proposizione 3.1.21 a F'.

Esercizio 3.4. Sia K un campo e siano ao, ..., a, € K distinti. Dimostrate che l'applicazione
K[x]gn _ Kn+1
p = (p(a0)7"'>p(an))

e un isomorfismo.
Esercizio 3.5. Calcolate A - B per le matrici
-1 1
2 3 1 -1 1 2 3
S ER I Y B FE Y E R
3 4 4 9 1 1 3 2 1
2 1 0
A'Z[l 0 —1]

eLa: R > R? Uapplicazione lineare associata ad A. Calcolate una base di ker(La).

Esercizio 3.6. Sia

Esercizio 3.7. Sia

1 2 -1
B:=] -1 1 -1
0 -3 2

e Lp: R® — R? lapplicazione lineare associata a B. Calcolate una base di im(Lp).
Esercizio 3.8. La successione di Fibonacci {n}nen € definita ricorsivamente cosi: 1 = xg = x1 e

Tntl = Tn + Tn-1, n > 1. (3.13.16)

A;:“ é]

(.’Kn, yn) = LAn—l (17 ].)
Dimostrate che {x,} ¢é la successione di Fibonacci.

Sia

Per n e N definiamo xp,yn cosi:
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Esercizio 3.9. Lo scopo di questo esercizio é di dimostrare la sequente formula chiusa per i numeri di Fibonacci

(vedi ’Esercizio 3.8):
n+1 n+1
o % ((1 +2\/5) _ (1 _2*/5) ) . (3.13.17)

A;=“ é]

Dimostrate che la base B := {(2,—1 +/5), (—2,1 ++/5)} di R? diagonalizza A, e pit precisamente

(a) Sia A e Ms2(R) data da

La(2,—1++/5) = (1 +2\/5) (2,-1++5),  La(2,-1—-+5) = (1 *2*/5) (2,1 —/5).

(b) Deducete dal punto (a) che

11| 2 — | [ %5 o | 2 o !
1 o0 | | —14vB 143 0o 15 —14v5 145 ’

(c) Verificate che

[ —1+\/§ 1+\_/§ ]1_4\/5

e deducetene che

= — 2
Lo 7 (3.13.18)

(1+\/5)n _ (1—
(d) Deducete la Formula (3.13.17) dal punto (c).

2
1 2
C'Z[z 1]

e Lc: R? — R? lapplicazione lineare associata a C. Sia B la base di R? data da B = {(1,1), (1, —1)}.
(1) Calcolate M (Lc).
(2) Calcolate Len ((1,—1)).

S
-

3
—

o

2

Esercizio 3.10. Sia

Esercizio 3.11. Sia

2 0 3
D := 1 1 -2
-1 1 1

e Lp: R® - R? Uapplicazione lineare associata a D. Sia V < R® il sottospazio definito da
V= {(z1,22,23) | 1 + 22 + x3 = 0}.
(1) Dimostrate che Lp(V) € V e quindi possiamo definire un’applicazione lineare

v L v

X — Lp(X)

(2) Sia B la base di V data da B = {(1,—1,0),(0,1,—1)}. Calcolate ME(f).

Esercizio 3.12. Sia V' uno spazio vettoriale finitamente generato di dimensione n. Sia B una base di V.
(1) Dimostrate che M5 (Idv) = 1,.

(2) Sia f € L(V,V). Dimostrate che f & un isomorfismo se e solo se M (f) & invertibile e che in questo caso
ME(f™) = ME(f)~".

Esercizio 3.13. Siano A € My »(K) e B € My ,(K). Dimostrate che

(A-B) = B"- A"
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Esercizio 3.14. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su un campo K, di dimensione n.

(1) Sia f e L(V,V) e supponiamo che esista una base B = {vi,...,v,} di V tale che

ME(f) = (\bij),  Al=1.

Dimostrate che fo f =1dy.

(3.13.19)

(2) Ora supponiamo che charK % 2, che f € L(V,V) e che fo f = Idy. Dimostrate che esiste una base B di
V tale che valga (3.13.19). (Suggerimento: osservate che vale (3.13.19) se e solo se f(v;) = A\jv;. Dato

v €V calcolate f(v+ f(v)).)

(8) Date un esempio di spazio vettoriale V finitamente generato su un campo K e f € L(V,V) tale che
fof =1dyv ma non esiste una base B di V tale che valga (3.13.19). (Per il punto (2) dovrd valere

charK = 2.)
Esercizio 3.15. Siano U, W < R* i sottospazi dati da
U:=(1,2,3,-1),(3,5,0,2)), W .={(-1,0,3,2),(1,-1,1,
Date equaziont cartesiane di U e W.
Esercizio 3.16. Sia K un campo e V. < K" il sottospazio
Vi={X|z1+ ...+ 2, =0}

Dare una base di V.

Esercizio 3.17. Sia K un campo e ®,V: K[z] — K[z] le applicazioni lineari date da

K[z] -2 K[z] Klz] % Klz]
p o~ (@*+3)p p(z) — p(-x)

Siano f,g: K[z]" le funzioni definite da

Determinate
2Y(f), @7(9), ¥(f), ¥'(9)-

-1),(1,-2,5,0)).

Esercizio 3.18. Siano V uno spazio vettoriale su un campo K, e W < V' un sottospazio. L’annullatore di W

é il sottoinsieme Ann W < V'V definito da
AW = {pe V" | plw = 0},
1. Verificate che Ann W ¢ un sottospazio di V.

2. Siam:V — V/W Uapplicazione quoziente. Dimostrate che

M

(v/wy v

definisce un’isomorfismo tra (V/W)¥ e AnnW.

3. Supponiamo che V /W sia finitamente generato, e quindi anche (V/W)Y. Siano ¢1,...

(V/W)Y. Si dimostri che
W={veV|0=pi(v)=...=pq)}.

(Le 0 = p1(v) = ... = pq(v) si dicono equazioni cartesiane di W.)

Esercizio 3.19. Sia A € M33(R) data da

1 1 1
A=1]1 2 3
1 4 9

1. Verificate che A ¢ invertibile.
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2. Calcolate A7L.

Esercizio 3.20. SiateR e A € M33(R) data da

At =

N W N
= Ot W
~+ O =

(1) Determinare per quali t la matrice A; & invertibile.

(2) Determinare A7 per quei t tali che A, é invertibile.
Esercizio 3.21. Siano B e C le basi di R® date da
B:={(3,1,5),(2,1,0),(1,-1,16)}, C :={(4,5,1),(3,4,3),(2,0,—20)}.
Determinate la matrice del cambiamento di base da B a C.

Esercizio 3.22. Sia M € M2 3(R) la matrice definita da

we]2 1]

Sia B la base di R* data da B := {(5,1), (1, —1)}.
(1) Determinare M&(Lar).

(2) Calcolare (scrivere in “forma chiusa”) M?® per ogni s € N.

Esercizio 3.23. Siano A € M3 3(R) data da

=
S = O

e B la base di R? data da
B:={(1,1,1),(1,2,4),(1,3,9)}.

Calcolate ME(La).

Esercizio 3.24. Sia V uno spazio vettoriale su K, e sia f: V — K" un isomorfismo. Dimostrate che esiste
una base (unica) B di V tale che Xg(v) = f(v) pr ognive V.

Esercizio 3.25. Sia f: Q[z]<e — Q® lapplicazione lineare

Qlal<: L Q?
p —  (p(1),p(2),p(3))

Siccome f & un isomorfismo (vedi I’Esercizio 3.4), esiste una base B di Q[z]<2 tale che Xg(p) = f(p) per
ogni p € Q[x]<2. D’altra parte sia M = {1,x,2%} la base monomiale di Q[x]<2. Calcolate la matrice dela
cambiamento di base da B a M.

Esercizio 3.26. Dimostrate che le matrici
1 2 3 9 8 7
A=|4 5 6 |, B:=| 6 5 4
7 8 9 3 2 1

sono coniugate. Pl in generale dimostrare che ogni matrice A = (ai;)i j=1 € Mnxn(K) & coniugata alla matrice
B = (bij)i ;=1 ottenuta per “rotazione di 180°”, ossia bij = any1—int1—j-
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Capitolo 4

Spazi affini

4.1 Spazi affini

Ricordiamo che E? ¢ il piano della geometria euclidea, e che V(IE?) & lo spazio vettoriale dei vettori
geometrici, cioe 'insieme delle classi di equipollenza di segmenti orientati. Consideriamo ’applicazione

V(E?) x E2 — E2

(v, P) — P+ (4.1.1)

definita come segue. Sia @ I’unico segmento orientato con punto iniziale P che rappresenta il vettore
v: poniamo P + v := @Q. Ora osserviamo che

(a) P+ 0= P per ogni P e E%
(b) P+ (v+w) = (P+v)+w per ogni PeE?ewv,we V(E?).
(c) dati P,Q € E? esiste un unico v € V(E?) tale che P + v = Q.

Infatti (a) vale perche P+ 0 = P + PP = P. Per dimostrare che vale (b) poniamo v = PQ e w = QR.
Allora

P+(w+w)=P+((PQ+QR)=P+(PR) =R, (P+PQ)+QR=Q+QR=R.

La (c) vale con v = F@, ed & chiaro che questo & 'unico v tale che valga P +v = Q.
In generale uno spazio affine & un insieme (di “punti”) su cui agisce uno spazio vettoriale in modo
che valgano proprieta simili ad (a), (b) e (c).

Definizione 4.1.1. Sia V uno spazio vettoriale sul campo K. Uno spazio affine con gruppo delle
traslazioni V & un insieme non vuoto S provvisto di un’applicazione

VxS — S
(U?P) — P+

(4.1.2)
che gode delle seguenti proprieta:

(1) P4+ 0= P perogni P€eS.

(2) P+ (v+w)=(P+v)+wperogni PeSev,weV.

(3) dati P,Q € S esiste un unico v € V tale che P + v = Q.

Gli elementi di S si dicono punti. Denotiamo con V(S) il gruppo delle traslazioni di S, cioe V(S) = V.
Diciamo che S & uno spazio affine su K se V(S) & uno spazio vettoriale su K.
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4. SPAZI AFFINI

Esempio 4.1.2. Siano K un campo, A € M,, ,(K) e B € M,, 1(K). Sia
S:={YeK"|A-Y =B} (4.1.3)

I'insieme delle soluzioni di un sistema di equazioni lineari (in generale non omogenee), e sia V < K” il
sottospazio vettoriale delle soluzioni dell’associato sistema di equazioni lineari omogenee, cioe

Vi={XeK"|A X =0} (4.1.4)

Supponendo che S non sia vuoto, definiamo V' xS — S come segue. Se X e VeY €S, allora (Y +X) €S
perche
A Y+X)=A-Y+A-X=B+0=B.

Quindi la somma di vettori definisce un’applicazione

VxS — S

(X,Y) — Y+X (4.1.5)

Valgono evidentemente (1), (2) della Definizione 4.1.1. Vale anche (3) perche se Y, Z € S, allora
A(Z-Y)=A-Z-AY=B-B=0,

quindi (Z—-Y)eV,esihaY +(Z—-Y) = Z, ed & evidente che Z — X & l'unico vettore di V con tale
proprieta.

Esempio 4.1.3. Sia V uno spazio vettoriale su K. L’applicazione

VxV — 14

(o) — vtu (4.1.6)
da a V una struttura di spazio affine su K. Lo spazio affine n-dimensionale standard su K &
A"(K) .= K" (4.1.7)
con la struttura di spazio affine appena definita.
Esempio 4.1.4. Si definisce un’applicazione
VE) xE? — B (4.1.8)

(v, P) — P+

del tutto analoga all’applicazione in (4.1.1). Ripetiamola: se P.Q) € 'unico segmento orientato con punto
iniziale P che rappresenta il vettore v, poniamo P +v := Q. Si dimostra che valgono (1), (2) e (3) della
Definizione 4.1.1 come nell’analogo caso di E2.

Ovviamente possiamo ripetere per E! (la retta della Geometria euclidea) quello che abbiamo fatto
per E? ed E3.

Osservazione 4.1.5. Sia S uno spazio affine con gruppo di traslazioni V. Se scegliamo un punto P € S
possiamo definire un’applicazione

Vv — S
v — P+w

che ¢ biunivoca per (1), (2) e (3) della Definizione 4.1.1. Quindi, scelto un punto di S possiamo
identificare V' con S, ma cambiando il punto cambia 'identificazione. In un certo senso S ¢ “come” V,
ma senza ’elemento privilegiato 0; tutti i punti di S sono equivalenti.

Sia S uno spazio affine sullo spazio vettoriale V. Dato v € V' definiamo la traslazione

s = s

P (4.1.9)
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Osservazione 4.1.6. Le proprieta (1), (2), (3) della Definizione 4.1.1 equivalgono ripettivamente a
(I) 70 = Ids,

(I1) Ty © Ty = Tw+v pPer ogni v, w eV,

(ITI) dati P, Q@ € S esiste un unico v € V tale che 7,(P) = Q.

Proposizione 4.1.7. Sia S uno spazio affine sullo spazio vettoriale V. Siave V.
(a) L’applicazione T, ¢ biunivoca.

(b) Se esiste P € S tale che 7,(P) = P allora v = 0. Equivalentemente: se v £ 0 lapplicazione T,
non ha punti fissi.

Dimostrazione. Per le proprieta (II) e (I) si ha 7—, o7, = 7, 07—, = 79 = Ids e quindi 7, & biunivoca.
Per dimostrare (2) supponiamo che 7,(P) = P. Per (I) abbiamo 79(P) = P e per (III) concludiamo che
v =0. O

In altre parole, dare una struttura di spazio affine all’insieme S (cio¢ un’applicazione (4.1.2) che
soddisfa (1),(2) e (3) della Definizione 4.1.1) equivale a dare un omomorfismo

V 15 S8(S) (4.1.10)
che in aggiunta gode della proprieta (III) dell’Osservazione 4.1.6. Inoltre

Terminologia 4.1.8. Uno spazio affine ¢ determinato da una tripla (S,V,7) i cui elementi sono un
insieme S, uno spazio vettoriale V' (il gruppo delle traslazioni) e un’applicazione 7 come in (4.1.10) per
cui valgono (I), (II) e (III) dell’Osservazione 4.1.6. Spesso lo denotiamo semplicemente con S e poniamo

V(S) = V.

Ora dimostriamo un risultato che ci permette di trattare i vettori di V(S) come se fossero vettori
geometrici di V(E™) per m € {1,2, 3}.

Definizione 4.1.9. Sia S uno spazio affine sullo spazio vettoriale V. Dati P,Q € S il vettore m evVv
€ 'unico vettore tale che P + m = Q.

Proposizione 4.1.10. Sia S uno spazio affine e P,Q, R S. Allora

PP= 0, (4.1.11)
PQ+QR= PR, (4.1.12)
PO - -QOP. (4.1.13)

Dimostrazione. Siccome P+ 0= P e P+ PP = P,siha 0= PP. Abbiamo
P+ (PQ+QR)=(P+PQ)+QR=Q+QR=R. (4.1.14)

D’altra parte per il punto (3) della Definizione 4.1.1 esiste un unico vettore v tale che P +v = R e per
definizione & PR; segue (4.1.12). Ora dimostriamo (4.1.13). Per (4.1.11) e (4.1.12),

0=PP=PQ+QP, (4.1.15)

e quindi w = —Cﬁ’. O]
Definizione 4.1.11. La dimensione di uno spazio affine S & definita come

dim S := dim V(S). (4.1.16)
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4. SPAZI AFFINI

La definizione di dimensione di uno spazio affine & sensata: se m € {1, 2, 3}, la dimensione dello spazio
affine E™ ¢ m. Una retta affine (o semplicemente retta) ¢ uno spazio affine di dimensione 1, un piano
affine (o semplicemente piano) & uno spazio affine di dimensione 2, un solido affine (o semplicemente
solido) & uno spazio affine di dimensione 3.

Osservazione 4.1.12. La definizione di spazio affine riassume le proprieta del piano (o dello spazio)
euclideo che ci permettono di parlare di rette, piani. Infatti notiamo che una retta in E™ & data dai
punti Py + svq, dove Py € E™, v; € V(E™) & un vettore non nullo, e s & un numero reale arbitrario.
Analogamente, un piano in E™ ¢ dato dai punti Py + sv; + tve, dove Py € E™, vy, v € V(E™) sono
vettori linearmente indipendenti, e s,¢ sono numeri reali arbitrari. Il punto & che analoga definizione si
puo dare per uno spazio affine qualsiasi (vedi la Definizione 4.3.1), e queste “rette o piani astratti” si
comportano come le rette o i piani di E™. In uno spazio affine generale rimane vero il classico assioma
di Euclide: per due punti distinti passa una e una sola retta. Analogamente, vale il classico assioma
delle parallele: per un punto esterno a una retta data passa una una sola retta parallela alla retta data.

4.2 Combinazioni lineari di punti

Sia S uno spazio affine. Non esiste un modo sensato di definire la combinazione lineare AP + u@ di
punti P,@ € S se A, 4 € K sono arbitrari: pensate all’Esempio 4.1.2 nel caso in cui b4 0: se X, Z e W
e A+ p #+ 1 allora AX + puZ ¢ W. In generale si puo dare senso alle combinazioni lineari AP + @) nel
caso in cui A + p = 1.

Lemma 4.2.1. Sia S uno spazio affine su K e Py,...,Py,Q,R€S. Siano Ay, ..., g € K tali che

d
A = 1. (4.2.1)
=0
Allora
d d
Q+ > NQP, =R+ Y \RP. (4.2.2)
=0 =0

Dimostrazione. Sottraendo il vettore ch'l:o X\ RP; ad ambo i membri di (4.2.2) vediamo che ¢ sufficiente
verificare che

d
Q+ > \(QP — RP) = R. (4.2.3)
=1

Applicando la Proposizione 4.1.10 vediamo che (4.2.3) equivale a

d
Q+ > \NQE=R. (4.2.4)
i=0
L’equazione (4.2.4) vale perche per ipotesi vale (4.2.1). O

Il Lemma 4.2.1 ci permette di dare la seguente definizione.

Definizione 4.2.2. Sia S uno spazio affine su K e Fy,...,P; € S. Siano Ag,...,A\q € K tali che
valga (4.2.1). La combinazione lineare di Py, ..., P; € S con pesi \g,...,\q &

d d
DMINP = Q+ > NQP, (4.2.5)
i=0 i=0

dove Q € S ¢ arbitrario. (La definizione ¢ sensata grazie al Lemma 4.2.1.)
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Esempio 4.2.3. Sia W < K" lo spazio affine dell’Esempio 4.1.2. Siano X,Y € W. Dati A, u € K tali che
A+ p =1, la combinazione lineare di X,Y con pesi A, u € uguale alla combinazione lineare di vettori

AX + Y. (4.2.6)

Notate che (4.2.6) ha senso anche se A + p £ 1, ma non apparterrd a W se b £ 0,.

Esempio 4.2.4. Consideriamo lo spazio affine E™ per m € {1,2,3}. Siano P,Q € E™. Se P + @ le
combinazioni lineari di P e @ sono i punti sulla retta per P e Q). Se P = @ le combinazioni lineari di
P e @ sono tutte uguali a P.

4.3 Sottospazi affini

Definizione 4.3.1. Sia S uno spazio affine. Un sottoinsieme T < S & un sottospazio affine se esistono
Py € S e un sottospazio vettoriale W < V(S) tali che

T=P+W:={P+w|weW} (4.3.1)

Esempio 4.3.2. Ricordiamo che uno spazio vettoriale V puo essere visto come spazio affine con gruppo
delle traslazioni V stesso, vedi I’Esempio 4.1.3. Un sottospazio vettoriale W < V & un sottospazio
affine, ma non vale il viceversa. Infatti T < V & un sottospazio affine se ¢ dato da T = vy + W, dove
W < V & un sottospazio vettoriale, e tale T ¢ un sottospazio vettoriale solo se vg € W (se vg € W, allora
vo + W = W, mentre se vg ¢ W allora 0 ¢ (vg + W) e quindi vg + W non & un sottospazio vettoriale).
Per esempio ogni punto vy € V (se fossimo pedanti diremmo “ogni sottoinsieme costituito di un solo
punto”) & un sottospazio affine di V, ma & un sottospazio solo se vy = 0.

Proposizione 4.3.3. Siano S uno spazio affine e T < S un sottospazio affine dato da T = Py + W,
dove W c V(S) é un sottospazio vettoriale. Dato P €T, si ha

{(PQ|QeT}=W. (4.3.2)

Dimostrazione. Esiste v € W tale che P = Py + v. Analogamente, se (Q € T esiste u € W tale che
Q = Py + u. Siccome
P+(u—v)=(Po+v)+ (u—v)=PFP+u=Q,

abbiamo
PQ=u—v. (4.3.3)

Ma siccome W & un sottospazio (vettoriale) di V(S), anche (u — v) appartiene a W, e percid PQ € W.
Questo dimostra che I'insieme di sinistra di (4.3.2) & contenuto nell’insieme di destra. Ora dimostriamo
che I'insieme di destra di (4.3.2) & contenuto nell’insieme di sinistra. Se w e W, allora v := (v+w) e W
(perche v € W e W & un sottospazio vettoriale di V(S)), e quindi Q = Py + v & un elemento di T.
Per (4.3.3) abbiamo w = m, e quindi w ¢ un elemento dell’insieme di sinistra. O

La Proposizione 4.3.3 mostra che abbiamo un’applicazione

WxT — T

(v,P) +— P+ (4.3.4)

Il seguente risultato segue immediatamente da quanto gia detto.

Proposizione 4.3.4. Siano S uno spazio affine e T = S un sottospazio affine dato da (4.3.1). Allora
Uapplicazione (4.3.4) da a T una struttura di spazio affine sul sottospazio vettoriale W < V(S).

11 sottospazio vettoriale W < V(S) che appare in (4.3.1) & uguale al gruppo delle traslazioni di T,
ovvero V(T). Viene anche chiamato giacitura di T.

E naturale estendere a spazi affini qualsiasi la definizione di parallelismo tra sottospazi affini di E?
o E3, nel seguente modo.
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Definizione 4.3.5. Sia S uno spazio affine su uno spazio vettoriale V. Due sottospazi affini T, Ty = S
sono paralleli se V(T1) < V(T3), oppure V(T1) > V(Ts).

Osservazione 4.3.6. Siano Tp, Ty < S sottospazi affini paralleli. Se T; n T non & vuoto, allora T; < Ty
oppure Ty © Ts. Infatti supponiamo che P € Ty n Ty e che V(T;) < V(Ts). Allora

Tl =P +V(T1) c P+ V(TQ) = TQ.

D’altra parte T; n Ty vuoto implica che Ty, To sono paralleli solo se dimS < 2. Per esempio le rette
Ty, Ty ¢ A%(K) date da

T :={(2,0,0) | ze K}, Ts:={(2,0,1+z)]|zekK}
non hanno punti in comune ma non sono parallele perche
V(T1) ={(1,0,0)), V(T2)={(1,0,1)).

Dimostriamo invece che rette di un piano che non hanno punti in comune sono parallele. Equivalen-
temente, supponiamo che S sia un piano affine e che Ty, Ty < S siano rette che non sono parallele, e
dimostriamo che T; n Ty 4 . Siccome T; sono rette, V(T;) = {v;» dove v; £ 0, e siccome Ty, Ty non
sono parallele, {v1,v2} € una base di V(S). Siano P; € T; per i € {1,2}. Siccome {v1,v2} € una base di
V(S), esistono u1, pe € K tali che .

PPy = vy + pove.

Quindi
P + H1v1 = (P1 + Plpg) — W2V = Py — HUaU2.

Ma (P1 + Hlvl) (S Tl e (P2 — [}JQUQ) (S TQ, e percib Tl N TQ =*= @

Proposizione 4.3.7. Sia S uno spazio affine e T; S una collezione di sottospazi affini di S indicizzati
da un insieme I. Se Uintersezione ();; T; non é vuota, allora é un sottospazio affine di S, con gruppo
delle traslazioni Uintersezione (,c; V(T;).

Dimostrazione. Sia Py € (,c; Ti (Po esiste perche per ipotesi l'intersezione [),.; T; non & vuota).

Dobbiamo dimostrare che
(\Ti = Po+ [ |V(Ty) (4.3.5)
i€l i€l
E chiaro che il membro di destra di (4.3.5) & contenuto nel membro di sinistra, perche se v € MNier V(T5),
allora (Py + v) € T; per ogni i € I. Per dimostrare che che il membro di sinistra di (4.3.5) & contenuto
nel membro di destra, supponiamo che @ € (),.; Ti, e quindi per ogni i € I esiste v; € V(T;) tale che
Q= Fy+v. Sei,jel, allora Py +v; = Q = Py + v; e quindi

Po+ (v; —v;) = (Po +v;) + (—vj) = (Po +vj) + (—vj) = Py + (v; —v;) = Po.

Segue che v; = v;, cioe Q@ = Py + v dove v € V(T;) per ogni ¢ € I e quindi @ & un elemento del membro
di destra di (4.3.5). O

Definizione 4.3.8. Siano S uno spazio affine e Z un sottoinsieme non vuoto di S. 1l sottospazio affine
di S generato da Z & lintersezione di tutti i sottospazi affini di S contenenti Z (notate che S & un
sottospazio affine contenente Z, quindi stiamo intersecando gli elementi di una famiglia non vuota di
sottospazi affini di S) - lo denoteremo con (Z) o Span(Z).

Proposizione 4.3.9. Siano S uno spazio affine e Z un sottoinsieme non vuoto di S. Allora {Z) é un
sottospazio affine contenente Z e contenuto in ogni sottospazio affine che contiene Z.

Dimostrazione. Siccome Z € contenuto in {(Z) e Z non & vuoto, {(Z) non & vuoto, e per la Proposizio-
ne 4.3.7 segue che ¢ un sottospazio affine di S. Per costruzione e contenuto in ogni sottospazio affine
che contiene Z. O
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Se Z ¢ finito, diciamo Z = {P, ..., P;}, poniamo
<P0,...,Pd> = <{P()7...,Pd}>. (436)

Dimostriamo che

<P0,...,Pd>:P0+<P0P1,...7P0Pd>. (437)

Infatti il membro di destra di (4.3.7) & un sottospazio affine di S contenente FPy,..., Py e quindi &
sufficiente dimostrare che ogni sottospazio affine T = S contenente P, ..., P; contiene il membro di
destra di (4.3.7). Se T — S & un sottospazio affine contenente Py, ..., Py, allora per la Proposizione 4.3.3
V(T) contiene P,P,,...,PyP, e quindi T contiene il membro di destra di (4.3.7).

Proposizione 4.3.10. Siano S uno spazio affine e Py, ..., Py €S. Allora

d d
<P077Pd>_{ZAsz|)\zeKa ZAl—l} (438)
=0 =0

Dimostrazione. Per (4.3.7) abbiamo

d d d
<P0a-~-an>:{PO+Z,UiPOPiHiEK}:{(lZ/M)PO+Z,U¢P72|/M€K}~ (4.3.9)
=1

i=1 =1

Ponendo A = (1 — Zle wi) e N\j = p; per i€ {1,...,d} vediamo che vale (4.3.8). O

Sia T < S un sottospazio affine. Siccome T € uno spazio affine & ben definita la sua dimensione dim T;
questo fatto ci permette di dare la nozione di dipendenza/indipendenza lineare di punti Py, ..., P; € S.
Osserviamo che per (4.3.7) si ha che

dim( Py, ..., Pyy < d. (4.3.10)

Definizione 4.3.11. Sia S uno spazio affine. Una lista di punti Py, ..., Py € S & linearmente dipendente
se dim{Py, ..., Pyy < d, & linearmente indipendente se dim{Py, ..., Py) = d.

Come per i vettori di uno spazio vettoriale useremo l’espressione “i punti FPp,...,P; € S sono
linearmente dipendenti/indipendenti” nonostante la dipendenza/indipendenza lineare sia una proprieta
delle sequenze di punti, non dei singoli punti della sequenza. La (facile) dimostrazione del seguente
lemma ¢ lasciata al lettore.

Lemma 4.3.12. Sia S uno spazio affine. Una lista di punti Py, ..., P; €S é linearmente indipendente
se e solo se e iniettiva 'applicazione

{(AO,...,/\d) e KLY ) = 1} s (Py,.. B

(4.3.11)

(/\0,.. -7)\d) —> Z?:O )\sz
Esempio 4.3.13. Consideriamo I’'Esempio 4.1.3, cio¢ lo spazio affine ¢ uno spazio vettoriale V. Siano
Vg, --.,Vq € V. Allora i punti vy, ..., vq sono linearmente indipendenti nello spazio affine V se e solo se
i vettori (v1 — vp), ..., (vg — Vo) sono linearmente indipendenti nello spazio vettoriale V. Segue che se i
vettori vy, ..., vq sono linearmente indipendenti nello spazio vettoriale V' allora i punti vy, ...,vq sono
linearmente indipendenti ma non ¢ vero il viceversa. Per esempio se v € V' & un vettore non nullo allora
i punti 0,v sono linearmente indipendenti ma i vettori 0, v non lo sono.
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4.4 Applicazioni affini

Definizione, esempi e prime proprieta

Definizione 4.4.1. Un’applicazione F': S — T tra spazi affini sullo stesso campo e affine se esiste
un’applicazione lineare f: V(S) — V(T) tale che

F(P)F(Q) = f(PQ) VYP,QE€S. (4.4.1)

In altre parole F' manda segmenti orientati equipollenti in segmenti orientati equipollenti, e ’appli-
cazione indotta V(S) — V(T) & lineare.

Definizione 4.4.2. L’applicazione lineare f in (4.4.1) (che & univocamente determinato da F) &
associata a F ed & denotata V(F).

Esempio 4.4.3. Sia S uno spazio affine. La traslazione 7,: S — S determinata da v € V(S) & un’appli-
cazione affine con applicazione lineare associata Idys). Infatti

7o(P),(Q) = (P +v)(Q + v),

e (P +0)(Q +v) = PQ perche
(P+v)+PQ=P+@w+PQ)=(P+PQ)+v=0Q+v.

Vale il viceversa: se F': S — S ¢ un’applicazione affine tale che V(') = Idyg), allora esiste v € V(S) tale
che F' = 7,. Infatti sia Py € S e poniamo Qg := F(FPp). Dobbiamo dimostrare che F' = 75—>, cio¢ che

PyQo’
dato P €S, e posto @ = F(P), si ha m = PyQo. Questo vale perche

PQ = PPy + PyQo + QuQ = PPy + PoQq + F(Po)F(P) = PPy + PyQq + PoP = PoQo.

Esempio 4.4.4. Siano A € M, ,(K) e B € My, 1: Papplicazione
n F m
A*K) —  A™(K) (4.4.2)
X — A-X+B

¢ affine, con applicazione lineare associata L 4. Infatti se X, Y € A"(K) si ha

FX)F(Y)=(A-X+B)(A-Y+B)=A-Y+B—(A-X+B)=A-(Y — X) = Ly(XY).

(Attenzione: usiamo lo stesso simbolo per denotare punti di A™(K), A™(K) e vettori di K™, K™.)
Viceversa, se F': A"(K) — A™(K) ¢ un’applicazione affine, esistono A € M, ,(K) e B € M,,; tali

che F sia data da (4.4.2). Infatti sia f: K™ — K™ l’applicazione lineare associata: per la Proposizio-

ne 3.5.3 esiste A € M, »,(K) tale che f = L4. Sia B := F(0). Dato X € A"(K), '’equazione (4.4.1) con

P=0e@ = X dache
F(0O)F(X) = La(0X) = A- X,

F(X)=F(0)+FO)F(X)=B+A-X.

Esempio 4.4.5. Siano S uno spazio affine di dimensione finita e T < S un sottospazio affine. Supponiamo
che D < V(S) sia un sottospazio vettoriale e che si abbia la decomposizione in somma diretta (vedi
I'Esempio 3.2.11)

e quindi

V(S) = D@ V(T). (4.4.3)

Ricordiamo: cio significa che ’applicazione

DeV(T) 5 V(S)

(u,w) - utw (44.4)
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¢ un isomorfismo, cioé che D n V(T) = {0} e che 'applicazione ¢ suriettiva. Se P € S il sottospazio
Lp:=P+D

ha un unico punto d’intersezione con T. Per dimostrarlo notiamo innanzitutto che se esistessero due
punti (almeno) in Lp n'T, diciamo Qg e @1, allora avremmo che 0 % m € DnV(T), e questo contrad-
dice l'ipotesi che vale (4.4.3). Quindi rimane da dimostrare che Lp n'T & non vuoto; la dimostrazione &
del tutto simile a quella data nel caso in cui dimS = 2 e dim T = 1 data nell’Osservazione 4.3.6. Quindi
possiamo definire la proiezione su T parallela a D cosi:

s = T
P — LpnT

Sia ¢ & lisomorfismo in (4.4.4) e definiamo f: V(S) — V(T) come la composizione di p=1: V(S) —
D @ V(T) e la proiezione D @ V(T) — V(T). Chiaramente f ¢ lineare. La proiezione su T parallela a D
¢ un’applicazione affine con applicazione lineare associata f, lasciamo al lettore la verifica dettagliata
di quest’affermazione.

Osservazione 4.4.6. Siano S, T spazi affini sullo stesso campo, e sia F': S — T un’applicazione affine.
Scegliamo Py € S. Allora per ogni P si ha

F(P) = F(Py) + V(F)(BP), (4.45)

perche per definizione V(F)(PyP) = F(Py)F(P). Questo mostra che F ¢ determinata da V(F) e
dall’immagine di un punto.

La proposizione che segue mostra da un viceversa dell’Osservazione 4.4.6.

Proposizione 4.4.7. Siano S, T spazi affini sullo stesso campo, Py € S, Qo € T e f: V(S) — V(T)
un’applicazione lineare. L’applicazione F: S — T definita da

F(P) = Qo + f(RP) (4.4.6)

e affine, con applicazione lineare associata f.

Dimostrazione. Siano P; € S per i € {1,2} e v; := PyP;. Allora

F(P)F(Py) = (F(Po) + f(v1))(F(Po) + f(v2)) =
= f(v2) = f(v1) = flva —v1) = f((Po +v1)(Po + v2)) = f(P1 P).

(La seconda uguaglianaza vale perche (F/(Py) + f(v1)) + f(v2) — f(v1) = (F(Py) + f(v2)). Un analogo
commento si applica alla quarta uguaglianza.) O

Proposizione 4.4.8. Siano S e T spazi affini sullo stesso campo K e F': S — T un’applicazione affine.
(a) SeD < S é un sottospazio affine, allora F(D) é un sottospazio affine.

(b) Se E =T ¢& un sottospazio affine, allora F~(E) o & vuoto o & un sottospazio affine.

(c) Siano Py,...,Py€S e Xg,...,A\q € K tali che Z?:o M = 1. Allora

FOOINP) = Y NF(P). (4.4.7)
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Dimostrazione. Poniamo f := V(F).
(a): Sia Py € D. Per ’equazione (4.4.1) abbiamo che

F(D) = F(Py) + f(V(D)). (4.4.8)

Siccome f & lineare f(V(D)) & un sottospazio vettoriale di V(T) e quindi F(ID) & un sottospazio affine.
(b): Supponiamo che F~1(E) non sia vuota e sia Py € F~1(E). Per I'equazione (4.4.1) abbiamo

F7YE) = Py + f~(V(E)). (4.4.9)

Siccome f & lineare f~1(V(E)) & un sottospazio vettoriale di V e quindi F~*(IE) & un sottospazio affine.
(c): Sia @ € S. Abbiamo

d

d d d d
FOOIMP) = FQ+ Y, MQP) = F(Q) + Y. Mf(QP) = F(Q) + Y. MFQF(PJ = Y. NF(P)).
i=0 i=0

=0 =0 i=0

O

Equazioni cartesiane di sottospazi affini

Definizione 4.4.9. Sia S uno spazio affine sul campo K. Una funzione affine & un’applicazione affine
F: S — AYK).

In altre parole esistono un’applicazione lineare f: V(S) — K, Py €S e b € A'(K) tali che

F(P)=b+ f(P 1_5), Yo e V(S). (4.4.10)

Siano S uno spazio affine su K e T < S un sottospazio affine. Siano Fi,...,Fy: S — K funzioni affini:
diciamo che 0 = F} = ... = Fj sono equazioni cartesiane di T se

T={PeS|0=F(P)=...=FyP)}. (4.4.11)

Proposizione 4.4.10. Sia S uno spazio affine su K di dimensione finita (cioé tale che V(S) sia fini-
tamente generato). Sia T < S un sottospazio affine e m := dimS — dimT. Esistono m funzioni affini
che danno equazioni cartesiane di T.

Dimostrazione. Per definizione esistono Py € S e un sottospazio vettoriale W < V(S) tali che
T={Ph+w|weW}. (4.4.12)

Inoltre W = V(T) e quindi m = dim V(S) — dim W. Per I'Esercizio 3.18, esistono applicazioni lineari
G1s--->9m: V(S) — K tali che

W={weV®) |0=g®) =...=g)} (4.4.13)

Definiamo Fi,...,F,,: S — K cosi:
Fy(P) := gi(PoP).

E chiaro che F;(P) = 0 per ogni i € {1,...,m} se e solo se P € T. Rimane da dimostrare che ciascuna
F; & una funzione affine. Dimostriamo che F; e affine con applicazione lineare associata uguale a g;.
Siano P, Q € S; abbiamo

Fl(P)Fz(Q; = gi(W)gi(M) = gi(m) *gi(ﬁ) = gi(m - ]?P)) = gl(@)
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Osservazione 4.4.11. Sia S uno spazio affine su K e Fi,...,F;: S — K equazioni cartesiane di un
sottospazio T < S. Scegliamo Py € T e per i € {1,...,d} definiamo

fi
VS)S) = F(Pgiﬂ) (4.4.14)

L’applicazione f; ¢ lineare, infatti ¢ identificata con V(F;). Inoltre ¢ chiaro che
V(T) = {veV(S)| fi(v) =...= fa(v) = 0}. (4.4.15)
Esempio 4.4.12. Siano S = A*(Q) e T = Py + U dove Py = (—2,—-1,1,2) e U = Q* & dato da
U:={(1,-2,3,-4),(2,0,3,1)). (4.4.16)

Sia f: Q* — Q lineare, cioe

4 f
R - R (4.4.17)
(-’171,1‘2,5(53,1’4) = ANzt o+ ATy
Allora f|y =0 (cio¢ f € AnnU) se e solo se
0= f(17 _2737 _4) = f(2a0537 1)
cioe
0=XA —2Xa +3A3 —4Xs4 = 2)\1 + 3X3 + \4. (4418)

Risolvendo il sistema di equazioni lineari (4.4.18) troviamo che una base di AnnU ¢ data da {2ey +
9ey —4dey,6ey —3ed —4ey} e quindi

U={XeQ"|0=2x + 92y — 4x4 = 621 — 3xp — 43} (4.4.19)
Le equazioni cartesiane di U sono date da (4.4.19): segue che
T={XeA*Q)|0=F(X)=F(X)} (4.4.20)
dove
Fi(X):=2(x14+2)+ 92+ 1) —4(zs — 2), Fo(X) :=6(x1+2) —3(x2+ 1) —4(z3 —1). (4.4.21)
Quindi
T={XeA*Q) |0 =2z, + 9zy — day + 21 = 621 — 3wy — 4oz + 13}.
Composizione di applicazioni affini

Proposizione 4.4.13. Siano S, T, U spazi affini sullo stesso campo e F:' S — T, G: T — U applicazioni
affini. La composizione Go F: S — C ¢ affine con applicazione lineare associata V(G) o V(F).

Dimostrazione. Poniamo f :=V(F) e g := V(G). Siano P,Q € S. Allora

GoF(P)GoF(Q) = G(F(P)G(F(Q)) = g(F(P)F(Q) = g(f(PQ) = f o g(PQ).

Un’applicazione affine F': S — T & un isomorfismo se ha inversa affine G: T — S.

Proposizione 4.4.14. Siano S, T spazi affini sullo stesso campo. Un’applicazione affine F:' S — T ¢
un isomorfismo se e solo se l'applicazione lineare associata € un isomorfismo di spazi vettoriali.
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Dimostrazione. Supponiamo che F': S — T sia un isomorfismo con inversa affine G: T — S. Per la
Proposizione 4.4.13 abbiamo

V(G) o V(F) = V(G o F) = V(Idg) = Tdy(s), V(F)oV(G) = V(F o G) = V(Idg) = Tdyn,
V(F) ¢ un isomorfismo. Ora supponiamo che F': S — T sia affine e che f := V(F) sia un isomorfismo;
quindi ¢ definita f~1: V(T) — V(S) ed ¢ un isomorfismo di spazi vettoriali. Sia Py € S e poniamo

Qo = F(P). Definiamo G: T — S cosi:

G(Q) == Py + f~HQoQ).

Si verifica subito che G ¢ inversa di F'. O

Proposizione 4.4.15. Sia S uno spazio affine. Se F,G sono isomorfismo affini di S anche la compo-
sizione G o F lo e.

Dimostrazione. Per la Proposizione 4.4.13 Go F ¢ affine e V(Go F') = V(G)oV(F'). Siccome F e G sono
isomorfismi di spazi affini V(G) e V(F') sono isomorfismi di spazi vettoriali per la Proposizione 4.4.14,
e quindi la composizione V(G) o V(F) & un isomorfismo di spazi vettoriali. Quindi V(G o F') & un
isomorfismo di spazi vettoriali, e per la Proposizione 4.4.14 segue che G o F' & un isomorfismo affine. [

Un isomorfismo affine di S si chiama anche automorfismo o affinita di S. Poniamo
Aut(S) :={F:S — S| F & un automorfismo di S}. (4.4.22)
Per la Proposizione 4.4.15 la composizione definisce un’operazione
Aut(S) x Aut(S) —  Aut(S) (4.4.23)
Si verifica facilmente che Aut(S) ¢ un gruppo, ¢ il gruppo degli automorfismi o delle affinita di S.

Esempio 4.4.16. Per 'Esempio 4.4.4 ogni F' € Aut(A"(K)) si scrive come

n f n
Kt = K (4.4.24)
X ~» A-X+B

dove A € Mn,n(K) e B e M, . Inoltre A deve essere invertibile per la Proposizione 4.4.14. Viceversa
se A & invertibile la (4.4.24) definisce un isomorfismo affine. Quindi

Aut(A™(K)) :={F: A"(K) - A"(K) | F(X) =A-X + B, Ae GL,(K), B € M, ; fissati}. (4.4.25)
Proposizione 4.4.17. Sia S uno spazio affine di dimensione finita. L’applicazione

Aut(S) — GL(V(S))

oo ) (4.4.26)

¢ un omomorfismo di gruppi. Inoltre V(F) ¢é lidentita di V(S) se e solo se F' & una traslazione di S.

Dimostrazione. Per la Proposizione 4.4.13 si ha V(F' o G) = V(F) o V(G) per ogni F,G € Aut(S),
cioe l'applicazione in (4.4.26) & un omomorfismo di gruppi. La seconda affermazione & dimostrata
nell’Esempio 4.4.3. O
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Coordinate affini

Sia S uno spazio affine su K di dimensione finita. Le coordinate affini su S sono I’analogo delle coordinate
su uno spazio vettoriale di dimensione finita. L’unica differenza ¢ che dobbiamo scegliere un’“origine”,
cioé un punto O € S che avra coordinate tutte nulle.

Terminologia 4.4.18. Un sistema di riferimento affine RA(O; B) su uno spazio affine S di dimensione
finita consiste di un punto O € S e una base di di V(S).

Dato un sistema di riferimento affine R := RA(O; B), con B = {vy,...,v,}, Papplicazione
]SD X:’ )g L((OL% (4.4.27)
¢ un isomorfismo affine per le Proposizioni 4.4.7 e 4.4.14.
Osservazione 4.4.19. Notiamo che (4.4.27) & caratterizzata dalle equazioni
Xr(0) =0, Xr(O+v;) =e,, 1e{l,...,n}, (4.4.28)

dove eq, ..., e, € A™(K) sono i punti dati dai vettori della base canonica.

Le coordinate di P nel sistema di riferimento affine RA(O;B) sono le entrate di Xg(P), cioe le
coordinate del vettore OP nella base B. Quando RA(O;B) ¢ assegnato si scrive P(ay,...,a,) per

abbreviare l’espressione “P ¢ il punto di S con coordinate (ai,...,ay) nel riferimento RA(O;B)”.
Esplicitamente:
n
P(ay,...,an) =0+ Z a;v;. (4.4.29)
i=1

Esempio 4.4.20. Sia S < A3(R) l'insieme delle soluzioni X dell’equazione
1+ 22 + 23 =3,

e V < R? il sottospazio delle soluzioni dell’equazione
1 +x2 + 23 =0.

Nell’Esempio 4.1.2 abbiamo dato una struttura di spazio affine a S con gruppo delle traslazioni V. Siano
O =(1,1,1) e Se Blabase di V data da B := {(1,—1,0),(1,0,—1)}. Sia P = (5,—2,0) € S: calcoliamo
le coordinate di P nel riferimento RA(O; B). Le coordinate A, u di P sono tali che
OP = \(1,-1,0) + pu(1,0,—1).
Abbiamo
OP = (5,-2,0) — (1,1,1) = (4,—3,—1).
(Notate che (4,—3,—1) € V, come deve essere.) Quindi troviamo A, p risolvendo il sistema
(4,-3,—1) = A(1,—1,0) + (1,0, —1).
Troviamo che A = 3 e y = 1, cioé P ha coordinate (3, 1).

Ora sia R" = RA(O’; B') un secondo sistema di riferimento affine e Xgp/: S — A™(K) Papplicazione
che associa a P € S I'n-pla delle sue coordinate nel sistema R’. Sia P € S: che relazione esiste tra Xg(P)
e Xr/(P)? Per rispondere osserviamo che la composizione

Xr o Xg': A(K) — A™(K) (4.4.30)

¢ un isomorfismo di spazi affini e quindi per ’Esempio 4.4.4 esistono A € GL,,(K) e B € M,, 1(K) tali
che

XpoXg'(Y)=A-Y + B, VY eK" (4.4.31)
Sia P = Xz (Y) cioe Y = Xg(P): possiamo riscrivere la (4.4.31) come
Xp(P) = A-Xg(P)+B, YPeS. (AeGL,(K)) (4.4.32)
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Esempio 4.4.21. Siano O = (1, —2) € A%(K) e sia B la base di K? data da B := {(3,2), (7,5)} (notate che
¢ una base qualsiasi sia il campo K). Esprimiamo le coordinate del punto X € A?(K) nel riferimento
RA(O; B), cioé calcoliamo Xg(X). Se Y = Xg(X) (cioe Y & la colonna delle coordinate di X nel
riferimento RA(O; B)), allora

Y:AX+B, AEGLQ(K), BEMQJ(K).
E piu facile calcolare X a partire da Y, e poi notare che
X=A41Y-A"' B

Scriviamo
X=M-Y +C, M=A"1' C=-A"1'.B, (4.4.33)

e calcoliamo M, C. Siccome O = (1,—2) abbiamo C' = (1, —2)". Per calcolare M, notiamo che V(Xg) =
L 4 e quindi, siccome M = A~!, L; & Papplicazione lineare che associa alle coordinate di un vettore di
K? nella base B le sue coordinate nella base standard. Dunque

w[3 1]

Calcolando l'inversa di M, troviamo che

Per (4.4.33) abbiamo
5 =7 1 —-19
i R IR T
In conclusione le coordinate di (x1,x2) € A?(K) nel riferimento RA(O, B) sono date da

Y1 =bxry — Trxe — 19, yo = —2x1 + 322 + 8.

4.5 Ginnastica affine

In tutta la presente sezione S ¢ uno spazio affine di dimensione finita n, e RA(O,B) & un riferimento
cartesiano su S, dove B = {v1,...,v,}.

Equazioni parametriche di sottospazi

Sia T < S un sottospazio affine. Per definizione esistono Py(a1,...,a,) € S e un sottospazio vettoriale
W < V(S) tali che

T=PFP+W:={Ph+w|weW}. (4.5.1)
Sia {w1, ..., wm,} una base di W e siano (¢, ..., i) le coordinate di w; nella base B, cioe

n

w; = Z CijUj. (452)

j=1
Segue da (4.5.1) che i punti di T sono dati da

m m

P(tl,...,tm) = PO + Zti (i cijvj> = P() + Zn: (Z ticij> Vj, tl,...,tm e K.
j=1 j=1

i=1 =1
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Per P(t) = P(t1,...,t;,) € T abbiamo

OP( =O—P0>+POP(t = i (i (aj—i—ticij)) Vj.

i=1
Percio le coordinate (z1,...,z,) dei punti in T sono date da
m
T = Z(CLJ’ +ticij), t1,...,tm e K. (453)
i=1
Le formule in (4.5.3) si chiamano equazioni parametriche di T (i “parametri” sono ty,...,&,).

Esempio 4.5.1. Se T = S & una retta, cioe dim T = 1, allora equazioni parametriche sono

r1 = a1 + llt,

Ty = Gn + It

dove aj,l; € K sono fissati con (I1,...,0,) + (0,...,0) t € K (il parametro) & arbitrario. Gli scalari
li,...,l,, che sono le coordinate di un generatore di V(T) nella base B, sono i parametri direttori di T.

Esempio 4.5.2. Se T < S ¢ un piano, cioe dim T = 2, allora equazioni parametriche sono

r1 = a1 + l1s + mat,

Ty = Qp + 1,8 + Myt

dove aj,l;, m; € K sono fissati con i vettori (I1,...,1,), (m1,...,my) € K" linearmente indipendenti, e
s,t € K (1 parametri) sono arbitrari. Notiamo che (Iy,...,1,), (m1,...,m,) € K" sono le coordinate di
una base di V(T) nella base B.

Esempio 4.5.3. Siano Py(aq,...,a,), P1(b1,...,b,) € S distinti, cioé linearmente indipendenti. Quindi

T := {(Pp, P;) & una retta. Equazioni parametriche di T sono

xr1 = a1+ (bl - al)t,

Ty = ap + (b, — ap)t.

Infatti V(T) ha come base il vettore Py Py, e le coordinate di questo vettore sono (by — ay,...,by, — ay)
perche
n n n
_P(]P1 = OP1 —OPO = Z bj’l)j — Z CL]"Uj = Z(bj —CL]')’Uj.
Jj=1 j=1 Jj=1

Esempio 4.5.4. Siano Py(aq,...,an), Pi(b1,...,bs), Pa(c1,...,cn) € S linearmente indipendenti. Quindi
T := (P, P1, P2y & un piano. Equazioni parametriche di T sono

1 = ayp + (bl — 0,1)5 + (Cl — al)t,

T {L‘j =aj+(bj—aj)s+(cj—aj)t,

Tp = ap + (by — an)s + (cn — an)t.
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Infatti V(T) ha come base {PyP1, PyP2}, e le coordinate di questi vettori sono rispettivamente (b; —
ai,...,bp —ap) e (c1 —ay,...,c, —ay) perche

n

P0P1 = OP1 - OPO = Z bj’Uj — Z a;V; = Z(b] - aj)vj,
j=1 j=1 j=1

PP, = OP,—O0OPF = Z cjvj — Z a;v; = » (¢j —aj)v;
Jj=1 Jj=1 Jj=1

Esempio 4.5.5. Sia A un piano affine, e sia RA(O, B) un riferimento affine su A. Siano L,M < A le
rette di equazioni parametriche

L{x1=3+2t, M{x1=5+4t,

.762271+3t 1’2=2+6t.

Ci chiediamo: L & uguale a M? Se sono uguali allora V(L) = V(M). Siccome V(L) & generato dal vettore
di coordinate (2,3) e V(M) ¢ generato dal vettore di coordinate (4,6), e {(2,3), (4,6)} sono linearmente
dipendenti, vediamo che V(L) = V(M). Questo mostra che L e M sono parallele. Siccome L e M sono
parallele, sono uguali se e solo se hanno un punto in comune. Il punto P(5,2) & in L (valore ¢t = 1),
ma anche in M (valore ¢t = 0), quindi L = M. Questo esempio illustra quanto poco canoniche siano
le equazioni parametriche. Nell’esempio il punto (5 + 4t,2 + 6t) dato dal secondo gruppo di equazioni
parametriche € uguale al punto che, nel primo gruppo di equazioni parametriche, corrisponde al valore
del parametro dato da 1 + 2¢.

Equazioni cartesiane

Abbiamo visto che le equazioni parametriche di un sottospazio T < S sono molto lontane dall’essere
uniche. Invece I’equazione cartesiana, nel caso in cui dimT = dim S — 1, ¢ sostanzialmente unica.

Proposizione 4.5.6. Sia T = S un sottospazio di codimensione 1, cioé dimT = dimS — 1. Se
arx1+...+apr, +b=0 (4.5.4)

e un’equazione cartesiana di T, e
X1+ ...+cpxy, +d=0 (4.5.5)

¢ un’altra equazione cartesiana di T, allora esiste A € K (non nullo) tale che
a1 = XC1,...,an, = X, b= . (4.5.6)
Dimostrazione. Per (4.4.15) il sottospazio vettoriale V(T) ha equazioni cartesiane
a1x1+ ... +apxry, =0

e anche ’equazione cartesiana
cry+ ...+ cpxy, =0.

In altre parole le applicazioni lineari ¢, (non nulle) definite da p(X) = a1x1 + ... + apzy, e P(X) =
c1x1 + ... + cpx, appartengono all’annullatore di V(T). Siccome dimT = dimS — 1 Pannullatore di
V(T) ha dimensione 1, e quindi esiste A € K (non nullo) tale che ¢ = A\, cioe

a; = Aby,...,a, = Xcp. (4.5.7)
Orasia P(z1,...,2,) € T, e quindi valgono (4.5.4) e (4.5.5). Moltiplicando (4.5.5) per A otteniamo che
Ae1xy + ...+ Aepxy, +Ad =0 (4.5.8)

Sottraendo l'ultima equazione dalla (4.5.4) segue che b — Ad = 0. Quest’ultima equazione e (4.5.7)
dimostrano che vale (4.5.6). O

120



4.5. Ginnastica affine

Vediamo come passare da equazioni parametriche a equazioni cartesiane in alcuni casi.

Esempio 4.5.7. Supponiamo che S sia un piano e che L A sia la retta di equazioni parametriche (con
parametro t)

T9 = as + mt.

{xl =aq + It,

Allora un’equazione cartesiana di L &
m(xl — CLl) - 1(1172 - CLQ) =0.
Prima di dare ’analogo esempio per un piano T < A, dimostriamo un risultato.

Proposizione 4.5.8. Sia

mip Mz Mg

M:—[ ho b 13] (4.5.9)

una matrice in My 3(K) di rango massimo, cioé 2. Allora almeno uno dei determinanti delle sue
sottomatrici 2 X 2 € non nullo, cioé il vettore

(12m3 — lgmg, —(l1m3 — lgml), llm2 — lgml) € K3 (4510)

¢ non nullo. Inoltre il vettore in (4.5.10) genera lo spazio delle soluzioni del sistema di equazioni lineari
omogenee associato a M.

Dimostrazione. Dimostriamo per assurdo che il vettore in (4.5.10) & non nullo. Siccome, per ipotesi, il
rango di M e 2 una delle colonne della matrice M € non nulla. Possiamo assumere che la prima colonna,
cioe (I3, m1)* sia non nulla. Siccome & nullo il determinante della sottomatrice di M con colonne le prime
due colonne, (I3, m2) & un multiplo di (I;,m1) (vedi ’Osservazione 2.5.7), e analogamente (I3, m3) & un
multiplo di (I1,m1). Ma allora il rango di M & 1. Abbiamo dimostrato che il vettore in (4.5.10) & non
nullo.

Un conto diretto mostra che il vettore in (4.5.10) & una soluzione del sistema di equazioni lineari
omogenee associato a M. D’altra parte, siccome il rango di M ¢ 2, lo spazio delle soluzioni di M- X =0
¢ 1, e quindi ogni soluzione ¢ un multiplo della soluzione non nulla in (4.5.10). O

Esempio 4.5.9. Supponiamo che dimS = 3 e che T < A sia il piano di equazioni parametriche (con
parametri s e t)

r1=a1 +lis+ mt,

To = ag + las + mot,

r3 = ag + l3s + mst,
Sia

c1T1 + Coo + c3x3 =b

un’equazione cartesiana di T. Siccome (a1, aq,a3) € T, possiamo riscriverla come
01(1‘1 — (11) + 62(1‘2 — ag) + 63(333 — ag) =0.
Siccome (ay + ly,as + lz,a3 + 13) € T e (a; + mq,as + ma, az + m3) € T, otteniamo che

Clll + CQZQ + Cglg = O,

cymy + comg +c3mg = 0,

cioe (e, ¢a,c3) & una soluzione del sistema di equazioni lineari omogenee associato alla matrice
l l l
M ;—[ o ] (4.5.11)
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Siccome T ¢ un piano i vettori (I1,1l2,13), (m1, m2, m3) € K3 sono linearmente indipendenti, cioe M ha
rango 2. Siccome rg(M) = rg(M?), segue che rg(M) = 2, e quindi per la Proposizione 4.5.8 un’equazione
cartesiana di T e

(l2m3 — lgmg)(xl — al) — (llmg — lgml)(an — (12) + (l1m2 — lgml)(l‘g — a3) = O

Passare da equazioni cartesiane a equazioni parametriche ¢ ancora piu semplice: basta trovare tutte
le soluzioni del sistema di equazioni cartesiane con il metodo di eliminazione di Gauss.

Esempio 4.5.10. Supponiamo che S sia un piano e che I S sia la retta di equazione cartesiana
3331 — 2.132 =1.

Per semplicita supponiamo che charK # 3. Esprimendo la x; in termini della z5 otteniamo che
T = %xz + % Ponendo x5 = t otteniamo le seguenti equazioni parametriche di IL

t

——
R
[
[
Wl
+
wnN

Esempio 4.5.11. Supponiamo che S sia un piano e che . ¢ S sia la retta di equazione cartesiana
2%2 = 5.

(Quindi char K # 2.) Equazioni parametriche di I sono

L {xl_
X9 =

Esempio 4.5.12. Supponiamo che S sia un solido, cioe dimS = 3, e che L. S sia la retta di equazioni
cartesiane

o S+

T+ 3y —x3 =1
2x1 + Txo + x3 = 5.

Il metodo di eliminazione di Gauss da le soluzioni del sistema di equazioni:
T, = 10.’173 — 8, T = 3 — 33?3.

Ponendo z3 = t otteniamo le seguenti equazioni parametriche di L.

r1 = —8 4+ 10¢,
Ty = 3—3t,
.Z‘3=t.

Fasci di rette e piani

Definizione 4.5.13. Sia S un piano affine e Py € S. 1l fascio (proprio) di rette (in S) di centro Py &
I'insieme delle rette in S contenenti FPj.

Proposizione 4.5.14. Sia S un piano affine e Py € S. Siano

{alxl +agrs +b=0 (4512)

c1r1 + oo +d=0

equazioni cartesiane (nelle coordinate x1,x2) di Py ({Po} € un sottospazio affine di codimensione 2 di
S). Una retta L 'S contiene Py (cioé appartiene al fascio di centro Py) se e solo se esistono A, € K
non entrambi nulli tali che I abbia equazione cartesiana

)\((111‘1 + a2 + b) + M(Cll‘l + coxo + d) =0. (4513)
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4.5. Ginnastica affine

Dimostrazione. Se L ha equazione data da (4.5.13) allora Py € L perche le coordinate di Py sono
suluzioni del sistema in (4.5.12). Ora supponiamo che . © S sia una retta che contiene Py. Sia
Q(71,72) € L un punto diverso da Py (esiste perche K contiene almeno 2 elementi, 0 e 1), e sia (Ao, io)
una soluzione non banale dell’equazione

AMa1T1 + agTo + b) + p(e1®Ty + oo + d) = 0.
La retta di equazione cartesiana
Ao(arzy + asxa + b) + po(cixy + coxa +d) =0
contiene Py e @, quindi & uguale a L. O

Definizione 4.5.15. Sia S un piano affine e W < V(S) un sottospazio vettoriale di dimensione 1. 1l
fascio (improprio) di rette (in S) di direzione W & I'insieme delle rette in S con giacitura W.

Proposizione 4.5.16. Sia S un piano affine e W < V(S) un sottospazio vettoriale di dimensione 1.
Sia

ai1x1 + asxe =0

un’equazione cartesiana del sottospazio W < V(S). Una retta L € S appartiene al fascio improprio di
direzione W se e solo se esiste b € K tale che I abbia equazione cartesiana

a1x1 + asxo + b =0. (4.5.14)

Dimostrazione. Se L ha equazione come in (4.5.14) allora la sua giacitura & uguale a W, vedi (4.4.15).
Ora supponiamo che la retta . ¢ S abbia giacitura W. Sia P(Z1,7Z2) € L. Sia J < S la retta di
equazione cartesiana

a1(z —71) + az(x2 — T2) = 0. (4.5.15)

La giacitura di J ¢ W e P € J, quindi J = L. Abbiamo fatto perche ’equazione cartesiana in (4.5.15) &
del tipo (4.5.14). O

Osservazione 4.5.17. Sia L  E? una retta. Scegliamo equazioni parametriche di L, e sia P(t) € L il
punto che corrisponde al parametro ¢t € R. 1l fascio proprio di centro P(t), per ¢ — +00 si avvicina
sempre pit1 al fascio improprio di rette parallele a L. Analogamente, se T < E3 & un piano e L(t) = T
¢ una retta che dipende da ¢ e che “va all’infinito” per ¢t — oo, il fascio proprio di piani di asse L(¢) si
avvicina al fascio improprio di piani paralleli a T.

Si puo dare un senso ad analoghe affermazioni per un piano o un solido affini qualsiasi.

Definizione 4.5.18. Sia S un solido affine, cioe dimS = 3 e L — S una retta. Il fascio di piani (in S)
di asse L e I'insieme dei piani in S contenenti L.

Proposizione 4.5.19. Sia S un solido affine e L = S una retta. Siano

a1x1 + asry + agxs +b =0
c1r1 + ey +c3x3 +d=0

equazions cartesiane (nelle coordinate x1,x9,23) di L. Un piano T < S contiene L (cioé appartiene al
fascio di asse L) se e solo se esistono A, p € K non entrambi nulli tali che T abbia equazione cartesiana

Mayzy + asxzay + agxs + b) + p(crxy + coxg + czxz +d) = 0. (4.5.16)

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ del tutto simile a quella della Proposizione 4.5.14. Lasciamo al
lettore i dettagli.
O
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4. SPAZI AFFINI

Definizione 4.5.20. Sia S un solido affine e W < V(S) un sottospazio vettoriale di dimensione 2. Il
fascio (improprio) di piani (in S) di direzione W & l'insieme dei piani in S con giacitura W.

La dimostrazione del risultato che segue € del tutto simile a quella della Proposizione 4.5.16, e per
questo viene omessa.

Proposizione 4.5.21. Sia S un solido e W < V(S) un sottospazio vettoriale di dimensione 2. Sia
ai1x1 + asxs + azxrz =0

un’equazione cartesiana del sottospazio W < V(S). Un piano T < S appartiene al fascio improprio di
direzione W se e solo se esiste b € K tale che . abbia equazione cartesiana

a1x1 + asxo + agxrz +b = 0. (4.5.17)

Esempio 4.5.22. Sia S un solido affine reale e L — S la retta di equazioni cartesiane (nelle coordinate
T1,x2, .'173)

(4.5.18)

3x1+2x2+2x3—6=0
T, +2x5+3x3—1=0

Sia J < S la retta di equazioni parametriche

1'1:1+2t
To=—-2+41
l‘3:3t

Verifichiamo che J non & parallela a L. Le equazioni cartesiane di V(IL) sono date dal sistema di equazioni
omogenee associato a (4.5.18) (vedi (4.4.15)), cioe

(4.5.19)

3r1 +2x9 + 23 =0
r1 + 225 + 323 =0

D’altra parte un generatore di V(J) ha coordinate (2, 1, 3); siccome le sue entrate non soluzioni di (4.5.19),
J non & parallela a L. Segue che esiste un piano T del fascio di asse L parallelo a J, ed & unico. Calcoliamo
I’equazione cartesiana di T. Per la Proposizione 4.5.19 un’equazione cartesiana &

/\(31‘1 + 229 + 23 — 6) + M($1 + 2x9 + 3x3 — 1) =0,
dove A, 4 € R non sono entrambi nulli. Quindi un’equazione cartesiana di V(T) &

A(Bx1 + 229 + x3) + p(x1 + 229 + 323) = 0.

V(J) & contenuto in V(T) (cioe T & parallelo a J) se lo &€ un suo generatore, per esempio quello di
coordinate (2,1, 3), e quindi otteniamo I'equazione in A, y

1A+ 13p = 0.
Una soluzione ¢ A = 13, u = —11, e percio un’equazione cartesiana di T &
28x1 + 4xo — 2023 — 67 = 0.
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4.5. Ginnastica affine

Esercizi del Capitolo 4

Esercizio 4.1. S ¢ un piano affine con riferimento affine RA(O;B). Siano Po(1,2) e Pi(—1,1) punti di S.
Scrivete equazioni parametriche e cartesiane della retta (Po, P1).

Esercizio 4.2. S ¢ un piano affine reale con riferimento affine RA(O;B), e L,J = S sono le rette di equazioni

parametriche
1 =1+ 3¢, xr1 =S,
T2 =2+t z2=1-—3s

rispettivamente. Determinate le coordinate del punto d’intersezione tra L e J.
Esercizio 4.3. Sia B := {i,5} una base di V(E?) e k:= i+ 2§, h:= i+ j. Sia Q € E? il punto di coordinate
(1, —1) nel riferimento affine RA(O; B).

(1) Verificate che C := {k, h} ¢ una base di V(E?).

(2) Determinate le coordinate di O nel riferimento affine RA(Q;C).
Esercizio 4.4. S ¢ un solido affine reale con riferimento affine RA(O;B). Siano Po(1,1,—1), Pi(3,0,2) e
P5(4,2,3) punti di S.

1. Verificate che Py, P1, P> non sono allineati e quindi appartengono a un unico piano A.

2. Determinate equazioni parametriche e cartesiane di A.

Esercizio 4.5. S ¢ un solido affine reale con riferimento affine RA(O; B), e T1, T2 < S sono i piani di equazioni

cartesiane
T123$1+2$2+$3=1, To: 1 — 22 — 223 = 2.

Verificate che l'intersezione T1 N Ta € una retta L e determinate equazioni parametriche di L.

Esercizio 4.6. S ¢ un solido affine reale con riferimento affine RA(O;B), e L,J = S sono le rette di equazioni
parametriche

1 =1+ 2t, T =S,
Ty = —t, R T2 =14 2s
r3 = 2 + 5t. T3 =3

rispettivamente. Determinate una equazione cartesiana del piano T contenente 1L e parallelo a J.

Esercizio 4.7. S ¢ un solido affine reale con riferimento affine RA(O;B), e T1, T2 < S sono i piani di equazioni
cartesiane
T+ 222 —x3+1 =0, 2r1 +x3—3=0.

rispettivamente. Determinate equazioni parametriche della retta che contiene P(1,1,1) ed ¢é parallela a T1 e Ts.
Esercizio 4.8. S & un piano affine reale con riferimento affine RA(O;B). Siano Po(1,1), Pi(2,3), P»(3,5)

punti di S. Gli studenti Anna, Marco e Lucio misurano le coordinate di Py, P1 e Py in un nuovo sistema di
riferimento RA(Q;C) e le loro misurazioni sono discordanti:

(A.) Py(0,1), Pi(—1,0) e Po(—2,—1).
(M.) Ps(0,2), Pi(1,2) e P»(0,3).
(L.) Ps(0,0), Pi(1,1) e P»(3,3).

Due tra Anna, Marco e Lucio sicuramente hanno sbagliato misurazioni: determinate chi.

Esercizio 4.9. Sia S uno spazio affine su un campo di caratteristica zero. Siano Py, ..., Pg € S linearmente
indipendenti. Il baricentro di Py, ..., Py é il punto
B(P, P)-—1P+1P++1P
S L I T

Siar la retta contenente Py e B(Po, ..., Pg). Verificate che Uintersezione trar e il sottospazio affine (Po, P1,...,Pi_1)
é il baricentro B(Po, ..., Pi_1).

Esercizio 4.10. Dite se esiste/non esiste un’applicazione affine F': A*(R) — A%(R) tale che
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4. SPAZI AFFINI

(1) F(1,1) = (1,2), F(3,2) = (—1,-2) e F(2,3/2) = (0,1).
(2) F(0,0) =(1,1), F(1,1) = (2,1) e F(1,-1) = (1,2).

Nel caso esista dare una tale F'.

Esercizio 4.11. Sia S ¢ A*(R) il sottospazio affine P+ U dove P = (1,0,3,—1) e U < R* (qui R* ¢ spazio
vettoriale) & il sottospazio vettoriale

U=<1,1,1,1),(3,2,-1,5), (4, 3,0,6)).
Date equazioni cartesiane di S.

Esercizio 4.12. Siano S uno spazio affine e F: S — S un’affinita. Un punto fisso di F' ¢ un P € S tale che
F(P) = P. Il luogo dei punti fissi Fix(F) e l’insieme dei punti fissi di F.

1. Dimostrate che se Fix(F') é non vuoto, allora é un sottospazio affine di S.

2. Date esempi con dimS = n e dim Fix(F) = m per ogni 0 < m < n.
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Capitolo 5

Determinanti

Il determinante di una matrice quadrata n x n & una funzione polinomiale omogenea di grado n nelle
entrate della matrice che gode di notevoli proprieta. In particolare per una matrice con entrate in un
campo il determinante € non nullo se e solo se la matrice e invertibile. Se il campo e quello dei reali
possiamo interpretare il determinante come un’area o volume (con segno).

5.1 La definizione

Sia R un anello (commutativo con unita). Sia A € M, ,(R). Sia A’ la matrice (n—1) x (n—1) ottenuta
eliminando riga i-esima e colonna j-esima di A. Definiamo la funzione

Dety: My n(R) — R
ricorsivamente come segue:
(1) Deti((a)) = a.

(2) Per n > 1 definiamo Det,, a partire da Det,,_; per mezzo della formula

n

Dety,(A) := > (=1)"an; Det,_1(A}). (5.1.1)

Jj=1

Spieghiamo il punto (2). Assumendo di aver definito Det,,_1, la funzione Det,, & data da (5.1.1); siccome
Det; ¢ data da (1) segue che Dety ¢ bene definita e quindi anche Dets etc. Diamo alcuni esempi. Se
n = 2 abbiamo

aip a2
Deto = —a21a12 + A22G11 = Q11022 — G12021, (5.1.2)
az1 a2

cioe la formula della Definizione 2.5.6. Per n = 3 abbiamo
ailp a2 ais
Dets | az1 az a3 | =
asz1 asz as3
= a31(a12a23 - a13a22) - a32(a11a23 - 013a21) + a33(a11a22 - a12a21) =
= 1122033 + Q12023031 + 013021032 — 13022031 — G12021033 — A11023032. (5.1.3)
11 determinante di A € M, ,,(R) & Det, (A). Se non c’& pericolo di ambiguita scriviamo Det invece di

Det,,. Si usa anche la notazione |A| per Det A - in questo caso si omette di scrivere le parentesi che
delimitano la matrice. Per esempio

1 2 1 2
32 |opa]? 2] 614
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5.2 Applicazioni multilineari

Studieremo il determinante di matrici con entrate in un campo K. Per capire la funzione determinante
Det,, la vedremo come funzione delle n colonne di una matrice n x n, cioe la vedremo come applicazione

K" x ... x K* 2°f% K
— (5.2.1)

(Ar,.. A = Det([Ar, ..., An])

Per questo motivo apriamo una parentesi sulle applicazioni da prodotti di spazi vettoriali su K a uno
spazio vettoriale sullo stesso campo K.

Definizione 5.2.1. Siano Vi,...,V,, e W spazi vettoriali su K e sia @ un’applicazione
@
(V1,..y0,) > D(ur,...,0)

(1) La @ & lineare nell’entrata j-esima (dove 1 < j < n) se

D(V1,. ., Vi1, AU+ W, Vjg1, ..., Vp) =

= AP(V1, ., U1, U U1y e -5 Up) + (V1 V1, W, Vg1, -, 0n)  (5.2.3)
per vi,...,V_1,U,W,Vj4+1,...,0n €V e A,ue K.
(2) @ & multilineare se ¢ lineare in ciascun entrata. (Se n = 2 diciamo che @ & bilineare.)
Esempio 5.2.2. Consideriamo le applicazioni ¥;: K x K — K definite da
Uy (z,y) = ay® +x, Va(x,y):=1, Vs(z,y):= bry.

La U, e lineare nella prima entrata ma non nella seconda, la ¥ non ¢ lineare in alcuna entrata, la W,
¢ bilineare.

Esempio 5.2.3. Sia V uno spazio vettoriale su K. L’applicazione

VxVvy — K

(w.f) = ) (5:24)

¢ bilineare.

Esempio 5.2.4. Scelta un’unita di misura, & ben definito il prodotto vettoriale di due vettori geometrici
dello spazio euclideo, e quindi abbiamo 'applicazione bilineare

V(E?) x V(E3) — V(E?)

(v, ) o (5.2.5)

Ricordiamo che, se {i,j,k} & una base ortonormale di V(E?) (ortonormale significa che ogni vettore
della base ha lunghezza 1 e che coppie di vettori diversi della base sono ortogonali), allora

(ali +b1j + Clk> A (CLQi + boj + Cgk) = (blcg — Clbg)i — (alcg — Clag)j + (a1b2 — blag)k. (526)
Segue da questa espressione che il prodotto vettoriale ¢ bilineare.
Terminologia 5.2.5. Un’applicazione multilineare @: V7 x ... x V,, — K si dice forma multilineare.

Proposizione 5.2.6. La funzione Det,, ¢ multilineare nelle colonne.
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Dimostrazione. Per induzione su n. Il caso n = 1 € banalmente vero. Dimostriamo il passo induttivo.
Dimostriamo che Det,, ¢ lineare nella colonna jp-esima, cioe che

Detn(Al, e 7Aj0_1, AB + HJC, Aj0+1, ey An) =
= /\Detn(Al, - 7Aj0—1a B, Aj0+17 - 7An) + ,uDetn(Al, ey Aj0—17 C, Aj0+1, Ce ,An) (527)
dove A; (per j # jo), B e C sono matrici colonna n x 1 - le loro entrate saranno denotate a;;, b; e ¢;

rispettivamente. Per j % jo sia X; € M,,_; 1(K) la colonna ottenuta eliminando 'ultima entrata di A;.
Siano Y, Z € M,,_1,1(K) le colonne ottenute eliminando 1'ultima entrata di B e C rispettivamente. Si

ha che
])etn<1417 . 7Aj0,1, AB + /LC, Aj0+1, .. ,An) =
= Z (—1)"+janj Detn,l(Xl, N 7Xj71"/X-\-j,Xj+17 N 7_ijofl,)\yv + /JJZ, Xj0+1, N 7Xn)+

J¥Jjo
+ (_1)n+j0 ()\bn + ucn) Detn_l(Xl, . ,on_l, Xj0+1, . ,Xn) (528)

(La notazione )/(\J sta per “manca la colonna X;”.) Per 'ipotesi induttiva abbiamo che

Detn,l(Xl, . 7Xj71’.Xj,Xj+17 . ,onfl,)\y + MZ, Xj0+1, ‘e ,Xn) =
ADetn—l(Xh e 7Xj—17Xjan+17 v ano—lavaj(H-lv oo 7Xn)+
+ ,uDetn_l(Xl, . ,Xj—hXjan-&-la . ,on_l,Z, Xj0+1, . ,Xn) (529)

Sostituendo nella (5.2.8) Pespressione della (5.2.9) otteniamo che vale (5.2.7). O

Definizione 5.2.7. Se Vi,...,V,, e W sono spazi vettoriali su K, MultLin(V;j x ... x V,,, W) & I'insieme
delle applicazioni multilineari @: V4 x ... x V,, —» W.

Se &1, P4 € MultLin(V;y x ... x V,,, W) definiamo

D +P
Vix...xV, ©“52 1174

(U1, ,0n) — D1 (v1,y...,0n) + Pa(v1,...,0p)
Analogamente, se @ € MultLin(Vy x ... x V,,, W) e X € K definiamo

Vix..xV, 2% 1174

(Ulv"'avn) — )\@(Uh...,l}n)

Proposizione 5.2.8. Siano Vi,...,V,, e W spazi vettoriali su K. Se &1, P9 € MultLin(V; x...xV,, W)
allora (P71 + P2) € MultLin(Vy x ... x V,,,W). Se & € MultLin(V; x ... x V;,, W) e A € K, allora
AP € MultLin(Vy x ... x V,,W). Con queste operazioni MultLin(V; x ... x V,, W) ¢é uno spazio
vettoriale su K.

Dimostrazione. La somma (@1 + ®3) ¢ multilineare perche la somma di applicazioni lineari ¢ lineare,
e AP & multilineare perche il prodotto di uno scalare per un’applicazione lineare & lineare. La facile

verifica dell’ultima affermazione e lasciata al lettore. O
Esempio 5.2.9. Siano Vi, ...,V, spazi vettoriali su K, e siano vy, ...,7, € V. L’applicazione
MultLin(V; x ... x V,,,K) —> K
@ [ @(51,...,@»”)

¢ lineare. Infatti la linearita segue subito dalla definizione di somma di applicazioni multilineari e
moltiplicazione di uno scalare per un’applicazione multilineare.
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5.3 Applicazioni multilineari alternanti

Da ora in poi ci concentriamo sul caso V; = ... =V, cioé consideremo applicazioni ®: V" — W, dove
V e W sono spazi vettoriali su K.

Definizione 5.3.1. Sia &: V" — W.
(1) Siano 1 < j < h < n; @ ¢ alternante nelle entrate j, h se $(v1,...,v,) = 0 ogni qualvolta v; = vy,
(2) @ & alternante se ¢ alternante nelle entrate j, h per ogni 1 < j < h < n.

Esempio 5.3.2. 11 prodotto vettoriale V(E?) x V(E?) — V(E?) (vedi ’'Esempio 5.2.4) ¢ alternante (e
bilineare).

Esempio 5.3.3. Consideriamo le applicazioni @;: K x K — K definite da

Py (x,y) := 3wy, Po(x,y) :=zy+1, Pg(z,y):=2a° —ay’.

La & ¢ bilineare ma non alternante, la @3 ¢ alternante ma non bilineare, la @3 non ¢ né bilineare ne
alternante.

Esempio 5.3.4. Sia A € M, ,(K). L’applicazione

K* x K" — K (5.3.1)
(X,Y) - X' A.Y -
¢ bilineare. Siccome
n
P(X,X) = Z QAijTiTj,
1<i<n
1<j<n
@ ¢ alternante se solo se A = —A e in aggiunta a;; = 0 per ogni i € {1,...,n}. Notate che se char K = 2
l'ultima condizione segue dalla prima.
Proposizione 5.3.5. Sia @: V™" — W. Supponiamo che @ sia multilineare e alternante.
1. Sia 1l <j<mn: allora
n
é(vh cey V-1, 05 F Z HiVis Uj415 - - - 7UTL) = QS(UM s U5—1, U5, Vg1, - - 7Un)-
i]
2. Siano 1 < j < h < n: allora
¢(/U1u <oy V5j—1,Vps U541, -+, Vh—1,Vj5, Uh+1, - - - u/Un) =
= 7@(1)17 -y Uj—1,V5,Vj4+1, -+ -y Uh—1, Vh, Up+1; - - - 77)11)3
ctoe scambiando due entrate il valore di @ cambia segno.
Dimostrazione. Dimostriamo che vale (1). Per la multilinearita di @ abbiamo che
n
qv)(’Ul? <o U5—1, U5 + Z HiVis Vj415 - -« >Un) =
g
n
=Q(V1,. ., V1,05, V41, -+, Un) + 2 pi®(v1, - Vi1, Vi Vi1 Un)-
iF]
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5.3. Applicazioni multilineari alternanti

D’altra parte ogni addendo della sommatoria € nullo perche @ ¢ alternante.
Ora dimostriamo che vale (2). Supponiamo che n = 2 (se n = 1 non c¢’¢ nulla da dimostrare).
Siccome @ ¢ alternante e multilineare abbiamo che

0=2>2(u+w,u+w)=>u,u)+P(w,w) + D(u,w) + P(w,u) = P(u,w) + P(w,u).
Ora supponiamo che n > 2. Siccome la funzione

VxV — w

(uvw) = gli)(lulv'"7/Uj—1au7vj-4-17''~,Uh—1alwavh+17''-a/U’rL)

(5.3.2)

¢ chiaramente multilineare alternante, la (2) segue dal caso n = 2. O

Corollario 5.3.6. Sia V uno spazio vettoriale su K di dimensionen e sia ®: V" — W un’applicazione

multilineare alternante. Se vy,...,v, €V sono linearmente dipendenti, allora ®(v1,...,v,) = 0.
Dimostrazione. Per la Proposizione 2.5.9 esiste j € {1,...,n} tale che
n
v = Z HiUj.
1<igsn
i

Quindi il punto (1) della Proposizione 5.3.5 da che

n
0= @(’Ul,.. .,vj_l,O,vj+1,...,vn) = @(vl,...,vj_l, Z Mivi,vj+1,...,vn) = @(’Ul,...,’()j,...,’l)n).
1<isn
iFj

Corollario 5.3.7. Sia ®: V™ — W. Supponiamo che ® sia multilineare e che sia alternante nelle
entrate j e j+ 1 per ogni 1 < j < n (in altre parole per entrate adiacenti). Allora @ ¢ alternante.

Dimostrazione. Per induzione su n. Per n = 1 il Lemma non dice nulla, e per n = 2 la tesi ¢ uguale
all’ipotesi. Dimostriamo il passo induttivo. Quindi supponiamo che la tesi valga per un n > 2 e
dimostriamo che vale con n sostituito da n + 1. Dato u € V' le applicazioni

vn — w vn — %%
(wi,. .., wy) TG D(u,wy, ..., wy) (wi,...,wy) i) D(wy, ..., Wy, u)

sono multilineari. Inoltre ¥(u) e II(u) sono alternanti per I'ipotesi induttiva.

Quindi $(v1,...,vp41) = 0se v; = v; dove i < j e (i,5) ¥ (1,n + 1), e rimane da dimostrare
che &(vy,...,vp41) = 0 se v1 = v,4+1. Applicando la Proposizione 5.3.5 all’applicazione multilineare
alternante W(vp) vediamo che

D(v1, ..y Upt1) = —P(V1, ..., Unt1, Un)- (5.3.3)
D’altra parte II(v,) ¢ alternante e quindi il membro di destra di (5.3.3) ¢ nullo perche vy = v,41. O

Terminologia 5.3.8. Un’applicazione multilineare e alternante @: V" — K si dice forma multilineare
alternante (o antisimmetrica) .

Ora dimostriamo che il determinante ¢ alternante nelle colonne.

Proposizione 5.3.9. La funzione Det,, ¢ una forma multilineare alternante nelle colonne.
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Dimostrazione. La funzione Det, ¢ una forma multilineare nelle colonne per la Proposizione 5.2.6.
Dobbiamo dimostrare che Det,, ¢ alternante nelle colonne. Per induzione su n. Il cason = 1 ¢
banalmente vero. Dimostriamo il passo induttivo. Siccome Det,, ¢ multilineare nelle colonne (per la
Proposizione 5.2.6) il Corollario 5.3.7 ci dice che ¢ sufficiente dimostrare che Det,, & alternante nelle
colonne jy e (jo + 1) dove 1 < jo < m. Quindi supponiamo che A;, = Aj;,+1 e dimostriamo che
Det, (A) = 0. Per 1 < j < nsia X; € M,,—11(K) la colonna ottenuta eliminando 'ultima entrata di
A;j. Si ha che

Detn(Al, e ,An) =
= Z (—1)”+janj Detn—l(X17~-~7Xj—17Xjan+17~-~;Xn)+
JoFiFjo+1
+ (=1)"0q,, i Dety—1 (X1, Xjoo1, Xjor Xjot1s--r Xn)+

—

+ (—1)"+j°+1an,j0+1 Detn_l(Xl, PN 7Xj1—1; le,Xj1+1, ‘e 7Xn) (534)
Per I'ipotesi induttiva Det,,_; ¢ alternante: per ipotesi X;, = X 11 e percio

Detn—l(XhaX]—17X]7X]+1a7Xn):Ov 1<]<TL, .70:+:.]:+:j0+1

— —

Le n-ple (X1,..., Xj0-1, Xj0, Xjo41,-- - Xn) € (X1, .., Xjor, Xjo+1, Xjo+2, - - -, Xn) sono le stesse. Sic-
come ((—1)"Toq, ;o +(—1)"+o+lq, . 1) = 0 segue che & nulla anche la somma dei restanti due termini
nel membro di destra di (5.3.4). O

Per capire le proprieta del determinante studieremo l'insieme di tutte le forme multilineari alternanti
V™ — K nel caso in cui dim V' = n.

Definizione 5.3.10. Se V & uno spazio vettoriale su K, Alt(V",K) & l'insieme delle forme multilineari
alternanti @: V" — K.

Chiaramente Alt(V™,K) & un sottoinsieme di MultLin(V",K). Un attimo di riflessione mostra che
vale il seguente risultato.

Proposizione 5.3.11. Alt(V",K) & un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale (suK) MultLin(V™, K).
Il risultato principale di questa sezione ¢ il seguente.

Proposizione 5.3.12. Sia V uno spazio vettoriale su K di dimensione n, e sia B := {v1,...,7,} una
base di V. L’applicazione lineare (vedi I’Esempio 5.2.9)

Alt(V™ K) -5 K
é —  O(Ty,...,U,)

e un isomorfismo.
Prima di dimostrare la Proposizione 5.3.12 diamo un risultato preliminare.

Lemma 5.3.13. Sia V uno spazio vettoriale su K di dimensione n. Se B = {v1,...,u,} e C =
{wiy,...,w,} sono basi di V, esiste una serie di operazioni elementari di tipo (1) e (2) (cioé scambi
di vettori e aggiunta a un vettore di una combinazione lineare dei rimanenti vettori) che iniziano da
{v1,..., 00} € finiscono con {aywy,...,a,wy,}, dove aq,...,a, sono scalari non nulli.

Dimostrazione. Sia A := M§(Idy) la matrice del cambiamento di base da B a C. Quindi, se A = (a;;),
abbiamo .
’Uj = Z aijwi,
i=1
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5.3. Applicazioni multilineari alternanti

cioe la colonna j-esima di A ¢ la colonna delle coordinate di v; nella base C. Il lemma equivale all’af-
fermazione che esiste una serie di operazioni elementari di tipo (1) e (2) sulle colonne che inizia con A
e finisce con una matrice diagonale. Per la Proposizione 3.7.12 esiste una serie di operazioni elementari
di tipo (1) e (2) sulle colonne che inizia con A e finisce con una matrice a scala per colonne

by O 0 0

* 0 0
B:=| by ... by

* 0 ... 0

bnl * * bnn

La matrice A ha rango n perche e una matrice di cambiamento di base, quindi anche B ha rango n.
Segue che tutte le entrate di B sulla diagonale principale (cioe b;; per i € {1,...,n})) sono diverse da O0:
infatti se una e nulla, siccome B ¢ a scala per colonne, segue che b,,, = 0, e quindi B non ha rango n,
contraddizione. Ma allora esiste una serie di operazioni elementari di tipo (2) sulle colonne che inizia
con B e finisce con una matrice diagonale. Infatti aggiungendo alle colonne da 1 a (n — 1) opportuni
multipli della colonna n arriviamo a una matrice a scala per colonne (di rango n) con entrate nulle
sull’'ultima riga, con leccezione dell’entrata (n,n). Notate che la nuova matrice ha le stesse entrate
di B sulla diagonale principale. Poi, aggiungendo alle colonne da 1 a (n — 2) opportuni multipli della
colonna n — 1 arriviamo a una matrice a scala per colonne (di rango n) con entrate nulle sulle ultime
due righe, con l’eccezione delle entrate (n —1,n— 1) e (n,n). Notate che, come prima, la nuova matrice
ha le stesse entrate di B sulla diagonale principale. Iterando arriviamo a una matrice diagonale

b1 0 ... 0 0
0 0 0
D := .. by
0 0 ... 0
0 0 0 bun
che ha le stesse entrate di B sulla diagonale principale. O]

Dimostrazione della Proposizione 5.3.12. Iniziamo dimostrando che £z ¢ iniettiva. Dobbiamo dimo-
strare che @ ¢ determinata dal singolo valore &(v1,...,7,). Siano vi,...,v, € V. Se v1,...,v, sono
linearmente dipendenti allora &(vy,...,v,) = 0 per il Corollario 5.3.6. Se vy, ...,v, sono linearmente
indipendenti allora per il Lemma 5.3.13 esiste una serie di operazioni elementari di tipo (1) e (2) che
iniziano da {v1,...,v,} e finiscono con {a171,...,@,U,}. Per la Proposizione 5.3.5 si ha

S(v1,...,0n) = (=11 ...  an®(V1,...,0,Tn),

dove s ¢ il numero di operazioni elementari di tipo (1) (cioé scambio di due vettori) fatte nel passare da

{vi,..., 00} a {a171,...,a,Ty,}. Quindi @(v1,...,v,) & determinata dal singolo valore &(v1,...,Ty,).
Rimane da dimostrare che £g & suriettiva. Siccome 'applicazione Xpz: V —» K" & un isomorfismo
e f(v;) = e; (dove eq,...,e, € K™ sono i vettori della base standard), & sufficiente dimostrare che
I’applicazione
Alt(K™)",K) =8, K
b —  Pler,...,en)

non & nulla. Scegliamo @ = Det,,. Un facile argomento per induzione su n dimostra che Det,,(1,) = 1.
O

Osservazione 5.3.14. Gli argomenti appena dati forniscono il seguente algoritmo per il calcolo del
determinante di una matrice A € M, ,(K). Con una serie di operazioni elementari tipo (1) e (2) sulle
colonne passiamo da A a una matrice a scala per colonne B. Se s & il numero di scambi di colonne,
allora

Det(A) = (—1)Sb171 et bn,n- (535)
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Proposizione 5.3.15. Una matrice quadrata A é singolare se e solo se Det(A) = 0.

Dimostrazione. Con una serie di operazioni elementari tipo (1) e (2) sulle colonne passiamo da A a
una matrice a scala per colonne B. Il rango di A & uguale al rango di B e quindi la matrice A ¢ sin-
golare se e solo se ¢ nulla almeno una delle entrate di B sulla diagonale principale, cioe b11...bnp
(notate che siccome B ¢ quadrata questo accade solo se b, , = 0). Percid la proposizione segue
dall’'uguaglianza (5.3.5). O

5.4 Determinanti e rango di una matrice

Per la Proposizione 5.3.15 una matrice quadrata n x n ha rango massimo, cioe n, se e solo se il suo
determinante ¢ non nullo. Piti generalmente il rango di una matrice ¢ determinato dai determinanti dei
suoi minori.

Teorema 5.4.1 (degli orlati). Una matrice A € My, n(K) ha rango r se e solo se esiste una sua
sottomatrice B di dimensione r X v con la proprieta che Det B & 0 e che ogni sottomatrice di A di
dimensione (r + 1) x (r + 1) contenente B abbia determinante nullo.

Mostriamo come puo essere usato il Teorema degli orlati per calcolare il rango di una matrice, poi
passeremo alla dimostrazione.

Esempio 5.4.2. Calcoliamo il rango di A € M3 4(Q) data da

2 1 3 5
A= 3 0 3 6
0o -1 -1 -1

La sottomatrice delle entrate su righe 2,3 e colonne 1,2 &

3 0
Bl o

e ha determinante non nullo. Esistono due sottomatrici 3 x 3 contenenti B, sono

2 1 3 2 1 5
3 0 3|, 30 6
0 -1 -1 0 -1 —1

Siccome entrambe hanno determinante nullo segue che A ha rango 2.

Dimostrazione del Teorema 5.4.1. Siano iy < is... <i, e j1 < jo < ... < j, gli indici delle righe e delle
colonne di B rispettivamente. Le colonne di A contenenti le colonne di B sono linearmente indipendenti.
Infatti se esistesse una relazione di dipendenza lineare

/\1Aj1 + )\2Aj2 + ...+ )‘7‘Ajr =0

allora varrebbe
MBj, + XeBj, +...+A\.Bj =0,

e questo contraddirebbe I'ipotesi che Det B # 0. Quindi il rango di A & almeno r. Per finire la dimostra-
zione basta dimostrare che ogni colonna di A; di indice diverso da ji, jo, ..., j, € combinazione lineare
delle colonne Aj , A;,,...,A;,, e siccome queste colonne sono linearmente indipendenti cio equivale a
dimostrare che la matrice M con colonne A;,,A;,,...,A; ,A; ha rango minore di r + 1. Le righe di
M con indici 41,122 ...,%, sono linearmente indipendenti perche Det B # 0, e quindi basta dimostra-
re che ogni altra riga di M & una combinazione lineare di queste righe, ovvero che ogni sottomatrice
(r+1) x (r+1) di M che contiene le righe con indici iy,4s...,%, ha determinante nullo. Ma questo
vale per ipotesi. O
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Una conseguenza immediata del Teorema 5.4.1 € la seguente.

Corollario 5.4.3. Una matrice A € M, ,,(K) ha rango r se e solo se esiste una sua sottomatrice r x r
di determinante non nullo e ogni sua sottomatrice (r + 1) x (r + 1) ha determinante nullo.

5.5 Binet, Laplace e Cramer

La formula di Binet
Proposizione 5.5.1 (Formula di Binet). Siano A, B € M,, ,,(K). Allora Det(A-B) = Det(A)-Det(B).

Dimostrazione. Sia @: M, ,(K) — K Papplicazione definita da $(M) := Det(A- M). Dimostriamo che
& ¢ multilineare e alternante nelle colonne. Sia i € {1,...,n}, siano A, p € K e siano X;,Y, Z € M,, 1(K)
matrici colonna, dove i € {1,...,i —1,i +1,...,n}. Allora

(P([Xla v 7Xi717 >\Y+/1‘Z7 XiJrlv v 7Xn]) = Det([A'le teey A'Xifla A()‘Y+MZ)7 A'Xi+17 teey AXn]) =
= )\Det([AXl, ey A'Xi—h A}/, A'Xi+1, [P ,AXn])+[L Det([A~X1, ey A'Xi_l, AAZ7 A’Xi+1a . ,AXn]) =
= AQa([)(h s aXi—17KXi+17 s 7Xn]) + /J’é([Xla s 7Xi—17zin+17 s 7Xn])

(La seconda uguaglianza segue dalla multilinearita della funzione determinante.) Abbiamo dimostrato
che @ & multilineare nelle colonne. Si dimostra che & & alternante nelle colonne notando che se le colonne
di indici j e k£ di M sono uguali, allora le colonne di indici j e k di A- M sono uguali.

D’altra parte anche l'applicazione ¥: M, ,(K) — K definita da U(M) := Det(A) - Det(M) &
multilineare e alternante nelle colonne di M perche lo ¢ la funzione determinante. Siccome

&(1,) = Det(A - 1,,) = Det(A) = Det(A) - Det(1,,) = ¥(1,),
segue dalla Proposizione 5.3.12 (con V = K" e B la base standard) che ¢ = 0. O

Corollario 5.5.2. Sia A € M, ,(K) invertibile cioé con Det A & 0 per I’Osservazione 5.3.14. Allora
Det(A™!) = Det(A)~ 1.

Dimostrazione. Per la formula di Binet abbiamo che

1 = Det(1,,) = Det(A- A™") = Det(A) - Det(A™1).

Osservazione 5.5.3. La formula di Binet da che 'applicazione

GL,(K) — K*
A —  Det(A)

¢ un omomorfismo di gruppi (ricordiamo che operazione in K* & la moltiplicazione).

La formula di Binet ha la seguente importante conseguenza.

Corollario 5.5.4. Sia V uno spazio vettoriale su K finitamente generato. Sia f: V. — V un endomor-
fismo. Siano B e C basi di V. Allora

Det(Mg(f)) = Det(ME(f))-

Dimostrazione. Le equazioni (3.11.1) e (3.10.2), insieme alla formula di Binet e al Corrollario 5.5.2,
danno che

Det(ME(f)) = Det (ME(1dy) ™" - ME(f) - ME(1dy)) =
— Det(ME(Idy)) " - Det(ME(f)) - Det(ME(Idy)) = Det(ME(f)-
O
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Definizione 5.5.5. Siano V uno spazio vettoriale su K finitamente generato e f: V' — V un endomor-

fismo. Il determinante di f &
Det(f) := Det(Mz(f))

dove B ¢ un’arbitraria base di V - la definizione ha senso grazie al Corollario 5.5.4.

Proposizione 5.5.6. Sia V uno spazio vettoriale su K finitamente generato e sia f:V — V un
endomorfismo. Allora Det(f o g) = Det(f) - Det(g).

Dimostrazione. Sia B una base di V. Per I'equazione (3.6.6) e la Formula di Binet abbiamo

Det(f o g) = Det(Mg (f o g)) = Det (M5 (f) - M5 (9)) =
= Det (M5 (f)) - Det (Mg (g)) = Det(f) - Det(g).

O

Sviluppo di Laplace

La seguente proposizione da quello che si chiama lo sviluppo del determinante secondo la Tiga i-esima.
Nel caso della riga n-esima si tratta della formula che definisce il determinante, cioe (5.1.1).

Proposizione 5.5.7. Siano Ae M, ,(K) e 1 <i<n. Abbiamo che

Det(A) := i(q)”ia” Det(A%). (5.5.1)

Dimostrazione. Sia ¢": M, ,,(K) — K la funzione definita ponendo #*(A4) uguale al membro di destra
di (5.5.1). Allora @ & multilineare e alternante nelle colonne. Infatti se i = n affermazione segue dalle
Proposizioni 5.2.6 € 5.3.9, e argomenti del tutto simili danno la dimostrazione per un ¢ qualsiasi. Inoltre
un facile argomento induttivo da che &¢(1,,) = 1. Per la Proposizione 5.3.12 segue che I’applicazione &"
& uguale all’applicazione Det,,. O

Proposizione 5.5.8. Sia A € M, ,(K). Allora Det(A) = Det(A?).

Dimostrazione. Sia @: M, ,(K) — K definita da @#(A) := Det(A"). Consideriamo la ¢ come funzione
delle colonne. La Proposizione 5.5.7 da che Det,, € lineare in ciascuna riga. Siccome le colonne di A
sono le righe di A? segue che @ ¢ lineare in ciascuna colonna, cio¢ & multilineare (come funzione delle
colonne). Ora dimostriamo che @ & alterna (come funzione delle colonne). Supponiamo che due colonne
di A siano uguali: allora le corrispondenti righe di A? sono uguali. Quindi le righe di A* sono linearmente
dipendenti e percid A! ¢ singolare. Per 1'Osservazione 5.3.14 segue che Det, (A') = 0. Questo dimostra
che @ & alternante. D’altra parte &(1,,) = Det,,(1%) = Det,(1,,) = 1. Per la Proposizione 5.3.12 segue
che 'applicazione @ e uguale all’applicazione Det,,. O

Osservazione 5.5.9. La Proposizione 5.5.8 da che il determinante € multilineare e alternante nelle righe
(oltre che nelle colonne).

Osservazione 5.5.10. Sia A € M, ,,(K) e supponiamo che B € M, ,,(K) sia ottenuta da A con una serie
di operazioni elementari sulle righe di tipo (1) e (2), e che siano stati fatti s scambi di righe. Allora B®
¢ ottenuta da A' con una serie di operazioni elementari sulle colonne di tipo (1) e (2), tra cui s scambi
di colonne. Per ’Osservazione 5.3.14 e la Proposizione 5.5.8 abbiamo che

Det(A) = Det(A") = (—1)* Det(B!) = (—1)° Det(B). (5.5.2)

Notiamo anche che se B ¢ a scala per righe allora il suo determinante ¢ uguale al prodotto delle
entrate sulla diagonale principale, questo segue (per esempio) dall’espansione di Det(B) secondo 'ultima
riga. Quindi per calcolare Det(A) possiamo ridurre A a scala per righe o per colonne, a seconda della
convenienza.
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La formula seguente si chiama lo sviluppo del determinante secondo la colonna j-esima.

Corollario 5.5.11. Siano Ae M, ,(K) el < j <n. Abbiamo che
Det(A) := > (—1)"*/a;; Det(A}). (5.5.3)
i=1
Dimostrazione. Per la Proposizione 5.5.8 abbiamo che Det(A) = Det(A"). Espandendo Det(A") secondo
la riga j (che ¢ uguale alla colonna j-esima di A), vedi (5.5.1), otteniamo (5.5.3). O
Le Formule (5.5.1) e (5.5.3) sono vantaggiose se la matrice di cui vogliamo calcolare il determinante
ha molte entrate nulle.
La formula di Cramer
Sia A € M,, »,(K). Siano 1 < 4,5 < n. Il cofattore (o complemento algebrico) di A di indici 4,5 &
Ay = (—1)"*7 Det(A%). (5.5.4)

La matrice dei cofattori di A (anche matrice aggiunta ma questo termine indica anche una matrice del
tutto diversa), denotata A°, ¢ la trasposta della matrice n x n con entrate A;;, cioe

B Al,l A271 An,l ]
Aio Asp :
A€ =
An—l,n—l An,n—l
Al,n An—l,n—l An,n _
Esempio 5.5.12. Sia
1 1 1
A= 1 -1 2
1 1 4
Allora
-6 -3 3
A= =2 3 -1
2 0 -2
Proposizione 5.5.13 (Formula di Cramer). Sia A € M, ,(K). Allora
A-A°=A°- A= (Det A)l,,. (5.5.5)

Se A ¢ invertibile, cioé Det A # 0, si ha che A~1 = (Det A)~1A°.

Dimostrazione. Siano 1 < i,j < n. L’entrata al posto 4,5 di A- A° ¢ uguale a
D 1(=1)7"*a;, Det(A). (5.5.6)
s=1

Sia i = j: lo sviluppo di Det A secondo la riga i-sima da che Pentrata al posto 4,4 di A - A° & uguale
a Det A. Ora supponiamo che i £ j: la (5.5.6) & lo sviluppo secondo la riga j-esima della matrice B
ottenuta dalla A sostituendo alla riga j-esima la riga i-esima di A stessa. Siccome B ha le righe i-esima e
j-esima uguali € singolare e quindi Det B = 0. Questo dimostra che le entrate di A- A€ che non sono sulla
diagonale principale sono nulle e finisce di dimostrare (5.5.6). La formula A= = (Det A)~1A¢ segue
dalla (5.5.6) moltiplicando ambo i membri della prima (o della seconda) uguaglianza per (Det A)~1. [
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Esempio 5.5.14. Sia A € M3 3(R) la matrice dell’Esempio 5.5.12. Applicando la formula di Cramer
otteniamo che
1 12 —1/2
ATl = /3 —1/2  1/6
~1/3 0 1/3

5.6 Determinante e area

Sia E? il piano della Geometria euclidea. Introduciamo una unita di misura. Quindi sappiamo misurare
l'area di regioni semplici (regioni poligonali, dischi, etc.). Se T < E? & una regione di cui sappiamo
misurare 'area, denotiamo la sua area con A(T). Dimostreremo che I'area di un parallelogramma &
dato da un opportuno determinante. Un parallelogramma ¢ determinato dalla scelta dei suoi vertici,
che sono dati da Py, Py + v, Py + w, Py + v + w, dove Py € E? e v,w € V(E?). Esplicitamente tale
parallelogramma ¢ dato da

(P, v,w) := {Py + sv + tw | (s,t) € [0,1]*}. (5.6.1)

Notate che se v e w sono linearmente dipendenti allora II(Pp,v,w) ¢ un segmento (o0 un punto se
v=w =0). E conveniente considerarlo un parallelogramma “degenere”. Notate che se (Jp ¢ un altro
punto di E2, allora I1(Qq, v, w) & ottenuto da II(Py, v, w), aggiungendo JTQS a cilascuno dei suoi punti,
cioe traslandolo del vettore m. In particolare I'area di TI( Py, v, w) dipende da v,w ma non da Fy.

Proposizione 5.6.1. Sia B = {1, j} una base di V(E?) tale che I1(Py, i, 7) abbia area 1. Se v, w € V(E?)
sono dati da
v = a1+ aj w = a2t + aj,

allora Uarea di II(Py,v,w) ¢ data dalla formula
APy, v, 0) = [Det | 2 2 )
agy Q22

Dimostrazione. Sia
N

V(E2?) x V(E?) N R
. ] . . a a
(a11i + a91j, a12i + azzj) — Det [ all 12 ]
21 Qa22

Ora definiamo un’applicazione V(E?) x V(E?) — R legata all’area. Dati v, w € V(E?) sia

+1 se C:= {v,w} & una base di V(E2) e Det(MZ(Id)) > 0,
e(v,w) :==<{ —1 se C:= {v,w} ¢ una base di V(E?) e Det(MZ(Id)) < 0,

0 se v, w sono linearmente dipendenti.

Sia
V(E?) x V(E2) -2 R
(v, w) —  e(v,w) - AII(Py,v,w))

Informalmente @ associa a v,w l'area “con segno” di II(FPy,v,w). Vogliamo dimostrare che ¥ = &.
Siccome ¥ ¢ bilineare, alternante e ha valore 1 sulla coppia (i,j), ci basta (per la Proposizione 5.3.12)
dimostrare che anche @ & bilineare, alternante e ha valore 1 sulla coppia (i,j). La @ & alternante perche
II(Py,v,v) & un segmento e quindi A(II(Py,v,v)) = 0, e &(i,j) = 1 per la nostra scelta di base {i,j}.
La dimostrazione che @ ¢ bilineare e leggermente piu elaborata. Sia A € R. Con semplici considerazioni
geometriche vediamo che

(M, w) = AP (v, w), D (v, \w) = AP(v, w), (5.6.2)

e che
D(v,w+ M) = P(v,w) = P(v + Aw, w). (5.6.3)
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(L’uguaglianza in (5.6.3) corrisponde al fatto che parallelogrammi con stessa base e stessa altezza hanno
aree uguali.) Ora dimostriamo che per v, wy,ws € V(E?) si ha

D(v,wy + we) = P(v,wy) + P(v,ws). (5.6.4)

Se v = 0 tutti i termini in (5.6.4) sono nulli e quindi I'uguaglianza vale. Supponiamo che v £ 0. Se
w1 e we sono multipli di v di nuovo tutti i termini in (5.6.4) sono nulli. Quindi possiamo supporre che
wy # 0, e percid {v,w;} & una base di V(E?). Quindi esistono A,z € R tali che wy = Aw; + pv. Per le
uguaglianze in (5.6.2) e in (5.6.3) abbiamo

S(v, w1 +wy) = P(v,wy + Awy + pv) = P(v, (1 + Nwy) = (1 + N)P(v,w1) = P(v,wy1) + AP(v,wy) =
= ®(v,w1) + (v, \w1) = P(v,w1) + P(v, \wy + pv) = S(v,w1) + P(v, wa).

Questo dimostra che vale 'uguaglianza in (5.6.4). Quindi @ & lineare nella seconda entrata. Siccome @

¢ alternante segue che ¢ lineare anche nella prima entrata.
O

Osservazione 5.6.2. Sia g: V(E?) — V(E?) I'endomorfismo tale che g(i) = v e g(j) = w. La Proposizio-
ne 5.6.1 equivale all’affermazione che vale I'uguaglianza A(II(Py, v, w)) = | Det(g)|.

Proposizione 5.6.3. Sia F: E?> — E? un’applicazione affine e sia f: V(E?) — V(E?) lapplicazione
lineare associata, cioé¢ f = V(F). Sia T < E? un parallelogramma. Allora ’area del parallelogramma
F(T) ¢é uguale all’area di T moltiplicata per | Det(f)].

Dimostrazione. 1l parallelogramma T & uguale a II(Py,v,w) per un opportuno Py € E? e opportuni
v,w € V(E?), e quindi F(T) ¢ uguale a II(F(F), f(v), f(w)). Sia B = {i,j} una base di V(E?) tale che
II(Py,1i,j) abbia area 1. Se g: V(E?) — V(EE2?) & I'endomorfismo tale che g(i) = v e g(j) = w, allora

A(II(Fo, v, w)) = [ Det(g)]

per la Proposizione 5.6.1 (vedi I’Osservazione 5.6.2). Siccome f o g(i) = f(v) e f o g(j) = w, abbiamo
anche che

A(I(F(Fy), f(v), f(w))) = [Det(f o g)| = [Det(f)| - | Det(g)| = [Det(f)| - ATL(Fo, v, w)).
(La seconda uguaglianza vale per il Teorema di Binet.) O

Risultati analoghi alle Proposizioni 5.6.1 e 5.6.3 valgono per il volume di parallelepipedi nello spazio,
lasciamo al lettore il compito di darne la formulazione e la dimostrazione.

5.7 Determinante e permutazioni

Diamo la classica formula chiusa (non iterativa) per il determinante. Per semplificare la notazione
poniamo
n:={1,...,n}.

Definizione 5.7.1. Data ¢: n — n sia M, € M, ,(K) la matrice con entrate

{1 se i = ¢(j)

m;; =

0 sej+ (i)
Equivalentemente M, ¢ la matrice la cui colonna j ¢ il vettore e, ;) della base standard.

Ricordiamo che una permutazione di un insieme X e un’applicazione biunivoca o: X — X, e che
I'insieme delle permutazioni di X provvisto dell’operazione di composizione ¢ un gruppo. L’insieme
delle permutazioni di n (o di un insieme di cardinalita n) ¢ denotato S,,.
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Osservazione 5.7.2. La matrice M, € non singolare se e solo se ¢ ¢ biunivoca, cioe ¢ un elemento di S,.
Infatti se ¢ & biunivoca allora le colonne di M, sono i vettori della base standard di K" (riordinari),
e quindi M, ha rango n. D’altra parte, se ¢ non & biunivoca allora non & iniettiva (perché dominio e
codominio di ¢ hanno la stessa cardinalita n), e quindi esistono almeno due colonne di M, uguali, e
percio il rango di M, ¢ minore di n.

Proposizione 5.7.3. Siano K un campo e A = (a;;) € My, »(K). Allora

Det A = Z Det(My-1)ai1,5(1)02,6(2) - - - An,o(n)- (5.7.1)
oeS,
Dimostrazione. Sia {e1,...,e,} la base standard di K”. La colonna j di A & uguale a >,; , a;je;, e

siccome Det & multilineare nelle colonne segue che

n n n
Det A = Det <Z Ai1€iy ...y Z Ajj€iye vy Z amei> =
) "

i=1

Z Det (M. aw (1),104(2),2 - Z Det (M. a,,- (1),107(2),2 - - - Ar(n),n

TES,,

Z Det(M;)ay +—1(1)@2,71(2) - - - Gn e (n) Z Det(My-1)a1,5(1)02,6(2) - - - Gn,o(n)-

TES, o€ES,,

(La seconda uguaglianza vale perche, per 'Osservazione 5.7.2, se ¢ non & biunivoca allora Det (M)

o

0.)
Vogliamo capire come calcolare Det(M,) per o € S,,. Il primo punto ¢ il seguente risultato.
Proposizione 5.7.4. Se 0,7 sono applicazioni da n a n, allora
Msor = My - M. (5.7.2)
Dimostrazione. Sia {e1,...,e,} la base standard di K". Siccome la colonna j di M, ¢ il vettore ey,
abbiamo che
LM(,-JVI,- (ej) = L]u,7 (LMT (ej)) = LJVI,, (e'r(j)) = €gor(j) = LJWUOT( )
Quindi Ly, .ar. € Las,,. hanno gli stessi valori sui vettori della base standard e percio Las,.ar. = L,
Segue che vale (5.7.2). O
Se o € S, allora segue da Binet e dalla Proposizione 5.7.4 che Det(M,) £ 0. Infatti
Det(Mg) . Det(Mafl) = Det(Ma' . Mo-—l) = Det(Mgwq) = Det(MIdn) =1
Definizione 5.7.5. Poniamo
e, *
Sn K (5.7.3)

o +— Det(M,)

Proposizione 5.7.6. L’applicazione e¢: S,, — K* ¢ un omomorfismo di gruppi. (L’operazione in K* ¢
la moltiplicazione.)

Dimostrazione. Siano 0,7 € S,,. Per la Proposizione 5.7.4 e la formula di Binet abbiamo
e(oo1) = Det(Myor) = Det(M, - M) = Det(M,) - Det(M,) = e(o) - (7).
O

Definizione 5.7.7. Un elemento o € S, & una trasposizione se esistono a + b € {1,...,n} tali che

o(a) =b,0(b)=aec(i)=1iperiec({1,...,n}\{a,b}).
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Osservazione 5.7.8. Se o € S,, & una trasposizione €(o) = —1. Infatti se o(a) = b, o(b) = a, allora la
colonna a di M, & ey, la colonna b di M, € e,, e se j € (n\{a, b}) la colonna j & e;. Segue che scambiando
le colonne a e b di M, otteniamo 1,, e siccome Det(1,) = 1 otteniamo che Det(M,) = —1.

Il seguente risultato mostra come calcolare €(o) per un qualsiasi o € S,,.

Proposizione 5.7.9. Ogni elemento di S,, € prodotto di trasposizioni. (Per convenzione il prodotto
dell’insieme vuoto di permutazioni é ’identita di S,,.)

Dimostrazione. Per induzione su n. Se n = 1 Paffermazione & banalmente vera. (Se vi disturba iniziare
dal prodotto dell’insieme vuoto di permutazioni, iniziate da n = 2. In questo caso l'affermazione ¢
ancora banalmente vera.)

Dimostriamo il passo induttivo. Sianon > 2 e o € S,,. Supponiamo che o(n) = n. Allora o(i) € n-1
per i € n-1, e quindi possimao definire 7 € S,,_1 ponendo 7(i) = o(i) per ogni i € n-1. Per ipotesi
induttiva 7 = a3 o ... 0 g dove ciascun «; € una trasposizione di S,,_1. Per s € 1 definiamo 55 € S,
ponendo

Ba(i) = {as(i) se i € (n-1),

n se i =n.

Ciascuna (35 ¢ una trasposizione di S,, e ¢ = 1 0...0 ;. Ora supponiamo che o(n) £ n. Siam := o(n),
e definiamo «a € §,, ponendo

m set=n,
ali):=<n sei=m,

7 altrimenti.

La composizione o o 0 manda n in n, e quindi abbiamo appena dimostrato che ¢ un prodotto di
trasposizioni:

aog=[f10...0[0. (5.7.4)
Siccome « & una trasposizione o o a = Idy,, e percid moltiplicando ambo i membri di (5.7.4) per «

otteniamo la scrittura come prodotto di trasposizioni

oc=aofB10...00.

O

Osservazione 5.7.10. Sia S,. Per la Proposizione 5.7.9, la Proposizione 5.7.6 e I’Osservazione 5.7.8
€(o) € {1,—1} per ogni o € S,. Per questo €(0) si chiama il segno di 0. A essere precisi (o) dipende
dal campo K perche ¢ un elemento di K: denotiamolo provvisoriamente ek (o). Ragionando un attimo
ci si rende conto che ex (o) € noto quando ¢ noto ep(c). Pill precisamente se charK # 2, cioe 1 + —1,
allora per cosi dire vale ex(o) = €g(o), mentre se charK = 2, cioe¢ 1 = —1, allora eg(o) = 1 per ogni
o € S,. Una permutazione o € S,, € pari se eg(o) =1, ed & dispari se eg(o) = —1.

Esempio 5.7.11. Sia 0 € S4 definita da

Per calcolare la parita di o, cioe se o € pari o dispari, ci basta produrre una serie di scambi che partono
dalla successione {3,4,1,2} e finiscono con {1,2, 3,4}, e contare il numero di scambi. Esplicitamente

{3,4,1,2} v {3,2,1,4} v~ {1,2,3,4}.

Siccome il numero di scambi ¢ 2 concludiamo che ¢ ¢ una permutazione pari.

Finalmente possiamo dare la classica formula chiusa per il determinante:
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Proposizione 5.7.12. Siano K un campo e A = (a;;) € M, »,(K). Allora

Det A = Z e(a)alyg(l)ag’a(g) <2 Qno(n)s (575)

g€eS,

dove €(c) € {1} ¢ dato dalla Definizione 5.7.5.

Dimostrazione. Per la Proposizione 5.7.3 ¢ sufficiente dimostrare che Det(M,-1) = e(0). Ma Det(M,-1) =
e(c™1), e siccome l'applicazione €: S,, — K* & un omomorfismo di gruppi (Proposizione 5.7.6), si ha
che e(c71) = ¢(0)~L. Ma €(0) € {£1} e quindi (o)~ = €(0).

O

5.8 Determinanti con entrate in un anello

Sia R un anello (commutativo con unita). Facciamo la seguente
Ipotesi 5.8.1. R & un sottoanello di un campo K.

Con questa ipotesi la formule di Binet, lo sviluppo di Laplace, la formula di Cramer e 1’“ultima”
formula per il determinante (la Proposizione 5.7.12) valgono per le matrici di M,, ,,(R) perche

M, »n(R) € M, »(K).

In particolare valgono per R = Z, percheé Z & un sottoanello di Q, e per R = K[x] perché K[z] & un
sottoanello del campo delle funzioni razionali K(z).

Proposizione 5.8.2. Sia R un anello e supponiamo che valga UIpotesi 5.8.1. Sia A e My, ,(R). Esiste
Be M, ,(R) tale che A-B =B -A =1, se e solo se Det A é invertibile in R.

Dimostrazione. Se esiste B tale che A- B = B- A = 1, allora la Formula di Binet (che, come abbiamo
appena osservato, vale per matrici in M, ,(R)) da che

1 = Det(1,) = Det(A - B) = Det(A) - Det(B),

e quindi Det A ¢ invertibile in R. Ora supponiamo che Det A sia invertibile in R, cioe Det A + 0 e
Det A™' € R. Sicome la matrice dei cofattori A° ¢ contenuta in M, ,,(R), lo & anche Det A=! - A¢ €
M, »(R). La Fomula di Cramer (che, come abbiamo appena osservato, vale per matrici in M, ,(R))
da che

A-(Det A™' - A¢) = (Det AL A9) - A = 1,.

5.9 Polinomio caratteristico e diagonalizzazione

Polinomio caratteristico

Nella Sezione 3.12 abbiamo introdotto il problema della determinazione (se esiste) di una base che
diagonalizza un endomorfismo di uno spazio vettoriale finitamente generato. Il determinante gioca un
ruolo chiave nell’approccio a questo problema. Il punto di partenza é la seguente semplice osservazione.

Osservazione 5.9.1. Siano V' uno spazio vettoriale finitamente generato su K e f: V' — V un endomor-
fismo. Un Ap € K & un autovalore di f se e solo se Det(A\gIdy —f) = 0. Infatti A\g & un autovalore
di f se e solo se esiste 0 £ v tale che f(v) = Agv, cioé se e solo se ker(AgIdy —f) £ {0} ovvero
Det(/\o Idv —f) =0.
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Supponiamo che dim V' = n, e sia B una base di V. Quindi A := ME(f) € M,,,(K). Per definizione
Det(AIdy —f) = Det ME(A1dy —f) = Det(Al,, — A).

Notiamo che A1, — A & una matrice quadrata con entrate nell’anello K[A], e quindi il suo determinante
¢ un ben definito elemento di K[A].

Proposizione 5.9.2. Sia A € M, ,,(K). Allora Det(A\l,,—A) ha grado n ed é monico, cioé il coefficiente
di \" € 1.

Dimostrazione. Abbiamo

_>\—a11 —a12 —A1n

—a21 A — ag2

A, — A= : : : (5.9.1)

A— An—1,n—1 —Qp—1,n
—an1 —Qp,n—1 A—Gnn |

Per la Proposizione 5.7.12, che vale per determinanti di matrici con entrate in K[A] (vedi la Sezione 5.8)
troviamo che Det(A1,, — A) & la somma di n! addendi, ciascuno dei quali & un prodotto di polinomi in
A a coefficienti in K di grado al piu 1, e percio Det(Al,, — A) & un polinomio in A a coefficienti in K,
di grado al pilt n. Inoltre I'unico addendo che da il monomio A™ & (A —aq1) - ... (A — ann), € quindi il
coefficiente di A" e 1. O

Definizione 5.9.3. Se A € M, ,,(K), il polinomio caratteristico di A & Det(Al,, — A), e si denota pa4.

Proposizione 5.9.4. Se A, B € M, ,,(K) sono coniugate, allora pa = pp.

Dimostrazione. Siccome A, B sono coniugate esiste G € GL,, (K) tale che A = G- A-G~!. Quindi

pa(\) = Det(Al,, — A) = Det(\M,, —G-B-G ') =Det(G-\,,-G ' -~G-B-G™') =
= Det(G - (A\1,, — B) - G™1) = Det(G) - Det(\l,, — B) - Det(G™') = Det(Al,, — B) = pp()).

O

Definizione 5.9.5. Siano V uno spazio vettoriale finitamente generato di dimensione n, e f: V -V
un suo endomorfismo. Allora polinomio caratteristico di M, g (f), che non dipende dalla base B di V' per
la Proposizione 5.9.2, si chiama il polinomio caratteristico di f e si denota py.

Osservazione 5.9.6. Siano A, B € M, (k). Se A e B sono coniugate, allora i loro polinomi caratte-
ristici sono uguali. In altre parole; per ogni i € {0,...,n} il coefficiente di \* del determinante della
matrice in (5.9.1) € un polinomio nelle a1, ..., ap,, (omogeneo di grado (n —14)) che ¢ invariante per
coniugazione. Il coefficiente di A" & la costante 1, che & invariante ma non da alcuna informazione.
11 coefficiente di \°, cioe il termine ”costante” (significa che dipende da a11,---,0n,, Mma non da A) &
(—1)" Det(A), e gia sappiamo che ¢ invariante eper coniugazione. Il coefficiente di A" ~! & quella che si

chiama la traccia di A, e ed ¢ dato da
n

TrA:= Z Qi
i=1
Quindi se A e B sono coniugate, allora Tr(A) = Tr(B).
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Esempio 5.9.7. Siano A, B € M3 3(Q) date da

A=

N &~ =

2 3 4 1 4
5 6 |,B:= 0 2 3
8 9 -2 1 1
Siccome Tr(A) = 15 e Tr(B) = 7, A non ¢ coniugata a B. Notate che Det(A) = 6 = Det(B).

Diagonalizzazione

Siano V' uno spazio vettoriale su K di dimensione n e f: V — V un suo endomorfismo. Supponiamo di
voler capire se f & diagonalizzabile e, nel caso lo sia, determinare una base che diagonalizza f. Siccome
gli autovalori di f sono le radici del polinomio caratteristico di f (per I’Osservazione 5.9.1), il primo
passo da fare ¢ calcolare il polinomio caratteristico di f. Assumiamo di essere in grado di calcolarne le
radici di py. Il seguente risultato ci da una condizione necessaria perche f sia diagonalizzabile.

Proposizione 5.9.8. Sia V' uno spazio vettoriale finitamente generato su K, di dimensione n. Se un
endomorfismo f: V. — V ¢é diagonalizzabile, allora Py ha n radici (contate con molteplicita) in K, cioé
esistono A1, ..., A\, € K tali che Py =]i_; (A —X\;).

Dimostrazione. Sia B = {v1,...,v,} una base di V' che diagonalizza f, cio¢ esistono Ay,..., A, € K tali
che f(v;) = A\jv;. Sia A:= ME(f). La matrice A ¢ diagonale, pitl precisamente A = (\;8;;). Quindi
ps = Det(Al, — A) = Det(((A — X)) = [ J(A = o). (5.9.2)
i=1
O

L’Esempio 3.12.10 dimostra che non vale il viceversa della Proposizione 5.9.8, cioe non & vero che
se py € prodotto di fattori lineari allora f ¢ diagonalizzabile; infatti il polinomio caratteristico della
matrice N dell’Esempio 3.12.10 ha polinomio caratteristico A2, che & un prodotto di fattori lineari, ma
N non ¢ diagonalizzabile.

Proposizione 5.9.9. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su K. Siano f:V — V un
endomorfismo e \g € K un autovalore di f. Allora

1 <dim V), (f) < multy, py. (5.9.3)
Dimostrazione. La diseguaglianza 1 < dim V), (f) vale per definizione di autovalore. Per dimostrare la
seconda diseguaglianza poniamo r := dim V),(f). Estendiamo una base {v1,...,v.} di V), (f) a una
base B = {vy,...,v,} di V. Quindi f(v;) = A\gv; per i < r. Abbiamo che
[ (A — o) 0 0 k. & ]
0 o) : S
: 0 0 Do
METdy —f) = : L (=g b (5.9.4)
0
|0 0 .0 s

dove il numero di colonne in cui appare (A — Ag) € uguale a r. Sviluppando il determinante secondo la
prima colonna e iterando troviamo che py = (A — )" - ¢ dove g € K[A]. Segue che

dim Vi, (f) = r < multy, py.
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Corollario 5.9.10. Sia V wuno spazio vettoriale finitamente generato su K e sia f: V — V un
endomorfismo. Allora
> dim Vy(f) < dim V. (5.9.5)
AeK

(Se K & un campo infinito la sommatoria sulla sinistra ha un insieme infinito di indici, ma la somma
ha senso perché dim Vy(f) > 0 solo se X\ é un autovalore di f, e quindi per un insieme di indici di
cardinalita al pit dim V' per I’Osservazione 5.9.1 e la Proposizione 5.9.2.)

Dimostrazione. Per la Proposizione 5.9.9, la disequazione (1.7.9) e la Proposizione 5.9.2 abbiamo che

D dimVi(f) < ). multy py < degpy = dim V- (5.9.6)
AekK AekK

O

Definizione 5.9.11. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su K e sia f: V — V un
endomorfismo. La molteplicita geometrica di Ag € K ¢ la dimensione di Vi, (f).

Quindi la Proposizione 5.9.9 afferma che la molteplicita geometrica e al pitt uguale alla molteplicita
algebrica. La proposizione che segue ¢ il principale risultato di questa sezione.

Proposizione 5.9.12. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su K. Un endomorfismo
f:V =V é diagonalizzabile se e solo se vale una dellke sequenti condizioni:

1. Il numero di radici di py in K (contate con molteplicita) é uguale al grado di p¢, e per ogni
autovalore A di f si ha che
dim Vi (f) = multy(py). (5.9.7)

2. Vale lequaglianza in (5.9.5), cioé Y}, x dim Vy(f) = dim V.
La dimostrazione della Proposizione 5.9.12 segue la dimostrazione di un risultato preliminare.

Lemma 5.9.13. Siano V uno spazio vettoriale su K e f: V — V un endomorfismo. Se vi,...,vq4€V
sono autovettori con autovalori distinti allora vy, ...,vq sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Per induzione su d. Se d = 1 il risultato & vero perche per definizione un autovettore

¢ non nullo. Dimostriamo il passo induttivo. Sia d > 1. Supponiamo che v1,...,vq siano linearmente
dipendenti. Quindi esistono aq,...,aq € K non tutti nulli tali che
0=aiv1 + ...+ aqug. (5.9.8)

In verita ciascun «; € non nullo perché se un «; si annullasse avremmo una relazione di dipendenza
lineare tra una lista di autovettori con autovalori associati distinti contenente meno di d elementi, contro
I'ipotesi induttiva. Siano Ay, ..., Ag gli autovalori rispettivamente di vy, ..., vq. Applicando f otteniamo

0= f(0) = flaqvy + ... + agvg) = a1 A\1v1 + ... + QgAqV4. (5.9.9)

Da questa relazione segue che nessun \; € nullo, perche altrimenti avremmo una relazione di dipendenza
lineare tra una lista di (d — 1) autovettori con autovalori associati distinti, contro 'ipotesi induttiva.
Moltiplicando (5.9.9) per ;' otteniamo che

0= 041/\;1/\1111 +...4+ Oéd_l)\glx\d_ﬂ)d + agqvg. (5.9.10)

Sottraendo (5.9.10) da (5.9.8) si ha che

a1(1 — )\;1)\1)’1}1 + ...+ ad,1(1 — )\glkd,l)vdfl =0. (5.9.11)
Sia 1 <i < (d—1). Siccome a; # 0 e, siccome Ay, ..., Ag sono distinti abbiamo anche che (1-\;*);) % 0.
Quindi «;(1 — )\gl)w) + 0. Per (5.9.11) segue che vy,...,v4-1 sono linearmente dipendenti, e questo
contraddice 'ipotesi induttiva. Segue che vq, ..., v4 sono linearmente indipendenti. O
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Dimostrazione della Proposizione 5.9.12. Iniziamo osservando che le condizioni (1) e (2) sono equiva-
lenti. Infatti se vale (1) allora vale (2) perche

2 multy(py) = degpy = dimV,
AeK

e d’altra parte se vale (2) allora dim V) (f) = multx(ps) per la Proposizione 5.9.9.

Ora supponiamo che f sia diagonalizzabile, e sia B = {v1,...,v,} una base che diagonalizza f. Sia
A; Pautovalore associato a v;, cioe f(v;) = A;v;. Il numero di radici di py in K (contate con molteplicita)
¢ uguale alla dimensione di V' per la Proposizione 5.9.8. L’espressione di py data da (5.9.2) mostra che

multy, (py) = {1 <i<n| X =N} (5.9.12)

Siccome ogni v; tale che A; = \; appartiene a Vy,(f) vediamo anche che dim V), (f) = multy,(py), e
quindi si ha equaglianza per la Proposizione 5.9.9. Abbiamo dimostrato che se f & diagonalizzabile
vale (1), e quindi anche (2) perche (1) e (2) sono equivalenti.
Ora supponiamo che valga (1) e dimostriamo che f & diagonalizzabile. Siano A1, ..., A4 gli autovalori
distinti di f. Per 1 <i < d sia
{'Ui,la ) Ui,n(i)}

una base di Vi, (f) (quindi n(¢) = dim Vy,(f)). Dimostriamo che

{’Ul,la ce 7v1,n(1)7 N R PRI Ui,n(i)v < Ud1y-- -, Ud,n(d)} (5913)

¢ una base di V. Applicando il Lemma 5.9.13 si vede che i vettori di (5.9.13) sono linearmente
indipendenti, d’altra parte il loro numero &

n(l) +n(2) +... +n(d) = Z dim Vy(f) = Z multy(ps) = degpy = dim V.
AeK AeK

(La seconda uguaglianza segue da (5.9.7), la terza dall’ipotesi che il numero di radici di p; in K (contate
con molteplicita) ¢ uguale al grado di py.) Segue che (5.9.13) & una base di V. Siccome i vettori della
base (5.9.13) sono autovettori di f la f ¢ diagonalizzabile. O

Corollario 5.9.14. Sia V uno spazio vettoriale su K di dimensione n Sia f: V — V un endomorfismo.
Se py ha n radici distinte (in K) allora f é diagonalizzabile.

La dimostrazione della Proposizione 5.9.12 da una procedura per trovare una base che diagonalizza
un endomorfismo diagonalizzabile, purcheé si sappiano determinare le radici del polinomio caratteristico.
(Il significato dell’ultima frase meriterebbe un commento ma tralasciamo.) Illustraimo la procedura con
qualche esempio.

Esempio 5.9.15. Sia A € M5 2(Q) data da

1 5
A:—[ ]
_% -9

Decidiamo se A & diagonalizzabile. Il polinomio caratteristico di A &

B 1 51 2 3
Le radici di ps sono A\ = —% ey = %7 e quindi A & diagonalizzabile per il Corollario 5.9.14. Troviamo

una base che diagonalizza A. Autovettori con autovalori A\; e Ay sono dati dalle soluzioni non banali
dei sistemi di equazioni lineari

1+ 3 5 T 1—41 5 T
I B 0 EU Bt P4 D L
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Risolvendo vediamo che B := {(2, —1), (10, —1)} & una base di autovettori di A. In altre parole
3
- 0
M,?’(LA)=[ 21 }
2
Ora usiamo questo risultato per calcolare A'°. Sia S la base standard di Q2. Abbiamo

2 10 3 9 2 101"
A= M (L) = ME o) Mg L) Ms e = | 5 V] e V] ]

qo_[ 2 107 % o] 2 w]’
-1 41 0 L -1 -1 | -

Calcolando troviamo che

Quindi

e quindi

2 10 30
sz[_1 _1].[21% Rk
210

(Non conviene convertire in notazione decimale.)
Esempio 5.9.16. Sia A € M3 3(Q) data da

1 _5 5—310 53105
_ 212 1T
i i - 1 31‘%5—1 :
8 4 212 o512

0o -4 -1
A= 3 13 3
—12 —48 -11

Ci chiediamo se A sia diagonalizzabile. Il polinomio caratteristico di A & pa = AA — 1)%, e quindi
il numero delle sue radici contate con molteplicita & uguale a 3, cio¢ la dimensione di Q3. Siccome
la radice 1 ha molteplicita 2, A & diagonalizzabile se e solo se V;(L4) ha dimensione 2. L’autospazio
Vi(L4) ¢ il sottospazio delle soluzione del sistema di equazioni lineari

-1 -4 -1 1
A= 3 12 3 || 2 | =0 (5.9.14)
12 —48 —12 3

Siccome la matrice 3 x 3 che appare in (5.9.14) ha rango 1, lo spazio delle soluzioni ha dimensione 2 e
quindi A e diagonalizzabile.

5.10 Autovettori miliardari'

11 successo di Google ¢ dovuta all’efficienza del suo algoritmo (PageRank) che assegna un grado di
importanza (“ranking”) a ciascuna pagina del web. L’algoritmo di Sergey Brin e Larry Page, i creatori
di Google, riduce il calcolo dei gradi di importanza al calcolo di un autovettore di una matrice quadrata
(di dimensioni enormi) di tipo particolare (stocastica). Prima descriveremo la matrice e poi discuteremo
come calcolare ’autovettore (non si calcola risolvendo un sistema di milioni di equazioni lineari in milioni
di incognite). Per maggiori dettagli potete consultare [2].

Siano {1,2,...,n} le pagine web. Il problema ¢ di dare una “giusta” importanza x; (un numero reale)
alla pagina i per ogni i € {1,2,...,n} (ovviamente 'importanza cambia giorno per giorno) sapendo, per
ogni i,7 € {1,2,...,n}, se esiste o non esiste un link dalla pagina j alla pagina i. Per determinare il
vettore (z1,2a,...,x,) che da la classifica delle pagine web seguiamo due principi:

IRingrazio René Schoof per avermi parlato di questo argomento, e per aver condiviso con me i suoi appunti.
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4

Figura 5.1: Esempio di link tra 4 pagine web

1. i & importante se riceve molti link da pagine importanti (una condizione apparentemente circolare),

2. una pagina web da cui partono molti link non conta piu di una pagina web da cui partono pochi
link nel formare la classifica.

Sia n; il numero di link che partono dalla pagina web j. Una formula che ragionevolmente segue dai
due principi e che deve valere I’equazione

Ly
i = -, 5.10.1

dove j — 1 significa che la pagina web j ha un link che arriva alla pagina web 7. Infatti I'equazione
in (5.10.1) dice che la pagina web j contribuisce al punteggio di ¢ proporzionalmente al suo punteggio
normalizzato in base al numero di link che partono dalla pagina web j. Sia A = (a;5) € M, ,(Q) la

matrice definita da
1 . .
- sejwi,
ij =4 " T (5.10.2)
0 altrimenti

L’equazione in (5.10.1) mostra che (z1, s, ..., z,) ¢ un autovettore di A con autovalore 1.

Esempio 5.10.1. L’esempio di link tra 4 pagine web nella Figura 5.1 da la matrice

0 0 1 1/3
A |1 0 013
“ 1o 12 0 13
0 1/2 0 0

L’autospazio di autovalore 1 ¢ generato da (5,6,4,3). Quindi la pagina web pill importante ¢ la 2,
seguita dalla 5, la terza ¢ la 3 e 'ultima & la 4. Notate che le prime tre hanno lo stesso numero di pagine
che hanno un link verso di loro.

Ora sorgono varie domande. Data la matrice A, esiste un autovettore di autovalore 17 L’autospazio
V1(A) ha dimensione 1?7 Supponendo la risposta sia affermativa, esiste un generatore di V3(A) con
entrate non negative? (Se un autovettore X = (x1,...,x,) di autovalore 1 ha entrate negative e positive,
quale “ranking” scegliamo, X o —X?) Infine, supponendo che le risposte alle domande precedenti siano
affermative, qual’e il metodo piu efficiente per calcolare un autovettore di autovalore 17 (Siccome la
matrice & enorme l’eliminazione di Gauss prende troppo tempo.)

Proposizione 5.10.2. Sia A € M, ,(K) una matrice tale che la somma delle entrate di ciascuna
colonna € uguale a 1, cioé

n
Z a;;j =1 (5.10.3)
i=1

per ogni j € {1,...,n}. Allora esiste un autovettore di A di autovalore 1.
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Dimostrazione. 1l vettore (1,...,1) & un autovettore di autovalore 1 della trasposta A® per 'uguaglianza
in (5.10.3). Ma il polinomio caratteristico di A & uguale a quello di A* perche

pat(\) = Det(Al,, — A") = Det((A1,, — A")") = Det(A1,, — A) = pa(N).
Quindi 1 ¢ un autovalore di A. O

In generale non & vero che 'autospazio Vi (A) ha dimensione 1, anche se facciamo I'ipotesi che a;; € Q
con a;; = 0 per ogni 4, j (come nel nostro caso). Per esempio I'autospazio Vi (A) ha dimensione almeno
2 se A & una matrice a blocchi

*= ... % 0 ... 0
* * 0 0
* *

[ 0 ... 0 = ... = |

Le domande formulate hanno risposte positive se la somma delle entrate di ciascuna colonna ¢ uguale
a 1 e inoltre a;; € un reale positivo per ogni ¢, j. (Una matrice A € M, ,,(R) & stocastica per colonne se
ha entrate non negative e la somma delle entrate di ciascuna colonna & uguale a 1.) La matrice definita
da (5.10.2) non ha entrate positive, esistono molte entrate nulle. Per questo motivo si approssima A
con una matrice che soddisfa tutte le proprietd appena elencate, precisamente (1 —¢€)A + €E,,, dove € &
un reale molto piccolo ed E,, ¢ la matrice con entrate tutte uguali a 1/n. Fatto questo (a costo di far
torto, di poco, a qualche pagina web che si trovera retrocessa) si applicano i risultati seguenti.

Proposizione 5.10.3. Sia A € M, ,(R) una matrice con entrate positive e tale che la somma delle
entrate di ciascuna colonna sia uguale a 1. Allora 'autospazio di A di autovalore 1 ha dimensione 1 ed
e generato da un vettore con tutte le entrate positive o nulle.

Dimostrazione. Sia X = (x1,...,2,) un autovettore di A di autovalore 1. Supponiamo che esistano
indici k,h € {1,...,n} tali che tali che z; + 0 % x5, e 4,2, abbiano segni diversi (in altre parole
z), - xp < 0). Siccome x; = 37, aijr; e tutti gli a;; sono positivi, segue che |z, < 37, ajjl;[. Ma

allora abbiamo che

n n n n n n

Dlail < X0 Y aslzsl = ) D aslesl = ) ),

i=1 i=1j=1 j=1i=1 j=1
e questo ¢ assurdo. Per la Proposizione 5.10.2 sappiamo che dimV;(A) > 1. Supponiamo che
dimV3(A4) > 1. Siano X,Y € Vi(A) linearmente indipendenti. Siccome la matrice 2 x n con righe
X e Y ha rango 2, esiste una sottomatrice 2 x 2 che ha rango 2, diciamo che sia

T Th

Yk Yn |
Segue che esistono A, p € R tali che A(@y, xx) + p(yr, yn) = (1, —1). Ma allora I’autovettore di autovalore
1 dato da AX + pY ha entrate di segni diversi ai posti k e h, e questo contraddice cio che abbiamo
dimostrato. Questo dimostra che dim V;(A) = 1. Sia X un generatore di V1 (A). Per quello che abbiamo

dimostrato o tutte le entrate di X sono non negative o non positive. Nel primo caso abbiamo fatto, nel
secondo prendiamo come generatore —X. O

I prossimi due risultati danno il metodo con cui si approssima in modo efficiente un generatore di
Vi(A). Se A€ M, ,(R) & una matrice con entrate positive e tale che la somma delle entrate di ciascuna
colonna ¢ uguale a 1, poniamo

c(A) :=1—2min{a;;}. (5.10.4)
Siccome Y | a;; = 1 per ogni j e a;; > 0 per ogni 4, j abbiamo che 0 < min{a;;} < 1/n. Quindi
-2
DT <o) <1 (5.10.5)
n
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Lemma 5.10.4. Sia n > 2 e sia A € M, ,(R) una matrice con entrate positive e tale che la somma
delle entrate di ciascuna colonna sia uguale a 1. Sia X = (x1,...,2,) un vettore di R™ con entrate la
cut somma & nulla, e sia Y = (y1,...,yn) = A- X. Allora

n

Dyl < e(4) Z |31 (5.10.6)

i=1

Dimostrazione. Sia f: R"™ — R data dalla somma delle entrate, cioe f(X) = >, | ;. Allora L4 (ker(f))
ker(f). Infatti se X € R™ abbiamo

FLAG) = F(A-X) = D) agay = D) Daye; = 3 a = FX).

ije{l,...,n} j=1i=1

Quindi se f(X) =0 allora f(La(X)) = 0. Ora sia X come nell’enunciato del lemma, cioe¢ X € ker(f),
e poniamo Y := A - X. Allora Y € ker(f) per quello che abbiamo appena dimostrato. Se Y = 0 allora
la diseguaglianza in (5.10.6) vale perche ¢(A) > 0. Quindi possiamo supporre che Y & 0. Sia ¢; il segno
di y; (se y; = 0 allora ¢; = 0). Siccome y; = ", a;;x;, abbiamo |y;| = € >} | a;;z;, e quindi

lyi| = Z € Z Qi Tj = Z Z €0 T;. (5.10.7)

i=1 i=1  j=1 j=1i=1

-

Siccome Y € ker(f) esistono almeno due entrate di Y non nulle e di segni opposti, e quindi dall’u-
guaglianza Y, a;; = 1 segue che >  €a;; < c(A). Siccome ¢(A) > 0 (vedi (5.10.5)) segue che
S €agixy < c(A)|zgl, e allora la diseguaglianza in (5.10.6) segue dalle uguaglianze in (5.10.7). O

Corollario 5.10.5. Sia A € M, »(R) una matrice con entrate positive e tale che la somma delle
entrate di ciascuna colonna sia uguale a 1. Sia X = (z1,...,x,) € R tale che f(X) = X" ;0.
La successione di vettori di R"™ data da

X, A-X A% X, ... A" X, ..., (5.10.8)

tende a un generatore di V1 (A).

Dimostrazione. Se n = 1 il risultato & banale, quindi possiamo assumere che n > 2. Se Y € Vi(A) ¢
non nullo, allora Y ¢ ker(f) per la Proposizione 5.10.3 (un vettore non nullo in ker(f) ha almeno due
entrate di segni opposti), e perciod

R"™ = V1(A) @ ker(f).
Per ipotesi X ¢ ker(f), quindi X =Y + Z dove Y € V1(A) & non nullo. Abbiamo

AP X =AY+ 2) =AY Y+ AR Z =Y + AF . Z (5.10.9)
Poniamo Z(k) = (2(k)1,2(k)a, ..., 2(k),) := A* - Z. Per il Lemma 5.10.4 abbiamo che
l2(k) 1] + .4 [2(B)i] + o [2(R)n] < c(A)F(21] + .o 4 |2+ |20]).

Siccome c(A) < 1 (vedi (5.10.5)) segue che A* - Z converge a 0 per k — o0, quindi la successione
in (5.10.8) tende a Y per k — oo. Siccome Z ¢ ker(f) abbiamo che Y + 0. O

5.11 Gruppo lineare reale

Sia V' uno spazio vettoriale reale finitamente generato. Se g € GL(V) allora det(g) £ 0 e quindi si
hanno due possibilita: il determinante di g & positivo o negativo. Il determinante dell’identita e 1,
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quindi positivo, e se g,h € GL(V) hanno determinante positivo allora g - h ha determinante positivo
(per Binet), e anche g~! (sempre per Binet). Quindi il sottoinsieme

GL*(V) := {g e GL(V) | det(g) > 0} (5.11.1)

¢ un sottogruppo di GL(V'). Dimostrermo che si pud passare con continuita da ogni elemento di GL* (V)
a ogni altro elemento di GL*(V'), ma che non si pud passare con continuita da un elemento di GL* (V)
a un elemento di (GL(V)\ GL" (V)). Per dare un senso all’affermazione va definito cosa intendiamo per
funzione continua da un intervallo I < R a GL(V).

Definizione 5.11.1. Sia I < R un intervallo. Se V' & uno spazio vettoriale reale di dimensione finita n
un’applicazione v: I — GL(V) & continua se, scelta una qualsiasi base B I’applicazione

I — M,.(R)

t o MB((1)) (5.11.2)

¢ continua (questo ha senso perche identifichiamo M,, ,,(R) con R”z).

Osservazione 5.11.2. Per assicurarsi che v: I — GL(V) sia continua ¢ sufficiente verificare che 1'appli-
cazione in (5.11.2) sia continua per una base B. Infatti se C ¢ una qualsiasi base allora M¢(y(t)) =
ME(Idy) - ME(y(t)) - M§(Idy), quindi le entrate di MS(v(t)) sono combinazioni lineari delle entrate di
ME(~(t)) e percid funzioni continue.

Definizione 5.11.3. Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione finita. Un automorfismo g € GL(V)
¢ deformabile in un automorfismo h € GL(V') se esiste un’applicazione continua ~v: [a,b] — GL(V) tale

che y(a) = g e y(b) = h.

Esempio 5.11.4. Sia A € GL,(R) e supponiamo che B € GL,,(R) sia ottenuta da A aggiungendo alla
colonna j, cio¢ A;, un multiplo di un’altra colonna, diciamo AAy (dove k # j):

B=[A1, -, Aj_1, Aj+ XA, Aja, -, Ay
Quindi B € GL,(R) e inoltre la matrice
V(t) = [Ala Tty Aj—la Aj th/\Ak, Aj+17 Tty An]

¢ invertibile per ogni ¢t € R. Siccome lapplicazione v: [0,1] — GL,(R) & continua e y(0) = A, y(0) = B,
questo mostra che A & deformabile in B. Considerando la trasposta vediamo anche che se B € GL,,(R)
¢ ottenuta da A aggiungendo a una riga una combinazione lineare delle rimanenti righe, allora A ¢
deformabile con continuita in B.

Esempio 5.11.5. Sia A € GL,(R) e supponiamo che B € GL, (R) sia ottenuta da A scambiando tra di
loro due colonne e cambiando segno a una delle due. In altre parole, se le colonne hanno indici j e k,
con j < k, si ha

B:A'[ela Tty €5—1, €k, €541, "ty €k—1, —€j5, Ckyl, ", en]a (5113)

oppure
BZA'[617 Tty €5—1, €k €541, "y €k—1, €5, Ckt1, ", en]- (5114)

Facciamo vedere che A ¢ deformabile in B. Basta far vedere che la matrice unita 1,, ¢ deformabile nella
matrice invertibile che & a destra del prodotto in (5.11.3) e del prodotto in (5.11.4). Sia «: [0,7/2] —
GL,,(R) I'applicazione continua data da

a(t) :=[e1, ---, €j_1, coste; +sintey, €41, ---, ex—1, —sinte; + costex, exy1, - -, €n].

Allora «(0) = 1,, e a(m/2) & la matrice che ¢ a destra del prodotto in (5.11.3). Analogamente si scrive
un’applicazione continua 3: [0,7/2] — GL,(R) tale che 5(0) = 1,, e 8(7/2) & la matrice che & a destra
del prodotto in (5.11.4).
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Osservazione 5.11.6. Se I R ¢ un intervallo e v: I — GL,(R) & un’applicazione continua, la funzione

j AN R
t —  dety(t)

¢ continua. Siccome v non ¢ mai nulla, il segno di v ¢ costante (Teorema di Bolzano). Ne segue che se
g € GL(V) & deformabile in h € GL(V) allora i segni di det g e det h sono gli stessi.

Osservazione 5.11.7. La relazione tra elementi di GL(V') data dalla Definizione 5.11.3 ¢ di equivalenza,
lasciamo al lettore la semplice verifica di questo fatto.

Proposizione 5.11.8. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita, e siano g,h € GL(V). Allora
g ¢ deformabile in h se e solo se sono entrambi elementi di GL(V) o di (GL(V)\GL*(V)).

Dimostrazione. Abbiamo osservato che se g,h € GL(V) hanno determinante di segni opposti, allora
non sono deformabili I'uno nell’altro, vedi 1’Osservazione 5.11.6.

Dimostriamo che se g, h € GL™ (V), allora g & deformabile con continuita in h. Siccome 1,, € GL* (V)
e la deformabilitd ¢ una relazione di equivalenza, & sufficiente dimostrare che ogni g € GLT(V) &
deformabile in Idy. Questo equivale a dimostrare che ogni A € GLT(R) ¢ deformabile in 1,. La
dimostrazione ¢ per induzione su n. Il caso n = 1 ¢ banalmente vero: A = (a) con a > 0 e lapplicazione
v:[1,1/a] — GL{ (R) data da (t) := ta deforma A in 1;. Ora dimostriamo il passo induttivo. Sian > 2
e sia A € GLT(R). Esiste una serie di operazioni elementari sulle colonne di A di tipo 2, cio¢ aggiunta
a una colonna di un multiplo di un’altra colonna, che trasformano A in una matrice B € GL,(R) con
una sola entrata non nulla sulla prima riga, diciamo sulla colonna j. Per ’Esempio 5.11.4 la matrice
A & deformabile in B. Se j < n, sia C € GL,(R) la matrice ottenuta scambiando le colonne j e n di
A e moltiplicando per —1 la “nuova” colonna n se I’entrata sulla prima riga & negativa, moltiplicando
per —1 la “nuova” colonna j in caso contrario. Per I’Esempio 5.11.5 la matrice B ¢ deformabile in C.
Se moltiplichiamo la colonna n di C per cgyln, che & positivo, otteniamo una matrice D € GL,(R) con
di,1 = 1, e C si deforma in D. Ora aggiungendo opportuni multipli della prima riga alle rimanenti
righe otteniamo una matrice F € GL,(R) con la proprietd che tutte le entrate su riga n e colonna n
sono nulle eccetto per e, , che ¢ uguale a 1. La matrice D & deformabile in E per I'Esempio 5.11.4.
Riassumendo, A ¢ deformabile nella matrice

€1,1 €1,n—1 0
o €, 0
€n—-1,1 .- <. En—1n-1 0
o0 ... 0 .. 0 1]
La matrice (n — 1) x (n — 1) con entrate le e; ; per ¢,€ {1,...,n — 1} ha determinante uguale a Det E,

quindi positivo. Per l'ipotesi induttiva E ¢ deformabile in 1,,_1, e segue che F & deformabile in 1,,.
Questo dimostra che A si deforma in 1,, se 'unica entrata non nulla della prima riga di B (la matrice
ottenuta da A al primo paso) non & sull’ultima colonna. Se invece & sull’ultima colonna, prima la
scambiamo con la colonna n — 1 (cambiando segno a un delle due colonne), ottenendo una matrice
invertibile che si deforma in B, e ci ritroviamo nel caso gia analizzato. Abbiamo dimostrare che due
elementi di GL™ (V') sono deformabili I'uno nell’altro.

Ora supponiamo che g,h € (GL(V)\GL"(V)). Allora g~! - h € GL*(V) (per Binet), e quindi per
quanto appena dimostrato esiste un’applicazione continua 7: [a,b] — GL(V)) tale che v(0) = g~ ! - h e
~(1) = Idy. L’applicazione ¢: [a,b] — GL(V) definita da ¢(t) := g - v(t) & continua e si ha ¢(0) = h,
p(1) =g. O
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5.11. Gruppo lineare reale

Esercizi del Capitolo 5

Esercizio 5.1. Calcolate i determinanti delle sequenti matrici intere quadrate:
2 3 1 1 2 3
A:=13 5 0 |, B:=|2 3 4
2 4 2 3 4 5

Esercizio 5.2. Calcolate le matrici dei cofattori delle A e B dell’Esercizio 5.1.

Esercizio 5.3. Sia K un campo e x1,x2,...,x, € K. Calcolate i determinanti delle sequenti matrici
1 1 o 1
1 1 1 1 1 1 1 1 T2 cee Tn
1 1 T1 T2 T3 T4 x2 x2 .. z2
s r1 T2 I3 s 2 2 2 2 )
T1 X2 2 2 2 T1 X2 T3 Xy
ry T3 T3 3 3 3 3
Ty Ty I3 Ty 1 1 1
n— — n—
x] T4 Ty

Esercizio 5.4. Sia A € M,,,(Z). Sia p un numero primo e A € My, »(Z/(p)) la matrice che si ottiene da A
sostituendo all’entrata aij la classe di equivalenza di a;; in Z/(p). Dimostrate che se rg A = r allora Det(A) é
divisibile per p™~".

Esercizio 5.5. I numeri 2254, 4746, 5194 e 1792 sono divisibili per 7. Ne segue che

€ M4,4 (Z)

[ L
NN
© © B >t
[CRNNGC NN

ha determinante divisibile per 7. Perché?

Esercizio 5.6. Pern =1 sia A(n) := (aij) € My n(Z) con

2 set =7,
aij =1 -1 seli—j|=1, (5.11.5)
0 altrimenti.
Quindi
9 _1 2 -1 0
A1) =(2), A(2) = [ 1 9 ] , A@3) = -1 2 -1 1,
0 -1 2

Dimostrate che Det A(n) = n + 1 per ogni n.
Esercizio 5.7. Siano A€ Ms51(K) e B e M1 5(K). Quindi A- B e Ms5(K). Qual’é il determinante di A- B?

Esercizio 5.8. Sia A € M, »(K), e sia B la matrice ottenuta riscrivendo le colonne di A nell’ordine opposto.
Quale relazione esiste tra Det A e Det B?

Esercizio 5.9. Per quali n é vero che se A € GL,(K) allora (A°)° = A? (Ricordiamo che A° é la matrice dei
cofattori di A.)

Esercizio 5.10. Sia S uno spazio affine di dimensione finita n, e sia RA(O, B) un riferimento cartesiano su S.

1. Sia d = 1. Dimostrate che punti Py(ao,1,...,a0,n);--.,Pi(adi,...,adn) €S sono linearmente indipen-
denti se e solo se la matrice d x n data da

(al,l —a0,1) (al,n _G/O,n)

(ag,1 —ao1) .. ... (adn —aon)

ha rango massimo cioe d.
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2. Supponiamo che Po(aoi,...,a0m)s---, Pa(ad,...,a4n) €S siano linearmente indipendenti e sia L < S
il sottospazio lineare di dimensione d generato da Py, ..., P;. Dimostrate che P(x1,...,xn) € L se e solo
se sono nulli tutti i determinanti dei minori (d+ 1) x (d + 1) della matrice (d + 1) x n data da

(xr1 —ao1) ... ... (zn—aonm)
(a1,1 —ao1) ... ... (a1,n—aom)
(ag,1 —ao1) ... ... (Gdn —aon)

Esercizio 5.11. Sia A € M 2(Z) data da

22 —12
A= [ 35 —19 ]

Scrivete in forma chiusa (cioé non ricorsiva) A™ per m € Z.

Esercizio 5.12. Sia

1+x 1 1 1
1 1+ 2o 1 1
A(.Z‘l,...,il’n)2= 1 1 14+2x3 ... 1
1 1 1 1+ xn
Dimostrate che
DetA(:rl,...,xn)=w1:p2...mn+2x1-...~§Ei-...~xn
i=1
dove x1 ... Zi-... xn & il prodotto degli xs con s = 1.
Esercizio 5.13. Sia
ao 1 0o ... ... 0 7
-1 a 1 0o ... 0
0 -1
A, = Det 0o . T T 0
1 0
: : .0 -1 ap— 1
Lo ... ... ... 0 -1 an |
Dimostrate che
Ay a4 1
An—l " n—1 + +11
-

Esercizio 5.14. Sia A € M33(R) data da

3 -2 1
A=1|0 1 1
4 -1 -1

1. Calcolate autovalori e autospazi di A.

2. Determinate se A & diagonalizzabile.
Esercizio 5.15. Sia V < R* il sottospazio
V={XeR'|zi+a+as+x4s=0}={XeR"|(ef +e +ej +e))(X)=0}
Sia M € My 4(R) definita cosi:

—= O = N
N = O
I
=N = O
O~ N
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(a) Verificate che
Ly(ef +e +e5 +ef)=2(ef +e +e; +ef)
e quindi (perché ?) Ly (V) < V. Sia

_f, Vv
(5.11.6)
X o Lu(X)

(b) Calcolate Det f, dove f & data da (5.11.6), sequendo la definizione di Det f.

(¢) Notate che Lar(1,1,1,1) = (2,2,2,2). Calcolate Det M e usate questo calcolo per (ri)determinare Det f.
(Suggerimento: pensate di calcolare Det M scegliendo una base il cui primo vettore & (1,1,1,1) e gli altri
formano una base di....).

Esercizio 5.16. Sia K un campo, e siano A',..., A"t c K" vettori linearmente indipendents, pensati come
vettori-riga. Siccome i vettori sono linearmente indipendenti il sottospazio

Vi=(A . AT cK?

ha codimensione 1 in K™ e quindi dim Ann(V) = 1. Sia A € M,,—1,,(K) la matrice le cui righe sono A*, ... A",
Dato 1 < j < n sia Mj € Mp_1,n—1(K) la matrice ottenuta eliminando la colonna j-esima da A. Infine sia

K L K
X — ?:1(—1)J(Deth)xj
Dimostrate che
AnnV = (f).
Esercizio 5.17. Sia K un campo e supponiamo che char K + 2.

(1) Sia n dispari e supponiamo che A € M, (K) sia antisimmetrica cioé¢ che A* = —A. . Dimostrate che
Det A = 0.

(2) per ogni n pari date un esempio di A € My »(K) antisimmetrica con Det A # 0.
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Capitolo 6

Spazi vettoriali euclidei ed hermitiani

6.1 Motivazione

Se scegliamo una unita di misura nel piano euclideo E? o nello spazio euclideo E? possiamo definire
la norma ||v]| di un vettore v € V(E™) come la lunghezza di un qualsiasi segmento orientato che
rappresenta v, cioe

PG| = d(P,Q),

dove d(P, Q) & la distanza tra P e Q. Possiamo fare di pit, cioé definire il prodotto scalare di due vettori
v, w € V(E™) ponendo
v-w:=||v]| - [|w]| - cosb (6.1.1)

dove 6 & I'angolo tra segmenti orientati PQ, PR che rappresentano rispettivamente v e w. Notiamo che
la norma di un vettore v € V(IE?) si ottiene dal prodotto scalare attraverso la formula |[v|| = (v - v)'/?,
ma il prodotto scalare contiene anche I'informazione sugli angoli tra rette attraverso la Formula (6.1.1).
Le seguenti proprieta del prodotto scalare sono di fondamentale importanza:

1. L’applicazione V(E?) x V(E?) — R che manda (v,w) in v - w & bilineare.
2. 1l prodotto scalare & simmetrico, cio® v - w = w - v per ogni coppia di vettori v, w € V(E?).
3. Se v e V(E?), allora v - v > 0, e si ha equaglianza solo se v = 0.

Uno spazio vettoriale euclideo ¢ uno spazio vettoriale reale provvisto di un “prodotto scalare euclideo”
che gode delle proprieta del prodotto scalare appena evidenziate - i dettagli sono nella prossima Sezione.

6.2 Spazi vettoriali euclidei

Definizione 6.2.1. Sia V' uno spazio vettoriale reale. Un prodotto scalare euclideo su V € una forma

bilineare
VxV — R

(w) = (0w (6.2.1)

simmetrica, cioé tale che (v,w) = (w,v) per ogni coppia di vettori v,w € V. Inoltre si richiede che
{v,vy = 0 per ogni v € V, con equaglianza solo se v = 0.

Uno spazio vettoriale euclideo & una coppia (V,{,)) dove V & uno spazio vettoriale reale e {,) &
prodotto scalare euclideo su V.

11 prodotto scalare su V(E™) della Sezione 6.1 & un prodotto scalare euclideo - lo € il prodotto euclideo
standard su V(E™) (notate che ¢ definito a meno di uno scalare perche dipende dall’'unita di misura
scelta).
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Esempio 6.2.2. La forma bilineare
R" x R* —> R

(X,)Y) — XY=z (6.2.2)
i=1

¢ simmetrica, e inoltre X! - X = Z?:l x2? & non negativo per ogni X € R™ ed ¢ uguale a 0 solo se

X = 0. Quindi (6.2.2) definisce un prodotto scalare euclideo su R" - ¢ il prodotto euclideo standard su
R™. Ovviamente il valore sulla coppia (X,Y") si denota (X, Y").

Esempio 6.2.3. Sia C°([—m, n]) lo spazio vettoriale delle funzioni continue
fi[-mn] — R,

dove l'addizione e la moltiplicazione per uno scalare sono definite punto per punto. Siano f,g €
C°([—m, 7]); poniamo

Goyi= | s0g(o), (6.23)

La {,) & evidentemente bilineare e simmetrica. Inoltre

e se l'integrale & nullo allora f2 = 0 perche la funzione f? & non negativa e continua, e quindi f = 0.
Quindi (6.2.3) definisce un prodotto scalare euclideo su C([—, 7]).

Definizione 6.2.4. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo. La norma (associata) di un vettore
veV ¢ data da
lloll := (o, 0)'2.

(Quindi la norma di v € un reale non negativo.)

Esempio 6.2.5. Scegliamo un’unita di misura in E™ per m € {2, 3}, e sia {, ) il prodotto euclideo standard
su V(E™). Se v € V(E™) allora ||v|| & la lunghezza di un qualsiasi segmento orientato che rappresenta
il vettore v.

Esempio 6.2.6. Sia (C°([—m,7]),{,)) lo spazio euclideo dell’Esempio 6.2.3. Se m € Z* allora
|| cosmt|| = || sinmt]| = 1, 1] = V2. (6.2.4)

La norma in uno spazio vettoriale euclideo ¢ definita a partire dal prodotto scalare euclideo. La
proposizione che segue mostra che, viceversa, il prodotto scalare euclideo si ricostruisce a partire dalla
norma.

Proposizione 6.2.7. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo. Se v,w €V allora
1
w,wy =5 (o +wll* = [[o]* = [[w]?). (6.2.5)

Dimostrazione. Segue dalle uguaglianze

o+ wlf* = v+ w, v+ w) = [Jo]]* + 2, w) + [Jw]|*. (6.2.6)

L’eguaglianza in (6.2.5) si chiama identita di polarizzazione.
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6.3. Cauchy-Schwartz e la diseguaglianza triangolare

6.3 Cauchy-Schwartz e la diseguaglianza triangolare
Teorema 6.3.1. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo. Se v,w €V allora
(v, w)? < ol - w2, (6.3.1)
e vale l’equaglianza se e solo se v,w sono linearmente dipendenti.
Dimostrazione. Se v = 0 la tesi & banalmente vera. Ora assumiamo che v # 0. Per x € R poniamo
p(z) := (v + w, 2v + w) = ||[v||*2? + 2(v, whz + [|w|[*.

Siccome p(x) = 0 per ogni x € R, il polinomio di secondo grado p (¢ di secondo grado perche v # 0)
non ha radici reali oppure ha una radice reale che ha molteplicita due. Quindi il discriminante p(z) &
minore o uguale a 0, cioe

(2Cv,w))* = 4ffo]]* - Jwl|* < 0.
Questo dimostra che vale (6.3.1). Inoltre il discriminante, cioé I’espressione a sinistra di (6.3.1), & uguale
a 0 se e solo se esiste una radice dell’equazione p(z) = 0, cio¢ x € R tale che zv+ w = 0. Siccome v + 0,
questo equivale alla condizione che v, w siano linearmente dipendenti. O

Corollario 6.3.2. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo. Siano v,w € V: si ha che
o+ wll < [Jol] + [l (63.2)
Inoltre vale 'eguaglianza se e solo se esiste A = 0 tale che v =Aw o w = Av.
Dimostrazione. Per la diseguaglianza di Cauchy-Schwartz abbiamo che
o+ w2 = [lol[2 + 2C, w) + o]l < fol[2 + 20foll - [[wl] + [[wll? = (foll + lo])2. (6.3.3)

Segue che vale (6.3.2). Inoltre vediamo che in (6.3.2) vale I'eguaglianza se e solo se (v, w) = ||v|| - [|w]|.
Per il Teorema 6.3.1 se vale tale eguaglianza allora esiste A € R tale che v = Aw o w = A\v, e siccome
(v,w) = AJw||? nel primo caso e (v, w) = A||v||? nel secondo caso segue che X > 0. Viceversa si verifica
subito che se esiste A = 0 tale che v = Aw o w = Av allora (v, w) = ||v|| - ||w]]. O

La diseguaglianza in (6.3.1) & la Diseguaglianza di Cauchy-Schwarz, quella in (6.3.2) & la Disegua-
glianaza triangolare.
Osservazione 6.3.3. Scegliamo un’unita di misura in E™ per m € {2, 3}, e sia {,) il prodotto euclideo
standard su V(E™). La validita del Teorema 6.3.1 segue dalla Formula 6.1.1. Tl Teorema 6.3.1 afferma
che la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz (e la descrizione dei casi nei quali la diseguaglianza ¢ una
uguaglianza) segue dalle proprieta che definiscono un prodotto scalare euclideo.

Se P, € E™ denotiamo d(P, Q) la distanza tra P e ). Siano P,Q,R € E™. La diseguaglianza
triangolare per v := m ew:= @E equivale (vedi PEsempio 6.2.5) alla diseguaglianza

d(P,R) < d(P,Q) + d(Q, R).

Questo spiega il nome della diseguaglianza. (Mentre la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz prende il
nome dai matematici A. L. Cauchy® e H. Schwarz?).

Esempio 6.3.4. Per R™ con il prodotto euclideo standard la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz e la
diseguaglianza triangolare affermano che, se X, Y € R",

n 2 " " N n 1/2 n 1/2\ 2
(Z fviyz) < (Z xf) : <Z y?) c @iy’ < (Z 33?) + (Z yf) - (6.3.4)

i=1 j=1 i=1

IVedi https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Cauchy/
2Vedi https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Schwarz/
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Ora mostriamo che si puo definire ’angolo tra vettori di un qualsiasi spazio vettoriale euclideo. La
diseguaglianza di Cauchy-Schwarz da che se v & 0 + w allora

ww) (6.3.5)

1< — .
Al -l

Definizione 6.3.5. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo. Siano v, w € V non nulli. L’angolo tra
v e w € l'unico 0 < 0 < 7 tale che
(v, w)

cosf = ———.
[[o]] - [Jwl]

(6.3.6)

Notate che la definizione ha senso per la (6.3.5).

Notate che ’angolo tra v e w non cambia se riscaliamo v o w per un fattore positivo(quindi & definito
langolo tra “semirette”) e che non dipende dall’ordine dei vettori.

Se {,) ¢ il prodotto euclideo standard su V(E™) la definizione di angolo appena data restituisce la
nozione usuale di angolo - vedi (6.1.1).

Definizione 6.3.6. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo. Vettori v,w € V sono perpendicolari (o

ortogonali) se {v,w) = 0, cioé uno dei due & nullo oppure 'angolo tra di essi & 7/2. In simboli vlw.

Sottoinsiemi S, T < V sono ortogonali se per ogni coppia (v, w) € S x T si ha v Llw - in simboli S1T.
Se S < V lortogonale di S e

St:={weV|vlw=0 YveS}.

Se S = {vg} (cioe & un insieme che consiste di un solo elemento) denotiamo {vg}* con vy .

Sia S uno spazio affine e supponiamo che {, ) sia un prodotto scalare euclideo su V(S). Se P,Q € S
ha senso definire la distanza d(P,Q) come la norma ||PQ||. (Vedi il Capitolo 7.) Siano P,Q, R € S.
I vettori m, @é sono ortogonali se e solo se vale il teorema di Pitagora per il triangolo di “cateti”

PQ,QR, cioe se e solo se
IPOIP + ||QR|]* = |[PR].

Esempio 6.3.7. Sia (C°([—m,]),{,)) lo spazio vettoriale euclideo dell’Esempio 6.2.3. Per m € N siano
fm, gm le funzioni date da

fm(t) :=cosmt, gm(t) := sinmd. (6.3.7)
Un calcolo® da che se (m,n) # (0,0) allora

B fm(t)fn(t)dt = 7Té‘m,na J

—T

Gm () gn (t)dt = Ty, 1, :T fm(t)gn(t)dt = 0. (6.3.8)

Quindi le funzioni definite da (6.3.7) per m € N sono a due a due ortogonali.

6.4 Basi ortonormali

Definizione 6.4.1. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo. Una lista di vettori {vy,...,v,} di V
& ortonormale (abbreviamo scrivendo che ¢ ON) se per ogni 1 < 4,j < n si ha che {v;,v;) = d;;. Una
base ortonormale (base ON) di V' & una base che ¢ anche ON.

Esempio 6.4.2. Sia {,) il prodotto scalare standard su R™. La base standard di R™ ¢ una base ON di

(V. (00)-

Con il consueto abuso di linguaggio diciamo che vettori ..., v;, ... sono ON se la lista ..., v;,... € ON.

3Le uguaglianze cosmt = (e!™* 4+ e~"™*)/2 e sinmt = (e!™? — e~¥"™?)/2i semplificano il calcolo degli integrali.
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Esempio 6.4.3. Sia (C°([—m,7]),{,)) lo spazio vettoriale euclideo dell’Esempio 6.2.3. Le funzioni f,,, gm
dell’Esempio 6.3.7 per m € N* formano una lista (infinita) di vettori ortonormali. Rimane una lista ON
se aggiungiamo la funzione costante 1/v/2 (cioe 1/v/2fo = 1/v/2g0).

Proposizione 6.4.4. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo e {v1,...,v,} una lista di vettori ON.
Allora {v1,...,v,} sono linearmente indipendent;.

Dimostrazione. Supponiamo che
AV + .+ A, = 0. (6.4.1)

Sia 1 < 4 < n. Calcolando il prodotto scalare di v; con ambo i membri di (6.4.1) troviamo che A; = 0. O
Esempio 6.4.5. Sia (CY([—m,7]),{,)) lo spazio vettoriale euclideo dell’Esempio 6.2.3. Le funzioni

1
—, cosmt, sinmt, m € N* 6.4.2
7 (6:42)
formano una lista ON, vedi I’Esempio 6.4.3, e quindi sono linearmente indipendenti.

Il seguente semplice risultato mostra la convenienza di scegliere una base ON di uno spazio vettoriale
euclideo.

Proposizione 6.4.6. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo, e siano vi,...,v, € V wvettori orto-
normali. Se T1,Y1,...,Tn,Yn € R allora

<Z 05, 2 Yivi) = 2 Y. (6.4.3)
i=1 i=1 i=1

Dimostrazione. Segue dal calcolo

n n n n n n
<2 Zivi, Z Yivi) = Z (@ivi, y;v;) = Z 2y Ui, vj) = Z zY;0;,5 = Z TiYi-
i=1 i=1 i,j=1 i,j=1 ij=1 i=1

O

Proposizione 6.4.7. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo finitamente generato. Esiste una base
ortonormale di V.

Dimostrazione. Per induzione sulla dimensione di V. Se dimV = 0 il risultato ¢ banalmente vero.
Chi ¢ sospettoso del caso dim V' = 0 puo iniziare I'induzione dal caso dim V' = 1: basta scegliere una
base {v1} di V e sostituire a vy il vettore vy/||v1|| che ha norma 1, questa & una base ON di V. Ora
dimostriamo il passo induttivo. Sia v; € V un vettore non nullo, e sia wy := vy /[[v1||. Quindi ||w;|| = 1.
L’applicazione

v 4% R

RN (6.4.4)

¢ lineare perche (,) ¢ bilineare, e inoltre ¢ suriettiva perche (wq,w;y = 1. Quindi il nucleo di ¢, cioe
wi, ha dimensione uguale a (dimV — 1). La restrizione di {,) a wi & un prodotto scalare euclideo, e
quindi esiste una base ON {ws, ..., w,} di wi per I'ipotesi induttiva (poniamo n := dim V). I vettori
{wy,wa, ..., w,} sono ON e quindi sono linearmente indipendenti per la Proposizione 6.4.4, e siccome

dim V' = n costituiscono una base ON di V. O
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6.5 Decomposizione ortogonale

Lemma 6.5.1. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo e sia S < V. L’ortogonale S* < V ¢ un
sottospazio di V.

Dimostrazione. Se vy € V allora vy & il nucleo dell’applicazione lineare

V — R

6.5.1
v — (v, ( )
e quindi 'U(J)‘ ¢ un sottospazio lineare di V. Siccome
St = ﬂ vt
veS
J_ N . . . . . . PR . .
segue che S+ ¢ intersezione di sottospazi lineari e percid € un sottospazio lineare. O

Lemma 6.5.2. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo. Sia U < V un sottospazio finitamente

generato e siano ui, ..., U, generatori di U. Allora
m
Ut = (6.5.2)
i=1

Dimostrazione. B ovvio che il membro di sinistra di (6.5.2) & contenuto nel membro di destra. Resta
da dimostrare che il membro di destra di (6.5.2) & contenuto nel membro di sinistra. Supponiamo che
veud per 1 <i<m. SiaueU,equindiu=>", \u;. Allora

(v, uy = (v, Z Aiugy = 2 Aidv,u;y = 0.

Il prossimo risultato da la decomposizione ortogonale del titolo della sezione.

Proposizione 6.5.3. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo e U < V un sottospazio finitamente

generato. Allora
V=UaU". (6.5.3)

(Ricordiamo che l'equazione (6.5.3) significa che lapplicazione naturale U®UL — V & un isomorfismo,
vedete I’Esempio 3.2.11.)

Dimostrazione. Come spiegato nell’Esempio 3.2.11 basta dimostrare che U n U+ = {0} e che V &
generato da U e U™, cioe che
V=U+U. (6.5.4)
Sia v € U n Ut; allora (v,v) = 0 e quindi v = 0. Rimane da dimostrare che vale (6.5.4). Per la
Proposizione 6.4.7 esiste una base ON B := {uy,...,u,} di U. Poniamo
vV =5 U
m (6.5.5)
v D (v ug )y
L’applicazione 75 & lineare perche per ciascun i € {1,...,m} 'applicazione
Vv — R
v (oud (6.5.6)
¢ lineare. Se v € V allora
(v —7mp(v)) e U+ (6.5.7)
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perche per ciascun ¢ € {1,...,m} si ha (v,u;) = (mg(v), u;), cioe (v — mp(v))Lu; e quindi (6.5.7) vale
per il Lemma 6.5.2. Sia v € V; siccome

v =mg(v) + (v —7mg(v)) (6.5.8)
e (v—mg(v)) e UL, vale (6.5.4). O

Osservazione 6.5.4. L’applicazione 7z definita da (6.5.5) non dipende dalla base ON B di U. Infatti se
v e V il vettore m5(v) & UN vettore di U tale che (v — mg(v)) € UL, e tale vettore & unico perche vale
la decomposizione in somma diretta (6.5.3).

Definizione 6.5.5. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo e U < V un sottospazio finitamente
generato. La proiezione ortogonale su U & 1'applicazione mg: V — U definita da (6.5.5), e la denotiamo
my. (La definizione ha senso perche 73 non dipende dalla base ON B di U.)

I risultati seguenti sono conseguenze immediate della Proposizione 6.5.3.

Corollario 6.5.6. Siano (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo e U < V un sottospazio finitamente
generato. Allora

h) =u. (6.5.9)

Corollario 6.5.7. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo finitamente generato. Sia U < V un
sottospazio. Allora
dim U+ = dimV — dim U. (6.5.10)

Definizione 6.5.8. Uno spazio vettoriale euclideo (V,{,)) & somma diretta ortogonale dei sottospazi
Wi,...,W, <V se ¢ somma diretta di Wy,..., W, cioe

V=me..ew,
e in aggiunta W; LW, per ogni 4,j € {1,...,r} con 7 + j. In tal caso adottiamo la notazione
V=W @& ..o LW,

La seguente proposizione da una caratterizzazione fondamentale della proiezione ortogonale su un
sottospazio in termini di norma.

Proposizione 6.5.9. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo. Sia U < V un sottospazio finitamente
generato e my: V. — U la proiezione ortogonale su U. Allora

llo—mu()|| < |lv—wu|| YueU (6.5.11)
e si ha eguaglianza solo se u = 7y (v).
Dimostrazione. Abbiamo che
o = ul® = ljo = 7 (0) — (= () =
=lv =7 (V)|* = 2(v = 70 (©), (u—70(0))) + |[(u = 7 (v))[[* = [lv = 70 (@)|* + [|(u — 70 (V)|
(I'ultima uguaglianza vale perche (v — 7y (v)) € UL e (u — 7y (v)) € U) e la proposizione segue. O

Esempio 6.5.10. Sia (C°([—m,7]),{,)) lo spazio vettoriale euclideo del’Esempio 6.2.3. Sia U, <
C°([—m,7]) il sottospazio generato dalle funzioni di (6.4.2) dove m € {1,...,n}. Sia ¢ € C°([—m,7])
data da <p(t) = t. La proiezione di ¢ sul sottospazio U,, &

n 1 m+1
—2 Z ~——  sinmt. (6.5.12)

m=1
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La decomposizione ortogonale
C[~nm, 7)) = U, @ U

da che
22 1 (", 9 = (=pm*t mtl &1
= = ;J,Wt dt = ||o]]* = |2 Z sinmt|| = Z el (6.5.13)
m=1 =
(L’ultima eguaglianza vale perche le funzioni sinmt per m € {1,...,n} sono ortonormali.) Per un

risultato non banale (la densita delle funzioni trigonometriche nello spazio delle funzioni reali di variabile
reale periodiche di periodo 27) la differenza tra il membro di sinistra e quello di destra tende a 0 per n
che tende a o0, e segue la seguente eguaglianza scoperta da Euler:

o0
Loz
2
m=1m

Osservazione 6.5.11. Nella Proposizione 6.5.3 e nel Corollario 6.5.6 I'ipotesi che U < V sia un sottospa-
zio finitamente generato ¢ necessaria perche valga la tesi. Per dimostrarlo ¢ sufficiente dare un esempio
di un sottospazio proprio U < V tale che U+ = {0}. Sia £? I'insieme delle successioni reali a quadrato

sommabile:
o0
= {{an}nemaieR Vi e N, Za? <oo}.
i=0

Siano {a,}, {b,} successioni in £ e X € R; le successioni {a,, + b,} e {\a,} sono in 2. Le operazioni

{an} + {bn} = {an + bn}a )‘{an} = {)‘an}

danno a ¢? una struttura di spazio vettoriale reale. Si definisce un prodotto scalare euclideo su ¢2
ponendo

Hand (b)) = . - b
n=0

(La diseguaglianza di Cauchy-Schwartz per R™ con il prodotto euclideo standard - vedi (6.3.4) - dimostra
che la serie ¢ assolutamente convergente.) Ora sia

U := {{an}nen | an € R per ogni n € N e a,, = 0 per n » 0}.

Chiaramente U & un sottospazio proprio di £2 e inoltre U+ = {0}.

6.6 Algoritmo di Gram-Schmidt

Dati vettori linearmente indipendenti vy, ..., v,, di uno spazio vettoriale euclideo (V,{,)) 'algoritmo
di Gram-Schmidt produce vettori ortogonali o, volendo, ortonormali w1, ..., w, € V tali che per ogni
s€{l,...,m} si abbia

Span(wy, ..., ws) = Span(vy, ..., vs).

In particolare {ws,...,w,,} ¢ una base ortogonale del sottospazio generato da {vi,...,v,}. Per s €
{1,...,m} sia
Us := Span(vy, ..., vs),

e sia s: V — Us la proiezione ortogonale su Us. Poniamo wy = vy e per s € {2,...,m}
W = Vg — Tg—1(Vs).

Proposizione 6.6.1. Per s € {1,...,m} la lista {wq,...,ws} é una base ortogonale (cioé w;Lw; se
i+j)diUs,.
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Dimostrazione. Se s = 1 allora w; = vy, quindi non c¢’¢ nulla da dimostrare. Ora dimostriamo il passo in-
duttivo. Supponiamo che {ws, ..., w;} sia una base ortogonale di U;, e dimostriamo che {w1,...,w;q1}
¢ una base ortogonale di U;j; ;. Abbiamo

Span(ws, ..., wjt1) < Ujq1 (6.6.1)
perche per ipotesi induttiva
Span(wi,...,w;) = Span(vy,...,v;) = U; < Ujyq,

e wjy1 € Ujyq perche ¢ una combinazione lineare di vj41 € Ujp1 e m(vj41) € U;. Inoltre wjyq &
ortogonale a U; per definizione di proiezione ortogonale.
Dimostriamo che in (6.6.1) si ha eguaglianza. Per 'ipotesi induttiva

U; < Span(ws, ..., Wj+1),

quindi basta dimostrare che wj;1 ¢ U;. Se wji1 € Uj, allora wj.1 = 0 (¢ ortogonale a Uj, in altre
parole abbiamo la decomposizione in somma diretta V = U @ U~) cio vj11 € Uj, e questo contraddice

l'ipotesi che v1, . .., v;41 sono linearmente indipendenti. Questo dimostra che in (6.6.1) si ha eguaglianza.
Siccome dim Uj41 = j + 1 segue che {w1,...,w;41} € una base di U;41. Inoltre & ortogonale perche per
ipotesi induttiva {w, ..., w;} & una base ortogonale di U; e w41 € ortogonale a U; per costruzione. [
La procedura appena descritta da la seguente formula ricorsiva per wsi, ..., Wpy,:
<U +1, Wi >
Wjir1 = Vj41 — Z |j"w sz Wi . (662)
K3

Infatti basta applicare la formula (6.5.5) per la proiezione ortogonale su U;, dove la base ON di U; ¢

{ w1 wj }
w77 (wyl] )

Se, con l'algoritmo di Gram-Schmidt, vogliamo ottenere una base ON del sottospazio Span (v, ..., Um),
prima troviamo una base ortogonale seguendo il procedimento descritto sopra, e poi normalizziamo i

w;, cioé sostituiamo a w; il vettore
/ Ws
w; 1= .
[|wl|

Esempio 6.6.2. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo, e sia B = {u1, u2, u3} una sua base ON. Siano
V1 1= u1 — 2us + 2us, vy := 3uqp — 12us — Yug.

Notate che v1,vo sono lineamente indipendenti. Applichiamo il procedimento di Gram-Schmidt per
produrre una base ON del sottospazio Span(vy,vy). Prima troviamo una base ortogonale {w;, w2} e poi
normalizziamo per passare a una base ON {w/,w}}. Abbiamo

w1 = V1 = U —2’LL2 +2U3.

Calcoliamo wsy applicando la formula in (6.6.2):

9
Mwl = vy — —wy = 3u; — 12us — Yug — (U1 — 2ug + 2U3) = 2u1 — 10us — 11ug.

TR T P 9

Normalizzando otteniamo
1 2 2 , 2 2 11

/
Wy = DU — S U2 + SU3, Wy 1= BUI 3u2 — 1—5U3.
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6.7 Matrice di Gram

Definizione 6.7.1. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo. La matrice di Gram associata alla lista
di vettori B := {v1,...,v,} di V & la matrice n x n reale Mp({,)) con entrata {(v;, v;) su riga i e colonna

j, cioe
(up o1y oo {og, )
Ms((,)) = Lo :
(op,v1) oo (U, )

Esempio 6.7.2. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo e B := {v1,...,v,} una base ON di V. Allora
Mp({,)) & la matrice unita 1,.

Osservazione 6.7.3. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo e B := {v1,...,v,} una lista di vettori di
V. Allora Mg({,)) & una matrice simmetrica perche la sua entrata su riga i, colonna j & (v;,v;) che &
uguale a {vj, v;y cio¢ la sua entrata su riga j, colonna 1.

Prima di analizzare la matrice di Gram ci soffermiamo su una costruzione piu generale.
Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su K, e sia B = {v1,...,v,} una sua base. Sia
A e M, »(K). L’applicazione

B
¢'A

Vxv. — K (6.7.1)
(v,w) — Xpw)t A Xg(w)

¢ una forma bilineare (facile verifica). Per referenza futura notiamo che
Q5 = @i(vi,vj). (672)

Definizione 6.7.4. Una matrice A € M, ,(K) ¢ simmetrica se A® = A. Denotiamo con M, (K) il
sottoinsieme di M, ,,(K) i cui elementi sono le matrici simmetriche.

Osservazione 6.7.5. Si verifica facilmente che M,

(K) & un sottospazio vettoriale di M, ,(K).

Definizione 6.7.6. Una forma bilineare F: V x V' — K & simmetrica se F(v,w) = F(w,v) per ogni
v,w € V. Denotiamo con Bil(V') I'insieme delle forme bilineari su V x V e con Bil™ (V') il sottoinsieme
delle forme bilineari simmetriche.

Proposizione 6.7.7. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su K e B una sua base. L’ap-
plicazione

o8 .
Mn,n(K) — BII(V) (673)
A — o5

é biunivoca e 'immagine di M.}, (K) ¢ Bil™(V), cioé il sottoinsieme delle forme bilineari simmetriche.
Dimostrazione. Dimostriamo che @ & biunivoca. L’equazione (6.7.2) mostra che @7 ¢ iniettiva. Ora

dimostriamo che @F & suriettiva. Sia F' € Bil(V). Per 1 < 14,5 < n sia a;; := F(v;,v;) e A := (a;;). Si
ha che

n n
F (Z i, ) ijj) = D wiyiF(uv) =
i=1 j=1 I<ijsn
n n
= Z Qi TiY5 = Xt CAVY = @lj (Z TiUs, Z ijj) .
1<i,j<n i=1 j=1

Questo dimostra che F' = @g. Rimane da dimostrare che @g ¢ simmetrica se e solo se A ¢ simmetrica.
Supponiamo che 5 sia simmetrica. Poniamo A = (a;;). Allora

aij = 5 (vi,v5) = D5 (vj, vi) = aji (6.7.4)
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e quindi A* = A. D’altra parte se A = A? allora

@g(v,w) = Xp()A-Xg(w) = (Xg(v)"A-Xp(w)' = Xg(w)'-A"Xg(v) = Xg(w)"-A-Xp(v) = @g(w,v).

O
Definizione 6.7.8. Se V & uno spazio vettoriale finitamente generato su K e B una sua base,
Bil(V) 25 M, . (k) (6.7.5)
¢ I'inversa di ¢5.
Osservazione 6.7.9. Se F e Bil(V') allora Mpg(F) & la matrice A = (a;;) con
a;; = F(vi,v5). (6.7.6)

In particolare, la notazione appena introdotta & coerente con quella usata per la matrice di Gram di
un prodotto scalare () associata a una base, cio¢ la Mg({,)) appena definita & uguale alla matrice di
Gram della Definizione 6.7.1.

Osservazione 6.7.10. B facile verificare che Bil(V) e Bil* (V) sono sottospazi dello spazio vettoriale
delle funzioni da V2 a K. E ugualmente facile verificare che 'applicazione @7 in (6.7.3) & lineare e (di
conseguenza) anche la sua inversa Mpg. Quindi ¢ & un isomorfismo tra M,, ,,(K) e Bil(V), e percid per
la Proposizione 6.7.7 la sua restrizione al sottospazio M, ,(K) < M, (K) delle matrici simmetriche ¢

un isomorfismo M.}, (K) — Bil* (V).

Proposizione 6.7.11. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su K e F € Bil(V). Se B e C
sono basi di V' allora
Me(F) = M§(1d)" - Mg (F) - M§(1d). (6.7.7)

Dimostrazione. Per ogni v, w € V abbiamo
Xc(’l))t . Mc(F) Xc(’w) = F(v,w) = XB(U)t . MB(F) XB(’IU) =
= (Mg(1d) - X (v))" - Mp(F) - Mg(1d) - Xe(w) = Xe(v)" - (M§(1d))" - Mp(F) - Mg(1d) - Xe(w)
e segue (6.7.7). O

Osservazione 6.7.12. Riferendoci alla Proposizione 6.7.11, supponiamo che Mp(F) sia simmetrica ciog,
per la Proposizione 6.7.7, che F' sia una forma bilineare simmetrica. Allora

(Mg(1d)" - M(F) - Mg(1d))" = Mg(1d)" - Mp(F)" - (Mg(1d)")" = Mg(1d)" - Mp(F) - Mg (1d),
in accordo con la Proposizione 6.7.7.

Corollario 6.7.13. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su K e F € Bil(V). Se B e C
sono basi di V' allora
Det M¢(F) = Det M§(1d)? - Det Mp(F). (6.7.8)

Dimostrazione. Per la Proposizione 6.7.11 e la formula di Binet abbiamo
Det Mc(F) = Det M§(1d)" - Det Mp(F) - Det Mg(Id). (6.7.9)
Siccome Det Mg (Id)! = Det Mg (Id) (per la Proposizione 5.5.8) segue (6.7.8). O

Corollario 6.7.14. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo. Se C é una base di V allora la matrice
di Gram Mc({,)) ha determinante (strettamente) positivo.

167



6. SPAZI VETTORIALI EUCLIDEI ED HERMITIANI

Dimostrazione. Sia B una base ON di V' (esiste per la Proposizione 6.4.7). Allora Mg({,)) = 1, dove
n:=dimV, e quindi Det Mg({,») =1 > 0. Per il Corollario 6.7.13 segue che Det M¢({,)) > 0. O

Osservazione 6.7.15. Il Teorema 6.3.1 segue dal Corollario 6.7.14 (e notate che nella dimostrazione del
Corollario 6.7.14 non interviene il Teorema 6.3.1). Infatti siano (V,<{,)) uno spazio vettoriale euclideo e
v,w € V. Se v, w sono linearmente indipendenti poniamo U := Span(v,w). La restrizione di (,) a U &
un prodotto scalare euclideo, B := {v, w} ¢ una base di U e la matrice di Gram Mp((, )|y) ¢ data da

wion=[ &3 6]

Per il Corollario 6.7.14 Det Mp({, ) > 0. Siccome Det Mp({, ) = ((v,v) - {w,w) — {v,w)?) questo
da la diseguaglianza (stretta) di Cauchy-Schwarz per v, w sono linearmente indipendenti. Se v, w sono
linearmente dipendenti si verifica subito che Det Mp((, )7) = 0.

Sia V uno spazio vettoriale reale finitamente generato, e sia B = {vy,...,v,} una sua base. Per
la Proposizione 6.7.7 ogni forma bilineare simmetrica su V & data da ®5(A) per un’unica matrice
simmetrica A € M,F, (R). TI prossimo risultato da un criterio che permette di determinare agevolmente
se ®B(A) & un prodotto scalare euclideo. Prima di dare il risultato introduciamo la seguente notazione:
data A € M, ,(K) denotiamo con A(p) (per p € {1,...,n}) la matrice p x p con entrata su riga i e
colonna j uguale alla corrispondente entrata ¢,j di A. Per esempio

a a ailp a2 ais
A1) = [ann], A(2):= T2 AB) = | asr as ass
da1 422 a3y asz a3z

Proposizione 6.7.16. Sia V uno spazio vettoriale reale finitamente generato, e sia B = {v1,...,v,}
una sua base. Sia A€ M, (R). La forma bilineare simmetrica ®5(A) é un prodotto scalare euclideo
se e solo se Det A(p) > 0 per pe {1,...,n}.

Dimostrazione. Supponiamo che #5(A) sia un prodotto scalare euclideo. Per p € {1,...,n} sia W), :=
(v1,...,p) e sia B, la base di W), data da B, := {vi,...,v,}. La restrizione {, )y, di (,) a W, &
un prodotto scalare euclideo, e A(p) ¢ la matrice di Gram Mg, (¢, )jw,). Quindi Det A(p) > 0 per
pe{l,...,n} per il Corollario 6.7.14.

Ora dimostriamo per induzione su dimV che se Det A(p) > 0 per p € {1,...,n} allora $5(A) &
un prodotto scalare euclideo. Per semplificare la notazione poniamo F = &B(A). La F & bilineare
simmetrica, quindi basta dimostrare che

F(u,0) >0 Yoe (V\{0}). (6.7.10)

Se dim V' = 1 l'ipotesi Det A(1) > 0 da che F(vy,v1) > 0; se v € (V\{0}) allora v = Av; per un A € R*
e quindi
F(v,v) = F(\vy, Av1) = N2F(vy,v;) > 0.

Dimostriamo il passo induttivo. Supponiamo che n = dimV > 1. Sia U := Span(vy,...,v,—1) esiaC la
base di U data da C := {vy,...,v,-1}. Siccome la restrizione di F' a U ¢ la forma bilineare simmetrica
dB(A(n — 1)), segue dallipotesi induttiva che la restrizione di F' a U & un prodotto scalare euclideo.
Per la Proposizione 6.5.3 abbiamo la decomposizione ortogonale

V=UQU".

Per il Corollario 6.5.7 'ortogonale U+ ha dimensione 1; sia {w} una sua base. Quindi D := {v1,...,v,_1,w}
¢ una base di V. Siccome w & ortogonale a U, abbiamo

Det Mp(F) =Det A(n —1) - F(w,w). (6.7.11)

168



6.7. Matrice di Gram

D’altra parte Det Mp(F') ha lo stesso segno di Det Mp(F) = A(n) per il Corollario 6.7.13, e quindi
segue che F(w,w) > 0. Sia v € V non nullo; per la la decomposizione ortogonale in (6.7.11) si ha
v=1u+ Aw con ueU, AeR ealmeno uno tra u, A & non nullo. Quindi

F(v,v) = F(u+ Mw,u + \w) = F(u,u) + \2F(w,w).
Se u # 0 allora F(u,u) > 0, e se A % 0 allora A>F(w,w) > 0; segue che F(v,v) > 0. O
Esercizio svolto 6.7.17. Sia A € M3 3(R) data da

A=

O = W

1
1
2

~N N O

(a) Dimostrate che (X, Y):= X'. A-Y definisce un prodotto scalare euclideo su R3.

(b) Diamo a R? il prodotto scalare euclideo definito al punto (a). Determinare la proiezione ortogonale
div:=(1,1,1) su
U .= {($1,$2,$3) | r1 + X9+ T3 = 0}

(a): L’applicazione R?® x R?® — R definita da (X,Y) — (X,Y) & bilineare e simmetrica (vedi la
Proposizione 6.7.7), rimane da dimostrare che

(X,X)>0 VX e (R*{0}). (6.7.12)

Applichiamo la Proposizione 6.7.16: calcolando si trova

3 1 310
Det A(1) =3, DetA(2) = ‘ 11 ‘ =2, DetA(3)=|1 1 2 |=2
0 2 7

Siccome i determinanti sono (strettamente) positivi vale (6.7.12).

(b): Troviamo una base ortogonale {w,ws} di U e poi applichiamo la formula in (6.6.2). Una base
di U e {(1,-1,0),(1,0,—1)}. Poniamo v; := (1,—1,0) e vg := (1,0,—1) e applichiamo l'algoritmo di
Gram-Schmidt. Si ha w; = vy e, siccome

<’U1,U1> = <€1 — €2,€1 — €2> = <61,61>7<61,€2>7<62,61>+<62,62> =3—-1—-1+1=2

<U17U2> = <€1 — €2,€1 763> = <€1,€1>7<61,63>7<€2761>+<62,63> =3—-0—-1 + 2= 47

abbiamo

v = (=1,2,-1).
Quindi la proiezione ortogonale di v := (1,1,1) su U ¢ data da

w1 wo
mu(v) = <v7w1>ﬁ + <v,w2>w =

|Jw1
Abbiamo
(vywy)y = (v,v1)y =2
e
3 1 0 1
wy=[-1,2,-1-| 1 1 2 |-| 1 ]=-5.
0o 2 7 1

La conclusione ¢ che
7y (v) = wy — bws =
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6.8 Isometrie di spazi vettoriali euclidei

Definizione 6.8.1. Siano (V,{,)v) e (W,{,)w) spazi vettoriali euclidei. Un’applicazione lineare
f:V — W & un’isometria se per ogni vi,vs € V si ha

(ui,v2)v = {f(v1), f(v2))w (6.8.1)

Una isometria & un isomorfismo (di spazi vettoriali euclidei) se ha un’inversa che & un’isometria, cio¢
un’isometria g: W — V tale che go f = Idy e fog = Idw. Lo spazio vettoriale euclideo (V,{, ) &
isomorfo allo spazio vettoriale euclideo (W, {, »i) se esiste un ismorfismo (di spazi vettoriali euclidei)
frV-W.

Quando lo riteniamo necessario denoteremo un’isometria f: V' — W di spazi vettoriali euclidei con

f: (‘/7<7>V) - (W7<v >W)

Proposizione 6.8.2. Siano (V,{(,)v) e (W,{,>w) spazi vettoriali euclidei, e sia f: V — W un’appli-
cazione lineare. Allora f ¢ un’isometria se e solo se per ogni veV si ha

[lollv = [1f (W)]w (6.8.2)
Dimostrazione. Se f & un’isometria allora vale (6.8.2) perche
]l = <v,vpv = {f(v), Flo)w = |[f(0)]|w. (6.8.3)

Ora supponiamo che valga (6.8.2). Se vi,ve € V allora, per la Proposizione 6.2.7 cio¢ I'identita di
polarizzazione, si ha

(o1, v2)v = % (ol + o2l = llor + v2|5) = % (I Dl + L )l = 1 (o1 + ) [y) =
= % (I DIl + [ ()l = 1 (v1) + FI) = (f (), f(2))w
O
Corollario 6.8.3. Se f: V — W ¢ un’isometria di spazi vettoriali euclidei, allora f ¢ iniettiva.
Dimostrazione. Se v eV e f(v) = 0, allora 'equazione (6.8.2) da che ||v|| = 0 e quindi v = 0. O

Esempio 6.8.4. Sia (V,{,)y) uno spazio vettoriale euclideo finitamente generato di dimensione n, e sia
B = {v1,...,v,} una sua base ON. L’applicazione

R L. v

n 6.8.4
i=1

¢ un’isometria (il prodotto scalare euclideo su R™ ¢ quello standard). Infatti se X € R™ allora

n n
1X117 = 3 af = 1] D] wiwil P,
i=1 i=1

e quindi f & un’isometria per la Proposizione 6.8.2.

Proposizione 6.8.5. Siano (U,{,)v), (V,{,)v) e (W,{,>w) spazi vettoriali euclidei. Se g: U — V
e f: V. — W sono isometrie allora la composizione f o g é un’isometria. Inoltre se f: V. — W
e un’isometria suriettiva, e quindi un isomorfismo di spazi vettoriali per il Corollario 6.8.3, allora
Vinversa f~1 & un’isometria e percio f & un isomorfismo di spazi vettoriali euclides.
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6.8. Isometrie di spazi vettoriali euclidei

Dimostrazione. Se uy,us € U allora

(ur,ugyy = {g(u1), g(uz)yv = {f(g(w1)), f(g(uz)))w = {f o g(ur), f o g(ua))w- (6.8.5)

Se w1, wy € W allora
M), F v = S 01), F(FH (v2))ow = (ur, va)w (6.8.6)
O

Corollario 6.8.6. Sia (V,{, )v) uno spazio vettoriale euclideo. L’insieme degli isomorfismi f: (V,{,)) —
(V,<,)) é un sottogruppo di GL(V').

Dimostrazione. Segue dalla Proposizione 6.8.5 e dall’osservazione che 'identita Idy e un’isomorfismo
di spazi vettoriali euclidei. O

Osservazione 6.8.7. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo finitamente generato (cioe V' ¢ finitamente
generato). Per il Corollario 6.8.3 ogni isometria f: V' — V & suriettiva , e quindi & un isomorfismo di
spazi vettoriali euclidei.

Esempio 6.8.8. Per I’Osservazione 6.8.7 'isometria dell’Esempio 6.8.4 & un isomorfismo. Segue che
spazi vettoriali euclidei finitamente generati (V,{, ) e (W, {, ) della stessa dimensione sono isomorfi
(intendiamo come spazi vettoriali euclidei, gia sappiamo che sono isomorfi come “semplici” spazi vetto-
riali). Infattisian := dimV = dim W. Esistono basi ON di V e di W per la Proposizione 6.4.7, e quindi
esistono isomorfismi f: R” — V e g: R™ — W per ’Esempio 6.8.4, e la composizione go f1: V — W &
un isomorfismo per la Proposizione 6.8.5.

Definizione 6.8.9. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo. Il gruppo ortogonale di (V,{,)) & il
gruppo degli isomorfismi f: (V,{,)) — (V,{,)), e si denota O(V,{,>) (0 O(V) quando & chiaro quale sia
il prodotto scalare euclideo).

Esempio 6.8.10. Il gruppo ortogonale di R™ con il prodotto euclideo standard si denota O, (R). Sia
A € GL,(R); allora A € O, (R) se solo se
At A=1,. (6.8.7)

Infatti siano X,Y € R™. Allora
(La(X), La(Y)) = (A-X)"-(A-Y) = X" (A" 4) Y,
e quindi & chiaro che se vale (6.8.7) allora (L(X),La(Y)) =(X,Y). Vale il viceversa perche
(La(ei), Lale;)) =i (A" A) -e;

che & uguale alla entrata di A*- A su riga i e colonna j, e quindi (La(e;), La(e;j)) = {ei,e;) = 6;; da
At A = (6;5) = 1.

Osservazione 6.8.11. Dall’equazione (6.8.7) segue per Binet che Det(A4)? = 1, e quindi Det(A) = +1.
Si pone
SO, (R) := {A€ O,(R) | Det A = 1}. (6.8.8)

Per Binet SO,,(R) & un sottogruppo di O, (R) - & il gruppo ortogonale speciale.
Pit in generale sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo finitamente generato. Scegliendo una base
ON vediamo che Det(g)? = 1 per ogni g € O(V,{,)). Si pone
SO(Va<7>) = {g € O(V7 <v >) | Det(g) = 1}3 (689)
e SO(V,{,)) & sottogruppo di O(V,{,)).
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6.9 Spazi vettoriali hermitiani

Se V' & uno spazio vettoriale complesso ’analogo di un prodotto scalare euclideo € dato dalla nozione
di prodotto scalare hermitiano. Da notare che un tale analogo non € una forma bilineare ma una forma
sesquilineare, vedi I’Osservazione 6.9.4.

Definizione 6.9.1. Sia V' uno spazio vettoriale complesso. Un prodotto scalare hermitiano (da C. Her-
mite?) su V' & un’applicazione
VxV — C

(v,w) = {v,w) (6.9.1)

tale che
1. dato w € V la funzione V — C definita da v — (v, w) & lineare,
2. (w,v) = (v, w) per ogni (v,w)eV xV, e
3. (v,v) > 0se 0+ veV. (Notate che (v,v) & reale perche (v, vy = (v,v) per il punto (2).)

Uno spazio vettoriale hermitiano ¢ una coppia (V,{,)) dove V & uno spazio vettoriale complesso e {, )
¢ un prodotto scalare hermitiano su V.

Esempio 6.9.2. L’applicazione
CxCr —s C
(XY) = X'V =3 a7, (6.9.2)
j=1

¢ un prodotto scalare hermitiano. Eil prodotto hermitiano standard su C™.

Esempio 6.9.3. Sia CY([—m,7])c l'insieme delle funzioni f: [—7, 7] — C continue, cioe tali che f(z) =
u(z) + iv(z) dove u,v: [-m,m] — R sono continue. Si verifica facilmente che CO([—m,7])c & un
sottospazio vettoriale (complesso) di C[=™7]. Definiamo

Gy 5 | 1050 fgeCO-m)e (6.9

L’integrale ¢ definito calcolando la parte reale e immaginaria della funzione f(t)g(t). Esplicitamente

scriviamo f(¢)g(t) = u(t) + iv(t) dove u,v: [—m, 7] — R sono continue fuori da un sottoinsieme finito
di [—m, 7]: allora

i f(t)g(t)dt := fﬂ u(t)dtﬂ'fr v(t)dt. (6.9.4)

—m -7 —m
Si verifica facilmente che {,) & un prodotto scalare hermitiano su C°([—, 7])c.
Osservazione 6.9.4. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale hermitiano. Dato v € V la funzione V. — C
definita da w — (v, w) & coniugato lineare, cioe

<’U7 Awp + /\2w2> = X1<’U7 w1> + X2<U, w2>. (695)
Infatti per i punti (1) e (2) della Definizione 6.9.1 abbiamo

vy AMqwy + Agwa) = qwy + Aaws, vy = A{wy, v) + Aows, vy =
= A {wr, v) + Aodwa, v) = A\ (v, w1 ) + Aodv, wa)

Un’applicazione V x V' — C lineare nella prima variabile (cioé tale che valga il punto (1) della Definizio-
ne 6.9.1) e coniugato lineare nella seconda variabile (cioé tale che valga (6.9.5)) si chiama forma sesqui-
lineare (vedi la Sezione 9.3). La condizione data dal punto (2) della Definizione 6.9.1 ¢ 'equivalente,
nel contesto delle forme sequilineari, della condizione di simmetria per forme bilineari reali.

4Vedi https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hermite/
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Definizione 6.9.5. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale hermitiano. La norma di v € V & data da
[lo]] := (v, 0)!/2.

Definizione 6.9.6. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale hermitiano. Vettori v,w € V sono ortogonali (o
perpendicolari) se {v,w) = 0 - in simboli v_Lw.

Notate che vLw se e solo se wlv perche (v,w) = {w,v). Sottoinsiemi S,T < V sono ortogonali se
per ogni coppia (v,w) € S x T si ha vlw - in simboli SLT'. Per l'ortogonalita in uno spazio vettoriale
hermitiano si usa la stessa notazione e terminologia usata per gli spazi vettoriali euclidei. Una lista di
vettori ortogonali o ortonormale si definisce come nel caso di spazio vettoriale euclideo.

La teoria degli spazi vettoriali hermitiani & del tutto simile a quella degli spazi vettoriali euclidei.
Passiamo rapidamente in rassegna i punti salienti. I risultati delle Sezioni 6.3, 6.4, 6.5 e 6.6 e le
loro dimostrazioni valgono senza modifiche anche per (V,{,)) uno spazio vettoriale hermitiano, con
I’eccezione dell’analogo del Teorema 6.3.1, che si formula e si dimostra come segue.

Teorema 6.9.7. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale hermitiano. Se v,w €V allora
[Co, w)l? < [[o]* - [|wl]?, (6.9.6)
e vale 'equaglianza se e solo se v,w sono linearmente dipendents.

Dimostrazione. La dimostrazione e simile a quella Teorema 6.3.1, ma con un’accortezza. Se v = 0 la
tesi ¢ banalmente vera, e anche se (v, w) = 0. Quindi possiamo assumere che v £ 0 e (v,w) + 0. Sia
0 := Arg({v,w)). Allora

Quindi la tesi vale per v, w se e solo se vale per (cosf — isinf)v, w, e percio & sufficiente dimostrare la
tesi sotto 'ipotesi aggiuntiva che (v, w) € R. Il resto della dimostrazione procede come nel caso di un
prodotto scalare euclideo. Per z € R poniamo

(cos @ —isin@)v|| = ||v]], {(cos@ — isin@)v,w) € R.

p(z) = (zv +w, 2v + w) = ||v|22? + 2(v, w)z + ||w||*.

(Notate: l'eguaglianza vale perche (v, w) € R, in generale il coefficiente di z & 2R({(v,w)).) Siccome
p(x) = 0 per ogni x € R, il polinomio di secondo grado reale p (¢ di secondo grado perché v £ 0) non ha
radici reali oppure ha una radice reale che ha molteplicita due. Quindi il discriminante p(z) & minore
o uguale a 0, cioe
2 2 2
2w, w|” —4[v][” - [Jw]]” < 0.

Questo dimostra che vale (6.9.6). Inoltre il discriminante, cioé I’espressione a sinistra di (6.9.6), & uguale
a 0 se e solo se esiste una radice dell’equazione p(z) = 0, cio¢ x € R tale che zv+ w = 0. Siccome v + 0,
questo equivale alla condizione che v, w siano linearmente dipendenti. O

Per quanto riguarda I’analogo della Sezione 6.7 vanno fatti alcuni cambiamenti, legati al fatto che
un prodotto scalare hermitiano non e bilineare simmetrico ma sesquilinare e coniugato-simmetrico. La
matrice di Gram associata a una lista finita di vettori si definisce come in 6.7.1. Per esempio se B ¢ la
base standard di C™ e (,) ¢ il prodotto hermitiano standard su C" allora Mp({,)) = 1,, (come nel caso
euclideo). L’analogo dell’Osservazione 6.7.3 & come segue.

Osservazione 6.9.8. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo e B := {v1,...,v,} una lista di vettori di

V. Allora Mp({,))" = Mp({,)) perche I'entrata di Mp({,))" su riga i, colonna j & (v;,v;) che & uguale
a (v;, v,y cioe entrata di Mg({,)) su riga i, colonna j.

L’Osservazione appena fatta motiva la seguente definizione.

Definizione 6.9.9. Una matrice A € M,, ,(C) ¢ hermitiana se A® = A.
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Sia V uno spazio vettoriale complesso finitamente generato e sia B = {v1,...,v,} una sua base. Sia
A e M, »(C). L’analogo dell’applicazione (6.7.1) che serve nel nostro contesto ¢ la seguente
‘PB
VXV =5 c _ (6.9.7)
(v,w) — Xp)t A Xg(w).

Il risultato sotto & I'analogo della Proposizione 6.7.7 nel nostro contesto. La dimostrazione € analoga a
quella della Proposizione 6.7.7 e viene lasciata al lettore.

Proposizione 6.9.10. Sia V uno spazio vettoriale complesso finitamente generato e sia B una sua
base. Se A € M, ,(C) allora W5 ¢ lineare nella prima variabile e coniugato-lineare nella seconda.
Inoltre U5 ¢ coniugato-simmetrica, cioé per ogni v,w e V

\I/ﬁ(w, v) = \Ilﬁ(v, w)

se e solo se A ¢ una matrice hermitiana. Viceversa, se f: V x V. — C ¢ un’applicazione lineare nella
prima variabile e coniugato-lineare nella seconda esiste A € M, ,(C) tale che f = UK, e tale A ¢ unica.

La Definizione 6.7.8 e ’Osservazione 6.7.9 rimangono sostanzialmente invariati, I'unica modifica & che
I'insieme Bil(V') delle forme bilineari V' x V' — K viene sostituito dall’insieme delle forme sesquilineari
f:V xV — C, cioe lineari nella prima variabile e coniugato-lineari nella seconda.

La rimanente modifica da fare & sostituire le Proposizioni 6.7.11 e il Corollario 6.7.13 con il seguente
risultato, la cui dimostrazione e lasciata al lettore.

Proposizione 6.9.11. Sia V' uno spazio vettoriale complesso finitamente generato e f: V xV — C
una forma sesquilineari. Se B e C sono basi di V' allora

Me(f) = MS(1d)t - Ms(f) - Miyg(Id),  Det Mc(F) = | Det ME(Id)[? - Det Mg (F). (6.9.8)

Con questa modifica si vede facilmente che la dimostrazione della Proposizione 6.7.16 si estende a
una dimostrazione del seguente criterio.

Proposizione 6.9.12. Sia V uno spazio vettoriale complesso finitamente generato, e sia B = {v1,...,v,}
una sua base. Sia A € M, ,(C) una matrice. La forma sesquilneare e coniugato-simmetrica W5(A) ¢
un prodotto scalare hermitiano (cioé¢ WB(A)(v,v) > 0 per ogni 0 + v e V) se e solo se Det A(p) > 0 per

pe{l,...,n}.

Infine la definizione di isometria e isomorfismo tra spazi vettoriali hermitiani si definisce come nel
caso euclideo, e valgono gli analoghi dei risultati della Sezione 6.8 con dimostrazioni invariate. La
Definizione 6.8.9 ¢ sostituita dalla seguente.

Definizione 6.9.13. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale hermitiano. Il gruppo unitario di (V,{,)) & il
gruppo degli isomorfismi f: (V,{,)) — (V,{,)), e si denota U(V,{,>) (o U(V) quando & chiaro quale sia
il prodotto scalare hermitiano).

Il seguente esempio e analogo all’Esempio 6.8.10 e si verifica con un calcolo analogo.

Esempio 6.9.14. Tl gruppo unitario di C™ con il prodotto hermitiano standard si denota U, (C). Sia
A € GL,,(C); allora A € U,,(C) se solo se
AL A =1, (6.9.9)

Dall’equazione (6.9.9) segue che |Det(A)| = 1. Si pone
SU,(C) :={A e U,(C) | Det A = 1}. (6.9.10)
Per Binet SU,(C) & un sottogruppo di U, (C) - ¢ il gruppo speciale unitario.
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6.10. 1l gruppo ortogonale

Chiudiamo la sezione con un risultato che non ha un analogo nella Sezione 6.8 (per ora, ma vedi la
Sezione 6.10))

Proposizione 6.9.15. Sia V uno spazio vettoriale complesso finitamente generato e {,) un prodotto
scalare hermitiano su V. Sia f € U(V). Gli autovalori di f hanno modulo 1 ed esiste una base ON di
V' che diagonalizza f.

Dimostrazione. Dimostriamo che gli autovalori di f hanno modulo 1. Sia A un autovalore di f e v un
autovettore associato. Allora

(0,0) = (), F(0)) = Ow, o) = [\, v). (6.9.11)

Siccome {v,v) % 0 (& strettamente positivo) segue che |A\| = 1. Ora dimostriamo per induzione sulla
dimensione di V che esiste una base ON che diagonalizza f. Sia n = dimV. Se n = 1 non c¢’¢ nulla
da dimostrare. Dimostriamo il passo induttivo. Siccome il campo ¢ quello dei complessi esiste un
autovalore \,, di V' con autovettore v,,. Sia

W=ovl:={weV|{w,uv,) =0} (6.9.12)

Allora f(W) c W: infatti se w € W allora
0 = {w,vn) = (f(w), f(vn)) = (f(w), Anvn) = Aalf (W), vn) = 0. (6.9.13)
Quindi la restrizione di f a W definisce un endomorfismo g: W — W che & un operatore unitario per

la forma hermitiana definita positiva su W data dalla restrizione di ¢, ). Per ipotesi induttiva esiste
una base ON {vy,...,v,_1} di W che diagonalizza g. Allora {v1,...,v,—1,v,} € una base ON di V che

diagonalizza f. O
Osservazione 6.9.16. Supponiamo che V e f siano come nella Proposizione 6.9.15. Sia {vy,...,v,}
una base ON che diagonalizza f. Gli autovalori A1,...,A, di f hanno modulo 1 e quindi esistono

01,...,0, € R tali che \; =¢"% per j =1,...,n. Quindi

flog) =€y, 1<j<n (6.9.14)

6.10 Il gruppo ortogonale

Descriveremo le isometrie di uno spazio vettoriale euclideo (V, {, )) finitamente generato, cio¢ gli elementi
di O(V,(,)).

Se 6 € R poniamo

sinf  cosf

Ry = ((3056‘ —51n9> (6.10.1)

Notiamo che Ry ¢ in O2(R). Quindi se (V,{,)) & uno spazio vettoriale euclideo di dimensione 2 e B &
una sua base ON allora I'applicazione lineare f: V — V tale che Mg(f) = Ry ¢ un’isometria. Notiamo
anche che che C ¢ un’altra base ON di V, allora M¢(f) = R4, € il segno & quello del determinante
della matrice (ortogonale) del cambiamento di base Mg (Idy).

Definizione 6.10.1. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo di dimensione 2. Un’isometria di V &
una rotazione se, data una base ON B di V la matrice Mg(f) & Ry per un certo # € R (che a meno del
segno e traslazioni per multipli interi di 7 non dipende dalla base, vedi sopra).

In generale un’isometria (V,{, ) — (V,{, )) non & diagonalizzabile (su R), per esempio se 8 € (R\Z)
allora Ry non e diagonalizzabile su R. Nonostante cio esiste un risultato analogo alla Proposizione 6.9.15.
Spieghiamo il senso della dimostrazione che daremo con il seguente esempio.
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Esempio 6.10.2. La matrice ortogonale Ry data da (6.10.1) non ¢ diagonalizzabile su R (se 0 ¢ Zx) pero,
siccome Oz (R) < Uy(C), esiste una base ON di C? (con prodotto hermitiano standard) che diagonalizza
Ry, e i corrispondenti autovalori hanno modulo 1. Infatti

1 | .
ﬁ(lv _Z)v ﬁ(lvl)'

¢ una base ON di autovettori di Ry, e

1 1 1 1
Ryp-— | _.) =(cosf +isinf)— .
75 (31) = 7 ()
Notate che ’angolo di rotazione 6 & determinato a meno del segno dagli autovalori (complessi) di Ry (il
segno di 6 & legato alla scelta di un ”verso” nella base ON di R?). Notate anche che i due autovettori
della base che abbiamo dato sono 'uno il coniugato dell’altro, cioe se v := %(1, —1), allora la base ON

di autovettori & {v, 7}, dove T & il vettore che ha come entrate i coniugati delle entrate di v. Infine la
base standard, e quindi ON, di R? ¢ ottenuta a partire dalla base ON di autovettori tramite le formule

(1,0) = %(v +7),  (0,1) = \%(w — ). (6.10.2)

Proposizione 6.10.3. Siano (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo finitamente generato e f € O(V).
FEsiste una decomposizione in somma diretta ortogonale (vedi la Definizione 6.5.8)

V=Vi(f)@LVaa(f)@L Ar... . @14, (6.10.3)

tale che per ogni j € {1,...,c} il sottospazio A; ha dimensione 2, si ha f(A;) = A; e la restrizione di
f a Aj é una rotazione.

Dimostrazione. Iniziamo dimostrando la tesi nel caso in cui V sia R™ con il prodotto scalare standard. E
sufficiente dare una base ON {X; ..., X, Y1,..., Y3, Uy, W1, U, Wo, ..., U, W.} di R" e 0y,...,0. € R
tali che

f(Xp)=X,, 1<p<a,  f(Yy)=-Y, 1<q<b (6.10.4)
e
f(Us) = cosOsUg +sin Wy, f(W,) = —sinbUg + cos W, 1<s<ec. (6.10.5)
Abbiamo f = L4 dove A € O,(R). Sia
cn . cn
Z — A-Z

cioé l'applicazione L4 dove A & pensata come elemento di M, ,(C). Ovviamente F(Z) = f(Z) per
Z € R™. Siccome A! - A (perche A € O, (R)) e A = A segue che F € U, (C). Per la Proposizione 6.9.15
F' & diagonalizzabile e quindi
> dime Va(F) = n. (6.10.6)
A

Siano A, u € C autovalori di F' e U, W € C™ autovettori con autovalori A e u rispettivamente. Per la
Proposizione 6.9.15 sappiamo che 1 = |u| cioe i = p~!, e quindi

(U,WY = (F(U), F(W)) = (AU, uW'> = MU, W' = A= XU, W, (6.10.7)

Ne segue che se A £ p allora (U,WW) = 0. In altre parole vettori appartenenti ad autospazi diversi
sono ortogonali. Ora procediamo a costruire una base ON tale che valgano (6.10.4) e (6.10.5). Per
ciascuno degli autovalori reali (che appartengono a {1,—1}) esiste una base ON reale dell’autospazio
corrispondente: siano {X7...,X,} una base ON reale di Vi(F) e {Y1,...,Y,} una base ON reale di
V_1(F). Ora sia A un autovalore non reale di F. Se Z = (21,...,2,) € C" poniamo Z := (Z1,...,%,).
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Siccome A ¢ reale un vettore (colonna) Z € C™ & soluzione dell’equazione (A1, — A)-Z = 0 se e solo se
Z & soluzione dell’equazione (Al,, — A) - Z = 0. Quindi I'applicazione Z +> Z (che non ¢ C-lineare ma
R-lineare) definisce un isomorfismo di spazi vettoriali reali Vy(f) — Vi(f). Percid le dimensioni reali
di VA(f) e Vi(f) sono uguali e, siccome le dimensioni complesse sono la meta delle dimensioni reali,

abbiamo
dime V5 (f) = dime Vi (f). (6.10.8)

Per ogni coppia di autovalori complessi coniugati {\, A} scegliamo uno dei due autovalori, sia A, e
una base {T1,...,T4} di VA(F) che sia ON per il prodotto scalare hermitiano standard su C". Allora
{T'1,...,T4} ¢ una base di V5(#) ON per il prodotto scalare hermitiano standard su C™ perche

J— J— 7t J— — —_
(T;,Twy=T; Tp=TFTp = 83, = Oy

Poniamo

1 _ 1 _
= —(Ts +Ts), Wy = —0Ts —iT).

5@+ T) 25T~ T.)
Un facile calcolo mostra che Uy, W, sono vettori reali, che sono ortonormali per il prodotto euclideo
standard e che

Us

f(Us) = cosOsUg + sin O W, f(Wy) = —sin0,U; + cos 0, Ws. (6.10.9)

Quindi se raccogliamo tutti i vettori vettori Us; e Wy ottenuti in tal modo e aggiungiamo i vettori
X1...,Xq,Y1,..., Y, abbiamo in tutto n vettori (per le equazioni in (6.10.6) e (6.10.8)) e percio

X1 Xa Yoo Yo, Uy, Wi, Us, W, ... U, W (6.10.10)

¢ una base ON di V tale che valgano (6.10.4) e (6.10.5).
Ora trattiamo il caso generale. Sia n := dim V. Per I’Esempio 6.8.4 esiste un isomorfismo

o: (R, {,)st) = (Vi$,)),
dove {, Y5 ¢ il prodotto scalare standard. Siccome ¢ e f sono isometrie, lo & anche
o lofoyp: R" - R

Quindi ¢! o f o & un elemento di O,(R), e percido esiste una decomposizione ortogonale data

da (6.10.10) che ha le proprieta della tesi. Applicando ¢ a ogni addendo in (6.10.10) otteniamo una
decomposizione ortogonale di V' che ha le proprieta enunciate nella tesi. O]

Sia V' uno spazio vettoriale euclideo di dimensione finita. Ricordiamo che un’isometria di V', cioe
un elemento di O(V), ha determinante +1 (vedi I’Osservazione 6.8.11), e che

SO(V) ={ge O(V) | Det(g) = 1} = O(V) n GL* (V)

¢ un sottogruppo di O(V) (ricordiamo che GL™ (V) ¢ il gruppo degli elementi di GL(V) con determinante
positivo, vedi la Sezione 5.11).

Corollario 6.10.4. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo finitamente generato. Se f € SO(V)
esiste una decomposizione in somma diretta ortogonale

V=Vi(f)®L B1...,®.Bq,

tale che per ogni j € {1,...,d} il sottospazio B; ha dimensione 2, si ha f(B;) = B; e la restrizione di
f a Bj é una rotazione. Se invece f € (O(V)\SO(V)) (cioé det(f) = —1) esiste una decomposizione in
somma diretta ortogonale

V=Vi(f)®LW®L B:1...,®LBq,

tale che dimW =1, f(v) = —v per ogniv e W e per ogni j € {1,...,d} il sottospazio Bj ha dimensione
2, si ha f(Bj) = Bj e la restrizione di f a B; € una rotazione.
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Dimostrazione. Supponiamo che f € SO(V). Per la Proposizione 6.10.3 abbiamo la decomposizione
ortogonale data da (6.10.3). Siccome 1 = det(f) = (—1)4™V-1(f) la dimensione di V_; (f) & pari e quindi
possiamo scegliere una decomposizione ortogonale V_1(f) = W1 @, ... ®; W,, dove dim W}, = 2 per

ogni k € {1,...,m}. Siccome la moltiplicazione per —1 su uno spazio vettoriale euclideo di dimensione
2 ¢ uguale alla rotazione di angolo +7, basta porre {Bi,...,Bgq} = {A1,..., Ac, W1,...,Wp}. Se
f e (O(V)\SO(V)) si procede in modo analogo. O

Esempio 6.10.5. Esaminiamo il contenuto del Corollario 6.10.4 nel caso in cui V' abbia dimensione 2 o
3. Se dimV = 2 allora gli elementi di SO(V') sono le rotazioni. Invece gli elementi di (O(V)\SO(V))
sono le f con autovalori +1 e relativi autospazi ortogonali tra loro. Ora supponiamo che dimV = 3.
Se f € O(V) allora esiste una decomposizione in somma diretta ortogonale

V=U®, B, (6.10.11)
dove dimU = 1, dim B = 2, la restrizione di f a B & una rotazione e per v € U si ha f(v) = v se
feSO(V)e f(v) =—vse fe (O(V)\SOV)).

Dimostreremo che si pud passare con continuitd da ogni elemento di SO(V) a ogni altro elemen-
to di SO(V), ma che non si pud passare con continuitd da un elemento di SO(V) a un elemento
di (O(V)\SO(V)). Prima diamo definizioni che sono 'analogo per O(V) di definizioni date nella
Sezione 5.11 per GL(V).

Definizione 6.10.6. Sia V' uno spazio vettoriale euclideo di dimensione finita, e sia I < R un intervallo.
Un’applicazione v: I — O(V) & continua se la composizione I —» O(V) < GL(V) & continua, cioé se
scelta una base B (vedi I'Osservazione 5.11.2) 'applicazione

I — M,.(R)
to— ME(y(t)

¢ continua.

Esempio 6.10.7. L’applicazione

R — 0(2)
cost —sint
b= R (sint cost )

¢ continua.

Definizione 6.10.8. Sia V' uno spazio vettoriale euclideo di dimensione finita. Una isometria g € O(V)
& deformabile in in una isometria h € O(V) se esiste un’applicazione continua v: [a,b] — O(V) tale che

v(a) =g e~(b) = h.
Esempio 6.10.9. Gli esempi 6.10.5 e 6.10.7 mostrano che se g, h € SO(2), allora g & deformabile in h.

Per I’Osservazione 5.11.7 la relazione definita nella Definizione 6.10.8 ¢ di equivalenza.

Proposizione 6.10.10. Sia V uno spazio vettoriale euclideo di dimensione finita, e siano g,h € O(V).
Allora g ¢ deformabile in h se e solo se g,h € SO(V) oppure g,h € (O(V)\SO(V)).

Dimostrazione. Se g e h non sono entrambi elementi di SO(V) o di O(V)\SO(V), allora non sono
deformabili I'uno nell’altro per 1’Osservazione 5.11.7.

Ora supponiamo che g, h € SO(V) e dimostriamo che sono deformabili 'uno nell’altro. Siccome la
relazione che stiamo considerando & di equivalenza, e siccome Idy € SO(V), & sufficiente dimostrare che
g & deformabile in Idy . Questo segue immediatamente dal Corollario 6.10.4 e dall’Esempio 6.10.9.

Infine supponiamo che f,g € (O(V)\SO(V)). Si dimostra che f si deforma in g procedendo esatta-
mente come nella dimostrazione della Proposizione 5.11.8: si ha g~ - h € SO(V), e quindi per quanto
appena dimostrato esiste un’applicazione continua v: [a,b] — GL,(V)) tale che v(0) = g~'-h e
~(1) = Idy. L’applicazione ¢: [a,b] — GL(V) definita da ¢(t) := g - v(t) & continua e si ha ¢(0) = h,
p(1) =g. O
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Osservazione 6.10.11. Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione finita. La relazione tra elementi
di GL(V) definita da g ~ h se g & deformabile con continuita in h ¢ di equivalenza, e analogamente per
la relazione definita in modo simile per elementi di O(V,{,}) se {,) & un prodotto scalare euclideo.

Esercizi del Capitolo 6

Esercizio 6.1. Siano
2 -1 2
A= [ 1 ] B:= [ 3

(X, a:=X"' A.Y, (X,Y)p:=X"-B-Y.

e per X,Y € R? poniamo

Verificate che (,>a e {, B sono prodotti euclidei.

Esercizio 6.2. Sia
U := {X6R3|x1+2w2+3x3:0}.

Sia v:= (1,1,1). Determinate la proiezione ortogonale di v su U, se R® ha il prodotto scalare standard.

Esercizio 6.3. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo. Sia 0 & v € V. Definiamo

Ry

Vv = 14
{w,vy

IER

w o> w—2 v

(1) Dimostrate che R, € O(V).

(2) Interpretate geometricamente R, nel caso in cut V = V(E™) con m € {2,3}.
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Capitolo 7

Spazi affini euclidei

7.1 Definizione e prime proprieta

Definizione 7.1.1. Uno spazio affine euclideo & una coppia (S,{,)), dove S & uno spazio affine reale, e {,) &
un prodotto scalare euclideo sullo spazio vettoriale V(S) delle traslazioni di S.

Definizione 7.1.2. Sia (S,{,)) uno spazio affine euclideo. La distanza tra punti P,Q € S &
d(P,Q) := || PQ]|.
Esempio 7.1.3. Tl piano euclideo E? e lo spazio euclideo E® con il prodotto scalare delle scuole (definito dopo

aver introdotto una unita di misura) sono spazi affini euclidei. La distanza & quella definita dall’unita di misura.

Esempio 7.1.4. Uno spazio vettoriale euclideo (V,{, )) & anche uno spazio affine euclideo, se si da a V' la struttura
di spazio affine in cui (V) = V e lazione ¢ definita dall’addizione. La distanza & data da

dv,w) = [Jv —w|| = (v —w,v—w))*/?.

In particolare A™(R), cioé R™ visto come spazio affine (su R), con il prodotto scalare standard, cioe
(X, Y) =) i
=1

per X,Y € V(AR) = R™ & uno spazio affine euclideo. La distanza ¢ data da

n 1/2
d(X,Y) = <Z(x - yi)2> )

Denotiamo (A™(R),{,)) con E™(R). Questo & lo spazio affine euclideo standard.
Osservazione 7.1.5. La nozione di spazio affine euclideo € modellata su quella di piano euclideo e spazio euclideo
(vedi ’Esempio 7.1.3). Ci permette di trattare analoghi del piano euclideo (e dello spazio euclideo) di dimensione
arbitraria.
Proposizione 7.1.6. Sia (S,{,)) uno spazio affine euclideo, e sia d(,) la distanza associata. Allora

1. Per ogni P,Q €S si ha d(P,Q) =0, e d(P,Q) =0 se e solo se P = Q.

2. d(P,Q) = d(Q, P) per ogni P,Q €S.

3. Siano P,Q,R € S. Allora
d(P,R) < d(P,Q) + d(Q, R)

e st ha eguaglianza se e solo se Q é un punto dell’inviluppo convesso di P e R, cioé esistono s,t = 0 con
s+t=1 tali che
Q =sP +tQ. (7.1.1)
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Dimostrazione. (1): d(P,Q) = Hm”, quindi € non negativo, ed & nullo se e solo se P_Q) = 0, cioeé se e solo se
P=Q. (2): d(P,Q) = ||PQ|| e d(Q, P)| = ||QP||. Siccome QP = —PQ, segue che d(P,Q) = d(Q, P). (3): Per
la diseguaglianza triangolare abbiamo

d(P,R) = ||PR| = [PQ + QR|| < |[PQ| + [|QR| = d(P,Q) + d(Q, R).

Inoltre sappiamo che si ha eguaglianza se e solo se esiste A > 0 tale che m = )\Q_R) oppure @ = /\w.
Supponiamo che m = )\@), e quindi

A 1
2 QR- ——PQ=0.
1+ )\@ 1+ )\ﬁ 0
Allora vale (7.1.1) con s = notate che sono non negativi, e che la somma ¢ 1). Infatti
1
1 py A 1 op 1
T+ +1+AR @I +1+A_§ @ 1+A_©+1+A_§ @

Analogamente si dimostra che se @ = )\m allora @ € un punto dell’inviluppo convesso di P e R.
Il viceversa, cioé che se @) &€ un punto dell’inviluppo convesso di P e R allora la diseguaglainza triangolare &
una eguaglianza si dimostra in modo simile. (I

1 —
ﬁet—

A
1+ m(

Se (S,{,)) & uno spazio affine euclide, un sottoinsieme L c S & una semiretta se esistono un punto Pp € S e
un vettore v € V(S) tali che
L={P,+tv|t=0}. (7.1.2)
Data una semiretta L, il punto P & I'unico punto tale che valga 'eguaglianza in (7.1.2) (facile dimostrazione):
e origine di L. 1l vettore v non & univocamente determinato, infatti ¢ determinato a meno di moltiplicarlo per
un reale (strettamente) positivo. Siano L, M < S semirette, cioé

L={Po+tv|t=0}, M={Qo+swl|tz=0}

L’angolo tra L e M & langolo tra v e w (vedi la Definizione 6.3.5). Notate che I’angolo & ben definito percheé v
e w sono determinati a meno di riscalamento per un reale positivo.

La definizione di angolo tra rette non ha senso perche ’angolo tra vettori non nulli v e w non ¢ uguale
all’angolo tra v e —w, a meno che (v, w) sia nullo. In questo caso diciamo che le rette sono ortogonali. Piu in
generale, sottospazi affini A, B c S sono ortogonali se i sottospazi vettoriali V(A), V(B) < V(S) sono ortogonali
(vedi la Definizione 6.3.6).

Sia (S,{,») uno spazio affine euclideo di dimensione finita. Ricordiamo che un riferimento affine ¢ un
isomorfismo di spazi affini

s 25 A™(R)
ed ¢ determinato dall’origine O € S e da una base B = {v1,...,v,} di V(S). L’inversa X! ¢ data da

A"R) X5 S
(z1,..yzn) — O+ 3 xv;

i=1
Se P €S le entrate di X (P) sono le coordinate di P nel riferimento affine RA(O, B).

Definizione 7.1.7. Sia (S,{,)) uno spazio affine euclideo di dimensione finita. Un riferimento affine di (S, {,))
& ortonormale se la base B di V(S) & ON, e si denota RO(O, B).

Proposizione 7.1.8. Sia RO(O, B) un riferimento ortonormale di (S,{,)). Se
P(mla"'7xn)7Q(y17"'ay”) € S?

n 1/2
Q) = (Z(xz —yi)2> :
i=1
Dimostrazione. Per definizione

d(P.Q)) —H@H—HE xzvzn—(z ) >/

allora

3

Convenzione 7.1.9. Da ora in poi uno spazio affine euclideo (S, <, )) verra denotato semplicemente con S.
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7.2 Ginnastica affine euclidea

Sia S uno spazio affine euclideo di dimensione finita. Passeremo in rassegna alcune costruzioni legate alla
presenza della distanza tra punti di S e alla nozione di angolo tra vettori (non nulli) di V(S). Per svolgere gli
esercizi “ginnici” sard conveniente introdurre un riferimento ortonormale RO(O, B), dove B = {v1,...,v,}. La
prima osservazione & che le equazioni cartesiane di un sottospazio affine T < S

1121 + ...+ a1,nTn + b1 0, (7.2.1)
........................ = 0, (7.2.2)
a;i1T1 + ...+ ainTn +b; = 0, (7.2.3)
........................ = 0, (7.2.4)
Gm1Z1+ ...+ mnZTn +bm = 0, (7.2.5)
(7.2.6)

si possono interpretare come

T={PeS|(PoP,u)=...=(PoP,un) =0}, (7.2.7)

dove
Ui = A3, 101 + ... + Qi nUn, (7.2.8)
e Py(ZT1,...,Tn) € T & un punto fissato. Infatti P(z1,...,z,) € T seesolose (£1—71,...,Tn—Tn) & soluzione del
sistema omogeneo associato al sistema in (7.2.1), ovvero se e solo se il vettore PoP = (21 —%1)v1+. . .+ (Zn—Tn )vn
¢ ortogonale al vettore u; per ¢ € {1,...,m}. Vediamo anche che
V(T) = {u1,. .., um}" (7.2.9)

Ora diamo un analogo affine della proiezione ortogonale su un sottospazio (vedi la Definizione 6.5.5).

Proposizione 7.2.1. Siano S uno spazio affine euclideo di dimensione finita e T < S un sottospazio affine.
Dato P € S esiste un punto Qo € T che minimizza la distanza tra punti di T e P, cioé

d(P,Qo) <d(P,Q) VYQEeT, (7.2.10)
e tale punto & unico, cioé si ha equaglianza solo se Q@ = Qo.

Dimostrazione. Sia Py € T. Sia v := my(m) (Fo I_D)) la proiezione ortogonale di PoI_D) su V(T), vedi la Definizio-
ne 6.5.5. Poniamo Qo := Py + v, e quindi

PoP = PoQo + QoP = v+ QoP. (7.2.11)

Per definizione di proiezione ortogonale il vettore QOT5 ¢ ortogonale a ogni vettore di V(T).
> >
Ora sia Q € T. Allora PQ = PQo + QoQ, e siccome QoQ € V(T) i vettori PQo e Q0@ sono ortogonali.

Quindi
d(P,Qo)* = [|PQs|* < ||PQI* + [|QuQI* = ||PQ|* = d(P,Q)*.
Questo mostra che vale (7.2.10), e anche che 'uguaglianza vale solo se Q = Qo. O

Definizione 7.2.2. Siano S uno spazio affine euclideo di dimensione finita e T < S un sottospazio affine. La
proiezione ortogonale di un punto P € S su T & 'unico punto Qo € T che minimizza la distanza tra punti di T e
P, cioe tale che valga (7.2.10). La distanza tra P e T ¢ la distanza tra P e la sua proiezione ortogonale su T ed
¢ denotata d(P,T).

Per la Proposizione 7.2.1 si ha
d(P,T) = min{d(P,Q) | Q  T}.

Esempio 7.2.3. Nelle ipotesi della Proposizione 7.2.1 calcoliamo esplicitamente la proiezione ortogonale di un
punto sul sottospazio T. Sia RO(O, B) un riferimento ortonormale di T. Se estendiamo B a una base B di V(S)
allora RO(O, g) ¢ un riferimento ortonormale di T. Siano m e n le dimensioni di T e S rispettivamente. Allora
nelle coordinate (z1,...,2y) il sottospazio T ha equazioni cartesiane

Tmt1 =...=xy =0.
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La proiezione ortogonale su T ¢ data da

S — T

P(zi,...,2n) +— Q(x1,...,Zm,0,...,0) (7.2.12)

In particolare vediamo che 'applicazione 7: S — T che associa a P la sua proiezione ortogonale ¢ affine. In
effetti 7 ¢ la proiezione su T parallela a V(’]I‘)l definita nell’Esempio 4.4.5

Esempio 7.2.4. Dinorma ¢ laborioso cambiare coordinate affini in modo da rientrare nell’Esempio 7.2.3. Vediamo
come procedere direttamente nel caso in cui T < S abbia codimensione 1. Supponiamo che nelle cordinate
(z1,...,zn) di un riferimento ON T abbia equazione

flx1,...,2n) =a121 + ... + anzn + b =0,
a calcoliamo la proiezione ortogonale di P(c,...,c,) su T e la distanza d(P, T). Sia
U:=aiv1 + ...+ antn.

Allora (vedi (7.2.9)) N
V(T) =u".

Scegliamo Py(—b/a1,0,...,0) € T, supponendo che a; # 0. Abbiamo
b n
P()T' =lc1+ — v+ Z C;iVj.
a1 i=2
La proiezione ortogonale Qo di P su T ¢ caratterizzata dall’equazione
PO_P) = PyQo + zu,

dove x € R & un’incognita. Notate anche che
2y1/2
d(P,T) = |leul| = |a| - [[ul| = |a| - (] ui)">.
i=1

Quindi si tratta di determinare x. Siccome Py € ortogonale a u abbiamo
(PoP,uy = (PoQ0 + wu, uy = a[u]|*.

Ma
(PoP,uy = f(o),

e quindi = f(c1,...,¢n)/||u||>. Segue che

d(P,T) = [flciy .. en)|

(w72
e la proiezione ortogonale Qo di P su T & data da
flei, ..., en)un fler, ... en)un
- o T |- 7.2.13
@ (o= Hop e Tull (7219

Le stesse formule valgono se a; = 0.

7.3 Applicazioni che preservano le distanze

Definizione 7.3.1. Siano S e T spazi affini euclidei. Un’applicazione @¢: S — T preserva le distanze se per ogni
P,QeSsiha

d(@(P),®(Q)) = d(P, Q).

ed ¢ una isometria se preserva le distanze ed & biunivoca.

Osservazione 7.3.2. Se @ preserva le distanze, allora ¢ iniettiva. Quindi & biunivoca se e solo se € suriettiva.
Inoltre se & una isometria, anche l'inversa preserva le distanze (e quindi & una isometria).
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Esempio 7.3.3. Se S ha dimensione finita e RO(O, B) & un riferimento ON, allora 1'isomorfismo di spazi affini
X:S 5 E*(R) definito da RO(O, B) & una isometria.

Esempio 7.3.4. Siano S e T spazi affini euclidei, e sia ¢: V(S) — V(T) un’applicazione lineare tale che

()] = |l
per ogni v € V(S). Siano Py € S e Qo € T. Definiamo
S T

P~ Qo+¢(PP)
Allora @ preserva le distanze. Infatti
d(@(P), #(R)) = |8(P)B(R)| = |l¢(PQ)|| = IPQI|| = d(P,Q).
Il prossimo risultato afferma che in dimensione finita ogni isometria & affine. (Vedi ’'Esempio 7.3.4.)

Teorema 7.3.5. Sia S uno spazio affine euclideo di dimensione finita. Se @: S — T preserva le distanze allora
esistono un’applicazione lineare ¢: V(S) — V(T) tale che

lp@)Il = [lv]] Vv eV(S), (7.3.1)

e punti Py €S, Qo € T tali che
B(P) = Qo + p(RP)

In particolare @ é un’applicazione affine.
Per dimostrare il Teorema 7.3.5 abbiamo bisogno del seguente risultato.

Proposizione 7.3.6. Siano (V,{,)) e (W,{,)) spazi vettoriali euclidei con dimV < 0. Sia ¢: V — W
un’applicazione (a priori non necessariamente lineare) tale che

1. ¢(0)=0¢e
2. |le(v) = p(w)|| = |[v — w|| per ogni v, we V.
Allora ¢ ¢ un’applicazione lineare e per ogni v € V wvale
@)l = l[v]]- (7.3.2)
Dimostrazione. Iniziamo notando che per ogni v € V si ha
@) = [le(v) = Ol = lle(v) = O)I| = [lv = O[] = ||v]l, (7.3.3)
cioe¢ vale (7.3.2). Ora dimostriamo che per v,w € V si ha
(p(v), p(w)) = (v, w). (7.3.4)
Infatti abbiamo
lle(@)* = 2p(v), p(w)) + [lpw)[I* = llev) = e()||* = |lv —wl* = [Jv||* = 2¢v, w) + [Jw]|*,

e per (7.3.3) si ha ||p(v)||* = ||v||? e ||e(w)]|* = ||w]||?, da cui segue che vale (7.3.4).

Sia {v1,...,v,} una base ON di V. Per quello che abbiamo dimostrato finora ¢(v1),...,¢(v,) sono vettori
ortonormali di W.
L’immagine di ¢ ¢ contenuta nel sottospazio Span(¢(vi),...,¢(vn)) (se sapessimo che ¢ & lineare questo

sarebbe ovvio, ma stiamo appunto dimostrando che & lineare). Infatti, se non fosse cosi esisterebbe v,41 € V
tale che
dim Span(p(v1),...,0(Vn), p(vns1)) =n+ 1. (7.3.5)
Per (7.3.4) la matrice (n + 1) x (n + 1) con entrate {v;, v;) per i,j € {1,...,(n + 1)} & uguale alla matrice con
entrate {¢(v;), ©(v;)). Questo & assurdo: la prima matrice ha rango n perche dim V' = n, mentre la seconda ha
rango (n + 1) per (7.3.5). (Se questo argomento non ¢ chiaro, assumete che dim V' = dim W, allora I'immagine
di ¢ & contenuta nel sottospazio Span(p(vi),...,p(v)) perche {o(v1),...,o(vn)} & una base ON di W.)
Sia v € V. Siccome {v1,...,v,} & una base ON di V, sicome I'immagine di ¢ & contenuta nel sottospazio
Span(¢(vi),...,¢(vn)) e {o(v1),...,¢(vn)} & una base ON di tale sottospazio, e siccome vale (7.3.4), abbiamo

n

@ <Z<v,vi>vi> = ¢(v) = Z<so(v),<ﬁ(w)>w(vi) = D v, v)p(vi).

=1 1=1

Questo dimostra che ¢ & un’applicazione lineare. O
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Dimostrazione del Teorema 7.3.5. Scegliamo Py € S e definiamo ¢: V(S) — V(T) ponendo

p(PP) = &(Po)B(P).

Dimostriamo che ¢ & un’applicazione lineare e che vale (7.3.1) applicando la Proposizione 7.3.6. Dobbiamo
controllare che valgano le ipotesi. E chiaro che ¢(0) = 0. Per vedere che vale la seconda ipotesi, siano P, Q € S.
Allora

lp(PoP) — o(RoQl|) = ||8(Po)@(P) — 2(Po)®(Q)|| =
= 18(Q2(P)|| = d(@(P), #(Q)) = d(P,Q) = [[PQ|| = [|lP - Q|-

Questo dimostra che vale anche la seconda ipotesi. Quindi per la Proposizione 7.3.6 'applicazione ¢ ¢ lineare e
vale (7.3.1). Ora sia Qo := @(Fy). Allora per P € S si ha

B(P) = Qo + B(Po)P(P) = Qo + ¢(PoP).

Il risultato che segue & una conseguenza immediata del Teorema 7.3.5 e dell’Esempio 7.3.4.

Corollario 7.3.7. Sia S uno spazio affine euclideo di dimensione finita. Un’applicazione @: S — T preserva
le distanze se e solo se ¢ affine e Uapplicazione lineare V(®): V(S) — V(T) é un’isometria di spazi vettoriali
euclides.

Esempio 7.3.8. Siano S uno spazio affine euclideo di dimensione finita e T < S un sottospazio affine. La
riflessione nel sottospazio T & l'applicazione Rr: S — S definita come segue. Dato P € S, sia Qo € T la
proiezione ortogonale di P su T (vedi la Definizione 7.2.2); poniamo

Rr(P) := Qo + PQo.

Sia RO(O, g) un riferimento ON su S come nell’Esempio 7.2.3 (e quindi T ha equazioni cartesiane m4+1 = ... =

z,, = 0). Nelle coordinate (z1,...,z,) la riflessione & data da
Ry
S — S (7.3.6)
P(zi,...,2n) +—  Q(T1, .., Tm, —Tm+ly.-.y—Tn)

Infatti questo segue dalla formula (7.2.12) per la proiezione di S su T. Come conseguenza vediamo che la
riflessione € un’isometria di S. Notiamo anche Rt o Rt = Ids.

7.4 Isometrie

Considerazioni generali

Definizione 7.4.1. Siano S e T spazi affini euclidei. Un’applicazione @: S — T ¢ un’isometria se preserva le
distanze ed e biunivoca.

Lasciamo al lettore la (semplice) dimostrazione del seguente risultato.

Proposizione 7.4.2. Se S é uno spazio affine euclideo, allora lidenita Id: S — S é un’isometria. Se ®: S — T
& un’isometria di spazi affini euclides, allora anche Vinversa @~ ': T — S & un’isometria. SeW: T — U é un’altra
isometria, allora anche la composizione W o ®: S — U & un’isometria.

Definizione 7.4.3. Spazi affini euclidei S e T sono isometrici se esiste un’isometria @: S — T. (La terminologia
ha senso perche esiste un’isometria @: S — T se solo se esiste un’isometria ¥: T — S, vedi la Proposizione 7.4.2.)

Proposizione 7.4.4. Spazi affini euclidei della stessa dimensione finita sono isometrici.
Dimostrazione. Siano S, T spazi affini euclidei di dimensione n. Per I’Esempio 7.3.3 esistono isometrie
s E'(R), T-2E"(R),

e la composizione ¥~ ! 0 &: S — T & un’isometria per la Proposizione 7.4.2. O
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Definizione 7.4.5. Sia S uno spazio affine euclideo. Per la Proposizione 7.4.2 la composizione di due isometrie
di S (cioe isometrie da S a S) & un’isometria di S, e I'insieme delle isometrie di S con 'operazione di composizione
¢ un gruppo. Lo denotiamo Isom(S).

Esempio 7.4.6. Sia E™(R) lo spazio affine euclideo standard, vedi ’'Esempio 7.1.4. Per il Teorema 7.3.5 ogni
isometria di E"(R) & un’applicazione affine la cui applicazione lineare associata R™ — R™ & nel gruppo ortogonale
(preserva {,)). Viceversa ogni tale applicazione affine ¢ un’isometria. Quindi gli elementi di Isom(E™(R)) sono
dati da
E*"(R) — E™(R)
X — A-X+B
dove A € O,(R) e B € My,1(R) & una matrice colonna.

(7.4.1)

Osservazione 7.4.7. Se S, T sono spazi affini euclidei e ¢: S — T & un’isometria, allora i gruppi Isom(S) e
Isom(T) sono del tutto indistinguibili. Infatti definiamo un isomorfismo tra Isom(S) e Isom(T) cosi:

Isom(S) —  Isom(T)

F = Bofoo-! (7.4.2)

Quindi per la Proposizione 7.4.4 il gruppo delle isometrie di un qualsiasi spazio affine euclideo di dimensione n
& isomorfo al gruppo delle isometrie di E"(R).

Osservazione 7.4.8. Una maniera equivalente di formulare la stessa affermazione ¢ la seguente. Se S € uno spazio
affine euclideo di dimensione finita n e RO(O, B) ¢ un riferimento ON di S, allora f: S — S & un’isometria se
e solo se ¢ un’applicazione affine che nelle coordinate X di RO(O,B) & data da (7.4.1) con A € On(R) e
B € M,,1(R) una matrice colonna.

Chiudiamo con una considerazione che motiva la parte rimanente della presente sezione. In apparenza I'E-
sempio 7.4.6 e ’Osservazione 7.4.7 rispondono alla domanda: come si descrivono le isometrie di uno spazio affine
euclideo (di dimensione finita)? In veritd la descrizione esplicita delle isometrie contenuta nell’Esempio 7.4.6
non ¢ illuminante. Se, per esempio, ci chiediamo come si scrive la stessa isometria in coordinate cartesiane
diverse, la risposta non ¢ particolarmente semplice. In altre parole, mentre la matrice ortogonale A rappresen-
ta Papplicazione lineare V(®), la traslazione definita da B non ha alcun significato intrinseco. Nelle prossime
sottosezioni cercheremo di dare descrizioni geometriche (cioé non legate alla scelta del sistema di coordinate
cartesiane) delle isometrie di uno spazio affine euclideo.

Movimenti rigidi

In questa sottosezione S ¢ uno spazio affine euclideo di dimensione finita. Per il Corollario 7.3.7 abbiamo un
omomorfismo suriettivo di gruppi

Isom(S) — O(V(S))

7.4.3
@ - V(D) (743)

Ricordiamo che SO(V(S)) < O(V(S)) ¢ il sottogruppo delle isometrie che hanno determinante 1. Poniamo
Isom™ (S) := {® € Isom(S) | V(&) € SO(V(S))}. (7.4.4)

Gli elementi di Isom™ (S) si chiamano movimenti rigidi, la spiegazione della terminologia & nell’Esempio 7.4.13
e nella Proposizione 7.4.14.

Notiamo che Isom™ (S) & un sottogruppo di Isom(S). Infatti V(Ids) = Idys) e quindi 'identita & un elemento
di Isom™(S), e se ®, ¥ sono elementi di Isom™ (S) allora V(®o¥) = V(®)oV(¥) e quindi & un elemento Isom™ (S),
e anche &' lo & perche V(&) = V(&) 1.
Esempio 7.4.9. Sia E"(R) lo spazio affine euclideo standard. Per I’'Esempio 7.4.6 gli elementi di Isom™ (E™(R))
sono dati da

E"(R) —  E"(R)
X — A-X+B

dove A € SO,(R) e B € My,1(R) ¢ una matrice colonna.

Esiste una nozione di deformabilita di isometrie affini di uno spazio vettoriale euclideo del tutto analoga a
quella di deformabilita di isometrie di spazi vettoriali euclidei. Sia I < R un intervallo, e sia v: I — Isom(S)
un’applicazione. Scegliamo un riferimento ortonormale RO(O,B). Per t € I, siano A(t) € On(R) (qui n :=
dimS) e B(t) € Mp,1(R) le matrici tali che, nelle coordinate del riferimento scelto I'isometria v(t) si data (vedi
I’Esempio 7.4.8) da

X — A(t)- X + B(t).
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Definizione 7.4.10. L’applicazione v: I — Isom(S) & continua se, scelto un qualsiasi riferimento ortonormale
RO(0, B), lapplicazione I — O,(R) che associa a ¢t € I la matrice A(t) & continua, e anche l’applicazione
I — M, 1(R) che associa a t € I la matrice B(t).

Osservazione 7.4.11. Per assicurarsi che v: I — Isom(S) sia continua ¢ sufficiente verificare che le applicazioni
date da A(t) e B(t) siano continue per un riferimento ortonormale RO(O, B). Infatti siano Y sono le coordinate
di un altro riferimento ortonormale. Allora essitono M € O,(R) e C € M, 1(R) tali che la relazione tra le
coordinate X e Y di uno stesso punto sia Y = M - X + C. Quindi nelle coordinate Y lapplicazione (t) ¢ data
da
Y > M-A(t)- M"Y —M-A(t)- M~ -C+ M- B(t) + C.

Segue che se le applicazioni ¢t — A(t) e t — B(t) sono continue allora lo sono anche quelle associate alle nuove
coordinate, perche sono date da t — M - A(t) - M ‘et ——M-A{t)-M*-C+ M- -B(t)+C.

Definizione 7.4.12. Una isometria di ¢ € Isom(S) ¢ deformabile in una isometria U € Isom(S) se esiste
un’applicazione continua ~: [a,b] — Isom(S) tale che v(a) = @ e v(b) = V.

Esempio 7.4.13. Sia @ un movimento rigido di E" (R). Quindi #(X) = A-X+B, dove A € SO, (R) e B € M, 1(R).
Per la Proposizione 6.10.10 esistono un intervallo [a,b] € R e un’applicazione continua ~: [a,b] — SO, (R) tali
che vy(a) = 1, e v(b) = A. Possiamo supporre che a < b perche se a = b allora a = 1,, e quindi possiamo
sostituire  con un’applicazione costante. Definiamo p: [a,b] — Isom(E,(R)) ponendo

t—a
B.
b—a

u(H(X) = (1) - X +

L’applicazione u & costante e u(a) = 1,, p(b) = @. Quindi l'identita di E,(R) & deformabile in &.

Come nel caso di uno spazio vettoriale reale o di uno spazio vettoriale euclideo (finitamente generati), la
relazione di deformabilita e di equivalenza.

Proposizione 7.4.14. Sia S uno spazio affine euclideo di dimensione finita. Due isometrie di S sono defor-
mabile 'una nell’altra se e solo se appartengono entrambi a Isom™ (S) oppure entrambi a Isom(S)\ Isom™ (S).

Dimostrazione. Se I — R & un intervallo e v: I — Isom(S) ¢ un’applicazione continua, allora Det V(®(t)) ¢ una
funzione continua di ¢ € I. Siccome Det V(&(t)) € {+1,—1} e I & un intervallo segue che Det V(&(t)) & costante.
Quindi se due isometrie di S sono deformabili I'una nell’altra, allora sono entrambe in Isom™ (S) oppure entrambe
in Isom(S)\Isom™ (S).

Ora dimostriamo che se due isometrie sono entrambe in Isom™ (S) allora sono deformabili 'una nell’altra.
Siccome la relazione che stiamo considerando & di equivalenza, e siccome Ids € Isom™ (S), & sufficiente dimostrare
che ogni elemento di Isom™(S) & deformabile in Ids. Sia n la dimensione di S. Scegliendo un riferimento
ortonormale RO(O, B) di S definiamo un’isometria ¢: S — E,(S), vedi la Sottosezione 7.4. L’isometria ¢
definisce l'isomorfismo Isom(S) — Isom(E,(R)) definito in (7.4.2), e questo isomorfismo manda Isom™ (S)
in Isom™(E,(R)). Abbiamo visto nell’'Esempio 7.4.13 a che ogni movimento rigido di E,(R) & deformabile
nell’identita di E,(R) e quindi segue che ogni movimento rigido di S & deformabile nell’identita di S.

Infine se &, ¥ € (Isom(S)\ Isom™ (S)) si dimostra che @ si deforma in ¥ procedendo esattamente come nella
dimostrazione della Proposizione 5.11.8 o della Proposizione 6.10.10. O

Dimensione 1

Esaminamo le isometrie di uno spazio affine euclideo S di dimensione 1.
E stato spiegato nella Sottosezione 7.4 che Isom(S) dipende solo dalla dimensione di S, e quindi possiamo
assumere che S = E'(R). Le isometrie sono le applicazioni affini date da

E'R) -5 E'R)
T — ar—+b

dove a® = 1. Se @ = 1 allora f & una traslazione, non ¢’¢ altro da aggiungere. Se a = —1, allora f(z) = —z + b.
Sia RO(O, B) il riferimento ON con coordinata y = z — 2, ciod O = P(%) e B = {1}. In queste coordinate f &
data da

Yy= -y,
e quindi vediamo che ¢ la simmetria (o ribaltamento) nel punto di coordinata = = g. In conclusione Isom™ (S)
consiste del sottogruppo delle traslazioni, (Isom(S)\ Isom™ (S)) consiste delle simmetrie di centro un punto di S.
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Dimensione 2

Esaminamo le isometrie di uno spazio affine euclideo S di dimensione 2.

Definizione 7.4.15. Una @ € Isom(S) € una rotazione se esistono P € S e 6 € R tali che, nelle coordinate X di
un riferimento ON RO(P, B), sia data da
P(X) =Ry - X, (7.4.5)

cosf) —sinf
Ro = [ sin 6 cos ]

dove

Osserviamo che se 6 € 27Z allora Papplicazione @ in (7.4.5) & l'identita Ids, e che se invece 0 ¢ 27Z allora ¢
ha un unico punto fisso, cioe P. In quest’ultimo caso si dice che P & il centro di rotazione di . Una rotazione
di centro P & una rotazione che fissa P, ciog o una rotazione (non uguale all’identita) tale che P sia il suo centro
di rotazione oppure l’identita.

Proposizione 7.4.16. Sia S uno spazio affine euclideo di dimensione 2. I movimento rigidi di S sono le
traslazioni e le rotazioni, cioé @ € Isom™ (S) se e solo se ® & una traslazione o una rotazione.

Dimostrazione. Se & & una traslazione di S allora V(@) = Idy(s), e quindi ¢ & un movimento rigido. Se ¢ & una
rotazione di S allora in una base ON opportuna la matrice associata a V(&) & Ry, e quindi @ € Isom™ (S) perche
Det(Re) =1.

Dimostriamo il viceversa. Possiamo assumere che S = E?(R). Allora $(X) = A- X + B dove Det A = 1.
Per Corollario 6.10.4 abbiamo che A = 15 oppure A = Ry dove 6 ¢ 27wZ. Nel primo caso @ & una traslazione.
Dimostriamo che nel secondo caso esiste un punto fisso P di ¢. Infatti, siccome 1 non & un autovalore di Ry
esiste una soluzione dell’equazione A-X + B = X, cioé dell’equazione (A—15)-X = —B perché Det(A—15) % 0.
Se Y sono le coordinate in un sistema di riferimento ON con origine nel punto fisso P, allora la ¢ & data da
Y — C-Y, dove C € SO(2). Per il Corollario 6.10.4 esiste « € R tale che C = R, (di fatto o = +6 a meno di
multipli interi di 27), e quindi @ & una rotazione. O

Ora passiamo a descrivere le isometrie che non sono movimenti rigidi.

Definizione 7.4.17. Una @ € Isom(S) ¢ una glissoriflessione se ¢ la composizione di una riflessione ortogonale
in una retta L S (vedi "Esempio 7.3.8) e una traslazione 7, con v € V(L).

Osservazione 7.4.18. Sia @ € Isom(S) una glissoriflessione come nella Definizione 7.4.17. Allora ¢(LL) = L perche
la riflessione in L fissa ogni punto di L e 7, manda ogni punto P € L nel punto (P + v) € L (perche v € V(L)).
Sia RO(O, {v1,v2}) un riferimento ON con O € L e v; € V(L). Allora v = avi per un certo a € R e L ha
equazione cartesiana x2 = 0. Nelle coordinate (z1,z2) l'isometria @ ¢ data da

S 2, S
P(zi,22) +— Q(z1+ a,—x2)
Da questa formula si vede che & = 7, o R, = Ry o 7, e che una glissoriflessione non & un movimento rigido.

Inoltre vediamo che L ¢ 'unica retta di S mandata in s¢ stessa da & e tale che la restrizione alla retta sia una
traslazione; L & 'asse della glissoriflessione.

Con la nostra definizione una riflessione in una retta & una glissoriflessione (con v = 0). Spesso si fa

distinzione tra riflessioni e glissoriflessioni con v £ 0, e si chiamano glissoriflessioni solo queste ultime.

Proposizione 7.4.19. Sia S uno spazio affine euclideo di dimensione 2. Una isometria di'S ¢ in Isom(S)\ Isom™ (S),
cioé non € un movimento rigido, se e solo se & una glissoriflessione.

Dimostrazione. Abbiamo visto che le glissoriflessioni sono elementi di Isom(S)\Isom™(S), quindi si tratta di
dimostrare che se che se @ € (Isom(S)\Isom™(S)) allora ¢ & una glissometria. Iniziamo osservando che se esiste
una retta L tale che #(L) = L, allora ¢ & una glissoriflessione. Infatti siccome la restrizione di ¢ a L & una
isometria sappiamo che

1. &: L — L ¢ una traslazione, oppure

2. @: L — L ¢ la riflessione in un punto P € L.
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Supponiamo che valga (1). Quindi @, ¢ la traslazione 7, dove v € V(L). Sia ¥ € Isom(S) la composizione
s sSs.

Allora ¥ & l'identita su L e det V¥ = —1. Segue facilmente che V¥ ¢ la riflessione in IL - scegliete un riferimento
ON RO(O, {v1,v2} con O €L e v1 € T(L). Quindi ¥ = 7_, 0 @ & una riflessione, e percid ® =7} oW = 7,0 ¥
¢ una glissoriflessione. Supponiamo che valga (2). Allora $(P) = P. Scegliendo un riferimento ON RO(P, B)
vediamo che ¢(X) = A - X dove A € (O(2)\SO(2)). Quindi (vedi la Proposizione 6.10.3) A ha due autovettori
ortogonali con autovalori +1 e —1 rispettivamente, e percio @ & una riflessione. La conclusione di quello che
abbiamo dimostrato finora € che per dimostrare la proposizione basta far vedere che esiste una retta L. S tale
che ¢(L) = L.

Siccome V(®) € (0(2)\ SO(2)) sappiamo che V(&) ha due autovettori ortogonali v e w con autovalori +1 e
—1 rispettivamente. Quindi se L. € S & una retta tale che V(L) = Span(v) oppure V(L) = Span(w), allora ®(LL)
¢ una retta parallela a L. Scegliamo una retta L tale che V(L) = Span(w). Definiamo l’applicazione F': L. — L
come segue. Dato P € L sia Tp < S la retta ortogonale a IL contenente P. Siccome V(Tp) & generato da w
Iimmagine ¢(Rp) & una retta parallela a Rp, e che percio incontra L in un (unico) punto @: poniamo F(P) = Q.
I facile verificare che F' & una isometria di L. Inoltre V(F) = —Id perche V(&) & (—1) su V(L). Quindi F &
la riflessione in un punto @ € L. Questo non significa che #(Rg) = R e quindi @ & una glissoriflessione per
quanto dimostrato sopra. O

Dimensione 3

Esaminiamo i movimenti rigidi di uno spazio affine euclideo S di dimensione 3, cio¢ gli elementi di Isom™ (S).

Definizione 7.4.20. Sia T < S un piano. Un’isometria ¥: S — S & una rotazione del piano T se in un
opportuno sistema di riferimento ON RO(O, B) di coordinate (z,y, z) si ha che T ha equazione z = 0 e

U(z,y,2) = (cos Oz — sin Oy, sin Oz cos Oy, z).

In altre parole ¥ manda T in se stesso, la restrizione di ¥ a T & una rotazione, e la restrizione di V()
all’ortogonale di V(T) & l'identita. Nella base B la matrice associata a V(¥) &

cos) —sinf O
sin 6 cosf 0 (7.4.6)
0 0 1

e quindi ¥ e un movimento rigido. Notate che l'identita € una rotazione di T per qualsiasi piano T. Invece una
rotazione ¥ del piano T che non sia ’identita & una rotazione di qualsiasi piano parallelo a T, ma di nessun altro
piano. Inoltre la restrizione di W a un piano parallelo a T ha un unico punto fisso e la retta L perpendicolare a
T per il punto fisso ¢ fissata da ¥ (cio¢ W(P) = P per ogni P € L).

Definizione 7.4.21. Una & € Isom(S) & un movimento elicoidale se esistono un piano T < S e v € V(T+) tali
che &(X) = 7, 0 ¥, dove ¥ & una rotazione del piano T.

Siccome traslazioni e rotazioni di piani sono movimenti rigidi, un movimento elicoidale & un movimento
rigido. Notate che sia le traslazioni che le rotazioni di piani, secondo la nostra definizione, sono movimenti
elicoidali, benche sarebbe pit appropriato parlare di movimenti elicoidali degeneri.

Osservazione 7.4.22. Sia @ € Isom(S) un movimento elicoidale, dato da &(X) = 7, o ¥, dove ¥ & una rotazione
del piano T e v € V(T). Allora si ha anche #(X) = Wor,. Questo si pud vedere scrivendo W(X) nelle coordinate
(z,y, z) della Definizione 7.4.20, vedi la formula in (7.4.6): si ha 7,(z,y,2) = (z,y,z + a) per un opportuno
a € R, e segue immediatamente che 7, o U = W o T,.

Teorema 7.4.23 (Chasles). Sia S uno spazio affine euclideo di dimensione 3. I movimento rigidi di S sono i
movimenti elicoidali.

Dimostrazione. Abbiamo gia notato che i movimenti elicoidali sono movimenti rigidi, quindi si tratta di dimo-
strare che se ¢ ¢ un movimento rigido, allora ¢ un movimento elicoidale. Se V(@) & 'identita allora ¢ ¢ una
traslazione, che ¢ un movimento elicoidale. Se V(@) non ¢ I'identita, allora per il Corollario 6.10.4 esiste una
decomposizione in somme diretta ortogonale

V(S)=U@® W (7.4.7)
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tale che V(®)(v) = v per ogni v € U, &(W) = W, e la restrizione di ¢ a W sia una rotazione diversa dall’identita.
Sia T < S un piano tale che V(T) = W. Definiamo un’applicazione ¥: T — T come segue. Dato P € T sia
Lp la retta per P perpendicolare a T, e quindi di giacitura U perche la decomposizione in (7.4.7) ¢ ortogonale.
Siccome @(U) = U la retta immagine ®(ILp) & una retta perpendicolare a T, in particolare esiste un unico punto
di intersezione tra ¢(Lp) e T: questo ¢ il punto U(P). Si verifica senza problemi che ¥: T — T & un’isometria
con V() uguale alla restrizione di V(®) a W, e quindi & una rotazione che non & l'identitd. Quindi esiste un
unico punto fisso dell’isometria ¥, denotiamolo Fy. Per come ¢ definita ’applicazione ¥ segue che la retta Lp,
per Py ortogonale a T ¢ mandata in s¢ da &, e siccome V(Lp,) = U la restrizione di ¢ a Lp, ¢ la traslazione di
vettore un certo v € U. Il movimento rigido Y := 7_, o @ fissa ogni punto di Lp,, quindi manda T in T. Inoltre

V(T) = V(r—y 0 ) = V(r_) 0 V(@) = V(®),
e quindi T & una rotazione del piano T. Moltiplicando a sinistra per 7, ambo i membri dell’'uguaglianza

T := 7, 0 @ otteniamo che & = 7, o T e quindi ¢ & un movimento elicoidale. O

Esercizi del Capitolo 7
Esercizio 7.1. Sia (R",+) il gruppo R™ con operazione la somma di vettori. Definiamo un’applicazione
Tsom(E" (R)) — (R", +),

come segue. Ogni @ € Isom(E"(R)) é data da

E*(R) -2  E"(R)

X — A-X+B

Poniamo T(®) := B. Dimostrate che T non é un omomorfismo di gruppi (a differenza dell’applicazione
Isom(E"(R)) — On(R) che manda & in V(P).)

Esercizio 7.2. Siano A€ M>2(R) e B € M>:1(R) dati da
A (119169 —120/169) (3
T —120/169 —119/169 ’ —\2)

]EZ i) E2

X ~» A-X+B

Definiamo

a) Verificate che ® € Isom ™ (E?), e quindi ® é una glissometria.
(a) seq g

(b) Determinate l’asse della glissometria &.

Esercizio 7.3. Sia A un piano affine euclideo. Siano &1, P2 glissorifiessioni di assi S1,S2 ortogonali, e vettor:
di traslazione v1,vs rispettivamente.

(a) Dimostrate che ¥ := @1 0 Py & una rotazione di angolo .

(b) Come si determina geometricamente il centro di W ¢ In particolare dimostrate che se ||vi|| = ||vz2|| allora
il centro di U appartiene a una delle due bisettrici di S1,Sa.

Esercizio 7.4. Sia G < Isom(E?(R)) il sottogruppo delle simmetrie di Z*, cioé
G := {® e Isom(E*(R)) | #(Z*) = Z°}.

Descrivete gli assi delle glissometrie in G.
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Capitolo 8

Forme quadratiche e forme bilineari
simmetriche

8.1 Funzioni polinomiali omogenee su uno spazio vettoriale

In questo capitolo gli spazi vettoriali sono finitamente generati. Sia V uno spazio vettoriale su K. Daremo
senso alla nozione di funzione polinomiale omogenea V' — K. Iniziamo con un’osservazione. Sia P: V — K una
funzione. Supponiamo che esista una base {vi,...,v,} di V tale che la funzione f: K" — K definita da

f(x1,...,xp) i= P(x1v1 + ... + TnUn) (8.1.1)

sia polinomiale omogenea di grado d. Cid significa (vedi la Sottosezione 1.7) che esistono fq,
multiindice (di,...,dn) con di + - + dn = d tali che

d,, € K per ogni

.....

. m) = Y faaaitag? e, (8.1.2)
dy+-+dp=d
per ogni (z1,...,2z,) € K". Allora se {w1,...,w,} & una qualsiasi altra base di V' anche la funzione r: K® — K

definita da
(Y1, -, Yn) = P(yrwi + ... + ynwy)

¢ polinomiale omogenea di grado d. Infatti sia A = (ai;) € Mnn(K) la matrice (invertibile) tale che w; =
Z;L:I a;jv;j per ogni 1 <1 < m. Sostituendo questa espressione nella (8.1.1) otteniamo che

n n n n
P(yrwr + ... + ymwm) = P ((Z anyi) v+t (Z amyj> Un) =p <<Z auyz‘) e (Z amyi>> ;
i=1 i=1 i=1 i=1

ed espandendo nelle y1,...,y, i prodotti che appaiono nell’'ultima espressione vediamo che r & un polinomio
omogeneo di grado d nelle y1,...,y,. Per 'osservazione appena fatta ha senso porre la seguente definizione.

Definizione 8.1.1. Sia V uno spazio vettoriale su K. Una funzione P: V — K & polinomiale omogenea di
grado d se, data una base {v1,...,v,} di V, la funzione f: K® — K definita da (8.1.1) & un polinomio omogeneo
di grado d.

Esempio 8.1.2. Una funzione polinomiale omogenea di grado 1 su V' non ¢ altro che una forma lineare su V.

Esempio 8.1.3. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo (in particolare reale) finitamente generato. La funzione

vV — R
voo— |l
¢ polinomiale omogenea di grado 2. Infatti se {v1,...,vn} € una base di V allora

N(z1v1 + ... + Tptn) = Z (ui, V)T T5.

1<i,j<n
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Osservazione 8.1.4. Sia P: V — K una funzione polinomiale omogenea di grado d. Set e K e v e V, allora
P(tv) = t*P(v). (8.1.3)

Infatti sia p: K® — K la funzione definita da (8.1.1). Siccome p & un polinomio omogeneo di grado d vale
p(tee, ... ten) = tdp(xl, ...yZn). Ponendo v = z1v1 + ... + zpv, segue che P(tv) = th(v). L’espressione
“funzione omogenea di grado d” significa esattamente che vale 'uguaglianza in (8.1.3). Infine notiamo che se
d % 0 allora P(0) = 0.

Definizione 8.1.5. Se V' & uno spazio vettoriale su K finitamente generato denotiamo Pg(V') I'insieme delle
funzioni polinomiali omogenee di grado d da V' in K.

Notiamo che P4(V') & un sottospazio dello spazio vettoriale su K delle funzioni da V' in K perche I'insieme
dei polinomi omogenei di grado d & uno spazio vettoriale su K. In particolare P4(V) & uno spazio vettoriale
su K. Ovviamente I’elemento neutro ¢ la funzione costante 0. Se a € K denotiamo con a: V' — K la funzione
costante di valore a (& polinomiale omogenea di grado 0).

Ora definiamo un’azione di GL(V') su P4(V) e consideriamo associata relazione di equivalenza. Sia P €
Pa(V), cioe P: V — K & una funzione polinomiale omogenee di grado d, e sia g € GL(V). La funzione

(8.1.4)

¢ polinomiale omogenea di grado d. Infatti sia {vi,...,v,} una base di V, e sia {wi,...,w,} la base di V
ottenuta ponendo w; := g(v;). Allora

Q(ziwi + ...+ Tpwn) = P(gfl(mwl + ...+ zpwn)) = P(z1v1 + ... 4+ Tpvn). (8.1.5)

Per ipotesi Papplicazione K" — K data da (z1,...,%n) — P(x1v1+. ..+ Znvn) & polinomiale omogenea di grado
d, quindi I'uguaglianza appena scritta mostra che @) & una funzione polinomiale omogenea di grado d.

Definizione 8.1.6. Siano P € P4(V) e g € GL(V). La funzione polinomiale omogenea di grado d definita
in (8.1.4) si denota gP, ciot gP(v) = P(g~'(v)) per ogni ve V.

Sia P € P4(V) una funzione polinomiale omogenee di grado d. Allora Idy P = P e se g,h € GL(V) si ha
ghP = g(hP) perche

ghP(v) = P((gh)™'(v)) = P(h™" 0 g™ (v)) = P(h™' (97" (v))) = g(hP). (8.1.6)

In altre parole 'applicazione
GL(V) X Pd(V) — 'Pd(V)

(g, P) . gP (8.1.7)

& un’azione del gruppo GL(V) sullo spazio vettoriale P4(V) (vedi la Definizione 1.10.13). Qui & importante
notare che se fissiamo g € GL(V) allora I'applicazione P4(V) — Pq(V) data da P +— gP ¢ lineare.

Osservazione 8.1.7. Sembrerebbe piut naturale definire ’azione associando a (g, P) la funzione polinomiale
omogenea v — P(g(v)). Con questa definizione non si ha 'uguaglianza ghP = g(hP) ma piuttosto ghP = h(gP).

Ora definiamo una relazione tra funzioni polinomiali omogenee di grado d dichiarando che P ~ @ se esiste
g € GL(V) tale che Q = gP. Siccome 'applicazione in (8.1.7) ¢ un’azione del gruppo GL(V) la relazione appena
definita & di equivalenza. Infatti P = Idy P mostra che la relazione ¢ riflessiva, la relazione & simmetrica perche
se Q = gP allora P = g7'Q (agite a sinistra su ambo i termini di @ = gP con g™ '), e infine & transitiva per
l'uguaglianza in (8.1.6).

Definizione 8.1.8. Funzioni polinomiali omogenee (di grado d) P,Q € P4(V) sono congruenti se P ~ @, cio¢
se esiste g € GL(V) tale che Q = gP.

E naturale (in molti contesti) porsi il seguente problema: classificare le classi di congruenza di funzioni
polinomiali omogenee su V' (di dato grado), o come si dice “le funzioni polinomiali omogenee a meno dell’azione

di GL(V)".
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Esempio 8.1.9. Le classi di congruenza in P1(V), cioe V'V, sono due: {0} e VV\{0}. Infatti & chiaro che {0}
¢ la classe di congruenza di 0. D’altra parte mostriamo che se P,Q € (VV\{0}) allora P ~ Q. Scegliamo

basi {v1,...,0n—1} € {w1,...,wp—1} di ker(P) e ker(Q) rispettivamente, ed estendiamole a basi {vi,...,vn}
e {wy,...,wy} di V tali che P(vy,) = 1 = Q(wn). Sia g € GL(V) l'unico elemento tale che g(v;) = w; per
i€ {l,...,n}. Mostriamo che gP = Q. Siccome gP e @ sono applicazione lineari ¢ sufficiente verificare che
hanno gli stessi valori sui vettori della base {w1,...,wn}. Per i€ {1,...,n} abbiamo

gP(wi) = P(g~" (wi)) = P(vi) = Q(wi).
(L’ultima uguaglianza vale grazie alla nostra scelta di basi {v1,...,vn} € {w1,...,wn}.)

Notiamo la seguente versione della congruenza tra funzioni polinomiali omogenee.

Osservazione 8.1.10. Due funzioni polinomiali omogenee P, Q € P4(V') sono congruenti se e solo esistono basi
{vi,...,vn} e {w1,...,wn} di V tali che le funzioni polinomiali omogenee f,r: K" — K definite da

flx1, ... 2n) := P(x1v1 + ... + TnUn), (X1, ., Tn) = Q(r1wr + ... + Tpwy) (8.1.8)

sono uguali. Infatti supponiamo che Q = gP dove g € GL(V). Scelta un’arbitraria base {v1,...,v,} di V,
poniamo w; := g(v;) peri € {1,...,n}. Siccome g € GL(V) la lista {w1, ..., wn} & una base di V, e le uguaglianze
in (8.1.5) mostrano che valgono le uguaglianze in (8.1.8). Viceversa se valgono le uguaglianze in (8.1.8) allora
Q@ = gP dove g € GL(V) & 'automorfismo determinato dall’imporre che w; := g(v;) per i € {1,...,n}.

In altre parole classificare le funzioni polinomiali omogenee a meno di congruenza equivale a classificare i
polinomi omogenei a meno di cambiamento di coordinate (attenzione pero alla differenza tra polinomi e funzioni
polinomiali se la cardinalitd di K & “piccola”, vedi la Proposizione 1.7.15).

La classificazione delle classi di congruenza per d > 1 non & nota in generale. La difficolta della classificazione
aumenta rapidamente con il crescere del grado d (eccetto nel caso banale in cui dimV = 1), ed ¢ sensibile alla
scelta del campo K. Nel presente capitolo studieremo le classi di congruenza in P2(V). Anche in questo caso
la classificazione pud non essere semplice, la complessita del problema dipende dal campo K. Noi daremo
la classificazione (elementare) per il campo reale e quello complesso. Gia per il campo Q la classificazione
richiederebbe strumenti piu sofisticati.

8.2 Forme quadratiche

Nella Sottosezione 1.7 abbiamo discusso la differenza che c¢’¢ tra polinomi e funzioni polinomiali se la cardinalita
del campo ¢ finita. Ovviamente questa differenza non esiste per funzioni polinomiali di grado 1. In questo
capitolo studieremo le funzioni polinomiali omogenee di grado 2. Il risultato che segue mostra che anche per
tali funzioni polinomiali omogenee non c’¢ differenza tra il polinomio e la funzione polinomiale associata.

Proposizione 8.2.1. Siano P,Q € K|[z1,...,z,] polinomi omogenei di grado 2. Le funzioni polinomiali
omogenee associate P, Q: K" — K sono uguali se e solo se P = Q.

Dimostrazione. E sufficiente dimostrare che se P € K[z1,...,Zn] & un polinomio omogeneo di grado 2 tale che
P(ai,...,an) = 0 per ogni (ai,...,an) € K" allora P = 0 (vedi le dimostrazioni delle Proposizioni 1.7.11 e
1.7.15). Abbiamo

P = Z CigiZy.

1<i<j<n

Dobbiamo dimostrare che ¢;; = 0 per ogni 4,j con 1 < i < j <n. Sel < i< n abbiamo ¢;; = P(e;) =0 e se
1 <4< j<nabbiamo ¢;,; = P(e; +e;) =0 (qui e; & I'i-esimo vettore della base standard di K™). O

Definizione 8.2.2. Sia V uno spazio vettoriale su K. Una forma quadratica su V' & una funzione polinomiale
omogenea @: V — K. Poniamo Q(V) = P2(V), cioté denotiamo con Q(V') lo spazio vettoriale su K delle forme
quadratiche su V.

Ora procediamo ad associare a una forma quadratica su V' un sottospazio di V.
Proposizione 8.2.3. Sia Q € Q(V). L’insieme
{fueV]Qu+v)=Q(W) YveV} (8.2.1)

e un sottospazio di 'V .

195



8. FORME QUADRATICHE E FORME BILINEARI SIMMETRICHE

Dimostrazione. Supponiamo che per ogni v € V valga Q(u1 +v) = Q(v) e Q(uz +v) = Q(v). Allora
Q((ur +u2) +v) = Q(ur + (uz +v)) = Quz +v) = Q(v) YveV.

Quindi w1 + u2 appartiene all’insieme in (8.2.1). Rimane da verificare che se u appartiene all’insieme in (8.2.1),
allora tu vi appartiene per ogni t € K. Se t = 0 questo & ovvio, quindi supponiamo t £ 0. Se v € V abbiamo

Qtu+v) = Q(t(u+t ') = °Qu+1t 'v) = 2Q(t 'v) = Q(v),
(per la seconda uguaglianza vedi 1’Osservazione 8.1.4) e quindi tu appartiene all’insieme in (8.2.1). O
Definizione 8.2.4. Sia Q € Q(V). Il nucleo (o radicale) di @Q ¢ il sottospazio di V' dato da
ker(Q) :={ueV |Qu+v)=Q(v) YveV}.
e la nullita di Q ¢ la dimensione di ker(Q).

Esempio 8.2.5. Sia Q € Q(K?) data da
Q(m,y, Z) = 3:2 - yQ'
Determiniamo ker(Q) e quindi la nullitd di Q. Sia (a,b,c) € K3. Allora (a,b,c) € ker(Q) se e solo se
(z+a)’ = (y+b)° =2 -y
per ogni z,y € K. Siccome
(x+a)’ = (y+b)° =2 + 2az + a® — y* — 2by — b°

questo equivale a
20z +a® —2by —b> =0 Vz,yek. (8.2.2)

Se char K & 2 I'uguaglianza in (8.2.2) vale se e solo se a = b = 0. Quindi sotto questa ipotesi
ker(Q) = {(0,0,¢) | ce K},

cioe la nullita di Q & 1. Se invece char K = 2 allora il membro di sinistra di (8.2.2) ¢ uguale ad (a + b)?, e quindi
sotto questa ipotesi

ker(Q) = {(a,a,¢) | c€ K},
cioe la nullita di Q e 2.
Osservazione 8.2.6. Sia Q € Q(V). Se u € ker(Q), allora
Q(u) = Q(u+0) = Q(0) =0,

ma non vale il viceversa, ciog se Q(u) = 0 non & necessariamente vero che u € ker(Q). Per esempio se Q € Q(K?)
¢ la forma quadratica dell’Esempio 8.2.5 allora Q(1,1,0) = 0, ma se char K =% 2 il vettore (1,1,0) non appartiene
al nucleo di Q.

Definizione 8.2.7. Una forma quadratica Q: V — K & degenere se ker(Q) £ {0}, & non degenere se ker(Q) =
{0}.

Proposizione 8.2.8. Sia Q € Q(V). Se g e GL(V), allora ker(¢Q) = g(ker(Q)).

Dimostrazione. Per definizione u € ker(gQ@) se e solo se (gQ)(u + v) = gQ(v) per ogni v € V, cio¢

Qg™ (1) = gQ(v) = (9Q)(u +v) = Qg™ ' (w) + g ' (v)) YveV. (8.2.3)
Dato w € V esiste v € V tale che w = ¢~ (v), quindi (8.2.3) vale se e solo se g~ '(u) € ker(Q), ciot u €
g(ker(Q)). O

Una conseguenza immediata della proposizione appena dimostrata e il seguente risultato.

Corollario 8.2.9. Se Q,Q" € Q(V) sono congruenti, allora le loro nullita sono uguali, in particolare Q@ é no
degenere se e solo se lo ¢ Q.
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Un’applicazione I: Q(V) — Z & invariante per congruenza se I(Q) = I(gQ) per ogni Q € Q(V) e g € GL(V),
cioe se & costante sugli elementi di una classe di congruenza. Sotto questa ipotesi ’applicazione I (supponendo
che sia calcolabile) pud permettere di stabilire che due forme quadratiche @, Q’ su V non sono congruenti: se
I(Q) + I(Q') allora Q non & congruente a Q. Per il Corollario 8.2.9 I'applicazione Q(V) — N che associa a una
forma quadratica la sua nullita € invariante per congruenza.

Esempio 8.2.10. Per r € {1,...,n} sia @, € Q(K"™) data da
Qr(z1,...,2n) =t 4 aa ... o

Supponiamo che char K # 2. Procedendo come nell’Esempio 8.2.5 si vede che la nullita di @, € n — 7, e quindi
Q- & congruente a Qs solo se 7 = s. Se invece char K = 2 allora le @, sono congruenti tra loro perche

Qr(x1,. .. xp) = (x1 + T2+ ... 4+ 2,)°,

e quindi @, € congruente a Q1.

La classificazione delle forme quadratiche a meno di congruenza si fa nel modo seguente. Prima si definiscono
invarianti per congruenza, diciamo I, ..., I, ..., e poi si dimostra che forme quadratiche @, Q' sono congruenti
se e solo se I1(Q) = [1(Q),...,Im(Q) = In(Q’),.... Siintende che gli invarianti devono essere (pilt 0 meno)
calcolabili. A rigor di logica possiamo definire come invariante 1’applicazione quoziente I: Q(V) — Q(V)/~
dove ~ ¢ la relazione di congruenza, e tautologicamente @) & congruente a Q' se e solo se I(Q) = I(Q’), ma
questa “soluzione” non ¢ di alcun aiuto. Dimostreremo nella Sezione 8.4 che la nullita ¢ un invariante completo
per forme quadratiche complesse, cio¢ due forme quadratiche complesse sono congruenti se e solo se hanno la
stessa nullita. In generale non basta la nullita a distinguere le forme quadratiche a meno di congruenza, per
esempio nel caso di forme quadratiche reali, vedi la Sezione 8.4.

8.3 Forme quadratiche e forme bilineari simmetriche

Polarizzazione di una forma quadratica

Da ora fino alla fine del capitolo supponiamo che la caratteristica del campo K sia diversa da 2. Con questa
ipotesi a ogni forma quadratica su V' & associata una forma bilineare simmetrica su V' x V' (le forme bilineari e
bilineari simmetriche sono state definite nella Sezione 6.7), e la teoria delle forme quadratiche equivale a quella
delle forme bilineari simmetriche. Se invece il campo ha caratteristica 2 la teoria delle forme quadratiche ha
delle peculiarita (come si puo intuire dagli Esempi 8.2.5 e 8.2.10) che preferiamo non trattare.

Ricordiamo che una forma bilineare su V' & un’applicazione bilineare

vxv I, K

(v,w) - F(v,w) (8:3.1)

e che & simmetrica se F(v,w) = F(w,v) per ogni v, w € V. Denotiamo con Bil(V') I'insieme delle forme bilineari
su V, e con Bil" (V) < Bil(V) il sottoinsieme delle forme bilineari simmetriche. Entrambi sono sottospazi
vettoriali dello spazio delle applicazioni da V2 a K, cf. Sezione 6.7.

Data F € Bil™ (V) definiamo ’applicazione gr: V — K cosi:

VAL K

v o Boo) (8.3.2)
Sia {v1,...,vn} una base di V; la bilinearita e la simmetria di F' danno che
gr(T1v1 + ...+ Tpvn) = Z F(vi,v)x; + 2 Z F(vi,v5)xizy, (8.3.3)
1<i<n 1<i<j<n
e quindi gr € una forma quadratica V.
Definizione 8.3.1. Data F € Bil" (V) la forma quadratica associata a F & la gr definita da (8.3.2).
Proposizione 8.3.2. Sia V uno spazio vettoriale su K. L’applicazione
Bil;(V) :> Q) (8.3.4)

qr

e un isomorfismo di spazi vettoriali su K.
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Dimostrazione. Si verifica immediatamente che 1’applicazione in (8.3.4) & lineare. Quindi per dimostrare che &
iniettiva & sufficiente dimostrare che se gr = 0 allora F' = 0. Siano v,w € V. Per definizione di ¢r (e simmetria
di F) si ha

gr(v +w,v +w) = qr(v,v) + 2F (v, w) + qr(w). (8.3.5)
Siccome gr = 0 segue che 2F (v, w) = 0 e siccome char K # 2 ne deduciamo che F(v,w) = 0. Ora dimostriamo
che Dapplicazione in (8.3.4) & suriettiva. Sia f € Q(V). Sia B = {v1,...,v,} una base di V. Per definizione di
forma quadratica esistono ¢;; € K per 1 < ¢ < j < n tali che

f <Zn: mkvk> = 2 CijXTiLj.

1<i<j<n
Per 4,5 € {1,...,n} poniamo
Cij set=j,
Ajj 1= Cij/2 se i < j,

cjif2 sei>j,
(Notate che 2 & invertibile perché charK = 2.) Sia A € M,,,, la matrice simmetrica A := (a;;), e sia F' la forma
bilineare F := &%, dove &5 (vedi (6.7.1)) & la forma bilineare simmetrica data da

F(v,w) := Xg(v)" - A Xp(w).

La forma bilineare F' & simmetrica perche lo & A e, come si verifica subito, F(v,v) = f(v) per ogni v € V, cio¢
qr = f. O

Definizione 8.3.3. Data una forma quadratica ¢ € Q(V) la sua controimmagine per l'applicazione (8.3.4),
chiamiamola F, & la polarizzazione di q. Se V & finitamente generato e B & una sua base porremo Mp(q) :=
Mp(F).

Osservazione 8.3.4. Data q € Q(V), i valori F(v,w) della polarizzazione F di ¢ sono dati dall’identita di
polarizzazione

F(v,w) =27 (f(v+w) = f(v) = f(w)). (8.3.6)
Infatti questo segue dall’'uguaglianza in (8.3.5).

Esempio 8.3.5. Siano K un campo e B € M, »(K) (non facciamo alcuna ipotesi su B). Sia g € Q(K") data da
¢(X) := X' B-X. La polarizzazione F' di q & data da

1
F(X,Y) = §Xt -(B'+B)-Y. (8.3.7)
Infatti F' & una forma bilineare simmetrica perche (B' + B)' = (B + B*) e

1(Xt~Bt~X)+ 1(Xz~B~X) = 1(Xt-Bt-X)t+ 1(Xt~B~X) =X"B-X = ¢(X).

1t t
F(X,X)=-X"(B'+B)-X = ¢ = - 1
(X, X) = 5X"-(B'+B) 3 5 3 3

Esempio 8.3.6. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo. Il prodotto euclideo {,) & la polarizzazione della
norma al quadrato, cioé della forma quadratica f: V — R definita da f(v) = ||v||*.

Osservazione 8.3.7. Supponiamo che K = R, e che ¢: V — R sia una forma quadratica. Siano v,w eV et e R.
Per l'uguaglianza in (8.3.5) abbiamo che

q(v + tw) — q(v) = 2tF(v,w) + t2q(w),

e quindi
im 0 =) g ). (8.3.8)

t—0 t

In altre parole la derivata direzionale di ¢ nel punto v e nella direzione w & uguale a 2F(v,w). Diamo una
formulazione leggermente diversa dell’equazione in (8.3.8). Sia B = {v1,...,v,} una base di V, e quindi

(@1, xn) =gq(x1v1 + ... + Tpvy)
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¢ una funzione polinomiale omogenea di grado 2. Siano a,b € R". Allora I'equazione in (8.3.8) equivale
all’equazione

3 agia) bi = 2F(a1v1 + ... + Gnvn, brvs + . .. + bpvn). (8.3.9)
i=1 g

Infatti il termine a sinistra & uguale a alla derivata in ¢ = 0 della funzione

R — R
t —  la+th),

cioe la derivata direzionale della funzione ¢ nel punto a e nella direzione b, e per ’equazione in (8.3.8) questa
derivata direzionale & uguale al membro di sinistra in (8.3.9).

Nella Sezione 8.1 abbiamo definito ’azione di GL(V') su P4(V'), lo spazio vettoriale delle funzioni polinomiali
omogenee di grado d su V (se P € P4(V) e g € GL(V), la funzione polinomiale gP & definita ponendo gP(v) =
P(g7*(v))). In particolare GL(V) agisce su Q(V) = P2(V). Siccome I'applicazione che associa a F € Bil™ (V) la
forma quadratica gr & un isomorfismo tra Bil™ (V) e Q(V), 'azione di GL(V) su Q(V) da un’azione su BilT (V).
Quest’azione si definisce direttamente cosi: se g € GL(V) e F € BilT(V), allora 'applicazione

vxv 25 K (8.3.10)
(v,w) = F(g'v,g w) o

& anch’essa bilineare simmetrica. Si verifica che in questo modo abbiamo definito un’azione di GL(V') su Bil* (V),
cioe Idy F = F, e g(hF') = (gh)F. Inoltre & ovvio che quest’azione corrisponde all’azione di GL(V') su Q(V),
cio¢ che se F' € Bil*(V) e g € GL(V) allora

9q9Fr = qgF-
In altre parole (andando nella direzione opposta, cioé da Q(V) a Bilt(V)), si ottiene lo stesso risultato se si
agisce con g € GL(V) su una forma quadratica e poi la si polarizza, oppure se prima la si polarizza e poi si
agisce con g sulla polarizzazione.

In accordo con la Proposizione 8.3.2 da ora in poi scriveremo spesso una forma quadratica ¢ su V come
q(v) = Xg(v)" - A- Xg(v) dove B & una base di V e A € M, (K) (ciot A & una matrice n x n simmetrica).
Segue che la polarizzazione di ¢ & data da F(v,w) = Xp(v)" - A- Xg(w). Il seguente risultato si ottiene con un
facile conto che lasciamo al lettore.

Proposizione 8.3.8. Sia A€ M, ,(K), e sia F € Bil* (V) data da F(v,w) = X5(v)"-A-Xg(w). Se g e GL(V),
allora
gF(v,w) = Xg(v) (g )' - A-g7" Xn(w). (8.3.11)

Notiamo che se A € M, (K) e h € GL(V), allora k' - A - h & simmetrica.
Definizione 8.3.9. Matrici A, B € M, »(K) sono congruenti se esiste G € GL, (K) tale che A = G* - B - G.

Osservazione 8.3.10. Da quello che abbiamo detto segue che classificare le forme quadratiche su V' a meno di
congruenza equivale a classificare le forme bilineari simmetriche su V' x V' a meno di congruenza o a classificare
le matrici simmetriche n x n (dove n := dim V') a meno di congruenza.

La formula in (6.7.7) permette di definire un invariante per 1’azione di GL(V') sulle forme bilineari simmetri-
che su V' (equivalentemente sulle forme quadratiche su V). Per definire il codominio dell’ invariante consideriamo
la relazione z ~ y su K definita come segue: = ~ y se esiste p € K* tale che x = pu? - y. La relazione & di
equivalenza perche x = 1%z, se x = u® -y alloray = (u™")? 2, ese x = p? -y ey = A% - z allora = (u\)? - 2.

Definizione 8.3.11. Sqf(K) & I'insieme delle classi di equivalenza per la relazione ~ su K definita sopra, cio¢
x ~ y se esiste € K* tale che x = p? - y.

Esempio 8.3.12. Sqf(C) = {[0],[1] e Saf(R) = {[0],[1],[—1]}- Le classi di equivalenza Sqf(Q) diverse da [0]
sono rappresentate, senza ripetizioni, da [p1-p2-... pn], dove p1 < p2 < ... < p, & una lista crescente di numeri
primi (la classe di equivalenza [1] corrisponde alla lista vuota).

Ora sia F € Bil" (V). Siano B,C basi di V. Per la formula in (6.7.7) abbiamo la seguente relazione tra i
determinanti delle matrici di Gram Mg(F), Mc(F):

Det Mg (F) = Det Mc(F) - Det Mg (1d)*.
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Quindi possiamo associare a F' un ben definito elemento di Sqf(K), ciod
Disc(F') := [Det Mg(F)] € Sqf(K),

dove B & una qualsiasi base di V, e che chiamiamo il discriminante di F. Inoltre per la formula in (8.3.11) se
F & congruente a F; allora Disc(F1) = Disc(F>). Quindi il discriminante & un invariante per 1’azione di GL(V)
sulle forme bilineari simmetriche su V' (equivalentemente sulle forme quadratiche su V).

Esempio 8.3.13. Siano f, h le forme quadratiche su Q? definite da
flz1,22) = 222 — 2120 + 313, h(z1,z2) = 527 + 6z172 + 373. (8.3.12)

Dimostriamo che f e h non sono equivalenti. Le matrici associate a f e h nella base standard S di Q2 sono

wsn=(2 5 o= (5 3)

Quindi Disc(f) = [5] e Disc(h) = [6]. Siccome 5/6 non & il quadrato di un razionale, f e h non sono equivalenti.
Osserviamo che le formule in (8.3.12) definiscono anche forme quadratiche su R?; per non confonderci chiamia-
mole F e H rispettivamente. Le forme quadratiche reali F' e H sono congruenti, cio¢ esiste g € GL2(R) tale che
F = gH (questo sara chiaro una volta letta la Sottosezione (7.4)).

Forme bilineari e applicazioni V — V'V

Sia F' € Bil(V). Se v € V, allora I’applicazione da V' in K definita da w — F'(w,v) & lineare perche F ¢ lineare a
sinistra, e analogamente lapplicazione da V' in K definite da w — F'(v,w) & lineare perche F' & lineare a destra.
Quindi possiamo definire due applicazioni da V a V'":

v 25 VY v 25 VY

v — (w — F(w,y)) v — (w . F(’U,w)). (8.3.13)

L’applicazione Dr ¢ lineare perche F' ¢ lineare a sinistra, e Sr € lineare perche F' ¢ lineare a destra. Prima di
passare al prossimo risultato, consideriamo un’applicazione lineare

fV—VvY.

Abbiamo applicazione duale di f (vedi la Sottosezione 3.13) f¥: (VY)Y — V'V, e siccome V ¢ finitamente
generato esiste Iisomorfismo canonico V. — (V)" che associa a v € V I’applicazione lineare Val(v): V¥V — K
data da ¢ — ¢(v) (vedi la Proposizione 3.13.6). Ne segue che la duale di f pud essere vista come applicazione
lineare

FV VY (8.3.14)

(Attenzione: questo solo perché abbiamo supposto che il codominio di f sia il duale del dominio di f.)
Esplicitamente, se v,w € V allora

[ ()(w) = f(w)(v). (8.3.15)
Infatti, per l'identificazione di (V)" con V data da Val (vedi la Proposizione 3.13.6), f"(v) & uguale a
fV (Val(v)), cioe la composizione di f: V — VY con Val(v): V¥ — K.

Proposizione 8.3.14. Sia F € Bil(V), e siano Dp,Sp: V — V'V le applicazioni lineari definite in (8.3.13).
(a) La duale di D é uguale a Sr e, viceversa, la duale di Sy ¢é uguale a Dp.

(b) F & simmetrica se e solo se Dp = Sp.
Dimostrazione. (a): Dimostriamo che Dy = Sg. Siano v, w € V. Per 'uguaglianza in (8.3.15) si ha
Dr(v)(w) = Dp(w)(v) = F(v,w) = Sp(v)(w). (8.3.16)
Analogo ragionamento dimostra che Sy = Dp. (b): Ovvio. O

Definizione 8.3.15. Un’applicazione lineare f: V — V'V & simmetrica se f = f¥ (questo ha senso per la
discussione fatta sopra, vedi (8.3.14)).
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Osservazione 8.3.16. Sia F € Bil(V). Per la Proposizione 8.3.14 I'applicazione D & simmetrica se e solo se F'
¢ simmetrica (idem per Sr).

Definizione 8.3.17. Se F € Bil*(V) denotiamo Dr = Sr con Lp: V — VY.

Proposizione 8.3.18. Sia F € Bilt (V). Allora il nucleo di Lr:V — V" ¢ uguale al nucleo della forma
quadratica qr (vedi la Definizione 8.2.4) associata a F.

Dimostrazione. Prima dimostriamo che ker(Lr) < ker(qr). Sia vo € ker(Lr). Se v € V si ha
qr(vo + v) = F(vo + v,v0 + v) = F(vo,v0) + F(vo,v) + F(v,v0) + F(v,v) = F(v,v) = qr(v),

e quindi vy € ker(gr). Ora sia vy € ker(qr). Se v € V allora, per l'identitd di polarizzazione (vedi (8.3.6))
abbiamo

F(vo,v) = 27 (qr(vo +v) — gr(v0) — qr (v)).
Siccome vo € ker(gr) si ha gr(vo) = 0 (vedi I’Osservazione 8.2.6) e qr(vo + v) = qr(vo). Quindi F'(vo,v) = 0,
cioé vg € ker(Lr). O

Definizione 8.3.19. Sia F € Bil*(V). Il rango di F & il rango di Lp: V — V'V, e si denota rg(F).

Osservazione 8.3.20. Sia F € Bil™ (V). Per la Proposizione 8.3.18 la nullitd di gr (vedi la Definizione 8.2.4) &
uguale a (dimV — rg(F)). In particolare F' & non-degenere (vedi la Definizione 8.2.7) se e solo se Lr ha rango
massimo, cioe ¢ un isomorfismo.

Chiudiamo questa sottosezione dando l'inverso del passaggio che porta da un’applicazione bilineare F': V' x
V — K alle due applicazioni lineari Dp,Sp: V — VY. Data un’applicazione lineare f: V — V'V possiamo
definire applicazioni bilineari G, H: V x V — K tali che Dg = f e Sy = f leggendo al contrario le uguaglianze
in (8.3.16). Esplicitamente, poniamo

G(v,w) = f(v)(w),  H(v,w) = f(w)(v).

Ne segue che G (e H) ¢ simmetrica se e solo se lo & f. Percid & equivalente studiare forme bilineari simmetriche
su V' x V o applicazioni lineari simmetriche V' — V' - questo include l'azione di GL(V) su entrambi gli spazi
(Pazione su L(V, V") & quella indotta dall’azione simultanea su V e V'V, cioe se g € GL(V) e ¢ € L(V, V") si
pone g(¢)(v) := (977)" (¢(g™ ' (v))) per ve V).

Ortogonalita

Definizione 8.3.21. Sia F' € Bil* (V). 1 vettori v,w € V sono F-ortogonali (o F-perpendicolari) se F(v,w) = 0;
in simboli vlw. Se S ¢ V I"F-ortogonale di S &

St i={weV|F,w)=0 VYveS}

Se S = {vo} (cioe consiste di un solo elemento) denotiamo {vo}* con vg.

Per definizione vLlw se F(v,w) = 0, ma siccome per ipotesi F' & simmetrica questo equivale a F'(w,v) = 0.
In altre parole v 1w se e solo se wlv.

Spesso, in presenza di una forma bilineare simmetrica F', I’F-ortogonalita si denota semplicemente orto-
gonalitd. Se ¢ € Q(V) & una forma quadratica su V e F € BilT(V) & la sua polarizzazione, g-ortogonalitd (o
semplicemente ortogonalita) significa F-ortogonalita.

Esempio 8.3.22. Consideriamo E? (o E®) con il prodotto scalare standard - vedi (6.1.1). Siano PQ,QR € E?
vettori non nulli. Allora mL@ se e solo se la retta PQ & perpendicolare a alla retta QR. Infatti sia {vi,v2}
una base ortonormale di E? e m = 11 + X202, @ = y1v1 + y2v2. Per il Teoremea di Pitagora la retta PQ &
perpendicolare a alla retta QR se e solo se il quadrato della lunghezza di PR ¢ uguale alla somma dei quadrati
delle lunghezze di m e Cﬁ ovvero se e solo se

2T+ 2z 4yt + a5+ 2xoya +ys = (1 + ) + (w2 +y0) =2t + 25+ yi +vs

cioe se e solo se 0 = x1y1 + T2y2 = {T1v1 + T2v2, Y1V1 + Y2U2).

Esempio 8.3.23. Sia F € Bil*(V) e sia gr € Q(V) la forma quadratica associata. Allora V* = ker(Lr) =
ker(gr).
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Osservazione 8.3.24. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato su K e F € Bilt (V). Sia B = {v1,...,v,}
una base di V e A := Mg(F). Sia w € V: allora

wr={veV|Xgw) A Xg(v) =0} (8.3.17)

Lemma 8.3.25. Sia V uno spazio vettoriale su K, e F € BilT (V). L’ortogonale di un sottoinsieme S < V ¢
un sottospazio di V.

Dimostrazione. Se vo € V abbiamo che v = ker(Lr(v0)) e quindi vy & un sottospazio lineare di V. Siccome
gt _ ﬂ ot
veS

segue che S & intersezione di sottospazi lineari e percid ¢ un sottospazio lineare. O

Lemma 8.3.26. Sia F € Bil" (V). Se U ¢ V ¢ il sottospazio generato da ux, ..., um, allora

Ut =(ut (8.3.18)

)

i=1

Dimostrazione. F ovvio che il membro di sinistra di (8.3.18) & contenuto nel membro di destra. Resta da
dimostrare che il membro di destra di (8.3.18) & contenuto nel membro di sinistra. Supponiamo che v € ui per
1 <4< m. Siau € U: siccome U ¢ generato da u1,..., U esistono Ai, Ay, € K tali che u = Z:’;l Aiui. Per
linearita di F' abbiamo che

)\iF(’U, ul) =0.

s

F(v,u) = F(v, Z Aitg) =

i=1

O

Proposizione 8.3.27. Supponiamo che V sia finitamente generato e che F € BilT(V) sia non degenere. Se
U c V ¢é un sottospazio allora
dimU™* = dimV — dim U.

Dimostrazione. Sia {u1,...,un} una base di U. Per il Lemma 8.3.26
Ut = ﬂuf‘ = ﬂ ker L (u;).
i=1 i=1

cioé U™ ¢ il nucleo dell’applicazione lineare

v 2 K™

v o= (Lrp(w)(v),..., Lr(um)(v))
Siccome F' & non-degenere, Lp(u1),...,Lr(um) sono elementi di V" linearmente indipendenti, e quindi ® &
suriettiva (se ® non fosse suriettiva esisterebbe un elemnto non nullo dell’annullatore Ann(im(®)) < (K™)", cioe
una relazione di dipendenza lineare tra Lp(u1),...,Lr(um)). Siccome ® & suriettiva, seegue che Ut = ker(®)
ha dimensione uguale a (dimV — m). O
Diagonalizzazione
Definizione 8.3.28. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato e f € Q(V). La forma quadratica f &
diagonale nella base B = {v1,...,v,} di V se esistono ci,...,c, € K tali che per (z1,...,z,) € K" si abbia

flzivr + ...+ zpon) = Z cixs, (8.3.19)
i=1

o in altre parole se la matrice Mg(f) & diagonale. Analogamente, F' € Bil" (V) & diagonale nella base B se la
matrice Mp(f) & diagonale. Nel primo caso diciamo che la base B diagonalizza f, nel secondo che la base B
diagonalizza F'.

Osservazione 8.3.29. Sia F € Bil™(V), e sia qr la forma quadratica associata. Allora F' & diagonale nella base
B se e solo se lo & g vedi (6.7.2) e (8.3.3).
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Teorema 8.3.30. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato e sia F' € BilT (V). Esiste una base B di V
che diagonalizza F'.

Dimostrazione. Per induzione sulla dimensione di V. Se dim V' = 0 non ¢’¢ nulla da dimostrare (se volete potete
cominciare 'induzione da dim V' = 1, anche in questo caso non cé nulla da dimostrare). Dimostriamo il passo
induttivo. Sia n = dimV. Se F' = 0 qualsiasi base diagonalizza F'. Supponiamo che F' 4 0. Allora gr & 0 e
quindi esiste vo € V tale che gr(vg) & 0. In particolare 0 + vg e vo ¢ v, Sia U := vg. La restrizione di F a

U x U, data da

UxU % K

(u1,u2) = F(u1,u2) (8.3.20)

¢ bilineare simmetrica. Siccome dimU = (n — 1) (perche vo # 0) lipotesi induttiva da che esiste una base
{w1,...,wpn—1} di U che diagonalizza G. Ora B := {wi,...,wn—1,v0} ¢ una base di V e I’Osservazione 6.7.9
mostra che B diagonalizza F. O

Corollario 8.3.31. Sia A€ M, (K). Allora A ¢ congruente a una matrice diagonale A.
Dimostrazione. Segue dal Teorema 8.3.30 e dalla Proposizione 6.7.11. O

Corollario 8.3.32 (Lagrange). Siano V uno spazio vettoriale finitamente generato f € Q(V). Esiste una base
di 'V che diagonalizza f.

Dimostrazione. Segue dal Teorema 8.3.30 e dall’Osservazione 8.3.29. ]

Sia f: V — K una forma quadratica su uno spazio vettoriale finitamente generato su K. Possiamo deter-
minare una base che diagonalizza f senza passare per la forma bilineare associata a f procedendo come segue.
Se f = 0 non c¢’¢ nulla da fare, supponiamo che f £ 0. Quindi esiste u, € V tale che f(u,) = ¢, + 0. Sia
C = {u1,...,un} una base di V che estende il vettore non-nullo u,. Sia A = Mc(f). Calcolando otteniamo che
¢n = f(un) = ann. Quindi (ricordate che ¢, # 0)

n—1
2 -1
f(ziur + ...+ zpup) = Z aijxix; + cn(z, + 2¢, Z AinZiZn) =
i<i,j<(n—1) i=1

n—1 2 n—1 2
- Z AijTiT; + Cn (zn + 0;1 Z amzi> — cfll <Z amzi> . (8.3.21)
im1 i=1

i<i,j<(n—1)

Sia
n—1 2
ri= Z aijTizy —cn (Z amzi> .
i<i,j<(n—1) i=1
Notate che r € K[z1,...,Zn—1] & un polinomio omogeneo di grado 2. La (8.3.21) si puo riscrivere cosi:
n—1
fziur + ..+ zoun) =7(21,. .., Zn—1) + cn(2n + cgl Z amzi)Q. (8.3.22)
i=1
Esiste una base D = {w1,...,wy} con coordinate associate (y1,...,yn) legate alle coordinate (z1,...,2,) dalle
formule
n—1
yi=z, 1<i<(n-1), Yo=20+0" Y Ginz. (8.3.23)
i=1

(Questo perche la matrice associata all’applicazione lineare definita da (8.3.23) & non-singolare). Si ha f(yiwi +
oo Ynwn) = 7(Y1, - -, Yn—1) + cryz. Sia U < V il sottospazio generato da w1, ..., wn—1. La formula g(y1w: +
oo+ Yn—1Wn-1) i= r(y1,...,Yn—1) definisce una forma quadratica su U. Ora iteriamo il procedimento con V
sostituito da U: arriveremo a una base che diagonalizza f. Ora supponiamo che K = R. Se ¢; £ 0 sostituiamo
a v; il vettore |c;|"?v;. Se K = C sostituiamo a ogni v; tale che ¢; + 0 il vettore ¢; /v,
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Esempio 8.3.33. Sia
R3 -, R
(z1,22,23) —  T1T2 + Tox3 + T321
Si ha che f(0,1,1) =1 % 0. Siano

ur = (1,0,0), wuz =(0,1,0), us=(0,1,1).
Si ha che

f(ylul + youz + ysus) = f(y1,¥2 + y3,¥3) = y1y2 + 2y1y3 + Yoys + y92, =

1 1 1 1
=y1y2 + (ys +y1 + 52/2)2 —(y1 + 53/2)2 = —yi — Zy% + (ys +y1 + 5y2)2. (8.3.24)

Siano (z1, 22, 23) le coordinate su R? date da

Z1 = Y1

22 = Y2

z3 = Y1+ %yz + Y3
Quindi

Yy = 2

Y2 = 22

Ys = —21— %22 + 23

Percio la base con coordinate (z1, 22, 23) & {w1, w2, w3} dove
wy = (1,0,—1), ws = (0,1,-1/2), ws = (0,0,1).
Si ha che

1
f(ziwi + zowa + zsws) = f(y1ur + yaus + (—21 — g2t z3)ug) = —z3 — 125 + 23,

Siano (t1,t2,%3) le coordinate su R® date da

tl = Z1
tao = 2:2/2
t3 = z3

La base di R® che corrisponde a (t1,ta,t3) & {r1,r2,73} dove r1 = w1, re = w2/2, 73 = ws. Abbiamo che

f(t1r1 + tore + t37”3) = —t% — t% + tg.

8.4 Forme quadratiche reali e complesse

Forme quadratiche complesse
La classificazione delle forme quadratiche su uno spazio vettoriale complesso &€ molto semplice.

Proposizione 8.4.1. Sia V uno spazio vettoriale complesso. Due forme quadratiche su V' sono congruenti se
e solo se hanno lo stesso rango (o equivalentemente la stessa nullita).

Dimostrazione. Siano f,g € Q(V). Se f & congruente a g, allora le nullitd di f e g sono uguali per il Corolla-
rio 8.2.9 e quindi, per I’Osservazione 8.3.20 sono uguali anche i ranghi di f e g. Ora supponiamo che f e g abbiano
lo stesso rango, e dimostriamo che sono congruenti. Per il Corollario 8.3.32 esistono basi B = {vi,...,v,} e
C = {wi,...,wp} di V tali che Mg(f) e Mc(f) siano diagonali. Sia r := rg(f) = rg(g). Riordinando i vettori di
B e di C, se necessario, possiamo assumere che

fxivi 4+ ...+ zpvy) = )\137? + ...+ /\rxf, g(rrwr + ... + Trwy) = ,ulx% + ...+ uT:rE,
dove i Aj e i p; sono tutti non nulli. Riscalando i vettori delle basi B e C possiamo assumere che tuttii A; e i

15 siano uguali a 1. Infatti basta porre

V=

—1/2 . —1/2
, )\j/vj sel<j<r, ;o uj/wj sel<
Vj ser <j<
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dove )\j—1/2 e ,uj_l/Q ¢ una radice quadrata di )\;1 e u;l rispettivamente. Le matrici Mg (f) e Mc/(g) associate
a f,g nelle basi B’ = {vi,...,v,} e C' = {w},...,w,} sono uguali tra loro perche
flivy + ...+ zpvn) =27+ ...+ 22, g(ziwi + ... + zpw),) =27+ ...+ 22,

e quindi f & congruente a g.

Forme quadratiche reali

Due forme quadratiche su uno spazio vettoriale reale che hanno lo stesso rango non sono necessariamente
congruenti. Per esempio le forme quadratiche f,h € Q(R) definite da f(z) = 2? e h(z) = —2 hanno rango 1
ma non sono congruenti perche f(R) = [0,+o) e h(R) = (—o0,0]. In questo esempio ci basta il discriminante
per distinguere le due forma quadratiche giacche il discriminante di f & [1] e il discriminante di f ¢ [—1]. In
generale nemmeno aggiungendo il discriminante riusciamo a dare un sistema completo di invarianti per forme
quadratiche reali. Per esempio le forme quadratiche f, h € Q(R?) definite da f(z) = 23 + 23 e h(z) = —27 — 23
hanno rango 2 e discriminante [1] ma non sono congruenti perche f(R?) = [0, +©) e h(R?) = (—00,0]. Quindi
abbiamo bisogno di introdurre nuovi specifici invarianti per forme quadratiche reali.

Definizione 8.4.2. Siano V uno spazio vettoriale reale e f: V' — R una forma quadratica. La f e definita
positiva se f(v) > 0 per ogni 0 £ v € V, & definita negativa se f(v) < 0 per ogni 0 + v € V (ovvero se —f &
definita positiva). In simboli: f > 0 siginifica che f ¢ definita positiva e f < 0 significa che f ¢ definita negativa.
Una F € Bil™(V) & definita positiva se qr & definita positiva, & definita negativa se qr & definita negativa.
Diciamo che f € Q(V) (o F € Bil" (V) & definita se & definita positiva o & definita negativa.

Osservazione 8.4.3. Siano V uno spazio vettoriale reale. Una forma quadratica f: V — R & definita positiva
se e solo se la polarizzazione di f & un prodotto scalare euclideo. Per questo consideriamo “forma quadratica
definita positiva” come sinonimo di “prodotto scalare euclideo”.

Definizione 8.4.4. Una matrice A € M, ,,(R) & definita positiva se q5 ¢ definita positiva, dove S ¢ la base
standard di R™, & definita negativa se ¢5 & definita negativa. Esplicitamente: A & definita positivase X*-A-X > 0
per ogni vettore colonna non nullo X € R™, ed & definita negativa se X*- A- X < 0 per ogni vettore colonna non
nullo X € R™. Per esempio 1,, ¢ definita positiva e —1,, & definita negativa.

Definizione 8.4.5. Siano V uno spazio vettoriale reale e f € Q(V'). La segnatura positiva di f (denotata s4(f))
¢ la massima dimensione di un sottospazio vettoriale U < V tale che f|y sia definita positiva, e la segnatura
negativa di f (denotata s_(f)) ¢ la massima dimensione di un sottospazio vettoriale U < V tale che fjy sia
definita negativa.

Lemma 8.4.6. Siano V uno spazio vettoriale reale e f € Q(V). Se g € GL(V) allora s+(gf) = s+(f) e
s—(9f) = s-(f)-

Dimostrazione. Abbiamo un’applicazione

{Uc V| U éun sottospazio di V e (flv) >0} «— {W cV |W & un sottospazio di W e (gf|w) > 0}
U - g(U).
(8.4.1)
Infatti supponiamo che f(v) > 0 per ogni v € U non nullo. Se w € g(U) & non nullo, allora w = g(v) per un
v € U non nullo, e quindi
9f(w) = f(g~'w) = f(g~"gv) = f(v) > 0.
Questo mostra che se fjy & definita positiva, allora gf € definita positiva se g(U), cioe I'applicazione in (8.4.1)
¢ ben definita. L’applicazione & chiaramente iniettiva. Siccome f = g~ '(gf), questo mostra anche che se
gfijw € definita positiva, allora f ¢ definita positiva se g (U), e percid Llapplicazione & suriettiva. Siccome
lapplicazione in (8.4.1) & biunivoca segue che si(gf) = s+(f). Si dimostra in modo analogo che s_(gf)

5 (9). 0

In altre parole la segnatura positiva e negativa di una forma quadratica reale sono invarianti per congruenza.
Dimostreremo che danno un sistema completo di invarianti.
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Proposizione 8.4.7 (Sylvester). Siano V wuno spazio vettoriale reale e f € Q(V). Supponiamo che B =
{v1,...,0n} sia una base di V tale che

flzivr + ..+ Tpvn) = 185 + ..+ Cae — dap1@oiq — ... — datrpTory. V (z1v1 + ... + zpvn) € V. (8.4.2)

Supponiamo che ¢; > 0 per ogni 1 < i< a eched; >0 perognia+1<i<a+b. Allora s+(f) =a, s_(f) =b.

Dimostrazione. Siano Vi :=<{vi1,...,0ay, V= := (Vag1y...,Vatby € Vo i= (Ug4bs1,--.,Uny. Osserviamo che
dim(Vy + Vo) =n =10, dim(V- + Vo) = n —a. (8.4.3)
Siccome flv, > 0e f|ly_ < 0 abbiamo
s+(f) = aq, s—(f) =0 (8.4.4)

Supponiamo che la prima diseguaglianza sia stretta cioe si(f) > a; arriveremo a un assurdo. Per definizione
esiste un sottospazio U < V tale che dimU > a e f|y > 0. Per (8.4.3) la formula di Grassmann da che

dim(U n (V2 + V)) =dimU + dim(V_ + V) —dim(U + V_ + Vi) =
> dimU + dim(V- 4+ Vo) —n = dimU —a > 0.

Quindi esiste 0 = v € U n (V- + Vo). Siccome v € (V- + Vo) le sue prime a coordinate rispetto alla base B
sono nulle; segue da (8.4.2) che f(v) < 0. D’altra parte v € U e per ipotesi fly > 0, quindi f(v) > 0. La
contraddizione dimostra che non esiste un sottospazio U < V tale che dimU > a e f|y > 0; per (8.4.4) segue
che s (f) = a. Si dimostra in modo analogo che non pué essere s_(f) > b e quindi s_(f) = b. O

Proposizione 8.4.8. Sia V uno spazio vettoriale reale. Forme quadratiche f,h su'V sono congruenti se e solo

se s+(f) = s+(h) e s—(f) = s-(h).

Dimostrazione. Se f & congruente ad h allora s+(f) = s+(h) per il Lemma 8.4.6. Ora supponiamo che s+ (f) =
s+(h) e dimostriamo che f & congruente ad h. Per il Corollario 8.3.32 esistono basi B = {v1,...,v,} e C =
{wi,...,wn} di V tali che Mp(f) e Mc(g) sono matrici diagonali. Siccome s+ (f) = s+(h), la Proposizione 8.4.7
da che il numero di entrate positive sulla diagonale principale Mg(f) e Mc(g) sono uguali e analogamente il
numero di entrate negative. Quindi riordinando i vettori di B e di C, se necessario, possiamo assumere che

flivi + ... + xTpon) = Almf + ...+ /\ami — /\a+1x§+1 - = )\a+bx3+b

2 2 2 2
h(ziwi + ...+ Tpwn) = 1] + ... + fay — fhat1Tas1 — - - - — Ha+bTarb,

dove i Aj, p1; sono tutti positivi. (Quindia = s4(f) = s4(h) eb = s_(f) = s—(h).) Riscalando i vettori delle basi
B e C possiamo assumere che tuttii A; e i p; siano uguali a 1 (vedi la dimostrazione della Proposizione 8.4.1).
Infatti basta porre

Uj =

v seat+b<j<n,’

;o )\j_l/z'Uj sel<j<a+bd, W e M;I/ij sel<j<a+bd,
' wj sea+b<j<n

Le matrici Mg/ (f) e M/ (h) associate a f, h nelle basi B’ = {v1,...,v,} e C' = {w},...,w),} sono uguali tra loro
perche

flvi+. . +zpv,) = i+, A—xi—miﬂ—. . ,—x?H_b, h(ziwi+...+zowy,) = 4. ,+x§—mg+1—. . ~_1'§+b7
e quindi f & congruente ad h. O
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8.5 1l gruppo ortogonale di una forma quadratica

Sia g una forma quadratica sullo spazio vettoriale V' (sul campo K). Consideriamo il sottoinsieme O(V,q) <
GL(V) definito da
O(V,q) :={g e GL(V) | gq = g}, (8.5.5)

cioe quello che si chiama lo stabilizzatore di q (relativamente all’azione di GL(V') su Q(V') per congruenza).
Lemma 8.5.1. O(V,q) ¢é un sottogruppo di GL(V).

Dimostrazione. Ricordiamo che gq: V' — K & la forma quadratica definita da gq(v) := q(g”*(v)) per v € V.
Chiaramente Idy € O(V, q). Ora supponiamo che g € O(V, q), cio¢ ¢(g~"'(v)) = ¢(v) per ogni v € V. Ponendo
w = g~ '(v), possiamo riscrivere 'uguaglianza come ¢(w) = g(gw) per ogni v € V, cioé g~* € O(V, ¢). Per ultimo
supponiamo che g1, g2 € O(V, q). Segue che per ogni v € V si ha

(9192)a(v) = q((9192) "' (v)) = (g2 ' (g7 ' (v))) = q(g5 ' (v)) = q(v),

e quindi gig2 € O(V, q). O

O(V, q) & il gruppo ortogonale della forma quadratica.
Osservazione 8.5.2. Sia B una base di V, e sia Mg(q) la matrice simmetrica associata alla forma quadratic a g,
ciot q(v) = Xg(v)* - Mg(q) - Xg(v). Un automorfismo g € GL(V) & in O(V, q) se e solo se
Mg (9)" - Mp(q) - M5 (g) = Ms(q)- (8.5.6)
Esempio 8.5.3. Poniamo g = 0; il gruppo O(V,0) & uguale a GL(V), e viceversa se O(V,q) = GL(V) allora
q=0.
Esempio 8.5.4. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo (di dimensione finita), e sia ¢ € Q(V) la forma

quadratica associata, cioe g(v) = ||v||?. Allora O(V,q) = O(V,{,)).

Definizione 8.5.5. Sia V' uno spazio vettoriale reale. Un prodotto scalare su V' & una forma bilineare simmetrica
non degenere (, ) su V.

Sia {,) un prodotto scalare su V. Diciamo che {,) & definito positivo se la forma quadratica associata &
definita positiva, cioe se (v, v) & positivo per ogni v € V non nullo. Quindi un prodotto scalare euclideo su V
non e altro che un prodotto scalare definito positivo.

Esempio 8.5.6. Dato ¢ > 0, consideriamo il prodotto scalare su R* definito da
q(z1, 2, 23,1) := At* — 27 — 25 — 23. (8.5.7)

Il gruppo ortogonale O(R*,q) si chiama gruppo di Lorentz ed & fondamentale nella Teoria della Relativita
speciale. Sinteticamente: se (z1,x2,3,t) e (27,75, 75,t') sono le coordinate spazio-temporali di due sistemi
inerziali (con uguali unita di misura), la relazione tra coordinate di uno stesso evento ¢ data da

Ty T
!
T2l a2 | 4B, (8.5.8)
T3 T3
t t

dove B & una matrice colonna 4 x 1 e A € O(R*, q). Notate la differenza tra le trasformazioni di Lorentz (o
meglio di Poincaré se B # 0) e quelle classiche Galileiane, in cui t = ' e (x], zh, z5) si ottiene da (1, T2, x3) via
un’applicazione affine ortogonale (per il prodotto euclideo standard su R?). Due eventi che sono simultanei nel
sistema di coordinate (1, 2, T3,t) non sono necessariamente simultanei nel sistema di coordinate (z1, x5, x5, t').
Cid che rimane invariato nei due sistemi di riferimento & la velocita della luce (data da c¢). Esplicitamente: se
(z1,z2,23,t) € (y1,¥2,Yys3,s) sono coordinate di due eventi nel primo sistema di riferimento, allora scegliendo
opportunamente A € O(R4, q) e B € M4 1(R) le coordinate degli stessi eventi nel secondo sistema di riferimento
possono essere date da qualsiasi coppia (z1, Ty, z5,t') e (y1, ya,ys, s') tale che

’ 2

Flt—s)? —(m1—y)’ — (@2 —y2)? — (s —y3)’ = (t' =) — (21 —y1)* — (2% — y5)° — (a5 —v3)>.

Definizione 8.5.7. Siano V uno spazio vettoriale reale e {,) un prodotto scalare su V. Il gruppo ortogonale di
{,» & il gruppo ortogonale O(V, q) dove g € Q(V) & la forma quadratica associata a {,) , cioé ¢(v) = (v, v).
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Il gruppo ortogonale di un prodotto scalare euclideo € stato esaminato nella Sezione 6.10. D’altra parte se
{v,v) & definito negativo, cioe {v,v) & negativo per ogni v € V non nullo, allora il prodotto scalare {, o definito
da (v, w)o := —(v,w) & definito positivo, e ne segue che O(V,{,)) = O(V,{, )0), e quindi per O(V,{,)) valgono
i risultati della Sezione 6.10. Se il prodotto scalare non ¢ definito (né positivo ne negativo) il realtivo gruppo
ortogonale cambia “carattere”, vedi per esempio I’Esercizio 8.14.

Esercizi del Capitolo 8
Esercizio 8.1. Sia g € Q(R?) data da q(X) := X' A- X dove
A= [ 2 ]
1. Sia B la base di R? data da B := {(1,1),(1,—1)}. Calcolate M5 (q).
2. Verificate che q ¢ definita positiva.
Esercizio 8.2. Sia V < C°([0,1]) il sottospazio generato dalle funzioni
f=1, g = cos7t, h := sin 7t.

e sia F € Bil(V) definita da
vxv 5 R

(6.0) = Sy

1. Verificate che f,g,h sono linearmente indipendenti.

2. Calcolate Mp(F') dove B := {f,g,h} (é una base di V per il punto 1).
Esercizio 8.3. Siano f,g € Q(R®) date da
f(z1, 20, x3) = =T} + 2m122 — 62123 + Bas — 35,  g(x1, 20, 23) = &7 — 4x122 — 22123 + 825 + 623 + 275
Siano B e C le basi di R* date da
{(1,1,3),(2,-1,0),(0,0,1)},  {(0,1,2),(3,0,1), (1, —1,0)}

rispettivamente.
(1) Calcolate Mp(f) e Mc(g).
(2) Determinate se (R, f) ¢ isomorfo a (R?,g).

Esercizio 8.4. Sia f € Q(R®") definita da
Flzi, @2, 0, Y1, Y2, Yn) = T1Y1 + T2y2 + o+ T
Determinate la segnatura di f.

Esercizio 8.5. Sia A € M 3(R) definita da
2 1 0
A= 1 0 2
0 2 3

Trovate una base che diagonalizza q% (S ¢ la base standard di R®).

Esercizio 8.6. (a) Siano A, B € M>2(Q) date da

A:=[g g] B:=[1 i] (8.5.9)

e siano f,g € Q(R?) date da f(X):=X'-A-X e g(X):= X" - B- X rispettivamente. Dimostrate che f
non & congruente a g.
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(b) Siano A, B € M2 2(R) date da (8.5.9) e siano ¢,v € Q(R?) date da ¢(X) := X' A-X ep(X) := X' B-X
rispettivamente. Dimostrate che ¢ € congruente a .

Esercizio 8.7. Sia V uno spazio vettoriale e f € Q(V). Un sottospazio U — V ¢é isotropo per f se flu € la
forma quadratica nulla. Dimostrate che

max{U c V| fiu = 0} = dimker(f) + min{s; (f), s—(f)}.

Esercizio 8.8. Se a € C denotiamo con Re(a) e Im(a) la parte reale e immaginaria di a rispettivamente. Siano
f,9: Cx C — R le applicazioni definite da

f(w, z) := Re(wz), g(w, z) := Im(wz).

Verificate che f e g sono forme bilineari su C considerato come spazio vettoriale su R. Verificate che f e g sono
non-degeneri. Quale tra f e g é simmetrica ?

Esercizio 8.9. Se A€ M, ,(K) la traccia di A ¢ data da

TrA:= Zn] Qi

i=1
Sia ®: M2 2(R) x Mz 2(R) > R definita da

®(A, B) := Tr(AB).
Verificate che ® ¢& bilineare e simmetrica. Determinate una base che diagonalizza P.

Esercizio 8.10. Sia q: M, ,(R) — R la forma quadratica definita da q(A) := Tr(A?). Determinate rango
e segnatura di q. (Suggerimento: esaminate la restrizione di q al sottospazio delle matrici simmetriche/anti-
simmetricha,).

Esercizio 8.11. Sia f la forma quadratica su R? data da
flz1,22) = z2 + 2w130 + 32
Trovate una base di R?, ortonormale per il prodotto euclideo standard, che diagonalizza f.
Esercizio 8.12. Siano V uno spazio vettoriale finitamente generato di dimensione n, e
UicUyc...cU,=V

una catena di sottospazi vettoriali tali che dimU; =i per i € {1,...,n}. Sia f € Q(V) una forma quadratica tale
che, per ogni 1 < i < n, la restrizione di f a U; sia non degenere. Dimostrate che esiste una base B = {v1,...,vn}
di 'V che diagonalizza f, e tale che, per ogni 1 < i < n,

<1}1,...,’Ui> = Ul

Esercizio 8.13. Sia A € M, ,(R) una matrice reale n x n simmetrica e f(X) = X'+ A- X la forma quadratica
associata. Per p € {1,...,n} sia A(p) la matrice simmetrica p X p con entrate i,j uguale all’entrata i,j di A.
Per esempio

4y ars a1 a2 ais
A(l) = (CLll)7 A(2) = [ :| 5 A(g) = a1 a2 az3
az1 Q22
a31  as2 33
Supponete che Det A(p) + 0 per ogni p. Dimostrate che s—(f) & uguale al numero di cambi di segno nella
sequenza

1, Det A(1), Det A(2),...,Det A(n), (8.5.10)

ovvero che, denotando con c il numero di cambi di segno nella sequenza (8.5.10), la segnatura di f é uguale a
n — 2c. (Suggerimento: usate 1 risultati degli Esercizi 8.12.)
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Esercizio 8.14. Sia () il prodotto scalare su R? definito da

<X,Y>:=Xt-[(l) é].y

In altre parole (X, X) = 2z x2. Dimostrate che

own={[ o2 el [ 8 foeofo]

o

o Jieofefl 2 6 freso)

Inoltre dimostrate che ciascuno dei sottoinsiemi di O(R?,{,)) elencati sopra ¢ una classe di equivalenza per la
relazione data da A ~ B se A ¢ deformabile in B (la definizione di “deformabile” si da come per gli elementi
del gruppo ortogonale di uno spazio vettoriale euclideo, vedi la Definizione 6.10.8).
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Capitolo 9

Teoremi spettrali

9.1 Introduzione

Dimostreremo i seguenti risultati:

(I) Se A € M;},(R) & una matrice reale simmetrica esiste una matrice ortogonale G tale che G™' - A - G sia
diagonale. In altre parole A ¢ diagonalizzabile e in piu esiste una base ortonormale di autovettori. Questa
¢ una formulazione del Teorema spettrale reale, e I'aggettivo “spettrale” si riferisce all’affermazione che
gli autovalori una matrice reale simmetrica sono reali (lo spettro di una matrice quadrata ¢ la collezione
dei suoi autovalori contati con molteplicita). Esistono formulazioni all’apparenza diverse ma equivalenti,
vedi la Sezione 9.2. In particolare il Teorema spettrale permette di classificare le orbite (cioe le classi di
equivalenza) per 'azione del gruppo ortogonale di uno spazio vettoriale euclideo (V, {,)) sullo spazio Q(V')
delle forme quadratiche su V' (I’azione & quella che si ottiene restringendo a O(V') I’azione di GL(V)).

(IT) 11 Teorema spettrale complesso ¢ 'analogo complesso del Teorema spettrale reale, e afferma che se A €
M,,,»(C) & una matrice complessa hermitiana allora esiste una matrice unitaria U tale che U™ - A - U sia
diagonale e reale.

Prima di dimostrare il Teorema spettrale complesso discuteremo le forme hermitiane, un analogo delle forme
bilineari simmetriche reali quando lo spazio vettoriale reale viene sostituito da uno spazio vettoriale complesso.

9.2 1l teorema spettrale reale

Il teorema spettrale reale: altre formulazioni

In questa sottosezione diamo formulazioni equivalenti del Teorema spettrale reale, nella Sottosezione 9.2 ne
daremo la dimostrazione.
In tutto il corso di questa sezione (V,<,)) & uno spazio vettoriale euclideo.

Definizione 9.2.1. Un endomorfismo A: V' — V & simmelrico se per ogni coppia di vettori u,w € V' vale
(A(u), w) = (u, A(w)). (9.2.1)

Osservazione 9.2.2. Sia B = {v1,...,v,} una base ON di V. Un endomorfismo A: V — V & simmetrico se e
solo se la matrice M5 (A) & simmetrica. Per vederlo poniamo M = (m;) := M5 (A). Ricordiamo che la colonna
j esima di M & data dalle coordinate di A(v;), e siccome B & ON

A(vy) = Z(A(Uj): Vi Vi,

cioe m;; = (A(vj;),v;). Ora supponiamo che A sia simmetrico. Allora
mi; = (A(v;),vi) = (vj, A(vi)) = CA(vi), v5) = i, (9.2.2)

e percid M & simmetrica. Viceversa, se M & simmetrica allora da (9.2.2) segue che per ogni coppia di vettori
v;, v; della base B si ha (A(v;),vi) = (vj, A(v;)), e per linearitd di A segue che vale (9.2.1).
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Poniamo
End* (V) := {A € End(V) | A & simmetrico}. (9.2.3)
Enfatizziamo che la notazione ha senso solo se (V,{,)) & uno spazio vettoriale euclideo.
Osservazione 9.2.3. Un semplice conto mostra che la somma di endomorfismi simmetrici ¢ un endomorfismo

simmetrico, e che un multiplo di un endomorfismo simmetrico & simmetrico, e quindi End* (V) & un sottospazio
vettoriale di End(V'). L’applicazione

B
End* (V) 75 M, (R) (9.2.4)
A = ME(A),

¢ un isomorfismo di spazi vettoriali, questo segue dall’Osservazione 9.2.2.

Osservazione 9.2.4. Ricordiamo che un’applicazione lineare g: V' — V' & simmetrica se & uguale all’applicazione
duale g¥: V — V'V (vedi la Definizione 8.3.15). Se (V,{,)) € uno spazio vettoriale euclideo, gli endomorfismi
V — V simmetrici corrispondono alle applicazioni lineari simmetriche V' — V'V passando per l'isomorfismo
(simmetrico) £: V' — VY associato al prodotto scalare euclideo {,) (vedi la Sottosezione 8.3). Infatti un
endomorfismo A: V — V & simmetrico se e solo se la composizione

A c
V=V -V
& un’applicazione simmetrica.

Proposizione 9.2.5. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo e sia A: V. — V un endomorfismo simmetrico.
Se A\, sono autovalori (reali) distinti di A, allora gli autospazi Vx(A), V.(A) sono ortogonals.

Dimostrazione. Siano u € Vy(A) e w € V,,(A). Siccome A & simmetrico abbiamo

Mu, w) = (A(u), w) = (u, A(w)) = pu, w).
Siccome A £ p segue che (u,w) = 0. O

Corollario 9.2.6. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo e sia A: V — V un endomorfismo simmetrico. Se
A é diagonalizzabile (su R) allora esiste una base ON di V' che diagonalizza A.

Dimostrazione. Per ipotesi esiste una decomposizione in somma diretta
V=V,A4A)&... &V, (A).
Per i€ {1,...,m} scegliamo una base ON B; = {v; 1,...,1;,q,} dell’autospazio Vi, (A). La base di V data da
B = {v1,1, -, 81,d1s--sVily-eesbisdys--sVm,ly-- s bm,dm )
¢ costituita di autovettori di A, e per la Proposizione 9.2.5 ¢ anche ON. O
Ora diamo una prima formulazione del teorema spettrale.

Teorema 9.2.7 (Teorema spettrale reale, prima formulazione). Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo e sia
A:V =V un endomorfismo simmetrico. Allora esiste una base ON di V' che diagonalizza A.

La seconda formulazione del Teorema spettrale reale fa intervenire le forme quadratiche. Sia A: V — V
un endomorfismo (qualsiasi, per ora)del nostro spazio vettoriale euclideo (V,<,)). Possiamo associare ad A la
forma bilineare

S R
(w,w) — (Au),w)
Ora notiamo che A & un endomorfismo simmetrico se solo se ®4 & forma bilineare simmetrica. Infatti siano
u,w € V; allora
(IJA(uvw) = <A(u)7w>7 éA(w7u) = <A(w)’ u> = <u7 A(w)>7

e quindi vale (9.2.1) se e solo se @4 (u,w) = ®4(w,u). Quindi possiamo definire un’applicazione

Endt (V) -2 Bilt(V)

9.2.5
4 o, (9.2.5)

Ricordate che il dominio & uno spazio vettoriale (vedi I’Osservazione 9.2.3), quindi ® & un’ un’applicazione tra
spazi vettoriali.
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Proposizione 9.2.8. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo. L’applicazione in (9.2.5) é un isomorphismo
di spazi vettoriali.

Dimostrazione. La Proposizione € una riformulazione dell’Osservazione 9.2.3. Piu precisamente sia B una base
ON di V. Abbiamo I'isomorphismo Mg : End* (V) —> M, (R) in (9.2.4) e I'isomorphismo

Bilt (V) X5 M;.(R)
F —  Mg(F).

Si verifica subito che vale I'uguaglianza
ME(A) = Mp(®4). (9.2.6)

Quindi I’applicazione lineare ® in (9.2.5) ¢ uguale a My oM E , ed essendo la composizione di due isomorfismi
¢ anch’essa un isomorfismo. O

Dato un endomorfismo A: V — V simmetrico, definiamo la forma quadratica g4 su V cosi:
ga(v) :==<(Av),v). (9.2.7)

Componendo I’isomorfismo in (9.2.5) con Iisomorfismo Bil*(V) — Q(V) della Proposizione 8.3.2 otteniamo
I’'isomorfismo
End*(V) = Q(V)

9.2.8
A —  qa (9.2.8)

Ora notiamo che una base B di V' diagonalizza A se e solo se diagonalizza la forma quadratica ga: infatti questo
segue subito dall’uguaglianza in (9.2.6). Questo dimostra che il Teorema spettrale reale appena enunciato, cioe
il Teorema 9.2.7, & equivalente al seguente enunciato.

Teorema 9.2.9 (Teorema spettrale reale, seconda formulazione). Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo e
sia f: V — R una forma quadratica. Allora esiste una base ortonormale B = {v1,...,vn} di V che diagonalizza
f, cioé tale che

flxivi + ...+ zpvpn) = Z /\fo (9.2.9)
i=1

Osservazione 9.2.10. Il gruppo ortogonale O(V') agisce per coniugio sul dominio dell’isomorfismo in (9.2.8), cio¢
se Ae End™ (V) e ge O(V) allora go Ao g~ ' & un endomorfismo simmetrico. Infatti

(goAog (v),wy=C{Aog ' (v),g " (w)) =g (v),Aog " (w)) ={v,go Aog " (w)).

(La prima e la terza uguaglianza valgono percheé g & ortogonale, la seconda vale perché A & simmetrica.)
In alternativa possiamo scegliere una base ortonormale B di V e notiamo che siccome g & ortogonale si ha
Mg (g) = (Mg(9)™")". Quindi

Mg(goAog™) = Mg(g)- Mg(A) - Mg(g™") = (M5 (9)")" - Mg (A) - Mg(9) ™", (9.2.10)

percid ME(go Ao g™!) & simmetrica, e quindi anche A lo &. D’altra parte O(V) agisce per congruenza sul
codominio dello stesso isomorfismo. Le due azioni sono compatibili, cioe se A € End* (V) e g € O(V) allora

goAog t(v) =qalg”'(v)

per ogni v € V. Questo si puo verificare scegliendo una base ortonormale B di V' e procedendo come sopra (vedi
le uguaglianze in (9.2.10)).

Osservazione 9.2.11. Se esaminiamo i ragionamenti svolti, ci accorgiamo che abbiamo dimostrato il seguente
risultato. Un endomorfismo simmetrico A: V' — V di uno spazio vettoriale euclideo (V,{,)) & diagonalizzato
in una base ortonormale B = {v1,...,v,} se e solo se la forma quadratica ga ¢ diagonale nella stessa base
ortonormale B. Inoltre, in questo caso ’autovalore corrispondente a v; & uguale al coefficiente \; nella formula
in (9.2.9).
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Il Teorema spettrale reale: dimostrazione

Prima di procedere con Proposizioni, Lemmi etc., diamo una motivazione geometrica della dimostrazione. Quin-
di ci riferiamo all seconda formulazione del Teorema spettrale reale. Supponiamo che V' sia R" con il prodotto
scalare standard, e che f(X) sia una forma quadratica reale in n variabili. Assumendo la validitd del Teorema
spettrale reale, esiste un cambiamento ON di coordinate X = M -Y tale che

9(V) = f(M-Y) = 3 Ayl (9.2.11)

Ora chiediamoci: come facciamo a determinare le nuove (buone) coordinate Y a partire da f(X)? Questo
equivale a chiederci di determinare i vettori le cui coordinate Y sono i vettori ei,...,e, (ma che avranno
tutt’altre X coordinate!). La risposta la si ottiene esaminando la forma quadratica diagonale in (9.2.11).
Ciascuno degli e, ..., e, € un punto critico della funzione

RN} 2 R

)
X - e

(E anche qualsiasi multiplo non nullo degli e;, giachh¢ p & omogenea.) Punto critico significa che la derivata
direzionale di p in un tale punto e nulla qualsiasi sia la direzione. Un modo geometrico di convincerci che
ciascuno degli e, ..., e, € un punto critico della funzione p consiste nel contemplare la “superficie di dimensione
(n—1)

E:={XeR"| f(X)=1}

(se f % 0 esiste X € R™ tale che f(X) % 0, se f(X) > 0 segue che E + (J, se f(X) < 0 sostituiamo f con
—f). Il Teorema spettrale reale ci dice che rispetto a un sistema di coordinate ON Y (con origine in (0,...,0))
lequazione di E & )" , Xiy? = 1. Quindi ciascuna delle rette generate dai vettori che hanno coordinate e, . . ., en
¢ di simmetria per E (un fatto non banale, niente affatto chiaro a priori), e da questo segue che p ha un punto
critico in ciascuno di questi punti. Ora, siccome un massimo (se esiste) di p & un punto critico, vediamo che
dimostrare che p ha un massimo ci portera a dimostrare il Teorema spettrale reale.

Dimostreremo alcuni risultati preliminari, e alla fine della sottosezione daremo la dimostrazione del Teorema,
spettrale reale.

Proposizione 9.2.12. Sia A: V — V un endomorfismo simmetrico. Un vettore non nullo v € V é un

autovettore di A se e solo se
vt c {we V| {A(w),w) = 0}, (9.2.12)

dove v+ ¢ Uortogonale di v per il prodotto scalare (notate che il membro di destra di (9.2.12) ¢é l’ortogonale di
v per la forma bilineare simmetrica ® 4 ).

Dimostrazione. Supponiamo che v sia un autovettore di A, con autovalore A € R. Se w € v+, allora
(A(v),w) = AXv,w) = 0.

Ora supponiamo che valga 'uguaglianza in (9.2.12), e dimostriamo che v & un autovettore di A. Siccome
l'ortogonale (per il prodotto scalare) di vt & generato da v, & sufficiente dimostrare che A(v) & ortogonale a v™.
Ma questo & cid che & scritto nell’'uguaglianza di (9.2.12). O

Corollario 9.2.13. Sia A: V — V un endomorfismo simmetrico. Se v € V & un autovettore di A, allora
A(v?) c ot

Dimostrazione. Se w € v, allora per la Proposizione 9.2.12 si ha (A(v), w) = 0, e per simmetria di A segue che

(v, A(w)) = 0. O

Per il Corollario 9.2.13 il punto cruciale da dimostrare & che esiste un autovettore v di A. Infatti, una volta
dimostrato cid, considerando la restrizione di A a v* si procede per induzione sulla dimensione di V, come
mostreremo. Per il Teorema fondamentale dell’Algebra esiste un autovalore complesso di A. Si puo dimostrare
che tale autovalore & reale, e questo finisce la dimostrazione del punto cruciale. Noi diamo una dimostrazione
che non si basa sul Teorema fondamentale dell’ Algebra', e che ¢ di ispirazione geometrica.

IProbabilmente non avete mai visto una dimostrazione del T.F.A.
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Proposizione 9.2.14. Sia A: V — V un endomorfismo simmetrico. Esiste un vettore non nullo v € V tale
che valga Uuguaglianza in (9.2.12).

Dimostrazione. Poniamo f := qa, dove ga € Q(V) ¢ la forma quadratica associata ad A, vedi (9.2.7). Conside-
riamo ’applicazione
v\{o} R
v = f@)/lvll?
Dimostriamo che p ammettte massimo. Scegliendo una isometria di V' con R™ (con prodotto euclideo standard)
ci riduciamo al caso in cui V & R"™ con il prodotto euclideo standard. Sia F;, < R”" la frontiera dell’n cubo
standard, cioe
F, :={X eR"||z;|] <1 perogniiel|z,|=1perun iy (almeno)}.

Dimostriamo che la restrizione di p a F;, ha un massimo. Il caso n = 1 & banale percheé F; ¢ un insieme con
due elementi. Ora consideriamo il caso n = 2. La funzione p(X) = f(X)/||X||? & continua su R*\{(0,0)} (una
funzione ¢: S — R con dominio un sottoinsieme S < R™ & continua se, dato un qualsiasi X € S e un qualsiasi
€ > 0, esiste 0 > 0 tale che ||p(X) — ¢(X)|| < € per ogni X € S tale che ||X — X|| < J) e quindi anche la
sua restrizione a F> lo €. Ma F5 ¢ 'unione di 4 segmenti chiusi e limitati, e quindi la restrizione di p a F»
ammette massimo per il Teorema di Bolzano-Weierstrass. Un analogo ragionamento da che la restrizione di p
a F, ammette massimo per ogni n - va usato ’analogo di Bolzano-Weierstrass in dimensione arbitraria: se f
¢ una funzione continua da [a1,b1] X [az,b2] X ... X [an,bn] € R™ a R allora esiste un massimo di f (potete
darne una dimostrazione analoga alla classica dimostrazione di Bolzano-Weierstrass per bisezioni successive, in
dimenione n si fanno 2"-sezioni successive ) Ora sia X € F,, tale che la restrizione di p a F;, ha un massimo in

X; allora f(X) & il massimo di p. Infatti sia X € (R™"\{0}), e sia m il massimo tra |z1|,|z2], ..., |zs|. Notate che
m > 0 perché X + 0, e che m~'X € F,, perché ogni coordinata di m~'X ha valore assoluto al pii1 1, ed esiste
ie{l,...,n} tale che |z;| = m, e percid la i-esima coordinata di m™'X & uguale a +1. Allora

p(X) = FX)/IIXII = m? f(m™ X)) /m?|lm ™ X = f(m™ X)/[[m ™ X[]* = p(m ™ X) < p(X).

Questo dimostra che p ammettte massimo.
Sia v € V\{0} tale che f(v) sia il massimo della funzione p. Dimostriamo che vale 'uguaglianza in (9.2.12).
Sia w € v1 dove Portogonalitd & rispetto al prodotto euclideo. Definiamo le funzioni g, h,£: R — R cosi:

g(s) == f(v + sw) = (A(v + sw),v + sw), h(s) = ||v+ sw||® = (v + sw,v + sw), £(s) := p(v + sw) = M

h(s)
Notate che £ ¢ un quoziente di funzioni differenziabili (e il quoziente non & mai nullo), e quindi & differenziabile.
Siccome ¢ ha un massimo per s = 0, segue che
9'(0)h(0) — g(0)R’(0)

0=2¢(0) = 7(0)2 ) (9.2.13)

Ora

d d
g'(0) = T ((A(v + sw),v + sw)) = 2{A(v),w), h'(0) = T (v + sw,v + sw)) = Av,w) = 0.
s=0 s=0
Quindi 'uguaglianza in (9.2.13) da che (A(v),w) = 0. Siccome w & un arbitrario vettore ortogonale a v, questo
dimostra che vale I'uguaglianza in (9.2.12). O

Dimostrazione del Teorema spettrale reale. Per induzione sulla dimensione di V. Se dimV = 1 I’enunciato ¢
banalmente vero, ogni applicazione lineare ¢ diagonale in qualsiasi base. Dimostriamo il passo induttivo. Per
le Proposizioni 9.2.14 e 9.2.12 esiste un autovettore v di A, che possiamo assumere di norma 1 (se non lo &, lo
normalizziamo). Per il Corollario 9.2.13 si ha A(v') < v, ciod A definisce un’applicazione lineare

1l sottospazio v= < V “eredita” il prodotto scalare di V, e cosié anch’esso uno spazio vettoriale euclideo. E
chiaro che B & un endomorfismo simmetrico di v*. Per ipotesi induttiva esiste una base ortonormale C di v che
diagonalizza B. Aggiungendo ai vettori di C il vettore v, otteniamo una base ortonormale di V' che diagonalizza
A.

O
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Implementazione del Teorema spettrale

Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale euclideo. Sia A un endomorfismo simmetrico di V, o equivalentemente una
forma quadratica f su V. Quello che abbiamo dimostrato in questa sezione da il seguente algoritmo per produrree
una base ON che diagonalizza A (o equivalentemente f):

1. Si sceglie una qualsiasi base ON C di V, e si calcola A = Mc(f).

2. Si calcolano gli autovalori di A (per il Teorema spettrale sono tutti reali), cioé le radici® A1,..., Am del
polinomio caratteristico Pa.

3. Per ogni radice A; del polinomio caratteristico P4, si determina una base ON dell’autospazio Vj,(A4). In
questo modo si producono d; vettori v 1,...,vs4;-

4. La base B := {v1,1,...,V1,dy5---sUm,1,---,Um,dn} Ottenuta riunendo i vettori del punto (3) & una base
ON di V che diagonalizza A.

Diamo un esempio. Sia A € M3 3(R) la matrice simmetrica definita da
1 2 3
A= 2 3 1
3 1 2
Per trovare una base ON che diagonalizza A, calcoliamo il polinomio caratteristico
pa(N); = Det(AM3 — A) = X* —6A% — 3)\ + 18.

Le radici di pa sono 6, v/3 e —v/3. Con un calcolo semplice (ma noioso) troviamo che gli autospazi di A sono

((1,1,1)),
V(A) = ((7T—3V3,—5—+3,-2+4V3)),
Voys(A) = ((T+3V3,-5+3,-2—4V3)).

=
=
|

Quindi una base ortogonale che diagonalizza f &
C={(1,1,1), (7T—3V3,-5—3,-2+4V3), (7+3V3, -5+ V3, -2 — 4V3)},

e una base ON che diagonalizza f si ottiene normalizzando ciascun vettore di C.
In generale la procedura appena descritta non ha alcun valore pratico, per via del punto (2), e si usano altri
metodi.

Il Teorema spettrale e classificazione di orbite

11 gruppo ortogonale O(V) agisce su End* (V) e su Q(V), vedi 1'Osservazione 9.2.10, e possiamo considerare
le relazioni di equivalenza su End* (V) e su Q(V) associate a questa azione. Esplicitamente: se V = R" con
il prodotto euclideo standard, allora End™ (V') e Q(V) sono identificati con lo spazio delle matrici simmetriche
M, (R) e A,B € M, (R) sono equivalenti se esiste G € O,(R) tale che G- A-G~' = B (ma notate che
G~' = G', quindi questo equivale a G - A - G* = B). 1l Teorema spettrale reale da che A, B € M, (R) sono
equivalenti se e solo se i loro polinomi caratteristici sono uguali.

9.3 Forme hermitiane

Per tutta la sezione V' & uno spazio vettoriale complesso.

Definizione e primi risultati

Definizione 9.3.1. Una forma sesquilineare su V & un’applicazione

Vvxv A C

() o Hww) (9.3.1)

che ¢ lineare nella prima variabile e coniugato-lineare nella seconda a variabile, cioe tale che

2Questo ¢ il punto dolente: in generale possiamo solo approssimarle
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1. per wg € V fissato, la funzione V — C definita v — H (v, wo) & lineare, e

2. per vg € V fissato, la funzione V — C definita w — H (vg, w) & lineare.

Osservazione 9.3.2. La condizione (2) della Definizione 9.3.1 equivale alle due condizioni seguenti:

(a) Per vo, w1, w2 €V si ha
H(’Uo,’wl + wg) = H(’Uo,’u)1) + H(Uowg).

(b) Per vo,weV e AeC si ha
H(vo, \w) = XH (vo, w).

Infatti Papplicazione w — H (vo,w) € lineare se e solo se

H(vo,w1 +w2) = H(Uo,w1) + H(’Uo,’wQ) == H(vo,wl) + H(Uo,wg),

H (vo, \w) = NH (vo, w) = A\H (vo, w),
ciog valgono rispettivamente (a) e (b).

Esempio 9.3.3. Sia A € M, ,(C), e sia

YA
—

C" xC" C

(X,Y) ~— X' AY (9:3.2)

La W4 ¢ una forma sesquilineare. Inoltre, se H ¢ una forma sesquilineare su C", esiste A € M,, »(C) tale che
H =¥, e tale A & unica. Infatti, se {e1,...,en} & la base standard di C", allora

Va(ej, er) = ajg, (9.3.3)

599

dove A = (a;i). (Notate: quando trattiamo spazi vettoriale complessi ¢ bene evitare di usare la lettera ”i” come
indice.) Questo dimostra che se H = ¥4 per un A € M, »(C), allora A & unico. Ma un semplice ragionamento
mostra che ponendo A = (ajx), dove gli ajx sono dati da (9.3.3), vale H = W,4.

Definizione 9.3.4. Una forma hermitiana su V (da Charles Hermite) & una forma sesquilineare H su V tale
che

H(w,v) = H(v,w) Yv,weV.
Esempio 9.3.5. Un prodotto scalare hermitiano (vedi la Definizione 6.9.1) & una forma hermitiana.

Osservazione 9.3.6. Una maniera utile di pensare alle forme sesquilineari ed hermitiane su uno spazio vettoriale
complesso € come ’analogo delle forme bilineari e simmetriche su uno spazio vettoriale reale rispettivamente.
Proseguendo nell’analogia, ai prodotti scalari hermitiani corrispondono i prodotti scalari euclidei.

Osservazione 9.3.7. Se H & una forma hermitiana su V, allora
H(v,v)eR YveV.

Infatti, siccome H & hermitiana, H(v,v) = H(v,v), e quindi H(v,v) & reale.

La teoria delle forme hermitiane su uno spazio vettoriale complesso V' & del tutto simile alla teoria delle
forme bilineari simmetriche su uno spazio vettoriale reale. Daremo i principali risultati. Molte dimostrazioni
saranno solo accennate perche sono del tutto simili a quelle date nel caso reale.

Definizione 9.3.8. Herm(V') ¢ linsieme delle forme hermitiane su V. Se Hi,Hs,H € Herm(V) e A € R
definiamo

vxy e C
(va) e Hl(vvw) +H2(U7w)

(9.3.4)
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E facile verificare che H 1+ Hz e AH sono forme hermitiane. Notate che se nell’equazione (9.3.4) lo scalare
A & numero complesso non reale, allora la forma sesquilineare definita da (9.3.4) non & hermitiana. Inoltre con
queste operazioni Herm (V') & uno spazio vettoriale reale.

Diamo l’analogo della corrispondenza che c’¢ tra forme bilineari simmetriche su uno spazio vettoriale e
matrici simmetriche, una volta scelta una base dello spazio vettoriale. Prima va definito '’analogo di “matrice
simmetrica”.

Definizione 9.3.9. L’aggiunta di una matrice A € M, ,,(C) & la matrice
A* = A
Inoltre A € M, ,(C) & hermitiana (o autoaggiunta) se & uguale alla sua aggiunta.

Osservazione 9.3.10. Sia A € M, »(C). La forma sesquilineare ¥4 definita in (9.3.2) & una forma hermitiana se
e solo se A = A*. Infatti

VAV, X) =Y A X=Y"AX) ==X A v=xt4"7 =0,(X,Y).

(La seconda uguaglianza vale percheé ogni matrice 1 x 1 & simmetrica.) Quindi ¥4 & hermitiana se e solo se
WU, (X,Y) = W4(X,Y) per ogni X,Y € C". Per (9.3.3) questo vale se e solo se A = A*.

Definizione 9.3.11. M, (C) € M, »(C) ¢ il sottoinsieme delle matrici autoaggiunte.

Osservazione 9.3.12. M,¥ . (C) & un sottospazio vettoriale reale di My »(C). (Non & un sottospazio vettoriale
complesso perche se A & autoaggiunta, allora aj, = @z;, e quindi ¢A & autoaggiunta solo se A = 0.) Inoltre la
diagonale di una matrice autoaggiunta ha entrate reali perche per definizione a;; = @;; e quindi a;; ¢ reale.

Supponiamo che V abbia dimensione finita n, e sia B = {v1,...,v,} una sua base.

Definizione 9.3.13. Sia H una forma hermitiana su V. La matrice Mg(H) € M,, »(C) & la matrice con entrata
su riga j e colonna k data da H (vj, vk).

Osservazione 9.3.14. La matrice Mg(H) € M, »(C) associata a una forma hermitiana H su V ¢ autoaggiunta,
cio¢ & un elemento di M, (C).

Esempio 9.3.15. Sia A € My, (C) una matrice autoaggiunta, e ¥4 € Herm(C") la forme hermitiana data da
Us(X,Y)=X""A-Y. Se S & la base standard di C", allora Ms(¥4) = A.

Lasciamo al lettore la (facile) dimostrazione del seguente risultato.

Proposizione 9.3.16. Sia V uno spazio vettoriale complesso di dimensione finita n, e sia B = {v1,...,vn}
una sua base. L’applicazione
Herm(V) 5 M, (C)
H —  Mg(H)

e un isomorfismo di spazi vettoriali reals.

Forme hermitiane a meno di equivalenza
Sia H € Herm(V'). Se g € GL(V), allora lapplicazione definita da
vxv C
(v,w) = H(g'(v),g7 " (w))
¢ una forma hermitiana. Inoltre
1. Idy H = H,
2. H=g *gH), e
3. se g1, 92 € GL(V), allora g1(g92H) = (g192)H.

In altre parole 'applicazione GL(V) x Herm(V) — Herm(V) definita assegnando gH alla coppia (g, H) &
un’azione di GL(V') su Herm(V'). Segue che la relazione definita sotto & di equivalenza.

Definizione 9.3.17. H,, H, € Herm (V') sono equivalenti se esiste g € GL(V) tale che Hy = gH>.
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9.3. Forme hermitiane

Se V' ha dimensione finita ’equivalenza tra forma hermitiane si traduce in una equivalenza tra matrici
autoaggiunte.

Proposizione 9.3.18. Sia H € Herm(V) e g € GL(V). Sia B una base di V. Sia G := M5(g~"). Allora

Mgs(gH) = (G™")" - Mg(H) - G—1. (9.3.5)
Dimostrazione. Segue dalle equazioni

GH(v,w) = H(g™'v,g™"w) = Xa(g~*(0)" - Ms(H) - Xa(g1(0)) = Xs(v)' - (G™)' - Ma(H) - G - Xa(w).
O
Motivati dalla proposizione precedente, notiamo che se A € M, (C) e G € GL,(C), allora
G'-A-Ge M, (C).
(Per verificarlo notate che se A, B € M, ,(C), allora (A - B)* = B* . A*))
Definizione 9.3.19. Definizione: A1, Az € M¥, (C) sono equivalenti se esiste G € GL, (C) tale che
A =G' Ay G.

La conclusione di cio & che classificare forme hermitiane a meno di equivalenza equivale a classificare matrici
hermitiane a meno di equivalenza.

La classificazione delle forme hermitiane a meno di equivalenza & del tutto analoga a quella delle forme
bilineari simmetriche reali.

Definizione 9.3.20. Una H € Herm(V') & definita positiva se H(v,v) > 0 per v € V non nullo (equivalentemente
se definisce un prodotto hermitiano), ed & definita negativa se H(v,v) < 0 per v € V non nullo.

Definizione 9.3.21. Sia H € Herm(V'). La segnatura positiva di H (che denotiamo sy(H)) ¢ la massima
dimensione di un sottospazio U < V tale che la restrizione di H a U sia definita positiva, e la segnatura negativa
di H (che denotiamo s—(H)) ¢ la massima dimensione di un sottospazio U — V tale che la restrizione di H a U
sia definita negativa.

Proposizione 9.3.22. Hi, Hy € Herm(V) sono equivalenti se e solo se
S+(H1) = 5+(H2)7 S_(H1) = S_(HQ).

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ del tutto simile alla dimostrazione dell’analogo risultato per forme bilineari
simmetriche su uno spazio vettoriale reale di dimensione finita.
Passo 1. Se H € Herm(V) esiste una base B che diagonalizza H, cioe¢ tale che Mpg(H) sia diagonale. La
dimostrazione ¢ tale e quale a quella nel caso reale. Se H = 0 non c’¢ nulla da dimostrare, quindi supponimao
che H # 0. Ora osserviamo che se H #+ 0 esiste v € V tale che H(v,v) # 0. Infatti, siccome H % 0 esistono
v1,v2 € V tali che H(v1,v2) # 0. Riscalando v1 (o v2) possiamo assumere che H(vi,v2) sia reale e non nullo.
Segue che la funzione polinomiale

R — R

t — H(U1 + tv2, v1 +t’l)2)

non & nulla e quindi esiste ¢y € R tale che H(v1 + tova, v1 + tov2) £ 0. Abbiamo dimostrato che esiste v € V tale
che H(v,v) # 0. Per v € V definiamo l'ortogonale al solito modo:

vii={we V| H(,w) =0} ={weV | H(w,v) = 0}.
Ora sia v € V tale che H(v,v) % 0 (stiamo supponendo che H # 0); segue che
V = Span(v) @ v, (9.3.6)

Iterando vediamo che esiste una base B che diagonalizza H.

Passo 2. Supponiamo che H € Herm(V') e che Mp(H) sia diagonale. Notate che le entrate di Mz(H) sono reali.
Infatti fuori dalla diagonale sono nulle perche ¢ diagonale, e sulla diagonale sono reali per I’Osservazione 9.3.12.
Si dimostra, come nel caso reale, che s (H) € il numero di entrate positive della diagonale di Mp(H) positiva
di H, e s_(H) ¢ il numero di entrate negative della diagonale di Mg(H). Questo dimostra la Proposizione. [

219



9. TEOREMI SPETTRALI

9.4 1l teorema spettrale complesso

In questa sezione (V<)) & uno spazio vettoriale hermitiano. Prima di enunciare il teorema spettrale complesso
discutiamo ’aggiunto di un operatore lineare, cioé un endomorfismo di V.

Definizione 9.4.1. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale hermitiano. Sia T': V' — V un endomorfismo (o operatore
lineare). Un operatore lineare S: V — V & un aggiunto di T se per ogni v,w € V vale

(T'(v), wy = (v, S(w)).

Lemma 9.4.2. SiaT: V — V un operatore lineare, dove (V,{,)) & uno spazio vettoriale hermitiano finitamente
generato. Esiste uno e un solo operatore aggiunto di T, che denotiamo T*. Se B ¢ una base ON di V, allora

Mg (T*) = Mg (T)*. (9.4.1)

Dimostrazione. Se v,w € V, allora

(T(),wy = (ME(T) - X5(v))' - X(w) = Xs(v)' - ME(T)' - Xn(w) = Xs(v)' - (ME(T)* - Xa(w)).

Sia T*: V — V l'operatore lineare tale che valga (9.4.1). I conti appena fatti dimostrano che

(T(v), wy = (v, T*(w)),
e anche che T* & 'unico aggiunto di T O
Definizione 9.4.3. Un operatore lineare T: V — V & autoaggiunta(o) se T = T*.
Osservazione 9.4.4. Siano T: V — V un operatore lineare e A € C. Allora

(AT)* = \T*.

Se Th,T>: V — V sono operatori lineare, allora

(Ty + To)* =17 + T35

Segue che l'insieme degli operatori autoaggiunti di V' & un sottospazio reale di End(V).

Osservazione 9.4.5. Consideriamo C" con il prodotto hermitiano standard
(X, Yy=X"Y.

Se A € M, (C), aggiunto di L & L 4%, dove A* = A l’aggiunta della matrice A, perche la base standard
di C™ & ON per il prodotto hermitiano standard.

In particolare il sottospazio reale degli operatori autoaggiunti & M,¥,, (C), e un operatore reale & autoaggiunto
se e solo se € simmetrico.

Teorema 9.4.6 (Teorema spettrale per operatori autoaggiunti). Sia (V,{, )) uno spazio vettoriale hermitiano
finitamente generato. Sia T: V — V un operatore autoaggiunto, cioé tale che

(T(w), wy = v, T(w)) Yv,weV. (9.4.2)
Allora T ha tutti gli autovalori reali, ed esiste una base ON di V' che lo diagonalizza.

Dimostrazione. Iniziamo dimostrando che gli autovalori sono tutti reali. Sia A un autovalore di T', e sia v un
autovettore associato. Per (9.4.2) abbiamo

Allol[* = (T(v), vy = (v, T(v)) = Allol|*.

Siccome v & 0 si ha |[v]| > 0, e quindi A = X, cioe A & reale.

Ora dimostriamo per induzione su dim V' che esiste una base ON di V che diagonalizza T. Se dimV =1
I'affermazione ¢ banalmente vera. Dimostriamo il passo induttivo. Procediamo come nella dimostrazione della
Proposizione 6.9.15. Esiste un autovalore A di T, sia v un autovettore associato. Normalizzando v possiamo

assumere che ||v|| = 1. Dimostriamo che T'(v) c vt: se w e vt,

(T(w), v) = {w, T(v)) = (w, W) = Mw, v) = 0.
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9.4. 1l teorema spettrale complesso

Quindi la restrizione di T a v* definisce un operatore

che & autoaggiunto perche lo & T. Per ipotesi induttiva esiste una base ON C di v* che diagonalizza S.
Aggiungendo a C il vettore v otteniamo una base ON di V' (perche v & ortogonale a ogni vettore di C, e ||[v|| = 1)
che diagonalizza T O

Osservazione 9.4.7. Nell’analogia tra spazi vettoriali euclidei e spazi vettoriali hermitiani, gli endomorfismi
simmetrici corrispondono a endomorfismi (operatori) autoaggiunti. Abbiamo visto, vedi la Proposizione 9.2.8,
che c’¢ una corrispondenza naturale tra endomorfismi simmetrici e forme quadratiche. Esiste 1’analogo per
spazi vettoriali hermitiani: se A & un operatore autoaggiunto su uno spazio vettoriale hermitiano (finitamente

generato) (V,{, »), l'applicazione
vxv 4 C
(vw) —  (A),w)

¢ hermitiana e viceversa, data una forma hermitiana H su V, esiste un (unico) operatore autoaggiunto A tale
che H = Ha. Questo segue dall’Osservazione 9.3.10 scegliendo una base ON di V.

Il Teorema spettrale complesso, insieme all’Osservazione 9.4.7, da il seguente analogo del Teorema 9.2.9.
Teorema 9.4.8. Sia (V,{, )) uno spazio vettoriale hermitiano (finitamente generato), e sia H una forma
hermitiana su V. Esiste una base ON di V' che diagonalizza H.

Esercizi del Capitolo 9
Esercizio 9.1. Sia f la forma quadratica su R? data da
flz1,22) = 22 + 2x129 + 322

Trovate una base di R?, ON per il prodotto euclideo standard, che diagonalizza f.

e

1. Verificate che (X,Y) := X' - A-Y & un prodotto euclideo su R?.

2. Sia f la forma quadratica su R2 definita da f(x1,22) = x% + 2x129 — 3m%. Trovate una base di R? che
diagonalizza f e che & ON per il prodotto euclideo del punto (1)

Esercizio 9.2. Sia A € M2>(R) data da

Esercizio 9.3. Sia V wuno spazio vettoriale complesso di dimensione finita e sia H € Herm(V) una forma
hermitiana su V. Dimostrate che

max{U c V| Hy = 0} = dimker(H) + min{s (H), s_(H)}.

(Qui Hiy € la forma hermitian su U definita da H(u1,uz2) perui,uz € U.) In altre parole, si tratta di dimostrare
che vale l’analogo dell’Esercizio 8.7.

Esercizio 9.4. Sia A € M}, (C) una matrice hermitiana. Dimostrate che A ¢é definita positiva (cioé la forma
hermitiana associata Ha é definita positiva) se e solo se

det A(1) >0, detA(2)>0,...,det A(n) >0,
dove, come al solito
A1) = (anr), A(2):= [ e ]
(Notate che, siccome A(m) = A(m)*, si ha det A(m) € R.) Analogamente A ¢é definita negativa se e solo se
det A(1) <0, detA(2)>0, detA(3)<0,...,

cioé se i determinanti si alternano, iniziando da det A(1) < 0.
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Esercizio 9.5. Sia A € M3'5(C) data da

0 7 1
A:=1|—1 3 2—1
1 241 1

e sia Ha la forma hermitian su C* definita da A, cioé
Ha(X,Y)=X"-A-Y. (9.4.3)
Determinate segnatura positiva e negativa di Ha.

Esercizio 9.6. Dimostrate che il polinomio caratteristico di un operatore autoaggiunto (V,{,)) su uno spazio
vettoriale hermitiano (finitamente generato) ha tutti i coefficienti reali.

Esercizio 9.7. Date una dimostrazione del Teorema spettrale complesso analoga a quella data per il Teorema
spettrale reale (quindi senza usare il Teorema fondamentale dell’Algebra), sequendo i sequenti passi.

1. Dimostrate che l'applicazione
Vo L Ry — Gew (9.4.4)
ha un massimo.

2. Sia 0 % vo tale che f(vo) € il massimo di f. Dimostrate che
vy < {weV | {Aw,vo) = 0}.
(Vortogonalita a sinistra é ripsetto a {,)).
3. Sia vo come nel punto (2): dimostrate che vy é un autovettore di A.
Esercizio 9.8. Osservate che Teorema spettrale complesso implica il Teorema spettrale reale.

Esercizio 9.9. Sia (V,{,)) uno spazio vettoriale hermitiano hermitiano finitamente generato. Diciamo che due
forme hermitiane Hq, Hy € Herm(V') sono equivalenti se esiste g € U(V) (ricordate: U(V) & il gruppo unitario
di (V,{,))) tale che

Hi(v,w) = Ha(g" " (v), 9~ " (w)), Yo, we V.

Classificate le classi di equivalenza come segue.

(a) Data H € Herm(V') definiamo il polinomio caratteristico di H come il polinomio caratteristico dell’unico
operatore autoaggiunto A: V — V tale H = Ha (vedi ’Osservazione 9.4.7).

(b) Dimostrate che esiste Hi, H> € Herm(V') sono equivalenti se e solo se i loro polinomi caratteristici sono
uguali.

(¢) Siano A, B € M}, (C). Dimostrate che esiste U € Uy, (C) tale che
A=U*-B.-U
se e solo se Pa(\) = Pg()).
Esercizio 9.10. Sia H una forma hermitiana su uno spazio vettoriale complesso V. Definiamo

Vxv 2 R
(v,w) %(H(v,w) + H(v,w))

(a) Dimostrate che gg é una forma bilineare simmetrica sullo spazio vettoriale reale V.
(b) Dimostrate che gu (v, iw) = gu (v, w) per v,w € V, in particolare g (v, iv) = 0 per ogni ve V.

(¢) Ora sia g: V x V — R una forma bilineare simmetrica sullo spazio vettoriale reale V', e supponiamo che
g(iv, iw) = g(v, w) Yv,we V.

Dimostrate che esiste H € Herm(V') (ed & unica) tale che g = gu.
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Capitolo 10

Coniche, quadriche

10.1 Introduzione

10.2 Ellissi, iperboli, parabole

In questa sezione S ¢ un piano affine euclideo, cioe uno spazio affine euclideo di dimensione 2.

Ellissi
Definizione 10.2.1. C = S & un’ellisse se in un opportuno riferimento ON di coordinate (z,y) ha equazione
2 2
€z Yy
e+l (10.2.1)

cioé P(z,y) € C se e solo se vale (10.2.1). Si intende sempre a > 0 e b > 0. Spesso & sottinteso che a = b.

Esempio 10.2.2. Un cerchio di raggio r & un’ellisse con a = b = r.

Osservazione 10.2.3. 1. La retta delle z (di equazione y = 0) e la retta delle y (di equazione = = 0) sono
assi di simmetria di C, cioe la riflessione di C nelle due retta & uguale a C stessa. Se a #+ b allora non
esistono altri assi di simmetria di C, se a = b, cioe C & un cerchio, allora ogni retta per l'origine & un asse
di simmetria (e non ce ne sono altri).

2. L’origine ¢ il centro di simmetria di C, cioe la rotazione di centro ’origine e angolo m manda C in se stessa.
Ho scritto il centro perche non esistono altri centri di simmetria di C (se F' < S ha due centri di simmetria
distinti allora F' & illimitato, cioeé esistono coppie di punti di F' che hanno distanza arbitrariamente grande
perche il gruppo generato dalle due rotazioni di angolo 7 contiene una traslazione non banale).

Definizione 10.2.4. Sia C l'ellisse di equazione (10.2.1) (a = b). I fuochi di C sono i punti
F1(070)7 FZ(_070)7
dove

c=va?— b2 (10.2.2)
¢ Ja-w

e=— =
a a

L’eccentricita di C &

11 significato geometrico dei fuochi e dato dal seguente risultato.
Proposizione 10.2.5. Sia C < S Uellisse di equazione cartesiana (10.2.1), e siano Fi, Fs i suoi fuochi. Allora
C={PeS|d(P,F1)+d(P, Fz) = 2a}. (10.2.3)

(A parole: C ¢é linsieme dei punti tali che la somma delle distanze da Py e P> sia uguale a 2a.) Viceversa, se
P,P,eS ed>d(Pr,P,), la figura definita da

D={PeS|d(P,P)+d(P,P) = d} (10.2.4)

e un’ellisse.
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10. CONICHE, QUADRICHE

Dimostrazione. La prima asserzione si verifica con una serie di calcoli che lascio al lettore. Ora dimostriamo il
viceversa. Supponiamo che C sia data da (10.2.4). Siano a > 0 e ¢ > 0 tali che

26=d(P1,P2), 2a = d.

Siccome d > d(P1, P,) abbiamo a > ¢, e quindi ha senso porre b := +v/a? — ¢2. Ora sia C Dellisse di equazio-
ne (10.2.1), e siano Fi, F» i suoi fuochi. Allora d(F1, F») = d(P1, P2), e quindi esiste una isometria @ € Isom(S)
che porta F; in P; per i € {1,2}. Siccome per lellisse di equazione cartesiana (10.2.1) vale (10.2.3), abbiamo
&(C) = D, e quindi D & un’ellisse. O
Definizione 10.2.6. Sia C l'ellisse di equazione (10.2.1) (a = b). Le direttrici di C sono le rette di equazioni

a? a?

Di:x=—, Dy:x=——,
c c

dove ¢ & dato da (10.2.2).

Notate che le direttrici non sono definite se C & un cerchio. Il seguente risultato (la cui dimostrazione &
lasciata al lettore) da il significato geometrico delle direttrici e dell’eccentricita.

Proposizione 10.2.7. Sia C l’ellisse di equazione (10.2.1), siano e la sua eccentricita e D1, D2 le sue direttrici.
Allora per i € {1,2} abbiamo che
C={PeS|d(P,F)=e-d(P,D,)}. (10.2.5)

Notate che Peccentricita di un’ellisse ¢ un positivo minore di 1. La dimostrazione del seguente risultato (che
¢ simile alla dimostrazione del ”viceversa” della Proposizione 10.2.5) viene lasciata al lettore.

Proposizione 10.2.8. Siano P; € S, R © S una retta non contenente P ed 0 < e < 1. Allora
D:={PeS|d(P,P1)=e-d(P,R)}

e un’ellisse.

Iperboli

Definizione 10.2.9. C = S & un’iperbole se in un opportuno riferimento ON di coordinate (z,y) ha equazione
2 2
z Y
S —3= 1, (10.2.6)
cioe P(z,y) € C se e solo se vale (10.2.6). Si intende sempre a > 0 e b > 0.
Osservazione 10.2.10. Un’iperbole ha equazione simile a quella che definisce un’ellisse e, come faremo vedere,

condivide molte delle proprieta delle ellissi. C’e’ una differenza che salta agli occhi: mentre un’ellisse & una
curva connessa, un’iperbole ¢ fatta di due curve separate:

e~ {(oh ) e (oo B e

Le due componenti si chiamano ram: dell’iperbole.

Gli assi di simmetria e il centro di un’iperbole di equazione (10.2.6) sono gli stessi dell’ellisse (ma esistono
sempre solo due assi di simmetria, non esistono “iperboli circolari”). Fuochi ed eccentricita si definiscono come
nel caso delle ellissi, ma con un cambio di segno.

Definizione 10.2.11. Sia C Iiperbole di equazione (10.2.6). I fuochi di C sono i punti
Fl(C,O), F2(7Ca0)7

dove

c=+Va?+ b2 (10.2.7)
JETE

&
a a

L’eccentricita di C e

e =
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10.2. Ellissi, iperboli, parabole

Il seguente risultato ¢ ’analogo per le iperboli della Proposizione 10.2.5, e anche la sua dimostrazione e
analoga, lasciamo al lettore i dettagli.

Proposizione 10.2.12. Sia C < S liperbole di equazione cartesiana (10.2.6), e siano Fi, Fa> i suoi fuochi.
Allora
C={PeS||d(P, F1) —d(P, F2)| = 2a}.

(A parole: C ¢é linsieme dei punti tali che le distanze da Py e P> differiscono di 2a.) Viceversa, se P1, P> € S
sono punti distinti e 0 < d < d(P1, P2), la figura definita da

D={PeS||dP,P)—d(P,P)| =d}
e un’iperbole.

Definizione 10.2.13. Sia C Iiperbole di equazione (10.2.6). Le direttrici di C sono le rette di equazioni

dove ¢ & dato da (10.2.7).
Valgono risultati analoghi alle Proposizioni 10.2.7 e 10.2.8.

Proposizione 10.2.14. Sia C liperbole di equazione (10.2.6), siano e la sua eccentricita e D1, D2 le sue
direttrici. Allora i due rami di C sono gli insiemi dei punti P tali che

d(P, F;) = e-d(P, D) (10.2.8)
peri=1ei=2.
Proposizione 10.2.15. Siano P1 € S, R — S una retta non contenente P1 ed e > 1. Allora
D:={PeS|d(P,P)=e-d(P,R)}

e uno dei due rami di un’iperbole.

Parabole

Nella descrizione di ellisse e iperbole tramite fuoco e direttrice il rapporto tra le distanze & uguale all’eccenticita,
che & minore di 1 nel caso di un’ellisse, e maggiore di 1 nel caso di un’iperbole. Se facciamo 1’analoga costruzione
con rapporto uguale a 1 otteniamo una parabola. Diamo una definizione di parabola facendo uso di coordinate,
poi vedremo che la parabola si descrive anche per mezzo di fuoco e direttrice.

Definizione 10.2.16. C < S & una parabola se in un opportuno riferimento ON di coordinate (z,y) ha equazione

g (10.2.9)

dove ¢ > 0.

Definizione 10.2.17. Sia C la parabola di equazione (10.2.9). 1l fuoco di C ¢ il punto F(0,c) e la direttrice di
C ¢ la retta di equazione
D:y=—c

La seguente proposizione da la descrizione della parabola per mezzo di fuoco e direttrice, i dettagli della
dimostrazione sono lasciati al lettore.

Proposizione 10.2.18. La parabola di equazione (10.2.9) ¢ linsieme dei punti equidistanti dal fuoco e dalla
direttrice, cioe tali che
d(P,F) =d(P,D). (10.2.10)

Viceversa linsieme dei punti equidistanti da un punto F e da una retta R non contenente P & una parabola.

La conlusione ¢ che la parabola & un caso limite (comune) di iperbole ed ellissi.
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10.3 Coniche a meno di isometrie

Coniche

Sia S uno spazio affine euclideo di dimensione 3 (anche detto solido affine euclideo). Un cono (circolare retto)
in S & descritto come segue. Sia T < S un piano, e sia C < T un cerchio, di centro Cy. Sia R la retta
ortogonale a T contenente Co, e sia Py € (R\{Co}). Il cono di vertice Py e base C ¢ la superficie V spazzata dalle
rette Span(FPo, P), dove P & un arbitrario punto di C. Scegliendo un sistema di riferimento affine ortonormale
RO(O,{i,j,k}) con O = Cy e V(R) = Span(k), vediamo che V & data da

V= {P(z,y,2) | 2* +° — p’z" = 0} (10.3.1)

per un opportuno p > 0. Quindi le coordinate dei punti di V sono le soluzioni di un’unica equazione (detta
equazione cartesiana di V).

Si chiama conica una figura piana ottenuta intersecando un cono (circolare retto) con un piano. Se P ¢ il
piano con cui intersechiamo, e scegliamo un riferimento affine ortonormale RO(O’, {v, w}) in P, le coordinate di
V N P sono le soluzione di una singola equazione polinomiale di grado 2. Infatti le coordinate (z,y, z) del punto
in P di coordinate (s,t) (per il riferimento affine ortonormale RO(O’, {v,w})) sono date da

T =ais+ bit + ci, Y = a25 + bat + co2, z = a3s + b3t + c3,
dove a1,...,c3 € R e la matrice
al a2 as
b1 b2 b3
ha rango 2 (perche le righe sono le coordinate di generatori di V(P) < V(S)). Quindi
VAP ={P(s,t) eP| (a1s + bit + 1) + (azs + bat + ¢c2)* — p°(azs + bat + ¢3)* = 0}.

Questo mostra che le coordinate dei punti di ¥V n P sono le soluzioni di un’unica equazione polinomiale di grado
2 (in generale non omogenea, nonostante I’equazione di V sia omogenea).

La discussione appena fatta motiva lo studio di figure piane i cui punti hanno coordinate che sono soluzioni
di una equazione polinomiale di grado 2. Dimostreremo che tali figure sono ellissi, iperboli e parabole, oppure
alcune curve “degeneri”, per esempio I'unione di due rette, eventualmente coincidenti, o anche un singolo punto
(osservate che una tale figura si ottiene intersecando V con un piano contente il vertice di V).

Funzioni polinomiali su uno spazio affine

Se V' & uno spazio vettoriale finitamente generato su K ha senso parlare di funzioni polinomiali f: V — K: sono
le funzioni che, nelle coordinate di una base sono date da un polinomio. Tale definizione & sensata perché se f &
polinomiale in una base, allora lo & in qualsiasi base. Ora sia S uno spazio affine su K (di dimensione finita). Se
f:S — K & una funzione che & polinomiale quando & espressa in termini delle coordinate di un riferimento affine
scelto, allora & polinomiale anche quando & espressa in termini delle coordinate di in un qualsiasi altro sistema
di riferimento affine. Notiamo anche che se f: S — K ha grado d in un sistema di coordinate affini, allora ha
grado d in qualsiasi altro sistema di coordinate affini. Per questo motivo la definizione che segue ha senso.

Definizione 10.3.1. Sia S uno spazio affine su K (di dimensione finita). Una funzione f: S — K & polinomiale

se, scelto un sistema di riferimento affine RA(O, B) con relative coordinate S Xrg pn (R), la funzione

A"(R)  Im4 R
(T1,...,20) = [(Xpi(z1,...,20))
¢ polinomiale. 1l grado di f ¢ il grado di fra.
Osservazione 10.3.2. Se V & uno spazio vettoriale su K ha senso parlare di funzioni polinomiali omogenee
f:V —> K, mase S & uno spazio affine su K non ha senso parlare di funzioni polinomiali omogenee f: A — K.

Questo perch’e se f € K[z1,...,Zn]d & omogenea non nulla di grado d > 0, e

X=A-Y+B, AcGL,(K)
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sono nuove coordinate affini, allora f(A - X + B) non ¢ omogeneo (in generale). Detto in modo diverso: se V &
uno spazio vettoriale, allora f: V — K & omogeneo di grado d se

FOX) =M f(X), VAeK.
Ma in uno spazio affine non esiste un origine privilegiata, quindi...

Definizione 10.3.3. Sia S uno spazio affine su K, e sia f: S — K una funzione polinomiale. La ipersuperficie
algebrica di equazione f & il sottoinsieme di S definito da

V(f):={PeS|f(P)=0} (10.3.2)
Se dim'S = 2 allora V() si dice curva algebrica, se dimS = 3 si dice superficie algebrica.

Osservazione 10.3.4. L’uso del nome “curva algebrica” (o “superficie algebrica”) corrisponde alla nostra intui-
zione per molte funzioni polinomiali f, ma non per tutte. Per esempio V(z? + ¢* + 1) < A*(R) & l'inisieme
vuoto.

La classificazione delle coniche a meno di isometrie

Per il resto della sezione S & un piano affine euclideo. Classificheremo i sottoinsiemi (“figure”) di S che sono
definite da una singola equazione polinomiale di grado 2, cio¢ le curve algebriche V(f) = S dove dove f: S - R
€ una funzione polinomiale di grado 2. Notiamo che per definizione un’ellisse, un’iperbole o una parabola sono
tali figure. Ci interessa la classificazione di tali curve a meno di isometrie di S, cioe consideriamo equivalenti
figure C1,C2 < S se esista un’isometria ¢: S — S tale che &(C1) = Ca.

Prima di imbarcarci nella classificazione, facciamo un passo indietro, e notiamo che 1’analoga classificazione
per figure definite da una singola equazione di grado 1 (cioe le rette) & molto semplice: due rette qualsiasi sono
equivalenti, cioé esiste un’isometria che porta una retta assegnata in un’altra retta assegnata. La classificazione
delle figure definite da un’equazione polinomiale di grado 2 non ¢é altrettanto semplice.

In realta classificheremo le funzioni polinomiali f: S — R di grado 2 a meno di isometrie e riscalamento,
anche se per alcune tali f la “curva algebrica” non & affatto una curva (vedi I’Osservazione 10.3.4).

Definizione 10.3.5. Due funzioni polinomiali
[9:S—R (10.3.3)
sono equivalenti per isometrie (in simboli f ~ g) se esistono un’isometria @ € Isom(S) e 0 + A € R tali che
g(P) = Af(®(P)) VPEeS. (10.3.4)
(Si verifica semplicemente che quella definita & una relazione di equivalenza.)

Osservazione 10.3.6. Se f: S — R & una funzione polinomiale e 0 £ A € R, allora V(Af) = V(f). Questo ¢ il
motivo per cui appare il fattore non nullo A nella Definizione 10.3.5.

Osservazione 10.3.7. Siano f,g: S — R funzioni polinomiali di grado 2. Se f ~ g, cio¢ vale (10.3.4), allora
V(g) = &7 (V(f)). Non & vero il viceversa, cio¢ se esiste un’isometria @ € Isom(S) tale che V(g) = &~ (V(f)),
allora non segue che f ~ g. Per esempio se

f= (m2 +y2 +1), g:= (3:62 +y2 +1),

allora V(f) = V(g9) = &, ma f non & equivalente per isometrie a g.

Osservazione 10.3.8. Funzioni polinomiali f, g come in (10.3.3) sono equivalenti per isometrie se e solo se esistono
riferimenti ON RO(O, B) e RO(0O’, B) tali che

fF(X(P) =X g(X'(P)) VPEeS,

dove X (P) e X'(P) sono le coordinate di P nei riferimenti RO(O, B) e RO(O', B') rispettivamente, e 0 + X € R.
In parole: nei due riferimenti ON f e g diventano la stessa funzione a meno di uno scalare.
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Tabella 10.1: Forme canoniche di funzioni polinomiali di grado 2 in due variabili

Equazione canonica Nome

Eop(,y) =5 + 4% —1, a=b>0 ellisse

Cop(z,y) =5 +%&+1, a=b>0 ellisse complessa

coniche non-degeneri
Inp(z,y) =% —% —1, a,b>0 iperbole

P.(z,y):=% —y, ¢>0 parabola

Wan(2,y) = 25 + 1;—2, a>b>0 coppia di rette complesse

Vap(z,y) := % — %, a>=b>0 coppia dirette incidenti

coniche degeneneri

h
S]
&
<
~

I

‘H
W)

|
i—‘

Q

V

e}

coppia di rette parallele

Hy(z,y) =% +1, a>0 coppia di rette complesse

D(z,y) := x? retta doppia

Teorema 10.3.9. Sia f: S — R una funzione polinomiale di grado 2 non nulla. Allora esiste un sistema ON
di coordinate affini tale che nelle coordinate associate (x,y) la f sia data da una delle sequenti forme canoniche
della Tabella 10.1. Inoltre siano f,g: S — R due funzioni polinomiali di grado 2. Allora f é equivalente per
isometrie a g se e solo se hanno la stessa forma canonica (cioé sono entrambe Ey s, 0 Cy %, etc.), e con gli
stessi parametri (cioé a,b, o a,b,c, 0 a, o nessun parametro nell’ultima riga).

Ora guardiamo agli “zeri” delle funzioni che appaiono nella Tabella 10.1, cio¢ a V(f) per f nella lista data
(e spieghiamo il significato della seconda e terza colonna). Tra le coniche non-degeneri abbiamo ellissi, iperboli,
parabole, e 1’ “ellisse complessa” (si capisce il significato geometrico di quest’ultima analizzando le soluzioni di
f(x,y) = 0 con x,y numeri complessi). Le prime tre sono state discusse, la quarta ¢ del tutto non interessante
se ci limitiamo alle soluzioni reali perche e I'insieme vuoto.

Tra le coniche degeneneri le coppie di rette (incidenti o parallele), e la retta con “molteplicitd 2” sono
geometricamente chiare, mentre per la coppia di rette complesse valgono gli stessi commenti fatti per 'ellisse
complessa.

In particolare segue che una conica € necessariamente un’ellisse, o un’iperbole etc. Notate che questo ¢ un
risultato del tutto non banale, anche solo il risultato che una sezione piana di una conica abbia due assi di
simmetria.

Dimostrazione del Teorema 10.3.9. Dobbiamo dimostrare che

1. funzioni date da lettere diverse (per esempio Eq 3 € Cq ) non sono equivalenti, e funzioni date dalla stessa
lettera (per esempio E,» ed E4 ) sono equivalenti solo se le lettere che danno i sottoindici sono le stesse
(per esempio Eqp ~ Eqr 1 solo se (a,b) = (a’,V)), e

2. che ogni una funzione f: A — R polinomiale di grado 2 & equivalente per isometrie a una tra Eq4,...,D.

Dimostriamo (1). Supponiamo che f ~ g. Per I’Osservazione 10.3.7 esiste un’isometria @ € Isom(S) tale che
V(f) = ®(V(g)). Guardando alla seconda colonna della Tabella 10.1 si vede facilmente che funzioni equivalenti
sono date dalle stesse lettere maiuscole. Rimane da dimostrare che se E,, ed E,/ i sono equivalenti allora
(a,b) = (a'b'), che se Cyp € Coryy sono equivalenti allora (a,b) = (a'b’), etc. E chiaro come procedere nei casi
in cui gli zeri della funzione non sono un punto o I'insieme vuoto.

Dimostriamo che se Cy, € Cyr pr sono equivalenti allora (a,b) = (a’,b’). Sia @ € Isom(S) tale che

Cap(P) = X Cor .y (9(P)) VPES. (10.3.5)
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Siccome im(Cayp) = [1,4+00) = im(Cy 3r) € il valore minimo & raggiunto per P = (0,0) in entrambi i casi, segue
che ¢(0,0) = (0,0). Quindi 'uguaglianza in (10.3.5) si legge

D(z,y) = (ZZ; ZZ) : (g) (10.3.6)

dove la matrice M = (m.;) & ortogonale, ciot M* = M~'. Quindi

(a: bgz) =M ((GIS_Q (b’())*2) M, (10.3.7)

e da questo segue facilmente che (a,b) = (a’,1’), percht a > b > 0e a’ > b > 0. La dimostrazione per coppie
di rette complesse & simile (per W, ) o piu semplice (H,).
Ora dimostriamo il punto (2). Conviene denotare le coordinate con (x,z2). Scriviamo

flzi,22) = X' M- X + pxy +vas + 0 (10.3.8)
dove 0 + M € MIQ (R) e p,v,0 € R. Dobbiamo dimostrare che esiste un cambio di coordinate ON
X = A-Y+B, AEOQ(R), BGMQJ(R) (10.3.9)

tale che f(A-Y + B) sia un multiplo non nullo di una delle funzioni Fq, 4, Cap, . .., D della Tabella 10.1. Faremo
due cambi di coordinate, la composizione sara il cambio cercato. Se facciamo un cambio di coordinate che fissa
I’origine, troviamo
f(AY) =Yt-(At~M-A)~Y+,u'm1 + s+ 6,
dove ', v/, 0" € R. Per il Teorema spettrale reale esiste A € O2(R) tale che A* - M - A sia diagonale. Quindi f &
equivalente
ayi + Bys + pyr + vys + 0.

Ora distinguiamo i due casi:
(a) a+0epB+0,
(b) uno tra o e B & nullo.

Nel caso (a) scriviamo

2 2 v 2 1/2
ay%+6y§+uy1+1/y2+0:a[<y1+%) 4[;2]+,6’[(y2+) ]+9.

La traslazione

14
Z2=Y2+ —

— el
Z1 =1+ 28

2a’
mostra che f & equivalente a
azi + Bz + 7.

Se v £ 0, dividiamo per 7, e vediamo che & equivalente a un E, 5, un Cop 0 un Iy . Se v = 0 vediamo che ~
¢ equivalente a un Wy 5, o un Vg 3.

Nel caso (b), cioé uno tra o e 8 & nullo, si procede in modo simile e si trova che f & equivalente a uno tra
P., Ly, H, e D. O

Esempio 10.3.10. Sia C c E*(R) data da
C: 227 + T2z122 + 2325 + 2521 = 0.

Determiniamo che tipo di “curva” & C (curva tra virgolette perche potrebbe essere I'insieme vuoto, o un singolo
punto).
Passo 1. Troviamo una base ON che diagonalizza la forma quadratica

2x7 + 72112 + 2323,
La matrice simmetrica corrispondente alla forma quadratica &
2 36
36 23
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Gli autovalori sono 50 e —25, con corrispondenti autovettori
(3,4), (4,-3).
Normalizzando gli autovettori elencati, troviamo una base ON che diagonalizza la forma quadratica:
s={(55)- (-3))
5 .

Siano (y1,y2) le coordinate del riferimento RO(O, B). La formula per il cambio di coordinate &

(-0 2)-C)

Z2 5 "5 Y2
Nel nuovo sistema di riferimento ’equazione di C &
C: 50y; — 25y5 + 15y1 + 20y = 0.
Dividendo per 5 otteniamo ’equazione
C: 10y; — 5ys + 3y1 + 4y = 0.

“Completando i quadrati”’l’equazione di C si scrive

3\ 9 4\* 16
10[(“*20) ‘400]‘5[(1‘/2‘10) ‘100]—

Cambiamo riferimento ponendo

n 3 B 4
ATN T TR T
e I’equazione diventa
23
C: 1027 — 525 + — = 0.
Z1 29 10
Poniamo w1 = z2 e w2 = z1. L’equazione diventa
200 5 400,
23 1T 32T

Quindi C & un’iperbole, e con un po di pazienza potremmo calcolarne fuochi, eccentricita e direttrici.

Esempio 10.3.11. Sia C c E? la parabola data da
C: 2527 — 120z 122 + 14425 — 4942, — 5725 + 169 = 0.

Determiniamo fuoco e direttrice di C. (Non ¢ affatto chiaro che C sia una parabola, lo scopriremo nel corso dei
calcoli.) Come al solito il primo passo consiste nel trovare una base ON che diagonalizza la forma quadratica
ottenuta dimenticando i termini di grado minore di 1, e cioe

fa 1= 2527 — 120z1 72 + 14423

La matrice simmetrica corrispondente a fa &
25 —60
M= (—60 144)

169, 0

Gli autovalori sono

con corrispondenti autovettori di norma 1 (e ortogonali tra loro!) dati da
(5/13,—-12/13), (12/13,5/13).

Quindi il primo cambio di base & dato da

v\ _ (% 5\ (»
@)-(% 5)G) 010
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Nelle nuove coordinate ’equazione di C &
169y; + 338y1 — 676y2 + 169 = 0.
Tutti i coefficienti sono divisibili per 169, e quindi
C: yi+2y1 —4dya+1=0.

Ponendo
z1=y1+1, 2z2=ya,

abbiamo ’equazione
—21 —2z2=0.
14 2

Ora & chiaro che C & una parabola. Siano F il fuoco di C e D la sua direttrice: nelle coordinate (z1, 22) abbiamo
F(0,1), D: z+1=0.

Quindi nelle coordinate (y1,y2) abbiamo

F(-1,1), D: y2+1=0.
Usando il cambio di coordinate in (10.3.10) troviamo che

717

F= (T?,T:s) D: 12z + 522 + 13 = 0.

Come semplificare i calcoli

I calcoli fatti negli Esempi 10.3.10 e 10.3.11 sono piuttosto lunghi. In verita esistono metodi piu veloci per
stabilire a quale delle funzioni E, 1 etc. € equivalente un dato polinomio di grado 2. Qui ci limiteremo a dare un
algoritmo (e a giustificarlo). Nel Capitolo 11 daremo una spiegazione geometrica di quello che stiamo per fare.

Data f € R[z1, z2], definiamo la forma quadratica F' in 3 variabili zo, z1, 22 (I’omogeneizzazione di f) cosi:

F(zo,21,32) i= 75 - f (ﬂ 9) . (10.3.11)

130’$0

Per esempio, se
flx1,22) := x] — 3z1xo + bas — 31 + 4,

allora
F(xo,x1,x2) := ZE% — 3x122 + 53:3 — 3xox1 + 4x(2).
e se
f(z1,20) := 427 — 21 + 422 — 6,
allora

2 2
F(xo,z1,x2) := 4x7 — wox1 + 42022 — 62¢.

Ora facciamo un cambiamento di coordinate:
X:A~Y+B, AGOQ(R), BGMQ,l(R).

Poniamo
9(y1,y2) = f(a11y1 + a12y2 + b1, a21y1 + az2y2 + bz)7
e sia

Y1 Y2
Gyo,y1,y2) = 46 - 9 <f, 7)
Yo Yo
la forma quadratica in (yo,y1y2) associata a g. L’osservazione fondamentale & che

G(yo,y1,92) = F(yo, a11y1 + a12y2 + b1yo, az1y1 + azzyz + bayo). (10.3.12)
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Tabella 10.2: Forme canoniche omogeneizzate

Equazione canonica omogenizzata Nome

=~ 2 2
Eop(w,y) =% + 4% —2%, a=>b>0 ellisse

42 .
+ &+ 22, a=b>0 ellisse complessa

o

é\va,b(‘r7 y) =

DN‘ 8

coniche non-degeneri

~

Ioy(z,y) = 2—2 — Zé—j — 22, a,b>0 iperbole

~

P.(z,y) := % —wyz, c¢>0 parabola

—~~ 2 2

Wap(z,y) =25+ %, a>b>0 coppia dirette complesse

f/a,b(nmy) =T = g—z, a>b>0 coppia di rette incidenti

R , coniche degeneneri
Lo(z,y) := % — 2%, a>0 coppia di rette parallele

ﬁa(m, y) =% +22, a>0 coppia di rette complesse

ﬁ(x,y) ;=22 retta doppia

Lemma 10.3.12. Se f,g € R[z1,z2], e [ & equivalente (per isometrie) a g, allora le forme quadratiche associate
F e G sono equivalenti a meno di uno scalare non nullo. (Possiamo dire di piu, cioé che sono equivalenti per
un elemento di GL3(R) che manda il sottospazio {0, *,%)} in se stesso.)

Dimostrazione. Segue dall’uguaglianza in (10.3.12). O

Osservazione 10.3.13. Non vale il viceversa del Lemma 10.3.12, cioe se F' e GG sono forme quadratiche equivalenti
non e detto che f e g siano equivalenti.

Per dedurre conseguenze dal Lemma 10.3.12 scriviamo le forme canoniche omogeneizzate, vedi la Tabel-
la 10.2.
Proposizione 10.3.14. Sia f € R[z1,x2] un polinomio di grado 2 e sia F(xo,x1,z2) la forma quadratica
associata a f, cioe l'omogeneizzato di f.
(I) Se F' ¢ non degenere, allora f é equivalente a una tra Eqp,Cap, las, Pe, € inoltre
(Ia) se F(0,z1,z2) & definita ma F(xo,z1,x2) non é definita (cioé ha segnatura (2,1) o (1,2)), allora f
¢ equivalente a un Eqp, € quindi f(x1,22) = 0 & un’ellisse,

(Ib) se F(0,z1,x2) é non degenere e non definita (cioé ha segnatura (1,1)), allora f é equivalente a un
Iop, € quindi f(x1,22) = 0 & un’iperbole,

(Ic) se F(xo,x1,x2) & definita, allora f é equivalente a un Cayp, e quindi f(x1,22) =0 & vuoto,

(Id) se F(0,z1,x2) é degenere, allora f ¢é equivalente a un P, e quindi f(x1,22) = 0 é una parabola.
(II) Se F' ¢ degenere, allora f ¢é equivalente a una tra Wap, Voo, La,b, Ha, D, e inoltre

(Ila) se ker F' & generato da un vettore con xo + 0, e la segnatura di F ¢é (2,0) o (0,2), allora f ¢
equivalente a un Wy p,

(IIb) se ker F' ¢ generato da un vettore con xo + 0, e la segnatura di F é (1,1), allora f ¢é equivalente a
un Vap,

(Ilc) se ker F' ¢ generato da un vettore con xo = 0, e la segnatura di F' é (1,1), allora f ¢é equivalente a
un L,
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(1Id) se ker F' é generato da un wvettore con xo = 0, e la segnatura di F' ¢é (2,0) o (0,2), allora f ¢
equivalente a un H,,

(Ile) se dimker F' = 2, allora f é equivalente a D.

Dimostrazione. Sappiamo che f & equivalente per isometrie a una forma canonica della Tabella 10.1. Quindi la
proposizione segue dal Lemma 10.3.12 e dall’osservazione che le affermazioni sono vere per le forme canoniche
(esaminate le loro omogeneizzazioni nella Tabella 10.2). O

Diamo anche un algoritmo che permette di semplicifcare il calcolo del centro di un’ellisse o di un’iperbole,
cioe lorigine di un sistema di riferimento ON nel quale C ha l’equazione canonica data da (10.2.1) e (10.2.6)
rispettivamente. Notate che il centro di un’ellisse o di un’iperbolee il centro di simmetria di C.

Proposizione 10.3.15. Sia S un piano affine euclideo, e sia C < S una conica a centro. Sia f(x1,z2) = 0
lequazione cartesiana di C in un sistema di riferimento ON, e sia

F(xo,x1,x2) = 20 f(x1/0, T2/20)
I’omogeneizzazione di f, con matrice associata (nella base standard) data da A (cioé F(X) = X'-A-X). Sia
R3 L= (R3)V
X -~ AX

Uapplicazione simmetrica associata a F. Infine sia sia (ao,a1,a2) € R3 'unico vettore tale che
Lr(ao,a1,az2) = (1,0,0).
Allora ao # 0 e le coordinate (nel sistema di riferimento ON seclto) del centro di C sono date da
(i)
ao’ ao

Dimostrazione. Un semplice calcolo mostra che l'enunciato & vero se 1’equazione di C & canonica. Quindi
I’enunciato rimane vero qualsiasi sia I’equazione di C perche ogni conica € equivalente per isometrie a una conica
in equazione canonica, e per via del Lemma 10.3.12. O

Esempio 10.3.16. Sia C = E*(R) la conica di equazione
C: 22 +3w1ma+ 202 + 21 — 1 =0.

(a) Verifichiamo che C & un’iperbole.
(b) Determiniamo 1’equazione canonica di C.
(¢) Determiniamo i fuochi di C.

(a) Verifichiamo che C & un’iperbole. Ricordiamo che C & un’iperbole se & non degenere e la forma quadratica
q(x1,x2) ottenuta dimenticando i termini di grado minore di 2 nel polinomio che definisce C ha segnature (1, 1).
L’omogeneizzazione del polinomio che definisce C &

2 2 2
F(zo,z1,x2) = 7 + 3z122 + 225 + Tox1 — T,

e la matrice simmetrica associata (nella base standard) &

-1 1/2 0
A:=|1/2 1 3/2
0 3/2 2

Siccome det A = —1/4, C & uno conica non degenere.
La forma quadratica in 2 variabili ottenuta dimenticando i termini di grado minore di 2 nell’equazione di C

Q($17$2) = mf + 3x122 + 2:53.

M= (3}2 342)

La matrice simmetrica associata e
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Siccome det M (1) = 1, det M (2) = —1/4, le segnature sono (1, 1), e concludiamo che C & un’iperbole.

(b) Determiniamo l’equazione canonica di C. Troviamo una base ON che diagonalizza la forma quadratica gq.
Per fare questo calcoliamo autovalori e corrispondenti autovettori di M. Troviamo autovettori ortogonali

(3,1 ++10), (1++10,-3).
Non sono di norma 1. Poniamo
o= (20 + 2v/10) Y2,

I vettori

v = (3a, (1 4++v10)a), w2 = ((1++10)a, —3a)

costituiscono una base ON che diagonalizza la forma quadratica g. Per proseguire, calcoliamo il centro di C (ha
senso perche C & un’iperbole) applicando la Proposizione 10.3.15. Nel nostro caso troviamo che il centro di C &

Q= (4,-3).

Tirando le somme: sia

B = {(3c, (1 + V10)a), ((1 +V10)a, —3a)}

la base ON di R? determinata sopra che diagonalizza la forma quadratica ¢, e siano (yi,y2) le coordinate del
riferimento ON RO(Q, B). Allora

1 = 3oy + (1 +V10)ay: +4
2 = (14++v10)ay: —3ay2 —3

Sostituendo nell’equazione di C troviamo che ’equazione di C nelle nuove coordinate (y1,y2) &

1++/10 o 13v/10-31
5 Y1 — 18 y2+1=0.

Quindi ’equazione canonica &

13v/10—31 5 1++/10 ,
21 — z3 —1=0.
18 2
Si trova
2 = 62 + 264/10
- 81 ’
B 24/10 — 2
—g

Quindi le coordinate (z1, z2) dei fuochi di C sono

<i%\/ 11+ 11V 10,0) .

Con un po di pazienza possiamo trovarne le coordinate nel sistema di riferimento di partenza (cioe quello
standard di E?(R)).

10.4 Quadriche e iperquadriche a meno di isometrie

La classificazione

Estendiamo agli spazi affini euclidei di dimensione maggiore di 2 quello che abbiamo dimostrato per i polinomi
di grado 2 su un piano affine euclideo. Piu precisamente classificheremo le funzioni f: S — R polinomiali di
grado 2 a meno dell’equivalenza per isometrie, dove (come nel caso n = 2) f ~ g se esistono @ € Isom(S) e
0 #+ X € R tale che

f(P) = g(@(P)) vPesS

Come in dimensione 2 la motivazione & geometrica, cioé si vuole capire come sono fatte le (iper)superfici S = S
definite da un’equazione quadratica
S: flx1,...,zn) =0,
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dove (z1,...,2Zn) sono coordinate di un riferimento ON di S, e f & un polinomio di grado 2. Queste figure si
chiamano (iper)quadriche.

Iniziamo alcune considerazioni. Come nel caso di dimensione 2, possiamo associare a f € R[z1,...,z,] (non
nulla) di grado 2 una forma quadratica F' € R[xzo,...,2Zn]2 (la sua omogeneizzazione) ponendo

F(zo,...,%n) :=:r§-f(x—1,...,$—").
Zo

Zo
Facciamo un cambiamento di coordinate
X=A-Y+B, AcOx(R), Be M,1(R),

e poniamo

gY)=f(A-X + B).
L’omogeneizzazione di g e

1
G(Yo,y1,-- -+ Yn) :yg.g(y77__.,y7n).
Yo Yo

Come nel caso n = 2, I'osservazione fondamentale & che

GY)=FM-Y), (10.4.1)
dove
1 0 0
b1 an - an
| " : (10.4.2)
bn an1 e Ann
Lemma 10.4.1. Sia f € R[z1,...,x,] un polinomio di grado 2, e sia F € R[xo,...,zn]2 la sua omogeneizza-
ztone.

(a) Il rango di F & un invariante per equivalenza (per isometrie). Diciamo che f é non degenere se F' é non
degenere.

(b) La coppia delle segnature (s4(F),s—(F)) & un invariante per equivalenza a meno di riordinamento, cioé
se f ~ g allora

(s+(F), s-(F)) = (54(G), s-(G)),
oppure
(s4+(F),s-(F)) = (s-(G),s+(G))

(c) La coppia delle segnature di F(0,z1,...,z,) a meno di riordinamento é un invariante per equivalenza.

Dimostrazione. (a): Il rango di F' non dipende dalle coordinate scelte, € non cambia se moltiplichiamo F' per
uno scalare non nullo.

(b): La segnatura di F non dipende dalle coordinate scelte, e se moltiplichiamo F' per un A non nullo le
segnature rimangono invariate se A > 0 e si scambiano tra di loro se A < 0.

(c): Vale perche la matrice M in (10.4.2) manda il sottospazio zo = 0 in se stesso. O

Daremo la classificazione a meno di isometrie delle f: S — R di grado 2 non degeneri. Questo perche
la classificazione delle f: S — R di grado 2 degeneri si riconduce alla classificazione delle forme quadratiche
modulo il gruppo ortogonale di V(S) o a quella delle f: T — R di grado 2 non degeneri dove dim T < dim S. Piu
precisamente supponiamo che f: S — R sia di grado 2 e degenere. Allora in un opportuno sistema di riferimento
ON di coordinate X : S — E"(R) vale una delle seguenti possibilta:

(a) f(X') (ciot la f scitta nelle coordinate X) & un polinomio omogeneo di grado 2.
1. f(X™') & un polinomio (in generale nonomogeneo) di grado 2 in n—1 (o meno) delle coordinate 21, .. ., Zn.

Nel caso (a) (coni su iperquadriche) ci si riconduce alla classificazione delle forme quadratiche su V(S) modulo
il gruppo ortogonale di V(S), nel caso (b) si itera la procedura.
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Teorema 10.4.2. Sia S uno spazio affine euclideo di dimensione n. Sia f: S — R una funzione polinomiale di
grado 2 non degenere. Allora esiste un sistema di riferimento ON con coordinate (x1,...,%n) tale che in queste
coordinate f sia uguale a uno delle sequenti forme canoniche:

2 2 2 2
T T; Tit1 Ty
Ei(z1,...,20) = 5 + ...+ % — — —.——+1 a;>0
aj aj; aiyy an
dove i € {0,...,n}, oppure a
2 2 2 2
z1 Ti _ Ti+1 Tn—1
Pi(z1,...,n) = 5 +...+ 5 — 55— —...— 5 — +Tn, a; >0,
ay aj aji1 n—1

dove 0 < j < [%J Inoltre siano f,g: S — R due funzioni polinomiali di grado 2 non degeneri. Allora f ¢

equivalente per isometrie a g se e solo se hanno la stessa forma canonica (cioé sono entrambe E;, o entrambe
E;, con gli stessi parametri a meno degli ovvi riordinamenti.

Dimostrazione. Si procede come nel caso n = 2.
Passo 1. Sia
flxa,. . zn) = q(x1,. .., zn) + Uz, ..., zn) +

dove g ¢ una forma quadratica, [ ¢ polinomio omogeneo di grado 1 (funzione lineare), e ¢ € R. L’omogeneizzazione
di f & data da
F(zo,...,xn) = q(z1,...,%n) + xo - U(T1,...,Tn) + cz?,

e quindi
q(z1,...,2n) = F(0,21,...,2n).

Siano § € Bil*(R") e F € Bil* (R"*') le polarizzazioni di ¢ e F rispettivamente, e siano

LF L

Rn+1 _F, (Rn+1)v’ R™ _&} (Rn)v
le corrispondenti applicazioni lineari simmetriche definite da Fe q, cioe
Lp(X)(Y) = F(X,Y), Lg(X)(Y)=q(X,Y).

Dimostriamo che ¢ ha rango almeno n — 1, cioe
(a) g & non degenere, oppure
(b) ¢q ha rango n — 1.

Siccome la forma quadratica g (e la sua polarizzazione §) ¢ definita sul sottospazio zo = 0, abbiamo

(0,21,...,2n) €ekerqg < Li(0,21,...,2n) € Span{zg },

dove {xg,...,zy} ¢ la base di (R"*")¥ duale della base standard. Quindi restringendo L a ker ¢ otteniamo
un’applicazione lineare
ker q — Span{z{ }
0,z1,...,zn) — Lp(0,21,...,25)
Se ¢ avesse rango minore di n — 1, allora dimker ¢ = 2, e seguirebbe che esiste 0 # (0, z1,...,Z») nel nucleo di

L. Questo contraddice Iipotesi che F' sia non degenere.

Passo 2. Dimostriamo che se vale (a), cio¢ ¢ & nondegenere, allora f ¢ equivalente per isometrie a una E;. Per
il Teorema spettrale esiste una base ON B che diagonalizza g. Segue che f & equivalente a

n n
g1, ..., xn) = 2 Niz? + Z WiTi + ¢,
i—1 i=1

dove \; & 0 per ogni i. “Completando i quadrati” riscriviamo g come

n 2 n 2
Hi My

g(x177mn)=2)\z(xz+ ) - 2+C
o 2x) 4
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Quindi vediamo che g & equivalente a
h(@1,. . mn) = Y Nea? +d.
i=1

Siccome per ipotesi ’'omogeneizzazione F(xo, . . ., T, ) & non degenere, d + 0. Moltiplicando per d~* e riordinando
le coordinate otteniamo che f & equivalente a una F;.

Passo 3. Dimostriamo che se vale (b), cio¢ ¢ ha rango n — 1, allora f & equivalente a una P; con

0<j< V;J (10.4.3)

La dimostrazione & simile a quella del Passo 2. Il motivo per cui possiamo assumere che valga (10.4.3) & che le
forme quadratiche

2 2 2 2
1 L5 Tit1 Tn—1
Sttt -SR-St
a a; a; a
1 (3 i+1 n—1
€ 2 2 2
2
x1 Tpn—1—4 Tn—i Tn—1
Sttt — 3 —-T 3t
a a ; Qa :
1 n—1—1 n—1 n—1

sono equivalenti - basta moltiplicare la seconda per (—1), e poi cambiare segno alla coordinata .

Passo 4. Quali delle E; o P; sono equivalenti? Considerando le segnature di F' e g si trova che una E; e
equivalente solo ad altre E; e cosi per le P;. Infine le equivalenze tra E; o tra P; si ottengono solo nel modo
ovvio, cioe riordinando gli ay. O

Quadriche

Esamineremo le quadriche non degeneri, cioe le superfici definite da V(f) < S dove S & uno spazio affine euclideo
di dimensione 3, e f: S — R & una funzione polinomiale (non nulle) di grado 2 tale che la sua omogeneizzazione
(per un sistema di coordinate qualsiasi) si una forma quadratica (in 4 variabili) non degenere.

Per il Teorema 10.4.2, una quadrica non degenere & data, nelle coordinate (z,y, z) di un opportuno sistema
di riferimento ON, da una delle seguenti equazioni:

x z
Qi: 5 +5+—5=1,

X z
A

.332 y2 22_1
@ a-t
' 1'2 y2 22_1
Qi@ g a-t

2 2

LT Y

Q5. Z_a72+b727

2 2

T Y

Qg. Z—an—be.

Q1 & un ellissoide. In [5] trovate una costruzione dell’ellissoide simile a quella di ellissi e iperboli.

Qo € un iperboloide a una falda, e contiene due “schiere” di rette. Per vederlo riscriviamo I’equazione di Q2

(G2 (G-D-0+D) (-2

La prima schiera & formata dalle rette di equazioni

MELE) = u(n+
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per (A, u) # (0,0). Notate che se moltiplichiamo A, g per uno stesso fattore non nullo otteniamo la stessa retta.
La seconda schiera & formata dalle rette di equazioni

More) = n(-5)

n(Go) = 20+

per (A, i) £ (0,0). L’iperboloide a una falda si chiama anche iperboloide iperbolico. L'aggettico “iperbolico” si
riferisce alla curvatura (Gaussiana) dei suoi punti, che & negativa (whatever that means).

Qs & un iperboloide a due falde. Dall’equazione segue che x < —1 o x > 1; per questo le due falde. E anche noto
come iperboloide ellittico, dove “ellittico” si riferisce alla curvatura (Gaussiana) dei suoi punti, che & positiva.

Q4 & l’insieme vuoto.

Qs, che ha equazione
2 2
T
S+ 5
a b?
¢ un paraboloide ellittico. Ha la forma di una coppa infinita. Se a = b & spazzata da una parabola che ruota
introno al sua asse.

z =

Qg, che ha equazione & un paraboloide iperbolico, e contiene due schiere di rette, come ’iperboloide iperbolico.

Riscrivendo 1’equazione cosi
= (242). (221
a b a b/’

vediamo che le rette di una schiera hanno equazioni cartesiane

z Q) -
(a + b H
r_ Q) -
H (a b “
per 1 € R, e le rette dell’altra schiera le equazioni
r_ Q) -
(a b H
z Q) -
" (a * b z

Esempio 10.4.3. Sia Q < E3(R) la quadrica di equazione
zy—6x2—22+x+2=0.
Cerchiamo di capire come sia fatta Q. La forma quadratica associata al polinomio di grado 2

f(‘rvy’z) :=Iy—6xz—z2+m+2

F(w,z,y,z2) := xy — 6zz — 22+ wx + 2w

La matrice simmetrica associata &

2 1 0 0
1 0 1 -3
M= 0O 1 0 O
0 -3 0 1

Calcolando troviamo che det M = 2. Quindi F' & non degenere, e percio Q € equivalente a una delle quadriche non
degeneri che abbiamo esaminato. Per decidere se Q & un ellissoide, o un iperboloide iperbolico, etc. calcoliamo
le segnature di F' e della forma quadratica F(0,z,y, z).

Per i € {1,2,3,4} sia M(¢) la matrice (simmetrica) cone entrate ms: per 1 < s,t < i, dove M = (msyz).
Abbiamo

det M(1) =2>0, detM(2)=-1<0,
det M(3) = -2 <0, detM(4)=detM =2>0.
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Per un criterio che conosciamo segue che che
s¢(F) =2, s_(F)=2.

Nella nostra lista Qi,..., Q¢ le quadriche tali che la forma quadratica associata ha segnature (2,2) sono Qo
(iperboloide iperbolico) e Qg (paraboloide iperbolico). Quindi per decidere a quale dei due sia equivalente Q
basta determinare il rango della forma quadratica

F(0,z,y,2) = zy — 6xz — 2°.

Siccome € una forma quadratica non degenere, Q € un iperboloide iperbolico.

Esercizi del Capitolo 10
Esercizio 10.1. La curva in E? definita dall’equazione cartesiana
C: 732° + T2xy + 52y° + 30z — 40y — 75 =0

e un’ellisse.
1. Scrivere la forma quadratica in 3 variabili associata al polinomio di grado 2 che definisce C.
2. Dimostrare che C é un’ellisse calcolando 3 determinantsi.

3. Calcolare (con maggiore fatica) i fuochi di C, e la somma costante delle distanze dei punti di C dai suoi
fuochi.

Esercizio 10.2. Perte R sia C; = E*(R) la curva di equazione

Ce: x%+6m1m2+tm§f2m1 + 4z +3 =0.
Determinate com’e fatta C: al variarare di t, cioé per quali valori di t é un’ellisse, per quali un’iperbole, etc.
Esercizio 10.3. Sia C < E*(R) la curva di equazione

C: z§+2:p1m2+x§—2x1—6xz+3=0.

(a) Dimostrare che C é una parabola calcolando due determinanti.

(b) Determinate fuoco e direttrice di C.
Esercizio 10.4. Siano Qi1, Q2, Qs E3 le quadriche di equazioni cartesiane
Q x2+xy+2y2—z2+3m—z+25=0,
Qo: 2zy+4zz+y? —42° +2y+42+3=0

Qs: 2xy+4xz+1y° —42° + 2y + 5243 =0.
Quale tra Q1, Q2, Qs € un paraboloide?
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Capitolo 11

Geometria proiettiva

11.1 Introduzione

La geometria proiettiva € legata alla prospettiva. In una riproduzione grafica di un pavimento, i punti all’“infinito”

del pavimento vengono rappresentati con i punti di una retta “orizzonte”, e di conseguenza rette parallele nel
pavimento si intersecano in punti della retta orizzonte. Ogni volta che, guardando un’immagine ricostruiamo
nella nostra mente 'oggetto riprodotto, facciamo della geometria proiettiva. Un piano proiettivo contiene un
piano affine, e si pud ottenere aggiungendovi “punti all’infinito”. In questo modo si acquista una maggiore
simmetria. Un esempio: due punti distinti di un piano affine sono incidenti (cio& contenuti in) una e una sola
retta, ma non & vera l'affermazione che due rette distinte sono incidenti (cioé contengono) uno e un solo punto
perché possono essere parallele. In un piano proiettivo rimane vera la prima affermazione e in piu due rette
distinte sono incidenti uno e un solo punto.Per dare il sapore della geometria proiettiva prima ancora di dare
definizioni, enunciamo il Teorema di Pappo: se r,r’ sono rette distinte in un piano, A, B,C € r sono punti a
due a due distinti (nessuno dei quali nell’intersezione r N 7’) e analogamente A’, B, C’ € ' sono punti a due a
due distinti (nessuno dei quali nell’intersezione r N '), allora i punti di intersezione

BC' A B'C, AC' n A'C, AB' ~n BA’

sono allineati (BC' ¢ la retta per B e C’ etc.). 1l teorema vale se r, 7’ si intersecano, ma anche se sono parallele.
Analogamente, vale anche se l'intersezione BC' n B'C & vuota, cioe le rette BC”, B'C sono parallele; in questo
caso si intende che una retta contiene “I’intersezione” BC’' n B’C se ¢ parallela alle due rette.

In questo capitolo gli spazi vettoriali sono sempre finitamente generati.

11.2 Spazi proiettivi

La definizione

Definizione 11.2.1. Sia V uno spazio vettoriale. Il proiettificato di V & l'insieme dei sottospazi vettoriali di
dimensione 1 di V, e si denota P(V'). In simboli

P(V):={L c V| L cV sottospazio, dim L = 1}.

La dimensione di P(V'), denotata dimP(V'), &€ uguale a (dim V' —1). Uno spazio proiettivo su K & il proiettificato
di uno spazio vettoriale con campo degli scalari K.

Una retta proiettiva € uno spazio proiettivo di dimensione 1, e un piano proiettivo € uno spazio proiettivo
di dimensione 2. Denotiamo con P"(K) il proiettificato di K™, cioe

P"(K) = P(K™*1).

Esaminiamo P§. Denotiamo gli elementi di K™** con (zo,z1,...,»), cioé I'indice va da 0 a n anziche da 1
an+ 1. Per determinare un elemento di P"(K), cioé un sottospazio vettoriale L < K"*' di dimensione 1 &
sufficiente dare un vettore non nullo X = (zo,...,2z,) € K™™' e porre I = Span{X}. Tradizionalmente il
sottospazio generato da X = (xo,z1,...,%n) si denota con

[X] = [zo, 1, ..., Za], (11.2.1)
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(in molti testi si denota [zo : 1 : ... : xn]) anzicheé con Span{X}, e noi adotteremo questa convenzione. Se
zo #+ 0 possiamo ”"normalizzare” X ponendo z¢ = 1, e allora rimane la scelta (libera) delle entrate (z1,...,Zx).
11 sottoisieme P"(K) i cui elementi sono i sottospazi generati dai vettori X con zg = 0 & lo spazio proiettivo
P"~'(K). In conclusione abbiamo una decomposizione

P*(K) = {[1,21,...,2n] | (z1,...,20) € K"} L P" }(K),

e una ovvia identificazione con K" del primo sottoinsieme in cui abbiamo decomposto P"(K). Seguendo la
tradizione diciamo che P"(K) & ottenuto dallo spazio affine A™(K) aggiungendo i punti all’infinito, cio¢ i punti
di P"71(K).
Diamo un’idea pitt geometrica dei punti all’“infinito”.

P!(K): c’& un solo punto all’infinito, cioe [0,1]. Sia K = R e immaginiamo di “camminare” sulla retta affine
Rc P! (R), per esempio secondo la formula 1 = It + a, dove t & la variabile tempo e [, a € R sono costanti, con
l £ 0. Nella notazione di (11.2.1) il punto variabile & P(t) = [1,lt + a]. Se t — o0 il punto P(¢) non ha un limite
nella retta R, ma lo ha in P*(R) perche

Pt)=[Llt+a] =t "1 +at™"],

e [t 1+ at™'] tende a [0,1] = [0,1] per t — +00. La conclusione & che se camminate per sempre su R verso
destra o verso sinistra, arriverete (al limite) allo stesso punto all’infinito [0, 1]. Questo ha senso se pensate alla
riproduzione grafica di una retta su un quadro.

P?(K): Poniamo P(t) = [1,It + a,mt + b], dove (I,m) # (0,0). Se K = R, e t — oo il punto P(t) non ha un
limite nel piano affine A?(R), ma lo ha in P?(R) perche

(Lt +a,mt+b]=[t"" I +at" " ,m+bt""]—[0,1,m].

Conclusione: P(t) ha come limite il punto della retta all'infinito (che, ricordiamo, ¢ Pg) dato da [0,1,m]. (Si
pud dare senso a quello che abbiamo detto anche per P?(K) con K arbitrario.)

Spazi proiettivi e spazi affini

Diamo una versione piu generale di quello che abbiamo detto sui punti all’“infinito”. Sia V' uno spazio vettoriale,
e sia W < V un sottospazio di codimensione 1, cioe tale che dimW = (dim V' — 1). Diamo a P(V)\P(W) una
struttura di spazio affine con spazio delle traslazioni Hom(V /W, W), procedendo come segue. Definiamo

(B(V)\B(W)) x Hom(V/W, W) T (P(V)\P(W)) (11.2.2)

([v], f) = v+ f(@)]
dove v € (V/W) & la classe di equivalenza di v. Notiamo che l’applicazione in (11.2.2) & ben definita. Infatti
1. v+ f(v) £ 0 perche f(v) e W eve (V\W), e
2. [v+ f(@)] non dipende dal vettore v che genera il sottospazio, perché se v’ & un altro generatore allora
v = pv e quindi
(o + f(E0)] = [po + pf ()] = [v + f(©)].
perche f & lineare
Inoltre
1. & chiaro che T'(0) = Id,
2. siha T(f +g) =T(f) o T(g) perche

T(f+ gl =[v+(f+9) @] =[v+g@®) + )],

T()(T(9Mv]) = T(f)([v+9@)] = [v+9(@) + fF([©)],
dove I'ultima uguaglianza segue dal fatto che g(v) € W e quindi la sua classe di equivalenza in V/W &
zero,

3. T(f)[v] = [v] solo se f =0 perche T'(f)[v] = [v] solo se v + f(U) & un multiplo di v, e questo implica che
f(@) =0 perche v ¢ W, cioe f =0,

242



11.2. Spazi proiettivi

4. dato [v'] € (P(V)\P(W)) esiste f € Hom(V/W, W) tale che T(f)[v] = [v'] perche, siccome {v} & una base
di V/W esiste f € Hom(V /W, W) tale che f(v) = v’ — v e per questa f vale T(f)[v] = [v'].

La conclusione & che lapplicazione in (11.2.2) da a (P(V)\P(W)) una struttura di spazio affine con spazio di
traslazioni Hom(V /W, W). Abbiamo la decomposizione

BP(V) = (B(V)\P(W)) b P(W))
dove (P(V)\P(W)) & "quasi tutto” P(V'), e questo giustifica la definizione di dimP(V) data in (11.2.1).

Coordinate omogenee

Sia V' uno spazio vettoriale su K di dimensione n+1, e sia B = {vo, ..., v} una sua base. Sia BY = {vg,..., vy}
la base duale di V'V. Denotiamo v;" anche con z;. In altre parole, se v € V si ha

v =zo(V)vo + ...+ Tn(V)Vn,

e zo(v),...,xn(v) sono le coordinate di v nella base B. Ora sia [v] € P(V). Le coordinate omogenee di [v]
(associate alla base B) sono zo(v),...,zn(v). Le coordinate omogenee del punto [v] € P(V) sono determinate
solo a meno di un fattore non nullo comune p € K*, perche [puv] = [v]. Per questo motivo indichiamo le
coordinate omogenee di [v] cosi:
[zo(v),...,zn(v)] € P"(K).
In altre parole le coordinate rispetto a una base danno un’applicazione biunivoca
PV) — P (K)
[o] = [zo(v),. .z (v)]

Rivisitiamo, usando le coordinate omogenee, la struttura di spazio affine su P(V)\P(W) per W < V di

codimensione 1. Supponiamo che
W = ker(zo) = {Z ww,} .
i=1

Se si esamina la definizione data, si vede che le coordinate affini sono date da
P(V)\P(ker(zo)) — K"
N z1(v) zn (v)
[v] (wé(uw'“’ xo(v))

Se f: V — K & un’applicazione lineare non nulla, poniamo

P(V); := P(V)\P(ker f). (11.2.3)

Nel caso in cui P(V') = P"(K) e non ci sono equivoci su quale sia il campo K, denotiamo P"(K); con P7}.
Spesso si denota x;(v)/xo(v) semplicemente x;(v) - possiamo pensare di normalizzare le coordinate omogenee
ponendo zo(v) = 1. Spesso per evitare questa potenziale fonte di malintesi si denotano con

[Xo(v), ..., Xn(v)]

(lettera X maiuscola) le coordinate omogenee, e quindi z;(v) = X;(v)/Xo(v).

Sottospazi proiettivi

Definizione 11.2.2. Un sottoinsieme H di P(V') & un sottospazio proiettivo se H = P(W, dove W < V & un
sottospazio vettoriale.

Esempio 11.2.3. Sia W < V di codimensione 1. Allora W ¢ dato da un’equazione cartesiana
W iaiaji(v) =0, (ao,...,an)=*(0,...,0).
i=0
Quella scritta sopra & anche un’equazione cartesiana del sottospazio proiettivo H < P(V), cioé
BOW) = {[e] € B(V) | 3 aszi(v) = 0},
i=0
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Osservazione 11.2.4. L’equazione cartesiana di H < P(V') ha senso perche equivale a chiedere che una funzione
polinomiale omogenea nelle coordinate omogenee sia nulla, e quindi se si annulla per una scelta di coordinate
omogenee di un punto allora si annulla per ogni altra scelta di coordinate omogenee dello stesso punto. Non
avrebbe senso se chiedessimo di annulare un polinomio non omogeneo.

Definizione 11.2.5. Sia P uno spazio proiettivo. Un iperpiano di P ¢ un sottospazio proiettivo L < P di
codimensione 1, cio¢ tale che dim L = (dimP — 1).

Esempio 11.2.6. Sia P(V) un piano proiettivo. Se L1, Ly sono rette distinte di P(V'), allora L1 n L2 consiste di
un singolo punto. Infatti per ipotesi L; = P(W;) dove W; < V ha dimensione 2, e W1 + W>. Quindi V, che
ha dimensione 3, & generato da W1 e Wa, e percid Grassmann da che dim(W7 n W2) = 1. Quindi Wi n Wa &
I'unico punto nell’intersezione Li N La.

Descriviamo H := H nP(V)g,. Ricordiamo che P(V)y, = P(V)\P(ker zo) e che I'identificazione

K" — P(V)\P(ker(zo))
(1,...,zn) —  [vo+x101+ ...+ TnUn]
da coordinate affini su P(V),,. Ponendo xzy = 1 nell’equazione cartesiana di H otteniamo un’equazione

cartesiana di H:
ao+aix1 +...+anrn = 0.

Quindi
1. Se H # P(ker zy), allora H n P(V)4, & un sottospazio affine di codimensione 1.
2. Se H = P(kerzo), allora H nP(V)g, = .

Piu in generale, se H < P(V) & un sottospazio lineare, allora H n P(V);, & un sottospazio affine della stessa
dimensione di H, a meno che H < P(kerzo) (nel qual caso H nP(V ), = &).

Esiste un “viceversa”. Sia H < P(V);, un sottospazio affine. Esiste uno e un solo sottospazio proiettivo
H c P(V) tale che H nP(V),, = H. Vediamo perché. Se H = P(V),, 'affermazione & banale, si ha H = P(V).
Supponiamo che dimH = n — 1, e sia

ap+aix1+...+anxy, =0

una sua equazione cartesiana, dove (ai,...,an) F (0,...,0) (altrimenti H sarebbe tutto P(V)s,). L’unico
sottospazio proiettivo H < P(V') con le proprieta richieste ha equazione cartesiana

aoTo + a1x1 + ...+ anx, = 0.

Se dimH < n — 1, si procede in modo analogo, 'unica differenza & che H & definito da n — dim H equazioni
lineari, con associato sistema di equazioni lineari omogenee di rango massimo.

Definizione 11.2.7. Sia H c P(V),, un sottospazio affine. L’unico sottospazio proiettivo H < P(V) tale che
HnP(V)z, =H
e la chiusura proiettiva di H.
Esempio 11.2.8. Siano L,,Ls < IP’%U le rette di equazioni affini
3x1+2x2—3=0, 6x1+4x2+1=0,

e siano L1, L2 C IP’?CO le loro chiusure proiettive. Per 'Esempio 11.2.6 sappiamo che L1 n Lo consiste di un
singolo punto, determiniamo quale punto ¢. Le equazioni omogenee di L1, L2 sono date da

L1:3$1+2x273x0:0, Lo: 6x1 +4x2 + 20 = 0.

Risolvendo, troviamo che

L1 N L2 = {[0,2, —3]}
In altre parole: LLi, L2 sono rette parallele, e quindi non “si incontrano”, invece L1, L2 si incontrano nel punto
all’infinito [0, 2, —3].
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Proposizione 11.2.9. Sia {L;}icr € una collezione di sottospazi proiettivi di uno spazio proiettivo P. L’inter-

sezione
()L

el
e un sottospazio proiettivo.

Dimostrazione. Sia P = P(V). Per definizione L; = P(W;) dove W; < V & un sottospazio vettoriale. Quindi
W := (| W; ¢ un sottospazio vettoriale di V. Un punto [v] € P(V) appartiene all’intersezione degli L; se e solo
i€l
se v e W, percio (| L; = P(W). O
iel
Definizione 11.2.10. Sia X un sottoinsieme di uno spazio proiettivo IP. Il sottospazio proiettivo generato da
X @& l'intersezione dei sottospazi proiettivi di P che contengono X. Lo denotiamo Span(X).

Chiaramente Span(X) & il piu piccolo sottospazio proiettivo di P(V) contenente X, dove “Piu piccolo”
significa che & contenuto in ogni sottospazio proiettivo di P contenente X. Se X = {po,...,pq} usiamo la
notazione Span(po, .. .,pq) anziche Span({po,...,pd}).

Proposizione 11.2.11. Se [vo], ..., [va] € P(V) allora

Span([vo], .., [va]) = P(Span(vo, ..., va)). (11.2.4)
Dimostrazione. 11 membro di destra di (11.2.4) contiene ciascun [v;], e se P(W) < P(V) & un sottospazio
proiettivo contenente [vo],...,[vqa] allora v; € W per ogni i, quindi P(W) contiene il membro di sinistra
di (11.2.4). O

Dalla Proposizione 11.2.11 segue immediatamente il seguente risultato.
Corollario 11.2.12. Se po,...,pq € P(V) allora
dim Span(po, . ..,p4) < d. (11.2.5)

Definizione 11.2.13. Punti po,...,pqs di uno spazio proiettivo sono linearmente indipendenti se vale I'ugua-
glianza in (11.2.5), e sono linearmente dipendenti in caso contrario.

Osservazione 11.2.14. Sia p; = [v;] € P(V) per i € {0,...,d}. Per la Proposizione 11.2.11 i punti po, . .., pq sono
linearmente indipendenti se e solo se i vettori vo, ..., vq sono linearmente indipendenti.

Proposizione 11.2.15 (Grassmann proiettivo). Sia P uno spazio proiettivo e siano Li,Ls < P sottospazi
proiettivi. Allora
dim(L1 n L2) = dim Ly + dim Ly — dim Span(L; U La).

Dimostrazione. Sia P = P(V). Per i = 1,2 abbiamo L; = P(W;) dove W; < V & un sottospazio vettoriale.
Ragionando come nella dimostrazione della Proposizione vediamo che

Span(L1 U Lg) = P(Wl =+ WQ),

e d’altra parte
L1 M L2 = P(W1 M WQ)

Per la formula di Grassmann (per spazi vettoriali) abbiamo
dim(Wi n Wa) = dim W + dim Wy — dim(W; + Wa).
Quindi
dim(L1nLs2) = dim(W1nWs2)—1 = dim Wi —1+dim Wo—1—(dim(W1+W>2)—1) = dim L; +dim Ly —dim Span(LiuLs).
O

Esempio 11.2.16. Sia P uno spazio proiettivo. Siano R < P una retta e H < P un iperpiano. Se R non &
contenuto in H allora interseca H in uno e un solo punto. Infatti siccome R non & contenuto in H il sottospazio
Span(R u H) contiene strettamente H e quindi

dim H < dimSpan(R u H) < dimP = dim H + 1.

Segue che dimSpan(R u H) = dimP e quindi Span(R v H) = P. Per la formula di Grassmann proiettiva
dim(Rn H) = 0 cioe R~ H consiste di un singolo punto (uno spazio proiettivo di dimensione 0 ¢ il proiettificato
di uno spazio vettoriale di dimensione 1 e percid consiste di un singolo punto).
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11.3 Applicazioni tra spazi proiettivi

Applicazioni lineari

Supponiamo che f: V — W sia un’applicazione lineare iniettiva di spazi vettoriali. Allora & ben definita

un’applicazione
£

PV) — PW) (11.3.1)
] = [f(v)]
Infatti siccome f ¢ iniettiva f(v) # 0 e quindi f(v) genera un sottospazio vettoriale di W di dimensione 1.
Inoltre per € K* si ha f(uv) = uf(v) che genera lo stesso sottospazio di f(v).

Definizione 11.3.1. Un’applicazione P(V) — P(W) & lineare se & uguale a f per un’applicazione lineare iniettiva
f:V — W di spazi vettoriali, ed & un isomorfismo se in aggiunta f & invertibile.

Osservazione 11.3.2. Se f: V — W & invertibile con inversa g (che, come sappiamo ¢ lineare), allora
g: P(W) - P(V)

¢ inversa (destra e sinistra) di f.

Osservazione 11.3.3. Se f: P(V) —» P(W) e g: P(W) — P(U) sono applicazioni lineari di spazi proiettivi, la
composizione
gof: P(V) - P(U)

e un’applicazione lineari di spazi proiettivi. In particolare la composizione di due isomorfismo di spazi proiettivi
& un isomorfismo di spazi proiettivi.

Esempio 11.3.4. Siano P uno spazio proiettivo, po € P un suo punto e H;, H> < P iperpiani non contenenti po.
La proiezione di centro pg
m: Hi — Ho

¢ definita come segue. Dato ¢ € H1, siccome po # ¢ (perche po ¢ H1) il sottospazio Span(po, q) generato da po
e ¢ & una retta. Questa retta non & contenuta in Hs percheé po ¢ Hs, e quindi l'intersezione Span(po, q) N Ha
consiste di un singolo punto che & 7m(q). La proiezione cosi definita ¢ un isomorfismo di spazi proiettivi perche
¢ la composizione di due isomorfismi di spazi proiettivi. Per vederlo poniamo

P=P(V), po=I[vo], Hi=PW),
dove dimW; = dimV — 1 e vo ¢ W;. Abbiamo un’identificazione
P(V/Span(vo)) = {P(U) |U cV, dimU =2, U 3w} = {rette in P(V') contenenti [vo]}. (11.3.2)
L’applicazione quoziente V' — V/Span(vo) ristretta a W; & un isomorfismo, e quindi definisce un isomorfismo
@i P(W;) — P(V/Span(vo)).

La proiezione w: H;y — Hs di centro pp € la composizione

B(W1) 23 B(V/ Span(vo)) *2> B(W2).

Infatti, tenendo conto di (11.3.2), 'applicazione ¢; associa a ¢ € H; la retta Span(po, q), e I'applicazione @'
associa a una retta per po la sua intersezione con Hsz. Questo dimostra che 7 € un isomorfismo di spazi proiettivi.

Esempio 11.3.5. Sia B = {vo,...,v,} una base dello spazio vettoriale V. L’applicazione

P"(K) RIS 1%

[zo,...,zn] +— [igo Zi0;

¢ un isomorfismo di spazi proiettivi. Notate che se p € P(V) allora le sue coordinate omogenee (relative alla
base B) sono uguali a £~'(p).
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Esempio 11.3.6. Nel piano proiettivo P?(R) sia po = [1,1,1] e siano Hy, H» le rette
Hi: 3xvo—z1+x22=0, Hz: zo+x1+x2=0.
Notiamo che pp non appartiene né a Hy ne ad Hs. Scriviamo esplicitamente la proiezione
7: Hi — H»
di centro po. Sia q = [to,t1,t2] € H1. Allora
7(q) = [wo, x1, 73]
€ 'unico punto di Hz allineato con po e ¢. Quindi i vettori
(zo, z1,22), (to,t1,t2), (1,1,1)

sono linearmente dipendenti, ovvero
Xo X1 Xro
det to t1 tz = O

Calcolando troviamo che
(t1 — t2)@o + (t2 — to)x1 + (to — t1)x2 = 0.
Siccome [zo, x1,z2] € H2 abbiamo anche
xo +x1 +x2 =0.

Risolvendo il sistema di due equazioni lineari omogenee (una a coefficienti polinomi in o, t1,t2) troviamo che

Xo = Qto — t1 — tz
r1 = —to+2t1 —t2
xo = —tg—1t1 + 2t

Automorfismi

Definizione 11.3.7. Sia P uno spazio proiettivo. Un automorfismo di P (anche detta proiettivita) € un

isomorfismo proiettivo f: P — P. L’insieme degli automorfismi di P si denota Aut(P").

Abbiamo che

1. Idp & un automorfismo di P,

2. se f e g sono automorfismi di P, allora anche fo g & un automorfismo di P, e

3. se f & un automorfismo di P, allora anche 'inversa di f ¢ un automorfismo di P.

Quindi Aut(P) con operazione la composizione e unita Idp & un gruppo.
Sia P = P(V). Per definizione un automorfismo di P(V') ¢ dato da

] = [f(v)]

dove f e GL(V). Quindi abbiamo un’applicazione suriettiva

GL(V) 9 Aut(®(v))
f — f

L’applicazione T & un omomorfismo di gruppi, cioe
T(fog) = fog.
Proposizione 11.3.8. Siano f,g e GL(V). Allora gli automorfismi di P(V') dati da
£,9: B(V) = P(V)
sono uguali se e solo se fog™ ' & unapplicazione scalare, cioé esiste A € K* tale che

fw) =Xg(v) YveV.

(11.3.3)

(11.3.4)
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Dimostrazione. Se vale (11.3.4) & chiaro che f = g. Dimostriamo il viceversa, cioe¢ che se f = g allora vale (11.3.4).
Iniziamo dimostrando che se h € GL(V) e h = Idp(v) allora h = AIdy dove A € K*. Siccome h([v]) = [v] per
ogni [v] € P(V), ogni vettore non nullo di V' & autovettore di h. Questo implica che h & la moltiplicazione per
uno scalare (non nullo). Infatti sia {v1,...,v,} una base di V. Abbiamo visto che per ogni 1 € {1,...,n} esiste
\; € K* tale che

h(’UZ) = )\ﬂ)l
Se fosse A; £ A; allora il vettore v; + v; non sarebbe autovettore di h perche avremmo

h(’l)i + ’Uj) = \;v; + )\j’l)j

che non & multiplo di v; + v; essendo A; & A; e v;, v; linearmente indipendenti. Quindi

A==, (11.3.5)
cioe h = \1dy.

Ora supponiamo che f = g. Quindi fog™' = Idp(vy. Per (11.3.3) si ha
fog™ =T(fog™).

Siccome T(fog™') = Idp(v) esiste A € K* tale che f o g~ ' = A1dy (lo abbiamo appena dimostrato). O

Definizione 11.3.9. Sia P uno spazio proiettivo di dimensione n. I punti p1,...,pqs € P sono in posizione
generale se, dati comunque
1 <m < min{d,n + 1}

e m indici distinti 1 <41 < ... <4y < d, i punti p;,,...,pi, sono linearmente indipendenti.
Esempio 11.3.10. Siano axi,...,aq € K distinti. I punti di P"(K) definiti da
[1,01,...,a7], .., [1,a4,...,aq]
sono in posizione generale.
Proposizione 11.3.11. Siano P e P’ spazi proiettivi della stessa dimensione n. Siano
Pl P2 €P, phy.. . prio €

punti in posizione generale in P e P’ rispettivamente. Esiste uno e un solo isomorfismo di spazi proiettivi
f: P — P tale che f(p;) = pj perie {1,...,n+ 2}.

Dimostrazione. Per definizione P = P(V) e P = P(V’) dove V, V' sono spazi vettoriali di dimensione n + 1.
Siano p; = [v;], p; = [vi]. Siccome [v1],...,[vn+2] sono in posizione generale, i vettori vi,...,VUn4+1 SONO
linearmente indipendenti, e quindi formano una base di V. Quindi v, 42 € combinazione lineare di v1,...,Vp41:

Un+2 = U101 + ... + Un4+1VUn+1-

Nessuno dei p1,...,unt1 puod essere nullo. Infatti se fosse u; = 0 allora i punti [v;] con j % ¢ sarebbero
linearmente dipendenti, e cid contraddice l'ipotesi che i punti p; sono in posizione generale. Analogamente i
vettori vy, . .., v}, sono linearmente indipendenti, e quindi formano una base di V", ed esistono p, ..., pn4+1 € K
tutti non nulli tali che
/ ! / !
Unt2 = (101 + oo+ fpgp1Unga-

Esiste una e una sola applicazione lineare

vV
tale che )
flv) = ﬁvé, Vie{l,...,n+1}
i
perche {vi,...,v,41} & una base di V. Siccome {vi,...,v,,.1} & una base di V', f & un isomorfismo di spazi

vettoriali, e percio definisce un isomorfismo
f: P(V) = P(V).

Per costruzione
f(pi) =pi, iefl,...,n+2}
E anche chiaro che f & 'unica applicazione lineare con questa proprieta. O
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Esempio 11.3.12. Per definizione un automorfismo di P*(K) & dato da
PY(K) -  PYK)
[X] ~— [M-X]

Mmoo Mo1
M =
mio M1

dove

€ una matrice 2 x 2 invertibile. Quindi
f([Xo, X1]) = [mooXo + mo1 X1, m10Xo + m11X1].

Riscriviamo f usando la coordinata affine su P'(K)x, = P*(K)\{[0, 1]} data da = = X1/Xo:

mio + M11T
f(z) = ([1.2]) = = Mo mnt
() = ([1,z]) = [moo + mor1x, m10 + Mm112] e ——

Liberandoci degli indici scriviamo

axr +b a b
f(z) = ot d det (c d) + 0. (11.3.6)

Una tale f viene detta trasformazione lineare fratta o di Mobius. Riguardo la formula in (11.3.6): si usa porre
o = [0,1]

perche la coordinata affine di tale punto “¢” uguale a o (attenzione: questo ha senso in P'(K) ma non in P"(K)
con n > 1). Con questa notazione
P'(K) = K u {o0}.
Guardando (11.3.6) vediamo che
fo) = <, f(—d/c) = w.
c

11.4 11 birapporto
Siano a1, az, as € P*(K), ciot a1,az,as € K L {00}, e supponiamo che siano distinti. Allora a1, a2, a3 sono in po-
sizione generale (punti in P*(K) sono in posizione generale se e solo se sono distinti). Per la Proposizione 11.3.11
esiste (ed & unico) fe Aut(P'(K)) tale che

f(al) = 0, f(ag) = 00, f(ag) =1.

Esplicitamente, abbiamo

f(a) - 2= 0)lo 1) (11.4.1)
(a1 — a3)(az — x)
Sostituendo a x un altro a4 € K 11 {0} otteniamo quello che si chiama il birapporto di a1, ..., as:

(a2 — a3)(a1 — aa)
(a1 — az)(az — aa)’

6(@1,...,&4) =f(a4) = = (1142)

Per esempio abbiamo

B(~2,-1,1,2) = g, B(~2,-1,1,00) = E:; - 35:?:3 _ %

Notate che, siccome supponiamo che i punti siano distinti, la caratteristica del campo K & diversa da 3, e quindi
entrambi i birapporti sono elementi di K. Nell'ultima equazione abbiamo applicato la regola

(=2 - )

Ciow) -

Tale regola viene giustificata se scriviamo il il birapporto in coordinate proiettive. Poniamo

A;

-7 (11.4.3)

a;
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cio¢ le coordinate proiettive del punto a; sono [T3, A;]. Sostituendo (11.4.3) in (11.4.2) e moltiplicando nume-
ratore e denominatore per 11 - Ts - T3 - Ty si trova che

T2 A2 T1 A1
Ts As| |Ts As
Ti, A1), ..., [Tu, A4]) = . 11.4.4
B([ 1, 1]7 ’[ 4, 4]) T A . T, A, ( )
T3 A3 T4 A4
La formula in (11.4.2) mostra che il birapporto ¢ un elemento di K.
Proposizione 11.4.1. Siano ai,...,a4,b1,...,bs € P1(K) quaterne di punti distinti (cioé¢ a; + a; sei + j e
b; + b; sei+ j). Esiste he Aut(P'(K)) tale che
h(a;) =b;, 1€{l,...,4} (11.4.5)
se e solo se
ﬂ(a17...,a4) =ﬂ(bl,...,b4). (1146)

Dimostrazione. Supponiamo che valga (11.4.5). Esiste A € M, »>(K) invertibile tale che

PY(K) -2 PYK)

X]" -~ [4-X]
Guardando all’espressione (11.4.4) del birapporto vediamo che vale (11.4.6).
Ora supponiamo che valga (11.4.6) e dimostriamo che esiste un automorfismo proiettivo h di P*(K) tale che
valga (11.4.5). Sappiamo che esiste f € Aut(P!(K)) (ed ¢ unica) tale che
f(al) = O7 f(ag) = 00, f(ag) = 1.

La f ¢ data da (11.4.1), e

f(as) = B(a1,...,a4).
Analogamente esiste g € Aut(P'(K)) tale che

g(b1) =0, g(b2) =0, glbs) =1,

e
g(b4) = ﬂ(bh ey b4)
Quindi
f(a4) = B(al, e 70,4) = ﬂ(bl, ey b4) = g(b4)
e vale (11.4.5) con h:=g ' of. O

Dalla Proposizione 11.4.1 segue immediatamente il seguente risultato.
Corollario 11.4.2. Sia P una retta proiettiva, e siano p1,p2,ps, ps € P punti distinti. Se
f,9: P = PY(K)
sono isomorfismi proiettivi, allora

B(f(p1), f(p2), f(ps), f(pa)) = B(g(p1), g(p2), 9(p3), 9(p4))-

Per la Proposizione 11.4.1 ha senso porre la seguente definizione.

Definizione 11.4.3. Sia P una retta proiettiva, e siano p1, p2, p3, p4 € P punti distinti. Il birapporto di p1,...,pa
¢ dato da

B(E(p1), £(p2), f(ps), £(pa)),
dove f: P 5 P'(K) ¢ un qualsiasi isomorfismo proiettivo.

Dalla Proposizione 11.4.1 segue anche il seguente risultato.
Proposizione 11.4.4. Siano P, rette proiettive e siano

p17"'7p4€]P7 p/1,~--7P21€P/
quaterne di punti distinti. Esiste un isomorfismo proiettivo f: P — P’ tale che
f(pz):p;7 16{1774}
se e solo se
ﬁ(p17"'7p4)=ﬂ(p?l7"'7pil)'
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11.5. Dualita

11.5 Dualita

La nozione di dualita per spazi proiettivi ha preceduto quella per spazi vettoriali, e ci da una visione piu
geometrica della dualita per spazi vettoriali. Tutto nasce dall’osservazione che le rette di un piano proiettivo si
comportano come i punti di un piano proiettivo, se decidiamo di considerare i fasci di rette come le rette di un
piano. Piu precisamente, introduciamo la terminologia classica.

Definizione 11.5.1. Sia P uno spazio proiettivo. Un punto p € P e un iperpiano L < PP sono incidenti se p € L.

Ora supponiamo che P sia un piano proiettivo. Sappiamo che se p1,p2 € P sono punti distinti allora esiste
una e una sola retta incidente sia a p; che a pa. L’osservazione ¢ che, se scambiamo “punti” con “rette”
nell’affermazione appena fatta, otteniamo ’affermazione “se R, Rz sono rette distinte di P esiste uno e un solo
punto incidente sia a Ry che a Rs2”, che ¢ anch’essa vera.

Seguendo 'approccio moderno, formuleremo la dualita per spazi proiettivi partendo dalla dualita per spazi
vettoriali. Sia V' uno spazio vettoriale finitamente generato.

Proposizione 11.5.2. L’applicazione

P(V) A, {H c P(V) | H iperpiano} (11.5.1)

- P(ker f)

e biunivoca.

Dimostrazione. Dimostriamo che A ¢ suriettiva. Se H < P(V) & un iperpiano, per definizione H = P(W)
dove W < V & un sottospazio vettoriale di codimensione 1, cioé¢ dim(V/W) = 1. Quindi esiste un isomor-
fismo V/W —» K. Componendo questo isomorfismo con 'applicazione quoziente V. — V /W otteniamo
un’applicazione lineare suriettiva
f:V—->K
tale che ker f = W. Quindi f # 0 e percid f determina un punto [f] € P(V'), e per costruzione A([f]) = P(W).
Ora dimostriamo che A & iniettiva. Siano [f], [g] € P(V'") tali che A([f]) = A([g]), cioe

ker f = kerg. (11.5.2)
Sia ¥ P’applicazione lineare
v 5 K2

Siccome vale (11.5.2) il nucleo di ¥ ha dimensione
dim(ker ¥) = dim(ker f) = dimV — 1.
Quindi dim(im ¥) = 1, percio esiste (0,0) # (a,b) € K? tale che im ¥ = Span((a, b)), e percid
bf(v) —ag(v) =0 YveV.
Quindi f e g sono linearmente indipendenti, cioe [f] = [g]. O

Soffermiamoci sul significato di (11.5.1): D'insieme degli iperpiani di P(V'), cio¢ i sottospazi proiettivi di
codimensione 1, ¢ in corrispondenza biunivoca con lo spazio proiettivo P(V'¥), e quindi & a sua volta uno spazio
proiettivo .

Definizione 11.5.3. Il duale di uno spazio proiettivo P & I'insieme dei suoi iperpiani, e si denota P".

L’applicazione biunivoca A in (11.5.1) da una struttura di spazio proiettivo a P¥: se P = P(V) allora
PY =P(VY).
Esempio 11.5.4. Come si caratterizza geometricamente una retta di iperpiani? cioe quali sono i sottoinsiemi
R < PV tali che R = P(U) dove U € V' & un sottospazio vettoriale di dimensione 27 La risposta: R < P¥ &
una retta se e solo se esiste un sottospazio proiettivo A < P di codimensione 2 tale che

R={HeP'|H>A}. (11.5.3)

Infatti se R = P(U) dove U < V'V & un sottospazio vettoriale di dimensione 2, allora vale (11.5.3) con A =
P(AnnU), e il viceversa & analogo.
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Esempio 11.5.5. Analogamente un sottoinsieme S < P" & un sottospazio proiettivo di dimensione d se e solo se
esiste un sottospazio proiettivo A < P di codimensione (d+1) tale che

S={HeP'|H>A}. (11.5.4)
Segue che se X < P & un sottoinsieme, allora il sottospazio proiettivo di P" generato da X &
{HeP’ | HoA}, (11.5.5)

dove A :=(\gex H.
Esempio 11.5.6. Siano Hy, H2, H3 < P?(R) le rette di equazioni cartesiane
Hi: 3xz0—x1 + 22 =0,
Hy: 2x0+ 5x1 — 22 =0,
Hs: 5x9 + x2 =0.
Le rette sono allineate?, cioé appartengono a una retta di P2 (R)V? Per quello che abbiamo detto appartengono

a una retta di P(R)" se e solo se
H1 M HQ N H3 =+= @

Siccome Hi1 n Ha n Hs = J le rette non sono allinate.
Definizione 11.5.7. Un fascio di iperpiani in uno spazio proiettivo P & una retta dello spazio proiettivo duale
IF]V

La versione proiettiva del famoso isomorfismo naturale

V ;} (V v ) \
v (fe f)
valido per uno spazio vettoriale V' di dimensione finita & ’isomorfismo
P ;} (]P;v ) v
p — {HeP'|Hsp}

La dualita permette di associare a ogni risultato di Geometria proiettiva un risultato duale (che a volte coincide
con il risultato di partenza, a volte no). Infatti se un Teorema, diciamo X, vale per ogni spazio proiettivo di
una certa dimensione n, allora vale anche per ogni spazio proiettivo duale di dimensione n, ma quest’ultimo
Penunciato si traduce in un enunciato (valido) per gli spazi proiettivi. Per intendersi: dove, nell’enunciato
originale compare la parola punto, sostituiamo la parola iperpiano, dove compare la parola retta, sostituiamo
fascio di iperpiani etc. Daremo un esempio significativo di come si pud produrre un teorema apparentemente
diverso a partire da un dato teorema, nel nostro caso il Teorema di Desargues.
Teorema 11.5.8. Sia P un piano proiettivo, e siano p1,pz,p3, p1, P, ps € P tali che

1. p1,p2,p3 sono distinti, py,ps,ps sono distinti e p; + p; per i€ {1,2,3},

2. peri =+ je{1,2,3} le rette Span(pi, p;) e Span(p,p}) sono distinte, e

3. le rette Span(p;,p;) per i€ {1,2,3} sono incidenti uno stesso punto.

Allora i punti
Span(pi,p2) N Span(py,p2),  Span(pi,ps) N Span(py,ps),  Span(pz,ps) N Span(p, p3)
sono allineati.

Prima di dare la dimostrazione del Teorema di Desargues, osserviamo che (1) e (2) sono genericamente
soddisfatte mentre (3) & lipotesi forte del teorema. Indichiamo come dovremmo pensare all’enunciato del
Teorema di Desargues. I punti p1,p2,ps sono i vertici di un triangolo (eventualmente degenere) i cui lati sono

Span(p1, p2), Span(pi,ps), Span(pz,ps).

(Notate che in Geometria proiettiva non ha senso parlare del segmento tra due punti perche ci sono due segmenti
“tra” due punti.) Analogamente p’,ph,ps sono i vertici di un triangolo i cui lati sono

Span(p},ps), Span(p',ps), Span(ps,ps).

L’ipotesi e che le rette congiungenti vertici corrispondenti sono allineate nello spazio duale, cioe sono incidenti
il punto O, e la conclusione & che le intersezioni tra lati corrispondenti sono punti allineati (appartengono alla
retta g).

252



11.6. (Iper)quadriche proiettive

Dimostrazione del Teorema di Desargues. Abbiamo che P = P(V') dove V & uno spazio vettoriale di dimensione
3 su K. Poniamo

pi= v, pi=[vi], O=][w]
Siccome
[w] € Span(pi, p;)
esistono a;, a; € K tali che
a;iv; + avi = w. (11.5.6)

Sottraendo le equazioni in (11.5.6) per 1 < i < j < 3 otteniamo che

a;V; — AV = —a;vg + a;v;.

Quindi

Span(p1,p2) N Span(pi, pa) = [a1v1 — asve],

Span(p1,p3) N Span(pi, p3) = [a1v1 — azvs],

Span(pz, p3) N Span(plg,pé,) = [a2v2 — asvs].
Siccome

(a1v1 — a2v2) — (a1v1 — asvs) + (az2v2 — asvs) = 0,

vale la tesi. O

Ora ci chiediamo: cosa afferma il Teorema duale del Teorema di Desargues? Per rispondere partiamo dal
Teorema di Desargues per il duale P¥ di un piano proiettivo P, cioé I’enunciato del Teorema 11.5.8 con P" al
posto di P, e operiamo le seguenti traduzioni:

1. a pePY corrisponde una retta R c P,

2. a una retta Span(qi,g2) < P” corrisponde il fascio delle rette R — P incidenti il punto p := R1 n Rz, dove
R; c P ¢ la retta che corrisponde a ¢; (possiamo identificarlo con p purche ci ricordiamo che significa che
p significa “il fascio dlle rette contenenti p”).

Quello che otteniamo ¢ il seguente risultato.
Teorema 11.5.9 (Teorema di Desargues duale). Sia P un piano proiettivo. Siano p1,p2,ps,pl, s, ps € P tali
che

1. p1,p2,ps sono distinti, p},py, ps sono distinti, e p; & p; per i€ {1,2,3},

2. peri = je{1,2,3} le rette Span(pi, p;) e Span(p},p}) sono distinte, e

3. I punti

Span(p1,p2) N Span(py,p2),  Span(pi,ps) N Span(py,ps),  Span(pz,ps) N Span(p, p3)

sono allineati.
Allora le rette Span(p;, p;) per i€ {1,2,3} sono incidenti uno stesso punto.

In altre parole il duale del Teorema di Desargues ci dice che vale il ”viceversa” del Teorema di Desargues.
Un modo di vedere quello che abbiamo fatto: il Teorema di Desargues enunciato all’inizio e quello esposto sopra
non sono lo stesso Teorema, ma se abbiamo la nozione di spazio proiettivo duale ci rendiamo conto che sono
Teoremi analoghi.

Quindi un punto di vista sulla dualita ¢ il seguente: ci permette di riconoscere come sostanzialmente uguali
fenomeni all’apparenza diversi.

11.6 (Iper)quadriche proiettive

In questa sezione supponiamo che il campo K abbia caratteristica diversa da 2.
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(Iper)quadriche in spazi proiettivi

Sia V' uno spazio vettoriale su K di dimensione finita, e sia F': V' — K una forma quadratica non nulla. Siano
0+veVeleK*: allora F(Av) = A>F(v) e percid F(v) = 0 se e solo se F(Av) = 0. Quindi ha senso porre
V(F) :={[v] e P(V) | F(v) = 0}.

Diciamo che V(F') & una iperquadrica proiettiva in P(V'), e che F' & una sua equazione cartesiana. Se P(V') & un
piano proiettivo diciamo che V(F') & una conica proiettiva, se P(V) & un solido proiettivo (cioe dimP(V') = 3)
diciamo che V(F') & una quadrica proiettiva. La parola iperquadrica (o conica o quadrica) andrebbe messa tra
virgolette perche V(F) pud essere vuoto, per esempio V(X3 + ... + X2) < P*(R), o essere ridotta a un solo
punto, per esempio V(X12 + ...+ X,%) c P*(R), o piu in generale pud essere un sottospazio proiettivo, per
esempio V(X2 + ...+ X2) c P"(R) ¢ uguale a {[X] € P"(R) | X;n = ... = X, = 0}.

In generale perd V(F) merita il nome di iperquadrica (proiettiva), come si vede dal seguente esempio.
Esempio 11.6.1. Sia F € Q(R®) data da

F(Xo,X1,X2) = X§ — X7 + X3.
Analizziamo intersezione di V (F') con lo spazio affine
P*(R)x, = {[Xo, X1, X2] | Xo + 0}.
Ricordiamo che le coordinate affini standard su P"(R)x, sono date da

X1 Xn

xr1 = YQ, T= 70
Quindi un’equazione cartesiana di @ := V(F) n P*(R)x, ¢ data da

x% — x% =1,

cioe @ & un’iperbole. Inoltre i punti di V(F) che non sono in @, cio¢ i punti di V(F) n V(Xo), sono [0,1,1] e
[0,1,—1]. Se proiettiamo @ su un altro piano (ne facciamo il “ritratto”) non parallelo al piano contenente @, i
due punti [0,1,1] e [0, 1, —1] vengono proiettati nei punti dell’intersezione dell’“orizzonte” con la proiezione di
Q.

Pilt in generale sia 0 + ' € Q(R™"") e consideriamo V(F) = P"(R). Analizziamo I'intersezione di V' (F) con
lo spazio affine

P"(R)x, = {[Xo,...,Xn] | Xo F 0}.

Le coordinate affini standard su P"*(R)x, sono

x1 = &,...,xn = &,
Xo Xo

e percio un’equazione cartesiana di @ := V(F) nP"(R)x, ¢ F(1,z1,...,z,) = 0. Ci sono tre possibilita:

1. F(1,z1,...,%,) € un polinomio di grado 2 e quindi @ & una ellisse, o un’iperbole etc.

2. F(1,z1,...,zy,) & un polinomio di grado 1, cioé F' = Xo-L(Xo,...,X,) dove L & un polinomio omogeneo

di grado 1, e quindi @) & un iperpiano.

3. F(1,21,...,2,) & un polinomio di grado 0 (una costante c), cioe F = cXg.

C’¢ un viceversa di (1), (2) e (3). Il caso pil interessante ¢ il viceversa di (1). Sia f € R[z1,...,Zs] un polinomio

di grado 2 non nullo, e sia Q < E"(R) la quadrica
Q: f(z1,...,2zs) =0.
Nel Capitolo 10 abbiamo associato a f la forma quadratica F(Xo,...,X,) definita da

5 %)

11.6.1
o (11.6.1)

E chiaro che
V(F)nP"(R)x, = Q. (11.6.2)

Quindi la forma quadratica che abbiamo associato a un’equazione cartesiana di secondo grado di Q@ < Ag
definisce una ipersuperficie quadrica Q < P"(R) con la proprieta che

QNP"(R)x, = Q. (11.6.3)
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Punti lisci e punti singolari di iperquadriche
Sia 0+ F € Q(V) e sia Q := V(F) < P(V) Iiperquadrica definita da F. La polarizzazione F € Bily (V) di F
aiuta a capire la geometria di Q. Ricordiamo che

F(v,v) = F(v) YvelV.

L

Se v € V denotiamo v~ 'ortogonale di v per la forma bilineare F' associata a F| cioe

vt ={weV | F(v,w)=0}.

Notiamo che se v € V, allora v* ha codimensione 1 oppure & tutto V se v € ker F. Inoltre [v] € Q se e solo se
v € vt. In particolare
P(ker F) c V(F). (11.6.4)
Definizione 11.6.2. Sia 0+ F e Q(V) e Q := V(F). Sia [v] € Q.
1. Q& liscia in [v] (o [v] & un punto liscio di Q) se v* ha codimensione 1.
2. Q & singolare in [v] (o [v] & un punto singolare di Q) se v = V.
Un’iperquadrica ¢ liscia se tutti i suoi punti sono lisci (cioé F' & non degenere), ¢ singolare se ha almeno un

punto singolare (cioé F' & degenere).

Definizione 11.6.3. Sia F € Q(V) e Q := V(F). Sia [v] € Q un punto liscio. Lo spazio tangente a Q in [v] &
T Q = P(v").

Vogliamo giustificare la denominazione ”spazio tangente”. Iniziamo notando che se [v] € Q e L < P(V) &
una retta contenente [v], allora

1. L n Q consiste di due punti distinti ([v] e [w] £ [v]), 0
2. L n Q consiste di un solo punto, cioe [v], o
3. LnQ=1L,cioe L c Q.

Infatti L = P(U) dove U < V & un sottospazio vettoriale di dimensione 2, e la restrizione Fjy & una forma
quadratica. Percid possiamo scrivere

lﬂU:a-él-Zz, £1,£2€UV, CEGK, 41(1)):0.
Se a £ 0 e £2(v) + 0, siamo nel caso (a). Se a % 0 e £2(v) = 0, siamo nel caso (b). Se @ = 0 siamo nel caso (c).

Lemma 11.6.4. Sia F e Q(V) e Q := V(F). Sia [v] € Q un punto liscio. Sia L < P(V) una retta contente
[v]. Allora L & contenuta nello spazio tangente a Q in [v] se e solo se L n Q = {[v]} oppure L — Q.

Dimostrazione. L =P(U) dove U c V & un sottospazio vettoriale di dimensione 2. Estendiamo {v} a una base
{v,w} di U. Siccome F(v) = 0 abbiamo

F(zv+yw) =y - (2F (v, w)z + F(w)y).
Segue che se ﬁ(v, w) % 0, cioé L non & contenuta nello spazio tangente a Q in [v], allora
LnQ={[v],[Flw)v— Qﬁ(v, w)w]}

e quindi consiste di due punti. D’altra parte, se ﬁ(v,w) = 0, cioe L ¢ contenuta nello spazio tangente a Q in
[v], allora L n Q = {[v]} se F(w) # 0 e invece L < Q se F(w) = 0. O

D’altra parte, il seguente risultato descrive il comportamento di una iperquadrica che ha un punto singolare.

Lemma 11.6.5. Sia P uno spazio proiettivo, e sia Q < P un’iperquadrica che ha un punto singolare xo. Se
z € (Q\{zo}), allora la retta contenete xo e x & contenuta in Q.

Dimostrazione. Per definizione Q = V(F'), dove 0 £ F € Q(V), e o = [vo] dove vg € ker F. Poniamo z = [v]. 1
punti di Span(zo, z) sono dati da [aovo+av] con ([ao, ) € K2 non nullo. Siccome vy € ker F, anche agvo € ker F,
e quindi

F(aovo + av) = F(av) = o*F(v) = 0.
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Definizione 11.6.6. Siano P uno spazio proiettivo, e 9 € P. Un sottoinsieme X c PP & un cono di vertice xo
se ¢ 'unione di rette contenenti xq.

Il Lemma 11.6.5 afferma che una quadrica singolare & un cono di vertice un qualsiasi [vg] con vg € ker(F). 1l
seguente risultato segue subito dal Lemma 11.6.5, e mostra che un’iperquadrica singolare in uno spazio proiettivo
di dimensione n si descrive a partire un’iperquadrica in uno spazio proiettivo di dimensione (n — 1).

Corollario 11.6.7. Sia P uno spazio proiettivo, e sia Q < P un’iperquadrica che ha un punto singolare xo. Se
L c P(V) ¢ un iperpiano che non contienen xo, allora l'intersezione Qr := L n Q ¢ un’iperquadrica in L e Q ¢é
l'unione delle rette generate da xo e punti di Qp.

Ora possiamo spiegare il significato geometrico della terminologia “quadrica non degenere/degenere” riferita
a una iperquadrica @ in uno spazio affine euclideo S. Scegliendo un isomorfismo tra S e E™(R) (dove n := dim S),
possiamo assumere che S sia E"(R). Inoltre identifichiamo E"(R) con P"(R)x,. Quindi

Q: f(z1,...,xn) =0,

dove f € un polinomio non nullo di grado 2. Come discusso nella sottosezione precedente, I’omogeneizzazione
F di f definisce un’iperquadrica proiettiva Q < P"(R) tale che Q n E"(R) = Q. Quindi @ & degenere se e
solo se Q & un cono. In questo caso il vertice di Q & un qualsiasi punto singolare di Q. Se esiste un punto
singolare di Q che non ¢ all’infinito, cioé appartiene a E™(R), allora @ appare come un cono nell’accezione usuale
del termine, eventualmente ridotto al solo vertice, o altri casi poco visibili se ci si limita alle coordinate reali
(anziche complesse). Se invece i punti singolari di Q sono tutti all’infinito, @ & un cilindro.

Iperquadriche proiettive a meno di proiettivita

L’azione
GL(V) xQ(V) — Q(V)

(9, F) - gF
(ricordate che gF(v) := F(g~'(v))) ha il seguente significato geometrico: se 0 + F € Q(V) per cui V(F) c P(V)
¢ un’iperquadrica, allora

g(V(F)) = V(gF), (11.6.5)
dove g ¢ la proiettivita di P(V') definita da g([v]) = [g(v)]. Infatti [v] € g(V(F)) se e solo se esiste [w] € V(F)
tale che v = g(w), o equivalentemente g~ '(v) € V(F). Percio [v] € g(V(F)) se e solo se F(g~'(v)) = 0, cioe se
gF(v) =0.

Definizione 11.6.8. [F1], [Fz] € P(Q(V)) sono proiettivamente equivalenti se esistono g € GL(V) e A € K* tali
che F1 = )\gFQ

Osservazione 11.6.9. Se [Fi],[F2] € P(Q(V)) sono proiettivamente equivalenti, diciamo Fy = AgF> con g €
GL(V) e A € K*, allora V(Fy) = g(V(F2)), cioe I'iperquadrica V (Fi) & I'immagine di V (F2) per la proiettivita
g.

Si verifica facilmente che la relazione appena definita e di equivalenza. Classificheremo tali classi di equiva-
lenza per K =R e K = C. Come sempre quando cerchiamo di capire una relazione di equivalenza su un insieme,
vogliamo trovare invarianti, cioé funzioni sull’insieme che assumono lo stesso valore sulgi elementi di una stessa
classe di equivalenza.

Sia [F] € P(Q(V)): il rango di F & un invariante. Infatti se G = A\gF, dove g € GL(V) e A € K*, allora
rg(G) = rg(gF) perche ) € K* e rg(gF) = rg(F) per il Corollario 8.2.9 e I’Osservazione 8.3.20. In particolare
ha senso parlare di rango di [F] € P(Q(V)).

Proposizione 11.6.10. Sia V uno spazio vettoriale complesso, e siano [F1],[F2] € P(Q(V)). Allora [Fi] e
[F2] sono proiettivamente equivalenti se e solo se hanno lo stesso rango.

Dimostrazione. Segue dalla Proposizione 8.4.1. O

Ora passiamo al caso reale. Sia V uno spazio vettoriale reale. Se F' € Q(V), allora sono definite le segnature
positiva e negative sy (F) e s_(F). Se g € GL(V), allora

si(gF) = s (F), s_(gF) = s_(F).
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11.6. (Iper)quadriche proiettive

Inoltre se A € R* allora
51 (\F) — s+(F) seA>0,
st(F) seA<O.

La conclusione & che se [F] € P(Q(V)) linsieme {sy(F),s—(F)} i cui elementi sono le segnature di F' & un
invariante di [F] per la relazione di equivalenza proiettiva. (Attenzione: siccome {si(F),s—_(F)} & un insieme
non sappiamo quale sia la segnatura positiva/negativa.)

Proposizione 11.6.11. Sia V uno spazio vettoriale reale, e siano [Fi],[Fz] € P(Q(V)). Allora [Fi] e [F2]
sono proiettivamente equivalenti se e solo se

{s(F1), s_(F)) = {54 (F2), s_(F2)). (11.6.6)

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che se vale (11.6.6) allora [Fi] e [F2] sono proiettivamente equivalenti.
Se sy (F1) = s (F2) e quindi s_(F) = s_(F2), segue dalla Proposizione 8.4.8. Se si(F1) = s—(F2) e quindi
s—(F1) = s4+(F%), allora

si(F) = s4(=F), s_(F)) = s_(~F)).

Siccome [—F3] = [F:] basta dimostrare che [F1] & proiettivamente equivalente a [—F2], e siamo di nuovo nel
caso appena trattato. O

Corollario 11.6.12. Sia V uno spazio vettoriale reale, e siano [F1],[F2] € P(Q(V)). Allora [Fi] e [F2] sono
proiettivamente equivalenti se e solo se le dimensioni dei luoghi singolari sono le stesse, e la dimensione massima
di un sottospazio proiettivo contenuto in V(F1) é uguale alla dimensione massima di un sottospazio proiettivo
contenuto in V(F2).

Dimostrazione. Segue dalla Proposizione 11.6.11 insieme all’Esercizio 8.7. O

Esempio 11.6.13. Se P & un piano proiettivo reale, due coniche non degeneri non vuote sono proiettivamente
equivalenti.

Esempio 11.6.14. Se P & uno spazio proiettivo reale di dimensione 3, le classi di equivalenza di quadriche non
degeneri sono 3, e sono rappresentate, in opportune coordinate omogenee [Xo, ..., X3], da

X0+ X7+ X5+ X3, [Xo+X7+X5-X3], [Xo+Xi-X;5-X3]
Notate che
V(Xs + X7+ X5 +X3) =

Prima di esaminare gli altri due casi, notiamo che P\V(X;) & uno spazio affine di dimensione 3, e diamogli una
struttura di spazio affine euclideo scegliendo la forma quadratica standard nelle coordinate

Xo X3
Xi,...,Xi.

Ora notiamo che
V(X5 + X7 + X3 — X3) n (P\V(X3))

€ una sfera, ma

V(X3 + X7 + X3 — X3) n (P\V(X2))

¢ un paraboloide ellittico. D’altra parte
V(XG + X7 — X3 — X3) 0 (P\V(X3))
¢ un’iperboloide iperbolico.
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11. GEOMETRIA PROIETTIVA

Esercizi del Capitolo 11
Esercizio 11.1. Sia P una retta proiettiva e siano p1,p2,ps,ps € P punti distinti. Verificate che

B(p2,p1,p1,p3) = B(p1,p2,p3,pa)

B(p3,pa,p1,p2) = B(p1,p2,p3,pa)
B(pa, p3, p2,p1) = B(p1, P2, P3, 1)
(K

Deducetene che esiste una proiettivita f: P*(K) — P*(K) tale che

flar) = az, flaz) = a1, flas) = a4, flas) = as,
e anche una proiettivita g: P*(K) — P*(K) tale che

gar) = as, g(as) = ax, g(az) = as, g(as) = az,
e anche...
Esercizio 11.2. Siano a1, az,as,as € (Ku{w}) punti distinti. Sia S il gruppo delle permutazions di {1,2,3,4}.
Sia o € S4. Dimostrate che la funzione razionale di a1, ...,as data da

Blas(1); @o(2): @o(3): Go(a))

¢ uguale a B(a1,az2,as,as) solo se

o e {Id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

(Confrontate con U’Esercizio 11.1.) Quindi dalle permutazioni di ai,az,as,as otteniamo 6 funzione razionale
diverse, non 4! = 24. Dimostrate che se

B := B(a1,az2,as3,a4),
allora le espressioni diverse che otteniamo sono
1 1 B—1 B8
B’ 1= 5 -1

Esercizio 11.3. Sia P una retta proiettiva. La quaterna di punti distinti p1,p2,ps,psa € P é armonica se

B(a1,a2,a3,a4) = —1.

Per esempio la quaterna 0,00,1,—1 é armonica. Determinate il sottogruppo delle permutazioni o € Sa tali che

B(Po(1), Po(2)s Po(3), Poay) = B(P1, P2, P3,Pa).

Esercizio 11.4. Sia P uno spazio proiettivo di dimensione 3. Siano Ri, Re < P rette che non hanno punti in
comune, e Sia

p € (P\R1\R2).

(a) Dimostrate che esiste una e una sola retta T < P tale che
peT, RinT+J+Tn R..

(b) Dimostrate che la corrispondente affermazione per P | tradotta in termini di P, é uguale ad (a), cioé (a)
¢ autoduale.

Esercizio 11.5. Scopo di questo esercizio é di indicare una dimostrazione pit geometrica del Teorema di Desar-
gues. Siccome le proiezioni di punti allineati sono allineati, basta dimostrare l’analogo del Teorema di Desargues
in uno spazio proiettivo di dimensione 3, cioé l’enunciato del Teorema di Desargues, ma assumendo che i punti
p1,D2,D3, D1, Db, D5 appartengano a uno spazio proiettivo B di dimensione 3. Questo sembra pit difficile, ma in
verita ¢ pit semplice. Infatti sia T < B il piano che contiene il triangolo p1,p2,ps e sia T' < B il piano che
contiene il triangolo p}, ph,ps. Dimostrate che ciascuna delle intersezioni

Span(pi,p2) N Span(py,p),  Span(pi,ps) N Span(py,ps),  Span(pz,ps) N Span(p, ps)

consiste di un punto (questo non é ovvio perché sono intersezioni tra rette di uno spazio proiettivo di dimensione
3), e che questi punti appartengono alla retta di intersezione g =T nT".
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