Geometria Algebrica a.a. 2023/2024

Esame scritto - 4 Luglio 2024
Risoluzioni

Esercizio 1. (a) Definite il grado deg X di un chiuso X C PV.
(b) Sia X C P5 I'immagine dell’applicazione di Veronese

P? LN P
(Zo,Z1,25) v |Z3, ZoZy, ZoZa, 2}, Z1Zo, Z3)

Dimostrate che deg X = 4. (Suggerimento: basta dimostrare che per iperpiani generali Hy, Hy C P°
Iintersezione X N Hy N Hy ha cardinalita 4, e quindi (perche?) che se Cy,Cy C P? sono curve di
grado 2 generali allora Cy N Cs ha cardinalita 4.)

(c) Sia Y, C P?"*! I'immagine dell’applicazione di Segre

P! x P» L> p2n+1
([To, 1], [ Zo, ..., Zn)) —  [ToZo,ThZo,ToZ1, ThZn, ..., ThZy)]

Dimostrate che degy,, =n + 1.

Risoluzione: (a): Sia X C P™ un chiuso. Per k € {0,...,n} sia I'x (k) C X x Gr(k,P™) definito da
Ix(k) ={(p,A) € X x Gr(k,P") | p € A}.
Ricordiamo che
(a) T'x(k) & chiuso in X x Gr(k,P").
(b) dimT'x (k) = dim X + k(n — k).
(c¢) Se X ¢ irriducibile allora anche I'x (k) ¢ irriducibile.

Supponiamo che X sia irriducibile di codimensione c¢. Sia 7 ’applicazione regolare

I'x(c) = Gr(c,P7)
(p,A) — A

Siccome sia I'x (¢) che Gr(c,P™) sono irriducibili & ben definito il grado di = (denotato con deg ). Per
il punto (b) menzionato sopra abbiamo che

dimI'x (¢) = dim Gr(e, P™).
Quindi degm < oo. Il grado di X (denotato con deg X) & definito da
deg X := deg,(I'x(c) — Gr(c,P™)).

In generale sia X = X; U---U X, la decomposizione in irreducibili di X, e sia ¢ la codimensione di
X. 1l grado di X (denotato con deg X) ¢ la sommma dei gradi delle componenti irriducibili di X di
codimensione c:
deg X := Z deg X;.
dim X;=dim X
(b): Sia
Cl = V(XOX2 - X12> = {[SQaST’ T2] ‘ [57 T] € Pl}



la conica liscia immagine dell’applicazione di Veronese

]P)l — Cl
[S.T] w— [$% 8T, 17

Se
1(Cy) = ago X3 + an1 XoX1 + apaXo X2 + a11 X7 + a12X1 Xo + agn X3),

allora intersezione C; N Cy & in corrispondenza biunivoca (tramite Papplicazione di Veronese) con
l'insieme degli zeri (in P!) di

ao()S4 + (10153T + (a02 + a11)52T2 + a125T3 + a22T4 =0. (].)

Siccome i coefficienti del polinomio omogeneo di quarto rado in S, Y in (1) sono arbitrari, per Cy generale
I'insieme degli zeri ha cardinalita 4. Se Cf,Ch C P? sono coniche generali, allora esiste una proiettivita
che porta C] in Cy e C} in Cy. Quindi C7 N C) ha cardinalita 4 e percido deg X = 4.
(c): Siccome Y,, ha dimensione n + 1 & sufficiente dimostrare che se Hy, ..., H,, C P?"*! sono iperpiani
generali, allora

Y. NHyN...NH,|=n+1.

Perie€ {1,...,n+ 1} si ha
oW Y, NH)=V ZLij(T07Tl)Zj
§=0

Segue che
([To, Tl], [Zo, ey Zn]) e Det(Lij(To,Tl)) =0.

Il determinante Det(L;;(Tp,T1)) ¢ un polinomio omogeneo di grado n + 1, e quindi (se non ¢ nullo)
I'equazione Det(L;;(Tp, T1)) = 0 ha al pitt n+1 soluzioni distinte in P'. Inoltre se ha n+1 soluzioni distinte
la matrice (L;;(Tp, T1)) ha rango n per ogni soluzione. Questo dimostra (c) perche se Ho, ..., H, C P?"+1
sono iperpiani generali allora Det(L;;(To,71)) = 0 ha n + 1 soluzioni distinte.



Ricordiamo che un automorfismo di una varieta algebrica X & un’applicazione regolare f: X — X che
ha inversa regolare. L’insieme degli automorfismi con I'operazione di composizione & un gruppo denotato
Aut(X), il gruppo degli automorfismi di X.

Esercizio 2. (a) Dimostrare che Aut(Al) & uguale al gruppo delle affinita di A', cio¢ che se f €
Aut(A') allora esistono a,b € K con a # 0 tali che f(z) = az +b.

(b) Dare esempi di automorfismi di A? che non sono affinita.

Risoluzione: (a): Sia f € Aut(Al). Allora f*(2) ¢ una funzione regolare su A! e quindi & polinomiale.
Percid f(z) = p(z) dove p € K[z]. Sia g Aut(A!) I'inversa di f. Allora g(2) = q(2) dove ¢ € K[2]. Siccome
go f =1d abbiamo ¢(p(z)) = z e quindi degp = degq = 1.
(b): L’applicazione
AZ — A?
(,2) = (w24 pw))

¢ regolare con inversa (regolare) data da

A2 — A?
(w,2) — (w,z—p(w))



Esercizio 3. Dimostrare che Aut(P') & uguale al gruppo delle proiettivita di P!, cioe che se f € Aut(P!)
allora
f(W, Z2]) = [aW +bZ, W + dZ]

¢l

¢ una matrice non singolare. (Suggerimento: dimostrare che esiste una proiettivita g: P* — P! tale che
go f([0,1]) = [0,1] e poi applicare il risultato del punto (a) dell’esercizio 2 alla restrizione di g o f alla
retta affine PJ,.)

dove

Risoluzione: Se f([0,1]) = [0, 1], allora f(P};,) = P}, e la restrizione di f a P}, = A! & un automorfismo
di P{;,. Per il punto (a) dell’esercizio 2 esistono a,b € K con a # 0 tali che

f(1,2]) = [1,az + b]
Segue che

pt L P!
W,Z] — [W,bW +aZ]
e quindi ¢ una proiettivita. In generale, esiste una proiettivita g: P* — P! tale che g o f([0,1]) = [0, 1].

Per quanto appena dimostrato g o f & uguale a una proiettivitd h, e quindi f = ¢g~! o h. Siccome le
proiettivita formano un gruppo f ¢ una proiettivita.



