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Esame scritto - 9 Settembre 2024
Risoluzioni

Esercizio 1. (a) Sia f: P! — P! un automorfismo tale che f = f~!. Dimostrate che se f non &
l'identita allora f ha 2 punti fissi, cioe I'insieme {p € P! | f(p) = p} ha cardinalita 2.

(b) Sia X C P? una curva cubica liscia, cioe I(X) = (F) dove F € K[Zy, Z1, Z»]3 e
V(F,0F/0%Zy,0F|0Z1,0F/0Z3) = 0.
Sia pg € X e sia
X\ {po} — X

I'applicazione che associa a p il punto ¢ € X tale che RN X = {pg, p, ¢}, dove R C P? ¢ la retta per
po e p. Pill precisamente, sia R = P(U) dove U C K? & un sottospazio vettoriale di dimensione 2.
La restrizione Fjy; ¢ una funzione polinomiale omogenea di grado 3, non nulla (perche X ¢ liscia),
quindi il divisore associato div(Fj) (in Div(R)) € po + p + ¢ per un qualche ¢ € R (che puo anche
essere uguale a pg 0 a p). Dimostrate che m,, & regolare, e che & la restrizione di un’applicazione
regolare

x M x.
(c) Dimostrate che II,, o II, = Idx.

(d) Supponete che char K # 2. Dimostrate che II,, ha 4 punti fissi, e deducetene che X non & razionale.

Risoluzione: (a): Siha f([Z]) = [G-Z], dove G € GL2(K) e Z = (Zy, Z1) & visto come vettore colonna.
Siccome f = f~!, cioe f o f = Idp, si ha che G -G = Ala, dove A € K* e 15 & la matrice unita.
Sia H := A\™Y/2G. Allora f([Z]) = [H - Z] e H- H = 15. Dall’ultima equazione (ricordiamo che f
non ¢ l'identita) segue che H & diagonalizzabile, con autovalori +1 e —1. Siano vy e v_ corrispondenti
autovettori. I punti fissi di f sono [v4] e [v_].

(b): Scegliamo coordinate omogenee [Zy, Z1, Zo] tali che po = [0,0,1] e tali che la retta (proiettiva)
tangente a X in pg sia V(Zp). Allora I(X) e generato da

F:= 7073 + B(Zy, Z1)Zy + C(Zy, Z1),

dove B(Zy, Z1),C(Zy, Z1) sono polinomi omogenei in Zy, Z; di gradi rispettivamente 2 e 3. Siano b(z;1) :=
B(1,z1) e ¢(z1) := C(1,21), e sia
[ =25 4+ b(21)ze + c(z1).

L’equazione di Xy := X NP} = X \ V(Z) nelle coordinate affini (21, 22) (dove z; := Z;/Zp), & data da
f(Zl, 2’2) = 0.

Si ha che mp, (Xo) C Xo, e per (21, 22) € Xo abbiamo che

Tpo (21, 22) = (21, —b(21) — 22).

Quindi 7, e regolare sull’aperto denso Xy. Siccome il codominio e proiettivo e il dominio e liscio di
dimensione 1, segue che da risultati generali che 7, € la restrizione di un’applicazione regolare II,,; : X —
X. In alternativa si puo verificare 'ultima affermazione direttamente.

(c): Le applicazioni II,, o II,, e Idx sono uguali (evidentemente) sull’aperto denso Xy, e quindi sono
uguali su tutto X.

(d): Notiamo che degb < 2 e deg ¢ < 3. Esaminando V(Z) N X troviamo che



(d1) degb =2 e II,, non ha punti fissi in V(Zy) N X, oppure
(d2) degb < 2, degc = 3 e II,,, ha un punto fisso in V(Zy) N X (precisamente py).
Ora esaminiamo i punti fissi di 1I,,, in Xy. Chiaramente

Fix(II,,) N Xo = {(#1,22) | 222 + b(21) = 0}.

Sia A(z1) = b(21)? — 4c(z1) il discriminante di f visto come polinomio quadratico in 2. Se (21,22) €
Fix(IL,, ), allora A(z;) = 0. Viceversa, se A(z1) = 0, esiste un unico zs tale che (z1,22) € Fix(IL,,), e
cioe zg = —b(z1)/2. Quindi

| Fix(IT,,) N Xo| = [{z1 € K | Alz1) = 0}].

Ora, dall’ipotesi che X & liscia segue che ogni radice di A ha molteplicita 1 (calcolate le derivate parziali
di f), e quindi

| Fix(II,,) N Xo| = deg A.
Se vale (d1) allora deg A = 4, se vale (d2) allora deg A = 3. In entrambi i casi | Fix(II,,)| = 4. Se X
fosse razionale, cio¢ isomorfa a P! (per una curva proiettiva razionale equivale a essere isomorfa a P!),
allora II,,, avrebbe 2 punti fissi per (a), contraddizione.



Esercizio 2. Per d > 0 sia I'y(P") C Gr(1,P™) x P(K[Zy, ..., Z,]q) definito da
La(P") == {(P(U), [F]) | Flv = 0} (1)
(Nota: la condizione Fjy; = 0 significa che la retta P(U) ¢ contenuta in V(F).)
(a) Dimostrate che I'y(P™) & chiuso in Gr(1,P") x P(K[Zy, ..., Z,]4), € quindi & una varieta proiettiva.

(b) Sia Ry C P(K[Zy, ..., Zy,]q) il sottoinsieme i cui punti sono gli [F] per cui esiste una retta contenuta
in V(F'). Dimostrate che Ry & un chiuso di P(K[Zo, ..., Zy]q)).

(¢) Dimostrate che
cod(Ty(P™), Gr(1,P") x P(K[Zy, ..., Znla)) = d+ 1.

(d) Dimostrate che se d > 2n — 3 allora Ry & un chiuso proprio di P(K[Zo, ..., Zna)).*

Risoluzione: (a): Identifichiamo Gr(1,P") con Gr(2,K"*1). Un elemento di Gr(2,K"*!) & dato dalla
classe di equivalenza di una matrice A € Ms ,,41 di rango 2. Esplicitamente: ad A associamo il sottospazio
vettoriale generato dalle righe, e equivalenza ¢ data da A ~ B se esiste g € GL(2) tale che A =g - B.
La Grassmanniana Gr(2, K"*!) & unione degli aperti

Gr(2,K"*1);; == {[A] | Det A;; # 0}, 1<i<j<n+1,

dove A;; ¢ il minore 2 x 2 di A le cui colonne sono la i-esima e la j-esima colonna di A. Quindi basta
dimostrare che
Lq(P™) N (Gr(2,K"™); x P(K[Zo, .. ., Zn)a))

¢ chiuso per ogni 1 <i < j <mn+ 1. I conti sono dello stesso tipo per ogni scelta di i, j, li facciamo per
i=mn,j=mn+1 Ogni A con Det A, ,11 € equivalente a un’unica matrice

b -+ bpo 1 0

B = Co - Cp—2 0 1

e (boy...,bn—2,C0,...,Cn—2) sono coordinate affini sull’aperto Gr(2,K"*!), ,;1 = A?"~2. 1l punto
([B], [F]) € Gr(2,K"™1);; x P(K[Zo, ..., Zy)4) appartiene a T'y(P") se e solo se
F(Xbg + oy - -y Aby—o + picn—2, A\, ) =0 Y(\, ) € K2
Si ha
F(Abo 4 p1co, - - s Abp—o 4 pien_2, A\, 1) = Po(F, b, )N + PL(F, b, )Ny + ...+ Py(F,b, c)p?

dove Py(F,b,c), Pi(F,b,c),...,Piy(F,b,c) sono polinomi nei coefficienti di F e nelle by, . ..,b,—2,¢0, ..., Cr_2.
Quindi

Fd(IE””)ﬁ(Gr(ZK”“)nynH x P(K[Z, .. .7Zn]d)) = {([B],[F]) | Po(F,b,c) = Pi(b,c) =...= Py(F,b,c) =0},
e percio e chiuso.

(b): Le due proiezioni di Gr(1,P") x P(K[Zy, ..., Z,]q) definiscono applicazioni regolari

Fd(IPm)
/ \
Gr(1,P") P(K[Zo, ..., Zn]a)
Notiamo che
Rq = p(La(P")). (2)
1 risultato dell’esercizion non & banale. Provate (a casa) a scrivere, per ogni d > 3, un [F] € P(K[Zo, ..., Zn]q)) tale

che V(F') non contenga alcuna retta.



Siccome T'y(P") & proiettivo e p & regolare, segue che Ry & chiuso.

(c): Per ogni A € Gr(1,P") si ha che 771(A) = A x V dove V, C P(K[Zo,...

lineare di codimensione d + 1. Segue che I'y(P™) ¢ irriducibile e che

cod(Dg(P™), Gr(1,P") x P(K([Zo, ..., Znla)) = d + 1.

(d): Per le uguaglianze in (2) e in (3) si ha che

dim Rg = dim p(T'y(P")) < dimT'4(P") =

= dim Gr(1,P") + dimP(K[Zo, . .., Zn]a) — (d + 1) = dim P(K[Zo, .

, Znld) € un sottospazio

(3)

..,Zn]d)+2n—d—3.

Segue che se se d > 2n — 3 allora dim Ry < dimP(K[Zy, ..., Z,]4) e percid Ry & un chiuso proprio di

P(K[Zo, ..., Zn]d)-



