Geometria Algebrica a.a. 2023/2024
Esame scritto, 14 Giugno 2024, risoluzioni

Esercizio 1. Siano X,Y C P! x P! i sottoinsiemi dati da

X = {10} xP', Y:={(p,p)|p P},
e siano U,V C P! x P! i loro complementari, cioe

U:=P' xP'\X), V:=(P xP'\Y)
(1a) Mostrare che X e Y sono chiusi in P! x P!
(1b) L’aperto U & affine? E proiettivo?
(1c) Stesse domande per V. E affine? E proiettivo?

(Le risposte ai punti (1b) e (1c) vanno giustificate!)

Risoluzione: (1a): Siccome abbiamo il ricoprimento aperto
P' x P! = (P}, x Piy,) U (Pg, x Py, ) U (Pg, x Py, ) U (Pg, x Py, ),

¢ sufficiente mostrare che 'intersezione di X e Y con ciascuno degli aperti & chiuso. Notiamo che ciascuno
degli aperti & il prodotto di due rette affini e quindie isomorfo al piano affine A2. L’intersezione di X
con i primi due aperti & una retta (affine) e la sua intersezione di X con i rimanenti due aperti & vuota,
e questo mostra che X ¢ chiuso. L’intersezione di Y con il primo e 'ultimo aperto ¢ una retta, e la sua
intersezione di X con i rimanenti due aperti ¢ un’iperbole. Questo mostra che anche Y e chiuso.

(1b): Chiaramente U = A' x PL. Siccome 'applicazione regolare

Al x P! — Al

non & localmente costante, la varietad A! x P! non ¢ proiettiva. D’altra parte A" x P! non & una varieta
affine perche contiene la varietd proiettiva {0} x P! di dimensione positiva. (Ogni funzione regolare su
Al x P! si restringe a una funzione cosante su {0} x P!, e questo ¢ assurdo se A! x P! & una varieta
affine.)

(1c): Sia Q := V(ZyZ3 — Z1Z5) C P2. Abbiamo l'isomorfismo

P! x P! N Q
([So, 511, [To, T1])  —  [SoTo, SoTi, S1To, S1T1]

dato dall’applicazione di Segre. Sia H C P? il piano H := V(Z; — Z,). Si ha
Y=fHQnH), V=FQ\QnH).

Quindi V' & isomorfo alla superficie affine Q \ Q N H, e percio & affine.



Esercizio 2. Siano d, e numeri naturali positivi, e sia ¢: P! x P! — Pdetd+e Papplicazione definita da

]P>1 % Pl N Pde+d+e
_ 1
(Wo, Wi, [Z0, Z1])  +— W Zs,Wé Wy -z5... . wh.z7 ... Wi z¢] (1)

dove I = (ig,41) € J = (jo,j1) sono multiindici di lunghezza ig + i1 = d e jo + j1 = e rispettivamente.
(Notate che ¢ € ben definita!)

(2a) Mostrate che ¢ & regolare, che 'immagine S := im ¢ & chiusa in P%*+9+¢ ¢ che I’applicazione
PlxPl S
p = o(p)
€ un isomorfismo.

(2b) Sia F' € K[Wy, W1, Zy, Z1] un polinomio omogeneo nelle W e Z separatemente, di gradi rispettiva-
mente d ed e. Dimostrate che se d, e sono entrambi positivi allora V(F) N X # @) per ogni chiuso
X C P! x P! di dimensione 1 (suggerimento: scrivete V(F) = ¢~1(??)). Mostrate che se d > 0 ed
e = 0 esistono chiusi X C P! x P! di dimensione 1 tali che V(F)NX = 0.

(2¢) Sia F € K[Wy, W1, Zoy, Z1] come nel punto (2b), e supponiamo che X := V(F) sia liscio. Dimostrate
che se d, e sono entrambi positivi allora X ¢ irriducibile. Mostrate che se d > 0 ed e =0 X non ¢
necessariamente irriducibile.

Risoluzione: (2a): Sia C,,, C P la curva razionale normale

- w20 Zv . Zps
n = fmerinfZ 2 - B 1),

L’applicazione di Veronese definisce un isomorfismo

P! Ly Com
(Z0,21) = 12525 2, 27

Ricordiamo che ’applicazione di Segre

P? % Pe L> Pdetd+e
([SLT]) = [SoTo, 5170, - - ., SaTe]

definisce un isomorfismo tra P4 xP¢ e un chiuso di P4*4+¢_ Il punto (2a) segue perche ¢ & la composizione

X Ve TlcgxCe
P! x Pt g x G S pletdte,

(2b): Supponiamo che d, e siano entrambi positivi. Abbiamo

F = Z ar W27,
T|=d,|J|=e

dove I = (ig,%1), J = (jo,j1) variano tra i multiindici di lunghezza d ed e rispettivamente, a; ; € K, e

gli ay,; non sono tutti nulli. Denotiamo le coordinate omogenee su P4+4+¢ che appaiono in (1) con &7,
dove I e J sono multiindici di lunghezza d ed e rispettivamente. Sia H C P?+4+¢ Iiperpiano definito da

He= Al Al S ansérs =0},

1|=d [ ]=c
Allora V(F) = ¢~ 1(H), e quindi la restrizione di ¢ all’aperto P! x P!\ V(F) definisce un isomorfismo

(P' xP'\V(F)) = S\ H



Siccome S\ H ¢ affine, segue che P! x P!\ V(F) & affine, e quindi non pud contenere alcuna varieta
proiettiva di dimensione positiva. Quindi se X C P! x P! & un chiuso di dimensione 1 non & contenuto nel
complementare di V(F), cio¢ ha intersezione non nulla con V(F). L’ultima affermazione di (2b) segue
dal fatto che se d > 0 ed e = 0, allora V(F') & 'unione di (al piu d) rette {p} x PL.

(2¢): Assumiamo che d, e siano entrambi positivi. Supponiamo che X := V(F’) sia riducibile, e quindi
X = X' UX"” dove X', X" sono chiusi propri di X. Siccome I’anello dei polinomi ¢ a fattorizzazione
unica, esistono polinomi F’, F" € K[Wy, W1, Zy, Z1], omogenei nelle W e Z di bigradi (d',e’) e (d”,e")
rispettivamente, tali che

X' =V(F), X'"=V(F"), F=F F' d+d =d ¢+ =e.

Supponiamo che d’ > 0 ed ¢ > 0. Allora X'NX" # () per il punto (2b), e questo contraddice I'ipotesi che
X sia liscio (o per il risultato generale che afferma che una varieta liscia ¢ localmente irriducibile, oppure
dalla fattorizzazione F' = F’ - F’'). Quindi possiamo assumere che (d',e’) = (d,0) e (d"e”) = (0,e). Ma
allora X’ & I'unione di (al pitt d) rette {p} x P! e X” & I'unione di (al pilt e) rette P! x {¢q}. Segue che

X' N X" # P, contraddizione. Siano ay,...,aq € K distinti, e sia
d
F = H(Zl - aiZo).
i=1

Allora F & di bigrado (d,0) e V(F) ¢ I'unione di d rette a due a due disgiunte. Quindi V(F) ¢ liscia e
ha d componenti irriducibili.



Esercizio 3. Sia X C P2 una superficie cubica irriducibile che contiene rette sghembe L, M. Sia U C X
Paperto denso definito da U := X \ L\ M, e sia ¢: U — L x M D’applicazione che associa a p € U 1'unica
coppia (a,b) € L x M tale che p appartenga alla retta generata da a e b.

(3a) Mostrate che ¢ & regolare e che I'applicazione razionale f: X --» L x M rappresentata da ¢ ha
inversa razionale, e che quindi (perché?) X & razionale.

(3b) Supponiamo che char K # 3. Mostrate che X := V(Z3 + Z} — Z3 — Z3) ¢ irriducibile, e date un
isomorfismo tra il campo delle funzioni razionali di X, cioe K(X), e il campo delle funzioni razionali
in due trascendenti K(s, t).

Risoluzione: (3a): Possiamo scegliere coordinate omogenee [Sy, S, T, T1] su P? tali che
L = V(To,Tl), M = V(So,Sl).

Notate che [Sp, S1] sono coordinate omogenee su L e [Tp, T1] sono coordinate omogenee su M. Segue che
I’applicazione ¢ ¢ data da
U 7 LxM
([SO,Sl7TO,T1) — ([50,51],[T0T1])

Questo mostra che ¢ & razionale. L’applicazione ¢ ha inversa razionale perche, siccome X ha grado 3,
una retta generale incidente a L e a M interseca X in uno un solo punto fuori da LU M. Una descrizione
esplicita dell’inversa di ¢ si da come segue. Sia I(X) = (F). Quindi 0 # F € K[Sy, S1, 70, T1]3. Siccome
L,McCX=V(F)siha

F= Z Si -1y - Ly, Li; € K[So, S1,To, T1]1-
1,j€{0,1}

Possiamo scrivere

Z Si-Tj-Lij(ASo, AS1, uTo, pTh) = G(So, S1, To, Th)A\+H (So, S1, To, T1) 1, G, H € K[So, S1,To, T1]s.
1,7€{0,1}
Segue che I'applicazione

Lx M -—> X
([So, S1], [To, T1) +—  ([H(So,51,To,T1)S0, H(So, S1,To, Th)S1, —G(So, S1, To, T1)To, —G(So, S1, To, Th)T1])

¢ I'inversa razionale di ¢!. Siccome L x M = P! x P! che ¢ razionale, segue che X ¢ razionale.
(3b): Sia ¢ € K una radice primitiva cubica di 1. Si fanno i calcoli opportuni relativi alle rette sghembe

L= V(Zo—Zg,Zl—Z3)CX, M = V(Zo—CZQ,Zl—CZ;),)CX.

1Qui salta agli occhi che ci vuole un’ipotesi aggiuntiva su X perche esista un’inversa razionale di ¢: quale &?



