LA TRASFORMATA DI FOURIER

1. DEFINIZIONE DELLA TRASFORMATA DI FOURIER

Definizione 1.1. Sia u in L'(R) e sia ¢ in R. La trasformata di

Fourier di v ¢ la funzione
(1.1) Flu)(©) = / 7 y(2) da
R

Ovviamente, non & detto a priori che F(u) sia ben definita per
ogni £ in R. Osservando perd che se u ¢ in L'(R) allora sono in
L'(R) anche le funzioni cos( z) u(x) = R(e % u(z)) e sen(£ x) u(x) =
—3(e %% u(x)), sono ben definite le quantita

r(ﬁ):/RCOS(fx)u(x)dx, i(§):/Rsen(§x)u(a:)dx,

dove gli integrali sono integrali secondo Lebesgue, e quindi ¢ ben defi-
nita F(u). Dal momento che, per il Teorema di Lebesgue,

1= [ eostenyuta) e,
[§]
R
0= i [ senteayutear

F(u) puo essere definita anche tramite il valore principale:
+oo

F(u)(€) = vp / €% () di.

Nel seguito useremo indifferentemente i due valori.
Esempio 1.2. Sia u(x) = X[—1,1)(z). Allora, se { # 0,

F(u)(§) = /R e_igng[—l,l](f) dx :/ e % dy = 2sen(§) ,

-1 §
Ovviamente, F(u)(0) = 2. Osserviamo che F(u) ¢ continua (mentre u
non lo ¢), ed infinitesima all’infinito.
Sia u(x) = X[az(2). Allora gli stessi calcoli di prima portano a
o—ibE _ o—ia
Fl) Q) =i——F—

1
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se & # 0, mentre F(u)(0) = b—a. Anche in questo caso F(u) € continua
ed infinitesima per |£| tendente ad infinito.
Sia u(z) = 75z Allora

Fe) = [ S,

R 1+$2

e questo integrale puo essere calcolato con i residui (si rimanda a libri
di analisi complessa), e si ottiene

Fu)g) = me .

Anche in questo caso F(u) ¢ una funzione continua che tende a zero
ad infinito.
Sia u(z) = e~1#l. Allora

0 +o00
Flu)(€) = / oi€a—lel gy / -0 gy 4 / i) g
0

R —00
Pertanto,

o~ (1+ig)z |+ 1 1 2

T1Ci TiviE 1té

— 00
2. PROPRIETA DELLA TRASFORMATA DI FOURIER

In tutti gli esempi precedenti F(u) ¢ una funzione limitata, continua,
ed infinitesima per || tendente ad infinito. Questa ¢ una proprieta
generale.

Teorema 2.1. Siau in L'(R). Allora F(u)(£) ¢ una funzione limitata,
continua, ed infinitesima per |{| tendente ad infinito.
Dimostrazione. Si ha

R (1) (€))] = < [ s,

ed analogamente per ]S(]—"(u)( ))|; pertanto F(u) € limitata, e si ha

cos(é“ x)u(x) d

(2.1) [ F(u)(§)] < g u(z)|dz, VEeR.

Sia ora &, convergente a &. Allora e %" y(x) converge quasi ovunque
a e~ %% y(z) (la convergenza ¢ ovunque, tranne dove |u(z)| = +o0, che
¢ un insieme di misura nulla, essendo u in L'(R)). Inoltre,

o™ u(z)] < [u(z)],
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che ¢ in L'(R). Per il Teorema di Lebesgue,

F(u)(§) :/R e ®Ty(r)dr = lim e % () do

= lim f(“)(gn)7

n—-+o00

e quindi F(u)(§) ¢ continua.

Infine, abbiamo gia osservato che se u = X, allora F(u) tende a
zero per || tendente ad infinito. Essendo F un’applicazione lineare, se
¢ ¢ una funzione semplice, allora F(y) tende a zero per |[£| tendente
ad infinito. Sia € > 0, e sia . una funzione semplice tale che

/|u )| dz <

Una tale funzione esiste per la densita delle funzioni semplici in L' (R).
Sia R. > 0 tale che |F(¢.)(§)| < § se [{] > R.. Allora, per (2.1), se
&l = R,

wlm

[F(u)(E)] < [F(u—we) ()| +|F () ()] < /R !u(af)—soa(x)lder% <e,

da cui la tesi. =

La trasformata di Fourier, dunque, prende una funzione L'(R) e “re-
stituisce” una funzione continua, limitata, e tendente a zero ad infinito.
Inoltre, per la (2.1), 'applicazione F : L'(R) — C°(R) ¢ una funzione
continua: se u, converge ad u in L'(R) (rispetto alla distanza d;), al-
lora F(u,) converge uniformemente a F(u) in R (quindi nella distanza
doo)-

Prima di provare altre proprieta della trasformata di Fourier, ricor-
diamo il concetto di convoluzione tra due funzioni.

Definizione 2.2. Siano f e g in L'(R). La convoluzione tra f e g &
la funzione definita da

(f*g)(x /fx— (y)dy—/Rf(y)g(w—

Se f e g appartengono ad L!(R), allora anche f x g vi appartiene.
Infatti,

!(f*g)(fcﬂi/R\f(:c—y)!!g(y)\dy,
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da cui, integrando ed usando il Teorema di Fubini,

[ o< [ ([ 1= nllawldy) do
— [ ([ 1= sl ) ay
= ([ wwiae) ([ oiar)

Teorema 2.3. Valgono le seguenti proprieta:
1) siau in L'(R) N CY(R), e sia v’ in L'(R). Allora

(2.2) Fu)(&) =i&F(u);
2) sia u in L*(R) tale che xu(z) ¢ in L*(R). Allora

(2:3) Flzu(@))(€) =i [F(u)©)]';

3) se u e v sono in L'(R), allora
(2.4) Fluxv)(§) = Fu)(§) Fv)(&) -

Dimostrazione. Sia R > 0. Allora, integrando per parti,

R . n R
/elg“’” ’()dw—e“‘um‘R%—if/ e T u(x) dr
-R

(e -y [ o

Essendo u in C*(R), si ha

e dal momento che

R o0 ~+o00
lim / u'(t) dt| = / u'(t)dt| < / [u'(t)| dt < 400,
R—+o00 [ 0 0

ne segue che u(R) converge ad un limite finito quando R tende ad
infinito. Essendo u in L*(R), tale limite non puo essere che zero. Ra-
gionamento analogo si puo fare per u(—R). Pertanto, essendo sia e~*#
che e limitate (avendo modulo 1), si ha

R
F') (&)= thf e %7/ (x) dx
—+oo J_p
=i& lim ’ e “Tu(x)dr =i & F(u)(€).

R—+o00 _R
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Si ha poi
F(u) (€4 h) — F(u)(€) oilEth) T _ j—ita
u(x)dr.
/R 3 (2)

h
La successione
p—ilE+h)z _ i€z

h
converge puntualmente a —i x e~*“* quando h tende a zero; inoltre, per

il Teorema di Lagrange,
e—iEth)z _ o—ika

h

con 7 tra 0 e h. Pertanto,
efi(£+h):r _ efi.fx
u(x
- (z)

< fie 7| = a].

< |z u()l,
che appartiene ad L'(R) per ipotesi. Per il Teorema di Lebesgue,
h 4
lim Flu)E+h) = F)(E) = — / e pu(r)dr = —i F(zu)(§),
R

h—0 h
e quindi (2.3) ¢ dimostrata ricordando che —+ = i.

Infine, osservando che u * v ¢ in L'(R), e quindi F(u * v) ¢ ben
definita, dal Teorema di Fubini segue che

Furo©= [ e ([ ute-potay) da
// e (e —y) e Y u(y) do dy
([ (o)

=F(u)(§) F(v)(E),
e quindi (2.4). "

Esempio 2.4. Il teorema precedente permette, in alcuni casi, di cal-
colare la trasformata di Fourier. Ad esempio, sia t > 0, e sia

22

e 4t

(2.5) G(z,t) =

Come funzione della z, G & in L*(R) N C*(R). Inoltre,

1
Golz,t) = —ﬁt e T = — 2 G(x,1),

2t /At 2t

l\)
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appartiene a L'(R) anche essa. Pertanto, per la (2.2), si ha

F(G)(§) =i F(G)(E) -
D’altra parte, per la (2.3)

1 [ ,
F(Go)() = =5, Fla Gz, 1) = = [F(G)E]-
Pertanto,
F(G) Q) = =2t F(G)(E),
OVVero
F(G)(€) = F(G)(0)e
Essendo
e*% Y=z 1 2
Fo0= [ S [V E <L [ erae
@@= [ Ly=£%] [y
si ha
(2.6) F(G)(E) =e'e.
Esempio 2.5. Calcoliamo la trasformata di Fourier di u(x) = m
Innanzitutto,
20 (1Y
(1+22)2 \ 14+22)
Pertanto,

2 [F(u)(€)] = 2F (v u(x))() = —iE F ( ) (€)= —ieme

1+ a2

da cui

Fu)(©) = —5 e,

/ dx 7
g (14222 27

come si vede usando i residui, si ha

Fu)(€) = 5 (1+[g)) e

Tenuto conto che

(e

2

Supponiamo ora che sia nota F(u)(&); ¢ possibile risalire alla fun-
zione u di cui e la trasformata; in altre parole, e possibile invertire la
trasformazione, o “antitrasformare” F(u)? La risposta ¢ positiva in
alcuni casi.



LA TRASFORMATA DI FOURIER 7
Esempio 2.6. Sia w(¢) = me ¢, Gia sappiamo che w & la trasformata
di Fourier di u(x) = ﬁ; cerchiamo pertanto di “recuperare” questa
informazione. Consideriamo

v(z) = /]R et eIl ge |

e proviamo a calcolare l'integrale. Si ha ovviamente

+o0 0 )
/ e ¢l dg = / gdg+/ e’ et d¢
za: 1) Vi

oliz+1)¢ |0

r— 11, w+ 1|
1 1 2

. + - 9

ix—1 dx+1 1+a2

e quindi
1

u(z) = gy

/ % F(u) (€) dt

3. ANTITRASFORMATA DI FOURIER

Prima di dimostrare che sotto condizioni “naturali” sulla funzione
u e sulla sua trasformata si puo recuperare u da F(u), enunciamo e
dimostriamo il seguente teorema.

Teorema 3.1. Sia w una funzione in L'(R) tale che

/Rw(a:)dsnzl,

e definiamo, per n in N, w,(z) = nw(nx). Allora, per ogni funzione u
continua e limitata su R si ha

lim (w,*u)(x) = lim wy(z —y)uly)dy = u(z), VYreR.

n—+oo n—+oo Jp
Dimostrazione. Si ha, ponendo z = n(z — y), da cui dz = —ndy e
Y= — 57

/R w(z — y) uly) dy=n / w(n (z — ) u(y) dy

R

:/Rw(z)u<x—ﬁ) dz .

La successione u (z — Z) converge a u(z) (perché u & continua). Inoltre,

‘w(z)u (:U— ﬁ)’ < M |w(z)| € L'(R),
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dal momento che u e limitata. Per il Teorema di Lebesgue,
lim wy(x —y)u(y) dy = / w(z)u(x)dz = u(x),
n—-+o0o R R

poiché l'integrale di w vale 1. [

Teorema 3.2. Sia u una funzione in L'(R) N C°(R) e supponiamo che
u sia limitata e F(u) sia in L*(R). Allora

(3.1) u(z) i/Rei&v]:(u)({)df.

:27r

Dimostrazione. Sia w(z) = %1-1—1$2' Allora w ¢ in L'(R) ed ha inte-
grale uguale ad 1 su R. Inoltre, come verificato nell’Esempio 2.6, detta

(€) = Fw)(€) = ¢ s b
wia) = 5= [ @ do = 5 [ o A .

cosicché w soddisfa (3.1). Sia n in N e v,(§) = v(%) = e . Allora
v, converge puntualmente ad 1, ed ¢ minore di 1 su tutto R. Per il
Teorema di Lebesgue, dato che ¢® F(u)(£) ¢ in L*(R) per ipotesi,

1 . 1 ,
o [ FEds = tm 5o [ e Fu© de.

Ricordando la definizione di F(u)(&) si ha, per il Teorema di Fubini, e
per (3.1) applicata a w,

[ e @ rw@de= [ ([ e ramar) e,
([ i) utmay
= (n Rel‘”“f‘”v(f) d&) uly) dy

I
N
)
—
g
3
—
8
|
s
£
N
.
<

Per il Teorema 3.1 si ha allora

)= tim 5o [ e =) uty) dy

n—-+00
1 ) 1 )
~n L / 0, (€) Fu)(€) dE = o- / &7 F(u)(€) d

come volevasi dimostrare. m
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Come conseguenza del teorema precedente, se u e v sono due funzioni
che hanno la stessa trasformata di Fourier w(§) = F(u)(&) = F(v)(§),
allora u = v.

4. APPLICAZIONI DELLA TRASFORMATA DI FOURIER

Esempio 4.1. Sia f una funzione in L*(R) e consideriamo 1’'equazione
differenziale

W'(z) = u(z) = ().
Supponendo u in L!(R) e tale che v”(z) appartiene anche essa ad L!(R),
possiamo applicare la trasformata di Fourier, ottenendo

F(u") (&) = F(u)(§) = F(f)(&),
da cui, per la (2.2),

=& F(u)(§) — Fu)(§) = F(£)(€).
ovvero, per 'Esempio 1.2,

Fue) - -Z2E i Fe©).

Pertanto, per (2.4), dal momento che u e la convoluzione di f con
—% e~1#l hanno la stessa trasformata di Fourier,

1
u(@)=—5 [ fly)e " dy
i/R:p 1 +00
=3 /_Oo f(y)ey“”dy—§/x fly)e™ ¥ dy.

Derivando due volte rispetto ad x, si verifica facilmente che u”(z) —
u(z) = f(x) per ogni z in R.

Esempio 4.2. Consideriamo ora la cosiddetta equazione del calore:
ur(z,t) — Uge(x,t) =0,

con condizione iniziale u(x, 0) = uy(z), che supponiamo una funzione in
L'(R), continua e limitata. Fisicamente, la soluzione u rappresenta la
temperatura al tempo ¢ di una sbarra omogenea ed isolata, di lunghezza
infinita, che al tempo iniziale abbia temperatura data da ug(z). Sup-
ponendo che tutto quello che stiamo facendo sia lecito, trasformiamo
I’equazione in:

F(ue)(€) + & F(u)(§) =0,
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e quindi, essendo F(u;)(§) = [F(u)(€)]; per i teoremi di derivazione
degli integrali dipendenti da un parametro, si ha

[F(u) ()]s = =€ Fu)(€),
da cui

Flu)(€) = Fluo)(€) e
Ricordando (dall’Esempio 2.4) che se G ¢ la funzione definita in (2.5),

e = F(G(x,1))(€),
si ha, per (2.4),
F(u)(§) = F(uo)(§) F(G(z,1))(§) = F(G(, t) * ug(x))(S) -

Pertanto, per il Teorema 3.2

1 a—y)?
u(m,t):m/Ruo(x)e_( i dx ,

e la soluzione dell’equazione del calore.

Si noti che non ¢ lecito prendere ¢ = 0 nella formula appena scritta:
il fatto che u(z,0) sia uguale ad uy(x) va inteso nel seguente modo:

1 (z—y)?
lim up(x)e % dx = ug(x).
0+ \/m /R 0( ) 0( )

Infatti, se definiamo

allora w ¢ in L'(R) ed il suo integrale vale 1. Pertanto,

= i = i (o ()

converge ad ug(x) quando t tende a zero per il Teorema 3.1.

Si noti poi che se ug(z) > 0, allora u(x,t) > 0 per ogni t > 0, e
che se up(z) > 0 anche in un insieme “piccolo”, si ha istantaneamente
u(x,t) > 0 per ogni t > 0 e per ogni x in R (velocita infinita di
propagazione del calore). Infine anche se ug ¢ solo in L!(R), la soluzione

e derivabile infinite volte con continuita, sia rispetto a x, che rispetto
at(set>0).



