Capitolo 3

Equazioni semi-lineari con
*\/
dato in L2(Q), L2 (Q)

Lo scopo principale di questo capitolo € esporre alcuni risultati concernenti
il problema:

{ —div(A(z)Vu) = g(u)+ f inQ (3.1)

u =0 sul' = 90
nel caso in cui:
o fe LXQ)
e g: R — R, sia una funzione continua a crescita lineare

e A(x) sia una matrice simmetrica uniformemente ellittica costituita da
elementi limitati, cioe:

1) A(z) = (ai(2))ij=1,..n, aij + 2= R

ii) esistono «, A numeri reali strettamente positivi tali che:
alé? < (A(z)€)€) < AJ€)? qualsiasi sia € € RY

iii) a;j(x) € L>(2) qualsiasi siano ¢,j € {1,.., N}

Al fine di poter sfruttare i suddetti risultati nello studio del problema (3.1)
quando i dati siano in L'(£2); la trattazione di questo ultimo caso ci occu-
pera, tuttavia, nel successivo capitolo, pertanto possiamo pensare a questo
capitolo come ad una raccolta di premesse.

Da ora in avanti, per snellire le notazioni, si indichera con L, 'operatore

—div(A(z)V )

32
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3.1 Il problema agli autovalori

Consideriamo b: 2 — R, b € L>() e tale che esiste € RT con:
b(z) > B >0.
Sussiste il seguente:

Teorema 3.1.1. Esiste una successione {A\; = \i(b)}ien monotona non
decrescente e tale da divergere a +0oo e, qualsiasi sia i € N esiste ; €
HE(Q) N L>®(Q), tale che ¢; soddisfa in senso debole:

L(pi) = Xi(b)b(z)p; in Q

pi = 0 sull = 090 (3.2)

/ b(x)pi2de =1
Q

”»

e fQ b(z)pipjdr = 0, se i # j; inoltre ognuna delle p;, genera un “au-
tospazio”, che sara indicato con E;(b) (anche quando il corrispondente au-
tovalore non sia semplice).

Per quanto riguarda A1 (b), si ha:

1) 1(b) ha segno costante.
2) Ei(b) ha dimensione 1, ovvero \1(b) € semplice.
Se by, by : Q@ — R, sono due funzioni tali che:
b1 > by gq.0.

allora )\z(bl) < )\Z(bg)
Se invece b(x) = A\j(1), allora:

Ai(1)
Ni(b) =
) Aj(1)
Dimostrazione. Definiamo
A(x)VwVwd
Ai(b) = inf {fQ (z) wzw a?}
weH (@) fQ b(x)w?dx
w#0

La prima cosa che ci proponiamo di far vedere & che A1(b) & un minimo.
Osserviamo che, qualora esistesse w € H{(Q), w # 0 tale che:
Jo A(z)VwVwdz

Jo b(x)wdz

A1(b) =

e cioe qualora in w si realizzasse il minimo che stiamo cercando, allora la

funzione ¢(b) = ——%——— sarebbe tale che:
(fn b(:v)w2d:p) 2
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) M) = o A()Ve(0)Ve(b)dz
i) [, b(@)p(b)?dr =1

Pertanto, possiamo limitarci a dimostrare che:

MB) = inf { /Q A(x)VvVvd:L‘}

vEHé(Q)
Ja b(z)v2da

€ un minimo.
Consideriamo {u,} C H}(Q), successione minimizzante, cio¢ tale che:

/ b(x)u,dr =1
Q
e soprattutto tale da soddisfare:
lim A(x)VupVupdr = A\ (b)

detta a, = fQ A(z)Vu,Vu,dz, grazie al fatto che a,, ¢ convergente, sappi-
amo che esiste M € R*, tale che: a,, < M. Ma essendo A(x) una matrice
uniformemente ellittica, possiamo asserire che:

™
folly < ()

Pertanto esistono {un,} C H(Q) ed u € H}(Q) tali che u,, converge
debolmente ad u in Hg(Q), ma allora, qualsiasi sia ¢ in H(Q), si ha:

lim A(m)Vunngoda::/A(x)Vqupda? (3.3)
k—+0c0 J Q

sfruttando 'uniforme ellitticita di A, si ottiene:

0 < /QA(x)V(unk—u)V(unk —u)dr =

:/A(m)VunkVunkdx - 2/A(a:)VunkVudx + /A(ac)VuVudx
Q Q Q
e cioe:
/A(x)VunkVunkd:E > Z/A(az)VunkVudx - /A(:c)VuVud:c
Q Q Q

passando al liminf in tutti e due i membri ed utilizzando (3.3), troviamo:

liminf/A(as)VunkVunkda: > /A(a:)VuVudx (3.4)
k—+o00 Jq Q
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poiché {u,, } & estratta dalla successione minimizzante, (3.4) ci assicura che:

A1(b) zlkimJirnf/A(:r)VunkVunkd:r > /A(:J:)VuVud:r (3.5)
—+oo Jo Q

Inoltre:

/Qb(a:)uzda: =1

e cid discende dal fatto che HE((2), si immerge in modo compatto in L?(2),

infatti:
/ b(x)uikda: =1
Q

poiché {uy, } ¢ estratta da {u,}, ancora per la medesima ragione:

1

M\ 2
lonlly < ()

si puo quindi estrarre da {uy,, } una ulteriore sottosuccessione {unkj}, tale
che converga ad u in L?(f2); essendo b € L>®(12), si ha:

1= lim b(:):)u%k_dx = / b(z)u?d
It Jo J Q

percio effettivamente [, b(z)u?dz = 1.
Allora sfruttando la definizione di A1 (b), la relazione (3.5) e I'identita appena
dimostrata, si perviene a:

M) > / Alz)VuVudz > M(b)
Q
quindi:
A1(b) :/QA(x)VuVuda:.

Da qui in poi si denotera con ; la funzione wu.
Osserviamo che qualsiasi sia t € R:

 Jo Ax) Vit Vg de
- Jo bt2pida

Per costruzione la funzione ¢ soddisfa la seguente relazione:

A1(b)

/A($)V¢1V<p1dx - Al(b)/ bpldr < /A(:c)VvVvd:L" - Al(b)/ bv?dx
Q Q Q Q

qualsiasi sia v in  H (), quindi ¢ minimizza il funzionale:

J(v) = ;/QA(.%)VUV’UCZJ} - )\12<b)/ﬂbv2dac ve HHQ)
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a partire da cio con semplici conti, si pué mostrare che ¢ realizza l'identita:

/ A(x)Vip1 Vodr = M\ (b) / borvde Yo € Hy(Q)
Q Q
che equivale ad asserire che ¢ € una soluzione in senso debole di:

L( ¢1) = M(0)b(z) ¢1
e piu in particolare:

L(u) = M(b)b(x)p1 inQ
p1 =0 sull = 990 (3.6)

Jo b(z)pr1?dz =1

cio¢ ¢; soddisfa il problema (3.2).
Definiamo ora in modo ricorsivo:

A(b) = inf { /Q A(a:)VvVvdm}

ve HY(Q)
fQ bv2dz=1
Jq bvp;=0,i=1,....k—1

Allo stesso modo in cui si & dimostrato che A1(b) & un minimo, si puo far
vedere che ogni A\;(b) lo &; e cosi ancora, procedendo come per Aj(b) si puo
mostrare che le funzioni ¢ in cui si realizza il minimo A (b), soddisfano in
senso debole il problema (3.2).
Naturalmente A\ (b) > 0, infatti:

M) = [ AV eV et > al i,
Q bl

e @1 # 0 per ipotesi. Grazie al fatto che di volta in volta la funzione ¢y, che
realizza il minimo Ak (b) viene cercata in uno spazio piu piccolo di quello in
cui si cerca la precedente, cioe i1, allora:

0 < A(b) < (b)) < ..

pertanto la successione {\;(b)} &€ monotona non decrescente. Sfruttando la
teoria degli operatori compatti, si puo far vedere che, come asserito nell’e-
nunciato del teorema, la successione {A;(b)} & positivamente divergente.
Concentriamoci ora sulla coppia (A1(b), ¢1) e facciamo vedere che: ¢ ha
segno costante e, come conseguenza di cio, che E(b) ha dimensione 1.
Consideriamo 1 che sia soluzione di L(¢)) = A (b)b(z)Y e scegliamo ™
come funzione test nella formulazione variazionale del problema in questione;
allora, ricordando che ¥ = ¢+ — )™, si avra:

/ A(z)VYTVYTde = A () / b(yp)2dx
Q Q
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e quindi:
Az )vwvwdx
nit) = Jo2 T
Jo b(x) (pF)2dx
detta ¢ = Wt T, si ha che, effettivamente
(Jo b(a)(wF)2de)?
A(b) = / A(x)V 01V prdz
Q
/b(:):) ©12dx
Q
e

$1> 0 qo.,

sfruttando a questo punto il principio del massimo forte si ottiene ¢ > 0

q.0..
Naturalmente avremm(z potuto trovare ¢; < 0 g.o. scegliendo semplice-
(0

(Jo b)) 2di) 2

Mostriamo ora che Ej(b) ha dimensione 1: siano (1, due elementi lin-
earmente indipendenti di F1(b), sappiamo che ¢ possibile scegliere un segno
per 1, p, scegliamolo quindi pOSlthO cioe ;1 > 0 q.0.,po > 0 q.o.
Consideriamo ora ¢ = @ — (fQ golcpdx) @1, si vede facilmente che ¢ &

mente @1 = —

in Fj(b), supponiamo pertanto qb > (0 q.0. ; con questa scelta si ha che:
/ b(x)p prdz > 0
0

e questo e possibile solo se ¢ = 0 e cioe:

o=ty

dove t = [, b(x) p1@de, con la qual cosa si pud concludere che E(b) ha
dimensione 1.

Per quanto riguarda Ej(b), 'unica cosa che possiamo dire & che dim(FEy (b)) <
+oo (si dimostra ancora sfruttando la teoria sugli operatori compatti), I’ar-
gomento usato per dimostrare che F1(b) ha dimensione 1 non puo funzionare
per gli altri autospazi, poiché se ¢y € Ey(b), allora:

/ b(x) proKdr =0
Q

ma essendo b > 0 q.o. e 1 > 0 q.0., questo significa che o™ # 0 e ¢~ # 0.
Dobbiamo ora far vedere che ¢, € H(Q) N L*®(Q), qualsiasi sia k € N;
lo dimostriamo, usando un argomento di bootstrap, per k = 1, essendo la
dimostrazione per k qualsiasi assolutamente identica al caso k = 1.
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Dal momento che ¢; ¢ soluzione del problema (3.2) quando K = 1, si ha che
©1 € HE(Q), pertanto 1 € L2 (), allora il secondo membro dell’equazione
del problema (3.2) & in L?"(Q), per il teorema di Stampacchia che abbiamo
visto nel secondo capitolo, si ha che:

se 2* > I allora ¢y € L®(Q)

2N N _ 2N
se y73 < 2° < 5, allora ¢y € L™(Q), con m = 755,
ma 2% > % se e solo se N < 6, mentre 1\2,—% < 2* qualsiasi sia N > 3.

Dal momento che, ad ogni passo, iterando il procedimento, si ottiene che
A (D)b(z) @1 € L™(2) con m > & solo per certi N, mentre A;(b)b(z) @1 €
L™(Q) con m > 22 per tutti gli N > 3, definjamo ricorsivamente la

N+2
successione numerica {s,} come segue:
Sy = 2%
{ s _ Nsp (37)
n+l = N2,

La successione {s,} ¢ tale che se A\i(b)b(z) @1 € L**(Q), allora ¢ €
L*+1(Q2). A questo punto, per dimostrare che ¢ € L*°(Q), ¢ sufficiente
far vedere che esiste n € N tale che:

La successione {s,} € monotona crescente e banalmente limitata qualora
{sn} < & (la dimostrazione del fatto che la successione ¢ monotona si
ottiene mediante un semplice procedimento induttivo), quindi esiste | €
R, > 2* tale che s, converge ad | quando n tende ad infinito, ma allora,
usando la definizione di s,, si ha:

Nl
N —2]
e cioe [ = 0, la qual cosa € assurda e 'assurdo deriva dall’aver supposto
{sn} <& VneN.
Allora esiste n € N tale che {s,} > % e quindi, per il Teorema di
Stampacchia:

| =

o1 € L®(Q).

Non avendo mai sfruttato nessuna delle caratteristiche proprie soltanto a
1, si vede bene che lo stesso argomento funziona anche per ¢, k € N.
Se ora consideriamo by, bs :  — R, con by > bs q.0., se p(by) ¢ tale che:

Ai(by) = Jo Al@)V 1V prda
= fQ by () go%da:

e p2(b2) & tale che:

_ fQ A(z)VpaVpadz

Ai(b2) Jo ba(z)p3da
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si avra:
() fQ x)VoVoudx - fQ x)VoVudx Vo € HI(Q)
A= Jo b1 (@)v2da Jo b2(x)v2da v 0
scelta v = @a(by), si ha:
2)VpaVipad
Ai(b1) < Jo Aw)Ve2Voade = Ai(b2)

fQ ba(z chdx

e cioe: /\z(bl) < /\1(52) V1éeN.

Infine osserviamo che per definizione si ha:

/ A@) V(0 Vegi(Dd = M)Ay (1) / oi(Dpi(Ay)da
Q Q

/A(:U)Vgpi(l)Vgoi()\j)d:U:)\2-(1)/ (1) iy )de
Q Q

Sfruttando la simmetria di A(z), e sottraendo membro a membro le prece-
denti relazioni, si ha:

da cul si ottiene la tesi.

Osservazione. Se b = 1, si ottengono con questo metodo, cioe ricercando
il minimo dell’insieme:

z)VoVudx
{fﬂf Dl , Yo € H&(Q)}
Q

le coppie (A, pr) di autovalori ed autofunzioni dell’operatore L.
Consideriamo ora il problema:

—L(u) = Mu+f inQ
{ u = 0 sull' = 990 (3.8)

sussiste il seguente:

Teorema 3.1.2. a) Se A = \; per qualche i, cioé A é un autovalore dell’-
operatore L, allora il problema (3.8) ha soluzione se e solo se f € Ef,
inoltre esiste un'unica 4 € E;- tale che ogni soluzione del problema
(3.8), puo essere scritta come u+ ¢ con p € E;

b) se N # N\ qualsiasi sia i € N, allora esiste ed é unica u soluzione
del problema (3.8)
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La dimostrazione del teorema 3.1.2 & conseguenza del:

Teorema 3.1.3. (Alternativa di Fredholm) Sia H uno spazio di Hilbert
e sia T € L(H) un operatore compatto, allora:

i) ker(I —T) ¢é di dimensione finita.
ii) Rg(I —1T) é chiuso, e pit precisamente:

Rg(I — T) = (ker(I — T*))*

iii) ker(I —T)={0} & Rg(I-T)=H.
i) dim(ker(I —T) = dim(ker(I —T%)

Dimostrazione. Si veda [6].

O
Sfruttando il teorema dell’alternativa di Fredholm la dimostrazione del teo-
rema 3.1.2 & piuttosto semplice, infatti:
Dimostrazione. Teo. 3.1.2 Consideriamo dapprima il problema:

Lu) = f inQ
{ u =0 sul = 00 (3.9)

con f € L%*(), che come abbiamo visto nel secondo capitolo, ammette
un’unica soluzione. Sia A € R, definiamo T} : L?(Q2) — L?(12),

T\(f) = Au, con u tale che L(u) = f.

L’operatore T), ¢ lineare, essendo tale L, compatto, grazie alla compattezza
dellimmersione di HE () in L%(2), ed infine autoaggiunto a causa della
simmetria della matrice A.

Il teorema 3.1.3, con H = L?(Q), T = T\ ci garantisce che se A & un
autovalore, per 4ii), si ha (essendo ker(I — Ty) = 0) Rg(I — T\) = L?();
pertanto: scelta f € L%(Q), esiste u € L*(Q) con

u — Th(u) = f (3.10)

Ma se T)(u) = Av, allora v ¢ tale che:
/ A(x)VoVipdr = / wpdr Y € Hy(Q) (3.11)
Q Q

Moltiplicando 'equazione (3.10), per ¢ € H}(Q2) ed utilizzando (3.11), si
ottiene:

/A(a:)Vvvwdx:/vwdx + /fwdx Vip € H(Q)
Q Q Q

e cio vale a dire che esiste v tale che:

L(u) = A+ f inQ
u =0 sul' = 90
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Se esistessero wy, wy soluzioni diverse, allora:

L(wy —w2) = AMw; —wsg) in Q
wp —wy = 0 sull = 900

ma dal momento che A non ¢ un autovalore, per ipotesi: w; — wy = 0, e
quindi wy = wo.
Supponiamo ora che A = )\; per qualche i € N, sappiamo che T ¢ au-
toaggiunto, quindi T = Ty. Il punto ii) del Teorema 3.1.3 ci garantisce
che

Rg(I —Ty) = (ker(I — Ty))*

cioe f € Rg(I—T)) se e solo se fQ feoadx = 0, qualsiasi sia @) in ker(I —T}),
e cioeé per ogni ) autofunzione dell’autovalore A.

Supponiamo ora, per semplicita di notazioni, che A = A\ (in modo che FE;
abbia dimensione 1) e dimostriamo che esiste un’unica % in Ej tale che u
soluzione di (3.8) possa essere scritta come:

u=u-+t

al variare di ¢ in R.
FEi- & uno spazio vettoriale, che in piu risulta essere di Hilbert rispetto al
prodotto scalare di H}(Q), quindi H}(Q) = Ef @ F; (essendo Ep =
(( BE{)1)), dunque non ci resta che far vedere che % & unica; ma % & soluzione
di
Lw) = Mau+f inQ
{ u =20 sul' = 00

se esistesse un’altra soluzione del medesimo problema w si avrebbe

L(u—w) = M(u—w) in
w = 0 sull = 90

e cioe u —w e in FEi, quindi esiste s € R tale che:
U—w=S8 Y]
pertanto w = u — s @1 ed essendo E1N ElL = {0}, questo ci dice che s = 0,
da cui w = u.
g

Osservazione. Quest’ultima parte della dimostrazione, potrebbe essere
vista anche come conseguenza del fatto che il funzionale:

J(v) :;/A(x)VvVvdaz—A;/ﬁdx—/fvdx
Q Q Q

associato al problema (3.8), pur non essendo coercitivo su tutto Hg(Q), si
puo dimostrare, con semplici conti a partire dalla definizione di Ay, essere
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tale su Ekl

Osservazione. Il Teorema 3.1.2 puo essere generalizzato, considerando f
in L% (), a patto di non interpretare piu fQ foadx = 0 come una relazione
di ortogonalita, e di sfruttare in particolar modo 'osservazione precedente
piuttosto che il Teorema 3.1.3, per ottenere soluzioni minimizzando, con il
Teorema di Weierstrass, solo laddove sia possibile.

3.2 1l Teorema di Dolph
Consideriamo ora il problema :

L(u) = g(u)+ f inQ
{ u =0 sull = 90 (3.12)

supponendo pero, in questo caso, che @
tra autovalori successivi.
Esempio Se si considera p € (A1, A2), si ha che, naturalmente, g(s) = us

soddisfa quanto richiesto.

, al variare di s in R, sia compresa

Teorema 3.2.1. (di Dolph) Sia f € L%(Q) e si consideri il problema
(3.12), con g : R — R, funzione continua tale che esiste 6 > 0 per il quale:

a) Mg +8< 9 <N\ —0 VseR,;

b) Mg +6 <9990 <\ 5 Vs teR s£t;

s—t
c) ed esistano inoltre A_, Ay > 0 tali che:

A= lim @ Ay = lim @

t——o0 ¢ ’ t—+oo ¢

Allora esiste ed é unica u soluzione del problema (3.12).

Dimostrazione. Supponiamo che dim Ej = ny, e sia {go,(:), - (p’(cnk)} una
base di Ej; supponiamo inoltre di avere u soluzione di (3.12) e scriviamola
come:

u:ﬁ+28j cpg),con Sj :/ugpl(cj)d:c e/ ﬂgol(f)d:v:0
= Q Q

qualsiasi sia j € {1,...,n;}.
Allora sfruttando la linearita del problema (3.1) si ha:

Nk Nk
L E+ZSjL<p§€]) =g E+ZSJ-<,0,(€J) + f,
j=1 j=1
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(4)

e, per definizione di ¢;’’, si ha:
Lﬂ—l—)\stj gol(j):g ﬂ+Zsj gog) + f. (3.13)
J=1 ]

()

Scegliendo come funzioni test ognuna delle ;" nella formulazione vari-
azionale di (3.13), si ottiene un sistema di n; equazioni nelle ny incognite

Sj j = {1, ..,nk}:
1A= o9 <u+ Z] e go,(c )) go,(gl)dw + [ fgo,(j)dx

(3.14)

\ Smf\k—fgg(“+zg 15j %01(6])) v d"”"’fﬂf@(nk

Scegliendo invece come funzione test nella formulazione variazionale di (3.13)
una qualsiasi funzione w in E,ﬂ', si ottiene:

/A( )Vqud:U—/g u—i—Zs] cpk wdm+/fwdx Y we B
Q Q =

(3.15)
Dunque risolvere il problema (3.12) equivale a risolvere i problemi (3.14) e
(3.15).
Suddividiamo la dimostrazione in due passi.
Passo 1. Mostriamo che, fissato s € R, il problema (3.15) ammette sempre
una soluzione g in EkL, e che tale 4, ¢ anche unica; a questo scopo, essendo
EkL uno spazio di Hilbert, possiamo sfruttare il Teorema di Weierstrass.
Consideriamo il funzionale associato al problema (3.15) e cioe:

1 Uk -
J(v) = 2/QA(:U)VUVvdw—/QG U+ZSj cpg) dx—/gfvdx v € B
j=1

dove G(t fo

Je debolmente semlcontinuo inferiormente, infatti: J € costituito da tre ad-
dendi dei quali il primo & d.s.c.i. essendo EkL chiuso rispetto alla convergenza
debole, il terzo addendo e invece continuo rispetto alla convergenza debole,
per quanto riguarda il secondo addendo si ottiene, sfruttando il Lemma 1.1.8
con ¥ = 1 e il fatto che |g(s)| < k|s| e la compattezza dell'immersione di
H}(Q) in L*(), quanto richiesto.

J & anche coercitivo; usando la disuguaglianza di Holder, si ottiene:

1
J(v) > 2/9A(:n)VvVvdx—/ v+Zsj o do =1 fll 2y [IVll,..
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Usando poi la disuguaglianza di Sobolev ed il fatto che esiste p < Agy1 con
‘G (u—i—zj 155 gog))‘ < Blu+370E s cpk )2, si has
1 I W ok i 1
2 )N I
7w = 5 [ Alw)Vovude — Lol - 5 Son el | = gl ol

Sapendo poi che v ¢ in EkL ed usando la definizione di Agy1, si ha:

J(v) > ;/QA(JJ)VUVvda: - /A(m)VvVvda;—

k+1
2
p b, L0 L
p— 2 —_ . [
2HU||2 9 ;33 P SHf”%Hle,O
pertanto
2
1 poe B~ o) 1
50) 2 5 (1= 525 ) [ A@Tovude- o= | S ol | 5l g ol

Essendo pu < Agy1, allora (1 v

k+1) > 0, usando dunque 'uniforme ellit-

ticita di A, si ottiene:

2

ng
M 2_ﬁ 2 M o) L
I0)2 5 (1= 52 ) ol - - Dol | gl g bl

Essendo, come gia detto, (1 — ﬁ) > 0 ed a > 0, possiamo asserire che:
J(v) — +o0, quando |Jv| 0 T
e cioe J e coercitivo su EkL Cosi facendo, si e ottenuto che J ammette

minimo su Ej-; quindi fissato s = (s1, ..., 8,,) € R™, esiste vs € Ei- tale
che:

/A(a:)VUSdea::/g US+ZSJ gﬁk Wd1?+/f7ﬂd93
Q Q Q

qualsiasi sia w in Ek.L Mostriamo ora che v € unica; supponiamo che esistano
Vg, Wy iN E,i- soluzioni del problema (3.15), con la stessa s. Sottraendo mem-
bro a membro i problemi risolti rispettivamente da vs e da ws, e scegliendo
come funzione test nei due problemi w = v; — wy, si ha:

/ A(z)V(vs — ws)V(vs — ws)dz =
Q
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Nk Nk
:/ g | vs + E S go,(g) —g | ws + E S cp,(cj) [vs — ws] da
Q ; ;
Jj=1 J=1

sfruttando l'ipotesi b), si ottiene:

/ A(z)V(vs — ws)V(vs — ws)dr < (Agy1 — 5)/ lvs — ws|2da
Q Q
Ma per come sono state scelte vs, wg, si ha:

Aet1lvs — w8H22 < (M1 = 6) [Jvs — w8”22

e questo e possibile solo se |vs — wsH2 = 0 e quindi solo se vy = ws q.o.
Passo 2. Dovremmo risolvere il problema ni-dimensionale (3.14), ma sup-
poniamo per semplicita che sia & = 1, in modo da ottenere un problema
unidimensionale. Con questa scelta infatti, il problema da risolvere diventa:

)\182/9(Us+8 ©1) 801d$+/ [ ordz.
Q Q

Mostriamo pertanto che qualsiasi sia il valore di fQ f p1dx, esiste sg tale
che:

A1sg — / 9(tsy + 50 1) rde = / f prdx.
Q Q

Definiamo a tal fine
F(s)=Mis— / g(us+s 1) prdr se€R
Q

e facciamo vedere che F' ¢ suriettiva su R, sfruttando il teorema di esistenza,
degli zeri, e cioe facendo vedere che:

i) F & continua;
i) si ha
lim F(s)=—o0, lim F(s)=+o0

S$——+00 §——00

Consideriamo {s,} C R che converge ad sy € R, allora vy, del passo
precedente e tale che:

L(vs,) = g(vs, + sn 1) + f InEj (3.16)

e mostriamo come prima cosa che vg, ¢ limitata in  H}(Q);

/A(x)VvSansndx:/g(vsn—l—sn gpl)vsndx+/ fus, dx
9] 0 Q
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avendo scelto vs, come funzione test nella formulazione variazionale del
problema (3.16). Usando ora l'uniforme ellitticita di A, la proprieta a)
della funzione g ed il fatto che vs, € Efi, si ottiene:

)
a <A ) los, I, o7 < / vsnfder/ Vs, | 1 (A2 = 8) |sn|dz
2 ’ Q Q

che sfruttando la disuguaglianza di Holder in tutti e due gli addendi a
secondo membro, ci assicura:

b}
o (&) ”“s"||1,02 < (A2 = 8) [snlllvs, II,, + ||f|!%|]vsn||2*.

Grazie ora alla disuguaglianza di Sobolev, usata sul secondo membro della
precedente relazione si ottiene:

J 1
a (A) ol " < (2 = 8) [snlllvs,ll, + Gz losal,

Sfruttando ancora il fatto che vs, & in Ei-, si ha:

5 s (Mo 1
@ (52) Pl < (252 Y Isallonal g + 71 gy ol g

e quindi, dividendo ambo i membri per « ( ) |vs,, ||1 o si ottiene:

ol < (P25 ) onl+ (525 ) 141 - (3.17)

Dal momento poi che s,, & convergente, esiste ¢ € R tale che |s,| < ¢, dunque
la precedente relazione diventa:

Ao — 6 A2
ol < (257 ) e+ () 191

e cosl |lug,, Hl , on esplode, ma soprattutto, esistono vs, e w € Ei, tali che

vs,, converge debolmente a w in H{(£2). Vogliamo far vedere che w = vg,

N
e che la convergenza di vs,, in realta ¢ forte in H}(Q).

Per la compattezza dell'immersione di Hg(Q) in L?(Q), si ha che da ogni
sottosuccessione di vs,, , si puo estrarre una sotto-sottosuccessione di vs,, che
converge a w in L?(f2), pertanto vs, converge a w in L?(f)), inoltre grazie
alle proprieta di g e al Lemma 1.1.8, si ha che g(vs, + s, ¢1) converge a
g(w + sp 1) in L?(Q), sfruttando poi il fatto che v, risolve il problema
(3.16) e l'uniforme ellitticita di A, si ottiene:

allos, =l < [ o0, + sn e1)(es, —wde — [ Jos, — wido-
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—/ A(x)VwV (vg, —w)dx
Q

(abbiamo usato come funzione test nel problema (3.16), la funzione v,, —w);
cosi passando al limite in tutti e due i membri, si ha:

i o, —wl, =0

e ciod vs, converge a w in HE(Q).
Per ottenere la continuita della funzione F', ci occorre soltanto che w = vs,;
consideriamo la formulazione variazionale del problema (3.16):

/A(a:)Vvanzdxz/g(vsn‘i‘Sn gol)zdx—i-/fzd:c
Q Q Q

al variare di z in Ef Passando al limite in tutti e due i membri della
precedente relazione, si ha:

/A(:U)Vszdx:/g(w+so <p1)zdx+/fzdx Vz€ Ei
Q Q Q

dunque w soddisfa in Ef- il problema L(w) = g(w + s¢ ¢1) + f. Tuttavia
nel passo precedente, si € mostrata 1'unicita, fissato s € R, della soluzione
del problema in questione, pertanto w = vs,.

Dobbiamo ora far vedere che F' soddisfa i7); la relazione (3.17) ci assicura che
qualora ||’USH1 0 esplodesse, lo farebbe linearmente, cio¢ esistono cqi,co > 0
tali che HvsHL’O < c1]s] + ca.

Sia s, una successione numerica positivamente divergente:

F(Sn) =\ _/ g(USn + Sn ‘101) goldxz
Q

Sn Sn

= )\1 —/ Q(Usn o (Pl) Vsn 7 Sn 1 <,01d:C =
Q

Vs, T Sn ©1 Sn
v s v
:)\1—/ 905, + 50 £1) [S"-i- 801] prde
Q0 Us, T Sn 01 Sn
Ricordiamo che a meno di sottosuccessioni, grazie alla stima (3.17), U;—:

converge a w in L?(Q2); definiamo inoltre:
O ={zeQ:w@) + ¢i(z) >0}, O ={reQ:w)+ ¢i(r) <0},
Q' ={zecQ:w)+ ¢i(z) =0}

Sn

Se z € QF allora vs, + s, 1 = [US" + gol} diverge positivamente, ed

Vsp,
Sn

mente. Sfruttando la definizione di Q1,Q~, QP si ha:

F
(Sn) _ )\1_/ g(vSn + Sn 801) |:v3n + 901] gold:v—/ g(USn + Sn 901) |:U5n + (P1:| (,Dldl'—
Sn Q+ Vs, T Sn @1 Sn - Vs, + Sp P1 Sn

analogamente, se x € 2~ allora vs, + s, 1 = + gol} diverge negativa-
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_/ g(USn+8n 901) |:,U5n_'_ (,01:| (Pldx
Q0 Vs, + Sn P1 Sn,

Passando ora al limite per n che tende ad infinito ed usando lipotesi ¢), si
ha:

lim F(sn)

n—-+4oo Sn

SAI—A+/+<w+ o1) wldw—h/ (w4 o1) prde,
Q Q-

ma dal momento che Q = QT U Q™ U Q0 e che su QO, si ha w+ ¢ =0,
possiamo asserire che:

F(sn)

Sn

<A — )\+/ (w4 1) pide.
Q
Per ipotesi inoltre w € Ei* e [, ¢}dz =1, quindi:

F(sp
lim (5n)

n—-+4oo Sn

<A =) <O,

e pertanto F'(s,) < c3sy, con c3 < 0, allora:
limn — +o00F(s,) = —00

Un analogo ragionamento si puo fare quando s, diverga negativamente,
ottenendo pero in quel caso che F(s,) diverge positivamente; quindi F' &
suriettiva e cosi si conclude la dimostrazione dell’esistenza.

Per I'unicita, dobbiamo far vedere che sg € unico, e lo faremo, mostrando che
F ¢é strettamente decrescente, quindi anche iniettiva. Sfruttando I'ipotesi b)
si ha:

F(S.z:f(w:)‘1_sit/g[g(vﬁ's901)—9(Ut+t</?1)] prdr <
AL — O;ljj)/ﬂ[(%‘FS 01) — (ve+t ¢1)] prde

dal momento che vg, v, € Ef e che fQ @%dm = 1 con semplicissimi calcoli,

si vede che:
F(s) — F(t)

<-4 Vs,teR
s—1

Dunque F' e strettamente decrescente.
Se k # 1, si deve ripetere tutto il secondo passo, per ogni j € {1,...,n4},
studiando ogni volta il comportamento di:

Fj(s) = sj\; — /Qg Vs, +Zsj gp,(g) cp,(j)dx Jjedl, ..., ng}
j=1

ottenendo, di volta in volta per F} gli stessi risultati ottenuti per F'.
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3.3 1l caso di risonanza:
il problema di Landesmann-Lazer

Il problema di Landesmann-Lazer, consiste nello studio di

{ Lu) = glu)+f inQ

u = 0 sul' = 9N (3.18)

dove:
LL) g: R — R, g(s) = A\is+ h(s) ed esistono h_,hy € R tali che:
h_ < h(s) < hy

qualsiasi sia s € Red f € L%(Q)

In buona sostanza, cid che stiamo asserendo ¢ che h(s) sia “una pertur-
bazione limitata” del primo autovalore.
Esempio La funzione g(s) = Ais + sin(s), soddisfa a tutti gli effetti le
ipotesi LL).
Cio che e cambiato rispetto al Teorema di Dolph, ¢ il fatto che, nel problema
di Landesmann-Lazer:
lim @ = )\1

s—too S
mentre le ipotesi a) e ¢) del Teorema di Dolph, garantivano che, anche
all’infinito, sussistesse:

9(s)

A +0 < —=
s

Un tale indebolimento delle ipotesi sulla funzione g(s), ci obbliga ad im-
porre condizioni restrittive sulla f affinché sia possibile I'esistenza di una
soluzione del problema, come del resto & naturale aspettarsi, considerando
come funzione h, h(s) = 0 e ricordando i risultati sul problema agli autoval-
ori, ottenuti nel paragrafo 3.1.
Sussiste, insomma, la seguente:

Proposizione 3.3.1. Se sotto le condizioni LL) esiste u soluzione del prob-
lema (3.18), allora:

—h+/ goldxg/f prder < —h/ prdx
Q Q Q

Dimostrazione. Consideriamo ¢ come funzione test nella formulazione
variazionale del problema (3.18):

/A(x)VuV goldx:/)\lu <p1dx/ h(u) g01d$+/ f oidx
0 Q 0 Q
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essendo (A1, ¢1), autovalore ed autofunzione per l'operatore L, si ha:

/A(x)VuV <p1d:z:/A(:c)VuV goldx/ h(u) (pldx—i—/ f prde
Q Q Q Q

quindi:

/Qh(u) prdx —I—/Qf p1dx =0

/Qf prdr = —/Qh(u) prdx (3.19)

dunque considerando le ipotesi fatte sulla funzione h, si hanno le seguenti

cloe:

relazioni:

—h+/ prdr < —/ h(u) p1dz, —h/ prdr > —/ h(u) prdz
Q Q Q Q

che insieme con la relazione (3.19), ci garantiscono che:

—h+/ prdr < / [ prde < —h_/ p1dx
Q Q Q

O
Osservazione. Se h = 0, la precedente Proposizione, ci sta dicendo che
¢ condizione necessaria, perché esista una soluzione del problema (3.18) che:

/f@1d$=0
Q

e questa e proprio la condizione espressa dal Teorema 3.1.2, a patto di tenere

2N . .
presente, essendo f € LN+2(£2), ’Osservazione che segue il Teorema stesso.
La condizione sufficiente affinche esista una soluzione del problema (3.18),
non si discosta di molto da quella necessaria, in particolare, sussiste:

Teorema 3.3.2. (di Landesmann-Lazer) Consideriamo il problema (3.18),
con f,g che soddisfano le ipotesi LL), cioé:

a) g(s) = is+h(s) ,seR
b) esistono hy,h_ € R, tali che:

lim h(s)=hgt

s—too

supponiamo inoltre che:

¢) —hy [o prdx < [ f orde < —h_ [, pidx
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d) esiste § € R, tale che:

h(s) = h(t)

p— <(A2—A1)—0 Vs, teR s#t

Allora esiste u soluzione del problema (3.18).

Dimostrazione.  Supponiamo di avere u, soluzione di (3.18), e scrivi-
amola come u = 4+ s 1, con s = fQ u prdz e fQ u p1dx = 0 (cio & sempre
possibile dal momento che H}(2) = F1@ Ef) allora, sfruttando la linearita
del’operatore L, si ottiene:

L(u)+sL( 1) = a+ s 1 +h(a+s o)+ f
ricordando che (A1, 1) sono autovalore ed autofunzione di L, si ha:
L(a) = \u+h(a+s 1)+ f

scegliendo come funzione test, nella formulazione variazionale di tale prob-
lema, dapprima w € Ef, poi (1, si ottengono le due relazioni:

/A(x)Vquda::)\l/uwd:c—i-/h(u+s gol)wdx—i-/ fwdz  (3.20)
Q Q Q Q

/ h(t+ s 1) prdz +/ [ prdz (3.21)
Q Q

qualsiasi sia s fissato in R.
Dunque, risolvere il problema (3.18), equivale a:

i) risolvere il problema (3.20) in Ef;

ii) dimostrare che

F(s)z/h(z‘H—s 1) prdr, s€R
Q

¢ suriettiva.

Per risolvere i), con s fissato, consideriamo il funzionale associato al proble-
ma (3.20):

1 A
Js(u) = / A(zx)VoVudr — 1/ v2dx — / H(v+ s ¢1)dz —/ fvdx
2 Ja 2 Ja Q Q
dove H(t) = fot h(r)dr , v € Ej e mostriamo che J; ammette minimo
in Ell, sfruttando il Teorema di Weierstass. Per definizione, si ha che:

|H(t)| < h|t|, pertanto, se & € Ej, allora

A _ A1, _ A1, _
5IU|Q+H(U+S ¢1) < 5!U|2+(h+)|u+8 p1] < 3|U|2+(h+)\u|+(h+)|5 p1| <



52 Equazioni semi-lineari con dato in L?(2), L(®")'(Q)

< (2570) 1 + il + (s

Quindi il funzionale Js € tale che:
0
) / 2z —
Q

~(he) [ falda = [ fado = (up)slol] o1l

Sfruttando la disuguaglianza di Holder, sul terzo e sul quarto addendo del
secondo membro, si ha:

Js(a) > ;/QA(m)vwmx— <A22_5> /Q jal?dz — (hy)|all,.

Nl 71 o — (s @ll
N+2

Jo(a) > = /Q A(z)VaVads — (AQ

Per definizione di Ag, sfruttando il fatto che uw € Ef, si ha:

Js(u) > 1/ A(m)VuVudx—( )/A )WVaVaudr—
2 Jq 2o

—(h)lall,. = Nall, 1l o = (h)s|QUl el
N+2

L’uniforme elliticita di A, ci garantisce inoltre che:

s = (50 ) [ 1valds - al, - I

Grazie alla disuguaglianza di Sobolev, usata sul secondo e sull’ultimo ad-
dendo del secondo membro della relazione precedente, si ottiene:

_ h N 1,
1@ = (50 )H o= () Nl = glall, 71 gy = hodsioll onl

2%

Fll 2w = ()8l oall
N+2

dal momento che 53> > 0, possiamo asserire che J;s ¢ coercitivo su Ei-.

Per quanto rlguarda la debole semi-continuita inferiore di Js, osserviamo
che Js & costituito da quattro termini, di cui: il primo ed il secondo sono
evidentemente d.s.c.7, il quarto & addirittura debolmente continuo, e cosi
anche il terzo, infatti, avendo H crescita sub-lineare grazie al Lemma 1.1.8
H manda L*(Q) in L*(Q) in modo continuo.

Dunque, fissata s € R, esiste us in cui Jg realizza il suo minimo; con dei
semplici conti, si puo far vedere che s soddisfa il problema (3.20).
Concentriamoci ora sul punto ii); la dimostrazione della suriettivita di F', si
fara grosso modo come nel Teorema di Dolph. Forniamo in primo luogo una
stima sulla norma di vs, soluzione del problema (3.20); scegliendo proprio
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vs come funzione test nella formulazione variazionale del problema stesso,
ed usando il fatto che v; € Ef, si ottiene:

PN §)\1||vs||;—|—/9h(v3—|—sgol)vsdx—I—/vasdx

sfruttando poi la limitatezza di h ed, ancora una volta , il fatto che vs € Ef-
si perviene a

()\27)\1)||v5||; < (h+)/vsdx/fvsdx.
Q Q

La disuguaglianza di Holder usata su entrambi gli addendi a secondo mem-
bro, ci fornisce:

(A2 = A1) [ls 12 < (Rl s, + 11, sl

Dal momento che (A2 — A1) > 0, e che se ”U5”2 = 0 avremmo finito, allora
dividendo ambo i membri della precedente relazione per (Ag — A1) [Jvs]|,, si
perviene alla seguente stimas:

(h)IQI= + £,
(A2 — A1)

= c3(Q h, f). (3.22)

Josll, <

Sfruttiamo ora la suddetta stima per mostrare che vy ¢ limitata anche in
H;(Q)

1 A 1 1
||1)5||i0 < a/ A(z)VusVugdr = 1||Us||2+/ h(vs+s (pl)vsdx—i—/ fusdx
; Q lo} 2 a o o Jo

la disuguaglianza di Holder, usata sugli ultimi due addendi della precedente
relazione, ci fornisce:

A1

losll} ) <
(0%

[[vs]l 2
oz o ([ o5 e0ae)” + Ligl
o Q
che essendo h limitata, ci assicura che

1

A (hy)l€2]2
2 A1 2 +
leall? o < o2+ =2

1
losll, + 171, el

Sfruttando ora la stima (3.22) ed indicando semplicemente con c3 la costante
che da essa si ottiene, cioe c3 = c3(2, h, f), giungiamo a:

ool < 213+ (“”)'Q’ LI )
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1 >
esiste pertanto ¢y, ¢4 = </>ch§ + <(}l+)0[§2|2 + ||f|]2> 03) , tale che

losll, o < es

Sia s, una successione numerica convergente e sia sg il suo limite, allora la
successione delle soluzioni vy, e, per quanto dimostrato poc’anzi, limitata
in H}() esistono quindi una sottosuccessione di vs,, Vs, ed una funzione
w € Ef, tali che: Vs, converge debolmente a w in Ei-, consideriamo
allora:

/A(x)Vvsnszdx:)q/ vsnkzdx—i—/ h(vs,,, +Sny, gol)zdaﬂ—/ fzdx Vze Ei.
Q Q

Q Q
(3.23)
Dal momento che h € limitata, sfruttando il Lemma 1.1.8, si ha che h(vsnk +
Sn, 1) converge a h(w + sg 1) in L%(€2), se pertanto passiamo al limite
nell’equazione (3.23), otteniamo:

/A(:L‘)Vszdx:)\l/wzda:—l—/ h(w + sg apl)zdx+/ fzdx Vze Ei.
Q Q Q Q

Dunque w e soluzione in ElL di:
L(w) = Mw + h(w + so v1) + f.

A questo punto, ci servirebbe che w = vy, ma cio ci e garantito dalla ipotesi
d), e si dimostra come nel Teorema di Dolph.

Possiamo inoltre asserire che I'applicazione da R in Ef- che ad s associa v, &
debolmente continua, e cio basta considerata la limitatezza di h a garantire
la continuita della funzione F.

Sia ora s, una successione numerica positivamente divergente, dal momento
che ||lvg, ||170 < ¢4, esistono v, sottosuccessione di vs, e w € Ei, tali

che Vs, converge debolmente a w in Ef, inoltre, essendo 7 > 0 q.o.,
p1 € L*(Q), e come & ovvio w finita q.o., allora:

Usp,, + Sp,, Y1 — +00  q.0..
Lo stesso accade se si considera t,, successione numerica che diverga a —oo.
Con queste informazioni, usando il Teorema di Lebesgue, si ottengono:

lim F(s,, )= (h+)/ prdz >0
k—+o00 Q

lim F(t,,) = (h_)/ prdr < 0.
1——+00 Q

Per il Teorema di esistenza degli zeri, si ha che: qualsiasi sia t = fQ f pide,
esiste s € R, tale che F(s) = t; segue da cio l'esistenza di u, soluzione del
problema (3.18).

O
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3.4 1l Teorema di Ambrosetti-Prodi
Consideriamo il problema

L(u) = g(u)+ f inQ
{ u = Og sull = 90 (3.24)

con g € C*(R), f € L%(Q) e g(0) =0.
Supponiamo che:

a) esistano \,u € RT tali che: A < A\; < 1 < A9, con

lim ﬁzu, lim ﬁz)\ ;
s——+o00 8 s§——00 8

b) Ag%gu Vs teR s#t;
c) g sia strettamente convessa.

Esempio La funzione g(s) = —As~ + us™', con \, u come detto sopra,
soddisfa le ipotesi a), b), c).

Teorema 3.4.1. (di Ambrosetti-Prodi) Se valgono le ipotesi a), b), ¢)
allora esiste t € R tale che:

1) se [o f pi1dx >t non esiste soluzione per il problema (3.24);
2) se [, f ¢rdx =1 esiste ed unica u soluzione per il problema (3.24);
3) se [ f rdx <t esistono due soluzioni del problema (3.24).

Dimostrazione. Supponiamo di avere u soluzione del problema (3.24) e
scriviamola come u = s+ S 1 con § = fQ u prdr ed ug € Ef-, allora il
problema (3.24), puo essere riscritto come:

L(u) + Ais o1 = g( s+ s 1)+ f (3.25)

(avendo sfruttato che (A1, (1) sono autovalore ed autofunzione dell’opera-
tore L).

Scegliamo dapprima ¢; come funzione test nella formulazione variazionale
del problema (3.25) ed otteniamo:

Ars — / 9( us + s ¢1) prdr = / [ prdz, (3.26)
Q Q
poi una qualsiasi funzione w € Ell, ottenendo:

/A(x)v usVwdr = / g( us+s <p1)wda:+/ fwdz Ywe Eif (3.27)
Q Q Q
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Dunque risolvere il problema (3.24), equivale a trovare soluzioni delle equazioni
(3.26) e (3.27). Cosi come nei due paragrafi precedenti, si puo far vedere
che il funzionale associato al problema (3.27):

Ju(v) = % /Q A(z)VoVvdz — % /

Q

Ude—/G(v—i-s wl)dx—/fvdx
Q Q

con G(t) = fg g(7)dr, & coercitivo su Ej- e che su di esso ¢ anche debolmente
semi-continuo inferiormente; pertanto assegnata s € R, esiste vs € Ef- tale
che:

/A(:U)Vvstd:E:/g(vs+s<p1)wd:n+/fwd:z: Ywe Ei
Q Q Q

Per quanto riguarda invece il problema (3.26), si puo dimostrare che I’ap-
plicazione che ad s associa vs (soluzione di (3.27)) ¢ continua in  H}(2) ed
inoltre: esiste c € R™ tale che:

losl, o < sl

Detta F': R — R, la funzione:
F(s) = M\is — / g(vs + s ¢1) prde
Q

vogliamo risolvere F'(s) = [, f ¢1d.
Come nei due Teoremi precedenti, anche in questo caso, F' & continua.
Consideriamo poi:

9(vs + 5 1)

v
<*8+ <P1) prdx
Vs + S Y1

S

l[osll

ed osserviamo che se s — 400, allora dal fatto che % < ¢, si ottiene che
esiste w € Ef tale che:

L w inL?(€).
s

Definendo poi:
QO ={zeQ:w@) + pi(z) >0}, O ={reQ:w)+ ¢i(x) <0},

Q' ={zeQ:w)+ ¢ (z) =0},

come nel secondo paragrafo di questo capitolo, e sfruttando l'ipotesi a), si
ottiene:

F(s)

lim
S$—+00

:/\1—u/ (w4 ¢1) goldac—)\/ (w+ 1) prde.
O+ 0-
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Per ipotesi, A < pr e w+ 1 = 0 su Q°, pertanto:

F
lim is)g)\lp/(er v1) prdr =X\ —pu <0
Q

§——+00

ragionando in modo analogo, si ottiene:

im TSN Zaso
S§——00 S

Quindi F" ha almeno un massimo, detto ¢ = maxer F(s), quando [, f ¢1dx >
t, non possono naturalmente esistere soluzioni del problema (3.27) e quindi
neppure del problema (3.24); se [ f ¢1dx = t, potrebbero esserci dei prob-
lemi, qualora la F' avesse piu di un massimo, ci resta inoltre da far vedere che
per fQ f p1dz < t, ci sono proprio due sole soluzioni. Dimostreremo queste
due ultime cose in un solo modo, cioe facendo vedere che non possono es-
istere piu di due soluzioni. Se infatti esistessero due massimi, cioe rq, 9 tali
che F(r1) = F(rg) = t, per la concavita di F' (dovuta alla convessita di g) si
avrebbe F(t) =t Vt € [r1, 73], e quindi il problema (3.24), avrebbe infinite
soluzioni. Andiamo ora ad usare il metodo sfruttato da Berestycki in [4] e
che avremo modo di usare nuovamente in seguito.
Qualora u,v fossero due soluzioni del problema (3.24), la loro differenza,
w = u — v, soddisferebbe ’equazione:

g(u)—g(v)
h(z) = { . UFU

Jd(u) u=wv

Dunque w & un’autofunzione di un problema agli autovalori con peso h(zx),
pertanto esiste ¢ € N tale che:

Ai(h) = 1.

Dal momento che, per definizione, h(x) < A2 q.0., allora per il Teorema
3.1.1:

A () < Ai(h) = 1

A2
quindi \; < Ay (dove con JA; si ¢ indicato ’i-esimo autovalore di L), dunque,
ancora per il Teorema 3.1.1 si ha A; = Ay, cioe ¢ = 1. Questo ci garantisce
che w ¢ la prima autofunzione del problema agli autovalori con peso h(x),
pertanto w & costante in segno; allora u, v sono ordinate.
Supponiamo ora di avere tre soluzioni del problema (3.24), u, v, w, allora si
ha per esempio u < v < w q.0.; poste w; = v — u, wy = w — v si ottiene:

L(wl) = h1 (:c)wl, L(wg) = hg(:l))’wg
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con hi(z), ho(z) definite in modo ovvio in termini di g, u, v, w. Allora come
prima, si ha che
A(h1) = Ai(h2) =1

e cio & impossibile, in quanto la stretta convessita di g, implica che hi(z) <
ha(z) q.o0., da cui ricordando il Teorema 3.1.1, si ha A\;j(h1) > Ai(ha).

O

2N
Osservazione. Dal momento che data f € LN+2(£2), & sempre possibile
scrivere f come f = f+t @1, cont = fo prdx e fQ f p1dx = 0, il Teorema
di Ambrosetti-Prodi, puo essere enunciato anche come segue:
Consideriamo il problema:
{ L(u) = g(u)+ f+ter inQ

u = 0 sull = 900 (3.28)

con g che soddisfi tutte le ipotesi del Teorema di Ambrosetti-Prodi, ed f
come gia detto, allora esiste un unico numero reale ¢ = t(f) tale che:

1) se t >t allora il problema (3.28) non ammette alcuna soluzione;
2) se t =t allora il problema (3.28) ammette un’unica soluzione;

3) se t <t allora il problema (3.28) ammette due (e solo due) soluzioni.



