ANALISI

Soluzioni terzo esonero
30 gennaio 2012

3.1. Esercizio. Sia v :[—2,2] = R? la curva cosi definita

~(t) = ( t33;23t ) . tel-272]

(a) Verificare che la curva ha un cappio. Mostrare cioé, tramite
calcolo diretto, che esiste una (unica) coppia di valori

—2<a<b<g?

tali che y(a) = v(b).
(b) Calcolare la lunghezza della curva .

(¢) Calcolare lintegrale curvilineo / Vyds.
g

SOLUZIONE:
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a®>—3a = b —3b
=) e {5
- a=-b —= d-3a=0 — a@®-3)=0 — a=+V3

Se ne deduce che

Tenuto conto che
V() = {x(t),y(t)} = {t* = 3t,3t*} —
—  aR(t) +y2(t) = /(32 — 3)2 4+ 36t2 = 3t* + 3

riesce

((y) = /2 (3% + 3)dt = 28
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Ficura 2. /\/gds = Area del muro disegnato su 7.
8!

Il calcolo dell’integrale curvilineo conduce a

/2 V312(31% + 3)dt = /2 V3[t|(3t% + 3)dt =



2
2V/3 / t(3t% + 3)dt = 36v/3
0

3.2. Esercizio. Data l'equazione differenziale
y"(t) + y(t) = sin(2t) + cos(3t),
(a) trovarne la soluzione generale;
(b) trovare la soluzione che soddisfa le condizioni iniziali

Y0 =~ ¥(0)=0.

SOLUZIONE:

Le soluzioni dell’equazione omogenea associata y”(t) + y(t) = 0 sono
Yo(t) = c1 cos(t) + cosin(t), c1, o €R
Una soluzione particolare 7, (t), dell’equazione
/(1) + y(t) = sin(2t)
si trova nella famiglia
Acos(2t) + Bsin(2t)

Sostituendo si perviene all’equazione

—4A cos(2t)—4Bsin(2t)+A cos(2t)+Bsin(2t) = sin(2t) — { :gé Z (i

si ha pertanto
1(1) = 5 sin(21)
Una soluzione particolare ,(t), dell’equazione
y"(t) + y(t) = cos(3t)
si trova nella famiglia
A cos(3t) + Bsin(3t)

Sostituendo si perviene all’equazione

—9A cos(2t)—9B sin(2t)+A cos(2t)+ B sin(2t) = sin(2t) — { :Sg z (1)

si ha pertanto
1
Us(t) = —3 cos(3t)
Le soluzioni dell’equazione assegnata sono pertanto

y(t) =7, (t) + () +wolt) —



1 1
y(t) = ~3 sin(2t) — 3 cos(3t) + ¢ cos(t) + ¢ sin(t)

La soluzione che verifica le due condizioni iniziali assegnate é:

1 L 1
[ Cl = ——
g8 1T 8 2
— C| = 0, Co = —
2 0 3
_§+CQ =
e pertanto
1

1 2
—3 sin(2t) — 3 cos(3t) + 3 sin(t)

3.3. Esercizio. Data l’equazione differenziale
Y () + 3y(t) = cos(t),
(a) determinarne la soluzione generale;

(b) determinare la soluzione che soddisfa la condizione iniziale

Mmz%'

La soluzione trovata ¢ limitata?

SOLUZIONE:

Soluzioni dell’omogenea associata y'(t) + 3y(t) =0
yo(t) = ke

Una soluzione particolare 7(t) dell’equazione si trova, per somiglianza,
nella famiglia

A cos(t) + B sin(t)

Sostituendo si ha

—A sin(t)+B cos(t)+3 A cos(t)+3B sin(t) = cos(t) — { _gigi :
Da cui
A= g X L g0 = L Beost) + sin(t)
= B=1 y(t) = 75 {3cos sin

La soluzione generale é pertanto

y(t) = % {3 cos(t) +sin(t)} + ke 3t
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FIGURA 3. ¢/(t) + 3y(t) = cos(t)

La soluzione che verifica la condizione iniziale é pertanto

3 3 1 .
y(0) = T +k= o k=0 — y(t)= i {3 cos(t) + sin(t)}
funzione ovviamente limitata
1 4
10 {3 cos(t) + sin(t) } cos(t)| < 10

3.4. Esercizio. Calcolare i sequenti integrali:

(a) / _812032 dx (b) /0 ﬂ/2cos3(2x) dz.

SOLUZIONE:



7 es03 DD.ggh (E=SEol 55

File Modifica Visualizza Raccolte strumenti Opzioni Strumenti Finestra Guida
‘% Muovi D
., Trascinare o selezionare gli oggetti (ESC) -

Vista Algebra [=)[F[x] |vista Grafica [BE[E]
Qggetti liberi
= Oggetti dipendenti
@ a=0.55 m >
e | 0 sin () log(3)
o) = sin(x d — ~ O 55
4= cos? (x) 74 5 L = 9 ~ .
o 4—cos?*(z)
028
02
0.15
0.1
005
o
o 05 1 15 2 25 3 36 4 45 5 55
4 [ +
Inserimento: s @

FIGURA 4. [ 20 gy

4—cos?(x)

Posto cos(x) = t si utilizza la sostituzione

T sin(x LS| LS|
/Om%d:c:/_l4_t2dt:2/o i
Tenuto conto che
o)
2—t 241t
si ricava

" sin(z) 2 | /1 1  log(3)
/0 4—COSQ<£L‘)dx_4{/O 2—tdt+ 0 2—|—tdt 2

1 1

1
4—2 2-002+t) 4




w/2
/ cos®(2x) dx
0
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FIGURA 5. / cos®(2x) dx
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Tenuto conto che
cos®(2x) = cos?(2x) cos(2x) = (1 — sin®*(2z)) cos(2x)

si riconosce che
/2 /2 /2
/ cos®(2x) dx = / cos(2z) dx — / sin®(2x) cos(2x) dx =
0 0 0

w/2 /2

1 1
= —sin(2z)] - =sin®(27)] =0
2 0 6 0



