L’integrale

1. Il metodo di esaustione

Le funzioni f : [a,b] C R — R non negative determinano il loro
sottografico

E:{a<z<b 0<y< f(x)}
Diviso [a, b] in parti uguali, quindi di lunghezza h = (b — a)/n si con-
siderano plurirettangoli interni al sottografico e plurirettangoli che lo
contengono, rispettivamente di aree

b— a — — b—a <
n Z&kv S(fapn): n Zﬁk
k=1 k=1

essendo ay e [ l'estremo inferiore e 'estremo superiore della f nel
k—esimo intervallino della decomposizione.
Nei casi fondamentali di

fx) =2, 2% €
¢é possibile calcolare i limiti
lim S(f,P), lim S(f, P.)

n—oo n—oo

§(f>Pn):

e riconoscere che vengono uguali: tale comune valore rappresenta nat-
uralmente I’area dei sottografici.

OSSERVAZIONE 1.1. Il calcolo det limiti di cui sopra € legato alla disponi-
bilita delle sequenti formule

m m

m(m + 1) o m(m+1)(2m+1)
k=g 2K =

B
Il
—

k=1

2. Le somme integrali

Assegnato un intervallo [a, b], n + 1 suoi punti
P={a=zy<z <29 < ... <Tp_1 <x,="0}

producono una decomposizione P in n intervallini

[a, 0] = Uiy [, zi1)
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2 IVINTEGRALE

Sia f:[a,b] C R — R, limitata: si possono definire per ogni decompo-
sizione P le due somme

Zak i—xi1), S(f,P)= Zﬁk )

essendo qy, e ﬁk lestremo inferiore e lestremo superiore della f nel
k—esimo intervallino della decomposizione.

LEMMA 2.1.
S(f,P) < S(f,P)
LEMMA 2.2. Sia P* = PU{&} allora riesce
S(f.P)<S(f.P7), S(f.P7)<S(fP)

LEMMA 2.3.

vP,Q S(f,P) < 5(/.Q)
DEFINIZIONE 2.4. f si dice integrabile in [a,b] se

sup S(f, P) = inf S(f, P)

Tale comune valore st indica con

/a b f(z) dx

PROPOSIZIONE 2.5. f € integrabile in [a,b] se e solo se per ognie > 0
esiste una partizione P. tale che

g(fape) _§<f7PE) <e€
Indichiamo con L([a,b]) U'insieme delle funzioni integrabili su |a,b] .
PROPOSIZIONE 2.6. Sono integrabili in [a, b]:

e le funzioni crescenti,
o le funzioni lipschitziane,
o le funzioni caratteristiche Xieq(x)

PROPOSIZIONE 2.7. Si hanno le sequenti proprietd:
o f(z) € L([a,b]) — kf(x) € L([a,b]) VE €R

/abkf(a:)dx—

o f(x) € L(la,0])  —  [f(x)] € L([a,b])
o f(x),9(x) € L([a,b]) —  af(x)+ By(x) € L([a,b])

/:(ozf()Jrﬁg x—a/f dx+ﬁ/

b
f(z)dx
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o f(x),9(x) € L(la,b]) —  [f(z).g9(x) € L([a,b])
ecelab] —  L(a,b]) C Llla,d]), L([a,b]) < L([c, b])

DEFINIZIONE 2.8.

/ab J (@) Xje,q)(z) dx = /Cd f(z)dx
/a f(x)dac——/b (@) da

PROPOSIZIONE 2.9. Sia ¢ € [a, b] riesce

Vf e L([a, b)) /f das—/f da:+/f

DIMOSTRAZIONE. Tenuto conto che

Xiad () + Xen () =1 —  f(z) = f(2)X(0.qg(®) + f(2)Xen) (T)

dalla linearité segue la tesi. 0

3. Il teorema della media

PROPOSIZIONE 3.1. Sia f € L([a,b]) detti a e 3 l'estremo superiore e
lestremo inferiore di f in |a,b] riesce

as s [ rwar<s
COROLLARIO 3.2. Se f,g € L([a,b]) e riesce Vx € [a,b] f(x) < g(x)

allora riesce
b b
/f(:v)d:vg/ g(x)dx

COROLLARIO 3.3. Se f € L([a,b]) riesce

x)dr| < x)|dx

TEOREMA 3.4. Se f € L([a,b]) ed é continua

b
et [ fa)in=0-af@
TEOREMA 3.5. Se f € L([a,b]) ed € continua

Vo € o, 1] / fyde — {Fl(l’)__f@)
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PROPOSIZIONE 3.6. Se f € L([a,b]) ed € continua e se '(x) = f(x)
allora

b
/ f(x)dz = B(b) — B(a)



	L'integrale
	1. Il metodo di esaustione
	2. Le somme integrali
	3. Il teorema della media


