Il metodo della variazione delle costanti

Conosciute due soluzioni us(t), us(t) linearmente indipendenti di un’e-
quazione differenziale lineare del secondo ordine omogenea

' 4+ 2b(t)u' + c(t)u =0
tutte le soluzioni dell’equazione completa
(1) u” 4+ 2b(t)u' + c(t)u = f(t)

si possono ottenere da un’integrazione che coinvolge u(t), uq(t) e il
termine noto f(¢).

Consideriamo, per semplicita il caso in cui i coefficienti b(t) e ¢(t) siano
costanti, e supponiamo inoltre che

c> b
In tal caso le due soluzioni uy(t), us(t) sono come ben noto della forma
uy(t) = e "eos(wt), us(t) =e sin(wt), w=+e—b?
Cerchiamo soluzioni della (1) nella forma

(2) y(t) = a(t) ur(t) + B(t) ua(t)

con coefficienti «(t) e B(t) da determinare, naturalmente non costanti
(altrimenti la combinazione lineare proposta sarebbe ancora soluzione
dell’equazione omogenea e non della completa).

Derivando una prima volta Iespressione (2) si ha

y'(t) = a(t) uy (t) + B(8) uy(t) + o () ua (£) + 5'(t) ua(t)
se i due coefficienti a(t) e ((t) verificano la condizione
(3) o (t) ur (t) + 5'(t) ua(t) = 0
allora si ha

Y (t) = a(t)uy(t) + B(t) uy(t)

da cui, derivando una seconda volta,

y'(t) = a(t) uy(t) + (1) ug(t) + o' (t) ui (t) + 5'(2) uy(t)
Tenuto conto che uy(t), us(t) soddisfano I’equazione omogenea, le espres-

sioni y(t), y'(t), y”(t) soddisfano I’equazione (1) se e solo se é soddis-
fatta la condizione

(4) o (t) i (t) + 0'() up(t) = f(t)
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Si riconosce pertanto che le funzioni (2) soddisfano I'equazione (1) se e
solo se le derivate o/(t) e 5'(t) soddisfano il sistema

{ o (t) uy (t) + B'(t) ua(t) = 0
o () uy (t) + B'(t) up(t) = f(1)

Con la notazione delle formule di Cramer,

o i [0 o
oz(t)_/o ui (1) ug(T) i ﬁ(t)_/o ur(7)  uz(T) o
() ) ()

Da cui, svolgendo i conti,

Da cui, sostituendo,

aft) = — L /0 e sin(wr) f(r)dr,  B(t) = ~ /0 et cos(wr) f(r)dr

w w
Ovvero ricostruendo l'espressione (2)

y(t) = 5 /0 P77 [~ sin(wr) cos(wt) + cos(wr) sin(wt)] f(7)dr =

(5) y(t) = 1 /0 e b=7) sin(w(t — 7)) f(1)dr

w

Tutte le soluzioni dell’equazione (2) sono pertanto espresse dalla for-
mula

(6)

y(t) = e (¢ cos(wt) + ¢ Sin(wt))—i—é /0 e b= sin(w(t—7)) f(r)dr

OSSERVAZIONE 0.1. Un’interpretazione qualitativa.
L’espressione fornita in (6) consta, naturalmente di due addendi

e il primo rappresenta una (qualsiasi) soluzione dell’equazione
omogenea,
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e il secondo, quello con [’integrale, rappresenta una soluzione
particolare dell’equazione completa.

La presenza di attrito - b > 0 - implica del resto che il primo termine
€ destinato a smorzarsi, cio€ con il passare del tempo le soluzioni del-
l’equazione completa somigliano sempre pit al solo secondo termine,
quello integrale.

OSSERVAZIONE 0.2. Attrito e memoria
Consideriamo la soluzione particolare

y(t) = /O M) gin(w(t — 7)) f(7) dr

e supponiamo di decomporre lintervallo di integrazione [0,t] in due
parts
0,¢t] = [0,t —6] U [t—9,t]
La presenza dell’attrito, b > 0, ovvero del fattore di smorzamento
efb(tff)

implica che
Te0,t—0] — et < ?

ovvero che, sostanzialmente,
t

| et sint =) sy ar [ singte =) (7) ar
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Tenuto conto inoltre che, causa [’attrito, anche gli addendi soluzion:
dell’omogenea si smorzano progressivamente, si riconosce che le solu-
ziont dell’equazione completa sono, in ogni tempo t abbastanza grande
il risultato della forza applicata f(7) in un intervallo di tempo prece-
dente, [t — d,t] e non tengono gran che conto dell’azione della forza in
tempi molto precedenti....

..... Uattrito cancella la memoria.



