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Esercizio J’f ~Determinare:
(i) le equazioni cartesiane della retta r; passante per il punto P, = (1,—1,1) e
parallela aipianim: 2 -z +1=0eq’ 1y + 2+ 1=0;

(i) le equazioni cartesiane della retta 7z passante per il punto Py = (1,-1,0) e
complanare con lerette sz y~ 2 =2z —y+1=0ed fiz+2=2-1=0.

(iif) Dire se le tette r; ed ro sono incidenti, parallele, o sghembe;

(iv) calcolare la distanza tra 7 e rq.

Soluzione.
(1) La xetta r; pud essere ottenuta come intersezione dei due piani 1, T, Da-
ralleli rispettivamente a 7 e 7', e passanti per P|. Questi piani hanneo equazione
cartesiana: .

miz—z=d miyt+z=d
dove d e d si determinano imponendo il passaggio per Pp; dunque d = d = 0.
Pertanto ]
_ { T 2= 0.
y+z=0

(ii) La retta ra pud essere ottemita come intersezione dei due piani 7z e 7} rispet- .
tivamente contenenti s, s’ e passanti per . L’equazione del fascio di piani di asse
s (con esclusione del piano 2z ~ y + 1 = 0, che non passa per F3) & data da
o T+y—z+k2r—y+1)=0 ,
ed imponendo il passaggio per Py si. ottiene wo : z +y — 2 = 0. Llequazione del
fascio di piani di asse s’ (con esclusione del piano z - 1 = 0, che non passa per P)
¢ data da - '
. z+2y+k(z-1)=0
ed imponendo il passaggio per P, si ottiene mh:T+ 2y —2+1=0. Pertanto la
retta rg cercata ha equazioni .
' sty—z=9_
Tg .
T+2y—z+4+1=0

(iii) Le due rette hanno vettori direzione rispettivamente 7 = (1,-1,) e =
(1,0,1), quindi non sono parallele. D’altra parte & immediato verificare che il
sistema

T—z=0
y+z=0
T+y—z=1(

z+2—z+1=0
non ba soluzioni, quindi le due rette sono sghembe.

(iv) Sia n la retta ortogonale ad entrambe le rette r1,72. Questa retta ha vettore
direzione- % = 7T A T3 = (~1,0,1) e pud oftenersi come intersezione dei plani
01, 02 contenenti rispettivamente ry,r; ed aventi n nella loro giacitura, 11 piano
o1 avra vettore normale 72 = 7 A 77 = (1,2,1) e il piano g9 avrd vettore normale
7 =T AT3 = (0,2,0); tali piani avranno quindi rispettivamente equazioni:

' m: r+2y+z=d

ga: y=d
ed imponendo il passaggio di tali piani rispettivamente per Pre Pysitrovad=10
e d = —1. E ora immediato verificare che la retta n interseca r; nel punto

@1 = (1,-1,1) e la retta v nel punto Qy = (g—, -1, %) Pertanto si ha

dlry,ra) = d{Q1,Q2) = \/(g— 1)2+ (-14+1)2+ (% - 1)2 = % :




Esercizio 2. Si consideri Papplicazione lineare Fy, : RY — R3 data da:

‘ﬁl E+1 0101 1 1

7, mz - 1 1 -1 k+1 ?
8 2%k-1 -1 5 —2 3

T4 L4

dove k & un parametro reale. Si determini, al variare di k:
(i) la dimensione e una base del nucleo U dell’applicazione F;

(i) la dimensione e una base di un sottospazio complementare V ad I/ in RA, cioa -
stale che 7 @ V = R

(i) 1a dimensione e una base dell’immagine W di F.

T T T et eIt ee - e— = -

Soluzione.

(1) 11 sottospazio U = Ker Fy, si ottiene risolvendo il sisterna lineare
(k+1)xy + = + =3 + z4=0
@) T + 22 — wa + {(k+Dxg=0
(@k—1z1 — 23 + bSz3 — 2kmy=0

La matrice aysociata &
E+1 1 1 1

A={ 1 1 -1 k+1] = rgA>2

2k—-1 -1 5 -2
It minore di ordine 2 formato dalla 1% e 2% riga e dalla 2° e 3% colomma 2 non rullo, infatti
1 1
B= = detB=-2
1 -1

Resta da vedere per quali valori di k rg A = 3. Oﬂando la matrice B, otteniamo le-matrici:

k41 11 11 1
C={ 1 .1 -1 D=|1 -1 k+1
2%—1 -1 5 -1 5 -2

Ora, det C' =0 e det D = —2k — 2. Quindi, det D = 0 per k = —1. Quindi

3 se k#£-1
g A=
2 s¢e k=-1

Caso k # 1. 1l sistema lineare (1) & costituito da 3 equazioni in 4 incognite con rg 4 = 3, pertanto
dim(U) = 1. Considerando z; come un parametro e qmnch ponendolo uguale a 1 si oftiene una o
soluzione non banale con la formula di Cramer: 7 |




E+1 1 1 :
- B2 4+3k+2
Ok—1_5_ =2k / .
i T P R 2
k+1 1 1
o K24k
A A B e

- 2k -_]:._.;w:lm;;zi&,.,www,

PN
E+1 01 1

T Ey = —det 1 1 —11=0

2k—1 -1 5,

A,

¢ tutte le altre sono proporzicnali a questa, pe;z‘cﬁi una base dello spazio delle soluzioni & data da

by = (2k 42, k% — 3k — 2, k% — £,0)

Caso k = —1. Dal momento che il minore del secondo ordine B & non nullo, il sistema lineare omogeneo
& equivalente a

zz + @ + z4=0 Ty = —-%(wl + m4)
~
Ty + Ty — T3=0 Ty == %(:Dl — Ty)

In questo caso dim(U) = 2, e una base di I ¢ data da:

11 1 1
bl - (11”"51510) ) by = (01_‘51_511)

(if) Le righe del sisterna generano lo spazio V = UL, e U V = R
Per k # 1 esse sono linearmente indipendenti, dunque dim(V) = 3 ed una base di V' & data da

k+1 1) 2k—1
1 1 -1
by = 1 | = | B 5
1 E+1 —2k
Per k = ~1, le prime due righe sond linearmente indipendenti e la terza dipende linearmente da esse,

quindi dira{V} = 2 ed una base di V' & data da

[=2]
-
I

d et e O
o
»
|

(iil) Caso k # —1. Se W = Im Ky, allora dim W = rg F;, = 3 e W = R?: una base possibile &
quella canonica. Caso k = —1: ora, dim W = rg Fj, = 2 ed una base di W & costituita, ad esempio,
dalle prime due colonne.




