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1.1. Spaziovettoriale V=M,(R) delle matrici quadrate reali del secondo
ordine. Sia assegnatala matrice quadrata M avente come elementi
m.;;=1, my,=1, m,;=1, m,,=1 e si indichino con X;i, Xis X,1, X, gli
elementi della matrice X variabile in V.
(a) Verificare che il sottoinsieme U={XOVOMX=XM} & un sottospazio
vettoriale di V.
(b) Determinare una base e la dimensione dei sottospazi vettoriad U
W :X11-X51=0, X%5-X,,=0.
(c) Determinare una base e la dimensione di U+W.
(d) Determinare una base e la dimensione diW.
(e) Determinare un sottospazio vettoriale Z supplementare di UnW
entro V.
Soluzione
(a) Esequiti i prodotti di matrici MX e XM, la condizione richiesta
affinché la matrice X appartengaad U da X;;-X»,=0, X;,-X,;=0. Allora le
equazioni X;;-X,,=0, X;,-X,;=0 Si possono interpretare come equazioni
cartesiane di U rispetto alla base canonica By=(E;1,E:»E1,Eyy) di V. Ma
tali equazioni sono lineari e omogenee e quindi U & un sottospazio
vettoriale di V.
(b) 1l sistema di equazioni lineari omogenee che rappresenta dJseala
con incognite libere x, X,,. Posto x,,=t; X,,=t,, essendot,, t, parametri
reali, si ha x,,=t; X;;=t,. Allora l'insieme delle soluzioni del sistema e
So={(t,,t,t1,t,)0(t4,1,) OR} . Considerate le matrici linearmente
indipendenti A e B che si ottengono ponendo, rispettivamente,
(t1,t,)=(1,0) e (t,,t,)=(0,1) e quindi aventi come elementi a;,=0, a;,=1,
a,=1, a,,=0 e b,,=1, b,,=0, b,;=0, b,,=1, risulta U={t,A+t,Bt;,t,00R]}.
Pertanto una base di U &, per esempig=(B,B), onde si ha dim(U)=2.
Procedendo per W come nel caso di U, si ha che lI'insieme delle
soluzioni del sistema di equazioni lineari omogenee, che rappresénta
e S,={(tt,t,t,)0(t;,t,)OR}. Allora, considerate le matrici linearmente
indipendenti C e D che si ottengono ponendo, rispettivamente,
(t;,t,)=(1,0) e (t,,t,)=(0,1) e quindi aventi come elementi ¢,,=1, c,,=0,
C,,=1, ¢,,=0 e d,;=0, d»=1, d,;=0, d,,=1, risulta U={t,C+t,D0t,,t,0R]}.
Pertanto una base di W é, per esempio By=(C,D), onde risulta
dim(W)=2.
(c) Un sistema di generatori di U+W ¢e, per esempio {A,B,C,D}.
L'algoritmo di Gauss Jordan per I'estrazione di una base, applicato a
tale sistema di generatori, da la base By.w=(A,B,C) di U+W, onde ¢
dim(U+W)=3.



(d) Equazioni cartesiane di AJV sono, per esempioX;i-X,,=0, Xi1,-X»,=0,
X11-X21=0, X;,-X,,=0. Utilizzando il metodo di eliminazione di Gauss
Jordan, si ha che il sistema costituito da tali equazioni risulta
equivalente al sistema a scala X;1-X»,=0, X;,-X»;=0, -X,1+X»,=0, che da
X1:=t, Xi,=t, X,=t, X,,=t, essendo t un parametro reale. Essendo
S.={(t,t,t,t) tOR} l'insieme delle soluzioni del sistema, si ha che una
base B w di UnW e, per esempio, quella costituita dalla matrice avente
tutti gli elementi uguali ad 1, ossia da M, e quindi e dimW)=1.

(e) Le matrici M, Ei,, Ei, Es, Ey, costituiscono un sistema di generatori
di V. Applicando a tale sistema di generatori l'algoritmo di Gauss
Jordan per l'estrazione di unbase, si ha che una base che completa la
base B, w=(M) di UnW in una basali V é quella costituita dalle matrici
M, E.., Ei, E,. Allora Z=Span(E.Ei,,E;) € un sottospazio vettoriale
supplementare di W entro V.

1.2. Spazio vettoriale reale V di_dimensione quattro Base

By=(vy,V,,V3,V,). Sia assegnato il sistema di equazioni lineari

X1-X3-X4=K, 2%+(K-1)x,=2k, (K-1)x+(k-1)x3+(1-k)x,=0,

essendo k un parametro reale.

(a) Determinare i valori del parametro k in corrispondenza dei quali
il sistema lineare di cusopra si puo interpretare come sistema di
equazioni cartesiane, rispetto alla base By, di una sottovarieta
lineare affine Wk) di V.

(b) In corrispondenzadei valori del parametro k, di cui al punto (a),
determinare un vettore vo(k)OU'(k) ed il sottospazio vettoriale
U(k) parallelo a Uk).

(c) Determinare una base e la dimensione del sottospazio vettoriale

U(k).
(d) Determinare la dimensione della sottovarieta lineare affirngk)u
Soluzione
(a) | valori del parametro k, in corrispondenza dei quali il sistema

rappresenta, rispetto alla base By, una sottovarieta lineare affine U’(k)
dello spazio vettoriale V, sono quelli per cui tale sistema risulti
compatibile. Utilizzando il metodo di eliminazione di Gauss Jordan, si
ha che il sistema assegnatorisulta equivalente, per esempio, al sistema
lineare X;-X3-X,=k, 2x3+(k+1)x,=0, (k-1)(k+1)x,=-k(k-1), che & ascala.
Tale sistema & compatibile se e soltanto sezéel k

(b) Sia k#-1. Osserviamo anzitutto che per k=1 il sistema a scala
compatibile x;-Xz-X,=k, 2Xs+(k+1)x,=0, (k-1)(k+1)x,=-k(k-1) diventa
X1-X3-X4=1, 2X3+2X,=0, 0=0. Risolviamo allora separatamentei due casi
kz1l e k=1. Iniziamo dal cas&z1. Il sistema ha x, come unica incognita
libera. Poniamo x,=t, essendo t un parametro reale. Si ha subito
X,=k/(k+1), Xx3=-k/2, x,=k(k+3)/(2(k+1)). L’insieme delle soluzioni del



sistema e allora S(k)={k(k+3)/(2(k+1)),t,-k/2,k/(k+1)tOR} =

=(k(k+3)/(2(k+1)).0,-k/2,k/(k+1))+{(0,t,0,0,0)tOR}, onde e
Vo(kK)=(k(k+3)/(2(k+1)))w-(k/2)vs+(k/(k+1))v, ed U(k)={tv,OtOR}.
Analizziamo ora il caso di k=1. Il sistema in questo caso risulta

equivalente al sistema a scalax»¢-x,=1, 2%+2x,=0 con incognite libere
X, e X, Posto x,=t; e x,=t,, si ha subito x;=-t,, x;=1, onde &
S(1)={(1,t,-t,,t,)0t;,t,0R}=(1,0,0,0)+{(0,t,-t,,t,) Ot;,t,OR} e quindi si ha
Vo(1)=v; e U(1)={tyv+t,(-vs+v,)0t,LOR}.

(c) Per kz-1,1 e U(k)={tv,(tOR} e quindi una base di U(k) é& quella
costituita dal solo vettore v, onde risulta dim(U(k))=1.
Per k=1, essendo U(1)={t,v,+t,(-vs+v,)Ot;,t,0R}, si ha che una base di
U(1) e, per esempio, quella costituita dai due vettgrie vvs;+v,, onde €
dim(U(1))=2.

(d) La dimensione di una sottovarieta lineare affine per definizione é
uguale alla dimensione del sottospazio vettoriale ad essa parallelo.
Allora risulta dim(U’(k))=dim(U(k))=1, se kz-1,1, e
dim(U'(1))=dim(U(1))=2.

2.1. Spazio vettoriale VM,(R) delle matrici quadrate realdel secondo

ordine. Sia assegnatala matrice quadrata M avente come elementi

mi.;=1, my,=-1, m,;=-1, m,,=1 e si indichino con Xi;, Xi, X1, Xy, gli

elementi della matrice X variabile in V.

(a) Verificare che il sottoinsieme U={XOVOMX=XM} € un sottospazio
vettoriale di V.

(b) Determinare una base e la dimensione dei sottospazi vettdJiai
W:X11-X15=0, %1-X5,=0.

(c) Determinare una base e la dimensione di U+W.

(d) Determinare una base e la dimensione diW.

(e) Determinare un sottospazio vettoriale Z supplementare di UnW
entro V.

Soluzione

Procedendo come in 1.1, si ha:

(@) U: %1-X5,=0, X,-X,,=0 e quindi U e un sottospazio vettoriale di V;

(b) By=(A,B), essendo a,;;=0, a;»=1, a,,=1, a,,=0 e b,;=1, b,,=0, b,,=0,

b,,=1; dim(U)=2. By=(C,D), essendo c,;=1, c;,=1, ¢,,=0, ¢,,=0 e d,;=0,

d,,=0,d,;=1, d,=1; dim(W)=2.

(c) By:w=(A,B,C), dim(U+W)=3;

(d) By.w costituita, per esempio, dalla sola matrice N avente tutti gli

elementi uguali ad 1; dim(W)=1;

(e) Z=Span(k,E;,E:)).

2.2. Spazio vettoriale reale V di dimensione quattro Base

By=(vy,V,,V3,V,). Sia assegnato il sistema di equazioni lineari



X1-Xo-X,=k+1, 2x+kx,=2(k+1), (k+1)x-(k+1)x,+(k-1)x,=k+1,

essendo k un parametro reale.

(a) Determinare i valori del parametro k in corrispondenza dei quali
il sistema lineare di cui sopra si puo interpretare come sistema di
equazioni cartesiane di una sottovarieta lineare affing)Wi V.

(b) In corrispondenza dei valori del parametro k, di cui al punto (a),
determinare unvettore vq,(k)OU'(k) ed il sottospazio vettoriale U (k)
parallelo a UK).

(c) Determinare una base e la dimensione del sottospazio vettoriale
U(k).

(d) Determinare la dimensione della sottovarieta lineare affingk)u

Soluzione

Procedendo come in 1.2, si ha:

(a) il sistemarappresenta una sottovarieta lineare affine se e soltanto

se e k-2;

(b) per k#-2,0 un vettore appartenente a U’'(k) e, per esempio,

Vo(K)=((k+1)(k+4)/(2(k+2)))w+((k+1)/(k+2))v-((k+1)/2)v, ed &

U(k)={tv;0O0t0OR}.

Per k=0, Si ha, per esempio, Vo(0)=v, ed e

U(0)={tvs+t,(-v,+Vv,) Oty tL,OR} .

(c) per k#-2,0 € U(kK)={tv;[tOR} e quindi una base di U(k) e, per

esempio, quella costituita dadolo vettore v; onde risulta dim(U(k))=1.

Per k=0, essendo U(0)={t,vs+t,(-v,+v,)0t;,1,0R}, si ha che una base di

U(0) é, per esempio, quella costituita dai due vettaré vw+v, e quindi

e dim(U(0))=2.

(d) Risulta dim(U’'(k)))=dim(U(k))=1 per k#-2,0 e

dim(U'(0)))=dim(U(0))=2.

3.1. Spazio vettoriale VM ,(R) delle matrici quadite realidel secondo

ordine. Sia assegnatala matrice quadrata M avente come elementi

mi.;=-1, my,=-1, m,;=-1, m,,=-1 e si indichino con X;i, Xi5, X1, X2, Qli

elementi della matrice X variabile in V.

(a) Verificare che il sottoinsieme U={XOVOMX=XM} & un sottospazio

vettoriale di V.
(b) Determinare una base e la dimensione dei sottospazi vettoriad U
W:X;1+X5,=0, X,+X,,=0.

(c) Determinare una base e la dimensione di U+W.

(d) Determinare una base e la dimensione diW.

(e) Determinare un sottospazio vettoriale Z supplementare di UnW

entro V.
Soluzione
Procedendo come in 1.1, si ha:
(@) U: x1-%X5,=0, X-X,,=0 e quindi U e un sottospazio vettoriale di V;



(b) By=(A,B), essendo a,,=0, a,,=1, a,,=1, a,,=0 e b,;=1, b,,=0, b,;=0,
b,,=1; dim(U)=2. B,=(C,D), essendoc,,=-1, ¢,,=0, ¢,,=1, C,,=0 e d;;=0,
d,.=-1,d,,=0, d,=1; dim(W)=2.

(c) By:w=(A,B,C), dim(U+W)=3;

(d) By.w costituita, per esempio, dalla sola matrice N, essendo n;;=1,
Ni,=-1,N5,=-1, n,=1; dim(UnW)=1;

(e) Z=Span(k,E;, E).

3.2. Spazio vettoriale reale V di_ dimensione quattro Base

By=(vy,V,,V3,V,). Sia assegnato il sistema di equazioni lineari
X1-Xo-X3=K-1, 2x%+(k-2)x3=2(k-1), (K-1)x+(k-3)x,+(1-k)xz=k-1,
essendo k un parametro reale.

(a) Determinare i valori del parametro k in corrispondenza dei quali
il sistema lineare di cusopra si puo interpretare come sistema di
equazioni cartesiane di una sottovarieta lineare affing)Wi V.

(b) In corrispondenzadei valori del parametro k, di cui al punto (a),
determinare un vettore vo(k)OU’'(k) ed il sottospazio vettoriale
U(k) parallelo a WUk).

(c) Determinare una base e la dimensione del sottospazio vettoriale
U(k).

(d) Determinare la dimensione della sottovarieta lineare affingk)U

Soluzione

Procedendo come in 1.2, si ha:

(a) il sistema rappresenta una sottovarieta lineare affine se e soltanto

se é kO;

(b) per k#0,2 un vettore appartenente a U'(k) e, per esempio,

Vo(K)=((k-1)(k+2)/(2k))wvi+((1-K)/2) v+ ((k-1)/Kk) V3 ed e
U(k)={tv,0O0t0OR}.
Per k=2, Si ha, per esempio, Vo(2)=Vv, ed e

U(2)={ti(-vot Vv35)+t,v,0t;,t1,00R}.

(c) per kz#0,2 & U(k)={tv,(t0R} e quindi una base di U(k) €&, per
esempio, quella costituita dadolo vettore v, onde risulta dim(U(k))=1.
Per k=2, essendo U(2)={t,(-v,+Vv3)+t,v,0t;,t,0R}, si ha che una base di
U(2) e, per esempio, quella costituita dai due vettori —v,+v;e v, onde
risulta dim(U(2))=2.
(d) Risulta dim(U’'(k)))=dim(U(k))=1 per kz0,2 e
dim(U'(2)))=dim(U(2))=2.

4.1. Spazio vettoriale VM ,(R) delle matrici quadrate realdel secondo
ordine. Sia assegnatala matrice quadrata M avente come elementi
mi.;=-1, my,=1, m,;=1, m,y,=-1 e si indichino con Xi;, Xi, X1, Xy, gli
elementi della matrice X variabile in V.



(a) Verificare che il sottoinsieme U={XOVOMX=XM} & un sottospazio
vettoriale di V.

(b) Determinare una base e la dimensione dei sottospazi vettoriad U
WiX11+X1,=0, %1+X2,=0.

(c) Determinare una base e la dimensione di U+W.

(d) Determinare una base e la dimensione diW.

(e) Determinare un sottospazio vettoriale Z supplementare di UnW
entro V.

Soluzione

Procedendo come in 1.1, si ha:

(@) U: x1-%X-,=0, X-X,,=0 e quindi U e un sottospazio vettoriale di V;

(b) By=(A,B), essendo a,,=0, a,,=1, a,;=1, a,,=0 e b,;=1, b,,=0, b,;=0,

b,,=1; dim(U)=2. B,=(C,D), essendoc,;=-1, ¢,,=1, ¢,,=0, ¢,,=0 e d;;=0,

d,,=0,d,,=-1, d,=1; dim(W)=2.

(c) By:w=(A,B,C), dim(U+W)=3;

(d) By.w costituita, per esempio, dalla sola matrice N, essendo n;;=1,

Ni,=-1,N5,=-1, n,=1; dim(UnW)=1;

(e) Z=Span(k;,Ei, Ez).

4.2. Spazio vettoriale reale V di dimensione quattro. Base
By=(vy,V,,V3,V,). Sia assegnato il sistema di equazioni lineari
Xo-X3-X4=k+2, %+X3t+(K+2)X,=k+2, (K+1)%+(k+1)Xs;-(k+1)x,=0,

essendo k un parametro reale.

(a) Determinare i valori del parametro k in corrispondenza dei quali
il sistema lineare di cusopra si puo interpretare come sistema di
equazioni cartesiane di una sottovarieta lineare affing)Wi V.

(b) In corrispondenza dei valori del parametro k di cui al punto (a),
determinare un vettore vo(k)OU'(k) ed il sottospazio vettoriale
U(k) parallelo a WUk).

(c) Determinare una base e la dimensione del sottospazio vettoriale
U(k).

(d) Determinare la dimensione della sottovarieta lineare affingk)U

Soluzione

Procedendo come in 1.2, si ha:

(a) il sistema rappresenta una sottovarieta lineare affine se e soltanto

se é k-3;

(b) per k#-3,-1 un vettore appartenente a U'(k) e, per esempio,

Vo(k)=((k+2)(k+5)/(2(k+3)))w-((k+2)/2)vs+((k+2)/(k+3))v, ed e

U(k)={tv,0Ot0OR}.

Per k=-1, Si ha, per esempio, Vo(-1)=V, ed e

U(-1)={tovi+ta(-vst+v,) Oty,btOR}

(c) per k#-3,-1 e U(k)={tv,[tOR} e quindi una base di U(k) e, per

esempio, quella costituita dadolo vettore v, onde risulta dim(U(k))=1.



Per k=-1, essendoU(-1)={t,v,+t,(-vs+v,)t;,t,0R}, si ha che una base di
U(-1) e, per esempio, quella costituita dai due vettori v, e —vs+v, €
quindi é dim(U(-1))=2.

(d) Risulta dim(U’(k)))=dim(U(k))=1 per k#-3,-1 e
dim(U’'(-1)))=dim(U(-1))=2.



