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Algebra Lineare (A-Z)
Soluzioni della prova in itinere del 18.11.2003

Proff. R. Mazzocco - P, Piccinni

Esercizio 1. Stabilire per quali valori di k¥ € R. la seguente matrice A & invertibile.

(i)

Scrivere per tali valori k la sua inversa A~! e verificare che AA™1 = I

Ty
Soluzione. Sia & = ( £ ) .

Eali v
ol ol

z3
Denotando con AF il prodotio righe per colonna, si ha che i tre sistemi

1 0 0
AZ=| 0|, Ag=| 11|, Ag=1{ 0 ],
0 0 1

hanno soluzione se e solo se k #= 0, e in questo caso le soluzioni sono rispettivamente:

0 1 !
e ——% , &= ;I: , £€=1 0 ].
+ 0
Ne segue, nei tre casi, ¢ sempre con notazione di prodotté: righe per colonna:
1 - 0 0
— =4"1{ 0 |, =At[ 1], =A"tp 0],
0 0 1

e ¢id fornisce subito gli elementi di

) [ @11 @iz Qi3
A7 =1{ an axp ay |:

asy @z 4ag

o

e L e
[t el
@ o=

1 1 1 1 1
iy — 0,&21 = —-E,agl = -E,alg = —E,azg = E,agg = 0,&13 = 5,323 = 0,(133 = (J.

Ne segue che A~! & invertibile per ogni k # 0 e per tali k &

0~
A= —% %0)
g 00

1l calcolo del prodotto righe per colonne mostra d’altronde che:

00k 0—%% 100
Ad =1 0 k &k ~% i o01=l0o10 =L
E ok ok £ 00 0 0 1




Esercizio 2. Discutere, al variare del parametro k € R, la compatibilita del sisterna

lineare:

zy +hazy+ 3=k
1 ——kmszk
]CZ]_ - $3=k+2

Determinare le soluzioni del sistema nei casi in cui esse esistono.

Soluzione. La riduzione a scala del sistemna si ottiene mediante i seguenti passi

successivi:
21+ kzo + g =k
— kay—(E+Des=0 ,
— k29 — (k+ Dzg = —k*+ k42
!
@y + kg + z3=F

— kxg — (k-[—l)ﬂ:szg .
(k* = Dag = —(k+ 1)(k—2)

Se ne deduce che, per & # —1,0,1 si hanno i tre pivots p1 = 1,p2 = —k,p3 = B2 -1,
¢ il sistema ammette PPunica soluzione:

_ (kR D(k-2) k-2
(-'51,562:-"33)—(;:_1’ E(k —1) ’—k—l)‘

I tre casi & = —1,0,1 vanno considerati singolarmente.

Gome si vede dal sistema ridotto a scala, per k = —1 sia la matrice dei coefficienti che
la matrice dei coefficienti e termini noti hanno rango 2. Dunque per k = —1 il sistema
ammette infinite soluzioni, ottenibili p. es. ponendo 3 =t e risolvendo rispetto alle
altre due incognite. Si ottengono cosi per ¥ = —1 le infinite soluzioni:

({El,mz,.’ca) = (-—1 — t,O,t),

al variare del parametro 1 € R.

Per gli altri due valori k = 0,1 si riconosce dal sistema ridotto a scala che la matrice
dei coefficienti ha rango 2, mentre la matrice dei coefficienti e termini noti ha rango 3.
Ne segue che per k == 0,1 il sistema non ammette alcuna soluzione.

Esercizio 3. Si considerino, nello spazio vettoriale My(R) delle matrici quadrate di
ordine 2 ad elementi reali, i sottoinsiemi I/ e W costituiti rispettivamente dalle matrici

simmetriche e dalle matrici antisimmetriche,

i) Verificare che U/ e W sono sottospazi vettoriali di Ma(R).
if) Determinare la dimensione ¢ una base di U e di W'

iii) Verificare che M2(R) = U & W (somma diretta).




Soluzione. Una matrice 4 = ( i 3 ) € M>(R) & simmetrica se e solo se At = A,

ovvero b = ¢, antisimmetrica se A' = —A, ovveroa =d = 0,b= —c.
. . . . N . ae ) _ ay b . az ba
i) Verifichiamo che U & un sottospazio di My(R): se A1 = ( by dy ) Az = ( by do

U & anche Ay + 4y = [ 1112 bitb2 ) ¢ irinoltrese A€ R, A= | § "V,
d; +ds b d

by + b
. Ae  Ab
risulta AA = ( b Ad ) el
o 0 a 0 ay . _
Similmente se Ay = 0 ,Ag = cay 0 € W & anche A; + Az =

0 al + a2 e _ 0 a . _
( —(ay + a3) 0 ) €U;inoltre se A € R, A = ( e 0 ) U, risulta A4 =

0 Aa
(_M O)GW.

ii} Una base di U & data dalle matrici By = ( (1) g ),Bz = ( (1) é ),Bs =
( 00 ), e U ha dunque dimensione 3. Una base di W & mvece data dalla sin-

0 1
gola matrice C' = ( _(1) é ), e W ha dungue dimensione 1.

iii} Da quanto sopra si ha che la sola matrice simmetrica e antisimmetrica & la matrice
mulla. Dungue U AW = 0 e dalla formula di Grassmam U + W =U & W = M. 2fR).

Esercizio 4. Si considerino in R4 i vettori @, = (1,1,0,0),# = (0,1,1,0),43 =
(0,0,1,1), il sottospazio U = Span(ify, i, i3), € il sottospazio W di equazioni

a1 + o3 + w4=0

2y — &g+ 23 =0
327 + zo + 23+ 224 =0

Determinare la dimensione e una base per clascuno dei sottospazi U, W, U + W,

Unw.

Soluzione. La matrice delle componenti di #@; = (1,1,0,0),% = (6,1,1,0), %3 =
{0,0,1,1):

L=l
=Rl

oo~

& gih ridotta a scala e, avendo tre pivots ha rango 3. Ne segue che dim U = 3 e che
iy, Uz, i3 ne & una base.
La riduzione a scala della matrice dei coefficienti del sistema che definisce W fornisce

10 1 =1 10 1 -1 1 0:
001 l-wslo 2 -1 1| —0 2 -1 15
12 0 4 -2 2 ¢ 0 -0 04

invece!

0
0 P E—




da cui rg A = 2 ¢ dim W =3-1=2. 1 sistema della equazioni di W pud dungue

essere risolto aasumendo come parametri z3 = t,@4 = s e si ottiene (1,72, ®s, r4) =

(—H2, &2 ¢, 5), Una base di W st ottiene in corrispondenza delle scelte (t,5) = (1,0)
Per ottenere una base e la

7

e‘(t,s) = (Orl): Wy = (_%»%:1:0):7}-"2 = (H%!'—%}O; 1)-

dimensione di IJ + W riduciamo a scala la matrice b x 4 delle componenti dei vetiori
: @

— — — oy —
Uy, Uz, tg, Wi, Wy

1 10 0 1100 1100
0 110 01189 0110
6 001]|l—]o0o001]—]0001
—i%10 0110 0 6 0 0
—g-—»goz A0 0 01 0 00 1

Dunque U+ W = R*, ¢ una base & p. es. la base canonica, Dalle formula di Grassmann

segue che dim U W =1. Poiché risuita — L) + @ = @1, si ha che % e UNW e ne
& quindi una base, Wt




Algebra Lineare (A-Z)
Soluzioni della prova in itinere del 19.1.2004

Proff. R. Mazzocco - P. Piccinni

Esercizio 1. Piano affine - RA (Ozy). Si considerino i fasci di rette

Fi: (2e—y+3)+th(est+y-1=0,

F 3 (w—y+2)+hg(m+2y—l)=0,
Fs: (2—y+3)+hs(—z—y+3)=0.

i) Verificare che Fy, Fy, F3 sono fasci propri e determinare le coordinate det rispettivi

centrl Cp,Ch, Cs.
it) Verificare che i punti C1,Cs,C3 sono allineati e scrivere I’equazione della retta
comune at tre fasci. '

iii} Determinare quali relazioni intercorrono tra i valori dei parametri Ay,
r1,72, T3 appartenenti ai tre fasci e che siano tra loro parallele.

hz, h3 di rette

Soluzione, i) Risolvendo i tre sistemi lineari formati ognuno dalle due equazioni
delle rette che generano i fasci Fi, Fy, Fj si ottengono le coordinate dei tre centri,
rispettivamente Cy = (=2, %), Gy = (-1,1), C3 = (6, 3).

ii) Poiché i vettori (1 = (-1,-2) e CiC3 = (%, %) sono paralleli (con fattore
di proporzionalitd —2), C1, Cz,C3 sono allineati. La retta che li unisce, unica retta

comune ai tre fasci, si ottiene p. es. come retta per due punti, e risulta 2z —y+3=10.

iti) Scrivendo le equazioni dei tre fasci nella forma:

Fi: @+ h)e+(hi—Dy+(3~h)=0,

Py (1—!—112)3,‘—]-(2]12 -—-1)y+(2—h2) =14,
Fa: (1— ha)w~(1+h3)y+(3+3h3) = 0,
si vede subito che le relazioni di parallelismo ry || r2 e 72 | rs corrispondono alle

condizioni analitiche rispettivamente (2+ h1)(2ha — 1) = (h1—1)(hz+ 1) e (I+ho){(1-+
ha) = (1 — 2h2)(1 — ka). Esplicitamente tali condizieni sono;

*

Ak +1 3k . 2h 1
2= 55 vy £ hy = 3




Esercizio 2. Spasio affine - RA (Ozyz). Si considerino le rette r : ¢ — Qytz—1=
0,24 8y—z=0er :2—y+2z—1=02+y+22=0.
i) Verificare che r,7’ sono sghembe.

ii) Determinare equazioni cartesiane della retta s passante per A
planare sia con r che con 7/,

i) Verificare che s non § parallela né a 7 né a » e dedurne che s & incidente le due
rette r e ',

= (1,-1,1) e com-

Soluzione. Risulta:

1 -2 1 -1 1 -2 1 -1 L5 1
1 3 -1 0 1 3 -1 0] _ _

det 1 -1 9 -1 = det 0 1 1 0 .—det(tl) i é =5#£0,
1 1 2 0 1 1 2 0

¢ quindi le rette » e »’ sono sghembe, Detto a il piano passante per A e contenente
la retta r, e detto o’ il piano passante per A e contenente ', risulta § = Mo, Per
ottenere il pianc « consideriamo il fascio di piani F° di asse la retta r e imponiamo il
passaggio per A. L’equazione cartesiana di F 2z —y+z—1+k(z+3y—2) =0, ke R.
1l passaggio per A fornisce 1+42-+1— 1+k(1-3~1) =0, ossia 3—3k =0, da cui k = 1.
Risulta allora « : 2z + y — 1 = 0. Analogamente si ottiene o rz+by+2:+2=0
Pertanto equazioni cartesiane di s sono: 2z + ¥ —1= 0,z +5y + 2z + 2=10.

Parametri direttori della retta r sono:

-2 1 1 1y _ 1 =23\
f:det( 3 _1)2—1, mzwdet(l _1)_2, n—det(l 3)-5.

Parametri direttori della retta r' sono:

. -1 23y _ . 1 2y ; 1 -1 _
I...det( 1 2>_—4, m’_—det(l 2)-0, 'n_-a'et(1 1 =2.

Parametri direttori di s sono infine:

1 2 0 21
i,:det( 0):2, m,:-—det(l 2):-4, n,:det(l :

5 2
A P -1 2
rg]l m m | =7g 2 -4 | =2,
n o N, 5 9

risulta che s non & parallela a r: Analogamente, essendo:

R -4 2
rg|l m m, | =vrg 0 —4 | =2,
n n, 2 9

s & non parallela anche con 7. Ne segue che s & incidente sia a r che a r'.

Essendo:




Esercizio 3. Si consideri Papplicazione lineare T': R? — R2? di equazioni:

Y1 = 15,—8-'”31— Ezt T3

L=

15
21— %-”32'1' 1673

z

1§

Y2

i) Determinare una base ¢ la dimensione di kerT.
if) Determinare una base e la dimensione di ¢mT.

i) Scrivere Pequazione cartesiana dell’immagine imT C R,

Soluzione. Poiché

i8 —_ A

[ 1 4

rg =1,
3 _5 15
2 12 16

siha dimimT =1ledimkerT=3-1=2.

Una base di imT & p. es. @ = (£, 2) (prima colomma della matrice), mentre una base
(1, 73) di kerT si ottiene dall’equazione lineare omogenea By —zg+ 225 =0, le cui
soluzioni sono generate p. es. da ¥; = (5,1,0)edady= (—2,0,1).

Per obtencre I’equazione cartesiana di imT in R2 si possono considerare in primo

luogo le equazioni parametriche della retta ¢mT in R2. Tenuto conto della base 4, ga,li

equazioni parametriche sono: # = %t,ya — 33 Si ottiene dungue il valore t = §¥2
%—yg & ’equazione cartesiana di imT in

del parametro e sostituendo si ha che 1 =
RZ.




Esercizio 4. Si considerino le matrici:

2 o -1 1 -1k
ARy=| & 2+h 2+h |, B)=| 2 4 6+b
-1 -1 0 -1 -1 2+%k

i) Determinare, al variare di h e k, 1 determinanti e le tracce di A(h) e di B(k).

i) Verificare che esiste un’unica coppia (ho, ko) tale che det A(hg) = det B(kg) e
trA(hg) = tr B(ko).

iii) Stabilire se le matrici Ag = A(ho) € Bo = B(ko) hanno gli stessi autovalori.

iv) Stabilire infine se Ao e By sono matrici coniugate.

Soluzione. Risulta detA(R) = 2k + 2, det B(k) = 10k + 24, trA(R) =4+ h, trB(k) =
7+ k, e il sisterna 2h + 2 = 10k + 24, 4 + h = 7+ k ammette l'unica soluzione
(ho, ko) = (1,—2). Per tali valori ko e ko i polinomi caratteristici di Ao = A(hg) e di
Bg = B(ko) sono:

2 A 0 -1
@m%—An=da( 1 3-2 3):@—AXA—@Q—1L
-1 -1 -A

1-2A -1 -2

det(Bo — AI) = det ( 2 4-% 4 ) :(1—)\)()\—2)2;
-1 -1 =X

¢ pertanto Ag e By hanno gli stessi autovalori A = 1 (di molteplicita algebrica 1) e
A = 2 ( di molteplicita algebrica 2). I vettori (21, 22,73) € R® che sono autovettori
corrispondenti & A = 2 per le due matrici, si ottengono come soluzioni dei seguenti

sistemi:

—zz3= 0 —zy —2p—223= 0
Ap: 21+ ze+3x3= 0, By x4y + 229 + 43 = 0
—gy—pp—223= 0 —zgy—zy—2z3= 0

In tali due sistemi la matrice dei coefficienti ha rango rispettivamente 2 e 1. Ne segue
che A = 2 ha molteplicitd geometrica 1 per Ag e molteplicits geometrica 2 per Bo.
Dunque la matrice Ag & diagonalizzabile, al contrario di Bg, e Ag e Bo non sono

coniugate.




e ——————— T

Algebra Lineare (A-Z)
Soluzioni della prova scritta del 26 gennaio 2004

Proff. R. Mazzocco - P. Piccinni

Esercizio 1. St consideri il sistera lineare omogeneo

Ty — T3 + kzs + (k—2)zq = 0
2y + 22 4+ (k—l)m‘a + kg = 0
kzy + z2 4+ (k2 -2k+2)zq = 0

Discutere il sistema e determinarne le soluzioni al variare del parametro ke R.

Soluzione. La matrice dei coefficienti del sistema &

1 -1 k k-2
A= 1 1 k-1 k .

B 1 0 Kk -2k+2

La sottomatrice ) 1
p=(3 1)

ha determinante non nullo, e dunque per ogni k¥ € R si ha 2 < rg(A) < 3. Per determinare it
rango di 4, orliamo B nei due modi possibili. Si ottengono ¢osl le due sottomatrici

1 -t k-2 1 -1k
Ag=1| 1 1 k e A4=11 1 k-1 ;.
Bl K*-2k+2 Eoo1 0

det Ay = —2k +2 e detAq=-2%"+k+1.

Risulta det Ay == 0 per k=1 e det Ag = 0 per k= —1/2,1. Per il teorema di Kronecker & dunque
rgA=3perk#lergd=2perk=1

Caso A) k+# 1. Avendo gid calcolato det As e detdy, calcoliamo anche

Risulta

-1 k& k-2
detA; =| 1 k-1 k = —2%% + 5k* - 3k
1 0 kK —-2k+2
[+]
1k -2
detA, =1 k-1 E = 2k% — 2.
E 0 E2—-2k+2
Se poniamo

(Ql: Q2a Q3: Q4) = (detAla - detAZ} detA& - detA'l)
' (—2k° + Bk? — 3k, —2K* + 2,2k + 2,2k — k — 1},

si ha allora che ogni soluzione del sistema & proporzionale a tale quaterna, ovvero 1o spazio delle

soluzioni &
= {§(—2K% + Bk — 3k, —2k° + 2,—2k + 2,2k — k — D}ser-

Caso B) k = 1. 1l sistema & equivalente a

3 — 22 + B3 — T4 =
T + T2 + 1y =

oo




AE

Il.

'LLMU..UJI l

Posto 13 = 13 & 24 = g si ha
Ty — me = —t1 + 1o
Ty o+ Ty =l

Quindi z; = —-%tl, I = %tl —t5 e lo spazio delle soluzioni &

So = {tl (—%,%,1,6) + (0, 1,0, 1)}

= R?* & considerino i vettori

t1,i2€R

Esercizio 2. Nello spazio vettoriale numerico reale V'
uy = (1,~1,0, 1), ug = (1,1, 1,0} e ug == (1,3;2:"'1)- Sia U = S’pan(ul,ug,U3).

1. Determinare una base By di U.
2. Ampliare la base By in una base By di V.

3. Determinare un sottospazio W di V tale che V=U o W.

La matrice A che ha per colonne le coordinate di uy, U2, €& Us rispetto alla base

Soluzione.
canonica &
11 1
-1 1 3
A= 01 2
1 0 -1

La sottomatrice /3 di ordine 2 evidenziata ha determinante non nullo, quindi 2 r =7gA > 2. Le
sottomatrici quadrate di ordine 3 che orlano B hanno determinante rispettivamente

1 11 11 1
-1 1 3[=0 e -1 1 3i=0
0 1 2 1 6 -1

Per il teorema di Kronecker 2 allora r == 2. Allora i vettori uy, ug, e uz sono linearmente dipendenti,
mentre i primi due sono lHnearmente indipendenti. Ne segue che By = (w1, uz) & una base di U.

ori di V & costituito dai vettori ui, ds, €1, e, €3 € €4, essendo {e1, ey, 03, ey

Un sistema di generat;
e di tali generatori rispetto alla

la base canonica di V. La matrice che ha per colonne le coordinat

base canonica &

1110060
1 -t 10100
¢= 010010
100001
Applichiamo a C Valgoritmo di Gauss per estrarre una base da tale sisterna di generatori. Si ha
i11 000 1 1 100 0 1 1 1000
-11 606100 5 0 2 1100 0 1 0010
010010 0 1 0 010 0 2 1100
1 00 001 0 -1 -1 0 0 1 0 -1 -1 ¢ 01
11 10 00 1 110 00
01 00 10 0100 101} _
- 0 11 20| lo0o1120]7%
g 0 -1 0 11 09001 -11

dove § & una matrice a scala che ha i pivots sulle colonne 1, 2, 3 e 4. Ne segue che una base By
di V che completa By & quella costituita dai vettorl ug, up, ey & e3.

Un sottospazio supplementare di U in V' & allora W = Span{e;,ea).



Esercizio 3. Nello spazio affine- RA(Ozyz), si considerino il plano @ : 3 —2y+z-1= 0

e il suo punto 4(1,0,0).

1. Serivere le equazioni cartesiane del fascio di rette di centro A e giacenti su a.

9. Determinare la retta r del fascio che & parailela al piano B:2z+y—z=0.

Soluzione. Una retta passante per A ma non giacente nel piano o & ad esempio la retta

:nf—l__ y %
ST T T

Infatti tale retta passa evidentemente per A ma non glace su & perche i suoi parametri direttori

(I,m,n) = (1,—2,1) non soddisfano la condizione di parallelismo al + bm +cn = 0, essendo
(a,b,c) = (1,—2,1). Le equazioni cartesiane di s sono dunque z —z —1 = 0, y + 2z =0 e
I’equazione del fascio di piani di asse sz —z~1+ Ely + 2z} = 0. 1l fascio di rette richiesto,
chiamiamolo F, & Pinsieme di rette di equazioni

g—2y4z—1=0
z+ky+ 2k~ 1)z—1=0

al variare di k € R.

La retia generica di 7 ha parametri direttort

1 2—1]_ N
L i_zk-_z, n-»i _2‘m k—2.

k 2k-1
-2 1

I =

l=5k—-2, m = —

La condizione di parallelismo con 8 d&
2(5k —2) + (2k — 2) - (—k —2) =0,
ovvero 13k — 4 = 0. Quindi & = 4/13 e la retta richiesta ha dunque eguazioni

z-2y+z2—1=0
18354+ 4y —52—-13=0

Esercizio 4. Siano U, V e W spazi vettoriali reali aventi rispettivamente dimensioni 3, 2ed

e basi By = (u1,uz,u3), By = (v1,v2) e By = (w1, w2, W3).
Si considerino le applicazioni lineari F: U — V, definita da

F{ziu; + z2ug + zauz) = {z1 — T2+ z3)va + (@1 — ©3)Vv2,

GV = W, definita da
Glyivi +yava) = (g1 — Y2y + (Y1 + y2)wa + (21 + 3ya)ws,

e la loro composizione Go F: U — W.

1. Serivere le equazioni di G o F' rispetto alle basi By e Bw.

2. Determinare il nucleo ker(G o F) e Pimmagine Im(G o F) indicando per ciascuno di tali
sottospazi una base e la dimensione. :

3. Dire se G ¢ F' & un isomorfismo.




Soluzione. La matrice associata ad F' rispetto alle basi By e By &

1 -1 1
a=(1 0 a)

La matrice associata ad G rispetto alle basi By e By &

1 -1
B=]1 1].
2 3

La matrice associata a G o F rispetto alle basi By e B ¢ allora

/1 -1 0 -1 2
C=BA={1 1 (i " _i): 2 -1 0 ).
| 2 3 5 -2 -1

Ne segue che equazioni di G o & sono

7 = —52 + 213
Zo = 2@1 — T2
23 = bxy — 229 — T3.

Equazioni cartesiane di ker(G ¢ F) sono
—&g + 2@y = 0
2ry — &g = 0
5311 — 2:232 — g = 0.
Lo spazio delle soluzioni di tale sistema lincare omogeneo & 5o = {(t(1,2, 1) }ser e quindi
keT(G c F) = {t(u1 + Zus + 113)}1;611.

Una base di ker(G o F) & costituita dal solo vettore uy -+ Quy + ug e quindi dim(ker(G o F)) = 1.

Un sistema di generatori di Im(GoF) & costituito dai vettori (GoF)(uy), (GoF)(uz) e (GoF) (us),
le cui coordinate coincidono rispettivamente con le colonne della matrice ¢. Essendo rg(C) = 2,
si ha che una base di Im(G o F) &, per esempio, quella costituita dai vettori indipendenti

(G OF)(ul) = 2wq + Bws e (G a F)(llg) = —Wi — W2 — 2ws.

Infine G o F non & un isomorfismo poiché la matrice quadrata ¢ ad esso associata & singolare.




Algebra Lineare (A-Z)
Soluzioni della prova scritta del 16.2.2004

Proff. R. Mazzocco - P. Piccinni

Esercizio 1. Si consideri la matrice:

0 k-1 1 & O
A=l0 1 t 0 =3 |.

1 k+1 1 &

i) Calcolare, al variare di k& € R, il rango di A.

ii} Considerata l’applicazione lineare F' : RS — R® associata ad A, determinare, al
variare di k € R, la dimensione e le equazioni del nucleo kerF C RS,

iii) Determinare, sempre al variare di k, una base di kerF.

Soluzione. La riduzione a scala di A, effettuata per k # 1, fornisce:

0 k-1 1 %k O 1 k+1 1k E
A=1]0 1 10 -3]—4A=180 1 1 0 -3
1 k+1 1 & Ok 0 k-1 1 k O

1 k41 1 Bk
A= 0 1 1 o0 -3 .
0 0 2-k k 3k-1)

Per k # 1 vi sono quindi 3 pivots {risp. 1,1,2 -k se k£2el,1,25ek = e
rgA=3 Perk=1la matrice diventa:

0o 11 O
Ai=10110 — )
1211 1

riducibile a scala per semplice scambio tra la prima e terza riga. Si vede ¢
in questo caso & rgA; = 3, e dunque rgA = 3 per ogni k.

In alternativa alla riduzione a scala si pub osservare che la sottomatrice quadr
di A formata dalla prima, terza e quinta colonna di A ha determinante:

osi che anche

ata B

01 0
deiB=det} 0 1 -3 | =-3#£0.
11 k

Ne segue 7gA = 3 per ogni k.
Dunque dim imF = 3, dim LerF = 5— 3 = 2 ¢ il nucleo di F si rappresenta nelte
coordinate (@1, ..., 25) di RS con le tre equazioni

(k s 1)1‘3 43 +k334 = 0
) +a3 —3zs = 4]
24 (k4 1)z +23 +hkry +kzs = 0




che, essendo rgA = 3, sono linearmente indipendenti per ogni k. Per determinare una
base di kerF si pud prima risolvere il sistema delle sue equazioni, p. es. rispetto a
21,23, 25 (incognite i cui coefficienti costituiscono la sottomatrice B sopra considerata).

Con questa scelta si ottiene:

k2 —2k—86 )il
=5 14 58

ry =

Iy = t

vs = (L—k}t—ks
&ty = s

Ty = 2—§Et - %s

Per (f,5) = (1,0) e {¢,8} = (0, 1) si oftengono i due vettori rispettivamente #; =
(B2=2b=6 11— k,0,25%) e 7 = (4,0, —k, 1, —§), base di herF".

Esercizio 2. Siano U = Span{il} e W = Span{t@y, Ta} i sottospari di R® generati
rispettivamente dal vettore @ = (1,2,3) ¢ dai vettori w; = (3,2,1), %2 = (1,1,1)

i) Determinare la dimensione ¢ una base dignw.

it) Stabilire se lo spazio vettoriale somma U + W & una somma diretta.

iit) Scrivere le equazioni cartesiane delle sottovarietd affini U’ = o+ U e W/ = 5o+ W
di R3, essendo ¥ = (4,1,—5).

Soluzione. La matrice
1 31
A= 2 2 1
311

ha determinante nullo e, come subito si vede, rango 2. Di fatto si riconosce che sussiste
la relazione # = 41 — @;. Ne segue che la retta U, gencrata da #, & contenuta nel
piano W, generato da 10, %s. Dunque il sottospazio UNW coincide con U, e ha quindi
dimensione 1 e base 7. La stessa inclusione U C W mostra anche che la somma U+ W
coincide con W e non & quindi una somma diretta.

Le equazioni parametriche di U’ si ottengono subito assumendo @ come vettore diret-
tore di U’ e sono, nelle coordinate (z,y,7) di R:

g—d=1y—1=2,2+5=3,

da cui per eliminazione del parametro t le equazioni cartesiane della retta U

y—1=2z—4),z+5=3z—4).

Le equazioni parametriche di W’ si ottengono invece imponendo la dipendenza lineare
del vettore (& — 4,y — 1,z + 5) con W = (3,2,1) e W = (1,1,1). Di qui anche
'equazione cartesiana di W'

z—4 y—1 z+5
det 3 2 1 =(z-4)-2y—-D+{(z+5=0.
1 1 1



Esercizio 3. Spazio affine, RA(O,?, 7, i:‘) Sj considerino i quattro punti:

Pi(~1,1,1), Ps(4,1,0), Ps(1,0,0), Ps(~4,0,1).

i) Verificare che Py, Py, Py, P4 sono complanari e scrivere V'equazione del piano o da
essi individuato. '

ii) Verificare che Py, Py, Ps, P4 sono vertici consecutivi di un parallelogramma con-
tenuto in o.

iii) Scrivere le equazioni dei piani B4, fz2, Ba, s, contenenti le facce laterali della pi-
ramide di base il parallelogramma Py PaPsPy e vertice nell’origine G.

Soluzione. I'appartenenza di Pi, Ps, P3, Ps al generico piano awx + by + ¢z + d=20
fornisce il sistema. lineare ormogeneo:

—~a b 4e +d = 0
4a +b +d = ©

a 4+d = 0
—4a 4¢ +d = 0

la cui matrice dei coefficienti si riconosce facilmente avere rango 3 (si osservi p. es. che
la somma. della prima e terza equazione coincide con la somma della seconda e quarta
equazione, e che le prime tre equazioni sono linearmente indipendenti). Dunque il
sistema ammette infinite soluzioni proporzionali, e una diesse e a=1,b=-3,¢c=
5 d = —1. 1l piano & ha dunque equazione £ — 3y + 52— 1=0

Le rette orientate Py Py e P3Ps hanno entrambe vettore direttore (5,0,—1) e le rette
orientate Py Ps ¢ PoPs hanno entrambe vettore direttore (—3,—1,0), e cid basta per
coneludere che Py, Py, Ps, P4 sono vertici consecutivi di un parallelogramma. Le quat-
tro facce laterali della piramide sono contenute neil quatiro piani Bi, Bz, Ba, Ba per
tre punti risp. OPyPa, OP2Ps, OPsPy; OP, Py, essendo O Porigine del riferimento.
Le equazioni di tali quattro piani per Porigine si scrivono facilmente sotto forma di

determinanie e sono:

z Yy z r Yy

Byidet| -1 1 1 | =0, Bp:det| 4 1 0 | =0
4 10 1 00
z Yy =z @ Y =

Bs : det 1 00 |=0Pa:det| -4 0 1 ]=0
-4 0 1 -1 1 1

Sviluppando i determinanti si ottiene:

Bii—z+dy—52=0 P22=0, Bsiy=0, By:—x+3y—4z=0.

Esercizio 4. Siano

1 -1 1 -1
A—(o 2)'B‘<0 1)'
i) Mostrare che A ¢ B sono invertibili e calcolare B~1AB e A"LBA.
i) Stabilire se qualcuna tra le matrici 4, B, B-1AB, A7'BA¢ diagonalizzabile.




Soluzione. Risulta detd = 2, detB = 1 e cid mostra che A e B sono invertibili. Le
matrici aggiunte di A e di B hanno per elementi i complementi algebrici delle rispettive

trasposte. Pertanto:
2 1 1
AggA:(O ) AggB:(o )

(i) (1)

Le equazioni caratteristiche di A e di B sono rispettivamente det(A—AI) = (1-A)(2-
X) =0 e det(B — Al) =(1-2A)?=0.

Gli autovalori di A sono dunque A =1e X =2, e il fatto che essi sono distinti mostra
che A & diagonalizzabile. Ma allora anche la matrice B~* AB, coniugata di A mediante
B, & diagonalizzabile.

La matrice B ha invece come unico autovalore A = 1, con molteplicita algebrica 2. La
sua molteplicitd geometrica & la dimensione dello spazio dei corrispondenti autovettori,
che sono le soluzioni del sistema linears omogeneo:

Ty
3
Tale dimensione & evidentemente 1, dunque minore della molteplicita algebrica, e cid
mostra che sia B che la matrice A"'BA, ad essa coniugata, non sono diagonalizzabili.

—
—

[ B

Ty —%2
e '

W



Algebra Lineare (A-Z)
Prova scritta del 16.6.2004

Proff. R. Mazzocco - P. Piccinni

Esercizio 1. Spazio vettoriale numerico reale V = RY Siano assegnati i
sottospazi U = Span(iiy, ¥y, a), essendo i = (1,-1,0,1), d2 = (1,1,0,0), i3 =
(2,0,0,1), e

[ sy — @k T3 =0,
W'{$1+932—ﬂ74 =90,

i} Determinare una base By di U.
ii) Determinare una bhase Bw di W,
iif) Determinare una base Byyw di U+ w.

iv) Determinare la dimensione di U NW,

Soluzione,
i) La matrice che ha per colonne le coordinate di #, @2, #a &

A=

[l el
S
oo

Essendo le prime due colonne di A non proporzionali e la terza colonna somma delle

prime due, si ha che i vettori iy, ta costituiscono una base By di U.

11) Risulta facilmente W = {(tl,tg, -—~t1+i2,i1+tg)}gl’ggen = {il(l, 0,—1, 1)+t2(0, 1,1, 1)}t1,tgeR-
Una base By di W & quindi costituita dai vettoni By = (1,0,—1,1),W2 = (0,1,1,1).

iii) Un sistema di generatori di U + W ¢ costituito dai vettori &y, @2, W1, iy, La
matrice che ha per colonne le coordinate di tali vettori &:

1 1 10
-1 1 01
C=| ¢ 0 -1 1
1 1 11
Riducendo a scala si ottiene:
1 1 10 1 1 10 1 1 10
C= -1 1 0 1 . 0 2 11 _ 0 -1 01 o
- 00 -1 1 0 ¢ -1 1 0 0 -1 1
1 1 11 0 -1 01 0 2 11
1 1 1 0 1 10
_ a4 -1 01 - 0 -1 01 g
0 0 -1 1 0 0 -1 11
0 0 1 3 0o 0 0 4




La matrice a scala S ha rango 4, e quindi i vettori 1, iy, W1, Wy costituiscono una
base Bysw di U + W, Nesegue V=U@W.
iv) Avendo osservato che V = U @ W, risulta U 0 W = {0}, quindi dim UNW = G,

Esercizio 2. Discutere la compatibilita’ del sistema lineare

—k
z1  +3r: +kes

{-"31 422 +T3 =
kxy +3ze Hkes =1,

essendo k un parametro reale, e determinare le soluzioni nei casi in cui esse esistono.

Soluzione. La matrice dei coefficienti &

11

A=11 3

k3

Essendo det A = k2 — 4k + 3, 81 ha che det A =0 per k = 1,3, e quindi rg A = 3 per
k+#1,3. Per k = 1,3 si vede subito che rg A=2.

Clonsideriamo ora la matrice completa del sistema

11 1 -k
A= 1 3 k k
E 3 k 1

Per k # 1,3 & ovviamente rg A = 1g A’ = 3. Per k=1sihainvecerg A =18 4’ =2,
eper k=23siharg A=2erg A’ = 3. Ne segue che per k # 1,3 il sistema ammette
un’unica soluzione, che pud essere scritta usando le formule di Cramer:

Fal ]
S

(o, x)_(—k2+4k—3 kB4 kr—k+1 4k2—6k+2)_(_1__k2+1 4k -2
1;82,43) — k2_4k+3’ k2__4k+3 Ppt 4k 3 . ! k-3'k-3

Per k = 1, essendo 1g A = rg A’ = 2, is sistemna ammette ool soluzioni. In questo caso
il sistema & equivalente a quello formato dalle prime due equazioni, scritte per k=1,
OVVETO:

{ ry Hwz +2z = -1
;3 +3zy +zz =1
Posto 23 = ¢ il sistema diventa:
{ Ty +aq =—1 -1
z; +32a =-1 +1,
da cui le solugioni 23 = —2—f,zx =1,23 =1,

Per k = 3, essendo 1g A =2 e rg A’ = 3, il sistema non ammette soluzioni.

).




Esercizio 3. Spazio affine, RA(O,;", 7 i_c') Determinare equazioni cartesiane della
retba 7 passante per il punto 4 = (1,—1,1), incidente la retta

[ 2+y—38z =0,
8 { c+2y—-2z =0

e parallela al piano p: 2 —2y+ 2z =0 Determinare inoltre le coordinate del punto
B=rns

Soluzione. I parametri direttori della retta s sono:

_ 1 -3\ _ . 2 -3\ _ _ 2 1Y
!‘mdeiﬁ(2 __1)_5, m_—det(l _1).———1, n—det(1 2)__3.

Osservato che s passa per lorigine, le sue equazioni parametriche sono quindi:

con t € R. Un punto generico P({) € s ha coordinate (5¢, —1, 3t). Una retta generica
per A incidente la retta s ha allora equazioni in forma di rapporti uguali:

e—1  y+1 _ z—1
5—1 —t+1 38t—-1’

dove (5t — 1, —t+1, 3¢ — 1) hanno il significato di parametri direttori di tale retta. La
condizione di parallelismo tra tale retta e il piano p da 5 — 1—2(—t+1)+3t-1=0,
dacuit= -g—. La retta r richiesta & quindi:

z—1 __y+1 . z—1
1 § g
oVVEro
{:n = by —4
¥y =3 —4

11 punto di intersezione tra r e s & P(2), ovvero il punto di coordinate (2,—%,§).

Esercizio 4. Spazio vettoriale reale V di dimensione quattro. Base B
(1.}‘1 H 172: 13‘3, gd)
Sia F : V — V Pendomorfismo definito da

F(#) = (21 — 223 -+ 224)81 — 2202 + (—25 + Q4) T3 + x4,

essendo {21, 22, 23, 4) le coordinate di # rispetto alla base B. Determinare:




i) Una base B = (4, #, #, #) formata da autovettori di F;
i) La matrice A’ associata a F rispetto alla base B,

iii) Una matrice non singolare C tale che A’ = C-1AC.

iv) Scrivere V'espressione di F(7) rispetto alla base B,

Soluzione. i) La matrice associata a F' rispetto alla base B &

1 0 -2 2

0 1 0 0
A=l4 o -1 2

6 0 o0 1

Il polinomio caratteristico di /' & dunque:

1—2A it -2 2
_ ¢ —-1-2 0 0 {132 2
det(A— AI) = det 0 0 1-x 9 =—(1=2)P(1+2)%
0 0 0 1—-2A ' :
Fsso si annulla per A = —1,1, che ne sono zeri di molteplicita due. Pertanto gli
autovalori di F sono Ay = —1, Az = 1, entrambi con molteplicita algebrica 2.

Calcoliamo ora la molteplicith geometrica, dimensione dei rispettivi autospazi. Risulta:

2 —2 2 =0
W { & i _;a:? =0.

Lo spazio delle soluzioni di questo sistema & V_; = {(t1,22,81, 0}y 1oer = {81(1,0, 1, 0)+
13(0,1,0,0)}¢;,t0er = {8:1(F: + 73) + taUs by 1,6r. Una base di Vi & costituita dagh
antovettori ¥ = 71 + ¥3, ¥ = ¥2. Risulta poi:

f —2z3 42z == {)
VAQ '{ -—2'.32 =0.

Lo spazio delle soluzioni & ora Vi = {(t1,0, %2, t2}es,t0er = {21(1,0,0, 0)4¢2(0,0,1,1}}1, 12er
= {7y +t2(F3+Va) }t; 1aem. Unabasedi Vi & costituita dagli autovettori ¥ = ¥, % =
s + 7. Una base di autovettori di V & dunque B’ = (i, o, U5, 7).

i) La matrice associata a F rispetto a B’ & la matrice diagonale:

1 000
A=l 9 o010
o 00 1

ifi) La matrice C richiesta & Ia matrice del cambiamento di base da B a B’. Quindi:

1010
0100
C=1001
0001
iv) L’espression;a di F(¥) rispetto a B/ &
F(@) = —, ) — oh¥ + ohih + 24,

essendo (i}, @}, ¢4, #}) le coordinate di # rispetto a B'.




Algebra Lineare (A-Z)
Soluzioni della prova scritta del 27 .9.2004

Proff. R. Mazzocco - P. Piccinni

Esercizio 1. Spazio vettoriale numerico reale V = R*. Assegnati i sottospazi

2y +wg =0
U:$1—$4=0, W:{zg:f}
$3*—“0,

determinare una base By di U e una base Bw 4 W. Verificare che V= U W.

Soluzione.

Risulta immediatamente U = {tlytﬂstﬂytl}h,tg.tgeﬂ. = {tl(l,(},{), 1) + 12{0, 1, 8, 0) +
13(0,0,1,0) by 10, t5€R Quindi una base By diU & costituita dai vettori @) = (1,0,0, 1),
“t-fg = (0, 1,0,0), iz = (0,0, 1,0). Si ha poi W= {(‘t,0,0, "t)}ieR = {t(l,0,0, -—1)};511,
e quindi una base By di W & costituita dal vettore @ = (1,0, 0,1},

Un sistema di generatori di U + W & costituito dai vettori &1, fis, ta, Wy. Lo matrice
che ha per colonne le coordinate di tali vettori é:

C=

[ e e I N
Do O
Q- OO
S R

e risulta:

[S=

10 1
det C=det] 0 0 | =—2#0
10 -1

e quincii i vettori 4y, e, i, W1 costituiscono una base Bysw diU+W. Essendo dim
(U+W)=4=dmV, risulta V = U + W, La formula di Grassmann fornisce allora
dim(UnW):dimU+diInW-dim (U+W)=3+1—4:0,equindiV:UEBW. _

Tsercizio 2. Determinare le solnzioni del sistema lineare

ry Aza Hk—1)zs =0

{ Ty 3 +hes +zqy =0
2z +(k—1)ﬂ33 +zqy =0,

essendo & un parametro reale.




Seluzione. La matrice dei coefficienti &

1 -1 Pl
A= 1 1 fc—l.'O
2 0 k-11

Detta B la sottomatrice quadrata di ordine 2 costituita dalle prime due righe e colonne
di A, risulta evidenternente det B = 2 # 0. Le sottomatrici quadrate di ordine 3 di 4

" che orlano B sono:
1 -1 k i -1 1
1 1 k-1 1, 1 1 0 1.
2 0 k-1 2 ¢ 1

Tali sottomatrici banno determinante uguale risp. a —2k e 0. Pertanto risulta rg A =
3sek#0erg d=2sek=0.

Per k # 0 le soluzioni sono dunque proporzionali ai minori di ordine 3, a segni alterni,
delln matrice dei coefficienti, ovvero Vinsieme Sp delle soluzioni &:

~1 Eo1 t ko1 1 -1 1
S‘g:{t(det 1 k-1 0}, ~det | 1 k~1 0}, [ 1 1 0],
0 k-1 1 /. 2 k-1 1/ 2 01

1 -1 k
—det | 1 1 k-1 ) } = {i('_k: k0, 2,‘7)}363'
2 0 k-1 i6R

Per k = 0 il sistema assegnato & equivalente a quello formato dalle prime due equazioni,
scritte per k = 0, ovvero:

{21 —23 +z4 =0
Iz +zy —23 ={.

Posto 23 = 13,24 = {2 il sistema diventa:

{zl —Tg = —ig
Ty Fza =

da cui le soluzioni z; = %(tl —tp), 2y = %(tl +19).

In tal caso dunque:

S = {%(‘»‘1 —t3), %(tl +t2)’t1’t2}t;,t:eR = {h (—;, é,@, 1, 0) + (— %, %, 0, 1) }tl,taeR'

Esercizio 3. Spazio affine, RA(O, W1 E) Verificare che le rette

,'{$+z+1 =0
m y—22—-2 =10



sono tra loro parallele e non coincidenti. Determminare Pequazione cartesiana del piano
p contenente 7 e 1.

Soluzione.

I parametri direttori della retta r sono:

_ -1 3y _ . 1 3\ _ . 1 -1\ _
i‘—det( 1 _.n1>_—2,m——det(1 _1)_-4,n-.—det(1 1)—2.

I parametri direttori di r’ sono invece:

. 0 13\ _ /L TR U WP Y A S U G
I—det(l _2>——1,m_—det 0 -2 =2,n =det 0 1 =1,

Dunque (I,m,n) = 2(! ,m,n'), e ne segue che r ¢ ' sono parallele. Tali rette sono
distinte poich® p. es. r passa per O mentre 1 non passa per 0. Ii piano p richiesto
pud essere ottenuto come piano per un punto di r, p. es. O, ¢ parallelo sia a » che
alla retta s passante per O e per un punto P'er, p. es. P =(0,0,~1). 1 parametri
direttori di s sono allora (0,0,—1). Risulta allora:

y oz
4 21 =0
0 —1

pidet | —

[=R\-

ovvero —dz — 2y = 0.

Esercizio 4. Spazio vettoriale reale V di dimensione guattro. Base B =
('D.l ! 62: 631 1}‘4)'
Sia assegnato 1’endomorfismo F' 1 V' — V definito da

F{B) = —ga¥y + oa¥y + zafa + (23 + Da4)¥4,
essendo (1, T2, T3, z4) le coordinate di ¥ rispetto alla base B. Determinare la matrice
A associata ad F rispetto a B. Determinare poi una base B! = (¥, 9}, V%, U}) formata

da autovettori di F, e detta A’ la matrice diagonale associata a F rispetto alla base
B!, determinare la matrice non singolare ¢ tale che A’ = C~1AC.

Soluzione. i) La matrice associata a F rispetto alla base B &

Do OO
(=N S
[l o e I e
[ - e g

Il polinomio caratteristico di F & dungue:




—A 1 0
det(A- 2D =det| § 170 B R P L CE)
0 0 a-x/) '

Esso si annulla per A; = 0, Ap = 1, Az = 2, autovalori di molteplicita algebrica risp.
1,2,1.

Risulta:
—T9 =0
. o =10
% ’ ra =0
23 224 =0

Lo spazio delle soluzioni di questo sistema & Vo = {{#1 }1er con base costituita dal
vettore ¥} = #;. Risulta poi:

—z; —zgs =1

. 0 =0
Y 0 =0
3t 24 =0

e quindi V4 = {{21(F1 — ¥2) + t2(¥s + Bu) }4, 12em, con base costituita dagli autovettori
T = ¥y — ¥, Uy = T3 — Uy,

Si ha infine:
—2331 —&y = 0
] —2y == {
Vit — 0
33-‘!‘ - 0;

e quindi V5 = {{74}secr, con base costituita dall’ autovettore ¥ = s,
Una base di autovettori di ¥ & dunque B’ = (3, 7, ¥, 74)).
La matrice associata a F' rispetto a B’ ¢ la matrice diagonale:

Al =

OO oD
SO oD
D OO
S5 J e i e

La matrice C richiesta & la matrice del cambiamento di base da B a B'. Quindi:

=R R oo T
O bk
[ E R e I e
- o o




Algebra Lineare (A-Z) .
Soluzioni della prova in itinere del 14. 11.2005

Proff. R. Mazzocco - P. Piccinni

Esercizio 1. Discutere la compatibilits del sistema lineare:

1}1"272-}-223: 1
201 xg— @3 = 0
1+ 22y Fhas= k+1

essendo k un parametro reale, e determinarne le soluziont nei casi in cui esse esistono.

‘Soluzione. La matrice dei coefficienti e dei coefficienti e termini noti del sistema sono

rispettivamente:

1 -1 1 1 -1 1 1

A=]l2 1 -1 }eB=}|2 1 -1 0 |. Applicando la riduzione a scala si
1 2 & 1 2 k k+1

1 -1 1 1

perviene per esempio alla matrice B’ = | 0 3 -3 -2 |.8ek#—2ilsistema
0 0 k+2 Ek+2

assegnato & dunque equivalente a:

£ — 23 dzg =1
3322 —-3933 = -2 )
(k4 2)ws = b+ 2

il quale & compatibile ed ammette 'unica soluzione:

11
(31132:333): ('g:g;l) '

Per k = —2 il sistema di partenza & equivalente al sistemas:

21— %2 Fea=1
3$2 —3313 = 2 4

il quale & anch’esse compatibile ed ammette le co! soluzioni
102
(:Bj_,mg, 583) = (?3') —'3" + t:t))

al variare del parametro t € R.

Esercizio 2. Determinare il rango della matrice

1 -1 1\,
A=10 1 21},
T 1 -1

e dedurne che A & invertibile. Determinare la matrice A~} inversa di A.

1 -1 1
Soluzione. Una riduzione a scala di A & per esempio S =10 1 2}, che ha tre
' g 0 -6

pivots e quindi rango 3. Ne segue che A & non singolare e invertibile. Per ottenere Iinversa




z1; P12 T13
A1 di A risolviamo 'equazione matriciale AX = I, essendo X = | ®o1 T2y ®p3 | una
£3; T3z T33

matrice incognita e I la matrice identica. Tale equazione matriciale & equivalente a tre sig-

temi lineari che hanno tutti A come matrice iiei ccieiﬁlcienti e come colonne dei termini noti
' 1 - 0

0 1 2 0 1 0 | lamatrice che compendia
1 1 =10¢0¢1

le tre matrici dei coefficienti ¢ termini noti dei tre sistemi.. Applicando prima l'algoritmo
Jordan dalPalto verso il basso e poi quello dal basso verso P’altoi si perviene alla

ordinatamente le colonne di 7. Sia

di Gauss-

10 0 & 0%
matrice | 0 1 O ~§ % % _ Dividendo ciascuna riga per il rispettivo pivot, si
00 6 -1 -2 1
1060 -%- 0 % % 0 %
ottiene lamatrice | 0 1 0 —1 L L ], lacuisottomatrice | —3 L1 | cos
oo1 %1 O B
o . .8 3 T84 6§ 3 78
tituita dalle ultime tre colonne & Vinversa A"t di A

Esorcizio 3. Spazio vettoriale reale V' di dimensione 4. Base By = (1}'1,13'2,?73,174).
- Siano @iy = Ty — Ug -+ U3 — T, tls = T4 + Ta. 51 considert il sottospazio U = Span{iy, @2},

i) Determinare una base By di U.

i} Considerato il vettore i(k) = 271 + kily — 73 + ¥4, essendo k un parametro reale, si

determini il valore kg del parametro per cui d(ke) e U.

i) Completare la base By in una base di V.

Soluzione. i) I vettori & = #1 — To + Vg — T4, iz = U1 + U2 sONO per ipotesi un sistema
di generatori di U. Tali vettori sono Yinearmente indipendenti, essendo non proporzionali, e
costituiscono dunque una base By di U. ,

it) 1 vettore #(k) = 201 + k¥z — T3 + U4 appartiene a U se e soltanto se i tre vettorl

iy, iz, #(k} sono lincarmente indipendenti. Questa condizione pud imporsi richiedendo che

11 2

rg Alk) = _i (1] _}; < 3. Una riduzione a scala di A(k) & per esempio S(k) =
-1 0 1

1 1 2
8 _é k-_-.'i R E che ha tre pivots per k # 4 & solo due per k = 4. Dunque A(k) ha
c o 0 :
rango minore di 3 per k = kg = 4. Pertanto & #(ko) € U per ko = 4.
ifi) Un sistemna di generatoridi V, i cui primi due vettori coincidono con iy, 2, & per esempio
iy, ig, B1, ¥o, U3, ¥4. Una base di V che completa la base By ¢ quella che si estrae da tale sis-
1110080
. . . . — -11 0100
tema di generatori con P'algoritmo di Gauss-Jordan. Sia Sia 4 = 100010
-1 00001

la matrice che ha per colonne ordinatamente le colonne delle coordinate di #y, @2, ¥s, 2, ¥s, ¥4
1 1 1000

N s 4 . 10 -1 -1 g 1 90 . .
Una riduzione a scala di 4 & per esempio S= 6 0 —1 1 20 ) , che ha i pivots

6 0 00 11

nella prima, seconda, terza e quinta colonna. Una base di V che completa la base By &

© quella costituita dai vettori %1, ily, ¥, Us.




Esercizio 4. Spazio vettoriale reale B4, Siconsiderinoisottospazi U = Span(fi;,- ily, U3),
essendo @ = (1,—1,1,0), @2 = (1,-1,0, —1), 43 = (0,0,1,1), e

{ rp~zat+23 =6,
z+ep—aq4 =0

Determinare una base per ciascuno dei sottospazi U, W e UNW. Dedurneche V = U@ W.

Soluzione. La matrics’delle componenti di @1 = (_1,-1,1,0),'&'2 =(1,-1,0,-1),4 =

i -1 1 0 1 -1 1 0
0,0,,1)ed=1|( 1 -1 0 -1 J,lacui riduzione ascala S=[ 0 0 -1 -1
60 01 1 0 0 0 0

mostra che 4 ha rango 2 e dunque che i soli vettori #y = (1,-1,1,0),1 = (1,-1,0,~1)

cosbituiscono una base di U.
Per ottenere una base di W risolvi
sistema & equivalente al sistema a scala:

amo il sistema lineare omogeneo che definisce W. Tale

{ #1 —%z +2a =0,
2332 —x_a — T4 = 0.

che puo’ dunque essere risolto assumendo come parametri #3 = {24 = 3, ottenendo

(21,22, 73, 24) = ('—gti, ki2'—"-,t,s). Una base di W si ottiene in corrispondenza delle scelte

(¢,8) = (1,0) e (¢,8) = (0, 1): & = (-1,%,1,0),%; = (3,1,0,1). Per oftenere una base di

U N W, seriviamo anzitutto le equazioni cartesiane di U, imponendo che sia

1 -1 1 0
rgy 1 -1 0 -1 } <3.
Ty rg &3 T4
Tramite operazioni elementari sulle colonne, tale condizione & equivalente a:
1.0 0 0
rg 1 -1 ] 0 <3,
©, @4 —T1+®3— T4 T1+T2

che fornisce le equagioni cartesiane —z1 -+ £3 — 24 = 0ex +ap =0di U. Metten
sisterna tali ezuazioni con quelle di W otteniamo le equazioni di

do a

—z1 +z3 —2s =0,

. iy +@9 =0,
UOW.{ ry —oz +es = 0,
T oF ) —z4 =0,

Ancora per riduzione a scala otteniamo il sistema equivalente:

-2y tzg —za =0,

. zo +mwz —T4 = 0,
unw: { 3z —2z4 =10,
T4 = 0:

= 0. Dallaformula

che mostra che la matrice dei coefliciente ha rango 4 ¢ dunque che UNW
—9242—0=4,

di Grassmann segue allora che dim U +W = dim U + dim W-dimUnWw
e quindi che U ® W = R



Algebra Lineare (A-Z)
Soluzioni della prova in itinere del 16.1,2006

Proff. R. Mazzocco - P. Piccinni

Esercizio 1. Piano affine ordinario - RA (Ozy). Sia assegnata la retta r: 3z—2y=0.

1) Determinare equazioni parametriche di r.
if) Detto P il punto generico di r, determinare equazioni parametriche e equagione
cartesiana della retta s luogo del punto S simmetrico di P rispetto a C(-1,1), al,

variare dl P su 1,

Soluzione. i) L'equazione cartesiana di r & omogenea, quindi soluzioni di tale equazione
sono le coppie (2, 3t), t € R. Pertanto equazioni parametriche di r sonoc z = %, y=
3, tER.

ii) Il punto generico P € r ha coordinate (2t,3t). Allora, dette (z,y) le coordinate del
punto S, simmetrico di P rispetto a C, imponendo che C sia il punto medio di P e
S si hanno le condizioni —1 = -2—‘—'2"5,1 = ﬁzii, ossia z = —~2 — 2t,y = 2 — 3t. Queste
ultime, al variare di ¢ in R, sono equazioni parametriche della retta s. Risolvendo la
prima equazione rispetto a ¢ sihat=-1-— %3 Sostituendo nella seconda equazione
sihay=2—3(—1— }z), ossia 3z — 2y -+ 10, che & Pequazione cartesiana di s.




Esercizio 2. Spazio affine ordinario - RA (Ozyz). Siano assegnati il punto Py(l,—1,-1)
eleretter:e—y—1=0,y+2=0er :20+3y—22=0,e~3y+z—-1=0.

i) Verificare che », r’ sono sghembe.

i) Verificare che Po € r, Py € r'.

i) Determinare equazioni cartesiane della retta s passante per P, e cornplanare sia
con r che con ',

iif) Verificare che s & incidente le due rette r e 7/,

Soluzione. Risulta:

i -1 0 -1 i -1 0 -1 0 1 1
¢ 1 1 0 o 1 1 01]_ _

det 5 3 -3 0|7 det 9 3 2 o |7 det‘ ( g _g —-fi ) =-6#0,
1 -3 1 -1 c -2 1 0 .

e quindi le rette 7 ¢ v’ sono sghembe.

i} Le coordinate di Py non soddisfano le equazioni di r, ne’ di »'; dunque Py € r, ¢
Po ¢ 1’",

jii) Detti p e p’ i piani passanti per Py e contenenti rispettivamente » e #/, risulta
s = pnp'. Per ottenere I'equazione cartesiana del piano p consideriamo il fascio di
piani F di asse la retta r ¢ imponiamo il passaggio per /. L’equazione cartesiana di F/
& z—y—1+k(y+2) =0, k € R. Il passaggio per Py fornisce ~2k+1=0,dacuik = %
Risulta allora p : 22 —y+2— 2 = 0. Analogamente si ottiene p' : 32 +9y—5241=0.
Pertanto equazioni cartesiane di s sono: 22 —y+2—2=10,3z 4 9% - Bz +1=0.

Parametri direttori della retta r sono:

_ -1 0\ _ _ 1 0\ _ _ 1 -1 _
I—-det( 1 1).——-1, m———det(o 1)—--1, n-—det(o 1)_1.

Parametri direttori della retta » sono:

I - 3 "“2 — [ 2 '_2 — i 2 3 — .
l-—det(__g 1)—-—3, m....-det(1 1).— 4, n_dei(l _3_)_ 9.

Parametri direttori di s sono infine;

-1 1 2 1 _ 2 -1y _
I_,:det( 9 _~5)=—4, m_,_:—-det(3 _5)—13, n,_dei(s g)_.21.

Essendo:
1o, -1 -4
rgl m my, j=rg] -1 13 | =2,
noon 1 21

risulta che s non & parallela a r: Analogamente, essendo:

"o -3 4
rgl m' m, |=rg| -4 13 | =2
n. n, -9 21

s & non parallela anche con . Ne segue che s & incidente sia a r che a r'.




Esercizio 3. Spazio vettoriale reale V' di dimensione 3, base B = (%1, 72, #a). Siano
assegnatbi i vettori ‘l—)‘; = 7y — Vg + U3, 175 =} + 73 — 3, ’17"'3 = 0y + U2 + Ts.

i) Verificare che B’ = (@], 7, 73) & una base di V. ' _

ii) Sia ¥ = Dyzy + Ta82 + Tewz = Ti2) + Fhah + izl € V. Determinare le formule di
trasformazioni di coordinate di vettore da (zy,22,43) a (21, %5, 25)-

iii) Assegnato il sottospazio vettoriale U : @3 =z — 23 = 0, determinare l'equazione
cartestana di U nelle coordinate {x},z5,25).

Soluzione. i) Risulta

11
det | — 1 1 | =4#0,
-1 1

et

quindi i vettori ¥},%}, 7} sono linermente indipendenti, ed essendo in numero di 3
costituiscono una base B di V.

1 11
IT) La matrice del cambiamento di base da I a Bec=| -1 1 1}. Allora
. 1 -1 1
Je formule di trasformazione di coordinate di vettore nel passaggio da B a B sono
% N
X' = C-1X, avendo indicato con X = | z» ] econ X'=| a4 | le colonne delle
T3 .’.Bg
coordinate dei vettori ¥ nelle due basi. Risulta
2 -2 0
2 0 -2 Lt o
G_legg C’: 0 2 2/ _|¢% ?J 1
det C 4 (2} r b
2 2
e quindi le formule richieste sono
:Bi = %31 — %Zz
:I?"z = 3T — 33
3’3 = %9}2 + 23
iii) Le formule inverse sono:
£ = @ + o +
¢y = —a; + #p + 23
gy = ) — zh + o4

Sostituendo taki formule nell’equazione cartesiana di U si ha: 2 + 25+ wh + Ty — o —
el — o + zh — 24 = 0, ossia @} + xh — x5 = 0. Quest’ultima & P’equazione cartesiana

di U rispetto alla base B'.




Esercizio 4, Spazio vettoriale nurmnerico reale V = R3. Base canonica B = (e;, eq, es).
Sia assegnato Pendomorfismo F : ¥V — V definito da

F(#) = (—zy — 323 — 3w3, 522 + 623, ~32p — 423)

essendo ' = (z1, zz,23). _

i) Determinare la matrice A associata a F rispetto alla base canonica.
ii} Verificare che ’endomorfismo F & diagonalizzabile.

ili) Determinare una base B’ di V costituita da autovettori di F.

iv) Detta A’ la matrice diagonale associata a F rispetto alia base 5/, determinare una
matrice non singolare C tale che A’ = C~1AC.

Soluzione. i) La matrice associata a F rispetto alla base canonica &:

-1 -3 -3
A= 6 & 6 /.
0 -3 —4

ii) L’equazione caratteristica di F' & quindi

-1-X -3 -3
det(A — AI) = det 0 5-x 6 = (1= A =-X1~2)=0,
0 -8 —4-)

da cui gli autovalori Ay = —1 con molteplicitd algebrica 2 e A = 2 con molieplicitd
algebrica 1.

Risulta;

mnn

—-3.132 - 3933 0
Wi, ¢ 6ze + Bzs 0
—32:2 — 31:3 0

e quindi Vi, = {(t1,5, ~ta) b, er = {12(1,0,0) + 120, 1, ~1}e, tper. Una base di
Vi, & dunque costituita dagli autovettori ¥ = (1,0 0),112 (0,1,—1). Si ha allora
dim V}, = 2 e quindi la molteplicitd geometrica di A; & 2.

Si ha poi:
—3z7 — 333 — 33
Vi, : 3zy -+ Bas

0
0
0

o

-—3$2 - 633

e quindi V3, = {#(1,—2,1)}er. Una base di V3, & data dall’ autovettore # =
1,-2,1), e dim V3, = 1 e quindi la molteplicits geometrica di Xy & 1. Ne segue
che F' & diagonalizzabile.

o -v)

iii) Una base di V costituita da autovettori di F & B/ = (¥}, %, 7

o

0
non singolare C tale che A’ = C~1AC & la matrice che ha per colonne rispettivamente

-1
iv} La matrice associata a F rispetto a tale base & 4’ : ( 0 - ) . Una matrice

. le colonne dei vettori &, 7%, ¥%. Si ha dunque C ! ( 0 1 —2
- ¢ -1 1

REEE

. —




Algebra Lineare (A-Z)
Soluzioni della prova scritta del 23.1.2006

Proff. R. Mazzocco - P. Piccinni

Esercizio 1, Spazio vettoriale V = Mg{R) = matrici quadrate reale di ordine 2.

Si consideri la matrice A = ( i _i ),esi indichi con X = ( :; :z ) una matrice

variabile in V.

i) Verificare che il sottoinsieme U = {X € V, AX = XA} & un sottospazio vettoriale
di V.

ii) Determinare una base By di U.

iil) Completare la base By a una base By di V.

iv) Deteminare un sottospazio vettoriale W di V tale chbe V' =U @ W.

Soluzione, i} Qsserviamo in primo luogo che I/ non & vuoto, contenendo la matrice
nulla e la matrice identica. Siano X,Y € U, ovvero tali che AX = XA, AY =YAe
siano A, € R. Allora, usando le proprieta del prodotto tra matrici: ADX 4+ pY) =
MAX + pAY = AX A+ puY A= (AX + uY) 4, ovvero AX + uY € U. Pertanto U & un

sottospazio vettoriale di V.
it} Risulta:

_f itz zatzg _f ity 21—
AX_-( )’ AX—($3+$4 223'-'34)'

Ty — &3 T2 24

Dall’ugnaglianza AX = X A segue dunque il sistema: .

21 +az = 1 @y
vy Frs = T —2T2
m —23 = @3 +tza '
Tg —Bg = Tz —i4

equivalente al sistema, lineare omogenec

T2 | —Z3

2y —2we —@4
il cui spazio delle soluzioni & So = {(2t1 + t2,t1,%1,42)}e,,0er = {f1(2, 1,1,0) +

#2(1,0,0, Doy aer. Si ha pertanto U = {t ( 2 o )+t b % Vsser, ¢ uma

0
G 1

0o

base By &1 U & costituita dalle due matrici X; = ( ? (1] ) e Xo= ( é g )

ii) Per completare By in una base By di V, consideriamo il sistema di generatort
costituito da Xy, Xs e dalle quattro matrici E11, B2, Eo1, Fas che costituiscono la
base canonica di V, ed applichiamo a esso 1'algoritmo di Gauss-Jordan. Considerata

la mairice
211000
100100
100010
010001




che ha, per colonne le coordinate, rispetto alla base canonica, delle sei matrici X3, Xo,
Ei1, Eva, Ba1, Eaa, si ha con elementari passaggi che una sua riduzione a scala é:

[

Ll - -
OO
QSO

[ I

[o-R- B e}
1

= Y =

1 pivots di tale matrice sono nella prima, seconda,terza e quarta colonna, e dunque un
completamento By di By & dato da X1, Xa, B, Fya.

iv) Essendo Eyy, E1g le due matrici che completano la base By di U, si ha che W =
Span {F11,Fiz} e taleche V=U O W.

Esercizio 2. Risolvere il sisterna lineare omogeneo

2y —xy +2¥3 =0
{ Tyt ~z4 =0
209 —m3 +kzgy =0

essendo k un parametro reale.

Soluzione. La matrice dei coefficienti &

1 ~1 1 0
A= 1 1 0 -1
0 2 -1 k

e una sua sottomatrice quadrata di ordine 2 a determinante non nullo & p. es. B =

I -1 1
( i "} ) . Le sottomatrici quadrate di ordine 3 che orlano Bsono | 1 1 0 )
0 2 -1

1 -1 8 .
e| 1 1 =1 |]. Talisottomatrici hanno determinante rispettivamente 0 e 2k + 2.

0o 2 &
Allora per k # —1 risulta rg A = 8 e per il teorema di Kronecker ¢1g A=2se k = -1.

Nel caso k # —1 il sistema da tisolvere ha tre equazioni, quattro incognite e rango
magsimo della matrice dei coeficienti. Una soluzione non banale & dunque data dai
minori a segni alterni della matrice dei coefficienti, ovvero:

-1 1 0 1 1 0\
o1 = det 1 0 —1 |=—k-1, @g=~det | 1 0 -1 |=k-+1,

2 -1 &k 0 -1 &
1 -1 0 1 -1 1
zg = det 1 1 -1 | =2%+2 z4=—-det [ 1 1 0 |=0
0 2 k c 2 -1
e ogni alira soluzione & del tipo t(—k — 1,k + 1,2k +2,0),t €R, 0 equivalentemente
#(~1,1,2,0),# € R: Nel caso k = ~1 il sistema assegnato & equivalente al sistema

ry —z @3 =0
T 23 —zg4 =10



Posto z3 = t1, &4 = tg, si ha subito z; = —%tl + %tz, 2y = %ti + %tz e lo spazio delle
soluzioni & Sp = {(— %h + %tz, —%t1 + %tg,iI,tQ)}fht,ER.

Siano assegnati il punto Po(1, 0, 1),

Esercizio 3. Spazio affine ordinario, RA(O, i3, E)
0.

larettar:e—y+2—1=0, w+y+z=03iipianop:m+3y—z=
i) Determinare equazioni parametriche della retta r.

ii) Determinare equazioni cartesiane della retta s passante
e parallela al piano p.

iii) Determinare il punto 4 di intersezione tra r e 5.

per Py, incidente la retta 7

Soluzione. i) Per ottenere equazioni parametriche di 7 risolviamo il sistema

{m—y 4z -1

nmu

0
z 4y +2 0

Posto z = £, si ha immediatamente z = % —ty= -;—. Allora equagioni parametriche di-

rsonom:%ui,y:—-%,z:tperteR.

ii) 1l punto generico P della retta » ha dunque coordinate % -1, —%,t). Ne segue che
in forma di rapporti

la retta generica passante per Fp e incidente a r ha equazioni, 1
ugual:

-1

L3
st

o1
1 —

il

i
o
o=

[XI0

nendo il parallelismo con il

piano p si ha la condizione — — $1-3-t+1=0,da cui t = —}. La retta s richicsta

ha dunque equazioni, in forma di rapporti uguali: 13—1 = A= zz1 ovvero in forma
2 F

pit corretta equazioni cartesiane
z =1 = 0 -
3y —z +1 = 0

iif) 1l punto A di intersezione tra r e & & il punto di r che si ottiene poer ¢ = —%. Le
coordinate di A sono quindi (1,~3%,—%).

Tale retta ha parametri direttori (—t — §,—%,¢ — 1). Impo

Esercizio 4. Spazi vettoriali numerici reali U = Rt e V = R3, Siano assegnate le
applicazioni lineari F : U — V' e G :V — U, definite rispettivamente da

F(zy, ®2,2a, x4) = (@1 — T2, %2 + B4, 81 + 29 b &3+ ®4) = (y1, V2, ¥a),

G(m, Ya, ?Ja) = (3}1 + Y2 — Y3, Wt Y2, Y2 — VB ¥ Yo) = (31, &2, m3»-'54)-

i) Determinare la matrice A associata a F rispetto alle basi canoniche di UediV, e
16 matrice B associata a G rispetto alle basi canoniche diVedil.

ii} Considerato 'endomorfismo composto Go F : U — U, determinare la matrice C
associata a G o F nella base canonica di U, e scrivere le equazioni di G o F'.

iii) Determinare dimensione e basi dei due sottospaszi vettoriali im (Go F) e ker (GoF').
G o F & un automorfismo?

Soluzione, i) Le matrici A e B richieste sono rispettivamente:




1 -1 00 i i "é
A= 0 1 01 B=
1 11 1 0 1 -
1 -1 0
i} La matrice C' & invece:
0 -1 -1 0
1 0 0 1
C=BAd=| _1 ¢ -1 o]
1 -2 0 -1
e le equazioni casabteristiche di G o F sono pertanto:
2y = -2y T3
zz = 21 +oa
23 = =i —&3
Z4 = r1 —2z9 —24
—2g —i3 = 0 .
iii) Ne segue che ker G o F: { @ e =0 , da cui ker Go F =
&1 —&3 = 0
1 -—-2:82 —&s = 0

{t(—1,-1,1,1)}:¢r. Una base di ker G o F & dunque costituita dal solo vetiore
# = (-1,~1,1,1) ed & dim (ker G o F') =1, Pertanto dim (im GoF)=dim U
- dim (ker G o F') =4 — 1 = 3. 1 sottospazio im G'o F' & generato dai quattro vettori
riga della matrice €, e dunque una base di im GoF & data da tre di essi linearmente in-
dipendenti, p es. i primi txe: @ = (0,1,-1,0), 3 = (—1,0,0,—2),s = (~1,0,~1,0).
Essendo ker G o F' # 0, Go F non & iniettivo, e dunque non & un automorfismo.




Algebra Lineare (A-7)
Soluzioni della prova scritta del 10.2.2006

Proff. R. Mazzocco - P. Piccinni

Esercizio 1. Discufere la compatibilitd del sistema lineare

@1 fkze Hzg =-2

{31 +zy +kzz =1
kzy 4z FEa =1,

essendo & un parametro reale, ¢ determinare le soluzioni nei casi in cul esse esistono.

Soluzione, La matrice dei coefficienti &

1 1 %
g1 1

Essendo det A = —k? + 3k — 2 = ~(k + 2)(k ~ 1)2 i ha che det A =0 per k = —2, 1.
Studiamo separatamente i tre casi k 2 2,1, k= ~2e k= L.

Caso k # —2,1. Essendo rg A = 3 il sistema & compatibile ed ammette un’unica
goluzione, ottenibile p. es. con le formule di Cramer:

1 1 &k 1 1 &
det | -2 k& 1 det | 1 =2 1
_ 111/ 1 B Eo1 1) 2

"= det A Tk T det 4 E—1’
11 1
det 1 & -2
E1o1/ 1
“3 det A k-1
1 1 -2
Caso k = ~2. La matrice dei coefficienti & in questo caso: 4 = 1 -2 1 {,che
-2 1 1

ha rango 2. La matrice completa del sistema, sempre per & = —2, ha Puitima colonna
nguale alla seconda, e quindi ha anch’essa rango 2. Il sistema & dunque compatibile e
un sistema ad esso equivalente &

ry +2y —2133 =1
' 2y —229 +zg3 =-2.

Posto 23 = 1, si ottiene facilmente #; = ¢, 22 = 1+ %, Lo spazio delle soluzioni &
S= {(t, 1414, t)}tER = (0, 1, 0) + {f(l, 1, 1)}¢ER' -




~

rE T ST e T A T

11 1
Caso £ = 1. In questo caso la, matrice dei coefficienti 11 1 ha range 1,
11 1
111 1
mentre la matrice completa { 1 1 1 —2 | hachiaramente rango 2. Ne segue che
1 1 1 1 ' ‘

il sisterna non aminette in questo caso sohizioni.

Esercizio 2. Spazio vettoriale reale V di dimensione 3. Base By = (1, 92, ¥ia).
Siano assegnati i sottospazi U = Span(:,#s,#3), essendo &) = ¥y — 9y + ¥, iz =
— — — e d -y e o

U1+ Uy -k Uz, iz = Uy — BV + U3, €

g~z +zg =10

: 3z; —wg—2g =0
i) Deterniinare basi By di U e By di W.
i} Determinare equazioni cartesiane di U e di U N W e una base Bynw di UN W,
iii) Determinare una base Byyw di U + W, e dire {giustificando la risposta) se V =
U W. -

[
T
0

Sohazione.
i1 1
i) La matrice che ha per colonne le coordinate di @, @y, iz ¢ A= | -1 1 -5
' 11 1

Essendo uguali la prime e terza riga, A ha determinanbte nullo, e quindi #y, #z, ffa sono
linearmente dipendenti. Essendo non proporzicnali, e quindi indipendenti, i vettori 4,
i3, 9i ha che i vettori #;, #y costituiscono una base By di U. Osservato poi che il
sistema che rappresenta VW ha matrice dei coefficienti di range 2, si ha facilmente
W = {(2,4, D} er = {{(T1 + 252 + 73) hier. Una base By di W & quindi costituita
dal sclo vettore W = %y + 28y + 73.

1 1 =y
ii) L’equazione cartesiana di U si-oftiene imponendo che rg | —1 1 23 | <3,
. 1 1 T3
11 Ty
ovvero det | —1 1 22 | =0, e quindi U : ¢y — 25 = 0. Mettendo a sistema
‘ 11 g

Pequazione cartesiana di U con quelle di W si ottiene

1 — F3 =0
W:{ g1 —2a+23 =20
dzy —zs—23 =0,

La matrice associata a quest'ultimo sistema linears omogeneo &
1 0 -1

=11 -1 11},
3 -1 -1




con det ¢ = 0 e rg C = 2. Il sistema & dunque equivalente a quello che rappresenta
W, e pertanto U N W = W. Ne segue che una base di U NW & Byaw = Bw.

iif) Da U NW = W segue W C U, e quindi U+ W = /. Dunque Byw = By. Infine
V non & somma diretta di 7 e W, essendo UNW =W # 0.

Esercizio 3. Spazio affine ordinario, RA(O,?,}", k). Siano assegnati il piano p :
¢ ~ 3y + 22— 1= 0 eil punto Py = (1,2,3).

i) Verificare che Py € p.

if} Scrivere equazioni cartesiane del fascio di rette di centro Py contenute in p.

iii) Determinare equazioni cartesiane della retta s del fascio parallela al piano P

y—z=0.

Soluzione. i) Basta sostituire le coordinate di Fo nell’equazione di p e verificare che
1-3:242:3-1=0.

ii) Per ottenere il fascio di rette richiesto, osserviamo che esso si pud oftenere interse-
tta per Py e non contenuta in p. Una

cando con il piano p un fascio di piani di asse una re

retta siffatta & una retta per Py non parallela a p, p. es. la retta r: ’Ii = 3533 = l;—:"-
1l fascio di piani di asse r ha quindi equazione cartesiana 9 z+ 1+ E(2y+32-13) = G,
ovvero 2z + 2ky + (3k — 1)z — 13k +1 =0, Le equazioni richieste del fascio di rette

sono quindi!

{ 9 + %y — +(3k — 1)z =13k +1 =0
0

z-3y+2z2—1 =0.
- . : . 2k 3k-—-1 1%,
iii) Parametri direttori della retta generica del fascio sono ! = det | _4 9 | =
- 5 3k-1Y) _ _ 2 %\ _ o 1w
13k——3,m_—det(1 2)-3k-5,n-det(1 __3)._ 2k — 6. La

—5— (—2k —~6) =0, ossia k = ~1,

condizione di parallelismo richiesta fornisce 3k
del fascio di refte e semplificando

Sostituendo tale valore di k nell’equazione cartesiana
si ha:
s 5z —y——4z+9 =0

) z—-3y+22—-1 =0

o —2 5 =3\
Esercizio 4. Sia assegnata la masrice 4 = ( -3 6 -3 ) , essendo k un parametro
-1 & 0

reale, )

i) Determinare il valore di & per cui 4; ammette come autovalore A
con A4 la matrice che si ottiene per tale valore di k.

ii) Verificare che A & una matrice diagonalizzabile.

ii) Determinare una matrice non singolare C che diagonalizza A, oss
sia una matrice diagonale.

= 0, e si denoti

ia tale che C~1AC




-1 .
ovvero —A% 4+ 42 — 3k\ + 3k — 3 = 0. Tale equazione amimnefte soluzione A = (0 see

) ] -3
Soluzione. 1) I'equazione caratteristica di Az & det -3 6-x -3 ) =,
k

-2 5 -3
solo se k = 1. Pertanto la matrice richiestae A= | -3 6 -3 ) .
-1 1 90

ii) L'equazione caratteristica di A & —A% +4)3? — 34 = M(=A? +4A ~ 3} =0, da cuit
tre autovalori distinti Ay = 0, A2 = 1,23 = 3. Ne segue che A & diagonalizzabile.

| iii) Per ottenere una matrice non singolare C' tale che C1AC sia diagonale, deter-

miniamo una base di autovettori. Risulta:

—9, 4wy —3m3
Va, ¢ —32; +Bzy —3ms

—2; +2o2

IS I

0
0
0

e quindi V3, = {#(1, 1, 1)}zer. Una base di ¥y, & dunque costituita dal solo autovettore
7 =(1,1,1). )

Si ha poi:
~32; +bxy —3d23 = 0
Vg —~3z; +bzy —d23 = 0
—zy +®y —2¥3 = 0

e quindi Vi, = {#(1,0,—1)}en. Una base di Vi, & data dall’ autovettore ¥ =
(1101“"1)' . ’ :

Infine: .
—~5xy +Hzy —3my = 0
Vag @ —3@; +32y —3z3 = 0
—zy Fxg —3w3 = 0

e quindi Vi, = {#(1,1,0)}ier. Una base di V3, & data dall’ autovettore # = (1,1,0).
Una base di antovettori & dunque ¥}, 7, 7% e la matrice C' richiesta ha per colonne le
coordinate di tale tre vettori. Dunque:

1 11
C=1] 1 0o 11].
1 -1 0



Algebra Lineare (A-Z)
‘Soluzioni della prova scritta del 12.6.2006

Proff. R. Mazzocco - P. Piccinni

Esercizio 1. Determinare le soluzioni del sistema lineare omogeneo

r1  —@2 +kzy Hza =0
{ kry 4 —m3 Fz4 =0
(k - 1)551 42z —(k + 1)3'}3 thkpy =10

al variare di k parametro reale.

Soluzione. La matrice dei coofficienti &

1 -1 k 1
A= k 1 -1 1.
k-1 2 —k-1 k

Determiniamo il rango di 4. La sottomatrice di A ottenuta considerando le prime

" due righe e la seconda e guarta colonna, ossia B = —11 i , ha determinante

—2 # 0, quindi A ha rango > 2. Le sottomatrici di A che orlano B sono C =
1 -1 1 -1 k 1

k 1 1 ]eD=1 1 -1 1 |. Risulta det C = k*+k e det
k-1 2 &k 2 ~k-1 k

— K2+ k Alloraddet C=0perkB0ek=—ledet D=0perk=0ek=1. Dal
teorema di Kronecker si ha che rg A =3perk #0erg A= 2 per k=0 Esaminiamo
distintamente questi due casi, ‘

Caso k # 0. Essendo 1g 4 = 3, il sistema di tre equazioni in quattro incognite ha oot
soluzioni, tutte proporzionali ai minori di ordine tre, & segni alterni, della matrice dei
coefficienti, Lo spazio delle soluzioni & dungue S = {t(—k2 + &, K° + k, k? -+ &, 0} }1eR.

Caso k = 0. Il sistema assegnato & equivalente & -

2y —z2 +mg =0
4zy —23 +m4 =0

~ Ponendo 71 = t; e ©3 = t3, si ha subito 3 = btz gy = =ttt Lo spazio delle
soluzioni & quindi S = {(t1, 252, s, bty ser.

Esercizio 2. Spazio vettoriale reale V di dimensione 3. Base By = (¥, 72, Us).
ito(k) = ki + ki, #a(k) = kD2 — ¥,

Siano assegnati i vettori 41(k) = ki — ki, 2
essendo k un parametro reale,

i) Determinare il valore ko di & per cui il sottospazio U = Span (@1 (ko), T2(ko), #a{ko))
abbia dimensione reale due.

ii} Determinare una base By di U.

jii) Determinare un sottospszio W di V' tale che V=UseW.




Soluzione. i) La matrice che ha per colonne le coordinate di @ (k), da(k), @s(k) &

E 'k 0
A= -k 0 &k
0 k -1

Risulta det 4 = —k% —k?, e quindi det A = O per k = 0 e k = —~1. per tali
valori di ki tre vettori sono linearmente dipendenti, Pilt precisamente, per & = 0 i
vettori @ e @y sono entrambi nulli, mentre Us(0) = —¥3. In questo caso i tre vettori
generano un sottospazio Span (7;{0), #2(0), #3(0)) di dimensione uno. Se k0—1, risulta
iy = =B + O, ily = —%) — ¥y, il = —if — T3 e siccome tra tali vettori ve ne sono due
linearmente indipendenti, il valore richiesto kg & proprio —1.

if} Dunque U = Span (1 (~1), #2{~1), #3(—1)) ha dimensione due e una base & p. es.
By = (iy(-1),72(-1). .

iil} Per ottenere un sottospazio W di V tale che V = U @ W, completiamo la base
By ad una base di V. Cio’ pud farsi p. es. seguendo I'algoritmo di Gauss al sistema
di generatori dato da #(-1),#a(~1), %, 72, ¥3. Riducendo a scala la matrice che ha
per colonne le coordinate di -tali vettor, si ha subito che i vettori @y (—1),da(~1),%h
costituiscono un completamento della base By. Ne segue che una possibile scelta di

W & W = Span ().

Esercizio 3. Spazio affine ordinario, RA(O,?,}', l_c'). Siano assegnate le rette ry ¢
T—~y+22=0,r+y=0erm:zty—2=0,2—y+2—-1=0

i} Verificare che le rette ry @ 79 SN0 sghembe.
i) Serivere equazioni parametriche di r; e 75.
ili) Scrivere equazioni, in forma di rapporti uguali, della retta generica che incide sia

74 che ra.
iv} Scrivere equazioni cartesiane della retta r incidente sia r; che r; e che risulta

parallela all’asse y.

-1 2 .
1 0 =20,

0
1 0 8 = . det
1 -1

. " T 1
Soluzione. i) Risulta det 11 -1

e ™

e quindi le rette r1, 7 sono sghembe. _
it) Equazioni parametriche di 71 sono, p. es. © = —t1,y¥ = 11,2 = i1, t1 € R. Equazioni
parametriche di 7o sono, p. es. z = %,y = —% +io,z2=1, %2 € R,

iify Detto Py{t;1) il punto generico di ry ¢ Pa(te) il punto generico di 73, la generica
retta incidente le due & la retta per Py(f1) e Pa(ta), che ha equazioni, sotto forma di

rapporti uguali
z41y y—1 =1

St —f—titis —~tidte

iv) I parametri direttori di quest’ultima retta sono ! = -:12 4+, m= —% — {1 + #q,
n = —23 + &3, mentre | parametr} direttor! dell'asse y sono I' = 0,m' = 1,0’ = 0. La

condizione di parsllelismo & la proporzlonalithd tra queste due terne e fornisce subito
1

t; =19 = —1. Dunque la retta s & -‘"%51 = y_:_é'} = =8 ovvero g = %,z= -5




Esercizio 4. Spazlo vettoriale numerico reale V = R4, Sia assegnato Pendomorfismo
F:V >V, definito da

F($1,$2,$3,$4) = ("'mla 3:321 43:2 - .’133,.‘.'04),

essendo ¥ = (1, ©9, T3, 74).

i) Determinare la matrice A associata a F rispetto alla base canonica 8 = (€1, &, €3, &)
dv. .

ii) Determinare gli autovalori di F e le relative molteplicit algebriche e geometriche.
Dedurne che P & diagonalizzabile.

iii) Determinare una base B/ = (¥}, 4, @}, ) di V costituita da autovettori di F.

lv) Detta A’ la matrice diagonale associata a F nella base ', determinare una matrice
non singolare C tale che A’ = C-1AC.

Soluzione. i) La matrice A associata a F &

-1 0 0 0
03 00
4= 0 4 -1 0
00 01
if) I’ equazione caratteristica di F &
-1-2 0 0 0
0 3—-A 0 0
det(A—Al) = det 0 4 —1-x 0 = (—1-2)2(1-2)(8—)) =0.
0 0 0 I-A ‘

Gli autovalori di F sono quindi A\; = —1, Ap = 1, A3 =3 con molteplicitd algebrica
rispettivamente 2,1, 1, :
iii) Caleoliamo ora la molteplicita geometrica di Ay = —1, quelle di Ay = —1, A3 =3
essendo necessariamente uno. Risulta:

4z =0
V! { dze =0
2zg =0,

Lo spazio delle soluzioni di questo sistema 8 Vg = {(t1,0,t2, 0}y 10er = {£1(1,0,0,0)+
£2(0,0,1,0)}¢,,1,er e una base di V. & costituita dagli autovettori ¥, = &), %, = &.
La molteplicita geometrica & dunque due ¢ F & pertanto diagonalizzabile.

iv) Per determinare una base di autovettori, determiniamos

-—2:‘01 =0
Py ¢ { 2 =0
4y  —2z3 =0,

da cui V1 = {0,0,0,t}cr = {£(0,0,0,1) }scr, con base il vettore &4, Similmente

—421 =0
Vg ! { dgg  —dzg =0
—2:1;‘4 =0,




da cui V3 = {0,1,%,0}er = {t(0,1,1,0)}:er, con base il vettore &z + £3. Una base di
autovettorl di V & dunque B’ = (@, 0, %, %)) = (€1, &, &, &2 + €3).
v) La matrice associata a F rispetto a B’ & la matrice diagonale:

-1 000
A=1 9 o010}
0 0 0 3

e una matrice ¢ tale che A’ = C~1AC & la matrice del cambiamento di base da B a
‘B!, ovvero

Lo B e e N ol
SR OO
= 0O O0Oo
QO



Algebra Lineare (A-Z)
Soluzioni della prova scritta del 25.9.2006

Proff. R. Mazzocco - P. Piccinni

Esercizio 1. Discutere la compatibilith del sistema lineare

zy —xg —23 =FK

{kﬂh +zo +kzs =k
z tkxg +xz =k

essendo k un parametro reale, e determinare le soluzioni nei casi in cui esse esistono.

Soluzione, La matrice dei coefficienti &

k1 k
A=| 1 -1 -1 1.
i kB 1

Essendo det A = —k — 1+ k% +k—1+k? = 2k% — 2, si ha che det A=0perk=—1,1
Studiamo separatamente i tre casi k # ~1,1, k=-1lek=L1

Caso k # —1,1. Essendorg 4 = 3 il sistema & compatibile ed ammette un’unica
soluzione, ottenibile p. es. con le formule di Cramer: '

R

E 1 k .k k
det Eo—1 -1 det 1 E -1
o = k k& 1) k? + 3k . 1 £ 1 _k
L= det A o+ T det A TN
E 1k
det 1 -1 &
e 1 k k) 1 5
3= det A TT Ty
Caso k = —1. La matrice dei coefficienti e termini noti del sistema & in questo caso:
-1 1 -1 -1
B = i -1 —1 ~1 |, che ha rango 3, essendo p. cs. non nullo il minore
1 -1 1 ~-1

' invece nulio il determinante

di ordine 3 ottenuto cancellando la prima colonna.
to caso rango 2. Dal teorema di

del coefficienti del sistema, la cui matrice ha in ques
Rouche™Capelli segue dungue che il sistema non amrnette soluzioni.

Caso k = 1. In questo caso la prima e terza equazione del sistema sono uguali, ed il

sistema & quindi equivalente a
{ 2y 4z txz =1

ry —%3 —I¥3 = 1.

Posto z3 = t, si ottiene facilmente z1 = 1, 2z = —t. Lo spazio delle soluzioni &

S = {(ly_t:t) }tGR'




Esercizio 2. Spazio vettoriale V = Ma(R) = matrici quadrete reali di ordine 2.

1) Verificare che il sottoinsieme U = {( z; Z‘i ) , @y + x3 = 0} & un sottospazio
vettoriale di V.,
it} Determinars una base By di U.

iif) Deteminare un sottospazio vettoriale W di V taleche V=U®W.

Soluzione, i) Osserviamo in primo luogo che U non & vuoto, contenendo la ma-

trice nulla e la matrice identica. Siano X = ( Ly T2 ) , ¥ o= y1 92 ) e U,
T3 T4 Ya Y4
ovvero tali che %o + 73 = 2 + 2 = O e siano a,b € R. Allora aX + W =

azy+by1  aze -+ by - -
( aws +bys aza+bys ) dunque aza+bys+azs+bys = a{wz+os)+d(ya+ys) = 0.
Pertanto I/ & un sottospazio vettoriale di V.

ii) Posto z; = t1, x3 = 3, B4 = t3 risulta:

t1 tg - 10 01 o0
U= {( __t; t; )}tl.tn.taGR = {tl ( 0 0 )+t2 ( -1 0 >+t3 ( g 1 )}t;.tn,iaéﬁ:
s s .- ce g 1 0
e ne segue che una base By di U & costituita dalle matrici J = 0 0

)
0 1 00
(20)a=(03)
iii) Per ottenere un sottospazio W supplementare di U entro V', completiamo la base By
in una bass By di V. Consideriamo quindi il sistema di generatori di V' costituito dalle

tre matrici J1, Ja, J3 che costituiscono By e dalle quattro matrici Eis, B2, Eo1, £z che
costituiscono la base canonica di V, ed applichiamo a esso 'algoritmo di Gauss-Jordan.

Lo matrice

1 0 01000
01 001¢0GOC
0 -1 00010
0 0 10001

che ha per colonne le coordinate, rispetto alla base canonica, di tali sette matricl si
riduce facilmente alla matrice a scala:

1001000
0100100
0 010¢0O01
0 0001180

I pivots di tale matrice sono nella prima, seconda, terza e quinta colonng, e dungue
un completamento By di By & dato aggiungendo la matrice che ha le componenti

date dagli elementi della guinta colonna, Tale matrice & 0 (1) ), e quindi W =

{t( g é )}tER-



—

j E). Siano assegnati il punto Fp =
0

Esercizio 3. Spazio affine ordinario, RA(O,?, ,
edil plano p: x—y—22+1=0.

(1,1,0), larettar i x+y—2—4= O,m-—y—Sz—?.J:
i) Verificare che Py ¢ r e Po € .’

ii) Serivere equazioni parametriche della retta r.
iit) Scrivere equazioni in forma di rapportri uguali della retta generica passante per Fp
e incidente la retta r.

iv) Determinare la retta s passante per Py, incidente la retta r ¢ parallela al piano p.

la prima equazione di 7,

Soluzione. 1) Le coordinate di P, non soddisfano, p. es.,
equazione di p, e dunque

quindi Py ¢ r. Le coordinate di P, non soddisfano neanche P
Po ¢ P.
i) Posto z = ¢ nelle equazioni cartesiane di r si ha il sistema:

 + ¥ t + 4
z —- y = 3 + 2

che fornisce & = 2t-+3, y = —t+1. Ne segue che z = 2t+3, 9=
sono equazioni parametriche di 7.

della retta r ha dunque coordinate (2¢ + 3, —¢ -+ 1,2). Ne
ante per Py e incidente a r ha equazioni, in forma di

—t+1, z=t,tER,

jiif) It punto generico P(t)
segtte che la retta generica pass
rapporti uguali:

z—1 _y— 1

—_— =

2+2 -t

iv) Tale retta ha parametri direttori ({t) =2+ 2,m(t) = 1, n(t) = t). Imponendo il
parallelismo con il piano p si ha 1a condizione 2t + 24t — 2t =0, da cuit = —2. La

o+ N

retta s richiesta ha dunque equazioni, in forma di rapporti uguali: 252—1 = y_gi = 5.
-1 0 1 0
- . . 000 0
Esercizio 4. Sia assegnata la matrice reale quadrata 4 = 000 O
00 0 -1

i) Determinare gli autovalori di A, indicandone le rispettive molteplicithy algebriche.

ii) Determinare la molteplicits geometrica di ciascun autovalore.
iii) Dedurne che A & una matrice diagonalizzabile.

iv) Secrivere una matrice diagonale A’ simile ad A e det
singolare C tale che A’ = C-1AC.

erminare una matrice non

Soluzione. i) L' equazione caratteristica di A

-1—-A 0 1 0
0 -2 0 0
det(A — A1) = det 0 6 _» 0 = (1= A=A = 0.

0 0 0 —-1-2a
Gli autovalori di A sono quindi Ay = ~1, )2 = 0 con molteplicitd algebrica rispettiva-
mente a1 = 2,02 = 2.
if} Caleoliamo ora la molteplicity geometrica di Ay
z3 = 0,79 = 0,23 = 0.

— —1 edi ) = 0. Risulta V}, :




Lo spazio delle soluzioni di questo sistema & V.1 = {(¢1,0,0,t2}s, t2er = {t1(1,0,0,0)+
£2(0,0,0,1)}s,,t,er © una base di V_; & costituita dagli autovettori #; = €1,7 =
€. La molteplicitdh geometrica di A; = —1 & dunque g, = 2, Similmente abbiamo
VJ\Q t—z1ta3 =0,—24 =0, 0 quindi ¥p = {(thtmthﬁ}h,tneﬁ = {tl(I,O,I,O) +
£2(0,1,0,0)}4,,22¢r € una base di Vp & costituita dagli autovettori 93 = & + &, T4 = é3.
Asnche la molteplicitd geometrica di Az = 0 & dunque g3 = 2.

iii) Essendo ay + ag = 4 e a; = g1, @2 = go, la matrice A & diagonalizzabile.
iv) Una matrice diagonale simile ad A & p. es.

Al =

oo
OO O
e S o [ o I o
Lo o [ Y e

matrice associata nella base B' = (#1, ¥, '3, T4) allo stesso endomorfismo F Rt - R4
rappresentato da, A nella base canonica B = (&1, &, €3, &) di R%. Una matrice C tale
che A’ = C-1AC & 1a matrice del cambiamento di base da B a B’, ovvero

Q

i
o OO -
HOoOoOO
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