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Geometria Analitica (A-Z)
Soluzioni della prova in itinere del 15.11.2004

Proff. R. Mazzocco - P. Piccinni

Esercizio 1. Spazio euclideo, RC (0,7, 7, k) . Assegnati i vettori 73 = OPy, 7, =
OP,,73 = OPs, essendo Pi(1,2,1), Po(1,1,0), P3(0,1,—1), verificare che essi costi-
tuiscono una base B dello spazio vettoriale Vy del vettori geometrici. Determinare
una base ortonormale di Vg applicando il procedimento di Gram-Schmidt alla base
B. Determinare inoltre la proiezione ortogonale Py (%) del vettore 7 =i+ j — k sul
sottospazio vettoriale W = Span (71, 73).

Soluzione. La matrice che ha per colonne le coordinate di 43,72, 73 &:

11 0
A=12 1 1
10 -1

Tale matrice ha determinante uguale a 2 # 0, e quindi i vettori ¥y, ¥3, ¥3 sono linear-
mente indipendenti e costituiscono una base B di V5. Il procedimento di Gram-Schmidt
applicato alla base B da la base ortogonale costituita dai vettori

.o < U, Wy > L, = = 3,- 1-
= Uy — - = - 2 kY= =1— <k
2 = Uy <u71,w1>w1 47 6(z+ 7+ k) -3
-~ - < vz, Wy > <173,w2> -
Ws = V3 — wy = —= 2=
< wi,w; > < wg,wq >
- - 14 o 1 1 2« 2+ 2
=7j—k—-= i+ k)= (21— k)= —=i+ =] — =ik
J 6(1+2J+ ) (21 2/c) gitgi—3l

Normalizzando questa base ortogonale si ha la base ortonormale

ﬂ_?+25+1€_17+27 1
ST TR TR

= 7 =53k
2
27027 2 . . .
.53_“32-!-3) 3k:—[§i+§j—£k‘
\/g 373 3
3



Esercizio 2. Piano euclideo, RC(0,1,5). Assegnati i punti A(1,3) e C(3,—
determinare 1 punti B e D in modo tale che il quadrilatero ABCD sia un rombo d1
vertici opposti A e C e di area 20.

Soluzione. Detto s I’asse del segmento AC si ha anzitutto che il rombo richiesto deve
avere i vertici B e D su s. Inoltre 1 punt1 B e D devono essere tali che i triangoli
ACB e ACD abbiano entrambi area 2 = 10. L’asse s & la retta passante per M(2,1),
punto medio del segmento AC, e ortogonale al vettore OC — OA = 27 — 47, quindi ha
equazione cartesiana 2(z —2) —4(y— 1) = 0, ossia ¢ — 2y = 0. Equazioni parametriche
di s sono z = 2t,y = t,t € R, quindi un punto generico di s & P(2t,t). I punti Be D
si ottengono 1mponendo che I'area del triangolo AC'P sia uguale a 10. Risulta che

Area(ACP) = | det (2t2 L );—'—lﬂt—‘—lﬂ

La condizione sull’area da 11—‘”——11‘ = 10, e quindi ¢ = —1,3. I punti B ¢ D hanno

allora rispettivamente coordma.te cartesiane (-2, —1) e (6, 3).

Esercizio 3. Spazio euclideo, RC(0,7, 7, E) Assegnati il plano piz—y+z=0e
larettar:z+y—2=0,2z+y =0, determinare la retta r/ passante per P§(3,1,2),
parallela a p e perpendicolare a 7. Dopo aver verificato che le rette 7 e 7’ sono sghembe,
determinare la distanza d(r,r’) tra tali rette.

Soluzione. Parametri di giacitura di p sono (a,b,¢) = (1,~1,1). Parametri direttori

. 1 -1 1 -1 _ 1 1Y) _
d1rsonol-det<1 0)_1,m_-det<2 0>‘_—2,n-—det<2 O)“
—1. Detti (I',m’,n’) i parametri direttori di v, le condizioni richieste su + danno

UV'—m'+n/ =0, 1’—2m'—-n’=0equindi1’=det(:é _)1.)23,m’=-det

1 -1 1 -2

' ( Lot ) =2,n = det ( bl ) = —1. Laretta ' ha alkr)rareqruaziAoni in forma
di rapporti uguali

-3 y—-1_ =z-2
3 2 T —1
ed equazioni parametriche ¢ = 3+ 3¢,y = 1 +2¢t,z =2 —t,t € R. Essendo r e 7’/
perpendicolari e quindi non parallele, per verificare che r e 7 sono sghembe & sufficiente
far vedere che N 7' = 0. Il punto generico di ' & P(3 + 3¢, 1 + 2¢,2 — t). Tale punto
appartiene ad r se le sue coordinate soddisfano le equazioni cartesiane di r. Andando a
sostituire nelle equazioni di r, si ottiene il sistema incompatibile 6t +2 = 0,8t +7 = 0.

Per ottenere la distanza d(r, ') consideriamo il piano p’ contenente r’ e parallelo a r.
Tale piano coincide con il piano per P} e parallelo ad r e r’. Risulta allora:

z-3 y—-1 z-2
P det 1 -2 -1 =0,
3 2 -1

ossia 2z — y + 4z — 13 = 0. La distanza d(r, ') uguaglia la distanza di uno qualunque
dei punti di 7, p. es. O dal piano p’. Risulta dunque d(r, ') = d(O,p’) = 71%

3N




Esercizio 4. Spazio vettoriale numerico ¥V = R*. Sia assegnata la forma quadrat-
ica q : V — R tale che

q(V) = 22129 + 22,74 + 22923 + 22324,

essendo 7 = (1, Ty, £3,24) € V.

i) Determinare 'espressione della forma bilineare simmetrica b : ¥V x V — R, associata
alla forma quadratica q.

ii) Determinare una base opportuna di V rispetto alla quale g abbia espressione canon-
ica.

iii) Scrivere I’espressione canonica di ¢ e dedurne gli indici di positivita, negativita e
nullita di g.

Soluzione. i) La forma bilineare simmetrica b: V' x ¥V — R. polare di ¢, & data da:

b(¥, W) = z1y2 + T1Y4 + Tay1 + T2ys + T3Y2 + T3Ya + Tayy + Tays

ii) Un vettore non isotropo & p. es. #(1,1,0,0), essendo ¢(¥1) = 2 # 0: Risulta

[vi]* @z + 22 + 23 + 24 = 0, e quindi [vi]t = {(t1,t2, 3, =11 — 12 — t3)}4; b2 tscR-
Un vettore non isotropo di [v1]*: & #2(1,0,0,—1), essendo q(#2) = —2 # 0. Si ha:
it Nwalt tzy + 22+ 234+ 24 =0, —2; + 23 — 23+ 24 =0, e quindi [v1]* N [a]*+ =
{(t1,t2, —t1, —=t2) }1; 1,er. Ogni vettore di [v1]* N [vg]* & isotropo. Infatti risulta
q(t1, 2, —11, —t3) = 21ty — 21ty — 29ty + 2¢1t; = 0 per ogni ¢;,ty € R. Allora

b![‘Ul]‘Lﬂ[Uz]‘L : [‘Ul]'L N ['vg]'l' X [vl]‘L n [vz]J' — R

& la forma bilineare nulla ed ogni base di [v;]* N [v2]*, p. es. quella costituita dai
vettori 73 = (1,0,-1,0),74 = (0,1,0,—1), & ortogonale.
Allora i vettori 43, ¥y, U3, 74 costituiscono una base ortogonale di V.

Una base del tipo richiesto ¢ la base B’ costituita dai vettori:

S ® 1 1
RV e RNV el
L %1 1
KRRV cy Ao Aol

iii) L’espressione di q rispetto alla base B’ &:
9(7) = (£1)* = (23)*,

essendo (z,z%, ¢4, z4) le coordinate di v rispetto alla base B’. Da tale espressione
di g si trae che gli indici di positivita, negativitd e nullita di ¢ sono ripettivamente
p=1q¢=1v=2







Geometria Analitica (A-Z)
Soluzioni della seconda prova in itinere, 13.1.2005

Proff. R. Mazzocco - P. Piccinni

Esercizio 1. Spazio euclideo RC(0;7,7, l;) Assegnato l'iperboloide iperbolico
Y: 2?4 y?~22-1=0, si chiede di:

i) verificare che ¥ ¢ una superficie rotonda attorno all’asse z;

ii) scrivere equazioni cartesiane della circonferenza di gola di & (circonferenza di raggio
minimo); .

1ii) scrivere equazioni cartesiane delle due schiere di rette che rigano Z;

iv) determinare le due rette di ¥ che passano per il punto P(@, lg, 0) di X,

Soluzione.

i) ¥ & una superficie rotonda attorno all’asse z: infatti le sezioni C; di X con i piani
perpendicolari all’asse z sono circonferenze, con centro sull’asse z stesso, di equazioni
cartesiane:

)

2?4y’ -2 1=0 . 2?2+ y? =1+ k2

,  ossia
z=k 2=k

che rappresentano le circonferenze sui piani z = k di centro Ci(0,0,%) e raggio ry =

V1+kZ

ii) La circonferenza di gola & quella di raggio minimo, dunque corrispondente a k = 0.

Le sue equazioni sono dunque: z2 + ¥ =12=0.

iii) L’equazione cartesiana, dell’iperboloide iperbolico & pud anche scriversi nella forma:

(z+2)(z-2) = (1+y)(1 - ). Poiché quest’ultima equazione pud essere ottenuta

eliminando il parametro ¢; (o, rispettivamente ¢;) tra ognuna delle coppie di equazioni

cartesiane: ,

t+z=1(1+y)
l-y=ty(z-2)"

rispettivamente { fi;: ;22((313 : gg )

si ha che al variare dei parametri t1,82 € R tali sistemi descrivono le due schiere di
rette che rigano 3.

iv) Le due rette di & che passano per P(ﬁg, @,0) appartengono all’una e all’altra
schiera. Sostituendo nelle equazioni delle due schiere le coordinate di P si ottiene
rispettivamente t1 =2 —1 ety = /24 1. Le equazioni delle due rette richieste sono
quindi:

rtz=(V2-1)(1+y) [ e+z=(I+1(1-y)
l-y=(V2-1D(z~z)’ l+y=(2+1)(z~-z2)




Esercizio 2. Spazio vettoriale euclideo V di dimensione tre. Base ortonor-
male B = (1, Tz, Us3). Assegnato l'operatore lineare F': V — definito sui vettori
U =1U1%) + a2y + U3z € V dalla formula:

V2 1 1)ﬁ1+<1 ‘2+¢§w2+2—¢2m3)~

F(®) = (o1 - goa + 2% 29t g o)t
1 2—4/2 2++2 -
+ ( — 3% + 4\/—132 + 4\/—33) Ug,

si chiede di:

i) verificare che F' & una rotazione di V, ovvero che F si rappresenta nella base 5 con
una matrice di SO(3);

ii) determinare I’asse vettoriale W della rotazione, autospazio di F associato all’autovalore
A=1;

i) determinare ’angolo convesso di rotazione.

Soluzione.
i) La matrice associata a F , rispetto alla base ortonormale B, &:

vz o o_1 1
2 2 2
A= 1 242 2-2
2 4 1
1 2=v3 24+/3
2 4 4

Risulta immediatamente AA® = I, ossia A & ortogonale, ed essendo det A = 1, si ha
che A € SO(3).

ii) L’asse vettoriale W coincide con Pautospazio V; associato all’autovalore 1 di F (il
fatto che 1 sia autovalore segue dal fatto che F' & una rotazione). Il sistema:

2
{ 3T+ (—“‘452 Y2 —-1):122-}-——‘52‘4 223 =0
—3o1+ 5% + (3~ 1)z5 = 0

(ﬁ—l)ml—%mz-kéwa’—‘o

ha soluzioni proporzionali alla terna:

—1 1 V2 -2 1 _
ml—det(\/ﬁ__2 2_\/2~>-0, :L'g._-—det< 9 2_\/5)—8—4\/5,

23 = det (2‘2*/5 2:%) =8—4v2.

Lo spazio delle soluzioni & dunque S, = {t(0,8 — 41/2,8 — 4v/2)}her, € quindi V; =
{t(#2 + @3) }1er. Dalla formula 2 cos 8 + 1= ir A, essendo § uno qualunque dei due
angoli associati alla rotazione, si ottiene cosd = I~ ’;‘1 = ‘/TE, e P'angolo convesso &
quindi %.




Esercizio 3. Spazio vettoriale euclideo V di dimensione quattro. Base
ortonormale B = (i}, 4y, #3, ts). Assegnato I'operatore lineare F' : V — V definito
dalla formula:

F(l?) :<5‘,ﬂ1+’l—[2+ﬁ3>(ﬁ1+'§2+ﬂ3)—6

si chiede di:
i) verificare che F' & un’operatore autoaggiunto su V, ovvero che risulta, per tutti i
vettori ¥, w € V:

< F(¥),W >=< ¥, F(@) >;

1i) scrivere la matrice A associata a F nella base B;

i) determinare una base ortonormale di V' formata da autovettori di 7.

Soluzione.

i) Tenuto conto che il prodotto scalere & simmetrico, risulta per ogni 7,w € V:
< F(9),d >=< 0, i1 + tly + I3 >< @1 +iy + U3, W > — < ¥, W >=
=< W, 4y + Uy + Uz > T, Uy + Uy + U3 > — < T, >=< l_)‘,F(’lI)‘) >

il) Essendo F(ﬁl) = 17:2 + ﬁg, F(L?z) = 'lTl -+ 173, F(ﬂs) = 'L-t‘l + ’El:z, F('I_L;) = *—’1_4‘4, la
matrice associata ad F' nella base ortonormale B &:

O ==
O it O
O O
O oo

e il polinomio caratteristico &: det (A — AI) = det 1 1 - 0

0 0 0 -1-2A
—(A+1)(=X3 43X +2), da cui gli autovalori \; = —1 con molteplicita algebrica 3 e
A2 = 2 con molteplicita algebrica 1.

L’autospazio V_; ¢ dato dalle soluzioni del sistema lineare omogeneo:
zy+ea+23=0, z1+z3+23=0, zi+ze+23=0, 0=0,

ed & quindi V_y = {tl(ﬁl——ﬁ’g)-{-tg(ﬁ'g-—12'3)+t312'4}t1,t363. Una base di V_; & costituita
dagli autovettori v; = @) — i3, ¥ = @y — U3, U3 = ty. Tale base non & ortogonale:
p. es. < 9,¥3 >=1+# 0. Applicando il procedimento di Gram-Schmidt si ottiene
la base ortogonale costituita dai vettori Wy = Uy = Uy — U3, Wy = Tp — %%i%ﬁl =
iy — U3 — (U —i3) = — 3+ iy — Lils, Wy = v — j,”;i;”;‘; Wy — Z%Z:,'}g Wy = U3 = iy,
Normalizzando tale base ortogonale si ha la base ortonormale di autovettori di V_1

costituita dai vettori @} = %61 - -\71-5173, Wy = —%ﬁl + %62 — j%ﬂg, WG = 1y,

L’altro autospazio V5 & dato dalle soluzioni del sistema: =221+ z2+23 =02y — 22, +
z3=0,214+23—223 =0,—224 =0, ed & quindi V, = {t(# + @2 + Us) }rer. Una base
ortonormale di V; & costituita dal solo vettore 7, = \/igﬁl + ﬁt?g + %ﬂ‘s. Una base
ortonormale di V' & allora costituita da %, w), w}, 7.

=




Esercizio 4. Piano affine. RA(O;?,]_").

Sia assegnata la conica

C: :::2—4a:y+4y2—~2a:—2y+1:0.

Si chiede di:
i) determinare il tipo affine di C ;

ii)-determinare un riferimento affine opportuno rispetto al quale C ha equazione canon-
ica affine e scrivere tale equazione,

Soluzione.
1 -1 -1
1) La matrice associata alla conica Cé A = [ —1 1 -2 | ela matrice associata
-1 -2 4 v
alla parte quadratica di C & Agy = __; _z . Poiché risulta det 4 = —9 #0, e

det Ago = 0, ne segue che C & una parabola (generale).

ii) La forma quadratica ¢ data dalla parte quadratica dell’equazione di C & tale che
9(?) = &% — dzy + 42, essendo 7 = 21+ yj. Un vettore non isotropo per ¢ & p. es.
#, = 1, risultando g =1 # 0. 1l piano ortogonale a v; ha equazione z — 2y =10
ed & quindi [#]* = {t(2;+ f}teR. Posto @ = 2+ j, si ha che la base (v, 9a)
diagonalizza ¢. Risulta q(v2) = 0, e scambiando i due vettori si ottiene la nuova base

(f',;t) = (¥y,%) = (2;—#;,3), e quindi la matrice M = ( f (1) ) . del cambiamento di

base da (;_;D a (f’,j’). Le formule di trasformazione di coordinate affini da RA(O; ?,f')
a RA(O;4,j) sono dunque z = 2z’ + ¥,y = 2’ e trasformano Pequazione di C nella:

(¥) ~62' —2y/ +1=0.

Consideriamo ora il riferimento affine RA(O"; 7" " ) che si ottiene da RA(O; Rl ) con
la traslazione all’origine O di coordinate (#’,¥') = (0,1). Le formule di trasformazione
di coordinate affini da RA(O";?”,;”) a RA(O;Z’,]?') sono allora 2/ = 2"y = ¢y + 1.
L’equazione di C in queste ultime coordinate & allora:

(y//)z —6z" = 0.
L’ultimo cambiamento di coordinate affini da effettuare per ottenere I'equazione canon-
ica affine di C ¢ 2" = —ém”’,y” =y, ovvero il riferimento affine & RA(O";4" 3" con

0" =0"ei" =1 7" =" Lequazione di C in queste ultime coordinate & allora
P’equazione canonica affine:

(y///)z —z2" =




Geometria Analitica (A-Z)
Soluzioni della prova scritta del 24.1.2005

Proff. R. Mazzocco - P. Piccinni

-

Esercizio 1. Spazio euclideo RC(0;1, 7, l;)

Sia assegnato il piano p: /27 — y—z+2=0.

1) Determinare equazioni cartesiane della retta r passante per O e perpendicolare a p.
ii) Calcolare I’angolo acuto ¢ che la retta r forma con il piano p' : z = 0.

iii) Calcolare i coseni direttori e il versore della retta r orientata secondo le z crescenti.

iv) Determinare la componente ortogonale v, di ¥ = 3¢ — j + k secondo la retta r orientata
secondo le 2 crescenti.

Soluzione.

1) Larettar, dovendo essere perpendicolare a p, ha parametri direttori (I, m, n) = (v/2, =1, -1)
e dovendo passare per O ha equazioni in forma di rapporti uguali —% =4 = 5. Equazioni
cartesiane di r sono allora, per esempio, ¢ +v2z =0,y — z = 0.

ll) Risulta sin rp = Ll\—}‘ﬁ%[ = %’ e qulndl ¢ = %_
2

iii) T coseni direttori di r sono coszr = i%,cos yr = ﬁz,cos zr = f\/l—Z’ dove va preso
contemporaneamente il segno + oppure il segno -. Essendo la retta’ r orientata secondo

le z crescenti, il terzo coseno direttore deve essere positivo, e quindi si deve scegliere il

segno - nei tre denominatori. I coseni direttori di r orientata verso I’ alto sono quindi

cos 7 = -—@,cos yr = %,cos Zr = %, e il versore direttore 7= —@i + %j + %/c

iv) Risulta v, =< 7,7 >= —ST‘/E —t+i= —339.

Esercizio 2. Spazio vettoriale reale V di dimensione quattro. Base catepewwmale
B = (¥, Uz, U3, y). :
Sia assegnata la forma bilineare b : V x V — R, b(v,w) = X*AY, essendo

20 1 0 T Y1

_ 01 0 _ g _ Y2
A= 10 2 -1 | ed essendo X = vs | Y= Vs
01 -1 2 T4 Y4

le colonne delle coordinate di 7, W,
i) Verificare che b =<,> & un prodotto scalare, ovvero che b & simmetrica e definita pesitiva.

1i) Determinare gli angoli convessi tra i vettori della base 5.
ot

1ii) Determinare una base ortonormale di V.

iv) Considerata una base ortonormale C del sottospazio vettoriale W = span {7, Ua}, scrivere
le equazioni della proiezione ortogonale Py : V — W rispetto alle basi B e C.

Soluzione.

i) La forma bilineare b risulta simmetrica essendolo la matrice A. Inoltre b risulta definita
positiva in quanto le quattro sottomatrici Agk, k= 1,2,3,4 di A individuate dalle prime &
righe e dalle prime k colonne hanno tutte determinante positivo: det Ay = det Agy = 2, det
Ass%.‘)%f\t Ay =1 ?osto b(¥, W) =< ¥, >, si ha:

< U0 >= 221y + 21Ys + Tays + Taya + T3y, + 2ays — 23y + Tays — TaYs + 2eqYa



e |9]> = 227 4 22123 + 22 + 2zy24 + 223 — 2xazy + 223

N : i <T1,72> — = <%, 03> __ 1 — = LT, 84> NG T T ——
Ty = S = = S0ts> 1 = =22 = () cog faiy =
11)6Rlsu]ta,cosvlvz T = 0, cos U173 TRals] = 30 COS U1ty = Jrhes 0, cos Tty
<T3, 03> __ Zor o LU 0> 1 oo — SUs P> 1 S — T
22,052 Uy = S22la2 — 1 ' = S2ate2 — 1 ra iUy = I,
AAIGAR 0, cos Uy, TR 5 oS U3y CAIGA 5. Si ha allo 1Us 7
A S Lo . x
V13 = V14 = 7,V2V3 = %,1)2'1)4 = %,vgv‘; = 3 -

iii) 11 procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt applicato alla base B fornisce
la base ortogonale costituita dai vettori Wy = Ty, Wy = Uy — %}%@ = Uy, Wy = U3 —
1

SWy,F3> om _ SWaFa> o o 1= o o — SBLTa> m LKW Ta> o <Wa Ty —
<> Y1 T STaga,s Wa = Us — g, U = Uy — SRMEZ R, T2 P2 T T 0> B,
Ug — Uy + %(—%61 +U3) = ~%—1’;‘1 — Ty + %6‘3 + v4. Normalizzando si ha la base ortonormale:

h= i, G =y, s = 720+ Y20, Gy = =20 —v/30, + 287, + /35, Essendo W =
Span (#,9,) = Span (1, ), si ha che una base ortonormale di W risulta C = (4, d-).

iv) RiSUlta’tPW(ﬁ) =< U, 1 > U+ < ¥, Uy > s =< 7, "1—2-61 > U+ < T, Ty > Uy = ‘\—/1-—5(2.21 -+
23)d1 + (22 + z4)iy. Indicate con (y1,y2) le coordinate di un vettore di W rispetto alla base
ortonormale C, le equazioni di Py rispetto alle basi B e C sono allora, Y1 =2z, + ﬁtv;g, Yo =
Lo + 4.

Esercizio 3. Piano vettoriale euclideo V. Base ortonormale B = (i), d5).

Siano 5,5 : V — V le simmetrie ortogonali rispetto alle rette vettoriali rispettivamente
W:wl—\/§m2=0eW’:\/§w1—mg:0. ) .

i) Determinare le matrici ortogonali A, A’ associate rispettivamente a S, S nella base ortonor-
male B. : '

ii) Considerata la composizione R =5"0S5 :V — V, verificare che R & una rotazione di V.

iii) Determinare I’angolo ¢ della rotazione R.

Soluzione.
i) Un vettore non nullo di W & & = /3 4y + 2, quindi per ogni ¥ € V risulta:

SGE> <GVl d >, . L
SW)=2—2L—" 5 —-¢= ! 3 —
(?) TTasiT 5 (V3 +@s) — iy

Un vettore non nullo di W’ & invece @/ = @ + /3y, da cui per ogni v V:

v, >,
= w

w

o 7= <”*“1J;‘/§”2>(al+«/§ag)—g

<
! :2
5 =23

Dunque:

o i1,4/3% Uy > . . - 3 . . ; N
S(Ul)_: < U \/_UI+U2 (\/§UI+UZ)—U1:%——(\/gul+U2)__ul: :

2
_ 3+ V/Biiy — 24, _ 1 -I—l/—gz‘i . -
- 9 "‘2 1 2 2 .
L\ <y, V/Bi 4 iy > . . . 1 L .
S<U2):: Uy \/—;1 +u2 (\/3—U1+U2)—U2=5(\/§u1+l¢2)—-u2:
_ VB4 d - 20 V3 1
- 2 - 2 1 9 2

L ofs
(ST (V)

) . Simil-

.
UI&M\?IH

Quindi la matrice ortogonale associata a S rispetto alla base Be 4 = <

mente: \/_
U iy — 24 1 3

-



- V3 + 3ty — 24, 3
1=\ . 2 -
§() = 2 -3

1 V3
e la matrice ortogonale associata a S’ rispetto alla base B & A = ( \/—% 4 ) .
Pl

i) Pertanto la matrice associata a R =50 S &

, ¥ PRV LB
Ad= % N §§ )
2 2 2 2

Tale matrice & ortogonale con determinante -1 e quindi, essendo la base B ortonormale, si
ha che R = 50 S & una rotazione di V.

Lol

iii) Risulta: P _ (s —sing da cui Pangolo di rotazione ¢ = T
1sulta: Ve 1 = sin © cosT )7 a cul l'angoio dir ¢ =3
2 9 3 3
Esercizio 4. Piano proiettivo reale P(V). Coordinate omogenee (zg,1,za).
Sia assegnata la conica
C: wg — 2z9z1 + 22129 — :cg = 0.
i) Verificare che C & una conica semplicemente degenere.

ii) Determinare un sistema opportuno di coordinate proiettive omogenee (z§, 2}, &) rispetto
a cui € ha equazione canonica proiettiva e scrivere tale equagzione.

iii) Determinare le equazioni delle due rette in cui si spezza C.

Soluzione.
1 -1 0

i) La matrice associata alla conicaCé A= | —1 0 1 , | ed essendo nullo il suo deter-
0 1 -1 ,

minante la conica C & degenere. La matrice A ha infatti rango 2, e C & dunque semplicemente
degenere.

ii) La forma quadratica g associata all’equazione di C & g = z%—2zoz1 + 22125 — 2. La forma
bilineare simmetrica polare di q & b = zoyo — Toyr — 1Yo + 21Y2 + Toy1 — z2y2. Un vettore
non isotropo per b & p. es. wp = (1,0,0), essendo ¢(1,0,0) = 1. Risulta wi izg—2, =0
e quindi wi = {(t1,t1,t2}4, t,em. Un vettore non isotropo di wg & p. es. w; = (0,0,1);

infatti risulta ¢(0,0,1) = —1. Si ha poi wg N wi o — 2 = 0,21 — 2y = O. Dunque
wE Nwi = {(t,t,1))}ter. Posto wy = (1,1, 1) risulta che B’ = (w,,w;,ws) & una base
b-ortogonale. ‘Essendo q(wo) = 1,q(wi) = —1,q(ws) = 0, si ha che rispetto a tale base

Iespressione di ¢ & canonica. Indicate con (z},z},z}) le coordinate rispetto a tale base.
risulta ¢ = (24)* — (2})?. Dunque in tali coordinate proiettive omogenee la-conica C ha
equazione canonica (z()? — (2})? = 0.

iii) Dall’equazione canonica di C si ha che C si spezza nelle rette r : zj —z)" =2 0 e s :
zg + #; = 0. Vogliamo ora ottenere le equazioni di 7 e s nelle coordinate (zo,z1,22). A tal
fine osserviamo che, posto B = (vo,v1,v2) con vy = (1,0,0),v; = (0,1,0),v2 = (0,0,1), vale

1 01
la relazione matriciale B = BM, essendo M = | 0 0 1 | . Le formule di trasformazione
0 11
di coordinate proiettive omogenee sono dunque zo = 2}, + 4, z; = rh ey = ) + xh. con
inverse xf = @ — 1,2} = —z1 + 24, z4 = 1. Sostituendo queste ultime trasformazioni nelle

equazioni di r ¢ di s si ottiene che » : 2g — 2y = O e s : 29 — 221 + 29 = 0.






-~

Geometria Analitica (A-7Z)
Soluzioni della prova scritta del 44.7.2005

Proff. R. Mazzocco - P. Piccinni

Esercizio 1. Spazio euclideo E3 - RC(0;3, ], k).

Sia assegnato il piano p: #—2y+32—1 = 0. Considerati i punti A(1,0,0) e C(0,1,1)
appartenenti a p, determinare i punti B e D di p in modo che ABCD sia un quadrato
avente A e C' come vertici opposti.

Soluzione,

Il punto medio M di AC ha coordinate (%, %, —;—) La retta » passante per A e C ha
parametri direttori (/,m,n) = (-1,1,1). Osserviamo ora che i punti B e D devono
appartenere all’asse v/ del segmento AC ed avere distanza da M uguale alla distanza
di Aedi C da M. L’asse ¢ ha equazioni sotto forma di rapporti uguali 37—,—% =

2,;—,%— = Z;J,;, dove i parametri direttori (I',m’,n’) devono soddisfare le condizioni
~U+m+n' =0el —2m' + 30 = 0, esprimenti rispettivamente la perpendicolarita
trar e r’ e il parallelismo tra p e r'. Parametri direttori di # sono allora ('ym',n') =
(5,4,1), da cui le equazioni parametriche di r' : gz = 345ty = L+4t,2= 4t
t € R. Il punto generico di ' & quindi P'(3 +5t,% +4t,1 + 1) e la condizione
d(M,P') = d(M,A) = d(M,C) = 2 fornisce VA2 = 3, da cui t = +3d.

1 1 4 1 1 1 5 1 4 1 1
DunqueB(§+‘z_‘5\/ﬁ;§+m)§+m)CD(E‘—E‘\/—E,E'—W,E—-m)

Esercizio 2. Piano euclideo E? - RC(0;7, ).
Sia assegnata ’applicazione f: E2 — E2 di equazioni

o L 2 03 U T 4
CEBTT YTy VTt Yo

i) Verificare che f & una riflessione.
ii) Determinare ’equazione cartesiana dell’asse r di riflessione.

iil) Considerata la retta s : 3z — 4y = 0, scrivere I’equazione cartesiana della retta s’
simimetrica di s rispetto a r.

Soluzione.

o om
i) La matrice dei coefficienti associata ad f rispetto a RC(0;14,j) ¢ A = ( 2 3 ) ,

25 5
che si verifica subito essere ortogonale con determinante —1. Ne segue che f &
un’isometria inversa. Per verificare che f & una riflessione resta da mostrare che il

ist
sistema, w—_w+24 N 3 ,_Eég:_l 4
T T YT VEET T Y s



che fornisce i punti uniti di [, & compatibile. Il sistema & infatti equivalente a —182 +
4y+3=0, 24z -32y—4= 0, che essendo formato di equazioni proporzionali , &
compatibile.

ii) Di fatto ognuna delle due precedenti equazioni, ovvero ’equazione semplificata
62 —8y—1 = 0, rappresenta il luogo dei punti uniti, ovvero la retta r asse di riflessione.

iii) Poiche’ la retta s : 3z — 4y = 0 & parallela all’asse r, essa & trasformata, da f in
una retta s’ parallela. Un punto di s & p. es. Porigine O. Le coordinate di f(O) sono
( 535—, -—545), e imponendo alla generica retta 3z — 4y + k = 0 parallela as s il passaggio
per f(O) si ottiene s’ : 3z — 4y — 1 = 0.

Esercizio 3. Piano euclideo E? - RC(0;1, 7).

Sia assegnata la conica,

C: m2—2\/§zy—y2+4m+3=0.

1) Verificare che C & un’iperbole equilatera.
ii) Determinare il centro C' di C.

iii) Determinare un riferimento cartesiano opportuno rispetto al quale C abbia equazione
canonica euclidea e scrivere tale equazione, :

Soluzione.
. 3 2 0

i) La matrice associata alla conica C & A=1 2 1 —/3 | e dunque gli in-
0 —/3 -1

varianti cubico, quadratico e lineare di C sono rispettivamente A = det A = —8 # 0,

Ago = det Agg = ( _\/% —ﬁ ) =-4<0,Z=1-1=0. Dunque C & un’iperbole

equilatera (non degenere).

ii) 1l centro C di C ha coordinate z = oL = —1 Ao - l@
Qo a0

iii) La forma quadratica q : Vi — R associata ai termini disecondo grado dell’equazione
di C & tale che ¢(¥) = 22 — 2v/3zy — y?, essendo ¥ = z1 + yj. L’operatore simmetrico

F : V§ — Vj associato a ¢ ha come matrice Ay = ( _.\/%' _\_{i—) ) Gli autoval-

ori di F' sono le soluzioni dell’equazione caratteristica di Ago, ossia di A? — 4 = 0,
dunque A\; = 2,1y = —-2. I corrispondenti autospazi si ottengono dai sistemi lineari
omogenei rispettivamente —z — /3y = 0, —/3z — 3y = 0, da cui V, = {t(v3{~ /) }er
e3z -3y =0,—/3z+ y=0,dacui V_y = {t(ﬂ- \/37)}363. Una base ortonormale
di autovettori per F & quindi data da 7/ = 3@;—- —;—;, j= i+ @5 Le corrispondenti
formule di trasformazione di coordinate di punto sono, essendo O’ = O:

V3,1 V3,

— V2t — A
$—2$+2y, Yy 2w+2y,

e sostituendo tali formule nell’equagione di C , si ottiene la sua equazione
2(2')’ - 2(y) 2+ 2v32' + 2 +3 =0

nelle nuove coordinate (z',3/). La traslazione di vettore 0’0", essendo 0" (z' =
Y
~¥8,y' = 1) trasforma le coordinate (2, y') nelle (2", y'") secondo le formule seguenti:

-



2 ="~ 3@, y =y + %, e quindi ’equazione di C diventa:

2(37”)2 _ 2(y/1)2 + 2= 0)

nel riferimento RC(0”, ', j'). Poiche’ invertendo le coordinate: z” = Y,y =z e
dividendo per 2 tale equazione si ottiene I’equazione canonica di C:

(m//l)z _ (y/ll)z —-1= 0’

-

il riferimento richiesto & RC(O",7", 7"}, essendo O = 0"z = -3y = ?), che

necessariamente coincide con il centro C, e 7 = ", 3" =",

Esercizio 4. Piano proiettivo numerico reale P(R3).

Siano assegnati i punti P§ = [1,1,1], P| = 1,1,-1], P, =[1,-1,1], U' = [1,-1,-1].
i) Verificare che Pj, P{, Pj, U’ sono in posizione generale.

ii) Determinare il riferimento proiettivo che ammette i punti P§, P{, Pj come punti
fondamentali e U’ come punto unitd e stabilire le formule di trasformazione di co-

ordinate di punto dalle sue coordinate omogenee (2, z1,25) a quelle (zg,z1,25) del
riferimento canonico.

iii) Scrivere nelle coordinate (zf, z}, #}) equazione cartesiana della retta r : zo+z1+
g = 0.

Soluzione.
i) I punti assegnati sono in posizione generale, in quanto a tre a tre linearmente in-
1 1 1 1 1 1
dipendenti: det | 1 1 -1 | =—4#£0,det [ 1 1 —1 | = —4 # 0, det
1 -1 1 1 -1 -1
11 1 1 1 1
1 =1 -1 | =440, det 1 —-1 -1 J=44#£0.
1 1 -1 -1 1 -1

i) Posto @y = (1,1,1), ¥ = (1,1,-1), @, = (1,-1,1), & = (1,-1,—1), risulta
FS = [@], P{ = [@)], Py = [, U' = [@]. Essendo linearmente indipendenti i
punti Py, P{, P si ha che i vettori wy, Wy, We sono linearmente indipendenti e quindi
una base di R®. Quindi I’ equazione vettoriale @ = AoWp + AWy + A\gwWs ammette un’
unica soluzione, costituita da tre reali non nulli. La traduzione scalare della precedente
equazione vettoriale fornisce la soluzione (Ag, A, Ag) = (—1,1,1). I vettori 7 = —y =
(=1,-1,-1), # = -y = (1,1, —1), ¥5 = =W = (1,-1,1) sono allora tali che
Fo = [w), Pl =[], Py = [%], U' = [0 + ) + #5] e quindi RP(7,,,7}) & un
riferimento proiettivo del tipo richiesto. Considerato il riferimento proiettivo canonico
RP(&,¢é1,€z) di P(R3), si ha che le formule di trasformazione di coordinate proiettive
omogenee di punto nel passaggio da RP(%, 7], %) a RP(&y,€1,€7) sono o = —zf +
e + &Y, 01 = —zf + 2] — 2y, @3 = ) — 7} + ).

iii) Sostituendo queste ultime trasformazioni nell’ equazione di 7 si ottiene che r :
3z + ) + 24, =0.






Geometria Analitica (A-Z)
Soluzioni della prova scritta del 13.6.2005

Proff. R. Mazzocco - P. Piccinni

Esercizio 1. Spazio euclideo RC(O; 7, l?)

Siano assegnate le rette

P T—y+z—-1=0, z4+2=0, P z+y+32=0, z—2=0.

i) Verificare che r e 7/ sono sghembe.

ii) Determinare la retta s incidente e perpendicolare a r e r'.
iil) Determinare i punti P =rNs, P =r'Ns.

iv) Determinare la distanza d(r,r’) tra r e r’.

Soluzione.
i) Risulta:
{01 Lo
det =det | 1 1 3 |=-2#0,
1 1 3 0 10 -1
1 0 -1 0

e le rette r e 7/ sono pertanto sghembe.

ii) I punti generici delle due rette sono rispettivamente P(t) = (—t,—1,t), P/(t') =
(t/,—4¢',t"). La generica retta 7 incidente r e 7’ ha dunque equazioni cartesiane:

z+t _ y+1  z2-t
4+t -4t +1 -t
di parametri direttori (I,7,7) = (¢ +#/,—4t' + 1,¢/ —t). Le condizioni di perpen-

dicolaritd tra r e ¥ e tra r’ e T forniscono rispettivamente —(t' + 1) +t' =%t =0 e
'+t —4(—4t' +1)+t' —t=0,dacuit=0,¢' = % La retta s ha dunque equazioni

Esercizio 2. Spazio vettoriale reale V di dimensione tre. Base B = (¥, ¥, ¥3).

Sia assegnata la forma bilineare b : V x V — R, (7, &) = X*AY, essendo

210 T3 Y
A=11 2 1 |,edessendoX=| 22 |,Y=1] u
0 11 z3 Y3



le colonne delle coordinate di 7, 0.

i) Verificare che b =<, > & un prodotto scalare, ovvero che b ¢ simmetrica e definita
positiva.

ii) Determinare |7]2.

iii) Determinare gli angoli convessi tra i vettori della base B.

iv) Assegnato W = Span (w1, ws), essendo W) = ¥, Wy = ¥ + U3, determinare una
base ortonormale By, di W rispetto al prodotto scalare indotto da b.

Soluzione.

i) La forma bilineare b risulta simmetrica essendolo la matrice A. Inoltre b risulta
definita positiva in quanto le tre sottomatrici di ordine 2 Agg, £ = 1,2,3 di Ae A4
stessa hanno tutte determinante positivo: det Aj; = 2, det Agg = 3, det Asz = det A
=1.

ii) Posto b(¥, W) =< #,@ >, si ha:

|72 =< 4,7 >= 29:% + 22129 + 223 + 22223 + 22

73> . 1

. LTy, T2> =1 <7y Ua> — 0 COS’Uz'vs lt'})ztt?s = .

iii) Risulta cos #17; = A cos U173 = JF13
Si ha allora 919 = §, 193 = §, Va¥3 = 7.

iv) Il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt apphca.to alla base (wl, W)
di W fornisce la base ortogonale costituita dai vettori @) = w; = ¥, uz = w2 -

<y Wa> = 1
le = Ty + U3 — 2”1 Normalizzando si ha la base ortonormale: @} = Tvl’

ah = —%5'01 + 335'02 + %’03.

Esercizio 3. Piano affine A? - RA(0O;3,7).

Sia assegnata la conica
e
C: b5z?—2zy+2°%-2z—2y=0.
i) Verificare che C & un’ellisse generale.

ii) Determinare il centro Py di C.

iii) Determinare un riferimento affine opportuno rispetto al quale C abbia equazione
canonica affine e scrivere tale equazione.

Soluzione.

I\D)—-‘

0 —-l -1
1) La matrice associata alla conica C &¢ A = ( —l condet A=~-9#0,
e dunque C & generale. Risulta poi Agg = (

),condetAoo-9>0 e

pertanto C ¢ un ellisse.

ii) 11 centro Py di € ha coordinate zq = -ﬁ-g—; = %, Yo = %g-‘f = %



iii) La forma quadratica ¢ : V — R associata ai termini d1 secondo grado dell’equazione
di C & tale che (%) = 522 — 2zy + 2y2, essendo ¥ = zi + yj. La forma bilineare
simmetrica assocmta £b: VXV — R, assamizbmnspee: b( V') = Sea’ —zy' — yz' +2yy/,
essendo 7' = z'i + j Un vettore non isotropo rispetto a b ¢ i, essendo g()) =5 #0.
Assumiamo dunque 7 = i. Risulta _(z’)J- =@t 52—y = 0, e quindi @t =
{G+ 5])}teR Poniamo dunque ' = i + 57, e osserviamo che 9(7) =45 # 0, e quindi
anche j“non ¢& isotropo. Le formule di trasformazione di coordinate di vettore dalla
base (7,7) a (7, ;) sono
g=u'+y, y=5y.

Tali formule sono anche di trasformazione di coordinate di punto da RA’ = (0', ¢ 7, J' ) a
RA = (0,¢, ]) con O’ = 0. Sostituendo nell’equazione di C, si ottiene la sua equazione

5(z')? 4+ 45(y')2 — 2¢' — 12y =0

-
nelle nuove coordinate (z’,y'). La traslazione di vettore 0’0", essendo 0" =
consente d1 ehmmare i termini di primo grado attraverso le sostituzioni z’ = z’
5, Yy =y + 2 {5+ Di qui, normalizzando, si ottiene ’equazione canonica.

By
+

Esercizio 4. Spazio affine ampliato 4% Up.,,. Coordinate affini omogenee
($0,$1,22,$3)

Siano assegnatii punti P;(0,—1,1,1), P2(0,1,1,0) ed il piano p : zo+z1+22+25 = 0.
i) Scrivere equazioni cartesiane in coordinate affini omogenee della retta r passante
per Pi e P; e dedurne che r & una retta impropria.

ii) Scrivere equazioni parametriche omogenee di r.

iii) Determinare il punto P = r N p..

Soluzione.

i) Le equazioni cartesiane della retta r si possono ottenere dalla condizione analitica
Zo Ty 2o 23

rg 0 -1 1 1 < 3. Essendo non nullo il determinante della sottomatrice
0 1 1 0
1 1 Ty T2 23
B = ( 10 ), le equazioni sono date dalle condizioni: det 0 1 1 |=0,
0 1 0
Ty X9 X3
det | =1 1 1 | =0, ovvero zo =0,—z; + £3 — 223 = 0. La prima equazione
1 1 0

mostra che r & una retta impropria.

ii) Equazioni parametriche omogenee di r sono zo = 0,21 = —Ag + A1, 22 = Ag +
A1,Z3 = Ao, essendo (Mg, A1) € RZ —(0,0).

iii) Imponendo al punto generico P(Ag, A1) = (0,=Ao + A1, A0 + A1, Ag) di r di ap-
partenere a p si ottiene Ag + 2X\; = 0, da cui (Ao, A1) = p(2,—1). Pertanto P =
P(2,-1) =(0,-3,1,2).






Geometria Analitica (A-Z)
Soluzioni della prova scritta del 26.9.2005

Proff. R. Mazzocco - P. Piccinni

-

Esercizio 1. Spazio euclideo RC(O; 57 k). Sia assegnato il paraboloide iperbolico
T: 22—yt =2

i) Scrivere equazioni cartesiane della coniche Coy,Cys, Cy, che si ottengono come inter-
sezione di X con 1 piani risp. zy, yz, zz.

ii) Studiare le coniche Coy,Cyz,Cos.

ili) Scrivere equazioni cartesiane delle due schiere di rette che rigano X,

iv) Determinare le due rette di ¥ che passano per il punto Py(1,1,0) di .

Soluzione. »
i) Risulta immediatamente:

22—y’ =z ) 2 —y?=y el—y?=2
CW'{Z:O o Gy {a::O o Can {y=0 '

ii) Dalle equazioni di C,y sia ha subito che essa & una conica semplicemente degenere,
che si spezza nelle due rette r; : 2 — y = 0,z=0er;:z4+y=202=0. Dalle
equazioni di Cy, si ha invece subito che essa & la parabola y? = —z,& = 0 con asse
Passe z, vertice nell’origine e concavita verso il basso. Similmente Czz € la parabola
22 = z,y = 0 con asse ’asse z, vertice nell’origine e concaviti verso ’alto .

iii) L’equazione cartesiana di © pud anche scriversi nella forma: (z4+y)(z~y) = 2, che
si presta a individuare le due schiere di rette. Infatti quest’ultima equaszione pud essere
ottenuta eliminando il parametro #; (o, rispettivamente t2) tra ognuna delle coppie di
equazioni cartesiane:

Yy=1igz

{ r—y=t
ta(z+y)

,  rispettivamente { =
z=t(z+y) 1=

Pertanto, al variare dei parametri ¢;,t, € R tali sistemi descrivono le due schiere di
rette che rigano I.

iv) Le due rette di ¥ che passano per Py(1,1,0) appartengono all’una e all’altra schiera
si ottengono sostituendo nelle equazioni delle due schiere le coordinate di FPy. Siottiene
in questo modo rispettivamente t; = 0 e ¢y = % Le equazioni delle due rette richieste

sono quindi:

{m—y:O . z—y)=1=2
z=0 ! z+y=2 )

Esercizio 2. Spazio vettoriale reale V di dimensione tre, dotato di prodotto
scalare < , >. Base ortonormale B = (71,75, 73). Sia assegnato I’endomorfismo
F:V — V definito dalla formula:

F(0) = (21 — @2 + 223)01 4 (=21 + 29 — 223) T2 + 2(2; — 29 + 223)75,



essendo ¥ = x17) + 22Uy + £37s3.

i) Scrivere la matrice 4 associata a F nella base B.

ii) Verificare che l’operatore F' & autoaggiunto.

iii) Determinare una base ortonormale di V formata da autovettori di F.

Soluzione.
i) La matrice associata ad F nella base ortonormale B é:

1 -1 2
A= -1 1 -2 ],
2 -2 4

ii) Essendo la matrice A simmetrica e B una base ortonormale, si ha che ’endomorfismo
F & autoaggiunto.

1-x -1 2
iil) L’equazione caratteristica di F' &: det (A—AI) = det -1 1-X =2 =

2 -2 4-2

—A% 4+ 6A% =0, da cui gli autovalori A; = 0 con molteplicits algebrica 2 e A3 = 6 con
molteplicita algebrica 1.
L’autospazio V; & dato dalle soluzioni del sistema: z; — 25 + 223 = 0, —z; + 25 —
2.’63 = O 2$1 bl 21‘2 -+ 4:1173 = O ed & qu1nd1 % = {tl(vl -+ ’Ug) +t2< 21)1 + v3)}t1 t2€ER-

Una base di Vy & costituita dagli autovettori @) = ¥ + Ty, Wy = —27; + v5. Tale
base non & ortogonale p. es. < Wi, Wy >= —2. Applicando il procedimento di
Gram-Schmidt si ottiene la base ortogonale costituita dal vettori @y = W; = ¥ -+ ¥,
Uy = Wy — -2%::3—1‘;— iy = —27; + U3 + 2(01 + ¥y) = —¥; + Uy + U3. Normalizzando tale
base ortogonale 51 ha la base ortonormale di autovettori di Vy costituita dai vettori
i = 2(01 + ), \/5(—111 + Uy + U3).

L’altro autospazio Vs ¢ dato dalle soluzioni del sistema: —5z; — 25 + 223 = 0, —z1 —
92y — 223 = 0,2z — 223 — 223 = 0, ed & quindi Vg = {t(¥) — T2 + 2v3)}t€R Una base
ortonormale di V5 ¢ costituita dal solo vettore @ = ——(v1 — Uy +273), che ¢ ortogonale
a Vo. Una base ortonormale di V ¢ allora costituita da uy, iy, Us.

Esercizio 3. Piano euclideo E? - RC(0;1, 7).
Sia assegnata ’applicazione f : E? — E? di equazioni
V3 1.1, 1 3
2

z =T:c—--2-y+-2-, y —§$+

oS

y—.

i) Verificare che f & una rotazione e determinarne il suo punto fisso C, centro di
rotazione.

ii) Determinare ’angolo 6, 0 < 8 < 27, della rotazione.

iii) Considerata la retta r : y — 1 = 0, scrivere I’equazione cartesiana della retta

= £(r).

Soluzione.

S

= “’[&N!H
N—

i) La matrice associata ad f rispetto a RC(O; i ;) A= ( 2 , che si verifica

1
2
subito essere ortogonale con determinante 1. Ne segue che f & un’isometria diretta.



Da A # I si trae che £ non & una traslazione ed & quindi una rotazione. Le equazioni
che danno le coordinate del centro di rotazione C sono:

TR tTYT Yy VEFEt Y-

le cui-soluzioni forniscono C = ( % +1,3).

i ¥ 1 cos% —sinZ . . , . .

ii)Da A = 2 ;ﬁ = .8 2 |, si ha subito che ’angolo di rotazione
‘ % 23 sin cos %

ef=1.

iii) La retta r passa per il centro di rotazione C, e quindi la sua trasformata r’ = f(r)

passa ancora per C. Essendo r parallela all’asse z, e supponendola con la stessa

orientazione di tale asse, si ha che % € angolo formato da r e ' (quest’ultima orientata

verso lalto). Dunque il coefficiente angolare di r’ & tan = ﬁ e la sua equazione &

P — 1 0
r Y= e

Esercizio 4. Piano proiettivo reale P(V). Coordinate omogenee (zo, 21, z2).

Sia assegnata la conica
C: :cg - 2z0zy — 22125 + xg =0.

i) Verificare che C & una conica generale a supporto non vuoto.

i) Determinare un opportuno sistema di coordinate proiettive omogenee (zf,z},z5)
rispetto a cui C ha equazione canonica proiettiva e scrivere tale equazione.

Soluzione.
I -1 0
1) La matrice associata alla conica Cé A= | -1 0 =1 ed essendo A = det
0 -1 1

A= -2#0, la conica C & generale. Un puntodi C & p. es. P(2,1,2), e quindi C & a
supporto non vuoto.

ii) La forma quadratica g associata all’equazione di C & ¢ = 22 — 2z¢z; — 22125 + 22,
La forma bilineare simmetrica polare di g &b = 2oyo—Toy1 — 1Yo — T1Y2 — ToY +z9ys.
Un vettore non isotropo per b & p. es. wy = (1,0,0), essendo ¢(1,0,0) = 1. Risulta
wi tzo—z=0e quindi wi := {(t1,%1,%2}4; 1,er. Un vettore non isotropo di wg
e p. es. wy = (0,0,1); infatti risulta 9(0,0,1) = 1. Si ha poi w¢ Nwi : 2o — 1z =
0,—21 +2; = 0. Dunque wy Nwi = {(¢,¢,t))}ser. Posto w, = (1,1,1) risulta che

B' = (wo, w1, ws) & una base b-ortogonale. Essendo g(wo) = 1,q(w1) = 1,q(wq) = =2,
si ha che rispetto alla base B’ = (vo = wo,v] = wy,v} = -\’%) Pespressione di ¢

deve risultare canonica. Per ottenere esplicitamente tale equazione canonica poniamo
B = (vo,v1,v2) con vy = (1,0, 0),11)1 = (0,1,0),v; = (0,0,1), da cui la relazione
1
B"=BM,essendoM =| 0 0 . Le formule di trasformazione di coordinate
01
proiettive omogenee sono dunque date dalla relazione matriciale X = MX', ovvero
Ty = TH+ ﬁmg, T = %m’z, Ty =zi+ \/fo’z Sostituendo queste ultime trasformagzioni
nell” equazione di C si ottiene facilmente 'equazione canonica (z5)*+(z})? = (25)? =0,
in accordo con il fatto che C & generale a supporto non vuoto. '

SHS-S
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Esercizio 1. Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione 4, con base B = (vi,va, Vs, v4). Sia
assegnata la forma quadratica ¢: V — R. che a v = z1vy + 22vy + 23v3 + 24v4 € V associa,

q(v) = —4z] + 4e123 + 25 — dzaw4 — 2] + 4af.
(a) Scrivere la matrice associata a g rispetto alla base B e determinare il rango di ¢.
(b) Determinare ’espressione della forma, bilineare simmetrica b: V x 'V — R polare di ¢.

(¢) Determinare una base di V rispetto alla quale ¢ abbia forma canonica e scrivere tale forma.
(d) Dalla forma canonica di ¢ dedurre gli indici di positivitd, negativity e nullita di g¢.

Soluzione. (a) La matrice associata a g rispetto alla base B &

Infatti si ha g(v) = x*Ax. Il rango di A, e dunque quello di ¢, & 2.
(b) La forma bilineare simmetrica b: V x V — R polare di ¢ & data da

b(v,w) = x* Ay = —dzys + 2x1y3 + 2x3y1 + Toy2 — 2@ays — 2xT4y2 — 2ays + ATays,
dove x* = (z1,Z2,%3,24) e y* = (41,2, ya,y4) sono, risp., le coordinate di v e w nella base B.
(c) Presentiamo due metodi alternativi per trovare una base di V ortonormale,
Primo metodo. Un vettore non isotropo &, ad esempio, wi = vi, essendo ¢(v1) = —4 # 0. Risulta

wi: —dzy + 223 = 0, ovvero 2z; —x3=0.
Lo spazio delle soluzioni di tale equazione cartesiana & {(A, g2, 2\, ) ¢ A, g, v € R}. Dunque
wim = {A(V1 +2v3) + pvs + vy A p,v € R} = Span(vy + 2va, v, Va).

Un vettore non isotropo di wi- &, ad esempio, wa = v3, essendo g(v2) =1 # 0. Si ha

1 1, 2z —23=0,
wi Nwy {m2—2m4=0.

Essendo {(\, 24, 2X, ) :+ A\, pp € R} lo spazio delle soluzioni di questo sistema, risulta
winwy = {A(vi+2va) +p(Ova+va) : L p € R} = Span(vi + 2v3, 2va + v4).

Poiché il rango di b & 2, si ha che ogni vettore di W = wi Nwj & necessariamente isotropo. Dunque
la forma bilineare ' = b|wyw @& la forma nulla ed ogni base di W & ortogonale rispetto a b. Una
base di W & data, ad esempio, dai vettori (isotropi) w3 = vi + 2v3 e wy = 2vs + v4. Allora una
base ortogonale di V & data da (w1, w2, W3, w4) = (V1, Ve, Vi + 2vs, 2va + V4).

Secondo metodo. Un vettore non isotropo & wi = vi. Il vettore wa = va & non isotropo e ortogonale
aw; e, esssendo g(vs) =1 # 0 e b(vi,v2) = 0. Ora, essendo 2 il rango di b, si ha che tutti i vettori
di W = wi N'wjy sono isotropi. Tra questi, due indipendenti si possono ottenere togliendo a v3 e
a vy4 le loro componenti parallele a wi e ws. Si ottiene, rispettivamente,

b(va, wi) b(va, w2) 1 .

! = vy — ) — 2 y = - =2 5= 2
Wi =V3 B(wa, w1) 1 B(wa, wa) ) V3+2V1, scegliamo allora ws = 2wj = vi + 2vg,
Wa= V4 — b(va, w1) b(va, ws) Wy = V4 + 2va,

b(wi,wi1)  b(wa,wo)

arrivando alla stessa base ortogonale trovata con il primo metodo.




Infine, essendo g(wi) = —4 < 0, g¢(w2) =1 > 0, g(ws) = 0 e g(w2) = 0, una base B’ rispetto alla
quale g abbia forma canonica & data dai quattro vettori

Wo Wi 1
W= =V, W= ——————=—Vj, U3=W3=Vi+2Vy e uy=wy=2vs+vy.
q(w2) ' V—a(w:) 27

Allora la forma canonica di g & data da ¢(v) = (z})? — (z3)?, dove v = zju; + 2hus + zhus + zjhus.
(d) Gl indici di positivitd, negativitd e nullith di ¢ valgono, ripettivamente, 1, 1 e 2.
Esercizio 2. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione 3 con base B = (vi, vz, Vvs). Sia assegnata
la forma bilineare simmetrica f: V x V — R, definita da
f(v,w) =2z1y1 — 212 — T1Y3 — Tay1 + T2y2 + Tays — T3Y1 + T3ye + 2z3y3,

dove v =z1vy +22v2 + £av3 € W = y1V1 + y2va + yava.

(a) Verificare che f & definita positiva, ovvero che & un prodotto scalare.

(b) Scrivere P’espressione di ||v||?> in termini delle coordinate di v rispetto alla base 8.

(¢) Determinare una base ortonormale, applicando il procedimento di Gram-Schmidt a B.

(d) Considerato il sottospazio vettoriale U = Span(vi, v2) di V, determinare il vettore Py(v),
proiezione ortogonale di v su U, essendo v = vi + v +vs.

Soluzione. (a) La matrice associata ad f rispetto alla base B &

2 -1 -1
A=1{-1 1 1
-1 1 2

Infatti si ha f(v,w) = x* Ay, dove x* = (21,22, 23) e ¥ = (y1, ¥2, ¥s).

La forma bilineare f ¢ definita positiva se e solo se lo & la sua matrice associata A. Ma questa &
definita positiva, essendo strettamente positivi gli elementi sulla diagonale principale, i tre minori
principali di ordine 2 (che valgono, rispettivamente, 1, 3 e 1) e il determinante (che vale 1).

(b) D’ora in avanti scriveremo, per comoditd, f(v, w) = (v, w). Risulta immediatamente

”"“2 =({v,v) = x'Ax = 233? — 2z12 — 22123 + mg + 2x923 + 2a:§.

(¢) 11 procedimento di Gram-Schmidt applicato a B da la base ortogonale costituita dai vettori
W1 =V,

1
_fvywy L,

W2 =Va (w1, wi) 2

—wn va,wa) o (va,wa) 1, 121 -
WEEVS T W) (wz,wz}‘m*‘rﬁ-zv1 1/2k2\’1+v2 STy

Normalizzando questa base ortogonale si ottiene una base ortonormale (u1,u2,us):

llwlllzmzﬁ = ul:ﬁgﬁ:%‘ivl,

2 2
wall = V= 9 > = = s B,
lws]l = /{wa,wa) =1 = u3=w3=—Vvz+Vs.
(d) Essendo (ui,us) una base ortonormale di U = Span (vi,v), risulta

Py(v) = {vyu)ui + {(v,uz)us

2
= <V1 + v2 + vs, 1/2—§V1>\/T§V1 + <V1 +va+vs, —\-/2—5‘/1 + \/§V2> ('\2__\’1 + \/§V2)-

11 primo prodotto scalare vale 0 (vi+va+vs & ortogonale a v1), mentre il secondo vale +/2. Dunque

Py(v) = ﬁ(gw + \/§Vz) =v; +2va.



Esercizio 3. Nel piano euclideo, con riferimento cartesiano RC(O,1,j), si considerino i quattro
punti P(2,0), Q(1,0), R(0,1) ed 5(0,2).

(a) Verificare che P, Q, R ed S appartengono ad una stessa circonferenza C, e scrivere I'equazione
cartesiana di C.

(b) Determinare su C, nell’arco tra P ed S che non contiene Q ed R, i punti distinti A ¢ B tali
che i pentagoni PQRSA e PQRSB abbiano area 7/2.

(c) Determinare il centro C della circonferenza C e il punto ¢’ simmetrico di C rispetto alla
retta r passante per i punti Q ed R. :

(d) Scrivere 'equazione cartesiana della circonferenza C’, simmetrica di C rispetto alla retta r.

Soluzione. (a) Sostituendo le coordinate dei punti P, @, R ed S nella generica equazione della
circonferenza x* + y® + ax + by + ¢ = 0, si ottiene il sistema

4+2a+c=0,
l1+a+c=0,
1+b+c¢=0,
442+c=0,

che & compatibile con soluzione (a,b,c) = (—3,—3,2). La circonferenza C ha dunque equazione
2?4+ y*—32—3y+2=0.

(b) Come si vede facilmente PQRS & un trapezio isoscele (vedi Figura 1). La sua area si calcola
facilmente come differenza tra 'area del triangolo OPS, che vale 2, e quella del triangolo OQR,
che vale 1/2. Dunque P'area di PQRS & 3/2. Quindi i punti A ¢ B richiesti sono tali che ’area dei
triangoli PSA e PSB abbiano area 7/2 — 3/2 = 2. Per determinarli, imponiamo al generico punto
Py(mo,y0) del piano di appartenere a C (z§ + Y8 — 3o — 3yo + 2 = 0) e di verificare la condizione

Area(PSP,) = %UTI% A T’gl =2, ciod |P_P—c§ A Fgl =4,
L’espressione analitica del prodotto vettoriale fornisce quindi la condizione
%o Yo—2
det ( 9 —9 )

ovvero [zg + 4o — 2| = 2. Si ottengono cosi due sistemi di equazioni nelle incognite zo e yo:

=4,

23 +y¢ — 30— 3ya +2 =0, o 224+ y2 —3w0—3yo+2=0,
zo+yo=4 zo+ %y = 0.

11 secondo sistema & privo di soluzioni reali (la retta y = —z non interseca la circonferenza C),
mentre il primo sistema ha due soluzioni: (1,3) e (3,1). Inoltre, affinché Py appartenga all’arco
richiesto, deve essere zo +yo > 2, condizione che i punti (1, 3) e (3, 1) verificano. Dunque i due punti
richiesti sono A(1,3) e B(3,1), intersezioni della retta x +y = 4 con la circonferenza C (Figura 2).

A A
Yy Y
C
Po
S
) N\
o] QR r z

Figura 1. Figura 2.



(c) 1l centro di € & C(3/2,3/2) e la retta r ha equazione z + y = 1 (vedi Figura 3). La retta s
passante per C e perpendicolare ad r ha dunque equazione z — y = 0. Il piede della perpendicolare
ad r condotta da C' & il punto H di intersezione tra 7 ed s, dunque H(1/2,1/2). Osserviamo ora
che H & il punto medio tra C e il suo simmetrico C” rispetto alla retta r. Dunque

o+ +
oy = (‘2 LA szyo 23/0‘,

da cui segue T = 25 — T¢ = —1/2 e yor = 2yx — yo = —1/2. Quindi ¢’ = (-1/2,-1/2).

rre4y=1

Figura 3.
(d) Il raggio di C' & lo stesso di C, quindi il suo quadrato vale CP % = 5/2. Allora C' ha equazione

:c+1 2+ —i—1 2_§ ovvero X+ ¢tz +y—2=0
k D) \3/ 3] =9 Y Y .

Esercizio 4. Nello spazio euclideo, con riferimento cartesiano RC(O, 1, j, k), si considerino le rette

{w=z+1, {w:—z+2,
r: ed s:
y==z y = 3z.

(a) Verificare che le rette r ed s sono sghembe.
(b) Determinare il coseno dell’angolo acuto formato dai loro vettori direttori.

(¢) Scrivere le equazioni della retta ¢ incidente e perpendicolare ad entrambe le rette r ed s.

(d) Determinare la distanza tra le rette r ed s.

Soluzione. (a) Ricordiamo che la condizione di complanarity tra due rette rappresentate con
equazioni cartesiane ridotte del tipo

z=lz+p, z=lz+p, - p-o\_
{y:mz+q e {y:m’z-{»q’ ¢ data da  det m-m' q—g =0

Tale determinante, calcolato per le rette r ed s, vale —2 # 0, e pertanto r ed s sono sghembe.

(b) I vettori direttori di r ed s sono, rispettivamente, v, = (l,,m,n,) = (1,1,1) e vy = (~1,3,1).
Allora, il coseno dell’angolo acuto 8 tra v, e v, vale

coso_: |<vas>‘ :'—1+3+1|= i.
[rvall vl ERH! V11

(c) Presentiamo due metodi alternativi.

Primo metodo. Scriviamo le equazioni cartesiane ridotte della retta ¢:

" z=1z+p,
“ly=mz+q.




Per quanto ricordato in (a), le condizioni di complanarita di ¢ con 7 ed s danno, rispettivamente,

det(l—1 p~1) =0 e det(l+1 p—2) =0,

m—1 q m =3 q

ovvero gl —1)—(m—1)(p—1) =0 e g(l + 1) — (m — 3)(p — 2) = 0. D’altra parte, le condizioni
di perpendicolarita di £ con r ed s si traducono, rispettivamente, nelle equazioni I +m+1 =0e

—~1+3m+1 = 0. Queste ultime due equazioni danno ! = m = —1/2. Sostituendo nelle prime due
equazioni, si ottiene p = 15/8 e ¢ = 7/8. Dunque la retta ¢ ha equazioni cartesiane

.| 8z +4z =15,
b {8y+4z=7. )

Secondo metodo. 1l fascio di piani per » ha equazione A(z — z — 1) + u(y — #) = 0, ovvero
Ae+py+ (—A—p)z—A=0. (2)

Tra questi, il piano o parallelo ad s & quello per cui (A, pu, —A — p) L (—1,8,1), condizione che
da A = p. Quindi @: 2 +y — 22z = 1. Analogamente, il fascio di piani per s ha equazione
v(z+ 2 —2) +x(y — 32) = 0, ovvero

ve+xy+ v -3x)z—2v=0. 3)

Tra questi, il piano o' parallelo ad r & quello per cui (v,x,v — 3x) L (1,1,1), condizione che di
v=1x Quindi o/: £ +y— 2z = 2. T piani @ ed o' contengono, rispettivamente, le rette r ed s e
sono paralleli tra loro, entrambi perpendicolari al vettore (1,1, —2).

Tra i piani per r (equazione (2)), il piano 8 perpendicolare ad «, quindi parallelo al vettore (1,1, —2)
& quello per cui (A, p,—A — p) L (1,1,—2), condizione che d& A = —p. Quindi g: z —y = L
Similmente, tra i piani per s (equazione (3)), il piano 8’ perpendicolare ad o & quello per cui
(vyxs—v — 3x) L (1,1, —2), condizione che di v = 7y. Quindi 8": Tz +y + 4z = 14.

La retta ¢ ¢ allora 'intersezione dei piani 8 e 8’

. z—y=1,
t'{7w+y+4z=14. )

{Nonostante le equazioni per ¢ ottenute in (1) e (4) non si somiglino affatto, queste rappresentano
la stessa retta, infatti la prima equazione di (4) & la differenza tra le due equazioni di (1), mentre
la seconda equazione di (4) & la combinazione lineare di queste con coefficienti 7/8 e 1/8.)

(d) Le coordinate dei punti R, intersezione di r e ¢, ed S, intersezione di s e 1, si ottengono
risolvendo i rispettivi sistemi lineari e si ha R(19/12,7/12,7/12) ed 5(7/4,3/4,1/4). Allora

dist(r, s) = dist(R, §) = \/(211"219)2 + (9{5—7>2 + (%')2 - %
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Esercizio 1. Nel piano euclideo ordinario B2, con riferimento cartesiano RC(O, 1, ), si consideri
’applicazione f: E? — B? definita da f(z,y) = (z',4'), con
{ @' = (-2v3+y+1)/2
Y =(z+yv3+v3-2)/2

(a) Verificare che f & una simmetria ortogonale rispetto ad una retta.
(b) Determinare 'equazione cartesiana dell’asse di simmetria.

(c) Determinare ’equazione cartesiana della retta r, immagine tramite f dell’asse y.

Soluzione. (a) La matrice asociata ad f nel riferimento cartesiano assegnato &
A= —V3/2 2
T\ 172 VB2

Come si verifica facilmente, A & ortogonale ¢ si ha det A = —1, ciot A € 0(2) \ SO(2). Allora f &
un’isometria inversa. Cerchiamo i punti fissati da f, che si ottengono risolvendo il sistema

{m—_—(-a:\/§+y+1)/2, svvero {(H\/g)gc_y:l’
y=(r+yv/3+v3-2)/2, z—(2-V3ly=2-+3

Le due equazioni sono proporzionali (la seconda & 2 — /3 per la prima), dunque f ammette punti
fissi. Allora, per il teorema di Chasles, f & un’isometria ortogonale rispetto ad una retta.

(b) L’asse di simmetria di una riflessione f & luogo dei punti fissati da f. Quindi ciascuna delle
due equazioni del precedente sistema rappresentano tale retta, che ha quindi equazione

y=Q+ Vo1

(¢) Due punti dell’asse y sono, ad esempio, O = (0,0) e P = (0,1). La retta r, immagine tramite f
dell'asse y, & dunque la retta passante per i due punti O’ = f(0) e P' = f(P). Si ottiene

Dunque Pequazione di r &
e-1/2 _ _ y-(/3-2)/2
1-1/2 3-1-(V3-2)/2'

ovvero
riy= V3 -1,




Esercizio 2. Si consideri la matrice simmetrica reale

1 0 0 1
0 110
A~0110
10 0 1

(a) Determinare gli autovalori di A con le relative molteplicitd algebriche e geometriche.
(b) Determinare una base ortonormale B = (u1,uz, us, us) di R* formata da autovettori di A.

(c¢) Mostrare che la matrice ortogonale C di passaggio dalla base canonica (e1, ez, es,e4) di R*
alla base B', ottenuta da B riordinando opportunamente i suoi vettori, ¢ il prodotto di due
matrici C; e Cy che inducono rotazioni rispettivamente sui piani 124 e zazs di R*.

(d) Determinare gli angoli orientati delle rotazioni nei piani £124 e 223 individuate da C) e Ca.

Soluzione. (a) Calcoliamo il polinomio caratteristico di A:

1-A 0 0

1
pa(N) = det g 1;" liA g \=(A—1)4—2(A—1)2+1=[()\—1)2—1]2.
k 1 0 o0 1-,\)

Dunque gli autovalori di A sono A1 = 0 e A2 = 2, entrambi con molteplicitd algebrica 2.

Gli autospazi F(0) ed E(2) hanno entrambi dimensione 2, essendo descritti, rispettivamente, da

1+ x4 =0, e 1 —24 =0,
Zo+2x3=0 zo — 23 = 0.

Quindi entrambi gli autovalori hanno molteplicitd geometrica 2. Osserviamo che la coincidenza tra
molteplicita algebriche e geometriche dei due autovalori implica il fatto che A & diagonalizzabile.

(b) Si ha E(0) = Span((1,0,0,-1),(0,1,-1,0) e E(2) = Span((1,0,0,1),(0,1,1,0)). Inoltre i
quattro vettori vi = (1,0,0,-1), vo = (0,1,~1,0), va = (1,0,0,1) e v4 = (0,1,1,0) sono a due a
due ortogonali. Quindi (v1,v2,vs,v4) & una base ortogonale di R* formata da autovettori di A.
1 vettori vi, v2, va e v4 hanno tutti norma /2 e normalizzandoli otteniamo

1 1 1 1 1 1 1 1
w=(Jp00-75) w= (07 750) w= (700 75) w= (07 750)
La base B = (u1,u2,u3,u4) & una base ortonormale formata da autovettori di A.
(¢) Se poniamo B’ = (u1,us, us, u3), la matrice di passaggio dalla base canonica a B’ &

1/V/2 0 0 1/V2
C= 0 1/vV2 1/vV2 0
oo -2 12 0
~1/v2 0 0 1/V2

Si ha allora C = C;Cs, dove

1/V/2 0 0 1/V2 10 0 0
C_{ 0 10 0\ C_(o 1/vV2  1/V/2 o)
T o0 01 0 ¢ M=o 1T 1VE 0

\_.1/«/5 00 1/\/5} 0 0 0 1

Le matrici C; e C» inducono evidentemente rotazioni sui piani z124 € x223, rispettivamente.

(¢) Essendo 1/4/2 = cos(—n/4) e —1/+/2 = sen(—w/4), si ha che I'angolo orientato di entrambe le
rotazioni associate alle matrici C; e Co, rispettivamente sui piani 124 e zozs, & di —7/4.




Esercizio 8. Nello spazio proiettivo P%, con coordinate omogenee [zo, x1, #2, %3], si considerino

Jro+m =0, CJrot+a2=0, fmo+m3=0,
r1.{$2+$3=0, r'{$1+$3=0 ed ri: 1+ 22 =0.

(a) Verificare che le rette r1, 72 ed 73 sono a due a due incidenti, determinando le coordinate
omogenee dei punti di intersezione A =ri Nry, B=riNrseC=raNrsa.
{b) Scrivere ’equazione cartesiana del piano m contenente le rette 71, 72 ed r3.

(c) Siano o, 8 e «y i piani di P§ le cui equazioni cartesiane hanno come coefficienti le caordinate
omogenee dei punti A, B e C, rispettivamente. Verificare che i piani «, § e - si intersecano
in un punto P, determinando le sue coordinate omogenee.

(d) Interpretare, in termini della dualitd in P}, la coincidenza tra le coordinate omogenee di P
e 1 coefficienti dell’equazione cartesiana di .

Soluzione. (a) Le coordinate dei punti di intersezione si trovano risolvendo i seguenti sistemi:

zo+x1 =0, x4+ 21 =0, zo+ 23 =0,

L J o2tz =0, )zt =0, L) z+re3=0,
riNry: Zo+ 32 =0, riNrs: Zo+ 13 =0, e raNr3: o+ 33 =0,
x1+ 23 =0, z1+ x5 =0 z1 4+ x9 = 0.

Tutti e tre i sistemi ammettono soluzioni non nulle, dunque le rette 71, 72 ed 73 sono a due a due
incidenti. Risolvendoli si ottiene 4 = [1,~1,~1,1], B=[1,-1,1,-1]e C' =[1,1,-1,-1].

(b) Il piano 7 contenente le tre rette & il piano passante per A, B e C. La sua equazione &

To 21 Z2 3
t -1 -1 1
1 -1 1 -1
1 i -1 -1

det

ovvero
w: 2o+ 21+ 22+ 23 =0.

(c¢) Dalla definizione dei piani @, 3 e «y si ha
atwo—z—z2+23=0, PBrro—zi+ze—23=0, yizo+z1—22—23=0

Le coordinate omogenee di P = a N BN+ sono le soluzioni non nulle del sistema lineare omogeneo
formato dalle precedenti tre equazioni. Queste si ottengono, ad esempio, considerando i minori a
segni alterni della matrice dei coefficienti del sistema. Si ha dunque P =[1,1,1,1].

(d) 1 piani o, B e v si P§ possono essere identificati con i punti 4’, B' e C' dello spazio proiettivo
duale, che hanno come coordinate omogenee i coefficienti delle equazioni di o, 3 e 7, rispettivamente.
Quindi A’ = [1,~1,-1,1], B’ = [1,~-1,1,~-1] e ¢' = [1,1,~1,~1], ovvero A, B' ¢ ¢ hanno le
stesse coordinate dei punti A, B e C. Allora il punto P = a N B N+~ corrisponde, nella dualita, al
piano generato dai tre punti A’, B' e C’, che per quanto visto nel punto (b) ha nelle coordinate
dello spazio duale la stessa equazione del piano 7. A conferma di ¢id osserviamo che le coordinate
omogenee del punto P coincidono con i coefficienti dell’equazione cartesiana del piano .




Esercizio 4. Nel piano affine reale A?, con piano vettoriale associato V e riferimento RA(O, 1, j),
si consideri la conica di equazione

C: 62° + 6zy + 6y° + 63 +6y+1=0.

(a) Determinare il tipo affine di C e, se esiste, determinare il suo centro di simmetria.

(b) Sia ¢: V — R la forma quadratica associata ai termini di secondo grado che compaiono
nell’equazione di €. Determinare una base B’ = (¥,§’) di V che diagonalizzi g.

(¢) Scrivere l'equazione cartesiana di C rispetto al riferimento RA(O, 1, j').

{(d) Determinare un opportuno riferimento affine rispetto al quale 'equazione di C assuma la sua
forma canonica affine e scrivere tale equazione.

Soluzione. (a) La matrice associata alla conica C &

1 38 38
A= 316 3 ’
3(3 6

dove abbiamo evidenziato la sottomatrice Ao associata alla parte quadratica della sua equazione. Si ha

det A=—27#0 e detAy=27>0,

quindi la conica C & un’ellisse non degenere. Il centro C si ottiene risolvendo il sistema

3+6z+3y =0, (.1 1
{3+3m+6y=0, dunque C_( 373)

(b) Siha ¢(v) = 652 + 6zy + 6y%, per v = 2i+ yj € V. Sia b: V X V = R la forma bilineare simmetrica
associata a ¢, dunque b(v,v') = 6z’ 4 3zy’ + 3yz' +6yy', per v = zi+yj e v/ = z'i+¢'j € V. Un vettore
non isotropo rispetto a b &, ad esempio, il vettore i, essendo b(i, 1) = ¢(i) = 6 # 0. Lo spazio ortogonale i+
& insieme dei vettori v = zi + yj tali che (v, i) = 0, ovvero tali che 6z + 3y = 0. Dunque si ha

i+ = Span(i — 2§).
Anche il vettore i — 2j & non isotropo, essendo q(i — 2j) = 18 # 0. Se poniamo i’ = i e j/ = i — 2j, abbiamo
che la base B' = (i',j') diagonalizza q.

(¢) La matrice di passaggio dalla base (i, j) alla base (i’,j’) &

(6 %)

quindi le formule di cambiamento di coordinate di vettore dalla base (i,j) alla base (i',j’) sono

z) _ (1 1 ' r= 4+,
(y) - (0 —2) (y’> ovvere {y = -2y
Poiche i due riferimenti affini RA(O, 1,3) e RA(O,{,j') hanno la stessa origine, tali formule danno anche la
trasformazione di coordinate di punto dal primo al secondo riferimento. Effettuando le sostituzioni date da

queste formule nell’equazione di C, otteniamo
C: 6(z')? +18(y')? + 62’ — 6y’ +1=0.

(d) La traslazione del riferimento affine RA(O, ,j') di vettore 07, descritta dalle equazioni

' =g —-1/2,
Y =y" +1/6,

consente di eliminare i termini di primo grado. Sostituendo, otteniamo
C: 6(z")® +18(3")2 -1 =0.
Infine, normalizzando attraverso le formule
2" = 3" /G,

{ y” — ym/3\/§

otteniamo 'equazione canonica affine della conica C:
C: (@) + (v = 1.

Questa, & ottenuta rispetto al riferimento affine RA(C,i"",j""), dove C = (—1/3,~1/3) & il centro e

illl \/é jlll — \/2_

= - i-—
6

ie
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Esercizio 1. Nello spazio euclideo ordinario, con riferimento cartesiano RC(0, 1, j, k), si considerino
ipunti A(1,1,1) e C(2,0,1) elarettar: z =y = 2.

(a) Determinare il piano p passante per i punti A e C e perpendicolare alla retta r.

(b) Determinare su p due punti B e D in modo tale che ABCD sia un rombo di area /3.

Soluzione. (a) Il piano p pud essere ottenuto imponendo al generico piano del fascio di piani di
asse la retta s passante per A e C, la perpendicolaritd con r. La retta s ha equazioni cartesiane

s: {a:+y=2,
z=1

11 fascio di piani di asse la retta r ha equazione cartesiana
z+y—2+k(z—1)=0, ovvero z+y+kz=k+2
La condizione di perpendicolariti con la retta r da k = 1, dunque il piano richiesto p ha equa,ziéne

pizt+y+z=3

(b) Osserviamo prima di tutto che i punti B e D devono appartenere all’asse a del segmento AC
sul piano p. Detto ¢ il piano passante per il punto medio M (3/2, 1/2,1) di AC,sihaa=pnNg.
Essendo AC = (1,—1,0), il piano ¢ ha equazione cartesiana

3 1
q,( _§>_(y—5)_0, ovvero ¢ —y=1.

Allora le equazioni cartesiane della retta a sono

{x+y+z=&
a:
r—-y=1

e le sue equazioni parametriche sono
r=t+1,
a: § y=t, (t € R).
2= =242

Allora il punto generico dell’asse a & P(t + 1,¢,—2¢ + 2). Le lunghezze dei segmenti AC ed MP
valgono, rispettivamente,

=i ed'ﬁﬁ=\/(t_%>2+<__;_)ZH_%H)Q: /3(2t2—22t+1).

Allora I'area del generico rombo sul piano p avente A e C come vertici opposti vale

za-m»:\/ia,/ii&—fiﬂ = 3@ =%+ ),

La condizione sull’area da

V32t -2t +1) =3, ovvero t*—t=0.

Le soluzioni di questa equazione sono ¢t = 0 e ¢ = 1, dunque i punti B e D richiesti si trovano
sostituendo tali valori nell'equazione parametrica di a. Si ottiene B(1,0,2) e D(2,1,0).




Esercizio 2. Sia V uno spazio vettoriale euclideo di dimensione 3, con prodotto scalare (, )e
sia B = (i,]j, k) una sua base ortonormale. Sia assegnato I’endomorfismo R: V — V definito da

. . . 1 . 1 3
R(zi+ yj+ zk) = (—-%—gy— %z)n (?w&- vt %—gz)J+ (Ez— §y+ Zék.

(a) Determinare la matrice associata ad R rispetto a B.
(b) Verificare che R & una rotazione di V.
(c) Determinare l'asse vettoriale W della rotazione R, indicandone un vettore unitario.

(d) Determinare I’angolo convesso della rotazione R.

Soluzione. (a) La matrice associata ad R rispetto alla base B &
0 —v3/2 -—1/2
A=|+3/2 1/4 —3/4].
1/2  —v3/4 3/4
(b) Risulta
0 V3/2 1/2 0 —v3/2 -1/2 10
AA=|-vB/2 1/4 —3/4) VB2 14 —Bial=[0 1 .
-1/2  —3/4  3/4 1/2  —V3/4  3/4 0 0
Inoltre det A = 3/16 + 3/16 +1/16 + 9/16 = 1. Dunque A € SO(3) ed R & una rotazione.

= oo

(c) L’asse W & P'autospazio relativo all’autovalore 1 di R, dunque si ottiene risolvendo il sistema

*az—y\/ﬁ/z—z/2 =0,
{ 2v/3/2 ~ 3y/4 — 2/3/4 =0,
z/2 —yV3/4—2/4 =0,

equivalente a
221/3 — 3y — 2¢/3 = 0,
2z —~yv3—2 =0.

Sommando la prima e la terza equazione, si ottiene £ = 0. Sostituendo z = 0 nelle tre equazioni,
queste diventano tutte equivalenti a y+/3 + z = 0. Dunque

W={yj+zk:yV3+2=0}={t(G-kV3):te R} = Span(j — kv/3).
Un vettore unitario di W &, ad esempio,

i-kv3 _ 1. V3

-kv3 2" 2

{2z+y\/§+z=0,

(d) In generale, per una rotazione R con matrice associata 4, si ha trA = 2 cos p+1l,con0Lp

Nel nostro caso si ha trA = 1, dunque deduciamo cos ¢ = 0, da cui segue ¢ = /2.

Esercizio 8. Nel piano euclideo, con riferimento cartesiano RC(O, 1, ]), sia assegnata la conica
C:22% —day + 2y + 20+ 2y — 1 = 0.

(a) Verificare che C & una parabola (generale).

b) Determinare I’equazione canonica euclidea della parabola C, preferibilmente usando il metodo
3 P
dei seminvarianti metrici.

Soluzione. (a) Risulta

-1 1 1 P
A =det 1 2 ~2]1=-8#0 ed Aoozdet( ):0’
1 -2 2 -2 2

quindi C & una parabola generale.



(b) I seminvarianti metrici dell’equazione cartesiana assegnata di C sono
A=-8, Apn=0 ed I=2+2=4
L’equazione canonica euclidea di C deve essere del tipo
@) -2’ =0 (p>0).

Cid significa che effettuando un cambiamento di riferimento cartesiano opportuno I’equazione di C
diventa p((y')? — 2pz’) = 0, essendo p un opportuno fattore di proporzionalitd non nullo.

I seminvarianti metrici di questa nuova equazione sono
0 —pp O
A=det| -pp 0 0| =-p%% Ah=det <
0 0 »p

Imponendo A’ = A, Aby = Ao ed Z' = Z, otteniamo

0 0\ _ . _
0 p)_o ed I'=0+p=p.

—p°pP=-8, 0=0 e p=4,
da cui segue p* = 1/8, ovvero p = 1/2v/2. Pertanto 'equazione canonica euclidea di C &

ne -'U'_
W) —75'—0-

Esercizio 4. Nello spazio euclideo, con riferimento RC(0, i, j, k). Sia dato il paraboloide iperbolico

oz =327 — 42

(a) Scrivere le equazioni caﬂesia.ne, rispettivamente nelle coordinate (z,y), (z, 2), (¥, 2), delle tre
coniche C1, Cz, C3 intersezione di T rispettivamente con i piani coordinati z =0,y =0, z = 0.

(b) Stabilire per ognuna delle tre coniche C1, Cz e C se si tratta di conica generale, semplicemente
degenere o doppiamente degenere.

(c) Scrivere le equazioni cartesiane delle due schiere di rette che rigano .
(d) Determinare le due rette di £ che passano per il punto P(1/+/3,1/2,0) di X

Soluzione. (a) Le equazioni delle tre coniche richieste si ottengono subito dall’equazione assegnata
di ¥ ponendo in essa nell’ordine 2 =0, y = 0 ed z = 0. Si ha quindi:

C1:32% —4y? =0, Co:2=23z e C3:z=—44°

(b) L’equazione di C; si pud scrivere (zv/3 + 2y)(zv3 — 2y) = 0, dunque C; & 'unione delle due
rette distinte y = £x1/3/2. Si vede immediatamente che Cy e C3 sono parabole non degeneri.
(c) L’equazione cartesiana di & si pud anche scrivere nella forma

z = (av3+2y)(2v3 ~ 2y).

Poiché quest’ultima equazione pud essere ottenuta eliminando il parametro 1 (rispettivamente, t2)
in ognuna delle seguenti coppie di equazioni cartesiane:

Z = t1(x\/§+ 2y), z= t2(‘c\/§ - 2y),
t1 = 2v/3 — 2y, t = 23 + 2y,

si ha che al variare di ¢; e ¢2 in R tali sistemi descrivono le due schiere di rette che rigano .

rispettivamente {

(d) Le due rette di & che passano per P(1/+/3,1/2,0) appartengono all'una e all'altra schiera.
Sostituendo nelle equazioni delle due schiere le coordinate di P si ottiene rispettivamente t1 = 0 e
to = 2. Le equazioni delle due rette richieste sono quindi -

z2=0, . = 2(zv/3 — 2y),
zV/3-2y=0 zV/3+2y=2
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Esercizio 1. Nello spazio euclideo ordinario, con riferimento cartesiano RC(0, i, J, k), si considerino
- _ Jrz+z=0,
il piano p: 2(z+y+2)=1 elaretta T'{y+z\/(—i=1.

(a) Determinare I'equazione cartesiana del piano ¢ passante per Porigine O e perpendicolare ad r.
(b) Determinare la distanza di O da r.

(c) Calcolare 'angolo acuto ¢ formato dar e p.

(d) Calcolare 'angolo acuto 8§ formato dai piani p e g.

(e) Determinare il versore della retta r orientata verso l'alto.

Soluzione. (a) Le equazioni parametriche di 7 sono

z=—1

T =1,
r:{y:l—i»tx/é, (teR)

quindi i parametri direttori di r sono, ad esempio, (I, m,n) = (1,\/'6,—1). Dunque il piano ¢
passante per O e perpendicolare ad r ha equazione cartesiana

q:x+y\/(—i—z=0.

(b) 11 piede della perpendicolare condotta da O su r & il punto H = rNgq. Allora le coordinate del
punto H si ottengono risolvendo il sistema

c+2z=0,
y+2/6=1,
z+yv/6—2=0,
che fornisce z = —/6/8, y = 1/4 e z = 1/6/8. Dunque H(—/6/8,1/4,1/6/8) e si ha

asio) a0, 1) =1 (-2) + (1) + () = F 4+ S=1i=

() Un vettore ortogonale a p & i+ j+ k e un vettore parallelo ad r & i + jv/6 — k. Allora

[G+i+ki+iv6-k) _ [1+v6-1 _1 . .
seny = —— — = = - qumdl =
=it 4k Hrive-K|  v3vE 2 4

oA

(d) Poiché ¢ & perpendicolare ad r, si ha

cos&:sencp:-;—, quindi 9:%.

(e) I versori che hanno la direzione della retta r sono

i+jv6-k 1 s V2, V3. 2
= g ve - =+ (P - ).

L'orientazione verso I'alto implica che la terza coordinata sia positiva, dunque il versore richiesto &

4




Esercizio 2. Sia V uno spazio vettoriale euclideo di dimensione 4, con prodotto scalare { , ), e
sia B = (V1,Va, V3, V4) una sua base ortonormale. Sia F: V — V endomorfismo definito da

F¥)=v—(v,v2+ va) (Ve +v4)

(si noti che a secondo membro ci sono due parentesi angolate seguite da due parentesi tonde).

(a) Determinare la matrice A associata ad F' rispetto alla base B.
(b) Verificare che F & un endomorfismo simmetrico.

(c) Determinare una base ortonormale di V costituita da autovettori di F.

Soluzione. (a) Risulta

(vi,va+vy) =0 = F(vi)=vy,
(vo,va+va) =1 = F(v2)=va—{(v2 +v4) = -y,
(va,va+va) =0 = F(vs)=vs,
(va,va+va)=1 = F(vi)=va—(vat+va)=-Va

Dunque la matrice associata ad F rispetto alla base B &

1.0 0 0
o o o -1
A4=19 0 1 o0
0 -1 0 0

(b) Llendomorfismo F' & simmetrico, essendo simmetrica la matrice A ad esso associata.

(c) 1l polinomio caratteristico di F &

1-Xx 0 0 0

det g —0/\ '1?->\ _61 = (1= NN =N - (=N = - A +1),

0 -1 0 =2

dunque gli autovalori di F sono A1 = —1, con molteplicitd algebrica 1, e A2 = 1, con molteplicitd
algebrica 3. I rispettivi autospazi V-1 e V1 sono dati dalle soluzioni dei sistemi omogenei

2z1 =0, 0=0,
L) z2—24=0, . —z9 —24 =0,
V-1t 4 9gs =0, e Viiq g=g,
—zy+z4=0 —zs — 24 = 0.

1 sistemi hanno risp. soluzioni {(0,%,0,%) : £ € R} e {(t1,%2,13, —t2) : t1,%2, 3 € R}, dunque
V_1=Span(vs+v4) e Vi=Span(vi,Vvs—Vs,Vs).

Allora una base ortonormale di V-1 & costituita dall’autovettore v, = (v + v4)//2, ¢ una base
ortonormale di V1 & costituita dai tre autovettori vh = vi, v4 = (va — v4)/v/2 e V4 = va. Inoltre
sappiamo che, in generale, ad autovalori distinti corrispondono autovettori ortogonali. Dunque una
base ortonormale di 'V formata da autovettori di F & B’ = (v}, v, v3,v4).

Esercizio 3. Si consideri lo spazio affine ordinario ampliato, con riferimento RA(O,i, j, k) e
coordinate affini omogenee (2o, £1, 2, 23), tali che & = £1/T0, y = Ta/zo € z = £3/To.

(a) Verificare che i tre punti Po(1,~1,0,0), P1(0,1,1,0) e P» (0,1,1,1) sono in posizione generale,
ovvero che sono linearmente indipendenti, e determinare I'equazione cartesiana omogenea e
le equazioni parametriche omogenee del piano p da essi individuato.

(b) Determinare le equazioni cartesiane omogenee e le equazioni parametriche omogenee della
retta r passante per i punti Qo(0,1,—1,0) e @1(0,1,1,1).

(c) Determinare le coordinate affini omogenee del punto A=pnr.




Soluzione. (a) Risulta

1 -1 0 0
rglo 1 1 0)=3
01 11

dunque i punti assegnati sono linearmente indipendenti. L’equazione cartesiana del piano p &
g1, .

ro 1 T2 I3

1 -1
det 0 1 (1) g =0, ovvero p:zo-+x1—z2=0
0 1 1 1

Le equazioni parametriche di p si possono ottenere, ad esempio, imponendo che la prima riga della
precedente matrice sia combinazione lineare delle altre tre:

To =t1,
. ) mi=—t1+ 12+,
PN 2o =ta +1s, (t1,t2,ts €R).
3 =13

(b) Le equazioni cartesiane omogenee di r si possono ottenere a partire dalla condizione

Zo T1 T2 T3
gl 0 1 -1 0 |=2
0o 1 1 1

Da, questa si ottiene
- 20 =0,
‘1 &1+ 22— 223 = 0.

Le equazioni parametriche di r sono

xo =0,
T = 81 + 82,

T s1,82 € R).
zy = —81 + 82, (a1, )
I3 = 32

(d) Le coordinate affini omogenee di A si ottengono risolvendo il sistema delle equazioni di p ed
o+ 21 —22=0,
To =0, ’
z1+x2 — 223 = 0.
Si ottiene dungue A(0,1,1,1), ovvero A = Q1.
Esercizio 4. Nel piano proiettivo numerico reale P?(R), con coordinate omogenee (o, *1,Z2), s
consideri la conica C descritta dall’equazione
mg — 2z021 + 22122 + a:% =q.
(a) Determinare il tipo proiettivo di C.

(b) Determinare un sistema opportuno di coordinate proiettive omogenee (z, £, ¢3), rispetto al
quale C abbia equazione canonica proiettiva, e scrivere tale equazione.

Soluzione. (a) La matrice associata alla conica C &

1 -1 0
A=|-1 0 1
0 1 1

Essendo det A = —2 # 0, la conica C & generale. Come si verifica facilmente, il punto P(0,1,0), ad
esempio, & un punto appartenente a C, dunque C & una conica generale a supporto non vuoto.




(b) La forma quadratica g associata all’equazione di C & g(v) = 22 — 2mox1 + 2z122 + z3, dove
v = (%o, €1, %2). La forma bilineare simmetrica polare dige

b(v, W) = zoyo — Toyt — T1Yo + T1ya + Tay1 + Loy,

dove v = (zo,%1,%2) € W = (¥,¥1,%2). Un vettore non isotropo rispetto a b &, ad esempio,
wo = (1,0,0), essendo ¢(1,0,0) = 1. Risulta

wiizo—xi =0, ovvero wg = {(ts,t1,£2) %182 ER} = Span((1,1,0), (0,0,1)).

Un vettore non isotropo di wg &, ad esempio, wy = (0,0, 1); infatti risulta ¢(0,0, 1) = 1. Si ha poi

1 zo—z1=0 1
wi Nwi { 1+ g = 0: ovvero wi Nwi = {(¢,t,~t): ¢t € R} = Span((1,1,-1)).

Posto wy = (1,1, ~1), risulta che B = (wo, W1, Ws) & una base b-ortogonale e si ha
glwo)=1, gqwi)=1 e g(wz2)=-2

Allora, posto Vo = Wo, Vi = W1 e V3 = Wa/ /2, risulta che nella base B’ = (vo, v1,Vv2) 'espressione
di ¢ & canonica. Indicate con (z§,z},z5) le coordinate di v rispetto a tale base B/, risulta

a(v) = (z0)” + (21)” — (22)%,
Dunque, interpretando (4,1, z5) come coordinate proettive omogenee, C ha equazione canonica

(«6)” + (@1)" ~ (#2)* = 0.

wuw.mat.uniromal.it/~incitti/geometrianalitica



Geometria Analitica (A-Z)
Soluzioni della prova scritta del 19.6.2007

Proff. R. Mazzocco - P. Piccinni

Esercizio 1. Spazio vettoriale numerico reale V = R* di dimensione quattro.
Base canonica B = (€1, &, €3, €4).

Sia assegnata la forma quadratica ¢ : V — R, q(¥) = —2z223 + 222, essendo ¥ =
(5131, T2, T3, *734)'

i) Determinare la forma bilineare simmetrica b: V x V' — R polare di q.

ii) Determinare una base opportuna di V rispetto alla quale lespressione di ¢ sia
canonica.

iii) Scrivere 'espressione canonica di ¢ e dedurne il tipo di q.

Soluzione.

i) Risulta immediatamente b(¥7, @) = —Toys —23y2+2T3ys, essendo ¥ = (1, T2, T3, T4),
W= (Y1, Y2, Y3, Y4)-

ii} Un vettore non isotropo rispetto a b &, per esempio, @, = €3; infatti risulta g(&3) =
2#0. Si ha ’lﬁiL i —xg + 2x3 = 0, e quindi TEiL = {t181 +t2(28 + 53) + t354}t1,lz,tseR'
Un vettore non isotropo di i &, per esempio Wy = 2€, + €3, essendo ¢(w) = —2 # 0.
Si ha poi W{- Ny : —w2+223 =0, —z2 = 0, e quindi Wi Ny = {8181 +t2€4}i, 1eR-
Ora osserviamo che qualunque vettore @ € wi- Ny & tale che ¢(¥) = 0, ossia & isotropo.

Allora una base b-ortogonale di V' puo essere ottenuta aggiungendo i vettori isotropi
p. es. W = & e Wy = &. Dunque una base ortonormale ¢ data da ¥ = 532-, Ty =

280483 o =2 o =
T, Uy = €1, Ty = €y

f
iii) L’espressione canonica di g & dunque q(v) = (/)2 — (z4)?, dove ('}, x4, x4, ) sono
le coordinate rispetto alla base @}, @, Uy, 0. Il rango di ¢ & dunque 7 = 2 e gli indici
sono (p,r —p) = (1,1). ¢ & dunque degenere e indefinita.

Esercizio 2. Spazio euclideo RC(0;7, ], E).

Siano assegnati i punti A(1,2,0),C(3,2,2) eil pianop: 20 —y—2z=0.

i) Verificare che i punti A e C appartengono al piano p.

ii) Scrivere equazioni cartesiane dell’asse r del segmento AC.

iii) Determinare i punti B ¢ D di r che hanno distanza 1 dal piano coordinato yz.

iv) Calcolare I’area del quadrilatero ABCD.

Soluzione.

i} Le coordinate dei punti A e C soddisfano ’equazione cartesiana di p e quindi A e
C appartengono a p.

ii) Risulta 7 = p N p’, essendo p’ il piano passante per il punto medio M di AC e
perpendicolare al vettore AC. M ha coordinate (2,2,1), AC ha coordinate (2,0, 2).
Si ha quindi p’ : 2(z — 2) 4+ 2(z — 1) = 0, ossia p’ :  + z — 3 = 0. Dunque le equazioni




cartesiane di 7 sono 2z —y — 2z =0, x + 2z — 3 = 0. Da esse si hanno le equazioni
parametriche dir iz =3—t,y=6—4t,z=t, t € R.

iii) Un punto generico di r & dunque P(3 — ¢,6 — 4¢,%). La condizione sulla distanza,
essendo © = 0 I'equazione del piano yz, si esprime con |3 — ¢| = 1. Si hanno quindi i
valori t; = 2 e t5 = 4. I punti richiesti sono pertanto B(1,—2,2) e D(—1,-10,4).

iv) Per ottenere 'area del quadrilatero basta osservare che essa coincide con il modulo

-y — 7? 5’ &
del prodotto vettoriale AB A AD. Tale area & dunque | det 0 —4 2 ||=12
-2 -12 4

Esercizio 3. Piano euclideo E? - RC(0;1,j).
Sia assegnata la conica

C: :c2+2\/?—)wy—y2+2m—2\/§y=0.

i} Riconoscere il tipo euclideo di C e, se a centro, determinare le coordinate del centro
Py dicC.

ii) Determinare un riferimento cartesiano opportuno rispetto al quale C abbia equazione
canonica euclidea e scrivere tale equazione,

Soluzione.
0 1 -3
i) La matrice associata alla conica C ¢ A = 1 1 3 | e dunque gli
-Vv3 V3 -1
invarianti cubico, quadratico e lineare di C sono rispettivamente A = det A = -8 # 0,
Ago = det Agg = ( \/% \_? ) =—-4<0,7Z=1-~1=0. Dunque C & un’iperbole
equilatera (non degenere). 1l centro Py di C ha coordinate z = 7’2—% = %, %ﬂo—i‘ = ——%3.

ii) La forma quadratica ¢ : V' — R associata al termini di secondo grado dell’equazione
di C & tale che ¢(¥) = 2% + 2v/3zy — 2, essendo ¥ = x4 + yj. L'operatore simmetrico
F .V — V associato a ¢ ha come matrice Agg = ( \/% \/i: ) Gli autovalori di
F sono le soluzioni dell’equazione caratteristica di Agg, ossia di A2 — 4 = 0, dunque
A1 = 2,y = —2. I corrispondenti autospazi si ottengono dai Siste_I}li lineari omogenei
rispettivamente —z++/3y = 0, v3z—3y = 0, da cui V5 = {t(v/3i+7) }ier e 37+V3y =
0,vV3x+y =0, da cui V_y = {t( — v/3j) hher. Una base ortonormale di autovettori
per F' & quindi data da i = 32@2—!- %]..’ f' = %;— 3@; Le corrispondenti formule di
trasformazione di coordinate di punto sono, essendo O’ = O:

\/gl 1[ 1/ \/:O;I
TEgT gy, V=gt oo

e sostituendo tali formule nell’equazione di C, si ottiene la sua equazione
2($/)2 _ 2(yl)2 + 4y/ =0

nelle nuove coordinate (2, y’). La traslazione di vettore 0’0", essendo O (2! =0,y =
1) trasforma le coordinate (z’,y') nelle (z'’,3y") secondo le formule seguenti: z’ =

z", y' = ¢" + 1, e quindi 'equazione di C diventa:

2(2")? - 2" +2 =0,



—

nel riferimento RC(0”,7',3"). Poiche’ invertendo le coordinate: z" =y, y" = 2", e
dividendo per 2 tale equazione si ottiene l'equazione canonica di C:

(m///)Z _ (y/ll)2 —1= O,

=,

il riferimento richiesto & RC(O" 4", i), essendo O = O" = P, (centro della conica)

= 2 =
e,ei =3 =73,

Esercizio 4. Piano proiettivo reale P(V). Coordinate omogenee (zo, 1, %2).
Siano assegnati i punti P} = [1,0,1], P{ = [1,1,0], P} = [0,1,0], U’ = [0,1,1].

i) Verificare che P§, P{, P}, U’ sono in posizione generale.

ii) Determinare il riferimento proiettivo che ammette i punti Pj, P{, Pj come punti
fondamentali ¢ U’ come punto unitd e stabilire le formule di trasformazione di co-
ordinate di punto dalle sue coordinate omogenee (z§, ©}, %) a quelle (zg,z1,x2) del
riferimento canonico.

iii} Scrivere nelle coordinate (zy, 24, 74 ) Yequazione cartesiana della retta r : xo + 21+
Lo = 0.

Soluzione.

i) I punti assegnati sono in posizione generale, in quanto a tre a tre linearmente indipen-
110 1 10 1 00

denti: det [ 0 1 1 | =1#0,det [ 0 1 1 | =2#0,det| 0 1 1 | =
100 1 01 1 01
100

1#0,det | 1 1 1 ] =1%#0.
0 0 1

if) Posto wo = (1,0,1), w = (1,1,0), W = (0,1,0), @’ = (0,1, 1), risulta Py = [},
P| = [@], P} = @), U’ = [@]. Essendo linearmente indipendenti i punti P, P{, Py
si ha che i vettori @y, w1, Wy sono linearmente indipendenti e quindi una base di R3.
Quindi I’ equazione vettoriale @' = AWy + A1wW1 + AowWs ammette un’ unica soluzione,
costituita da tre reali non nulli. La traduzione scalare della precedente equazione
vettoriale fornisce la soluzione (Ao, A1, A2) = (1,—1,2). I vettori @ = @ = (1,0,1),
# = ity = (~1,-1,0), ¥ = 2 = (0,2,0) sono allora tali che P = [#}], P; = [#}],
Py =[], U = [0 + 01 + U4] e quindi RP(Ty, ¥, ¥5) & un riferimento proiettivo del
tipo richiesto.

iii) Considerato il riferimento proiettivo canonico RP(&, €y,¢é2) di P(R?), si ha che
le formule di trasformazione di coordinate proiettive omogenee di punto nel passaggio
da RP(%,7,7,) a RP(&y,¢&1,8) sono T9 = —xf — 1,71 = =) + 2zh, 29 = x.
Sostituendo queste ultime trasformazioni nell’ equazione di 7 si ottiene che r : zf, —
x4 25 =0







Geometria Analitica (A-Z)
Soluzioni della prova scritta del 18.9.2007

Proff. R. Mazzocco - P. Piccinni

Esercizio 1. Spazio vettoriale reale V di dimensione tre. Base B — (U1, Uy, U3).

Sia b:V x V — R 'applicazione definita da
b(, %) = z1y1 — 1Yz — Toy1 + 2oy + Tays + Z3Y3,

essendo ' = 17 + zoly + z373 e W = Y101 + ya¥s + y37s.

i) Verificare che I'applicazione b & una forma bilineare simmetrica.

ii) Determinare la forma quadratica q : V — R associata alla forma, bilineare simmet-
rica b.

iii) Assegnato il vettore @ = # — @, +- 13, verificare che @ & un vettore non isotropo
rispetto a b.

iv) Decomporre il vettore Z = ¥ — i, nella somma di due vettori 2 e 2, rispettivamente
parallelo e ortogonale ad 7,

Soluzione.

i) Considerata la matrice 4 = | — , risulta immediatamente b(7,w) =

O =
| SRR
oo

X'AY, essendo X' = (z,25, 23) e Y* = (¥1,92,¥3). Ne segue che b & una forma
bilineare, ed essendo la matrice A simmetrica, b & simmetrica.

ii) La forma quadratica ¢ : V — R associata a b & definita da q(?) = b(#,7) =
z? = 2312 + 22 + 22925,

i) Essendo (1, -1,1) le coordinate di # rispetto alla base B, risulta (@) = 2 £ 0 e
quindi @ & un vettore non isotropo.

iv) Considerato il coefficiente di Fourier agz(Z), risulta 7, = ag(Z)ile Zy = Z— 7. Allora,

bﬁﬂecz)__s 3 7 o 372 g s bvd 1 — — —
= =5siha?zy =5(0 —Vh + 1) e 2y = 5 (=71 + U — 3773).

essendo ag(Z) = =325
1

Esercizio 2. Spazio euclideo RC(0;7, 7, E)
Siano assegnatiil piano p: z—2y—2z+1 = 0elarettar z+y+2z=0, 2z—y+z=0.

i) Determinare equazioni cartesiane della retta s1 passante per il punto Py(1,0,1)
parallela al piano p e perpendicolare alla retta, r.

i1) Determinare equazioni cartesiane della retta s, passante per il punto P(0,1,0) e
perpendicolare al piano p.
iit) Verificare che le rette sy e s, sono sghembe,

iv) Determinare la distanza d(s;, s7) delle rette s e 8.




Soluzione.

i) La retta generica per il punto P; ha equazioni, sotto forma di rapporti uguali,
i,_;—l = Rg{ = ml, essendo (l1,m1,n,) parametri direttori. I coefficienti di giacitura del
piano p sono (a,b,¢) = (1,~2,~1) e parametri direttori di r sono (I, m,n) = (1,1, —1).
Le condizioni per la retta s; sono quindi Iy — 2my —nq = 0,1 +my —ny = 0. Pertanto
le equazioni di s;, dedotte da quelle sopra scritte in forma di rapporti uguali, sono ad

esempio z — 2z = 0,y = 0.

ii) La retta sy, dovendo essere perpendicolare al piano p, ha parametri direttori
(l2,ma,n2) proporzionali a (a,b,c) = (1, —2 —1). Dunque le equazioni di s3, sotto

forma di rapporti uguali, sono =4 L— Z,ovwerox+2=0,y—2z—-1=0.

iil) Le rette s; e s5 sono non parallele, avendo parametri direttori non proporzionali,
e non incidenti in quanto il sistema lineare z — 2 =0,y =0,z + 2 =0,y — 22— 1 =10
non ammette soluzioni.

iv) La distanza d(s1, s2) delle rette s; e sy pud determinarsi per esempio considerando
il piano ¢ contenente s; e parallelo a s;. Infatti tale distanza uguaglia la distanza di un

z~1 y z-—1
qualsiasi punto di s5, p. es. P, dal piano q. Essendo det 1 0 1 =0,
1 -2 -1
ossia ¢ +y — z = 0 I'equazione cartesiana di g, risulta d(s1, s;) = d(P;,q) = 71_5

Esercizio 3. Piano euclideo E? - RC(0;1, 7).

Sia assegnata la conica,

C: 13z + 6\/§$y + 7y 4+ 16v3z + 16y = 0.

i) Verificare che C & un’ellisse generale a supporto non vuoto.

it) Determinare la lunghezza dei semiassi a e b di C, facendo preferibilmente uso del
metodo dei semiinvarianti metrici.

Soluzione.

0 8/3 8

i) La matrice associata alla conica Cé¢ A= | 8/3 13 3v/3 | e dunque i semiin-

8 33 7

varianti cubico, quadratico e lineare di C sono rispettivamente A = det A = —1024 # 0,

Ago = det Agg = ( 3\}§ 3\/; ) =64>0,7 =16+ 7 = 20. Dunque C & un’ellisse

generale, il cui supporto & non vuoto, contenendo l'origine O.

it} Dalla teoria e dal precedente calcolo dei semiinvarianti sappiamo che esiste un

opportuno riferimento RC(O i,7) tale che 'equazione cartesiana di C rispetto a tale
2

riferimento sia del tlpo p( —2- + 4% —1) = 0. I semiinvarianti per tale equazione canonica

valgono A = —p? L Ao = p ;;315-, I= ("2‘ + —;—) Uguagliando le due terne di
semiinvarianti si ottiene subito p = 16, a = 2,



Esercizio 4. Piano proiettivo reale P(V) subordinato ad uno spazio vettori-
ale reale V' di dimensione tre. Coordinate omogenee (zg,1,7;) definite dal
riferimento proiettivo RP(#, v, 7).

Sia assegnata la conica

C: 9:(2, — 2z — x'f —2z129 = 0.

i) Determinare un sistema opportuno di coordinate proiettive omogenee (zf, 2}, z5)
rispetto a cui C ha equazione canonica proiettiva e scrivere tale equazione.

ii) Dall’equazione canonica di C dedurre che la conica C si spezza in due rette reali e
distinte e determinare tali rette.

Soluzione.

i) La forma quadratica g associata all’equazione di C & ¢ = 23 — 2zoz5 —2? — 221 7,. La
forma bilineare simmetrica polare di g & b = zoyo — Toys — Zayo — T1Y1 — T1Y2 — Toy1.
Un vettore non isotropo per b & p. es. wg = (1,0,0), essendo ¢(1,0,0) = 1. Risulta
wg : o — 29 = 0 e quindi wy = {(to,t1,t0}s0,tser. Un vettore non isotropo di wg-
e p. es. wy = (0,1,0); infatti risulta ¢(0,1,0) = —1. Si ha poi wg Nwi : 2o — 3 =
0, =1 — 23 = 0. Dunque wg Nwi" = {(¢,~¢,1)) }ser. Posto wy = (1, —1, 1) risulta che
B’ = (w,, w1, ;) & una base b-ortogonale: Essendo g(wo) = 1, g(w1) = —1, g(ws) =0,
si ha che rispetto a tale base 'espressione di g & canonica. Indicate con (z},2},z5) le
coordinate rispetto a tale base, risulta ¢ = (z)? — (2})%. Dunque in tali coordinate
proiettive omogenee la conica C ha equazione canonica proiettiva (z5)% — (z7)? = 0.

ii) Dall’equazione canonica di C si ha che C si spezza nelle rette reali e distinte r :
zp—zh=0es:z)+2) =0







